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  .عهد می شوممت دکتر مهدی بامدادماتریس انتقال گسستهتحت راهنمائی 

  .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است �

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است �

امتیازی در هیچ  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا �

 .جا ارائه نشده است

دانشگاه « م شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با ناصنعتی کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه   �

 .به چاپ خواهد رسید »Shahrood  University of Technology« و» صنعتی شاهرود 

حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از  �

 .رعایت می گردد پایان نامه

استفاده شده است ضوابط ) یا بافتهای آنها ( در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده  �

 .ه استو اصول اخلاقی رعایت شد

در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده  �

  . شده است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است

  تاریخ

  امضاي دانشجو

  

  

  

  

 

  

  

  

  مالکیت نتایج و حق نشر

مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و (کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن  �

این مطلب باید به نحو مقتضی در . متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد) تجهیزات ساخته شده است 

 .تولیدات علمی مربوطه ذکر شود

 .استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد �

 تعهد نامه
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 :چکیده

ریسمان تابیده شده به دور خود و یا به . ترین ابزارهای انتقال قدرت، ریسمان استیکی از قدیمی

که یک انتهای ریسمان به زمانی. رودکار میصورت بافته شده با چند ریسمان، برای انتقال نیرو به

وصل باشد، اعمال دوران به ریسمان موتوری الکتریکی متّصل شود و انتهای دیگر آن به بار مورد نظر 

از طریق موتور، موجب تابیده شدن ریسمان، کاهش طول ریسمان  و در نتیجه حرکت انتقالی بار، به 

ی ریسمان این سیستم انتقال قدرت که سیستم محرّکه. شودعلّت نیروی کششی تولید شده، می

های ک کم کاربردهای فراوانی در دستگاهشود، به علّت سبک و ارزان بودن و اصطکاتابیده نامیده می

  .رباتیکی دارد

سو به سازی، شامل یک ریسمان است که از یکپذیر پیشنهادی برای مدلسیستم دینامیکی انعطاف 

با دوران موتور، ریسمان، . متّصل است) بازوی رباتیک(موتور الکتریکی، و از سوی دیگر به جرم متمرکز

منظور یافتن پاسخ به. شودمان موجب حرکت انتقالی جرم متمرکز میتابیده شده و تغییر طول ریس

با استفاده از روش . استکار گرفته شدهسازی ماتریس انتقال بهاین مجموعه، استفاده از روش گسسته

در مدل اول، . استماتریس انتقال با بعد زمانی گسسته، سیستم مورد بررسی در دو حالت مدل شده

های جرم، فنر پیچشی و خطّی در نظر گرفته شده فنر پیچشی و در مدل دوم، المان های جرم والمان

- کار گرفته شدهمنظور کنترل سیستم بهبه PIDکنترلر  .استو نتایج با پژوهش مربوط، مقایسه شده

های در ادامه با در نظر گرفتن سیستم مورد نظر به صورت تیر تابیده شده، حلّ دقیق مشخّصه. است

سازی با امیکی تیر تابیده شده با استفاده از روش ماتریس انتقال، در یک حالت خاص از مدلدین

  .استهای طبیعی و شکل مدها بررسی شدههای جرم و فنر، با رویکرد بررسی فرکانسالمان

  :های کلیدیواژه

روش  –سازی گسسته –بازوی رباتیکی  –ی ریسمان تابیده سیستم محرّکه -سیستم محرّکه  

  .PID	کنترلر  – تیر تابیده شده –روش ماتریس انتقال با بعد زمانی گسسته  –ماتریس انتقال 
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  مقدمه 1-1

ي ریسمان سپس سیستم محرّکه. اندصورت مختصر توضیح داده شدههاي محرّکه بهابتدا انواع سیستم

هاي ي ریسمان تابیده در زمینهکاربردهاي مهم و وسیع سیستم محرّکه. استمعرّفی شده 1تابیده

ي هاي انجام شده در زمینهپژوهش. استمعرّفی شده 2(TMM)مختلف بیان و روش ماتریس انتقال

است صورت اجمالی مورد بررسی قرار گرفتهي ریسمان تابیده و روش ماتریس انتقال بهسیستم محرّکه

  .استبیان شده نامهساختار پایانو  هااهداف پژوهش و نوآوريو در نهایت 

  هاي محرّکهسیستم انواع 1-2

یک  .محرّکه، یک جزء از ماشین است که مسئول انتقال و یا کنترل یک مکانیزم یا سیستم است

انرژي است و نسبت کمسیگنال کنترلی به. ي نیازمند استبه یک سیگنال کنترلی و منبع انرژ محرّکه

لیکی و یا حتّی قدرت انسان صورت ولتاژ الکتریکی یا جریان، فشار پنوماتیکی یا هیدروممکن است به

صورت جریان الکتریکی، فشار مایع هیدرولیک و یا فشار منبع اصلی انرژي ممکن است به. باشد

شود، پاسخ محرّکه، تبدیل انرژي به حرکت که سیگنال کنترل دریافت میهنگامی. پنوماتیک باشد

  .مکانیکی است

  :بندي کردصورت زیر طبقهانتقال انرژي بهتوان در سه حالت اصلی از هاي محرّکه را میسیستم

 الکتریکی -

 پنوماتیکی -

 هیدرولیکی -

 

                                                             
1Twisted String Actuator 
2Transfer Matrix Method 
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  ي الکتریکیمحرّکه 2-1- 1

. کند را به حرکت مکانیکی تبدیل می الکتریسیته است که ماشین الکتریکی نوعی، 1موتور الکتریکی

  دو و این. شود انجام می ژنراتور طاست، توس عمل عکس آن که تبدیل حرکت مکانیکی به الکتریسیته

کار  الکترومغناطیس طاکثر موتورهاي الکتریکی توس. دیگر هستندکرد، مشابه یکدر عملز جهسیله ب

و  الکترواستاتیک هاي دیگري نظیر نیروي ورهایی که بر اساس پدیدها موتکنند، ام می

حامل  يهی این است که وقتی که یک مادکلّ يایده. دکنند، هم وجود دارن کار می  2پیزوالکتریک اثر

ه از سوي گیرد، نیرویی بر روي آن ماد قرار می مغناطیسی جریان الکتریسیته تحت اثر یک میدان

که به  ناشی از نیرویی گشتاور تعلّبه) روتور(هاي، چرخان وتور استوانهدر یک م. شود میدان اعمال می

 .گردد شود، می ن از محور چرخانه به چرخانه اعمال مییاي مع فاصله

اصل فیزیکی تمام موتورهاي الکتریکی به . اندهاي الکتریکی از موتورهاي الکتریکی تشکیل شدهمحرّکه

یک میدان یک جریان الکتریکی از طریق یک هادي قرار داده شده در  هنگامی که این صورت است که

تور انواع مو. شودشود که باعث حرکت سیم مینیرو بر سیم اعمال میکند، یک اطیسی عبور میمغن

  .الکتریکی شامل موارد زیر است

  (3DC)موتور جریان مستقیم  1-2-1-1

 و گرفتندمورد استفاده قرار می 4سرعت قابل تنظیمبا هاي حرکتسال براي صد راي ب DCموتورهاي 

تعمیر و  يهزینه ،هاموتورترین مشکل این مهم. شدمیها اجرا وتوریر بر روي این مکنترل گشتاور متغّ

ها موتورت این ترین مزیو مهم 5ACموتورهايتر نسبت به چنین بازده پایینها و همداري آننگه

                                                             
1Electric motor   
2Piezoelectric 
3Direct Current	
4Adjustable Speed Drive 
5Alternating Current 
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 DCموتورهای ، ACموتورهایتکنولوژی کنترل  اگرچه با پیشرفت. باشدمی هاآن کنترل دقیق سرعت

چون هم ،صنایع قدیمی و صنایعی که به کنترل خیلی دقیق نیاز دارندا هنوز ام ؛از رده خارج شدند

  .کننداستفاده می DCموتورهایپیکر از های غولجرثقیل

- به DCسرعت موتور . شوندکار گرفته میبه DCاز طریق استفاده از یک سیگنال  DCموتورهای 

با استاتور مارپیچی، کنترل سرعت برای موتورهای . شودمی ی سرعت اعمالی به آرماتور کنترلوسیله

  . یر جریان استاتور نیز ممکن استاز طریق تغی

  (AC)جریان متناوبموتور  1-2-1-2

کتریکی را تبدیل به تغذیه شده و توان ال جریان متناوب است که با ماشین الکتریکی یک ACموتور 

 ور،استات.استتشکیل شده استاتور و روتور از دو قسمت اصلی ACموتور. نماید می توان مکانیکی

ار ایجاد دوکه با استفاده از جریان متناوب، میدان مغناطیسی  است ثابتولاً خارجی و معم یهسته

ه به میدان با توج و صل شدهکه به محور خروجی متّ است حرکداخلی و متّ یهسته ور،روت .کند می

مغناطیسی دوکند ط استاتور، گشتاور تولید میار تولید شده توس. 

سرعت . دشونپیچ استاتور هدایت میتوسط یک منبع جریان متناوب اعمالی به سیم ACموتورهای 

از طریق تغییر سرعت بنابراین کنترل . با فرکانس سیگنال ورودی تعیین می شود ACهای موتور

  .آیددست میبهفرکانس سیگنال 

  ي پنوماتیکیمحرّکه 2-2- 1

-این محرّکه به. گیردای در صنعت ساخت مورد استفاده قرار میطور گستردهی پنوماتیکی بهمحرّکه

نوع اصلی دستگاه انتقال . بردی انتقال قدرت، بهره میاسطهعنوان وشده به طور کلّی از هوای فشرده

-نشان داده شده )1-1(شکل طور که درهمان. انرژی موجود در پنوماتیک، سیلندر پنوماتیک است

همراه یک پیستون که طول سیلندر را ای با دو انتهای بسته بهی استوانهطور کلّی از یک بشکهاست، به
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ی هوای وسیلهی متّصل به پیستون بهپیستون و میله- حرکت سیلندر. استکند، تشکیل شدهطی می

استفاده از هوا به . دهدد، رخ میفشرده شده در یکی از دو درگاهی که در دو انتهای سیلندر قرار دار

ها نسبت بالا در این محرّکههای بهپذیری بالا موجب تولید سرعتی ناچیز و تراکمعلّت ویسکوزیته

  . یابی به دقّت بالا دشوار باشدشود که دستپذیری هوا در این محرّکه موجب میاگرچه تراکم. دشومی

  

  
  ی پنوماتیکیتصویری از یک محرّکه) 1-1 (شکل

  

  ي هیدرولیکیمحرّکه 2-3- 1

تفاوت . یکی استی پنوماتبه محرّکه طور کامل شبیهی هیدرولیکی، بهمحرّکه حاکم بر اصول اساسی

ی هیدرولیکی تغییر در محرّکه ی پنوماتیکی به مایعدر محرّکه که از هوا یا گاز در مایع عامل است

، موجب استفاده از مایع. مل متفاوت استطور کاهرچند نتایج عملکردی در این دو محرّکه به. کندمی

های هیدرولیکی توان خروجی بسیار ه این معنی که محرّکهب شود؛ابی به فشار عملیاتی بالا مییدست

کار ها زمانی که نیروها و گشتاورهای بزرگی بهدر نتیجه این محرّکه توانند داشته باشند،بالایی را می

  .شوند، کاربرد دارندبرده می

د نیاز، سرعت، حرکت مور .دندهانتخاب یک محرّکه را تحت تأثیر قرار می هاهای اجرایی محرّکهویژگی

. ها هستندی این ویژگیقدرت مورد استفاده، دقّت و تکرارپذیری، رفتار دینامیکی و انطباق از جمله
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. دهندها را تحت تأثیر قرار میکردی، عوامل دیگری نیز انتخاب محرّکههای عملجز ویژگیبه

گیری سرعت، موقعیت، اندازه ی مورد نیاز، روش مورد استفاده برایپارامترهای کنترلی، منبع تغذیه

  . اندسازی سیستم، هزینه و امنیت از این دستهپارچهنیرو و گشتاور، یک

  

  ي ریسمان تابیدهسیستم محرکّه 1-3

شروع . استترین ابزارهای انتقال قدرت در طول مسیر شناخته شدهعنوان یکی از قدیمیریسمان به

های انتقال قدرت به چند هزار سال پیش به ابزار سیستم ها درها توسط انساناستفاده از ریسمان

. گرددگرفت، برمیافروزی مورد استفاده قرار میی ریسمانی مته که برای اهداف نجاری و آتشمحرّکه

. شودموازی منجر به کاهش طول آن می ریسمانها دریافتند که تابیدن یک یا چند پس از آن انسان

تابیده براساس اثر ذکر شده در بالا در کاربردهای نظامی مانند منجنیق،  های انتقال ریسمانسیستم

ی ریسمان های محرّکهسیستم. ها مورد استفاده قرار گرفتساخت و ساز مانند چرخ چاه و سایر زمینه

تابیده که از لحاظ مکانیکی ساده و قابل اعتماد هستند، انتقال نیروهای بزرگ با گشتاور ورودی 

ابزارهای یونانیان باستان و جنگ روم تا  )2-1(شکل با توجه به ].1[سازندمکن میکوچک را م

چنین برای تفریح و سرگرمی های مدرن، در کشیدن بارهای سنگین، تثبیت سازه و همدستگاه

  .مشهود است استفاده از ریسمان
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  های ریسمان تابیدهکاربرد)2-1 (شکل

های ، نیاز به دستگاهدست آمدهی رباتیک بههایی که در چند سال اخیر در زمینهبا توجه به پیشرفت

اند، راه بسیاری از ابزارهای رباتیکی که در گذشته گسترش یافته. ی خطّی دقیق محسوس استمحرّکه

طور عمده در نوع موتور اند که بههاد دادهی خود پیشنهای محرّکههای متعددی برای سیستمحل

است و در سیستم اغلب موتورهای الکتریکی دورانی و گاهی اوقات پنوماتیکی ارائه شده. تفاوت دارند

های ی دستتوسعه. استپذیر استفاده شدههای انعطافدنده، تاندون و یا شافتانتقال قدرت از جعبه

طور مثال در یک به. دهدهای محرّکه را نشان میی به سیستمرباتیکی با حرکت تاندون، نیاز جد
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چنین توان هم. ی مستقل برای حرکت کامل دست با وزن کم نیاز استمحرّکه 20دست رباتیکی، به 

در نتیجه، موتورهای خطّی . مصرفی، یکی دیگر از پارامترهای مهم در انتخاب سیستم محرّکه است

عنوان یک حقیقت، به. کنندنیاز از نظر ابعاد و وزن را برآورده نمی تجاری در دسترس، مشخّصات مورد

ی ریسمان تابیده، شامل با انتخاب مناسب موتور الکتریکی دوار و برخی پارامترهای طرّاحی محرّکه

های مکاترونیکی ممکن سازی دستگاهی شرایط برای پیادهطول و شعاع ریسمان، برآورده شدن همه

  ]. 2[گرددهای رباتیکی چندانگشتی هموار میرای نسل بعدی از دستشود و راه بمی

ی مختلف باشند قادر به انجام وظایف پیچیده نزدیک یها در آیندهرود که روباتطور کلّی انتظار میبه

  . ها همکاری کنندهای روزمرّه با انسانای، بلکه در فعالیتتنها در وظایف کارخانهو نه

-ن تابیده شده به دور خود و یا بهریسما. ترین ابزارهای انتقال قدرت، ریسمان استیکی از قدیمی

دیده ) 3-1(شکلطور که در همان. رودکار میصورت بافته شده با چند ریسمان، برای انتقال نیرو به

مورد که یک انتهای ریسمان به موتوری الکتریکی متّصل شود و انتهای دیگر آن به بار زمانیشود، می

ده شدن ریسمان، کاهش طول نظر وصل باشد، اعمال دوران به ریسمان از طریق موتور، موجب تابی

-یکی از سودمندی. شودو در نتیجه حرکت انتقالی بار، به علّت نیروی کششی تولید شده، میریسمان 

و جرم مورد  ، اتّصال مستقیم موتورهادر مقایسه با سایر سیستم های اصلی این سیستم انتقال قدرت

  . دنده استچون جعبههای واسط انتقال قدرت همنظر بدون نیاز به استفاده از مکانیزم

  

  ]21[ی ریسمان تابیدهاصول کاری یک محرّکه) 3-1 (شکل
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. کندعمل میست و شبیه به ماهیچه صدا و با اصطکاک کم ااین سیستم بسیار سبک، ارزان، بی

 .شودای را برای آن موجب میفرد این سیستم محرّکه، کاربردهای گستردههای منحصربهویژگی

بخشی و فیزیوتراپی برای کمک به حرکت اعضای شود، در تواندیده می) 4-1(شکلطور که در همان

  .چون بازو قابل استفاده استبدن هم

  

  

  ]21[کمک به حرکت بازو) 4-1 (شکل

  

پذیر این ربات بسیار انعطاف. است  1شکلیکی دیگر از کاربردهای این سیستم محرّکه، در ربات مکعبی

مکعب، قادر . محرّکه در هر مکعب قرار دارد 12در قطرهای هر وجه مکعب و در مجموع،  محرّکه. است

الاضلاع ها، مکعب از مربع به متوازیگاه شدن محرّکهبا تکیه. هاستبه تنظیم خود به بسیاری از راه

  ]. 3[قابل مشاهده است) 5-1(شکلجایی در این جابه. شودتبدیل می

  

                                                             
1Cubical Modular Robot	
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  ]3[ربات مکعبی در دو حالت مختلف) 5-1 (شکل

  

های و دستگاه 1های تنسیگریتیبا محیط مجازی، رباتای در تقویت توان، فعل و انفعالات لامسه

چنین در استخوان زانو، این سیستم انتقال رباتیکی مانند انگشت و دست رباتیکی، بازوی رباتیکی و هم

  .قدرت قابل استفاده است

  روش ماتریس انتقال 1-4

ی گیری ماتریس معادلهالی چند درجه آزادی با استفاده از انتگرطور کلّی پاسخ دینامیکی یک سازهبه

ماتریس معادله حرکت از طریق یک جرم متمرکز یا . یابی استحرکت دیفرانسیل آن سازه قابل دست

گام و بهگیری عددی گام، انتگرال2نهی کیفیتیبرهم. شودمحدود سازه تشکیل میسازی المانگسسته

در . های حرکت هستندگیری معادلههای انتگرالترین روشروش ماتریس انتقال سه مورد از معمول

شود و سپس ی ماتریس سیستم محاسبه مینهی کیفیتی، ابتدا مقادیر و بردارهای ویژهروش برهم

  4مدها عنوان ترکیب خطّی شکلپاسخ سیستم به .3شوندهای حرکت از حالت زوجی خارج میمعادله

های این محدودیت. یرایی تناسبی استاین روش براساس فرض رفتار خطّی و م. شودبندی میفرمول

ی سیستم، یابی به مقادیر و بردارهای ویژهچنین زمان محاسباتی بزرگ برای دستذاتی روش و هم

                                                             
1Tensegrity Robot 
2Modal Superposition 
3Uncouple 
4Mode Shapes 
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گیری عددی روش دوم یعنی روش انتگرال. کندسودمندی این روش را محدود به کاربردهای کمی می

اویلر کلاسیک، رانگ گوتا، . گیردین روش بهره میبرد اگام زمانی برای پیشبههای گاماز بعضی تقریب

ای فعلی طور گسترده در کدهای رایانهبینی اصلاح کننده بههای پیشویلسون تتا و انواع دیگر روش

بی ارزیا. مورد نیاز است وابسته به کاربرد و دقّت خاصانتخاب هر روشی، . گیرندمورد استفاده قرار می

ها به طور کلّی با این روش. استمون بسیاری از آثار منتشر شدهها، مضهای نسبی این روشمزیت

چنین هم. مسائل خطّی ثابت با زمان، مسائل خطّی متغیر با زمان و مسائل غیرخطّی سازگار هستند

ی پیشین های میرایی سیستم و یک محاسبهی مشخّصهگونه فرض محدودکنندهها به هیچاین روش

ی سیستم و تعداد درجات که اندازهحال، هنگامیبا این. ارهای ویژه، نیازی ندارندبرای مقادیر و برد

ای مورد همین نسبت فضای رایانهشود و بهیابد، ابعاد ماتریس نیز بزرگ میآزادی سیستم افزایش می

ش رو. یابدتر است، افزایش میهای محاسباتی بزرگنیاز و زمان محاسباتی، که خود نیازمند سیستم

. تواند برای کاهش ابعاد ماتریس مورد استفاده قرار گیرددیگر، روش ماتریس انتقال است که می

TMM و هر  های بزرگی که از چند زیرسیستم ساخته شدهای برای سیستمالعادهطرز فوقبه

ت ی حرکمعادله. ی الاستیک و دینامیک ساخته شده باشد، مناسب استهای سادهزیرسیستم از المان

ها و نیروهای داخلی است، جاییهایی از بردارهای حالت که شامل جابهبرای هر زیرسیستم در ترم

ی زیرسیستم و معمولاً بسیار ترین تعداد درجهابعاد ماتریس براساس بزرگ. شودبندی میفرمول

کمتر به فضای تر بودن ابعاد ماتریس و نیاز علاوه بر کوچک. شودها تعیین میتر از سایر روشکوچک

طور این روش به. دهدسازی ارائه میپذیری بیشتری در مدلچنین انعطاف، همTMMای، رایانه

-مانند و سیستمایدنده و سایر کاربردهای زنجیرههای جعبههای گردان، تحلیلگسترده در دینامیک

ای خطّی و برای تخمین هشود؛ با این حال، کاربرد این روش به سیستمدار استفاده میهای انشعاب

های طبیعی و تحلیل پاسخ حالت ماندگار که تنها تحت تحریک هارمونیک قرار دارند، محدود فرکانس

و   TMM، مزایای هر دو روش DT-TMM(1(روش ماتریس انتقال با بعد زمانی گسسته . شودمی

                                                             
1Discrete Time Transfer Matrix Method 
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و برای طیف وسیعی از ها کوچک است به این صورت که ابعاد ماتریس. گیری عددی را داردانتگرال

این روش ساده و . دشوکار گرفته میان و غیرخطّی بههای خطّی متغیر با زممسائل شامل سیستم

ای را ارائه سرراست است و یک ابزار باقدرت برای تحلیل پاسخ دینامیکی هر سیستم دینامیکی عمومی

های طبیعی، ی فرکانسای محاسبهروش ماتریس انتقال، روشی ساده و با دقّت است که بر]. 4[دهدمی

  ].7- 5[گیردها مورد استفاده قرار میدر سازه... گشتاور خمشی، نیروی برشی، شکل مدهای ارتعاشی و 

ها موجب شد تا این روش برخلاف هایی نیز دارد و همین محدودیتروش ماتریس انتقال، محدودیت

]. 10-8[شودکار بردهبا روش اجزاء محدود به همراه موماًروش اجزاء محدود، چندان گسترش نیابد و ع

های پیچیده، های یک یا دوبعدی ارائه گردید و لذا در تحلیل سیستماین روش اساساً برای سیستم

از طرفی، روش ماتریس انتقال در مدهای بالا، . تنهایی چندان مناسب نخواهد بوداستفاده از آن به

های طبیعی در ع موجب تشخیص نادرست فرکانسو این موضو] 11[دچار مشکلات عددی شده

هایی مناسب خواهد بود که مدهای پایین مدهای بالا خواهد شد و بنابراین این روش، برای سیستم

که یک فنر با سفتی بسیار چنین در بسیاری از موارد هنگامیهم. ارتعاشی در طرّاحی مورد توجه باشد

های پذیری بالا در سازه وجود دارد، تعیین فرکانسانعطاف بالا در سازه وجود دارد و یا مفصلی با

  ]. 12[طبیعی با استفاده از روش ماتریس انتقال مشکل خواهد بود

ی ماتریس مورد نیاز برای تعیین معادله مشخّصه نسبت به روش اجزاء در روش ماتریس انتقال، مرتبه

ها، دقّت نتایج افزایش فزایش تعداد المانچنین در این روش با اهم]. 13[تر استمحدود بسیار کوچک

ها بستگی یافته و برخلاف روش اجزاء محدود، مقدار دترمینان معادله مشخّصه به تعداد المان

در نتیجه، استفاده از این روش موجب کاهش حجم محاسبات و افزایش سرعت تحلیل ]. 14[ندارد

ها، همواره مقداری ثابت دارد و عداد المانچنین ابعاد ماتریس انتقال، مستقل از تهم. خواهد شد

تر ای مورد نظر برای این روش، نسبت به روش اجزاء محدود، بسیار سادههای رایانهنوشتن برنامه

گیرد، عنوان یک روش تحلیلی مورد استفاده قرار میاز طرفی روش ماتریس انتقال به]. 15[است
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. شودسازی را شامل نمیغیر از گسستهجزاء محدود بهبنابراین، این روش منابع خطاهای دیگر روش ا

  ].16[در نتیجه نسبت به روش اجزاء محدود از دقّت بالاتری برخوردار خواهد بود

منظور یافتن پاسخ دینامیکی سیستم چند درجه آزادی، استفاده از روش تحلیلی ماتریس انتقال به

اتریس انتقال با در چارچوب روش مذکور، روش مسازی های گسستهاستفاده از روش. شودپیشنهاد می

ها در مقایسه ی ماتریس مورد نظر، افزایش دقّت نتیجهعلّت کوچک بودن مرتبهبهبعد زمانی گسسته 

های انتخابی و در نتیجه ساده شدن با روش اجزاء محدود، مستقل بودن بعد ماتریس از تعداد المان

ی ی پیوسته، به چند زیرسازهدر این روش، یک سازه. ب استای مورد نظر، مناسهای رایانهبرنامه

، سفتی و یا تواند المان جرمان در سیستم، میسازه با توجه به نوع المهر زیر. شودمعین، تقسیم می

  .نیرویی باشد

  هاي انجام شدهي پژوهشپیشینه 1-5

  تابیدهي ریسمان ي سیستم محرّکههاي انجام شده در زمینهپژوهش 5-1- 1

. ی ریسمان تابیده شده را ارائه کردند، یک انگشت رباتیکی تحریک شده با محرّکه]17[گادلر و سونادا

های آزمایشگاهی که مدل ارائه شده را تحت ی تابیده شده، توصیف و دادهدر این کار قواعد محرّکه

-مان از یک سمت به میلهقابل ذکر است که حداقل دو ریس. استدهد، نشان داده شدهپوشش قرار می

ها است که ریسماندر این مدل فرض شده. اندی موتور و از سمت دیگر به انگشت رباتیکی وصل شده

چنین فاقد هر نوع اصطکاک داخلی و سطحی هم. گونه مقاومتی در برابر پیچش و خمش ندارندهیچ

چنین کنترل ها همآن. باشندمی ای و غیرقابل انبساط نیزها دارای سطح مقطع دایرهریسمان. هستند

  ].18[ی ریسمان تابیده ارائه کردندموقعیت و نیرو را برای انگشت رباتیکی با محرّکه
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ي ریسمان تابیده شده را براي دست سازي و کنترل سیستم محرّکهمدل] 19[پالی و همکاران 

هاي اصلی این معادله. استف شدهي جدید تعریاي این سیستم محرّکهقواعد پایه. رباتیکی ارائه کردند

منظور کنترل نیرو در دست رباتیکی، به. استسیستم به همراه اعتبارسنجی آزمایشگاهی آن ارائه شده

دو یا تعداد بیشتري ریسمان به صورت موازي . استي ردگیري منحنی نیروي مطلوب انجام شدهمسأله

چرخش . اندگر به بار مورد نظر وصل شدهاز یک سمت به موتور الکتریکی دورانی و از سمت دی

ي موتور الکتریکی موجب کاهش طول و در نتیجه یک حرکت خطّی وسیلهها از یک سمت بهریسمان

است که مدل سازي طرّاحی الگوریتم کنترل نیرو، فرض شدهمنظور سادهبه. شوددر سمت دیگر می

-هایی که به صورت هستهکه ریسمان استچنین فرض شدههم. دینامیکی به صورت جسم صلب است

هاي تشکیل شده از رشته. اند، در بار محوري کلّی حضور ندارندهاي مارپیچ قرار گرفتهي سایر ریسمان

اند؛ به این صورت که داراي شعاع ثابت در حین اعمال آل در نظر گرفته شدهها، به صورت ایدهریسمان

ها توزیع است که بار به صورت برابر بین رشتهرض شدهچنین فهم. گشتاور از سوي موتور هستند

ها به صورت فنرهاي خطّی با قابلیت تحمل منظور در نظر گرفتن سفتی ریسمان، رشتهبه. استشده

سازي بازخوري براي خطّی ]20[چنینها همآن. اندنیروهاي کششی و نه نیروهاي فشاري فرض شده

  .ي ریسمان تابیده را ارائه کردندمحرّکههاي با سفتی متغیر بر اساس مفصل

همراه نتایج ي ریسمان تابیده بههاي محرّکهاي بر روي سیستم، مطالعه]1[دیمیتري پوپو و همکاران

مدل سینماتیکی به همراه نتایج آزمایشگاهی ] 21[هاچنین آنهم. آزمایشگاهی آن انجام دادند

سیستم اسکلتی بازو از دو عضو مکانیکی . کی را ارائه کردندي ریسمان تابیده براي بازوي رباتیمحرّکه

محور با ي یک مفصل پیچشی، هماست، این دو عضو به وسیلهبازوي بالایی و پایینی تشکیل شده

محور با مفصل صورت جسم صلب همچنین یک پولی بههم. اندمفصل بازوي انسان به هم متّصل شده

ها بر خلاف کارهاي قبلی فرض کردند که حجم ریسمان آن. استهپیچشی به بازوي پایینی متّصل شد

  .یابددر این سیستم ثابت است، در نتیجه، با کاهش طول ریسمان، شعاع سطح مقطع آن افزایش می



15 

 

ي ریسمان ، کنترل تطبیقی را بر روي حرکت بازوي رباتیکی با سیستم محرّکه]22[لی و همکاران 

  .شگاهی آن ارائه کردندهمراه نتایج آزمایتابیده به

ها از این آن. ه کردندهاي ریسمان تابیده ارائ، کاربرد جدیدي از محرّکه]23[اسپیرالپارک و سان

در این کار کنترل امپدانس . هاي تنسیگریتی استفاده کردندعنوان محرّکه، براي رباتسیستم، به

اي هاي کابل قرقرهجاي محرّکهی بههاي تنسگریتي ریسمان تابیده براي استفاده در رباتمحرّکه

  .استسنّتی بسط داده شده

ي ها سیستم محرّکهآن. از این سیستم محرّکه در کاربردي جدید بهره بردند] 24[موللر و همکاران نیز

عنوان محرّکه به ها از دو ریسمان موازيآن. ریسمان تابیده را براي استخوان زانو استفاده کردند

  .استفاده کردند

  ي ماتریس انتقالهاي انجام شده در زمینهپژوهش 5-2- 1

 براي بررسی ارتعاش 1921روش ماتریس انتقال، در واقع تکمیل روشی است که هولزر در سال 

استد، روش هولزر را با کمی تغییر براي ارتعاش پس از آن، مایکل]. 25[پیچشی محورها ارائه داد

جاي استفاده از استد را گسترش داده و بههمکارانش روش مایکلپستل و ]. 26[کار بردعرضی تیرها به

داي و همکارانش ]. 15[المان متمرکز، از المان پیوسته براي بررسی ارتعاش عرضی تیر استفاده کردند

]. 27[هاي انتقال پرداختندبعدي در شبکهبا استفاده از این روش، به بررسی ارتعاش دو بعدي و سه 

- اي را بههاي طبیعی یک تیر با سطح مقطع ثابت و جرم متمرکز نقطهانش فرکانساراسانیو و همکار

هاي تجربی و روش اجزاء محدود مقایسه دست آوردند و نتایج حاصل از روش ماتریس انتقال را با داده

کردند و نشان دادند که براي تیر با جرم متمرکز، روش ماتریس انتقال نسبت به روش اجزاء محدود از 

  ]. 28[ت بالاتري برخوردار استدقّ
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روش ماتریس انتقال ریکاتی را به عنوان یک روش جدید براي تحلیل عضوهاي ] 29[هورنر و پیلکی

- یک روش ماتریس انتقال براي تحلیل پاسخ دینامیکی سیستم] 4[کومار و سانکار. اي ارائه کردندسازه

-نامیده می ریس انتقال با بعد زمانی گسستهماتاین روش، که روش . هاي دینامیکی بزرگ ارائه کردند

. ي حلّ عددي معادلات دیفرانسیل استشود، بر اساس روش ماتریس انتقال سنتّی و رویه

هاي سازي و کنترل سازهیافته براي مدلبا عنوان یک روش بهبود ي دکتراي خود رارساله] 30[کراوس

از روش ماتریس انتقال ] 31[بین هی و همکاران. پذیر براساس روش ماتریس انتقال ارائه کردانعطاف

ها تیر مورد آن .سازي دینامیکی تیر الاستیک با تغییر شکل بزرگ استفاده کردندریکاتی براي شبیه

ماتریس . اندهم متّصل شدههاي کوچک صلبی تقسیم کردند که با فنرهاي پیچشی بهنظر را به بخش

منظور تحلیل دینامیکی تیر، و ام صلب و فنرهاي پیچشی، بهانتقال با بعد زمانی گسسته براي اجس

سازي مدل] 32[کراوس. استمنظور بهبود پایداري عددي سیستم دینامیکی، اعمال شدهریکاتی به

تحلیل . ارائه کردپذیر هاي انعطافبراي اعضاي ربات کارآمد محاسباتی براساس روش ماتریس انتقال

لینکی که هم لینک ربات و هم مفصل آن منعطف هستند، اعمال مورد نظر بر روي یک ربات یک

 سازيسازي و شبیهاز روش ماتریس انتقال ریکاتی براي مدل] 33[وانگ و همکاران. استشده

اي نتایج به بررسی مقایسه ]34[کراوس و اوکاشا .کش زیرآبی استفاده کردندل یک یدککاب دینامیکی

ها از روش ماتریس انتقال با بعد زمانی آن. پذیر پرداختندانعطافو تجربی کنترل یک ربات  تحلیلی

چنین نتایج براي چهار مورد کنترلی مورد بحث قرار گرفته هم. گسسته براي تحلیل استفاده کردند

هاي ي روش ماتریس انتقال، حلّ دقیق براي مشخّصهبا توسعه] 35[واي لیدبلیو لی و جیجی. است

  .ي یکنواخت را ارائه کردنده شدهبیددینامیکی یک تیر تا
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  هااهداف پژوهش و نوآوري 1-6

ي ریسمان تابیده شده با استفاده از روش ماتریس انتقال که سازي محرّکهنامه، مدلهدف این پایان

هاي مرتبط با مدل کردن ریسمان تابیده شده، به پژوهش. باشدسازي است، مییک روش گسسته

هاي مربوط به تغییر طول ریسمان ناشی از تابیدگی آن، با ته و رابطهصورت هندسی صورت گرف

دینامیک آن بررسی ، چنینهم. استدر نظر گرفته شده ي ریسمان به صورت مارپیچاستفاده از هندسه

براي مدل  سازيهاي گسستهشده، از روشهاي انجامکدام از پژوهشچنین در هیچهم. نشده است

منظور بررسی دینامیکی این سیستم، با استفاده از روش به. استفاده نشدهکردن این سیستم است

DT-TMMل مدلهاي جرم و فنر اي از المانصورت مجموعهسازي، سیستم مورد نظر به، در بخش او

زمان مورد نظر، میزان تابیدگی  با اعمال گشتاور اولیه به سیستم در طی. در نظر گرفته خواهد شد

در بخش . گیردي ورودي صورت میو کنترل میزان تغییر طول بر حسب زاویه شودمطلوب حاصل می

ي ها در یک لحظههاي طبیعی و شکل مدهاي متناظر با آن فرکانسدوم با رویکرد بررسی فرکانس

سازي ریسمان تابیده شده، با تیر گیرد، مدلخاص از سیستم که در بخش اول مورد بررسی قرار می

- سازي، کمک میروش ماتریس انتقال وگسسته.در دستور کار قرار گرفته است TMMتابیده شده با 

دست ي محاسباتی کمتر و دقّت بیشتر بهنسبت پیچیده، با هزینهکند تا پاسخ برخطّ این سیستم به

  : گرددمی عنوان زیرهاي پژوهش حاضر به شرح در ادامه نوآوري.آید

 هاي جرم و فنر پیچشیهایی براي مدل کردن سیستم مورد بررسی با المانرابطه يارائه �

هاي جرم، فنر پیچشی و هایی براي مدل کردن سیستم مورد بررسی با المانرابطهي ارائه �

 خطّی

ي ریسمان تابیده شده با ورود مشخّصات فیزیکی بررسی دینامیکی سیستم محرّکه �

 ي مربوط به میزان تابیدگیبررسی در رابطه سیستم مورد
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ي ریسمان تابیده در یک تابیدگی خاص با استفاده از مدل تیر بررسی سیستم محرّکه �

 تابیده شده

 کنترل سیستم مورد بررسی  �

 هاي طبیعی سیستم دست آوردن فرکانسبه �

ابیدگی دست آمده براي تهاي طبیعی بهدست آوردن شکل مدهاي متناظر با فرکانسبه �

  خاص

  نامهساختار پایان 1-7

- مهل مقدفصل او. طور خلاصه نشان داده شده استبه) 6-1(شکل نامه در نمودار درختیساختار پایان

ي ریسمان تابیده شده و روش ماتریس انتقال انواع سیستم محرّکه، سیستم محرّکه اي در ارتباط با

ي ریسمان تابیده شده و روش با سیستم محرّکه هاي مرتبطي پژوهشسپس پیشینه. استمطرح کرده

در فصل دوم، ابتدا . هاي پژوهش آمده استو نوآوري و در ادامه اهدافاست ماتریس انتقال بیان شده

پس از بیان مقدمات مربوط به روش ماتریس انتقال، . هاي قبلی ارائه خواهد شدمدل هندسی پژوهش

هاي شود، در مدل اول، المانبررسی در دو حالت مدل می، سیستم مورد DT-TMMبا استفاده از 

هاي جرم، فنر پیچشی و خطّی در نظر گرفته و نتایج با جرم و فنر پیچشی و در مدل دوم، المان

منظور کنترل میزان تغییر طول به به PIDچنین کنترلر هم .پژوهش مربوط، مقایسه خواهد شد

 TMMهاي دینامیکی تیر تابیده شده با د حلّ دقیق مشخّصهدر ادامه رون. خواهد شدسیستم اعمال 

سپس با استفاده از . دست خواهد آمدسازي و نتایج آن پژوهش بهاست، شبیهانجام شده] 35[که در 

هاي جرم و فنر، سیستم مورد نظر در سازي با المانمدل تیر تابیده شده، در یک حالت خاص از مدل

در فصل سوم، نتایج . شودهاي طبیعی و شکل مدها بررسی میفرکانس این پژوهش با رویکرد بررسی

چنین نتایج پژوهش تیر تابیده شده و در هاي مختلف و همبراي بارگذاري DT-TMMحاصل از روش 
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هاي گیري و پیشنهاد براي پژوهشنتیجه. گرددمی نهایت نتایج سیستم با رویکرد تیر تابیده شده ارائه

  .استدر فصل چهارم و منابع در فصل پنجم آمده روپیش
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  نامهنمودار درختی ساختار پایان) 6-1 (شکل
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  مقدمه 2-1

- ي ریسمان تابیده، مدلهاي قبلی انجام شده در ارتباط با محرّکهدر این فصل، ابتدا براساس پژوهش

-صورت می DT-TMMسازي سیستم براساس سپس مدل. شودسازي براساس روش هندسی ارائه می

مجموعه با  در حالت دوم،. شودهاي جرم و فنر پیچشی مدل میدر حالت اول، مجموعه با المان. گیرد

منظور کنترل میزان تغییر به PIDچنین کنترلر هم .شودهاي جرم، فنر پیچشی و خطّی مدل میالمان

بر تیر  TMMانجام شده در ارتباط با اعمال  ]35[در ادامه، پژوهش .شودطول به سیستم اعمال می

هاي طبیعی و فرکانسسازي و شود و سپس ریسمان با تیر تابیده شده مدلتابیده شده بررسی می

  .شودشکل مدهاي آن در یک تابیدگی خاص، محاسبه می

ي هاي انجام شدهسازي هندسی ریسمان تابیده شده براساس پژوهشمدل 2-2

  پیشین

. ]1[شوداز یک سیستم انتقال ریسمان تابیده شده شرح داده می در این بخش، مدل ریاضی متعارف

شود، مشاهده می) 1-2(شکلطور که در سمان تابیده همانمدل ریاضی متعارف سیستم انتقال ری

  . گیردي ریسمان تابیده شده صورت میبراساس هندسه

  
  ي ریسمان در طول پیچشهندسه )1-2 (شکل
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دور خود تابیده شده و ، ریسمان بهτLاگر یک ریسمان را در نظر بگیریم، با اعمال گشتاور خارجی 

تابیده شد، تغییر طول  θي ي زاویهاندازهپس از اینکه ریسمان به. شودحاصل می Fτنیروي مماسی 

 :شودي استوانه، محاسبه میریسمان نسبت به حالت تابیده نشده با توجه به هندسه

)2-1(  X	= �L2-	θ2r2	=	Lcosα 

:L  لیهریسماني طول او  

:X  ي ریسمانشدهطول منقبض  

:r شعاع ریسمان  

:θ شدهي تابیده زاویه  

:α ي پیچزاویه  

  :شودبنابراین تغییر طول به این صورت محاسبه می

)2-2(  ∆X= L	- �L2-	θ2r2 

دهند، ازدیاد طول ریسمان تحت بار ها سفتی محدودي را نشان میي ریسمانکه همهجاییاز آن

- ، طول ریسمان به این صورت محاسبه میFzپس از اعمال بار . پوشی نیست، قابل چشمFzخارجی 

  :شود

)2-3(  Lc	=	
Fi

K
	+	L	=	�θ2r2	+	X2 

:L  طول ریسمان بارگذاري نشده  

: Lc طول ریسمان تحت بار  

:K  ضریب سفتی ریسمان نسبت به طول آن  

:Fi  نیروي طولی در امتداد ریسمان  
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Fi شودبه این صورت محاسبه می:  

)2-4(  Fi 	=	�Fτ
2	+	Fz

2 ,     Fτ = 
��
�
 

:τL گشتاور پیچشی  

:Fτ نیروي مقاوم در برابر گشتاور پیچشی  

  .L	=	Lcکه بارگذاري خارجی برابر صفر باشد، هنگامی

 :شودبه این صورت نوشته می) 2-2(يبنابراین با توجه به ریسمان منبسط شده، معادله

)2-5(  ∆X	=	 �
Fi

K
	+	L� 	-	��

Fi

K
	+	L�

2

-	θ2r2 

با فرض ثابت ]. 1[دست آمده استدر واحد طول است که با آزمایش بر روي ریسمان به =20000	Kکه 

، براي 1، براي حالت تابیده نشده و زیروند 0، که زیروند V1 = V0در نظر گرفتن حجم استوانه، یعنی 

πri	=	Vیک استوانه که برابر  ي حجماست و با توجه به رابطهحالت تابیده شده
2Xi  , i	=	 است،  0و  1

ي شعاع ریسمان به در نتیجه رابطه. شودافزایش طول ریسمان تحت بار منجر به کاهش شعاع آن می

  :این صورت است

)2-6(  r1	=	r0�
X0

X1
 

 :کند، به این صورت تغییر می)5-2(يدر این حالت، معادله

)2-7(  ∆X	=	 �
Fi

K
	+	L� 	-	 ��

Fi

K
	+	L�

2

-	θ2rvar
2  

  .، شعاع متغیر در حین تابیده شدن استrvarکه 
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  DT-TMMو  TMMمعرّفی   2-3

  TMMمعرّفی  2-3-1

TMM در ادامه براي . سازي، تواناستي خطّی، بدون گسستههاي پیوستهدر مدل کردن سیستم

  . استبیان شده] 34[روشن شدن روند این روش، مثال دو ارابه

  

  سیستم دو جرمی براي معرّفی روش ماتریس انتقال) 2-2 (شکل

  

بردار . گیردمورد استفاده قرار می TMM براي معرّفی )2-2(شکل سیستم دوجرمی نشان داده شده در

 ]:30[حالت براي مدل کردن این سیستم به این صورت خواهد بود

)2-8(  z	= �
x
F
1
� 

:x جایی عرضیجابه  

:F نیرو  

  هاي خارجی منظور مدل کردن وروديبه  1:

جایی در طول صورتی در نظر گرفته شود که جابهدمپر بدون جرم باید به- ماتریس انتقال براي یک فنر

 :یابد و نیرو در هر انتها برابر است بادمپر افزایش -فنر
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)2-9(  F =  Kδ	

:K سفتی دینامیکی  

:F  انتهاي الماننیروي  

:δ جایی و چرخش انتهاي المانجابه  

)2-10(  x��� � x� � δ	

)2-11(  K	=	bis	+	Ki 

:b ضریب میرایی  

 : خواهیم داشت  )9-2( يدر معادله )11-2(و  )10-2( يهاگذاري معادلهبا جاي

)2-12(  Fi 	=	�bis	+	ki��xi+1	-	xi�	→	xi+1	=	xi 	+	
Fi

�bis	+	ki�
 

  : جا که نیرو در دو طرف المان برابر است، داریمو از آن

)2-13(  Fi+1	=	Fi 

 :صورت زیر، خواهد بود، به(Uspring)دمپر-در نتیجه ماتریس انتقال فنر

)2-14(  Uspring	=	 �
1

1

bis	+	ki
0

1 1 0
0 0 1

� 

-را به عنوان یک سیستم جرم و فنر ساده در نظر می )3-2(شکل ماتریس انتقال جرمی،براي تشکیل 

  :گیریم
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  سیستم جرم و فنر براي نشان دادن متغیرهاي حالت) 3-2 (شکل

 : جا که جسم، صلب است، داریماز آن

)2-15(  x2 	=	x1 

  :و با توجه به قانون دوم نیوتن

)2-16(  F2 	=	F1	+	ms2x1 

  :توان به فرم ماتریسی زیر نوشترا می )16-2(و  )15-2(هايمعادله

)2-17(  �
x2

F2
�= � 1 0

ms2 1
� �

x1

F1
� 

  :شود، حاصل می(Umass)در نتیجه با اضافه کردن سطر سوم به ماتریس بالا، ماتریس انتقال جرم

)2-18(  Umass= �
1 0 0

mis
2 1 0

0 0 1
� 

 :شودصورت زیر تشکیل می، نیز به(UForce)ماتریس انتقال نیرو

)2-19(  UForce= �
1 0 0
0 1 -F
0 0 1

� 

  :شودصورت زیر تشکیل میبه) 2-2 (شکلماتریس انتقال نشان داده شده در 

)2-20(  Usys=Umass2
Uspring2

UForceUmass1
Uspring1

 

 :سر آزاد سیستم داریمسر گیر و یکگذاري شرایط مرزي یکبا جاي

)2-21(  �
x2

0
1
�=Usys �

0
Fwall

1
� 
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ابتدا سطر دوم . چسباندرا به دیوار می b1و  k1، نیرویی است که Fwallو  m2جایی جرم جابه x2که

  :کنیمحل می Fwallدست آوردنرا براي به )21-2(يمعادله

)2-22(  

Usys= 

�
1 0 0

m2s2
1 0

0 0 1

� �
1

1

b
2
s +k

2

0

1 1 0

0 0 1

� �
1 0 0

0 1 -F

0 0 1

� �
1 0 0

m1s2
1 0

0 0 1

� �
1

1

b
1
s +k

1

0

1 1 0

0 0 1

� 

-شود، با توجه به سطر دوم معادلهایجاد می، (Usys)هاي بالا، ماتریس کلّی سیستمبا ضرب ماتریس

  :کنیمرا محاسبه می Fwall، )21- 2(ي

)2-23(  �
m2s2 + m1s2 � m2s2

k2 + b2s
 + 1�  + 1

k1 + b1s
+

m2s2

k2 + b2s
 + 1�Fwall- F�

m2s2

k2 + b2s
 + 1 �= 0 

  .شود، مشخّص می zwallدر نتیجه بردار حالت 

، در ماتریس انتقال مناسب، بردار حالت در هر موقعیت فیزیکی در سیستم zwallبا ضرب بردار حالت 

 :، برابر است باm1براي مثال بردار حالت جرم . قابل محاسبه است

)2-24(  Z1=Umass1
Uspring1

Zwall 

)2-25(  Z1= �
x1

F1

1
� = �

1 0 0
m1s2 1 0

0 0 1
� �

1
1

b1s+k1
0

1 1 0
0 0 1

� �
0

Fwall

1
� 

، مقدار x1ي و محاسبه) 25-2(ي، از معادله Fwallگذاري با جاي
x1

F
 :شودمحاسبه می 

)2-26(  

x1

F
= 

m2s2+b2s+k2

m1m2s4+�b1m2+b2m1+b2m2�s3+�b1b2+k1m2+k2m1+k2m2�s2+�b1k2+b2k1�s+k1k2
 

  

  



29 

 

  :رو استهای پیشطور اساسی، شامل گامبه TMMتحلیل 

 پیدا کردن ماتریس انتقال برای هر المان .1

 جهت پیدا کردن ماتریس انتقال سیستمهای انتقال در یکدیگر بهضرب ماتریس .2

 جهت حلّ بردار حالت در یک انتهای سیستماعمال شرایط مرزی به .3

استفاده از بردار حالت در یک انتهای سیستم برای تعیین بردار حالت در موقعیت خواسته  .4

  شده

  DT-TMMمعرفّی  2-3-2

DT-TMM تهای قابلیTMM های دهد، یکی تحلیل سیستمسنّتی را با دو روش بسط می

  .ی زمانیسازی حوزهغیرخطّی و دیگری آسان کردن شبیه

های زیر، تواند به صورت عددی با عبارت، سرعت و شتاب میDT-TMMدر روش  iبرای هر المان 

  :تقریب زده شود

)2-27(  x� i= Aixi+ Bi 

)2-28(  x� i= Dixi+ Ei 

  

های جاری و قبلی المان و طرح انتگرال عددی مورد استفاده به حالت Eiو  Ai ،Bi ،Diکه ضرایب 

  .استاویلر برای حل استفاده شده-جا از ضرایب فاکسدر این]. 4[وابسته است
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اویلر-ضرایب فاکس) 1- 2 (جدول  
Fox-Euler   

2

∆T2 An(ti) 

-
2

∆T2  [x�ti-1� + ∆Tx� �ti-1� ] Bn(ti) 

2

∆T
 Dn(ti) 

-[
2

∆T
 x�ti-1� + x� �ti-1� ] En(ti) 

  

-حاصل می DT-TMM قال جرمی، ماتریس انت)18-2(یدر معادله )27-2(یاز معادله �xگذاری جای

  .شود

  :، داریم)27-2(و  )16- 2(هایبا توجه به معادله

)2-29(  F2=m�A1x1+B1�+F1 

UmassDT-TMM)در نتیجه، ماتریس انتقال جرم
 :شودصورت زیر تشکیل می، به(

)2-30(  UmassDT-TMM
= �

1 0 0
mAi 1 mBi

0 0 1
� 

�xگذاری دمپر و جای-ی نیروی فنربرای فنر با نوشتن معادله DT-TMMماتریس انتقال  i  وx� i-1  از

  .شودحاصل می )28-2(یمعادله

)2-31(  Fi=ki�xi-xi-1�+ b(x� i-x� i-1) 

)2-32(  Fi=ki�xi-xi-1�+ b[�Dixi+ Ei�- (Di-1 xi-1+ Ei-1)] 

xi کنیممحاسبه می )32-2(یرا از معادله:  

)2-33(  xi= �
ki+ bDi-1

ki+bDi
� xi-1+ �

1

ki+ bDi
�Fi- 

b(Ei-Ei-1)

ki+ bDi
 

UspringDT-TMM)در نتیجه ماتریس انتقال فنر
  :شودصورت زیر تشکیل می، به(
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)2-34(  UspringDT-TMM
= �

ki+ bDi-1

ki+ bDi

1

ki+bDi

-b(Ei-Ei-1)

ki+bDi

0 1 0
0 0 1

� 

 :توان به فرم زیر نمایش دادماتریس انتقال را می

)2-35(  {Z}i+1= �U�i{Z}i 

:�Z�  بردار حالت  

:�U�ی ماتریس انتقال در نقطهi  

  :های زیر را نوشتتوان رابطه، می1ی از نقطه ها با شروعی المانحال با در نظر گرفتن مجموعه

)2-36(  �Z�i+1=�U�i�Z�i 

  �Z�2=�U�1�Z�1 

  �Z�3=�U�2�Z�2=�U�2�U�1�Z�1 

  

�Z�4=�U�3�Z�3=�U�3�U�2�U�1�Z�1 

. 

. 

. 

)2-37(  �Z�n=�U�n-1�U�n-2…�U�2�U�1�Z�1=�P��Z�1 

دست های انتقال در یکدیگر به، ماتریس انتقال کلّ سازه نام دارد و از ضرب تمام ماتریس [P]ماتریس 

  .آیدمی

علاوه تحلیل به. کنداما با چند گام بیشتر پیروی می TMMاز الگوریتمی شبیه  DT-TMMتحلیل

DT-TMM که تحلیل حالیباید برای هر گام زمانی اجرا شود، درTMM شودمیبار انجام فقط یک.  

  :برای هر گام زمانی

 برای هر المان  Ei، و Ai،Bi ،Diهای پیدا کردن ضریب .1
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 برای هر المان DT-TMMهای انتقال ها در ماتریسگذاری این ضریبجای .2

 دقیقاً شبیه روش سنّتی TMMاجرای تحلیل  .3

 ی بردار حالت برای هر المانها برای هر المان بر پایهها و شتابپیدا کردن سرعت .4

  .شودسازی زمانی خواسته شده تکرار میاین روند تا رسیدن به انتهای شبیه

  براساس جرم و فنر پیچشی DT-TMMسازي اول، تحلیل مدل 2-4

شود، مشاهده می )4-2(شکل طور که درسازی ریسمان تابیده شده در حالت اول، همانبرای مدل

 با این مدل ، صرفاً . گیریمپیچشی در نظر میهای جرم و فنر صورت مجموع المانریسمان را به

برای لحاظ کردن اثر کشیدگی، . ناشی از کشیدگی لحاظ نشده است هایپیچش بررسی شده و اثر

است، برای که در آن این اثر ملاحظه شده) 5-2(ی هندسیی پیچش، از رابطهی زاویهپس از محاسبه

در نظر گرفته شده ] 1[است که همانند Mگشتاور این سیستم، ورودی . شودتغییر طول استفاده می

تا  شودمیقرار داده ) 5-2(ی هندسیدست آمدن، در رابطهاستو خروجی هم زاویه است که پس از به

   .تغییر طول به دست بیاید

  

  مدل جرم و فنر پیچشی) 4-2 (شکل
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و موقعیت  z1موقعیت فنر پیچشی اول با . شودبه مجموعه اعمال می Mی ابتدایی، گشتاور در نقطه

  . استمشخّص شده znالمان جرم در آخر با 

 :بردار حالت در این مدل به این صورت است

)2-38(  Z= �
θ
T
1
� 

:θ ی پیچش هر المانزاویه  

:T گشتاور در هر المان  

  های خارجیمنظور مدل کردن ورودیبه 1:

های گشتاور و زاویه ، المان جرم را در نظر گرفته و معادلهDT-TMMجهت تشکیل ماتریس جرم با به

 . نویسیمرا برای دو انتهای المان، می

)2-39(  Ti+1-Ti=J θ�=J(Aθ+B) 

:T گشتاور در دو انتهای المان جرم  

:θ ی دورانزاویه  

:J ممان اینرسی پیچشی هر المان  

:A , B ضرایب فاکس اویلر  

 :ی دو انتهای المان با هم برابرند، داریمکه زاویهجاییو از آن

)2-40(  θi+1=	θi 

 .شود، تشکیل می(Umass)در نتیجه ماتریس جرم
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)2-41(  �
θ
T
1
�

i+1 

= Umass* �
θ
T
1
�

i 

= �
1 0 0

JA 1 JB
0 0 1

� �
θ
T
1
�

i 

 

هاي ، المان فنر مورد نظر را در نظر گرفته و معادلهDT-TMMجهت تشکیل ماتریس سفتی با به

  .نویسیمگشتاور و زاویه را براي دو انتهاي المان، می

)2-42(  

Ti+1= Ti 

 

θi+1 =
Ti

k
+θi 

:k سفتی المان فنر  

 .شود، تشکیل می(Uspring)در نتیجه ماتریس سفتی

)2-43(  �
θ
T
1
�

i+1 

=Uspring* �
θ
T
1
�

i 

= �
1

1

k
0

0 1 0
0 0 1

� �
θ
T
1
�

i 

 

-نحوه. گیریمبراي المان فنر، ، ثابت فنر را بر اساس مشخّصات فیزیکی سیستم مورد بررسی درنظر می

  .استآمده ]36[هاي مربوط به فنر پیچشی در دست آوردن ثابتي به

)2-44(  k1=
2JG

L
     ,    ki=

JG

L
i=2 , …, n 

:n هاي انتخابیتعداد المان  

:G مدول پیچشی  

باشد،  Tiجهت با که گشتاور اعمالی همدر صورتی. کنیمحال ماتریس گشتاور اعمالی را محاسبه می

  :داریم

)2-45(  Ti+1-Ti-M=0 

:M گشتاور اعمالی  



35 

 

  :شود، به این صورت تشکیل می(UTorque)ماتریس گشتاور

)2-46(  �
θ
T
1
�

i+1 

= UTorque* �
θ
T
1
�

i 

= �
1 0 0
0 1 M
0 0 1

� �
θ
T
1
�

i 

 

ها به تعداد مورد نظر و ضرب حاصل در ماتریس گشتاور هاي جرم و سفتی المانبا ضرب ماتریس

 :شود، تشکیل می(Usys)اعمالی، ماتریس کلّی سیستم

)2-47(  �
θ
T
1
�

n 

= Usys* �
θ
T
1
�

1 

= �

Usys(1,1) Usys(1,2) Usys(1,3)
Usys(2,1) Usys(2,2) Usys(2,3)
Usys(3,1) Usys(3,2) Usys(3,3)

� �
θ
T
1
�

1 

 

  . کنیماعمال می) 48-2(يدست آمدن ماتریس سیستم، شرایط مرزي را مطابق معادلهپس از به

)2-48(  T1=0       ,  θn=0 

-گذاري میشرایط مرزي سیستم مورد بررسی، مقادیر معلوم بردار حالت در مرزها را جايبا توجه به 

حال با داشتن تمام مقادیر بردار . آینددست میهاي موجود در بردار حالت در مرزها، بهمجهول.  کنیم

- ها بهحالت در انتهاي ریسمان، با ضرب ماتریس سیستم در هر موقعیتی، بردار حالت در آن موقعیت

  . آینددست می

حال با استفاده از . آیددست میي دوران در هر لحظه به، زاویهDT-TMMدر این حالت، با استفاده از 

  . یابی استتغییر طول ریسمان قابل دست، )5-2(يمعادله

  براساس جرم، فنر پیچشی و خطیّ DT-TMMسازي دوم، تحلیل مدل 2-5

شود، مشاهده می) 5-2(شکل طور که درشده در حالت دوم، همانسازي ریسمان تابیده براي مدل

استفاده از . گیریمهاي جرم، فنر پیچشی و فنر خطّی در نظر میصورت مجموع المانریسمان را به

  . منظور نشان دادن اثر ازدیاد طول ایجاد شده در فنر ناشی از بارگذاري استفنرهاي خطیّ به
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  مدل جرم و فنر پیچشی و خطّی) 5-2 (شکل

  

و موقعیت  z1موقعیت فنر پیچشی اول با . شودبه مجموعه اعمال می Mي ابتدایی، گشتاور در نقطه

  .استمشخّص شده znجسم متّصل به مجموعه در آخر با 

  :بردار حالت در این مدل به این صورت است

)2-49(  Z= 

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

 

:x جایی در جهت طولیجابه  

:θ ي پیچش هر المانزاویه  

:T گشتاور در هر المان  

:F نیرو در هر المان  
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  هاي خارجیمنظور مدل کردن وروديبه 1:

هاي گشتاور و ، المان جرم را در نظر گرفته و معادلهDT-TMMجهت تشکیل ماتریس جرمی با  به

 .نویسیمانتهاي المان، میزاویه را براي دو 

)2-50(  

Fi+1 -Fi=mx�=m(A1x+B1) 

 

Ti+1-Ti=J θ�=J(A2θ+B2) 

:m جرم هر المان  

:J ممان اینرسی پیچشی هر المان  

:A , B ضرایب فاکس اویلر  

 .شود، تشکیل می(Umass)در نتیجه ماتریس جرم

)2-51(  

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i+1 

= Umass*

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

= 

�
�
�
�
�

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 JA2 1 0 JB2

mA1 0 0 1 mB1

0 0 0 0 1 �
�
�
�
�

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

 

، المان فنر مورد نظر را در نظر گرفته و  DT-TMMجهت تشکیل ماتریس سفتی پیچشی و خطّی با به

  .نویسیمهاي گشتاور و زاویه را براي دو انتهاي المان، میمعادله

)2-52(  

Ti+1= Ti 

 

θi+1 =
Ti

k
+θi 

:k سفتی المان فنر  

Uspringli)در نتیجه ماتریس سفتی فنر خطّی
  .شود، تشکیل می(
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)2-53(  

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i+1 

= Uspringli
*

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

= 

�
�
�
�
�
�1 0 0

1

kI
0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1�

�
�
�
�
�

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

 

:kI سفتی فنر خطّی  

Uspringro)و ماتریس سفتی فنر پیچشی
 .شودمیتشکیل ) 54-2(يصورت معادله، به(

)2-54(  

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i+1 

= Uspringro
*

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

= 

�
�
�
�
�
�1 0 0

1

kJ
0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1�

�
�
�
�
�

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

 

:kJ سفتی فنر پیچشی  

براي المان فنر، ، ثابت فنر خطّی و پیچشی را بر اساس مشخّصات فیزیکی سیستم مورد بررسی درنظر 

  ].    36[گیریممی

)2-55(  

kiI	=	
AE

l
      ,    i=	1	,		2 , …, n 

 

k1J	=	
2JG

L
     ,    kiJ	=	

JG

L
	,				i=2 , …, n 

:n هاي انتخابیتعداد المان  

 :kiI سفتی فنر خطّی براي المانiام  

kiJ  : سفتی فنر پیچشی براي المانiام  

:A سطح مقطع المان  

:E مدول یانگ  
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:G مدول پیچشی  

باشد،  Tiجهت با که گشتاور اعمالی همدر صورتی. کنیمرا محاسبه میحال ماتریس گشتاور اعمالی 

  :داریم

)2-56(  Ti+1	-	Ti	-	M	=	0 

:M گشتاور اعمالی  

 :شود، به این صورت تشکیل می(UTorque)ماتریس گشتاور

)2-57(  

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i+1 

= UTorque*

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

= 

�
�
�
�
�
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 M
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 �

�
�
�
�

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

i 

 

ها به تعداد مورد نظر و ضرب حاصل در ماتریس گشتاور های جرمی و سفتی المانبا ضرب ماتریس

 :شود، تشکیل می(Usys)اعمالی، ماتریس کلّی سیستم

)2-58(  
�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

n 

= Usys*

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

1 

 

=

�
�
�
�
�
�
Usys(1,1) Usys(1,2) Usys(1,3) Usys(1,4) Usys(1,5)
Usys(2,1) Usys(2,2) Usys(2,3) Usys(2,4) Usys(2,5)
Usys(3,1) Usys(3,2) Usys(3,3) Usys(3,4) Usys(3,5)
Usys(4,1) Usys(4,2) Usys(4,3) Usys(4,4) Usys(4,5)
Usys(5,1) Usys(5,2) Usys(5,3) Usys(5,4) Usys(5,5)�

�
�
�
�
�

�
�
�

�
�

x
θ
T
F
1�
�
�

�
�

1 

 

 :کنیماعمال می )59-2(یدست آمدن ماتریس سیستم، شرایط مرزی را مطابق معادلهپس از به

)2-59(  x1=0,  T1=0 ,  θn=0,     Fn=0 

-گذاری میبا توجه به شرایط مرزی سیستم مورد بررسی، مقادیر معلوم بردار حالت در مرزها را جای

حال با داشتن تمام مقادیر بردار . آینددست میهای موجود در بردار حالت در مرزها، بهمجهول.  کنیم
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- ها بهحالت در انتهای ریسمان، با ضرب ماتریس سیستم در هر موقعیتی، بردار حالت در آن موقعیت

  . آینددست می

حال با استفاده از . آیددست میی دوران در هر لحظه به، زاویهDT-TMMدر این حالت، با استفاده از 

در این مدل، میزان کشیدگی . یابی استییر طول ریسمان قابل دستتغ، )5- 2(ی هندسیرابطه

است و در نتیجه، عبارت گذاری فنر خطّی در ماتریس سفتی، در نظر گرفته شدهریسمان با جای
Fi

K
، از 

  .استحذف شده )5-2(ی هندسیرابطه

  طرّاحی کنترلر  2-6

، دیگر آن به بار مورد نظر متّصل باشدکه یک انتهای ریسمان به موتور الکتریکی و انتهای هنگامی

اعمال دوران به ریسمان از طریق موتور؛ موجب تابیده شدن ریسمان، کاهش طول ریسمان و متعاقباً 

  . شودجایی بار متّصل به ریسمان از طریق نیروی کششی تولید شده، میجابه

ی بین تغییر طول رابطهی ریسمان تابیده، برای طرّاحی یک کنترلر مناسب برای سیستم محرّکه

به سیستم و  PIDدر این پژوهش با اعمال کنترلر . ریسمان و میزان پیچش موتور باید محاسبه شود

  . ی مطلوب حاصل شدتنظیم ضرایب آن، پاسخ پلّه

. ی دورانی موتور و خروجی آن، درصد تغییر طول ریسمان استورودی کنترلی در این سیستم، زاویه

  . دهدای سیستم کنترل را نشان میجعبه دیاگرام) 6-2(شکل
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  ���ی ریسمان تابیده با کنترلر ای سیستم محرّکهدیاگرام جعبه )6- 2( شکل

  

دست آوردن حلّ دقیق براي مشخّصات دینامیکی یک تیر یکنواخت به 2-7

  TMMتابیده شده با 

مدهای ارتعاشات آزاد برای  های طبیعی و شکلحلّ دقیق فرکانس] 35[جی دبلیو لی و جی وای لی

روش پیشنهاد شده برای تیر تابیده . تیر تابیده شده را با استفاده از روش ماتریس انتقال ارائه کردند

ها به نتایج یکسانی از اعمال روش بر روی یک المان آن. های انتخابی استشده، مستقل از تعداد المان

  .استها آورده شدهکرد کار آنی عملدر این قسمت، نحوه. یافتندو صد المان دست 

های ارتعاشات آزاد یک تیر ی روش ماتریس انتقال برای تحلیل مشخّصه، توسعه]35[هدف پژوهش

های طبیعی دقیق و شکل مدهای یک کارگیری این روش، فرکانسبا به. برنولی تابیده شده است-اویلر

  .شوندتیر یکنواخت تابیده شده تعیین می

  .استبه تیر تابیده شده، در پیوست آمده روابط مربوط
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  بر ریسمان تابیده TMMاعمال  2-7-1

جایی که سیستم مورد بررسی در این پژوهش، ریسمانی است که از یک سو به موتور و از سوی از آن

سر گیردار و دیگر به جرم مورد نظر متّصل است، شرایط مرزی این سیستم نیز، مانند بخش قبل، یک

با این تفاوت که سر آزاد سیستم در ابتدای ریسمان، محلّ اتّصال به موتور و سر . د استسر آزایک

- زیر تغییر می ، به فرم)A -72(و  )A -71(هایمعادلهدر نتیجه، . گیردار در محلّ اتّصال به جرم است

  :کنند

)2-60(  Vy , k-1� x �, Vz , k-1� x �, My , k-1� x �, Mz , k-1� x � = 0 

)2-61(  vy , k�x�, wz , k�x�, ϕy , k�x�, ψz , k
�x�=0 

  :شودماتریس زیر تشکیل می )A -70(در )61-2(و  )60- 2(هایگذاری معادلهبا جای

)2-62(  �

T11 T12 T13 T14

T21 T22 T23 T24

T31 T32 T33 T34

T41 T42 T43 T44

�

�
�
�

�
�vy�x�

wz�x�
ϕy

�x�

ψz
�x��

�
�

�
�

k-1

= �

0
0
0
0

� 

  . ، باید برابر صفر باشد)62-2(یهای غیربدیهی، دترمینان ماتریس ضرایب معادلهبرای حل

)2-63(  �

T11 T12 T13 T14

T21 T22 T23 T24

T31 T32 T33 T34

T41 T42 T43 T44

�  = 0 

برای . های طبیعی سیستم هستندشوند، فرکانسمی)63-2(یکه منجر به برقراری معادله ωمقادیری از 

این مقادیر ثابت، از . است )A -27(یمدهای ارتعاشی، نیاز به داشتن مقادیر ثابت معادله تعیین شکل

دانیم که در سرآزاد، چهار مقدار می. ، قابل محاسبه است)A-70(یطریق بردار حالت معادله

-اما، چهار مقدار جابه. برابر صفر هستند ��Vy , k-1�x�, Vz , k-1�x�, My , k-1�x�, Mz , k-1�x �نیرویی

vy , k-1�x�, wz , k-1�x�, ϕy , k-1�x�, ψz , k-1�جایی
�x��ها، جاییبرای تعیین این جابه. اند، نامشخّص
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wz , k-1�x� به صورت زیر قابل بازنویسی )62-2(یدر نتیجه، معادله. کنیمرا برابر مقدار یک، فرض می ،

  :است

)2-64(  �

vy�x�

ϕy
�x�

ψz
�x�

�

k-1

= �
T11 T13 T14

T21 T23 T24

T31 T33 T34

�

-1

�
-T12

-T22

-T32

� 

  :شودبه این صورت تشکیل می، )64-2(یدر سر گیردار با استفاده از معادله Z�k-1�بردار حالت 

)2-65(  �Z���� 	� 	 �v�	�	x	�	, w�	�	x	�	, ϕ�	�	x	�	, ψ�	�	x	�	, 0	, 0	, 0	, 0	�
�
 

  . شوند، محاسبه می)A -57(یدر معادله )65-2(یگذاری معادله، با جایAjحال، مقادیر ثابت 

�vy�xهای جاییجابه و   wz(x) مقادیر ثابت گذاری با جایAj  هایمعادلهدر)A -27( و)A -31(دست ، به

های طبیعی توان شکل مدهای سیستم را با توجه به فرکانسدلخواهی می xدر نتیجه در هر . آیندمی

  . دست آوردبه
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  مقدمه 3-1

هاي پیشین آزمایشگاهی مقایسه نتایج حاصل از پژوهش، با در این فصل ابتدا نتایج حاصل از مدل اول

-هم. شوندهمین مقایسه بر روي مدل دوم نیز ارائه و سپس نتایج دو مدل با هم مقایسه می. شودمی

  .شودي سیستم کنترلی مورد بررسی ارائه میچنین پاسخ پلّه

افزار متلب با پژوهش در نرم نتایج حاصل از بررسی تیر تابیده شده براي اعتبارسنجی کد نوشته شده

سپس روش مذکور بر روي ریسمان تابیده شده اعمال شده و . شودي مرتبط مقایسه میانجام شده

در ادامه تأثیر طول، شعاع و جنس ریسمان بر . آیددست میهاي طبیعی و شکل مدهاي آن بهفرکانس

  .استهاي طبیعی بررسی شدهفرکانس

جهت مقایسه با نتایج آزمایشگاهی پژوهش انجام شده در ورد بحث، بهمشخّصات فیزیکی ریسمان م

  . استاین مشخّصات آورده شده )1-3(جدول در. است، مانند آن در نظر گرفته شده]1[2012سال 

  

مشخّصات فیزیکی) 1- 3 (جدول  
  اتین با مدول بالاپلی  جنس

  (E)مدول یانگ 

 0.3  (ν)ضریب پواسون 

 0.260 m (L)طول ریسمان 

 0.19*10-3m  (r)شعاع ریسمان 

τ�گشتاور اعمال
L
�  3.94*10-3Nm 
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  نتایج مدل اول 3-2

  1.5Nنیروي  3-2-1

. استارائه شده) 1-3(شکل چنین مدل شعاع متغیر دري مدل اول با نتایج آزمایشگاهی و هممقایسه

با . تر است، به نتایج آزمایشگاهی نزدیکDT-TMMشود، منحنی حاصل از مشاهده می طور کههمان

نیز، به روشنی مشهود است ) 2-3(شکل و مدل شعاع متغیر در DT-TMMي خطاي حاصل از مقایسه

خطاي بررسی شده، به   .جز در دو نقطه، در تمامی نقاط، داراي خطاي کمتري استبه DT-TMMکه 

  .است يصورت معادله

 

)3-1(  E	=	
|	%X	-	%X�|

max(%X , %X�)
 

  :%X�درصد تغییر طول حاصل از پژوهش آزمایشگاهی  

  :%Xردرصد تغییر طول حاصل از روش ماتریس انتقال و یا روش شعاع متغی  

  
  مدل اول N 1.5نیروي  )1-3 (شکل



۴٨ 
 

  
  مدل اول N 1.5خطاي نیروي ) 2-3 (شکل

  N 11.5نیروي  3-2-2

. استارائه شده) 3-3(شکل چنین مدل شعاع متغیر دري مدل اول با نتایج آزمایشگاهی و هممقایسه

با . تر است، به نتایج آزمایشگاهی نزدیکDT-TMMشود، منحنی حاصل از طور که مشاهده میهمان

به روشنی مشهود است  نیز، )4-3(شکل متغیر درو مدل شعاع  DT-TMMي خطاي حاصل از مقایسه

ي نتایج حاصل از اعمال دو با مقایسه .در تمامی نقاط، داراي خطاي کمتري است DT-TMMکه 

 نتایج آزمایشگاهیبه  DT-TMMشود که با افزایش نیروي اعمالی، نیروي مختلف، مشاهده می

  .استشدهتر نزدیک
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  مدل اول N 11.5نیروی  )3-3 (شکل

  

  
  مدل اول N 11.5خطای نیروی  )4-3 (شکل

  



۵٠ 
 

  نتایج مدل دوم 3-3

  N 1.5نیروي  3-3-1

. استارائه شده )5- 3(شکل چنین مدل شعاع متغیر دری مدل دوم با نتایج آزمایشگاهی و هممقایسه

مشاهده  ،)6-3(شکل با توجه به .تر است، به نتایج آزمایشگاهی نزدیکDT-TMMمنحنی حاصل از 

مدل شعاع خطای کمتری نسبت به  جز در یک نقطه، در تمامی نقاط،بهDT-TMMشود که اعمال می

  .دارد متغیر

  

  
  مدل دوم N 1.5نیروی  )5-3 (شکل
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  مدل دوم N 1.5خطای نیروی ) 6-3 (شکل

  N 11.5نیروي  3-3-2

. استارائه شده) 7- 3(شکلچنین مدل شعاع متغیر در با نتایج آزمایشگاهی و هم دومی مدل مقایسه

، DT-TMMمنحنی حاصل از چنان شود که با تغییر میزان نیروی اعمالی بر ریسمان، هممشاهده می

افزایش نیرو موجب شده است تا نمودار به نتایج آزمایشگاهی  .تر استبه نتایج آزمایشگاهی نزدیک

-نشان می )8-3(شکل و مدل شعاع متغیر در DT-TMMی خطای حاصل از مقایسه. تر شودنزدیک

  .در تمامی نقاط، دارای خطای کمتری است DT-TMMدهد که 



۵٢ 
 

  
  مدل دوم N 11.5نیروی ) 7-3 (شکل

  

  
  مدل دوم N 11.5خطای نیروی  )8-3 (شکل

  ي اختلاف دو مدلمقایسه 3-4

 11.5برای نیروی  ،)11-3(شکل نیوتن و در 1.5بین دو مدل برای نیروی ای ، مقایسه)9-3(شکل در

ی خطاهای این دو مدل برای دو چنین مقایسههم. استنیوتن با نتایج آزمایشگاهی صورت گرفته

شود، نتایج دو طور که مشاهده میهمان .استآمده )12-3(شکل و )10-3(شکل نیروی مورد نظر در
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توان دریافت که اعمال اثر کشیدگی با استفاده از ی دو مدل، میاز مقایسه. ندمدل بسیار به هم نزدیک

های فنر خطّی متناسب با چنین با استفاده از المانضریب سفتی حاصل از نتایج آزمایشگاهی و هم

  . دارند یکسانیتقریباً جنس ریسمان اثر 

سفتی با انجام آزمایش بر روی ریسمان جا که در مدل اول، برای اعمال اثر کشیدگی، میزان از آن

است که سفتی این است و در مدل دوم این اثر با استفاده از فنرهای خطّی اعمال شدهمحاسبه شده

جهت های ناشی از آزمایش بهاند، روش دوم هزینهفنرها با توجه به جنس ریسمان انتخاب شده

  . ی سفتی را نداردمحاسبه

  

  
  N 1.5ی دو مدل در نیروی مقایسه) 9-3 (شکل



۵۴ 
 

  
  N 1.5اختلاف دو مدل در نیروی ) 10-3 (شکل

  

  
  N 11.5ی دو مدل در نیروی مقایسه) 11-3 (شکل
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    N	 11.5اختلاف دو مدل در نیروی ) 12-3 (شکل

  

  ی کنترلرحانتایج طرّ 3-5

  

  .حاصل شد) 2-3(صورت جدولبه پارامترهای کنترلیپس از طرّاحی کنترلر، 

  پارامترهای کنترلی) 2- 3(جدول

Proportional	�P� 0.1 

Integral	�I� 0.5 

Derivative	�D� 0 

Filter	coefficient 100 

  

  

  .دست آمدبه) 13- 3(صورت شکلی سیستم کنترلی نیز بهپاسخ پلّه



۵۶ 
 

  

	PIDی کنترلر پاسخ پلّه) 13-3(شکل

  

  مدهاي تیر تابیده شده یعی و شکلهاي طبنتایج فرکانس 3-6

های ی مرتبط، فرکانسانجام شدهافزار متلب با پژوهش منظور اعتبارسنجی نتایج حاصل از نرمبه

نمودار تغییر دترمینان نسبت به . استدست آمده در متلب با آن پژوهش مقایسه شدهطبیعی به

دست آوردن فرکانس طبیعی جهت بهی بررسی شده در آن پژوهش بهفرکانس ورودی برای دو زاویه

آن نقاط، دترمینان برابر صفر شده، های متناظر با نقاطی از نمودار که در فرکانس. استآورده شده

پنج . استانجام شده =0° , 40°	βی این بررسی برای دو زاویه.  های طبیعی سیستم هستندفرکانس

ی محدوده ،)14-3(برای نمونه شکل. استدست آمدهویه بهفرکانس طبیعی اول برای این دو زا

مشخّصات فیزیکی تیر مورد بررسی و ) 3-3(جدول .دهدرا نشان می β = 0°فرکانس طبیعی اول برای 

دهند که دقیقاً با مقادیر پنج فرکانس طبیعی اول تحت این دو زاویه را نشان می) 4-3(جدول

  . مطابقت دارند] 35[نتایج
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مشخّصات فیزیکی تیر تابیده شده )3- 3 (جدول  
  �L�طول تیر

 m�  34.47 kg/m�جرم تیر

 xy  2869.7 Nm2(EIyy)ی سفتی خمشی در صفحه

 yz  57393 Nm2(EIzz)ی سفتی خمشی در صفحه

  

  

  β =0°ی فرکانس طبیعی اول برای محدوده )14-3(شکل

 ω(rad/s�)�پنج فرکانس طبیعی اول تیر تابیده شده  )4- 3 (جدول
β	=	40° β � 0°  

3.47186 3.45317 1 

13.3415 15.4429 2 

25.1671 21.6407 3 

56.3683 60.5945 4 

103.263 96.7792 5 



۵٨ 
 

است که با آمده )22-3( -)15-3(هایشکل در 0°, 15°, 30°, 40°	=	βهای دو شکل مد اول برای زاویه

  . نمودارهای پژوهش انجام شده مطابقت دارد

  

  

  °٠ = βشکل مد اول در  )15-3(شکل

  

  

  °٠ = βشکل مد دوم در  )16-3(شکل
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  ١۵° = βشکل مد اول در  )17-3(شکل

  

  

  ١۵° = βشکل مد دوم در  )18-3(شکل
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  β = 30°شکل مد اول در  )19-3(شکل

  

  

  

  β = 30°شکل مد دوم در  )20-3(شکل
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  β = 40°شکل مد اول در  )21-3(شکل

  

  

  

  β = 40°شکل مد دوم در  )22-3(شکل
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  ریسمان تابیده شده و شکل مدهاي طبیعی هاينتایج بررسی فرکانس 3-7

استفاده از . استهاي طبیعی ریسمان ارائه شدهدر این پژوهش، یک روش تحلیلی براي تعیین فرکانس

تواند حجم محاسبات را به شکل قابل توجهی افزایش روش اجزاء محدود در تحلیل ارتعاشات آزاد می

  .استهاز روش ماتریس انتقال استفاده شددر این پژوهش براي کاهش حجم محاسبات، . دهد

  هاي طبیعیفرکانس 3-7-1

در . استي خاص محاسبه شدههاي طبیعی ریسمان تابیده شده براي چند زاویهدر این بخش، فرکانس

	=	βهاي پیچش مقادیر پنج فرکانس اول براي زاویه) 5-3(جدول π

4
 , 10π , 200π استآمده .

ي مورد بررسی براي پیچش در محدوده. است )1-3(جدول مطابقمشخّصات فیزیکی ریسمان، 

 .استانتخاب شده ،]1[ 2012ي امن پژوهش انجام شده در سال محدوده

)ω)پنج فرکانس طبیعی اول  )5- 3 (جدول
rad

s
))  

 β اول دوم سوم چهارم پنجم

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 
π

4
 

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 10π 

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 200π 

  

  هاي طبیعیشکل مدهاي متناظر با فرکانس 3-7-2

-هاي طبیعی یک سازه فرکانس ذات سیستم هستند که به سختی و جرم سیستم مربوط میفرکانس

 .اند که با یک فرکانس خاص نوسان نمایندطوري تنظیم شدههاي یک پیانو، به عنوان مثال سیم.شود

ا گاهی دهاي طبیعی رتحلیل م .نامندیک فرکانس طبیعی خاص را شکل مد سازه میشکل سازه در 
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صات اي براي درک مشخّمحاسبه مدهاي ویژه یک سیستم پایه.نامندتحلیل مقادیر ویژه نیز می

  :باشدویژه به دلایل زیادي میدهاي تحلیل م.باشددینامیکی یک سازه می

اگر فرکانس . آن يدارندهنگه يو پایه) مثل یک ماشین دورانی(ر متقابل بین یک قطعهتخمین اث -

گاه نیروهاي دینامیکی ،آنکانس کاري ماشین در حال کار باشددارنده نزدیک فرنگه يطبیعی پایه

  .مزاحم بسیار خواهند شد

  احیاثر تغییر پارامترهاي طرّصات دینامیکی در تخمین مشخّ -

  دهاي طبیعی در تحلیل ارتعاشات اجبارياستفاده از م -

هاي مناسب در ها و فرکانسي انتخاب زمانعنوان یک راهنما براهاي طبیعی بهاستفاده از فرکانس -

  هاي گذرا و فرکانسیتحلیل

در یک سیستم .باشدموجود مید یک بردار ویژه یا شکل م، هر مقدار ویژه یا فرکانس طبیعی براي

       . آینددست میهارتعاش آزاد ب دهاي ویژه از حلّبدون میرا کننده، م

 دست آمده نسبت به واحد طول ریسمان،هاي طبیعی بهبا فرکانسدر این بخش، شکل مدهاي متناظر 

  . استنشان داده شده



۶۴ 
 

  

 = βشکل مد اول در  )23-3(شکل
π

4
  

  

 = βشکل مد دوم در  )24-3(شکل
π

4
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 = βشکل مد سوم در  )25-3(شکل
π

4
  

  

  

  

 = βشکل مد چهارم در  )26-3(شکل
π

4
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 = βشکل مد پنجم در  )27-3(شکل
π

4
  

  

  

  

  β =10πشکل مد اول در  )28-3(شکل

  



67 

 

  

  β =10πشکل مد دوم در  )29-3(شکل

  

  

  

  β =10πشکل مد سوم در  )30-3(شکل
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  β =10πشکل مد چهارم در  )31-3(شکل

  

  

  β =10πشکل مد پنجم در  )32-3(شکل
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  β =200πدر  yشکل مد اول در جهت  )33-3(شکل

  

  

  

  β =200πدر  yشکل مد دوم در جهت  )34-3(شکل

  

  



٧٠ 
 

  

  β =200πدر  yشکل مد سوم در جهت  )35-3(شکل

  

  

  β =200πدر  yشکل مد چهارم در جهت  )36-3(شکل

  



71 

 

  

  β =200πدر  yشکل مد پنجم در جهت  )37-3(شکل

  

  

  β =200πدر  zشکل مد اول در جهت  )38-3(شکل
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  β =200πدر  zشکل مد دوم در جهت  )39-3(شکل

  

  

  β =200πدر  zشکل مد سوم در جهت  )40-3(شکل
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  β =200πدر  zشکل مد چهارم در جهت  )41-3(شکل

  

  

  β =200πدر  zشکل مد پنجم در جهت  )42-3(شکل

  ي مشکل عددي روشمحدوده 3-7-3

 = βعنوان نمونه، براي به. شودهاي بالا، دچار مشکل عددي میروش ماتریس انتقال در فرکانس
�

4
 

  .استنشان داده شده) 43- 3(شکل درشود، ي فرکانسی دچار مشکل عددي میاي که معادلهمحدوده
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 = βي مشکل عددي در محدوده )43-3(شکل
�

4
  

  

  بر فرکانس طبیعی ریسمان تأثیر طول 3-7-4

=	βي تحت زاویه با افزایش طول ریسمان، مقادیر پنج فرکانس طبیعی π

۴
. استسیستم محاسبه شده 

-ها را نشان مینیز روند افزایش فرکانس )44-3(شکلو  استاین مقادیر آورده شده) 6-3(جدولدر 

- هاي طبیعی کاهش میفرکانسشود، با افزایش طول ریسمان، مقادیر طور که مشاهده میهمان. دهد

  .یابند

مقادیر پنج فرکانس طبیعی با افزایش طول ریسمان )6- 3 (جدول  

 =	β اول دوم سوم چهارم چهارم
π

۴
  

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 0.260 

L(m) 

389.8221 235.8168 120.3392 42.9778 6.8579 0.280 

339.5784 205.4227 104.8288 37.4385 5.9740 0.300 

298.4576 180.5473 92.1347 32.9049 5.2506 0.320 

264.3776 159.9311 81.6141 29.1470 4.6510 0.340 
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  تأثیر افزایش طول ریسمان بر فرکانس طبیعی )44-3(شکل

  

  فرکانس طبیعیأثیر جنس ریسمان بر ت 3-7-5

=	β يمقادیر پنج فرکانس طبیعی اول را تحت زاویه) 7-3(جدول π

۴
- نشان میبا تغییر جنس ریسمان  

قابل  )45-3(شکل این روند افزایشی در. یابندها افزایش میبا افزایش سفتی ریسمان،  فرکانس. دهد

  . استهدهمشا

طول ریسمان تغییر جنسمقادیر پنج فرکانس طبیعی با )7- 3 (جدول  
)E اول دوم سوم چهارم پنجم

N

m2 ) β	=
π

۴
 

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 
0.8 ∗ 10

9
 

  پلی اتیلن

1010.9294 611.5460 312.0768 111.4549 17.7847 4 ∗ 10
9
  نایلون 

4198.7052 2539.9415 1296.1524 462.9068 73.8654 69 ∗ 10
9
  آلومینیوم 

7148.3505 4324.2835 2206.7165 788.1049 125.7569 200 ∗ 10
9
  فولاد 
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  ریسمان بر فرکانس طبیعی تأثیر تغییر جنس)45-3(شکل

  ثیر شعاع ریسمان بر فرکانس طبیعیتأ 3-7-6

پنج شعاع  هاي طبیعی برايفرکانس. یابدطبیعی افزایش می با افزایش شعاع ریسمان، مقادیر فرکانس

=	βي تحت زاویه π

۴
قابل مشاهده  )46-3(شکل چنین روند افزایش درآورده شده و هم )8-3(جدول در 

  .است

  مقادیر پنج فرکانس طبیعی با افزایش شعاع ریسمان) 8- 3 (جدول

=	β اول دوم سوم چهارم پنجم
π

۴
  

452.1014 273.4917 139.5650 49.8441 7.9536 0.19 ∗ 10
�3

 

r(m) 

690.0495 417.4347 213.0203 76.0779 12.1396 0.29 ∗ 10
�3

 

5927.9976 561.3777 286.4755 102.3116 16.3257 0.39 ∗ 10
�3

 

1165.9457 705.3207 359.9308 128.5454 20.5118 0.49 ∗ 10
�3

 

1403.8938 849.2637 433.3861 154.7791 24.6979 0.59 ∗ 10
�3
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  ریسمان بر فرکانس طبیعی شعاعتأثیر افزایش  )46-3(شکل
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  نامهبندي مطالب پایانجمع  4-1

از ابزارهاي  بسیاري. دهندها، انتخاب یک محرّکه را تحت تأثیر قرار میهاي اجرایی محرّکهویژگی

ي خود هاي محرّکههاي متعددي براي سیستماند، راه حلرباتیکی که در گذشته گسترش یافته

اغلب موتورهاي الکتریکی دورانی و گاهی . طور عمده در نوع موتور تفاوت دارنداند که بهپیشنهاد داده

هاي ه، تاندون و یا شافتدنداست و در سیستم انتقال قدرت از جعبهاوقات پنوماتیکی ارائه شده

  . استپذیر استفاده شدهانعطاف

صدا و با اصطکاک کم است و شبیه به ماهیچه ي ریسمان تابیده بسیار سبک، ارزان، بیسیستم محرّکه

اي را براي آن موجب فرد این سیستم محرّکه، کاربردهاي گستردههاي منحصربهویژگی. کندعمل می

  .شودمی

پس از بیان مقدمات مربوط به . استي ریسمان تابیده بررسی شدهیستم محرّکه، سپژوهشدر این 

است، در ، سیستم مورد بررسی در دو حالت مدل شدهDT-TMMروش ماتریس انتقال، با استفاده از 

هاي جرم، فنر پیچشی و خطّی در نظر هاي جرم و فنر پیچشی و در مدل دوم، المانمدل اول، المان

منظور کنترل میزان به PIDچنین کنترلر هم .استو نتایج با پژوهش مربوط، مقایسه شدهگرفته شده 

هاي دینامیکی تیر تابیده در ادامه روند حلّ دقیق مشخّصه .استتغییر طول به سیستم اعمال شده

سپس با استفاده از مدل . استدست آمدهسازي شده و نتایج آن پژوهش بهشبیه TMMبا  ]35[شده

هاي جرم و فنر، سیستم مورد نظر در این سازي با المانتابیده شده، در یک حالت خاص از مدل تیر

  .استهاي طبیعی و شکل مدها بررسی شدهپژوهش با رویکرد بررسی فرکانس
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  آوردهانتایج و دست 4-2

چنین و هم هاي جرم و فنر پیچشیهایی براي مدل کردن سیستم مورد بررسی با الماني رابطهبا ارائه

هاي هندسی بررسی شده، دست یافته تري نسبت به روشجرم، فنر پیچشی و خطّی، به نتایج دقیق

مشخّصات فیزیکی سیستم در  .سیستم مدل شده با روش ماتریس انتقال، کنترل شده است .استشده

کار روش به ي دو مدل، روشن است که تأثیر کشیدگی ریسمان با دوبا مقایسه .استبررسی وارد شده

  .گرفته شده، نتایج مشابهی دارند

ي ریسمان تابیده در یک تابیدگی خاص با استفاده از مدل تیر تابیده سپس با بررسی سیستم محرّکه

است و شکل مدها در چند تابیدگی خاص، ترسیم دست آمدههاي طبیعی سیستم بهشده، فرکانس

  .استکانس طبیعی نیز بررسی شدهتأثیر طول، شعاع و جنس ریسمان بر فر .استشده

  

  روهاي پیشپیشنهاد براي پژوهش 4-3

 براي تیر تابیده شده و کنترل آن DT-TMMاعمال  �

 هاي تیر تابیده شدههاي طولی در معادلهجاییبررسی جابه �

 بررسی آزمایشگاهی سیستم مورد بررسی  �

 بررسی میزان تغییر ضخامت ریسمان در حین تابیدگی �

هاي طبیعی با تعمیم روش ماتریس انتقال هاي سیستم با کمک فرکانسپاسخ دست آوردنبه �

 هاي دیگرو یا روش
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    پیوست

A -1 تئوري  

- هاي پیچش و نیروهاي مختلف بهگیري، براي تعیین معادله دیفرانسیل، زاویهاستفاده از اصل ورییشن

ي اندازهبه Zو  Yاست، محورهاي نشان داده شده )A -1(شکل در طور کههمان. صورت زیر است

مختصات محلّی در . ، مختصات محلّی هستندxyz، مختصات کلّی و XYZ. کننددوران می βي زاویه

-جابه w(=wz(x,t))و  v(=vy(x,t)). اندبرهم منطبق xو  Xکند اما محورهاي طول المان تیر تغییر می

هاي پیچش نسبت به نیز زاویه ψ(=ψz(x,t))و  ϕ(=ϕy(x,t)). هستند zو  yترتیب در جهت ها بهجایی

y  وz هستند .  

  :به این صورت است O1zو  O1yنسبت به محورهاي  �O�1zو  �O�1yنسبی محورهاي  هايجاییجابه

)A -1(  Δy	=	�v	+	v'dx� cos dβ +�w	+	w'dx� sin dβ -v 

)A -2(  Δz	=	-	�v	+	v'dx� sin dβ +�w	+	w'dx�cosdβ	-	w 

�sin�dβگاه آن dβ≪1اگر . است x، مشتق نسبت به 'که  ≈dβ, cos(dβ)≈1 . هاي معادلهدر نتیجه)A-

  :توان به این صورت نوشترا می )A -2( و )1

)A -3(  Δy	=	v'dx	+	wdβ	=	 �v'+w
dβ

dx
� dx	=	(v'+kw)dx 

)A -4(  Δz	=	-	vdβ	+	w'dx	=	 �w'-v
dβ

dx
� dx	=	(w'-kv)dx 

  .، نرخ تابیدگی استdβ/dx)	=	k(که 



83 

 

  

 b)حول مبدأ؛  O1yzهاي مختصات محلّی جاییجابه a). هاي محلّی و کلّیگذاري براي مختصاتنشانه )A-1(شکل 0 

  .O1نسبت به  O�1هاي مبدأ مختصات ها و دورانجاییجابه

 :یابی استقابل دست )A -4(و  )A-3(هاي هاي پیچش از معادلهزاویه

)A -5(  ϕ=
∆z

dx
=w'-kv 

)A -6(  ψ= -
∆y

dx
= -v'-kw 

هاي زیرا مختصه. است xyz����� ،(u�x,v�y,w�z)و در  xyz ،(ux,vy,wz)جایی یک المان بسیار کوچک در جابه

 : به این صورت است xدر جهت  uxجایی جابه. کنندمحلیّ در طول المان تیر تغییر می

)A -7(  ux= -z� ϕ+ y� ψ= -z��w'-kv�+y�(-v'-kw) 

  :که

)A -8(  z�=ysinβ+zcosβ  

)A -9(  y�= -zsinβ+ycosβ 

  :نتیجه داریمدر 

)A -10(  ux= -(ysinβ+zcosβ)�w'-kv�+(-zsinβ+ycosβ)(-v'-kw) 

  :آیددست میبه این صورت به xکرنش در جهت 

)A -11(  εxx 	=	
∂ux

∂x
	=	 -	y�(v	+	2kw'	-	k2v) - z�(w"	-	2kv'	-	k2w) 

  . مخالف صفر است ��εبرنولی معمول است، فقط کرنش - در حقیقت چون مسأله در قالب تئوري اویلر
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  :آیددست میالمان تیر به این صورت به (U)بنابراین انرژي کرنشی

)A -12(  

U=
1

2
� � σεxxdAdx

A

L

0
 

=
1

2
� EIyy(w"-2kv'-k2w)

2
dx+

1

2
� EIzz(v+2kw'-k2v)

2
dx

L

0

L

0
 

, Iyy= � z�2
A

dA , Izz= � y�2
A

dA 

σ  :تنش عمودي  

:E مدول الاستیسیته  

A , L :مساحت سطح مقطع و طول المان تیر  

Iyy , Izz : ممان اینرسی هندسی نسبت به محورهايy�- , z�-  

 :آیددست میانرژي جنبشی تیر تابیده شده به این صورت به

)A -13(  T=
1

2
� m�v� 2+w� 2�dx

L

0
 

  :شوداصل همیلتون به این صورت نوشته می. ، مشتق زمانی است�که 

)A -14(  δ � �U-T�dt=0
t2

t1

 

معادله دیفرانسیل  )A -14(در  )A -13(و )A -12(هايگذاري معادلهگیري جزء به جزء و جايبا انتگرال

  :آیددست میحرکت به

)A -15(  
EIZZv''''-2k2�EIzz+2EIyy�v''+k4EIzzv+2k�EIyy+EIzz�w''' 

-2k3�EIyy+EIzz�w'+mv�=0 

)A -16(  
EIyyw''''-2k2�EIyy+2EIzz�w''+k4EIyyw-2k�EIyy+EIzz�v''' 

+2k3�EIyy+EIzz�v'+mw� =0 

  .جرم در واحد طول است m(kg/m)که 
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. استجایی که متغیرها وابسته به مکان و زمان هستند، از روش جداسازي متغیرها استفاده شدهاز آن

 :فرض شوند، داریم ωاي زاویه با ارتعاشات  هارمونیک در فرکانس vy(x,t)و  wz(x,t)اگر 

)A -17(  
wz�x,t�=wz�x�eiωt 

vy�x,t�=vy�x�eiωt 

 )A -17(يگذاري معادلهبا جاي. هستند �wz�x,tو  �vy�x,tهاي به ترتیب دامنه �wz�xو  �vy�xکه 

  : سازي داریمو پس از ساده )A -16(و  )A -15(هايدر معادله

)A -18(  
vy

'''' -2k2�1+2r�vy
'' +k4�1-a�vy+2k�r+1�wz

''' 

-2k3�r+1�wz
' =0 

)A -19(  
rwz

''''-2k2�r+2�wz
'' +rk4�1-b�wz-2k�r+1�vy

''' 

+2k3�r+1�vy
' =0 

 :که

)A -20(  

r=
EIyy

EIzz
, a=

mω2

EIzzk4, b=
mω2

EIzzk4r
=

mω2

EIyyk4 

 

vy=vy�x�,  wz=wz(x) 

 :شود، معادله دیفرانسیل مرتبه هشت زیر حاصل می)A -19(و  )A -18(با حلّ دستگاه معادلات

)A -21(  
D8Θ+4k2D6Θ+�6-a-b�k4D4Θ+�4+6a+6b�k6D2Θ 

+�1-a��1-b�k8Θ=0 

  :که

)A -22(  D=vy�x� or wz�x�,    D=
d

dx
 

  :گیریمرا به صورت زیر درنظر می )A -21(يحال، حلّ معادله
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)A -23(  Θ�x�=Aeλx 

 :آیددست میي هشت بهاي با مرتبه، یک چندجمله)A -22(يدر معادله )A -23(يگذاري معادلهبا جاي

)A -24(  λ8+4k2λ6+�6-a-b�k4λ4+�4+6a+6b�k6λ2+�1-a��1-b�k8=0 

  :ي چهار به این صورت استي مرتبه، قابل تبدیل به یک معادلهλبا متغیر  )A -24(يبراي حل، معادله

)A -25( ξ4+4k2ξ3+�6-a-b�k4ξ2+�4+6a+6b�k6ξ+�1-a��1-b�k8=0 

  :که

)A -26(  λ= ± �ξ 

  :شودبه این صورت می wz(x)و  vy(x)براي  )A-25(يرو، حلّ معادلهاز این

)A -27(  vy�x�= � Aje
λjx

8

j=1

 

)A -28(  wz�x�= � Bje
λjx

8

j=1

 

λکه 
j
(j=1∼	8)  يمعادلهاز)A -26( آینددست میبه .Aj  وBj ارتباط بین دو . هم مقادیر ثابتی هستند

صورت زیر به )A -19(یا  )A -18(يدر معادله)A -28(و  )A -27(هايگذاري معادلهبا جاي Bjو  Ajثابت 

 :یابی استقابل دست

)A -29(  Bj=αjAj 

  :که

)A -30(  αj= -
�λj

4-2k2�1+2r�λj
2+k4�1-a��

�2k�r+1�λj
3-2k3�r+1�λj�

 

  :داریم )A -28(در  )A -29(يگذاري معادلهبا جاي

)A -31(  wz�x�= � αjAje
λjx

8

j=1
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ام براي روش ماتریس انتقال ارائه شده در این مطالعه kها و نیروهاي اعمالی بر المان دلخواه جاییجابه

است که شامل هر دو اطلاّعات جرمی و سفتی نشان داده شده )A -2(شکل و بین دو المان دلخواه در

  .استام kطول المان  Lk. در یک ماتریس است

ϕy)پیچشیهاي هاي مربوط به زاویهی، عبارتدر مختصات محلّ
�x,t�, ψz(x,t)) نیروهاي ،

- A -32(-)A(هايصورت معادلهبه (My�x,t�, Mz(x,t))و گشتاورهاي خمشی (Vy�x,t�, Vz(x,t))برشی

  .اندیابیقابل دست )37

  

  

  امkها و نیروهاي اعمالی بر المان جاییجابه )A -2(شکل

  

)A -32(  ϕy
�x,t�=w'-kv 

)A -33(  ψz
�x,t�= -v'-kw 

)A -34(  Vy�x,t�=EIzz(v'''+k�2+r�w''-k2�1+2r�v'-k3rw) 

)A -35(  Vz�x,t�=EIzz(rw'''-k�2r+1�v''-k2�r+2�w'+k3v) 

  )A -36(  My�x,t�=-EIyy(w''-2kv'-k2w) 

)A -37(  Mz�x,t�=EIzz(v
''+2kw'-k2v) 

  . است v=vy�x,t�, w=wz(x,t)که 
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نیروها و گشتاورها در مختصات محلّی و کلّی بین دو سر المان تیر به ها، ها، زاویهجاییارتباط بین جابه

  :این صورت قابل بیان است

)A -38(  

�
�
�
�

�
�
�

vY

wZ

ϕY
ψZ

VY

VZ

MY

MZ�
�
�
�

�
�
�

global

=

�
�
�
�
�
�
�
�
c s 0 0 0 0 0 0
-s c 0 0 0 0 0 0
0 0 c s 0 0 0 0
0 0 -s c 0 0 0 0
0 0 0 0 c s 0 0
0 0 0 0 -s c 0 0
0 0 0 0 0 0 c s
0 0 0 0 0 0 -s c�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�

vy

wz

ϕy
ψz
Vy

Vz

My

Mz�
�
�
�
�

�
�
�
�

local

 

  .است c = cos(β), s = sin(β)که 

  :داریم )A -32(-)A -37(هايدر معادله )A -31(و  )A -17( ،)A -27(هايمعادلهگذاري با جاي

)A -39(  vy�x�=Aje
λjx 

)A -40(  wz�x�=αjAj
eλjx 

)A -41(  ϕy
�x�=(αjλj-k)Aje

λjx 

)A -42(  ψz
�z�= -(λj+kαj)Aje

λjx 

)A -43(  Vy�x�= EIzz{λj
3+k�2+r�αjλj

2 -k2�1+2r�λj-αjk
3r}Aje

λjx 

)A -44(  Vz�x�=EIzz{rαjλj
3-k�2r+1�λj

2 -k2�r+2�αjλj+k3}Aje
λjx 

)A -45(  My�x�=-EIyy{αjλj
2 -2kλj-k

2αj}Aje
λjx 

)A -46(  Mz�x�=EIzz{λj
2 +2kαjλj-k

2}Aje
λjx 

  .باشدمی Lkدرسمت راست المان تیر برابرصفر و در سمت چپ برابر  ،)A -2(شکل مطابق  xي فاصله

  :، داریمx=0گذاري با جاي

)A -47(  vy ,k-1�x�=Aj 

)A -48(  wz ,k-1�x�=αjAj
 

)A -49(  ϕy ,k-1
�x�=(αjλj-k)Aj 

)A -50(  ψz ,k-1
�z�= -(λj+kαj)Aj 
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)A -51(  Vy ,k-1�x�= EIzz{λj
3+k�2+r�αjλj

2 -k2�1+2r�λj-αjk
3r}Aj 

)A -52(  Vz ,  k-1�x�=EIzz{rαjλj
3-k�2r+1�λj

2 -k2�r+2�αjλj+k3}Aj 

)A -53(  My , k-1�x�=-EIyy{αjλj
2 -2kλj-k

2αj}Aj 

)A -54(  Mz , k-1�x�=EIzz{λj
2 +2kαjλj-k

2}Aj 

  .شود، ماتریس انتقال سمت چپ تشکیل می)A -47(-)A -54(هاياستفاده از معادله با

)A -55(  

�
�
�
�
�

�
�
�
�

vy(x)
wz(x)
ϕy(x)

ψz(x)
Vy(x)
Vz(x)
My(x)
Mz(x)�

�
�
�
�

�
�
�
�

k-1

= 

�
�
�
�
�
�
�
�
C11 C12 C13 C14 C15 C16 C17 C18

C21 C22 C23 C24 C25 C26 C27 C28

C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38

C41 C42 C43 C44 C45 C46 C47 C48

C51 C52 C53 C54 C55 C56 C57 C58

C61 C62 C63 C64 C65 C66 C67 C68

C71 C72 C73 C74 C75 C76 C77 C78

C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C88�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8�
�
�
�

�
�
�

 

  :به این صورت است Cکه اجزاي ماتریس

)A -55 -1(  C1j=1 

)A -55 -2(  C2j=αj 

)A -55 -3(  C3j=(αjλj-k) 

)A -55 -4(  C4j= -(λj+kαj) 

)A -55 -5(  C5j=EIzz{λj
3+k�2+r�αjλj

2-k2�1+2r�λj-αjk
3r} 

)A -55 -6(  C6j=EIzz{rαjλj
3-k�2r+1�λj

2-k2�r+2�αjλj+k3} 

)A -55 -7(  C7j= -EIyy(αjλj
2-2kλj-k

2αj) 

)A -55 -8(  C8j=EIzz(λj
2+2kαjλj-k

2) 

  :توان نوشترا به این صورت می )A-55(يمعادله

)A -56(  �Z�k-1=�Cij�{Aj} 

  .است k-1ي ، بردار حالت در نقطهZ�k-1�که  

  :یابی استصورت زیر قابل دستبه Aj، واضح است که ثابت )A -56(ياز معادله



٩٠ 
 

)A -57(  �Aj�=�Cij�
-1
�Z�k-1 

  :داریم )A -39(-)A -46(هايدر معادله x=Lkگذاري حال، با جاي

)A -58(  vy�x�=Aje
λjLk 

)A -59(  wz�x�=αjAj
eλjLk 

)A -60(  ϕy
�x�=(αjλj-k)Aje

λjLk 

)A -61(  ψz
�z�= -(λj+kαj)Aje

λjLk 

)A -62(  Vy�x�= EIzz{λj
3+k�2+r�αjλj

2 -k2�1+2r�λj-αjk
3r}Aje

λjLk 

)A -63(  Vz�x�=EIzz{rαjλj
3-k�2r+1�λj

2 -k2�r+2�αjλj+k3}Aje
λjLk 

)A -64(  My�x�=-EIyy{αjλj
2 -2kλj-k

2αj}Aje
λjLk 

)A -65(  Mz�x�=EIzz{λj
2 +2kαjλj-k

2}Aje
λjLk 

  .شود، ماتریس انتقال سمت راست تشکیل می)A -58(-)A -65(هايبا استفاده از معادله

)A -66(  

�
�
�
�
�

�
�
�
�

vy(x)
wz(x)
ϕy(x)

ψz(x)
Vy(x)
Vz(x)
My(x)
Mz(x)�

�
�
�
�

�
�
�
�

k

= 

�
�
�
�
�
�
�
�
H11 H12 H13 H14 H15 H16 H17 H18

H21 H22 H23 H24 H25 H26 H27 H28

H31 H32 H33 H34 H35 H36 H37 H38

H41 H42 H43 H44 H45 H46 H47 H48

H51 H52 H53 H54 H55 H56 H57 H58

H61 H62 H63 H64 H65 H66 H67 H68

H71 H72 H73 H74 H75 H76 H77 H78

H81 H82 H83 H84 H85 H86 H87 H88�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8�
�
�
�

�
�
�

 

  :به این صورت است Hکه اجزاي ماتریس 

)A -65-1(  H1j=eλjLk 

)A -65-2(  H2j=αje
λjLk 

)A -65-3(  H3j=(αjλj-k)eλjLk 

)A -65-4(  H4j= -(λj+kαj)e
λjLk 

)A -65-5(  H5j=EIzz{λj
3+k�2+r�αjλj

2-k2�1+2r�λj-αjk
3r}eλjLk  

)A -65-6(  H6j=EIzz{rαjλj
3-k�2r+1�λj

2-k2�r+2�αjλj+k3}eλjLk 
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)A -65-7(  H7j=-EIyy(αjλj
2-2kλj-k

2αj)e
λjLk 

)A -65-8(  H8j=EIzz(λj
2+2kαjλj-k

2)eλjLk 

  :توان نوشترا به این صورت می )A-65(يمعادله

)A -66(  �Z�k=�Hij�{Aj} 

  . است kي ، بردار حالت در نقطهZ�k�که  

  :شودام به این صورت تشکیل میk، ماتریس انتقال المان )A -66(در  )A -57(يگذاري معادلهبا جاي

)A -67(  �Z�k=�Hij��Cij�
-1
�Z�k-1 

)A -68(  �Z�k=�Tij��Z�k-1 

�Tij�=�Hij��Cij�که 
-1

  . ام استk، ماتریس انتقال المان 

المان استفاده کنیم، ماتریس انتقال کلّی به این  kهاي طبیعی از تعداد وقتی براي تعیین فرکانس

  :شودصورت تشکیل می

)A -69(  �Tij�=�Tij�k×�Tij�k-1
×… ×�Tij�3×�Tij�2×�Tij�1 

  .دهندي المان را نشان میشماره، k… ,3 ,2 ,1هاي که زیرنویس

  :در فرم ماتریسی نوشته شود، داریم )A -68(ياگر معادله

)A -70(  

�
�
�
�
�

�
�
�
�

vy(x)
wz(x)
ϕy(x)

ψz(x)
Vy(x)
Vz(x)
My(x)
Mz(x)�

�
�
�
�

�
�
�
�

k

= 

�
�
�
�
�
�
�
�
T11 T12 T13 T14 T15 T16 T17 T18

T21 T22 T23 T24 T25 T26 T27 T28

T31 T32 T33 T34 T35 T36 T37 T38

T41 T42 T43 T44 T45 T46 T47 T48

T51 T52 T53 T54 T55 T56 T57 T58

T61 T62 T63 T64 T65 T66 T67 T68

T71 T72 T73 T74 T75 T76 T77 T78

T81 T82 T83 T84 T85 T86 T87 T88�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�

vy(x)
wz(x)
ϕy(x)

ψz(x)
Vy(x)
Vz(x)
My(x)
Mz(x)�

�
�
�
�

�
�
�
�

k-1

 



٩٢ 
 

مدهاي ارتعاشات آزاد در یک  هاي طبیعی و شکلي فرکانسام قادر به محاسبهkماتریس انتقال المان 

-به عنوان مثال، شرایط مرزي یک. برنولی یکنواخت با استفاده از شرایط مرزي مختلف است-تیر اویلر

  .استجا آورده شدهسر گیردار در اینسرآزاد، یک

  :در سر گیردار داریم

)A -71(  vy , k-1�x�, wz , k-1�x�, ϕy , k-1�x�, ψz , k-1
�x�=0 

  :و در سر آزاد داریم

)A -72(  Vy , k�x�, Vz , k�x�, My , k�x�, Mz , k�x�=0 

  :شود، ماتریس زیر تشکیل می)A -70(در  )A -72(و )A -71(هايگذاري معادلهبا جاي

)A -73(  �

T55 T56 T57 T58

T65 T66 T67 T68

T75 T76 T77 T78

T85 T86 T87 T88

�

�
�
�

�
�Vy�x�

Vz�x�
My�x�

Mz�x��
�
�

�
�

k-1

= �

0
0
0
0

� 

  .، باید برابر صفر باشد)A -73(يهاي غیربدیهی، دترمینان ماتریس ضرایب معادلهبراي حل

)A -74(  �

T55 T56 T57 T58

T65 T66 T67 T68

T75 T76 T77 T78

T85 T86 T87 T88

�=0 

هاي طبیعی سیستم از این فرکانس. سر گیردار استبراي تیر یک ، معادله مشخّصه)A-74(يمعادله

افزایش یابد، اي سیستم از صفر تا مقدار دلخواهی که فرکانس زاویهزمانی.یابی استمعادله، قابل دست

شود، برابر فرکانس می )A-74(ياي که منجر به صفر شدن دترمینان معادلهمقادیري از فرکانس زاویه

  . طبیعی سیستم است

این مقادیر ثابت، . است )A -27(يمدهاي ارتعاشی، نیاز به داشتن مقادیر ثابت معادله براي تعیین شکل

-دانیم که در سرگیردار، چهار مقدار جابهمی. محاسبه است، قابل )A -70(ياز طریق بردار حالت معادله

vy , k-1�x�, wz , k-1�x�, ϕy , k-1�x�, ψz , k-1�جایی
�x��ا، چهار مقدار . برابر صفر هستندام
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براي تعیین این نیروها، . اند، نامشخّص��Vy , k-1�x�, Vz , k-1�x�, My , k-1�x�, Mz , k-1�x �نیرویی

- A(يدر نتیجه، معادله. کنیمرا برابر مقدار یک، فرض می zدر جهت بردار  �Vz , k-1�xنیروي برشی 

  :، به صورت زیر قابل بازنویسی است)73

)A -75(  �
Vy�x�

My�x�

Mz�x�
�

k-1

= �
T55 T57 T58

T65 T67 T68

T75 T77 T78

�

-1

�
-T56

-T66

-T76

� 

  :شود، به این صورت تشکیل می)A -75(يدر سر گیردار با استفاده از معادله Z�k-1�بردار حالت 

)A -76(  �Z�k-1=�0 , 0 , 0 , 0 , Vy , k-1 , 1 , My , k-1, Mz , k-1�
T
 

  . شوند، محاسبه می)A -57(يدر معادله)A -76(يگذاري معادله، با جايAjحال، مقادیر ثابت 

دست ، به)A -31(و )A -27(هايمعادلهدر  Ajمقادیر ثابت گذاري با جاي wz(x)و �vy�xهاي جاییجابه

هاي طبیعی توان شکل مدهاي سیستم را با توجه به فرکانسدلخواهی می xدر نتیجه در هر . آیندمی

  . دست آوردبه
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Abstract 

One of the oldest means of transmission is string. String twisted around itself or woven 

into strings, used for transporting force. When the electric motor is connected to one 

end of the string and the other end is connected to the intended load, applying rotation 

to the string through the engine is causedstring twists, decreasing the length of the string 

and consequently the load transfer, due to tensile force produced is. This transmission 

driving system called twisted string actuator systemhas many applications in robotic 

devices, due to low weight, cost and friction. 

Proposed flexible dynamic system model, includes a string which is connected to 
electric motor from one and to mass (robotic arm) from the other side. Through rotating 
the engine, string twists and its length changes caused concentrated mass movement. In 
order to find answers to the system, discrete method of transfer matrix is employed. 
Using discrete time transfer matrix method, system model has been studied in two 
modes. In the first model, the torsional spring and mass elements and in the second 
model, the elements of the mass, torsion and linear springs are intended and the results 
are compared with relevant research. By applying the PID system controller, steps 
response will be obtained. In the following by taking the system as a twisted beam, 
exact solutions for the dynamic characteristics of a twisted beam through transfer matrix 
method, in a special mode of modeling the spring-mass elements with evaluation of 
natural frequencies and mode shapes approach have been investigated. 
 

Keywords: 

Actuator System - Twisted String Actuator System - Robotic Arm - Discretization - 

Transfer Matrix Method – Discrete Time Transfer Matrix Method - Twisted Beam – 

PID Controller. 
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