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زا٘كدٛی زٚضٜ وبضقٙبؾی اضقس ضقشٝ ٟٔٙسؾیی ٔىب٘ییه زا٘كیىسٜ     زاده خضرتیگیصالح جوعهایٙدب٘ت 

هتورکزس تزر    یو سخت یراییاثر ه یتررسقبٞطٚز ٘ٛیؿٙسٜ دبیبٖ ٘بٔٝ نٙقشی ٟٔٙسؾی ٔىب٘یه زا٘كٍبٜ 

 ٔشقٟس ٔی قْٛ. دکتر اهیر جلالیسحز ضإٞٙبئی  ینوسان یرشته تا شرط هرز یکارتعاشات  یرو

 .سحمیمبر زض ایٗ دبیبٖ ٘بٔٝ سٛؾظ ایٙدب٘ت ا٘دبْ قسٜ اؾز ٚ اظ نحز ٚ انبِز ثطذٛضزاض اؾز 

 .زض اؾشفبزٜ اظ ٘شبیح دػٚٞكٟبی ٔحممبٖ زیٍط ثٝ ٔطخـ ٔٛضز اؾشفبزٜ اؾشٙبز قسٜ اؾز 

  دبیبٖ ٘بٔٝ سبوٖٙٛ سٛؾظ ذٛز یب فطز زیٍطی ثطای زضیبفز ٞیچ ٘ٛؿ ٔسضن یب أشیبظی زض ٞیچ خب اضائٝ ٘كسٜ اؾز.ٔغبِت ٔٙسضج زض 

   ٜییب  « زا٘كٍبٜ نٙقشی قیبٞطٚز  » قبٞطٚز ٔی ثبقس ٚ ٔمبلار ٔؿشرطج ثب ٘بْ نٙقشی وّیٝ حمٛق ٔقٙٛی ایٗ اثط ٔشقّك ثٝ زا٘كٍب ٚ

 «Shahrood  University of Technology ».ثٝ چبح ذٛاٞس ضؾیس 

   حمٛق ٔقٙٛی سٕبْ افطازی وٝ زض ثٝ زؾز آٔسٖ ٘شبیح انّی دبیبٖ ٘بٔٝ سأثیطٌصاض ثٛزٜ ا٘س زض ٔمبلار ٔؿیشرطج اظ  ٝ ضفبییز   دبییبٖ ٘بٔی

 ٔی ٌطزز.

   نیَٛ اذقلیی   زض وّیٝ ٔطاحُ ا٘دبْ ایٗ دبیبٖ ٘بٔٝ ، زض ٔٛاضزی وٝ اظ ٔٛخٛز ظ٘سٜ ) یب ثبفشٟبی آٟ٘ب ( اؾشفبزٜ قسٜ اؾیز ویٛاثظ ٚ ا

 ضفبیز قسٜ اؾز.

  ُزض وّیٝ ٔطاحُ ا٘دبْ ایٗ دبیبٖ ٘بٔٝ، زض ٔٛاضزی وٝ ثٝ حٛظٜ اعقفبر قرهی افطاز زؾشطؾی یبفشٝ یب اؾشفبزٜ قسٜ اؾز ان

ضاظزاضی ، وٛاثظ ٚ انَٛ اذقق ا٘ؿب٘ی ضفبیز قسٜ اؾز 
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 مالکیت نتایج و حق نشر

 ٚ وّیٝ حمٛق ٔقٙٛی ایٗ اثط ٚ ٔحهٛلار آٖ )ٔمبلار ٔؿشرطج، وشبة، ثط٘بٔٝ ٞبی ضایب٘ٝ ای، ٘طْ افعاض ٞب

سدٟیعار ؾبذشٝ قسٜ اؾز ( ٔشقّك ثٝ زا٘كٍبٜ نٙقشی قبٞطٚز ٔی ثبقس. ایٗ ٔغّت ثبیس ثٝ ٘حٛ ٔمشضی زض 

 ز.سِٛیسار فّٕی ٔطثٛعٝ شوط قٛ

اؾشفبزٜ اظ اعقفبر ٚ ٘شبیح ٔٛخٛز زض دبیبٖ ٘بٔٝ ثسٖٚ شوط ٔطخـ ٔدبظ ٕ٘ی ثبقس. 
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 چکیذه

زض  زٔذیط -بة ٔشهیُ ثیٝ فٙیط   یه ضقشٝ عٙی  دبؾد دبیساضاثط ٔیطایی ٚ ؾرشی ٔشٕطوع ضٚی ٘بٔٝ زض ایٗ دبیبٖ 

ٚ ثٝ زٚ ا٘شٟبی عٙبة سحطیه ٘ٛؾیب٘ی یىؿیبٖ ٚ   زٔذط ثٝ ظٔیٗ ٔشهُ -ط ایٗ فٙط، وٝ عطف زیٍٔىبٖ زِرٛاٜ

زٔذط ذغی زض -فٙط غیطذغی یه ِشی وٝایٗ وبض ثطای حبٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٝ اؾز.  ،قسٜ ٕٞعٔبٖ افٕبَ

ذغی اظ ضٚـ خساؾبظی فٙط زض حبِز ٚؾظ عٙبة لطاضٌطفشٝ ثبقٙس ٘یع ا٘دبْ ٌطفشٝ اؾز. ثطای حُ ٔقبزلار 

ٞب ٚ ّظ ٚ ثسؾز آٚضزٖ فطوب٘ؽخبی سىیٝ ثط ضٚـ ٔمساضٚیػٜ ٔرشثٝ ،أب زض ازأٝ حُ ،ٔشغیطٞب اؾشفبزٜ قسٜ

-زض حبِشی وٝ فٙط غیطذغیی  .ا٘سب٘ؿی ثطحؿت فطوب٘ؽ ثسؾز آٔسٜٞبی ٔرشّظ، ثٛاثز دبؾد فطوقىُ ٔٛز

ثب سطویت ضٚ٘س اؾشرطاج ٘شبیح حبِز ذغی،  1ذٕیٙٝ ٘بٚضزای اظ ضٚیىطز زٔذط ذغی زض ٚؾظ لطاض ٌطفشٝ ثبقس،

زٞٙیس ویٝ   ٘شبیح زض حبِز ذغی ثٛزٖ فٙط، ٘كبٖ ٔیی  .اؾز ؾیؿشٓ اؾشفبزٜ قسٜ دبؾد دبیساض  ثطای ٔحبؾجٝ

سطویت ذبنیی   قٛز. ٕٞچٙیٗزض ؾیؿشٓ ٔی 2ی ٔٛزٚ ؽٟٛض دیچیسٌ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثٝ ایدبز ٔیطایی ٔٙدط 

ٌیط٘یس.  ٔٙدط ثٝ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز قسٜ ٚ أٛاج زضحبَ حطوز زض عٙبة قىُ ٔیی  ،اظ ٔیطایی ٚ ؾفشی

 قیس. ثبزٔذط ٚ فطویب٘ؽ سحطییه ٔیی   -٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز وٝ ایٗ سطویت ٚاثؿشٝ ثٝ ٔٛلقیز لطاضٌیطی فٙط

ٚ  زییبٌطاْ فیبظ  زٔذط ذغی زض ٚؾظ عٙبة ثبقٙس، سغییطار قسیسی زض -ٕٞچٙیٗ زض حبِشی وٝ فٙط غیطذغی

 قىُ ٔٛزٞب ٔكبٞسٜ قسٜ ٚ ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ثٝ زأٙٝ سحطیه ٚاثؿشٝ قسٜ اؾز.  

 

 غیرخطی هود نرهالکلیذواشه: دیناهیک حالت پایذار، اهواج درحال حرکت، 
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 ناهههای هستخرج از پایاىفهرست هقاله

 زٔذط ٔٛوقی ٘بٔشمبضٖ-دیچیسٌی ٔٛز زض یه عٙبة ثب سحطیه ٞبضٔٛ٘یه دبیٝ ثب زض ٘ؾط ٌطفشٗ فٙط; 

 ٔدّٝ ٟٔٙسؾی ٔىب٘یه سطثیز ٔسضؼ )دصیطفشٝ قسٜ(.

  زأٙٝ اضسقبقبر یه عٙبة ثب ؾیؿشٓ ٔیطایی ٚ فٙط ٔشهُ ثٝ آٖ زض حبِز ٘بٔشمبضٖ ٚ قطایظ ٔطظی

ٞبی إِّّی دػٚٞفؾٛٔیٗ وٙفطا٘ؽ ّٔی ٚ اِٚیٗ وٙفطا٘ؽ ثیٗ ;زض زٚ ا٘شٟبی آٖ٘ٛؾب٘ی یىؿبٖ 

 وبضثطزی زض ٟٔٙسؾی ثطق، ٔىب٘یه ٚ ٔىبسطٚ٘یه )چبح قسٜ(.

  ُٔزض یه عٙبة ثب ؾیؿشٓ ٔیطایی ٚ فٙط ٔشهُ ثٝ آٖ زض حبِز ٘بٔشمبضٖ ٚ قطایظ  زیبٌطاْ فبظسىب

-إِّّی دػٚٞفطا٘ؽ ّٔی ٚ اِٚیٗ وٙفطا٘ؽ ثیٗؾٛٔیٗ وٙف ;ٔطظی ٘ٛؾب٘ی یىؿبٖ زض زٚ ا٘شٟبی آٖ

 ٞبی وبضثطزی زض ٟٔٙسؾی ثطق، ٔىب٘یه ٚ ٔىبسطٚ٘یه )چبح قسٜ(.
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 111 ..................................................................................................... شنهادهایپ و یریگجهینت -4

 114 .............................................................................................................. :هناتع و راجعه      -5



 

 ط 

 هافهرست شکل

 z=a ......................................................................... 15 زض یذغ فٙط ٚ ییطایٔ ثب عٙبة هیقٕبس (1-2 ) قىُ

 z=L/2 .................................................. 24 زض یطذغیغ فٙط ٚ یذغ ییطایٔ ثب عٙبة هیقٕبس( 2-2 ) قىُ

 43 .................................................... ... هیسحط فطوب٘ؽ ٚ x زیٔٛلق ثطحؿت        سىبُٔ( 1-3 ) قىُ

 45 ................................................................. ... ٔرشّف ٘مبط زض        ٔٛز قىُ زأٙٝ ا٘ساظٜ (2-3 ) قىُ
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 هقذهزززززه -1-1

ٞب سٟٙب عٙبة. زض ز٘یبی دیطأٖٛ ٞؿشٙس ٔٛضز سحمیك ٚ ٔغبِقٝ سطیٗ افضبی دیٛؾشٝٞب یىی ؾبزٜعٙبة

ٝ سحّیُ ؾیؿشٓ زض ایؾبزٜ ٘یؿشٙس، ثّىٝ ثطای سٛؾقٝ ٔجب٘ی دبیٝٚ سحمیك ثطای ٔغبِقٝ  ی ٞبی دیٛؾیش

ثیٝ   ،ٞبٞبی ٔرشّف ضٚی عٙبةٚ ثطضؾیثؿیبض ٔفیس ٞؿشٙس. ثٙبثطایٗ ٔغبِقٝ  ،یه یب چٙس زضخٝ آظازی

عٙبة یه فضٛ دیٛؾشٝ الاؾشیه یه وٙس. وٕه قبیب٘ی ٔی ،یٛؾشٝ دیچیسٜٞبی دسحّیُ ؾبیط ؾیؿشٓ

ی سٛا٘س ثطای افضیبی وبثیُ ٔب٘ٙیس   وٙس. چٙیٗ سقطیفی ٔیثقسی اؾز وٝ ٌكشبٚض ذٕكی ضا سحُٕ ٕ٘ی

 ، ٘یع نبزق ثبقس.ٛچه اؾزض ٔمبیؿٝ ثب ٔمساض ٚاحس وزٞب وٝ ٘ؿجز وربٔز ثٝ عَٛ آٖ

قٛز. ایٗ ویبض  ب عجیقی قطٚؿ ٔیسحّیُ اضسقبـ یه ؾیؿشٓ ٕٞیكٝ ثب سحّیُ اضسقبقبر آظاز ی

. ایٗ زٚ ٔفٟیْٛ  قٛزٔٛز عجیقی اضسقبـ ؾیؿشٓ، ٔٙدط ٔیثٝ زٚ ٔفْٟٛ ٟٔٓ یقٙی فطوب٘ؽ عجیقی ٚ 

زٞٙس. ٔقبزِٝ قىُ ٔی فٟٓ ٚ زضن ؾیؿشٓ اضسقبقی ضا ٕٞچٙیٗ ٘مغٝ قطٚؿ ٞط سحّیُ وٕی ٚ ویفی ٚ

وٙس. ٔقبزِٝ ٔٛج یىیی اظ  ٔٛج حطوز فطوی یه عٙبة، حطوز عِٛی ٚ دیچكی یه ٔیّٝ ضا ثیبٖ ٔی

ج زض فٟٓ ٞبی دیٛؾشٝ اؾز. سحّیُ ٚ ذٛال ٔقبزِٝ ٔٛسطیٗ ٔقبزلار زض ٔغبِقٝ اضسقبقبر ؾیؿشٟٓٔٓ

 زض ؾیؿشٓ دیٛؾشٝ یه أط ثٙیبزی اؾز.اضسقبـ ٚ ا٘شكبض آٖ 

وٙٙس. یه دسیسٜ وبٔق فبزی وٝ ثب فٙیٛاٖ  ٞبی اضسقبقی اسقف ا٘طغی ضا سدطثٝ ٔیٕٞٝ ؾیؿشٓ

1زٔذیًٙ"
ٞیبی ذیبضخی ؾیؿیشٓ    وٙفٕٔىٗ اؾز ٘بقی اظ ثطٞٓ زٔذیًٙی قٛز. ٘یطٚقٙبذشٝ ٔی "

( ثبقس. زٔذیًٙ ٘بقی اظ زضي آیطٚزیٙیبٔیىی  3(، یب زاذُ ؾیؿشٓ )زٔذیًٙ زاذّی2)زٔذیًٙ ذبضخی

سطیٗ ٔثبَ اظ زٔذیًٙ ذبضخی اؾز، زض نٛضسی وٝ زٔذیٙیً زاذّیی ثیٝ فّیز     َٕٛثٝ فّز ِعخز، ٔق

ٞیب، ا٘یطغی   ی فكبض خعئی اؾز. زض ٔىب٘یعْ ایٗ زٔذیًٙٞبی ِٔٛىِٛی زض ٘شیدٝسٕبؼ زاذّی ثیٗ لایٝ

. یبثیس ٘بدصیط ثٝ ا٘طغی ٌطٔبیی سجسیُ قسٜ وٝ ثٝ ذبضج اظ ؾیؿشٓ خطیبٖ ٔیٔىب٘یىی ثٝ نٛضر ثطٌكز

                                                 
1 Damping  
2 External damping 
3 Internal damping 
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)ییب   2ای)یب سٕیبؼ ذكیه( ٚ ٔیطاییی ؾیبظٜ     1ذیًٙ، ثب ٘بْ ٔیطایی ٚیؿىٛظ، ٔیطایی وّٕتؾٝ ٔسَ زٔ

-ٔسَ ٔیطایی ٚیؿىٛظ وٝ ضایحزض قٛ٘س. ٛلا ثطای اٞساف ٟٔٙسؾی اؾشفبزٜ ٔی(، ٔق3ٕٔیطایی ٞؿشطسیه

 ذبنیی اظ یب ٔكیشمبر   انّی ٔشغیط سطیٗ ٔسَ ٔٛضز اؾشفبزٜ اؾز، ٘یطٚی زٔذیًٙ ثب سغییط ٘طخ ظٔب٘ی

ٞیبیی ثیب   ویٙف زض ثؿیبضی اظ وبضثطزٞبی فّٕی، یه ؾیؿشٓ دیٛؾشٝ ٕٔىٗ اؾز ثطٞٓ .، ضاثغٝ زاضزآٖ

ثبقس. ثطای ٔثبَ ٕٔىیٗ اؾیز ٘میبط سمیٛیشی ذبنیی اظ ییه ؾیبظٜ،        ٞبی ٔیطایی ٌؿؿشٝ زاقشٝإِبٖ

ی ی ثبلاسطی ٘ؿجز ثٝ ٔیطایی زاذّی، ثٝ ؾبظٜ ٚاضز وٙٙیس. زض اییٗ حبِیز ٔیطایی    ٘ٛؾب٘بر لبثُ ٔقحؾٝ

ٖ ٔیطایی قىُ سٛا٘س ثٝٔی ٞیبی زٔذیط ٌؿؿیشٝ    ٞبی ٌؿؿشٝ، زض ٘مبط سمٛسی زض ٘ؾط ٌطفشٝ قٛز. إِیب

 .[1]قٛ٘سٞب ٔشهُ ٔیضسقبقبر ثٝ ؾبظٜزیٍطی ٘یع ثٝ عٛض ٔقَٕٛ ثطای وٙشطَ ا

سٛا٘یس ثیٝ قیىُ     وٙس ٔی ٔقبزِٝ حطوشی وٝ اضسقبقبر آظاز یه ؾیؿشٓ ذغی ٘بٔیطا ضا ثیبٖ ٔی

، لیبزض ثیٝ   (1-1 )ٞبی ذغی ٘بٔیطا ثیب ٔقبزِیٝ حطویز     ٘كبٖ زاز وٝ ؾیؿشٓ [2]ثیبٖ قٛز. ضیّی (1-1 )

 ٞؿشٙس. 4حطوز ثٝ انغقح عجیقی

( 1-1)   ̈            

M  ٚk قٛ٘س.  وٝ ثب ٔبسطیؽ خطْ ٚ ؾفشی قٙبذشٝ ٔیٞؿشٙس ٞبی حمیمی ٔشمبضٖ  ٔبسطیؽq(t)  ثطزاض

وٙس وٝ سٕبْ ٔرشهبر اخعای ؾیؿشٓ زض یه  ثیبٖ ٔی ٔقبزِٝ انٛلا ایٗ .یبفشٝ اؾز ٔرشهبر سقٕیٓ

 آیٙس. ایٗ فطوب٘ؽ وٙٙس ٚ ثٝ قىُ یه خبثدبیی ذبل زض ٔی  ر ٕٞبًٞٙ ٘ٛؾبٖ ٔی، ثٝ نٛضفطوب٘ؽ

 قٛ٘س. قٙبذشٝ ٔی (xj)6ٚ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ (ωj)5ٞبی عجیقی ٘ٛؾبٖ ٚ اٍِٛی خبیدبیی ثٝ سطسیت فطوب٘ؽ

ثب اؾشفبزٜ اظ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ، غیطوٛدّٝ وطزٖ ٔقبزِٝ حطوز ثبلا أىبٖ دصیط اؾز، ثٝ عٛض یىٝ اٌط 

ٞبی لغطی  ٔبسطیؽ     ٚ      ٔبسطیؽ ٔٛزاَ ثبقس، ثٙبثطایٗ                    

٘كبٖ زاز وٝ اٌط  ]2[یّیضٞبی ٔیطا نبزق ٘یؿز.  ایٗ حمیمز ؾبزٜ زض انُ ثطای ؾیؿشٓ ٞؿشٙس.

                                                 
1 Coulomb damping 
2 Structural damping 
3 Hystertic damping 
4 Natural motions 
5 Natural frequencies 
6 Normal modes 
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٘طٔبَ  یٔسٞب یزاضا یطأ یؿشٓثبقس، ؾ یٙطؾیٚ ا یؾفش یؽاظ ٔبسط یذغ یتسطو یطاییٔ یؽٔبسط

ثٝ قىُ ظیط  Cاٌط ٔبسطیؽ ٔیطایی  ی ٚیؿىٛظ،ٔیطایثب ٞبی  ثطای ؾیؿشٓیقٙی ذٛاٞس ثٛز.  یهوقؾ

 ثبقس:

( 1-2)           

سَ ، لغطی قٛز. ایٗ Xٔسٛا٘س ثب اؾشفبزٜ اظ ٔبسطیؽ ٔٛزاَ ٘بٔیطا  ؾذؽ ٔقبزِٝ حطوز ؾیؿشٓ ٔیطا ٔی

قطایظ فٕٛٔی ثطای  [3]وٛلی قٛز. قٙبذشٝ ٔی 2یب ٔیطایی وقؾیه 1ٔیطایی ثٝ فٙٛاٖ ٔیطایی سٙبؾجی

٘كیبٖ   ٘ییع  [4]وٛلی ٚ ویّی ایٙىٝ ؾیؿشٓ زیٙبٔیىی ٔیطا زاضای ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ثبقس ضا ٔحبؾجٝ وطز.

KMزاز٘س وٝ چٙیٗ لغطی ؾبظی أىبٖ دصیط اؾز اٌطٚسٟٙباٌط 
-1

C=CM
-1

K ٖ كیبٖ  ٘ٞیب  . ٕٞچٙییٗ آ

٘طٔیبَ   یزٞیب ٛٔ یزاضا ییطا ٔ یٙیبٔیىی ز یؿشٓؾ یٙىٝا یثطا یلاظْ ٚ وطٚض یٞب اظ قطط یىیوٝ  ٘سزاز

 یوٛدّٝ، لغط یطغ یطای٘بٔ یؿشٓسٛؾظ ا٘شمبَ ٔكبثٝ زض ؾ یطاییٔ یؽاؾز وٝ ٔبسط یٗثبقس، ا یهوقؾ

ضا زض ثط  یّیل ضوٝ حبِز ذب وطز٘س یبٖث یطاییٚ ٔ یؾفش یؽٔبسط یٗث یوّ یا ضاثغٝ فقٜٚ ثطایٗ قٛز.

 یؿشٙس.٘ یه٘طٔبَ وقؾ یزٞبٛٔ یزاضا یطأ ٞبی یؿشٓاظ ؾ یبضیوٝ ثؿ زٞس یٚ ٘كبٖ ٔ طزیٌ یٔ

وٙٙس ٚ زض ٘شیدٝ ٔٛزٞبی ٘طٔیبَ   ٞبی ذغی ٔیطا ایٗ قطط ضا اضوب ٕ٘ی زض حبِز وّی ؾیؿشٓ

ثٝ ٚخیٛز آیٙیس،    زلایُ ٔرشّفی زیٍطیسٛا٘س ثٝ  زاض٘س. ٔٛزٞبی ٔرشّظ، ٔی 3٘ساض٘س أب ٔٛزٞبی ٔرشّظ

ٖ   .4اثطار غیطٚؾىٛدی، اثطار آیطٚزیٙبٔیىی، غیطذغی ثٛزٖ ٚ ٘ٛیع سدطثیی ثطای ٔثبَ ثٝ فّز   ٘یٛؿ ثییب

 ٔیطای ٚیؿىٛظ ثب ٔیطایی غیطسٙبؾجی ٚخٛز زاضز. ثب حضٛض ٔبٞیز غیطسٙبؾجی ٞبیٓ ٔرشّفی ضٚی ؾیؿش

زض ایٗ  ضٚـ ٔقَٕٛ. یه         قٛز  ٔیطایی، ٔقبزِٝ حطوز ثب ٔبسطیؽ ٔٛزاَ ٔیطایی وٛدُ ٔی

وٝ ٔقبزلار حطویز ضا وٛدیُ      ٞبی غیط لغطی ٔبسطیؽ ٔٛزاَ  ٔٛضز ایٗ اؾز وٝ ثٝ ؾبزٌی اظ زضایٝ

ٖ  وٙٙس، نطف ٘ؾط وٙییٓ. اییٗ    ٔی ٖ   ضٚـ ثیٝ فٙیٛا قیٛز. ثیطای    قیٙبذشٝ ٔیی   5ضٚـ غیطوٛدّیٝ ویطز

                                                 
1 Proportional damping 
2 Classical damping 
3 Complex modes 
4 Experimental noise 
5 Decoupling method approximate 
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ٝ  اظ ِحیبػ ، غیطوٛدّٝ وطزٖ ضٚـٖ سقـ ٔحبؾجبسی زض فطاٞٓ وطز ،سط ٞبی ثب ثقس ثعضي ؾیؿشٓ  ،ٔطسجی

غیطوٛدّیٝ ویطزٖ،    ثؿیبضی سحمیمبسی ضٚی اثطار ضٚـ ٔحممبٖ ٔرشّظ اؾز. ٞبی ٔٛزضٚـ سط اظدبییٗ

ی غیطوٛدّٝ قسٜ، ٘عزییه   وّی ثسؾز آٔسٜ اظ ایٗ ٔغبِقبر ایٗ اؾز وٝ، حُ ٔقبزِٝ ا٘س. ٘شیدٝٝ زاقش

ییه ٔیبسطیؽ لغیطی غبِیت ثبقیس ٚ         سی ویٝ  زض نیٛض  ،قیٛز  ی وٛدُ قسٜ ٔی ثٝ حُ زلیك ٔقبزِٝ

ٗ قیس ویٝ    ثبفی   وبفی خسا اظ ٞٓ ثبقٙس. ایٗ ٘شیدٝ یٜ ٞبی عجیقی غیط ٔیطا ثٝ ا٘ساظ فطوب٘ؽ  ٔحممیی

ٔ  زض ثٛزٖ ٔیطایی، دیكٟٙبز وٙٙس. ی غیطسٙبؾجی ثطای سقییٗ وٕیز زضخٝ ضا ٞبی فسزی قبذم ی سٕیب

اِجشٝ ایٗ ٔغبِقبر ثیٝ   ٚیؿىٛظ اؾز. ،وٝ ٔیطایی ٔغبِقبر ثٝ عٛض نطیح ٚ وٕٙی فطو قسٜ اؾز ایٗ

قیسٜ   ٘كیبٖ زازٜ اؾیز.   سقٕیٓ زازٜ قسٜ [5]ازٞیىبضی یی غیط ٚیؿىٛظ ٞٓ سٛؾظٞبی ثب ٔیطاؾیؿشٓ

ٚیؿىٛظ ٚ غیط ٚیؿىٛظ، ؾیؿیشٓ ذغیی ٕٞیطاٜ ثیب      ٔب٘ی وٝ ٔیطایی غیطسٙبؾجی اؾز، زض ٞط زٚ حبِزظ

ٚخیٛز  زض ایٗ سحمیك ثیٗ قسٜ اؾز ویٝ   .ٔیطایی، ثٝ خبی ٔٛزٞبی ٘طٔبَ زاضای ٔٛزٞبی ٔرشّظ اؾز

یٝ ثٝ قىُ ٔٛزٞبی ٘طٔیبَ  وٙس، ظیطا قجای دیچیسٜ ٔیٔٛزٞبی ٔرشّظ سحّیُ ضا ثٝ عٛض لبثُ ٔقحؾٝ

ثطای حُ ایٗ ٔكىُ ضٚقی اضائٝ قسٜ وٝ ٔٛزٞبی ٔرشّظ قٙبؾبیی  ٞب زقٛاض اؾز.٘یؿشٙس ٚ سهٛض آٖ

ٔٛزٞیبی ٘طٔیبَ ٔطثیٛط ثیٝ     وٙس وٝ ثیٝ ٘عزییه   ای ٘طٔبلایع ٔیٌٛ٘ٝقسٜ ثٝ نٛضر آظٔبیكٍبٞی ضا ثٝ 

٘یٝ   ٘بٔیسٜ قیسٜ اؾیز.   1ٟیٙٝٚ ایٗ قىُ اظ ٔٛزٞبی ٔرشّظ، ٔٛزٞبی ٔرشّظ ث سجسیُ قٛ٘سذٛزقبٖ 

 ثٟیٙٝ ٔٛزٞبی ٔرشّظٚ ؾفشی ثطای ٘طٔبلایع وطزٖ ٞبی خطْ ٔبسطیؽ ٔیطایی ٚ ٘ٝ ٞیچیه اظ ٔبسطیؽ

زض اییٗ   ٌطزا٘س.ایٗ أط، ایٗ ضٚـ ضا ثطای اٞساف فّٕی ٚ وبضثطزی ثؿیبض وبضا ٚ ٔفیس ٔی لاظْ ٘یؿشٙس.

ٞب ثب ٔیطایی غیطٚیؿىٛظ ثط اؾبؼ سفیبٚر  ٓٚ ؾیؿش ٕچٙیٗ قبذهی ثطای ٔیطایی غیطسٙبؾجیسحمیك ٞ

وٝ ایٗ قبذم ثیطای   ،ثیٗ ٔٛزٞبی ٔرشّظ ثٟیٙٝ ٚ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ٔطثٛط ثٝ ذٛزقبٖ اضائٝ قسٜ اؾز

 ٞط ٔٛز ٔشفبٚر اؾز.

سٛا٘س زض ٔقبزِٝ حطویز  ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز وٝ ٔیطایی ٚیؿىٛظ ٌؿؿشٝ ٔی [6]سٛؾظ وط٘ه

ٙبؾجی ٌٙدب٘سٜ قٛز ثٝ عٛضی وٝ ٔٙدط ثٝ یه فطٔٛلاؾیٖٛ فٕٛٔی اظ ٔؿأِٝ ٔمیساض  ثٝ فطْ ادطاسٛضی ٔ

                                                 
1 Optimal complex modes 
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ٚیػٜ ٔیطای ٔرشّظ قٛز. زض غیبة ٘یطٚٞبی غیطٚؾىٛدی ادطاسٛض ذٛزاِحبق ٔیطایی ٔٙدط ثٝ یه ٔؿیأِٝ  

وٙٙس. اییٗ  قٛز وٝ ٔٛزٞبی اضسقبقی ٔرشّظ زٚ ضاثغٝ ٔشقبٔس ضا اضوب ٔیٔمساض ٚیػٜ ٔیطای ٔشمبضٖ ٔی

 ٞب ٚ سیطٞب اؾشفبزٜ قسٜ اؾز.ضی ثطای ٘كبٖ زازٖ ٘مف ٔٛزٞبی ٔیطای ٔرشّظ زض اضسقبقبر وبثُسئٛ

ٞبیی ثب وٝ حشی ثطای ؾغٛح دبییٗ ٔیطایی ثطای ؾبظٜ ٜ اؾز٘كبٖ زازٜ قس [7]سٛؾظ اثطاٞیٓ

سٛا٘ٙس ثؿیبض ٔشفبٚر اظ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ثبقٙس. زض چٙیٗ حبِشی ، ٔٛزٞبی ٔرشّظ ٔیٔیطایی غیطسٙبؾجی

ی ٘طٔبَ ثطحؿت ٔٛزٞبی ٔرشّظ ٕٔىٗ اؾز ٔٙدط ثٝ ذغبی ثعضٌیی قیٛز. ییه ضٚـ    سمطیت ٔٛزٞب

ٌیطی قسٜ ٔرشّظ اظ سؿز آ٘یبِیع ٔیٛزاَ سدطثیی اضائیٝ     ثطای ٔحبؾجٝ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ اظ ٔٛزٞبی ا٘ساظٜ

قسٜ اؾز. ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ٔحبؾجٝ قسٜ اظ ایٗ ضٚـ، ذغبٞبی احشٕبِی وٝ ٕٔىٗ اؾز زض اؾیشفبزٜ اظ  

ثٛزٖ ٔیطایی ایدبز قیٛ٘س، ضا اظ   شّظ وٝ ثٝ فّز غیطسٙبؾجیطٔبَ ثطحؿت ٔٛزٞبی ٔرسمطیت ٔٛزٞبی ٘

 ثط٘س.ثیٗ ٔی

زٔذیط   ییه قسٜ ثٝ ٕٞیطاٜ   یسٜوبثُ وك یهاضسقبقبر آظاز  [8]سٛؾظ وط٘ه یٍطز یّیزض سحّ

 یحُ ؾبزٜ سىطاض یهقسٜ اؾز ٚ  یُٔرشّظ سٛؾظ وط٘ه سحّ یٔشٕطوع، ثب اؾشفبزٜ اظ ٔٛزٞب یؿىٛظٚ

ٔ  یكٟٙبزٔرشّظ د یػٜٚ یٞب فطوب٘ؽ ی ٕٞٝ یثطا یظ ٔقبزِٝ فطوب٘ؿا ثیب   ییع ٘ یطاییی قسٜ اؾز. ٘ؿیجز 

 .ٔحبؾجٝ قسٜ اؾز ییاثشسا یٔٛزٞب یسىطاضقٛ٘سٜ ثطا یجیٚ ضٚـ حُ سمط یضٚـ حُ ٔدب٘ج

بقبر ٘بذٛاؾیشٝ ثؿییبض   سٛا٘س زض وبٞف اضسقایٗ أط وٝ اسهبَ ٔیطایی ٚیؿىٛظ ثٝ یه ؾبظٜ ٔی

ایٗ أط اظ ٘مغٝ ٘ؾیط عطاحیی زٚ ؾیٛاَ ضا ثیٝ      .سأییس قسٜ اؾز [9]سٛؾظ ؾًٛ٘ ٚ اؾذٙؿطٔٛثط ثبقس 

ٌصاضی ٔیطایی زض ؾبظٜ ودبؾز ٚ زْٚ ایٙىٝ ثبثیز  آٚض: اَٚ ایٙىٝ ٔٛلقیز ٔٙبؾت ثطای خبیٚخٛز ٔی

زض ایٗ ضاؾشب سحمیك خبٔقی ثطای  ٔمساض اؾز.قٛز چٝ ٔیطایی ثٟیٙٝ وٝ ٔٙدط ثٝ ٔیٙیٕٓ اضسقبقبر ٔی

زض اییٗ سحمییك ییه     ا٘دبْ قسٜ اؾز. [10]ٞبی ٌؿؿشٝ ثب ٔیطایی ٚیؿىٛظ سٛؾظ ٔیٗ ٚ وط٘ه ؾبظٜ

   ٗ  حُ سمطیجی ثطای ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیػٜ ٔرشّظ ٔطثٛط ثٝ اضسقبقبر آظاز یه ؾیؿشٓ ٌؿؿیشٝ ثیب چٙیسی

 ٔیطایی ٚیؿىٛظ، ثٝ ٔٙؾٛض سؿٟیُ زض سكریم ٔىبٖ ٚ ٔمساض ثٟیٙٝ زٔذطٞب زض ؾبظٜ، فطاٞٓ قسٜ اؾز.

قٛز: ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیػٜ ثسؾز آٔسٜ یبثی اظ ثیٗ زٚ ٔؿأِٝ ٔمساضٚیػٜ ٔكرم فطاٞٓ ٔیایٗ حُ ثب زضٖٚ
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ایی ثیٟٙبییز ییب ثیٝ    اظ حصف ٔیطایی اظ ؾبظٜ ٚ ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیػٜ ثسؾز آٔسٜ اظ ؾبظٜ ٔمیس قسٜ ثب ٔیط

ثسؾز آٚضزٖ ٔىبٖ ٚ ثطای ثٙبثطایٗ  ٞبی ٔٛخٛز زض ؾبظٜ.فجبضسی لطاض زازٖ إِبٖ نّت ثٝ خبی ٔیطایی

سٛاٖ اظ حُ زٚ ٔؿأِٝ ٔمساض ثٟیٙٝ ٔیطایی ٚیؿىٛظ زض ؾبظٜ، ثٝ خبی حُ ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیعٜ ٔرشّظ، ٔی

ٍٛ٘ٝ فطِٔٛجٙسی سمطیجی ثیطای ییه ٔیسَ    اثجبر زضؾشی ایٙ ٔمساض ٚیػٜ حمیمی ثیبٖ قسٜ اؾشفبزٜ وطز.

ٕٞیٗ ضٚـ ثطای ٔٛلیقیز ییبثی ٚ    ؾبذشٕبٖ زٜ عجمٝ ثب زاقشٗ چٙسیٗ ٔیطایی ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز.

ٖ   ٞبی ا٘قغبف دصیط ٔیعاٖ ؾبظی ٔیطایی ٚیؿىٛظ ثطای ؾبظٜ سٛؾیقٝ زازٜ   [11]سٛؾیظ اٍّ٘یٗ ٚ ٕٞىیبضا

فطِٔٛجٙسی ثطای یه ٔثبَ فسزی سیط یه ؾط ٌیطزاض اثجبر قیسٜ اؾیز.    ٚ زضؾشی ٚ نحز قسٜ اؾز

 ثبقس.ٔی ]10[ سٛؾظ ٔیٗ ٚ وط٘هضٚـ ٔٛضز اؾشفبزٜ زض ایٗ سحمیك ثؿیبض ٔكبثٝ ضٚـ اضائٝ قسٜ 

ٔیطایی  ٞب ؾغحٞؿشٙس. ایٗ وبثُ فّٕیٞب یىی دطوبضثطزسطیٗ ٔؿبئُ دُ 1ٞبی ٍ٘ٝ زاض٘سٜوبثُ

-ٞب اسفیبق ٔیی  ٞب ثؿیبض دبییٗ اؾز ٚ زض ٔمبثُ ا٘ٛاؿ سحطیىبر سطویجی وٝ ثطای آٖٔىب٘یىی زاذّی آٖ

، زٔذطٞیبی ٚیؿیىٛظ   ٞبثطای خساؾبظی اضسقبقبر ٘بذٛاؾشٝ ایٗ وبثُ ٔؿشقس سؿّیٓ قسٖ ٞؿشٙس. ،افشس

اضسقبقیبر ضٚی  أٙیٝ  ز ویبٞف زٔذط ٚیؿیىٛظ زض   اثجبر ٔٛثط ثٛزٖ قٛ٘س.ٌبٜ ٘هت ٔیزض ٘عزیىی سىیٝ

ثٝ نٛضر سدطثی ا٘دبْ قسٜ اؾز. زض ایٗ سحمیك وٝ ثٝ عٛض  [12]وبثُ ٍ٘ٝ زاض٘سٜ سٛؾظ ٔیٗ ٚ خٛیٙع

٘مف ٔٛثط ٔیطایی ٚیؿىٛظ زض حصف اضسقبقبر وبثُ ٍ٘ٝ زاض٘سٜ دّی زض آٔطیىب ضا خبٔـ ا٘دبْ قسٜ اؾز 

ٞیبی  ِز لجُ اظ اوبفٝ قسٖ ٔیطایی ٚ ثقس اظ اوبفٝ قسٖ آٖ ٚ ثب سٛخٝ ثٝ ا٘ٛاؿ سحطیهثب ٔمبیؿٝ زٚ حب

  زٞس.ٔٛثط ضٚی وبثُ، ٘كبٖ ٔی

ٚ  ای ضٚی اضسقبقییبر آظاز یییه وبثییُ وكیییسٜ ثییب ٔیطایییی ٚیؿییىٛظ ذغییی سحمیییك ٌؿییشطزٜ

یٗ ٚ خٛیٙع ا٘دبْ قسٜ اؾز. سحمیك زض حبِز ذغیی ثیب فطِٔٛجٙیسی سحّیّیی     سٛؾظ ٔ [13]غیطذغی

زض دبؾید   2ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیػٜ ٔرشّظ نٛضر ٌطفشٝ اؾیز. اییٗ فطِٔٛجٙیسی إٞییز     

ثیطای ٔثیبَ زض   ثیعضي اؾیز،    ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  زٞس. زض ظٔب٘ی وٝ اییٗ  فطوب٘ؿی ؾیؿشٓ ضا ٘كبٖ ٔی

ٞبی خسیسی اظ ضفشبض وبثُ ٔكبٞسٜ ضغیٓٞبی زٚضسط ٔیطایی اظ ا٘شٟبی وبثُ، ٔٛزٞبی ثبلاسط ٚ زض ٔٛلقیز
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2 Frequency shifts 
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٘كیبٖ  ر ٘ٛؾیب٘ب  ٚ قیٕبضٜ ٔیٛز  زض حبِز غیطذغی ٚاثؿشٍی فّٕىطز زٔذط غیطذغی ثٝ زأٙٝ  قٛز.ٔی

 قسٜ اؾز. زازٜ

 یىی اظ آذطیٗ سحمیمبر ا٘دبْ قسٜ زض ظٔیٙٝ سحّیُ وبثُ ثب ٔیطاییی  [14]ثّٙچبضز ٚ ٕٞىبضاٖ

ٚ ا٘یطغی   زییبٌطاْ فیبظ  ا٘س. زض ایٗ سحمیك دبؾد فطوب٘ؿی، سغییطار ذغی ٌؿؿشٝ ضا ا٘دبْ زازٜ ٚیؿىٛظ

ٞیبی ٘ٛؾیب٘ی   فٙط ذغی ٔشهُ قسٜ زض ٚؾظ آٖ ٚ ثب سحطیه-یه ضقشٝ عٙبة ثٝ ٕٞطاٜ ؾیؿشٓ زٔذط

عطف عٙبة، ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٝ اؾز. زض ایٗ سحمیك ثط ذقف سحمیمبر یىؿبٖ ٚ ٕٞعٔبٖ زض زٚ 

 اظ ضٚـ سحّیّی خسایف ٔشغیطٞب اثشسا ا٘س،ٌطفشٌٝصقشٝ وٝ اظ ضٚـ ٔؿأِٝ ٔمساض ٚیػٜ ٔرشّظ ثٟطٜ ٔی

 ثطای سحّییُ اؾیشفبزٜ قیسٜ اؾیز.     ٞبی دبؾد فطوب٘ؿی ثطحؿت فطوب٘ؽ،ٚ ؾذؽ ثسؾز آٚضزٖ ثبثز

ٝ قسٜ زض ایٗ سحمیك وبٔق ٘ؿجز ثٝ ٚؾظ عٙبة ٔشمبضٖ اؾیز ٚ سجیسیُ ثیٝ ییه     ٔؿأِٝ زض ٘ؾط ٌطفش

 ٞبی دیٛؾشٝ ثؿیبض وبضثطز زاضز سجسیُ قسٜ اؾز.وٝ زض وٙشطَ اضسقبقبر ؾیؿشٓ 1ٔطظی ٔؿأِٝ وٙشطَ

 2ثیٗ زأٙٝ لّٝ ضظٚ٘ب٘ؽ ٘مبط ٔرشّف عٙبة ٚ دیچییسٌی ٔیٛز   ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٔیطایی ٔٙدط ثٝ ایدبز 

قسٖ دیچیسٌی ٔیطایی ثطای ٔبوعیٕٓ  قٛز ٚ یه سطویت ٔٙحهط ثٝ فطز اظ ثبثز ؾفشی ٚزض عٙبة ٔی

ثیطز ٚ زض  زض ایٗ حبِز ٔیطایی سٕبٔی ٔٛزٞبی ٘طٔبَ اضسقبقبر ضا اظ ثیٗ ٔیی  ٔٛز قٙبؾبیی قسٜ اؾز،

حیس ٔیطظ ٌیصض ثییٗ     زض ایٗ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی  ٌیط٘س.فٛو أٛاج زضحبَ حطوز زض عٙبة قىُ ٔی

 ی وقیف ٚ ذیّی لٛی اؾز.ٔیطایی ذیّ

قٛز. اثط ٔیطایی ذیبضخی ضٚی  ٞب ٕ٘یٔحسٚز ثٝ عٙبةضٚی زیٙبٔیه ؾیؿشٓ ثطضؾی اثط ٔیطایی 

اضسقبقبر عیِٛی ٔیّیٝ    .[15]ثٝ نٛضر ٔفهُ ثطضؾی قسٜ اؾز یه ٔیّٝ ثب قطط ٔطظی زٔذط ٚیؿىٛظ

فطوب٘ؽ زض ٘ؾط ٌطفشٝ قیسٜ اؾیز،    ثب زٔذط ٔشهُ ثٝ یه ا٘شٟبی آٖ وٝ ثٝ نٛضر ٔرشّظ ٚ ٚاثؿشٝ ثٝ

سحّیُ زیٙبٔیىی سیط ثب  .[16]ٞب ٚ قىُ ٔٛزٞبی ٔرشّظ ثطضؾی قسٜ اؾزثطای ثسؾز آٚضزٖ فطوب٘ؽ

 .[19-17]یع ٔٛضز سٛخٝ ٔحممبٖ لطاض ٌطفشٝ اؾززٔذط ٚیؿىٛظ ٘
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 هود نرهززززال غیرخطززززی -1-2

ٚ ٚؾبیُ ٘مّیٝ ظٔیٙی، لاظْ  2، ٞٛادیٕب1ثبَٞبی دیچیسٜ ٔب٘ٙس چطخی سحّیُ ٚ عطاحی ؾیؿشٓزض چطذٝ

ٙیٓ. اٌیط اضسقیبـ ٔیٛضز ٘ؾیط ٔحیسٚز ثیٝ       ٞب ضا ثٝ ذٛثی زضن واؾز ثٝ عٛض وبُٔ دبؾد اضسقبقی آٖ

سٛا٘س اؾشفبزٜ قٛز. زض ایٗ ٘عزیىی ٔٛلقیز سقبزَ اؾشبسیىی ثبقس، ثٝ عٛض وّی فطو ؾیؿشٓ ذغی ٔی

سب حس ظیبزی  4ٚ سحّیُ ٔٛزاَ 3حبِز فطآیٙس سحّیُ ثب اؾشفبزٜ اظ اثعاض ٔسضٖ ٔب٘ٙس سحّیُ إِبٖ ٔحسٚز

ٝ ٘ٛؾب٘بر ثعضي ثبقس، فطاسط اظ ٔمیبؼ حبِز ذغی، یب ظٔب٘ی قٛز. زض ٔمبثُ زض ظٔب٘ی وٝ زأٙؾبزٜ ٔی

اـ ثٝ عٛض شاسی غیطذغی ضفشبض وٙس، ثبیس اظ ٔقبزلار غیطذغیی  وٝ ؾیؿشٓ ثب سٛخٝ ثٝ ٔٛلقیز سقبزَ

ی اضسقبقیبر غیطذغیی سحمیمیبر ٚ وبضٞیبی     زض حیٛظٜ  شٓ اؾشفبزٜ قٛز.ؿؾبظی ؾیحطوز ثطای ٔسَ

ٞیبی  ٚ ٔسَ 5خطْ-ٞبی سٛزٜظازی وٓ ا٘دبْ قسٜ اؾز، ٔب٘ٙس ٔسَٞبی ثب زضخٝ آثؿیبضی ثطای ؾیؿشٓ

ٞیبی دیٛؾیشٝ.   ؾیؿشٓ (PDE) 7ٔقبزِٝ زیفطا٘ؿیُ خعئی 6ٌّطویٗ ؾبظیثسؾز آٔسٜ اظ عطیك ٌؿؿشٝ

ٞؿشٙس. ثیب اییٗ حیبَ ثؿییبضی اظ اییٗ       اضظقٕٙسٞبی ٔطسجٝ دبییٗ ثطای فٟٓ ضفشبض وّی ثؿیبض ایٗ ٔسَ

ٞبی ٘ؿجشب ؾبزٜ لبثُ اخیطا ٞؿیشٙس ٚ ظٔیب٘ی ویٝ اییٗ      مظ ثطای ؾیؿشٓٞبی سٛؾقٝ یبفشٝ قسٜ، فضٚـ

ٝ شٓؿیب ؾی خعئیؾبظی قسٜ ثب ٔقبزلار دیچیسٜ ٞبی ٔسَٞب ثطای ؾیؿشٓضٚـ آظازی ٞب ثب سقساز زضخی

 .[20]قٛ٘سقٛ٘س، ؾٍٙیٗ ٚ زقٛاض ٔیثیكشط اؾشفبزٜ ٔی

  ٓ بی غیطذغیی، آ٘یبِیع   ٞی ثٝ ٔٙؾٛض ثسؾز آٚضزٖ یه ٔسَ وبٞف یبفشٝ نحیح ثیطای ؾیؿیش

ثٝ فٙٛاٖ قجبٞشی زض ٘مغٝ ٔمبثُ حبِز ذغی ٔغیطح قیسٜ اؾیز. ٔفٟیْٛ ٔٛزٞیبی       8ٔٛزاَ غیطذغی

ثب غیطذغی  10دبیؿشبضٞبی ؾیؿشٓ یثطا [21]( ثطای اِٚیٗ ثبض سٛؾظ ضٚظ٘جطيNNM) 9٘طٔبَ غیطذغی

                                                 
1 Rotorcraft  
2 Aircraft  
3 Finite Element Analysis 
4 Modal analysis 
5 Lumped-mass model 
6 Galerkin discretization 
7 Partial Differential Equations 
8 Nonlinear modal analysis 
9 Nonlinear normal modes 
10 Conservative  
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ٔشمبضٖ سٛؾقٝ زازٜ قس وٝ زض انُ سقٕیٕی اظ ایسٜ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ذغی اؾز. ثطضؾی ٔفهُ سٛؾیظ  

 اؾز، ا٘دبْ قسٜ اؾز. 2005ر ثؿیبض زض ایٗ ظٔیٙٝ سب ؾبَ ای اظ سحمیمبوٝ ذقنٝ [22]ٚوبویؽ

اؾیشفبزٜ   1ذٕیٙیٝ ٘یبٚضزای   ی ثطضؾی دبؾد ؾیؿشٓ غیطذغی اظ ضٚیىیطز دبیبٖ ٘بٔٝ ثطازض ایٗ 

ٞیبی  ٔٛزٞبی ٘طٔبَ ثطای ؾیؿشٓاظ ایٗ ضٚـ ثطای ٔحبؾجٝ  1993زض ؾبَ  [23]قبٚ ٚ دیطقسٜ اؾز. 

ذغی  ٚ حبِززض زخٝ آظازی ضثٝ عٛض ٔفهُ ثب ثطضؾی یه ٔثبَ زٚ ز غیطذغی ثٟطٜ ٌطفشٙس ٚ ٌؿؿشٝ

٘طٔیبَ  ٔٛزٞیبی  ٕٞیٗ افطاز  ٘یع 1994 ؾبَٚ غیطذغی، ثٝ ثح  دیطأٖٛ وبضثطز ایٗ ضٚـ دطزاذشٙس. 

ٞیب زض اییٗ   . آٖ[24]ٔحبؾیجٝ وطز٘یس   ٞبی دیٛؾشٝ غیطذغی ضا ثب ٕٞیبٖ ضٚیىیطز  زض اضسقبقبر ؾیؿشٓ

ثطِ٘ٛی لطاضٌطفشٝ ضٚی ثؿشط الاؾشیه غیطذغی -ی ذغی، سیط اِٚطثطِ٘ٛ-سحمیك ٘یع اظ ؾٝ ٔثبَ سیط اِٚط

ٝ   -ٚ سیط اٚیّط ثیٛییٗ، دییط ٚ    ا٘یس. ثطِ٘ٛی ٔشهُ ثٝ فٙطٞبی دیچكی غیطذغی زض زٚ عیطف، ثٟیطٜ ٌطفشی

خیب٘یً،   ٖ وطز٘یس. بضا ثی 2ٞبی ثب ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّیغیطذغی ثطای ؾیؿشٓی آ٘بِیع ٔٛزاَ ٘حٜٛ [25]قبٚ

ٔٛزٞبی ٘طٔبَ غیطذغی زض اضسقبقبر سحیز سحطییه ٞبضٔٛ٘یه)ذیبضخی ییب سحطییه       [26]دیط ٚ قبٚ

 ـ  ٚ ثیٝ نیٛضر فیسزی    ٙٝ ٘یبٚضزای ذٕی ( ضا ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚیىطز3دبضٔبسطیه ٌّیطویٗ،   ثیٝ وٕیه ضٚ

 غیطذغی یبسبلبٖ ثب 4ثطضؾی یه ؾیؿشٓ زٚاضذٕیٙٝ ٘بٚضزای ثطای  ٕٞچٙیٗ اظ ضٚیىطز ٔحبؾجٝ وطز٘س.

 .[27]اؾشفبزٜ قسٜ اؾز

 توصیف هسأله -1-3

زِریٛاٜ اظ عٙیبة زض ٘ؾیط     ٔشهُ قسٜ ثٝ ٔىب٘ی زٔذط ذغی-زض ایٗ دػٚٞف یه ؾیؿشٓ عٙبة ثب فٙط

اؾز. اظ ٘ٛؿ خبثدبیی ٕٞعٔبٖ ٞب زاضای سحطیه ٘ٛؾب٘ی یىؿبٖ ٚ زض ٔطظایٗ ؾیؿشٓ ٌطفشٝ قسٜ اؾز. 

زٔذیط  -غیطذغیی  زٔذط ضٚی ؾیؿشٓ ٔٛضز ثطضؾی لطاضٌطفشٝ اؾز. ٕٞیٗ ؾیؿشٓ ثب فٙط-ثطضؾی اثط فٙط

زٔذیط ذغیی ضٚی   -ذغی ٔشهُ قسٜ زض ٚؾظ عٙبة ٘یع زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾز ٚ اثط فٙط غیطذغیی 

                                                 
1 Invariant manifold 
2 Internal resonance 
3 Parametric exitation 
4 Rotor  
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زض ثرف اَٚ اثشسا ٔقبزِٝ حطوز ثطای حبِز فٙط ذغیی   ؾیؿشٓ ٔدسزا ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٝ اؾز.

بٚضزای ثب ضٚـ خسایف ٔشغیطٞب ٚ ؾذؽ ٔقبزِٝ حطوز ثطای حبِز فٙط غیطذغی ثب ضٚیىیطز ذٕیٙیٝ ٘ی   

 L/2 ،L/3  ٚL/4زٔذیط زض  -حُ قسٜ اؾز. زض ثرف ثقس اثشسا ٘شبیح حبِز ذغی ثطای ؾٝ ٔٛلقیز فٙط

ؾذؽ ٘شیبیح حبِیز فٙیط غیطذغیی ثطضؾیی قیسٜ اؾیز.        اض ا٘شٟبی ؾٕز چخ عٙبة،اؾشرطاج قسٜ ٚ 

 ز.قسٜ اؾزض ا٘ساظٜ قىُ ٔٛز  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٔٙدط ثٝ ایدبز ذغی ٚ غیطذغی حبِز  ٔیطایی زض ٞطزٚ

ٔٙدط ثٝ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز ٚ زض ٘شیدٝ سكیىیُ   ٕٞچٙیٗ سطویت دبضأشطٞبی ٔیطایی ٚ فٙط ذغی

ٔشطٞب ٚاثؿیشٝ ثیٝ ٔٛلقییز    ضاباؾز. ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز وٝ ایٗ دأٛاج زضحبَ حطوز زض عٙبة قسٜ 

ٔیبٖ ٚ  زض ایٗ ٔمبزیط اظ دبضأشطٞیب ا٘یطغی خٙجكیی ثطحؿیت  ظ     ثبقٙس.زٔذط ٚ فطوب٘ؽ سحطیه ٔی-فٙط

ؾیؿیشٓ   زیبٌطاْ فبظٔىبٖ سطؾیٓ قسٜ اؾز. فٙط غیطذغی ٔٙدط ثٝ سغییطار قسیسی زض زأٙٝ دبؾد ٚ 

 قٛز.ٔی
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 فصل دوم

 هعادلاتتحلیلی استخراج وحل  2
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 هقذهززززه -2-1

ٞب ٚسٛاثـ قىُ ؾیؿشٓ، اظ ضٚـ ٔمبزیط ٚییػٜ ٚ   زض اضسقبقبر آظاز ذغی ٔقٕٛلا ثطای اؾشرطاج فطوب٘ؽ

وٙٙس. ثطای حُ اضسقبقبر اخجیبضی اظ سٛاثیـ ٚییػٜ ٔریشّظ اضسقبقیبر آظاز ثٟیطٜ        شفبزٜ ٔیسٛاثـ ٚیػٜ اؾ

ثط٘س. زض ایٗ سحمیك اظ ضٚـ خسایف ٔشغیطٞب ثٝ خبی حُ ٚاثؿشٝ ثیٝ ٔؿیأِٝ ٔمیساض ٚییػٜ ٔریشّظ       ٔی

اضسقبقبر ضا ثٝ أیٛاج ٔجیسَ    ف ٘كبٖ زازٖ ٔیطایی اؾز وٝاضسقبقبر آظاز، اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. ظیطا ٞس

قٛز. زض ثرف اَٚ اییٗ فهیُ    وٙس. ایٗ ٞسف ثب ضٚـ ثؿظ ٔرشّظ ٔٛزاَ ثٝ ذٛثی ٘كبٖ زازٜ ٕ٘ی یٔ

ٞب ثب ضٚـ خسایف ٔشغیطٞب ثطای حبِشی وٝ ؾیؿیشٓ ٔیطاییی ٚ    ثٝ اؾشرطاج ٔقبزلار ٚ حُ سحّیّی آٖ

 اظ ؾٕز چخ عٙبة لطاض ٌطفشٝ ثبقس، دطزاذشٝ قسٜ ٚ زض ثرف زْٚ ٕٞیٗ ضٚ٘س aفٙط ذغی زض فبنّٝ 

زٞیی قیسٜ اؾیز، ا٘دیبْ      ثطای حبِشی وٝ ؾیؿشٓ ٔیطایی ذغی ٚ فٙط غیط ذغی زض ٚؾظ عٙبة خبی

 ٌطفشٝ اؾز. زض ٞطزٚ حبِز فٛق فطویبر ثطای حُ ٔؿأِٝ ثٝ نٛضر ظیط زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾز:

 عٙبة ذغی، ٍٕٞٗ، یىٙٛاذز، ٘بٔیطا -

 اضسقبقبر عٙبة وٛچه -

 ٔیطایی ذغی -

 هیرایی و فنر خطی -2-2

 ف هسألهتعری -2-2-1

ثبقس وٝ یه ؾیؿشٓ ٔیطایی ٚ فٙط  ٔی  یؿشٓ ٔٛضز سحّیُ قبُٔ یه عٙبة الاؾشیه ذغی ثب عَٛ ؾ

اظ ا٘شٟبی ؾٕز چخ عٙبة ثٝ آٖ ٔشهُ قیسٜ اؾیز ٚ ؾیٕز زیٍیط اییٗ ؾیؿیشٓ         ذغی زض فبنّٝ 

ثبقس. ٞط زٚ ا٘شٟبی عٙبة ثب حطوز ٘ٛؾب٘ی ثٝ نٛضر یىؿبٖ  ٔیطایی ٚ فٙط ذبضخی، ثٝ ظٔیٗ ٔشهُ ٔی

 .(1-2 )قىُ ) ٖ سحطیه قسٜ اؾزبٚ ٕٞعٔ
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 z=aقٕبسیه عٙبة ثب ٔیطایی ٚ فٙط ذغی زض  (1-2 )قىُ 

ثبقس. ٔٛلقیز افمی ٞط ٘مغٝ اظ  ٘یطٚی وكف عٙبة وٝ ثبثز اؾز، ٔی  خطْ ثط ٚاحس عَٛ عٙبة،   

ثبقیس. ٞیط زٚ    ٌط ظٔیبٖ ٔیی   ثیبٖ  قٛز، وٝ  ٔقطفی ٔی       ٞب ثب  ٚ ٔٛلیقیز فٕٛزی آٖ  عٙبة ثب 

ٝ  ̃ سحطییه قیسٜ اؾیز، ویٝ          ̃ ا٘شٟبی عٙبة ثب یه خبثدبیی یىؿبٖ ٚ ٕٞعٔیبٖ   ی ثبثیز   زأٙی

ثطای ٔیطایی ٚ فٙط زض ٘ؾط    ٚ ٔیطایی    ثبقس. ؾفشی  فطوب٘ؽ سحطیه ٔی  سحطیه اخجبضی اؾز ٚ 

ی حطویز اییٗ عٙیبة ثیٝ      وٙٙس. ٔقبزِٝ افٕبَ ٔی    ٌطفشٝ قسٜ اؾز، وٝ ٘یطٚی ذٛز ضا فمظ زض 

 قىُ ظیط ثسؾز آٚضزٜ قسٜ اؾز:

( 2-1)                        [                   ]       

 قطایظ ٔطظی زض ایٗ حبِز ثٝ قىُ ظیط ذٛاٞس ثٛز:

( 2-2)         ̃     

( 2-3)         ̃     

٘بٍٕٞٗ اؾیز، ثیطای ضاحشیی زض     ی ٍٕٞٗ ثب قطایظ ٔطظی، یه ٔقبزِٝ(1-2 )ِٝ ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ٔقبز

اظ ا٘شٟیبی ؾیٕز ضاؾیز عٙیبة زض ٘ؾیط ٌطفشیٝ          ٚ ٔرشهبر فٕٛزی    سحّیُ یه ٔرشهبر افمی 

    دیٛؾیشٍی زض  قٛز ٚ ٔقبزِٝ حطوز عٙبة ثٝ زٚ ٔقبزِٝ ٍٕٞٗ ٚ زٚ قطط ٔطظی ٚ زٚ قطط  ٔی

 قٛز. سجسیُ ٔی

( 2-4)                                        
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( 2-5)                                        

 قطایظ ٔطظی:

( 2-6)          ̃     

( 2-7)          ̃     

  قطایظ دیٛؾشٍی:

( 2-8)                 

( 2-9)  (                   )   [                     ] 

(  9-2 )ثبقس. ٔقبزِٝ  ٔی    ی  فٕٛزی یىؿبٖ زٚ عطف عٙبة زض ٘مغٝ ( ثیبٍ٘ط خبثدبیی8-2 )ٔقبزِٝ 

 ثبقس. ٔی     ی  ثیبٍ٘ط سقبزَ ٘یطٚیی زض ٘مغٝ

زلار حبوٓ ثط حطوز، ٔقطفی قسٜ ثقس خسیسی ثطای ٘طٔبِیعٜ قسٖ ٔقب زض ازأٝ ٔشغیطٞبی ثی

 :[14]اؾز

( 2-10) 

𝜏    ,      
 

 
,      

 

 
 

  
 

 
√

 

 
 

 

𝜎ٚ          ٞبی فٙط ٚ ٔیطایی ثٝ سطسییت   وٙس. ثبثز فطوب٘ؽ ٔطخـ ضا ثیبٖ ٔی cوٝ          

ωقٛ٘س. ٕٞچٙیٗ  ٔی  Ω    ٚ   ̃   سٛؾظ ٔیطایی ٚ فٙیط ثیٝ زٚ    قٛ٘س. چٖٛ عٙبة سقطیف ٔی

 2ٚ ثطای ؾٕز ضاؾز عٙیبة اظ ا٘یسیؽ    1لؿٕز سجسیُ قسٜ اؾز، ثطای ؾٕز چخ عٙبة اظ ا٘سیؽ 

حطوز  ٞب زض زٚ عطف عٙبة فطو قسٜ اؾز. ثٙبثطایٗ ٔقبزلار اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. ٔجسأ ایٗ ٔرشهبر

  قٛ٘س: ثٝ نٛضر ظیط ٘طٔبِیعٜ ٔی (2-5 )ٚ  (2-4 )

( 2-11)          𝜏           𝜏             
 

 
 

( 2-12)          𝜏           𝜏             
 

 
 

 قٛ٘س: ثٝ نٛضر ظیط سجسیُ ٔی (7-2 )ٚ  (6-2 )ٕٞچٙیٗ قطایظ ٔطظی 
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( 2-13)      𝜏        

( 2-14)      𝜏        

 :قٛ٘سشٍی ٘یع ثٝ نٛضر ظیط سجسیُ ٔیقطایظ دیٛؾ

( 2-15)        𝜏       ⁄  𝜏  

( 2-16)         𝜏⁄           𝜏⁄    [       𝜏⁄   𝜎       ⁄  𝜏 ] 

 هحاسثه فرکانس طثیعی -2-2-2

ی ٞبی عجیقی، اضسقبقبر آظاز ؾیؿشٓ زض ٘ؾط ٌطفشٝ  قسٜ اؾز. یقٙیی اظ ٔیطایی   ثطای ٔحبؾجٝ فطوب٘ؽ

سغیییطی   (12-2 )ٚ  (11-2 )ٞبی ٘ٛؾب٘ی زض ٔطظٞب نطف ٘ؾط قیسٜ اؾیز. ٔقیبزلار     ذبضخی ٚ سحطیه

 وٙس وٝ ثٝ نٛضر ظیط ذٛاٞٙس ثٛز: ٘رٛاٞٙس وطز ٚ سٟٙب قطایظ ٔطظی ٚ قطایظ دیٛؾشٍی سغییط ٔی

( 2-17)      𝜏    

( 2-18)      𝜏    

( 2-19)        𝜏       ⁄  𝜏  

( 2-20)         𝜏⁄           𝜏⁄           𝜏⁄   

ا٘س. خٛاة فٕٛٔی اییٗ   حُ قسٜ   ٚ    ثب ضٚـ خساؾبظی ٔشغیطٞب ثطای  (12-2 )ٚ  (11-2 )ٔقبزلار 

  ٔقبزلار ثٝ نٛضر ظیط زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾز:

( 2-21)       𝜏         
    

( 2-22)       𝜏         
    

ثبقٙس. ثب خبی ٌصاضی ٔقبزلار فٛق زض ٔقبزلار  سٛاثـ قىُ دبؾد فطوب٘ؿی ٔی        ٚ       وٝ 

 ٔقبزلار ظیط ثسؾز آٔسٜ اؾز: (2-12 )ٚ  (2-11 )

( 2-23)   
                      

( 2-24)   
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 دبؾد ٔقبزلار فٛق ثٝ قىُ ظیط ذٛاٞس ثٛز:

( 2-25)                            

( 2-26)                              

قٛز. ثٙبثطایٗ سٛاثیـ دبؾید    نفط ٔی   ٚ   ٞبی  ثب افٕبَ قطایظ ٔطظی ضٚی ٔقبزلار فٛق ٔمبزیط ثبثز

ضا ثب اؾیشفبزٜ   (20-2 )ٚ  (19-2 )ؾیٙٛؾی ذٛاٞٙس ثٛز. قطایظ دیٛؾشٍی        ٚ        فطوب٘ؿی 

 ی قسٜ اؾز.اظ ایٗ سٛاثـ ؾیؿٙٛؾی ثبظ٘ٛیؿ

( 2-27)     (
  

 
)       (

  

 
) 

( 2-28)      (
  

 
)        (

  

 
)        (

  

 
) 

ٌصاضی قسٜ اؾز. ثب سٛخٝ  خبی (28-2 )ثسؾز آٔسٜ ٚ زض ٔقبزِٝ   ثطحؿت    ثبثز  (27-2 )اظ ٔقبزِٝ 

 ؾز:ثٝ نٛضر ظیط ثسؾز آٔسٜ ا (28-2 )ٔقبزِٝ        وٝ  ثٝ ایٗ

( 2-29)    (
  

 
)     (    

 

 
 )   

 

 
 

 ثبقس. ٔقبزِٝ فطوب٘ؿی عٙبة زض حبِز وّی ٔی (29-2 )ٔقبزِٝ 

 تذست آوردى تاتع پاسخ فرکانسی -2-2-3

 سٛاٖ ٘ٛقز: ثٝ قىُ ظیط ٘یع ٔی (24-2 )ٚ  (23-2 )دبؾد ٔقبزلار 

( 2-30)           
        

      

( 2-31)           
        

      

ی ٔمیساض   ر آظاز ٔؿأِٝزض ایٗ سحمیك اظ ضٚـ خسایف ٔشغیطٞب ثٝ خبی حُ ٚاثؿشٝ ثٝ اضسقبقب

٘كیبٖ زازٖ ٔیطاییی ویٝ    اؾز. چٖٛ ٞیسف   قسٜ، ثطای ثطضؾی اثط ٔیطایی اؾشفبزٜ [28, 6]ٚیػٜ ٔرشّظ

، قیطایظ ٔیطظی   (31-2 )ٚ  (30-2 ) . ثیب سٛخیٝ ثیٝ دبؾید وّیی     ثٝ ا٘شمبَ اضسقبقبر ثٝ أٛاج اؾزٔٙدط 

  ا٘س: ثٝ قىُ ظیط ؾبزٜ قسٜ (2-14 )ٚ  (2-13 )

( 2-32)         
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( 2-33)         

 ا٘س: ٘یع ثٝ نٛضر ظیط ؾبزٜ قسٜ (16-2 )ٚ  (15-2 )یظ دیٛؾشٍی قطا

( 2-34)                 

( 2-35)                           𝜎         

 ٚ (34-2 )ٚ زٚ قیطط دیٛؾیشٍی    (33-2 )ٚ  (32-2 )ٚ ثب زٚ قطط ٔطظی       ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ 

  ا٘س: ثسؾز آٔسٜ  ٚ   ٚ  𝜎،  ثطحؿت    ٚ    ،   ،   ٞبی  ، ثبثز(2-35 )

( 2-36)     
    (     𝜎    )   

 
 
       𝜎     

      𝜎 (   𝜎      
 
   )        

 

( 2-37)     
   (     𝜎    )    

 
 
       𝜎     

      𝜎 (   𝜎      
 
   )        

 

( 2-38)     
    (     𝜎    )    

 
 
       𝜎     

      𝜎 (   𝜎      
 
   )        

 

( 2-39)     
   (     𝜎    )   

 
 
       𝜎     

      𝜎 (   𝜎      
 
   )        

 

 سبثـ دبؾد ثطای ؾٕز چخ ٚ ضاؾز عٙبة ثٝ قىُ ظیط ذٛاٞس ثٛز:

( 2-40)       𝜏  (   
        

     )                ⁄  

( 2-41)       𝜏  (   
        

     )                ⁄  

 آیس: ی ثطای ؾٕز چخ ٚ ضاؾز عٙبة ثٝ نٛضر ظیط ثسؾز ٔیزأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿ

( 2-42) |      𝜏 |  |     |   √                                     

( 2-43) |      𝜏 |  |     |   √                                     

 :(43-2 )ٚ  (42-2 )وٝ زض ٔقبزلار 

( 2-44)                   

( 2-45)                    
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( 2-46)                   

( 2-47)                    

ثٙبثطایٗ سبثـ دبؾد ثٝ عٛض وبُٔ ثسؾز آٔسٜ اؾز. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكرم اؾز دبؾد ثٝ قیىُ  

ٙس ٘ییع زاضز. دسییسٜ   ٞب ٞٓ ٔرشّظ ٞؿیش  ثبثز وٝ آٖ اؾز. ٕٞچٙیٗ دبؾد ٔرشّظ ثٛزٜ ٚ چٟبض٘ٛؾب٘ی 

قٛز وٝ لغقب ثٝ زِیُ حضٛض ٔیطاییی ذیبضخی زض ؾیؿیشٓ     ٞب ٔقطفی ٔی زض ٕٞیٗ ثبثزٔٛز دیچیسٌی 

 قٛز. ایٗ دسیسٜ ثٝ ذٛثی ٘كبٖ زازٜ ٔی 3اؾز. زض فهُ 

 دیاگرام فازتذست آوردى تاتع  -2-2-4

ثطای ؾٕز چیخ ٚ   زیبٌطاْ فبظقىُ سٛاثـ  (31-2 )ٚ  (30-2 )ثب سٛخٝ ثٝ ٔكرم قسٖ سٛاثـ خبثدبیی 

 ضاؾز عٙبة ثٝ قىُ ظیط ثسؾز آٔسٜ اؾز:

( 2-48) 
       

       ( 
     𝜎 (   (      )     (      ⁄  ))    (   (      )         )

     𝜎 (   𝜎      
 
 

  )        
) 

( 2-49)               ( 
     𝜎 (           (      ⁄  ))    (   (      )         )

     𝜎 (   𝜎      
 
 

  )        
) 

        زض ؾیٕز چیخ ٚ    زییبٌطاْ فیبظ  ٌیط ضاثغیٝ    ثیبٖ        ، (49-2 )ٚ  (48-2 )وٝ زض ضٚاثظ 

 ثبقس. ثٝ فجبضر زیٍط: زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ٔی زیبٌطاْ فبظٌط ضاثغٝ  ثیبٖ

( 2-50)               (
          

            
)  

( 2-51)               (
          

            
) 

 دیاگرام فازهحاسثه نقاط ثاتت در  -2-2-5

ا٘س وٝ ثٝ ٔیطایی ذیبضخی ٚاثؿیشٍی    ؾیؿشٓ ٘كبٖ زازٜ قسٜ زیبٌطاْ فبظزض فهُ آیٙسٜ ٘مبعی زض سبثـ 

ؿجز فطوب٘ؿی سحطیه ٚاثؿشٝ اؾز. ایٗ ٘مبط ٚ ٘  ٘ساض٘س ٚ ٔٛلقیز ایٗ ٘مبط ضٚی عٙبة ثٝ سغییطار 

 ا٘س: اظ زیس ضیبویبسی ثٝ نٛضر ظیط ٘كبٖ زازٜ قسٜ
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( 2-52)         

  
   

( 2-53)         

 𝜎
   

ٞیط زٚ ؾیٕز چیخ ٚ     زیبٌطاْ فبظٖٚ ا٘سیؽ ٞؿشٙس. یقٙی ایٗ زٚ ٔقبزِٝ ثطای سبثـ زٚ ٔقبزِٝ فٛق ثس

 قٛ٘س. زٚ ٔقبزِٝ ثبلا ثٝ زٚ ٔقبزِٝ ٔكبثٝ ؾبزٜ ذٛاٞٙس قس: ضاؾز عٙبة ٘ٛقشٝ ٔی

( 2-54)        [            
  

 𝜎
         

  

 𝜎
]    

( 2-55)        [            
  

  
         

  

  
]    

ؾٕز  ٘مبط ثبثز زضٔرشهبر  ، ٚ   ،  ثطای  1ثب ٌصاقشٗ ا٘سیؽ  (55-2 )ٚ  (54-2 )وٝ زض ٔقبزلار 

زٞٙس. زض حمیمز  زض ؾٕز ضاؾز ضا ثسؾز ٔیٔرشهبر ٘مبط ثبثز  2ٚ ثب ٌصاقشٗ ا٘سیؽ  چخ عٙبة

لیطاض   ⁄       ی  ویٝ زض ثیبظٜ   سنیبزق ٞؿیشٙ   ٘میبعی  1٘مبط ثسؾز آٔسٜ زض اظای ا٘یسیؽ  اظ 

لیطاض   ⁄       ی  وٝ زض ثبظٜ س٘مبعی ٔقشجط ٞؿشٙ 2ٙیٗ زض اظای ا٘سیؽ زازقشٝ ثبقٙس ٚ ٕٞچ

 آیس.ثسؾز ٔی (56-2 )ٔقبزِٝ  (55-2 )ٚ  (54-2 )٘س. اظ حُ لؿٕز اَٚ زٚ ٔقبزِٝ ثٍیط

( 2-56)              (  
  

 
  

  

 
  ) 

ω ،(56-2 )ضاثغٝ زض 
 

ز آٔیسٜ ثیطای زٚ   اخشٕبؿ ٘مبط ثسؾی   ثبقس ٚ ٔی      فطوب٘ؽ ٘طٔبلایع قسٜ  

قٛز ثٝ  وٝ ٘كبٖ زازٜ ٔی ،ثبقس اِٚیٗ فطوب٘ؽ عجیقی ؾیؿشٓ ثسٖٚ ٔیطایی ٔی   عطف عٙبة اؾز. 

ٚ  k ،σ ،aفجبضاسی ثطحؿت  (55-2 )ٚ  (54-2 )اؾز. اظ حُ لؿٕز زْٚ ٔقبزلار  𝜋ثطاثط  ،٘بچیع  اظای 

ω  ثطایx  ثسؾز ذٛاٞس آٔسوٝ ثب سٛخٝ ثٝ ٔمبزیط ٔرشّفa زٔذط ٔٛوقی( ٘شبیح -)ٔحُ لطاضٌیطی فٙط

 ٔشفبٚر ذٛاٞس ثٛز.

 هعادله حرکت اهواج در طناب -2-2-6

ثٝ نٛضر ذغٛط  زیبٌطاْ زیبٌطاْ فبظزض حبِشی وٝ ٔیطایی زض ؾیؿشٓ ٚخٛز ٘ساضز، قٛز ٔی٘كبٖ زازٜ 

اظ  زیبٌطاْ زییبٌطاْ فیبظ  ضا ذٛاٞس زاقز. زض ٘مبط ٌصض  π–ٚ  نفطاٞس ثٛز ٚ ٔمبزیط ثبثشی چٖٛ ثبثز ذٛ

ز. ایٗ ٘مبط ٕٞیبٖ  ذٛاٞس ثٛ ،قبُٔ یه ٌؿؿشٍی ٚ سغییط ٘بٌٟب٘ی ٔمساض ذٛز زیبٌطاْ فبظ، π–ثٝ  نفط
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ط ٔمساض ثبثیز  زض ٘عزیىی ایٗ ٘مبط زیٍ زیبٌطاْ فبظزض عٙبة ٞؿشٙس. ثب افعیف ا٘سوی ٔیطایی  ٘مبط ٌطٜ

قیٛ٘س. ذیبضج اظ    ٘رٛاٞس زاقز ٚ ایٗ ٘مبط ٌؿؿیشٍی ثیٝ ییه ذیظ دیٛؾیشٝ سجیسیُ ٔیی        π–یب  نفط

زاضز.  π–ییب   نیفط ٕٞچٙیبٖ ٔمیساض ثبثیز     زییبٌطاْ فیبظ  ی ٘عزیه ثٝ ایٗ ٘مبط، ثیكیشط ٘میبط    ٔحسٚزٜ

اض ض ٕ٘یٛز وٝ لجق ٌؿؿشٝ ثٛزٜ ٚ حبَ ثٝ ذظ دیٛؾشٝ سجیسیُ قیسٜ اؾیز، ز    زیبٌطاْ فبظای اظ  ٔحسٚزٜ

٘بٕٞعٔیبٖ ییب دیچییسٌی    ی سغییط زأٙٝ ثٝ عٛض  ، ٚ اوٖٙٛ ٘كبٖ زٞٙسٌٜطٌٜط دبؾد فطوب٘ؿی لجق ثیبٖ

سجسیُ ثٝ ییه ذیظ ضاؾیز ٚ ٔیٛضة زض      زیبٌطاْ فبظاؾز. ثب افعایف ٔیطایی ایٗ ذظ دیٛؾشٝ زض  1ٔٛز

ضخ ذٛاٞیس زاز.  عَٛ عٙبة قسٜ ٚ زض ایٗ حبِز زض ٕ٘ٛزاض دبؾد فطوب٘ؿی ثیكیشطیٗ دیچییسٌی ٔیٛز    

زض  ،ثسؾیز آٚضز  زییبٌطاْ فیبظ  ثطای ذغی قیسٖ   k  ٚσثٙبثطایٗ زض نٛضسی وٝ ثشٛاٖ قطایغی زض ٔٛضز 

 ـ     حمیمز قطایظ ثیكشطیٗ دیچیسٌی ٔٛز زض عٙبة ثسؾز آٔسٜ اؾز. ثطای ایٗ ویبض ثؿیظ سیّیٛض سیبث

 لطاضزازٜ قسٜ اؾز. نفطٚ فٛأُ غیطذغی آٖ ثطاثط  شٝ قسٜ٘ٛق (57-2 )ٔقبزِٝ  زیبٌطاْ فبظ

 ذٛاٞس ثٛز: (57-2 )ٔقبزِٝ ثٝ نٛضر  زیبٌطاْ فبظثؿظ سیّٛض سبثـ 

( 2-57)                   (
 

 
          

 

 
    )          

 ثطلطاض ثبقٙس: ٕٞعٔبٖ (59-2 )ٚ  (58-2 )ثٙبثطایٗ ثبیس قطایظ 

( 2-58) ϵ     

( 2-59)     

ُ        aثٝ اظای  (59-2 )ٚ  (58-2 )ٔقبزلار  ٞیبی ٔرشّیف    ٞبی ٔرشّیف ییب ثیٝ ثییبٖ زیٍیط، ثیٝ اظای ٔحی

 ذٛاٞٙس زاز. k  ٚσط، قطایظ ٔشفبٚسی ضا ثطای لطاضٌیطی فٙط ٚ زٔذ

 هعادلات انرشی -2-2-7

زض ایٗ لؿٕز ٔقبزلار ا٘طغی خٙجكی، دشب٘ؿیُ ٚ ا٘طغی ویُ ؾیؿیشٓ ثطحؿیت دبضأشطٞیبی ٔرشّیف      

ٞبی لطاضٌیطی ٔرشّف زض ؾیؿشٓ ثٝ اظای ٔحُ سغییطار ا٘طغیؾیؿشٓ ثسؾز آٔسٜ اؾز. زض فهُ ثقس 

                                                 
1 Mode complexity 



 

23 

 

 ضؾی ذٛاٞس قس.زٔذط ٔٛوقی ٔشهُ ثٝ ؾیؿشٓ، ثط-فٙط

 ثبقٙس:ا٘طغی دشب٘ؿیُ ٚ خٙجكی ثط ٚاحس عَٛ عٙبة ثٝ سطسیت ثٝ نٛضر ٘یع ٔی

( 2-60)      𝜏  
 

 
        𝜏    

( 2-61)      𝜏  
 

 
        𝜏    

 هیرایی خطی و فنر غیرخطی -2-3

زض ایٗ ثرف ٔقبزلار حطوز ثطای حبِشی وٝ زٔذط ذغی ٚ فٙط غیطذغی زض ٚؾظ عٙیبة لطاضٌطفشیٝ   

ٝ  ٖ ثبقیس، اؾیشرطاج ٚ ثیب ضٚیىیطز    ثبقٙس ٚ زض زٚؾط عٙبة سحطیه ٘ٛؾب٘ی یىؿیبٖ ٚ ٕٞعٔیب   ی ذٕیٙی

ثطای ثسؾز آٚضزٖ ٔٛزٞبی  ،دیٛؾشٝ ٔقطفی قسٜی ٞبثطای ؾیؿشٓ [24]وٝ سٛؾظ قبٚ ٚ دیط 1٘بٚضزای

  حُ قسٜ اؾز. (NNM)٘طٔبَ غیطذغی

 تعریف هسأله -2-3-1

اؾز. زض ٚؾظ ایٗ عٙبة یه زٔذط ذغی ٚ  Lؾیؿشٓ ٔٛضز سحّیُ یه عٙبة الاؾشیه ذغی ثب عَٛ 

س. زٚ ؾیط  ، اظ یه عطف ثٝ عٙبة ٚ اظ عطف زیٍط ثٝ ظٔیٗ ٔشهیُ ٞؿیشٙ  3یه فٙط غیطذغی اظ ٔطسجٝ 

 . ((2-2 )قىُ )ظٔبٖ سحطیه قسٜ اؾزعٙبة ثب خبثدبیی ٘ٛؾب٘ی یىؿبٖ ٚ ٞٓ

                                                 
1 Invariant manifold 
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 z=L/2( قٕبسیه عٙبة ثب ٔیطایی ذغی ٚ فٙط غیطذغی زض 2-2 )قىُ 

( زض ثرف لجُ سٛویح زازٜ قسٜ اؾز. ٔقبزِٝ حطوز ٔكبثٝ 2-2 )قىُ دبضأشطٞب ٚ ٔشغیطٞبی 

-ٔیی  3اظ زضخٝ  k0زض ثرف لجُ اؾز ثب ایٗ سفبٚر وٝ خبثدبیی وطة قسٜ زض ؾفشی  (1-2 )ٔقبزِٝ 

 (.(62-2 )اؾز)ٔقبزِٝ  a=L/2ثبقس. ٕٞچٙیٗ ٔمساض 

( 2-62)                        [   
                 ]         

ثیٛزٖ  شمیبضٖ  ٔسیط قیسٖ ٔؿیأِٝ اظ    ثطای ضاحز اؾز. (3-2 )ٚ  (2-2 )قطایظ ٔطظی وبٔق ٔكبثٝ ضٚاثظ 

ٚ قطایظ ٔطظی ثیٝ   (a=L/2) (4-2 )حطوز ثٝ نٛضر ٍٕٞٗ ضاثغٝ  ٔؿأِٝ اؾشفبزٜ قسٜ اؾز ٚ ٔقبزِٝ

 ا٘س.ثبظ٘ٛیؿی قسٜ (63-2 )ٚ  (4-2 )اثظ نٛضر ضٚ

 ( 2-63)               [    
                      ] 

ؾز. ثب سٛخٝ ثٝ ٔشمیبضٖ ثیٛزٖ   اثطای ؾٕز چخ عٙبة ذٛززاضی قسٜ  1اظ ایٗ دؽ اظ ٘ٛقشٗ ا٘سیؽ 

آیس. ثیب  ٔؿأِٝ، ثب ثسؾز آٔسٖ دبؾد ؾٕز چخ، دبؾد ؾٕز ضاؾز ثٝ ضاحشی ثب قطط سمبضٖ ثسؾز ٔی

، (64-2 )وز ٚ قطایظ ٔطظی ثیٝ فیطْ ٔٙبؾیت ضٚاثیظ     ٔقبزِٝ حط (10-2 )ثقس اؾشفبزٜ اظ ٔشغیطٞبی ثی

 ا٘س. سجسیُ قسٜ (2-66 )ٚ  (2-65 )

( 2-64)             

( 2-65)     𝜏        
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( 2-66)     (
 

 
 𝜏)   [   (

 

 
 𝜏)  𝜎   (

 

 
 𝜏)] 

ٔیطظی   ٍٕٞٗ ثب یه قیطط ٔیطظی غیطذغیی ٚ ییه قیطط     زض ثرف ثقس ایٗ ٔقبزِٝ حطوز 

 ا٘س.قسٜ اؾز ٚ ٔٛزٞبی ٘طٔبَ غیطذغی ثسؾز آٔسٜی ٘بٚضزای حُ ٘ٛؾب٘ی ثب ضٚیىطز ذٕیٙٝ

 ی ناوردایخوینهرویکرد  -2-3-2

ی ٘بٚضزای ثب ذبنییز شاسیی   سقطیف ذٕیٙٝقٛز. ذٕیٙٝ ٘بٚضزای ثب ضٚاثظ لیس ٔقبزِٝ حطوز سقییٗ ٔی

1٘بٔشغیط ثٛزٖ"
ی ٘بٚضزای، اقبضٜ ثٝ ایٗ ٔٛوٛؿ زاضز وٝ جبط اؾز. ایٗ ذبنیز زض یه ذٕیٙٝزض اضس "

ٔیٛزغیطذغی   ٔب٘یس. حطوز آغبظ قسٜ ضٚی ذٕیٙٝ زض عَٛ ظٔبٖ ٕٞٛاضٜ ضٚی ٕٞبٖ ذٕیٙٝ ثیبلی ٔیی  

ٝ    "قٛز: ی ٘بٚضزای ثٝ ایٗ نٛضر سقطیف ٔیضٚی ذٕیٙٝ ی ٘یبٚضزای زٚ  حطوشیی ویٝ ضٚی ییه ذٕیٙی

ٌیصضز ٚ زض آٖ  ایٗ ذٕیٙٝ اظ ٘مغٝ سقبزَ دبیساض ٔی افشس.ؾیؿشٓ اسفبق ٔی ظزیبٌطاْ فبثقسی زض فضبی 

، ٕٔبؼ اؾیز. ضٚی اییٗ   زٚ ثقسی اظ ؾیؿشٓ ذغی زض سقبزَ )ٔٛز ذغی( 2یثط یه فضبی ٚیػٜ ٘مغٝ

ثیطای   بٚضزایی ٘ی ذٕیٙٝ ضٚیىطز ."وٙسذٕیٙٝ ؾیؿشٓ ٕٞب٘ٙس یه ؾیؿشٓ یه زضخٝ آظازی ضفشبض ٔی

ٓ     ،بی ٘طٔیبَ غیطذغیی حطویز   سقطیف ٚ سقییٗ ٔٛزٞ ٞیبی اضسقبقیی   ثیطای دٟٙیبی ٚؾییقی اظ ؾیؿیش

 .قٛز، اؾشفبزٜ ٔیغیطذغی

ثب سٛخٝ ثٝ سقبضیف فٛق ٔٛز غیطذغی ضا ثٝ نٛضر ٘ؿجز خبثدبیی ٚ ؾطفز ٘مبط ؾیؿشٓ ثیٝ  

ٚ خبثدیبیی ٚ ؾیطفز    x0 ایٗ ٘مغیٝ ثیب   ٌیط٘س.خبثدبیی ٚ ؾطفز یه ٘مغٝ ذبل یب ٔطخـ  زض ٘ؾط ٔی

لاظْ ثٝ شوط اؾیز ویٝ ٔٛزٞیبی ذغیی      قٛز.٘كبٖ زازٜ ٔی   ٚ    ایٗ ٘مغٝ ضا ثٝ نٛضر  ٔشٙبؽط ثب

 ـ آثیبض أىیبٖ دیصیط ٘جیٛزٜ ٚ     حبِز ذبنی اظ ٔٛزٞبی غیطذغی ٞؿشٙس. زض آ٘بِیع ٔٛزاَ غیطذغی خٕی

 ٔٛزٞبی غیطذغی ٘ؿجز ثٝ یىسیٍط ٔشقبٔس ٘یؿشٙس.

 سٛاٖ ٘ٛقز:٘كبٖ زٞیٓ، ٔی       ٚ        اٌط خبثدبیی ٚ ؾطفز ؾیؿشٓ ضا ثٝ سطسیت ثب 

                                                 
1 Invariance 
2 eigenspace 
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( 2-67)               

              

( 2-68)                            

                           

ایٗ  وٙٙس.ٔی ٘یع وٙٙس ٚ قطایظ ٔطظی ضا اضوبٔطسجظ ٔی u0  ٚv0ضا ثٝ  u  ٚvسٛاثقی ٞؿشٙس وٝ   ٚ   

(      وبٔیُ سٛؾیظ ظٚج )   ٞب ضا اضوب وٙیس، ثیٝ عیٛض   حطوشی آٖضٚاثظ ثٝ نٛضر لیس ٞؿشٙس وٝ اٌط 

حبِز سبثقی اظ ایٗ زٚ ٔشغییط  ٚ ثمیٝ ٔشغیطٞبی  ٞؿشٙسٔشغیطٞبی حبِز  ایٗ ظٚج ٔكرم ذٛاٞس قس.

 قٛ٘س.حبنُ ٔی (69-2 )ٔقبزلار  (68-2 )ٚ  (67-2 ). اظ سطویت ضٚاثظ ثبقٙسٔی

( 2-69)                            

                           

 ؾز.ا (70-2 )ٔقبزِٝ حطوز ثٝ فطْ وّی ثٝ نٛضر ضاثغٝ 

( 2-70)      (     )    

 .ثبقس٘ؿجز ثٝ ظٔبٖ ٔی (68-2 )ٌیطی اظ ٔقبزلار لیس لسْ اَٚ ٔكشك

( 2-71)          
  

  
 

  

   
 ̇  

  

   
 ̇  

         
  

  
 

  

   
 ̇  

  

   
 ̇  

-حبنیُ ٔیی   (72-2 )بِز ٔطخـ ٚ ٔقبزِٝ وّی حطوز، ضٚاثظ ٕٞچٙیٗ ثب سٛخٝ ثٝ ٔشغیطٞبی فضبی ح

 قٛ٘س.

( 2-72) 
                

                            

 (73-2 )ثٝ فیطْ ٔقیبزلار   ضا اظ ثیٗ ثطزٜ ٚ  (71-2 )ٚاثؿشٍی ظٔب٘ی ٔقبزلار  (72-2 )ثب سٛخٝ ثٝ ضٚاثظ 

 قٛ٘س.سجسیُ ٔی

 ( 2-73)   
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 ضا ثٝ نٛضر ٔقبزلار  ٚ   ضا حُ ٕ٘ٛز. اثشسا  (73-2 )سٛاٖ ٔقبزلار ثٝ وٕه ؾطی سٛا٘ی ٔی

ٞیٓ  ٌیصاضی ویطزٜ ٚ دیؽ اظ ثیبلا٘ؽ ویطایت      ر خبیثؿظ زازٜ ٚ ؾذؽ زض ٔقبزلا (2-75 ) ٚ (2-74 )

 آیس.، زؾشٍبٜ ٔقبزلار زیفطا٘ؿیّی ٔقِٕٛی زض حٛظٜ ٔىبٖ ثطای زضخبر ٔشفبٚر ثسؾز ٔیزضخٝ

( 2-74)                           

                                       
    

                              
    

           
               

         

                
               

       

( 2-75)                           

                                       
    

                              
    

           
               

         

                
               

       

 (75-2 ) ٚ (74-2 )زض ضٚاثظ  (69-2 ) ضٚاثظ قطط ثطلطاضی٘بٔٙس ٚضا قطایظ ؾبظٌبضی ٔی (76-2 )ضاثغٝ 

 ثبقس.ٔی

( 2-76)           
            

            

            

            

            

            

ثٙسی ویطایت خٕیقر ٞیٓ    زؾشٝٚ   ٚ   ثظ زض ضٚا (75-2 )ٚ  (74-2 )ٞبی ثب لطاضزازٖ ثؿظ

قٛ٘س. ٔحبؾجٝ ٔی                     ٚ          ٞبیزضخٝ ٚ حُ ٔقبزلار ثسؾز آٔسٜ، ثبثز

، دبؾد ؾیؿشٓ غیطذغی ٚ ٕٞچٙیٗ ؾطفز ٘مبط ٔرشّیف ؾیؿیشٓ     ٚ    ٞب زضثب لطاضزازٖ ایٗ ثبثز

 .حبِز دبیساض ثطضؾی وطز ضا زضسٛاٖ قىُ ٔٛزٞبی غیطذغی ثٙبثطایٗ ٔی ثسؾز آٔسٜ اؾز.

 هود نرهال غیرخطی طناب تا دهپر خطی و فنر غیر خطی -2-3-3

 قٛ٘س.حبنُ ٔی (78-2 )ٚ  (77-2 )ضٚاثظ  (68-2 )ٚ ضاثغٝ  (64-2 )اظ ٔقبزِٝ 



28 

 

( 2-77)   
  

   
   

  

   
[    ]    

 

( 2-78)          

 قٛ٘س.حبنُ ٔی (80-2 )ٚ  (79-2 )ضٚاثظ  (73-2 )زض ضٚاثظ  (78-2 )ٚ  (77-2 )ثب لطاض زازٖ ضٚاثظ 

( 2-79)       

( 2-80)      
  

   
   

  

   
[    ]    

 

ٝ ثٙسی وطایت خٕقر ٚ زؾش (80-2 )ٚ  (79-2 )زض ضٚاثظ  (75-2 )ٚ  (74-2 )ٞبی ٌصاضی ثؿظثب خبی

ثسؾیز   (98-2 )سب  (81-2 )ضٚاثظ ٔغبثك          ٚ          ٞٓ زضخٝ، ٔقبزلار حبوٓ ثط وطایت 

 آیٙس.ٔی

 :(81-2 )اظ ٔقبزِٝ  1وطایت زضخٝ 

( 2-81)                    
              

( 2-82)                             
              

 :(80-2 )اظ ٔقبزِٝ  1وطایت زضخٝ 

( 2-83)   
                   

              

( 2-84)   
                            

              

 :(79-2 ) اظ ٔقبزِٝ 2وطایت زضخٝ 

( 2-85)                    
                    

             
   

( 2-86)                              
                    

         

            
          

      

( 2-87)                             
                     

            
   

 :(80-2 )اظ ٔقبزِٝ  2وطایت زضخٝ 

( 2-88)   
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( 2-89)   
                             

                    
         

            
          

      

( 2-90)   
                            

                     
         

            
          

  
   

 :(79-2 )ٔقبزِٝ  3 وطایت زضخٝ

( 2-91)                    
                    

         

           
          

  
   

( 2-92)                              
                    

         

            
                    

         

            
          

  
     

( 2-93)                              
                    

         

            
                     

         

            
          

    
   

( 2-94)                             
                     

         

            
          

  
   

 :(80-2 )ٔقبزِٝ  3وطایت زضخٝ 

( 2-95)   
                   

                    
         

           
          

  
   

( 2-96)   
                             

                    
         

            
                    

         

            
          

  
     

( 2-97)   
                             

                    
         

            
                     

         

            
          

    
   

( 2-98)   
                            

                     
         

            
          

  
   

 وٙٙس.نسق ٔی (98-2 )سب  (81-2 )زض ٔقبزلار  (76-2 )قٛز وٝ قطایظ ؾبظٌبضی ٔكبٞسٜ ٔی

ثسؾیز   (98-2 )سیب   (81-2 )زض ٚضاثیظ           ٚ          ٔقبزلار ٔطثٛط ثٝ ٔدٟیٛلار  

فمیظ   (66-2 )ٚ  (65-2 )طظی آٔسٜ اؾز. ثطای حُ ایٗ ٔقبزلار ٘یبظ ثٝ قطایظ ٔطظی اؾز. قیطایظ ٔی  

ثطای خبثدبیی ٞؿشٙس. ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ زض ایٗ ضٚـ دبؾد ثطحؿت ٞٓ خبثدبیی ٚ ٞٓ ؾیطفز ٘مغیٝ   
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، ٘یبظ ثٝ قطایظ ٔطظی ٔطثٛط ثٝ ؾطفز ٘یع ٞؿشیٓ. ثیطای اییٗ ویبض اظ قیطایظ     قٛزٔطخـ ٔحبؾجٝ ٔی

 ٌیطیٓ.٘ؿجز ثٝ ظٔبٖ ٔكشك ٔی (66-2 )ٚ  (65-2 )ٔطظی 

( 2-99)                

( 2-100)     (
 

 
  )   [   (

 

 
  )  𝜎    

 

 
   ] 

لطاض زازٜ سیب   (100-2 )ٚ  (99-2 )ٚ  (66-2 )ٚ  (65-2 )ضا زض قطایظ ٔطظی  (75-2 )ٚ  (74-2 )ٞبی ثؿظ

س حبِز لجُ خب ٘یع ٕٞب٘ٙزض ایٗ ثسؾز آیٙس. (98-2 )سب  (81-2 )قطایظ ٔطظی لاظْ ثطای حُ ٔقبزلار 

اِجشیٝ ثیب    ٔقبزلار ثسؾز آییس. اظ خسا قٛ٘س سب قطایظ ٔطظی ٔطثٛط ثٝ ٞط زضخٝ  ثبیس وطایت ٞٓ زضخٝ

ضا          ٘ٛقیز ٚ           ٞط زضخیٝ ضا سٟٙیب ثطحؿیت     سٕبٔی ٔقبزلار سٛاٖسٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ٔی

قطایظ ٔیطظی  ٚ اظ  ثٝ قطایظ ٔطظی خبثدبیی ٘یبظ اؾزخبیٍعیٗ وطز، ثٙبثطایٗ سٟٙب          ثطحؿت 

  .قٛزؾطفز اؾشفبزٜ ٕ٘ی

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. (101-2 )ضاثغٝ  ،(65-2 )قطط ٔطظی  زض (74-2 )اظ لطاض زازٖ ثؿظ 

( 2-101)                           

ٗ       فیطو قیسٜ اؾیز ویٝ      (101-2 )ثطای ثطلطاضی ضاثغیٝ   ٚ              اؾیز ٚ ثٙیبثطای

 ٌیطٜ سٛا٘س ٞط ٘مغٝ زِرٛاٞی ثیٝ خیع   ثبقٙس. ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ٘مغٝ ٔطخـ ٔیٔی              

     زض ؾیؿشٓ سحطیه ٘ٛؾب٘ی زاضیٓ، ثٙبثطایٗ ا٘شریبة ٘مغیٝ ٔطخیـ        ثبقس ٚ زض ٔٛلقیز 

 شربة زضؾشی اؾز.ا٘

ٚ  (66-2 )ٚ  (65-2 ) زض ٔقییبزلار قییطط ٔییطظی  (75-2 )ٚ  (74-2 )ی ٞییبلییطاض زازٖ ثؿییظ اظ

قطایظ ٔطظی ٔطثٛط ثٝ زؾشٍبٜ ٔقبزلار زیفطا٘ؿیُ ٔقٕیِٛی ٔطثیٛط ثیٝ     ،خساؾبظی وطایت ٞٓ زضخٝ

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. (104-2 )سب  (102-2 ) زض ضٚاثظ         

 :(66-2 )ٚ  (65-2 )زِٝ ٔقب 1وطایت زضخٝ 

( 2-102)    
 (

 

 
  )   𝜎  (

 

 
  )               
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 (

 

 
  )   𝜎  (

 

 
  )               

 :(66-2 )ٚ  (65-2 )ٔقبزِٝ  2زضخٝ وطایت 

( 2-103)    
 (

 

 
  )   𝜎  (

 

 
  )             

   

   
 (

 

 
  )   𝜎  (

 

 
  )                 

   
 (

 

 
  )   𝜎  (

 

 
  )             

   

 :(66-2 )ٚ  (65-2 )ٔقبزِٝ  3وطایت زضخٝ 

( 2-104)    
 (

 

 
  )      

 (
 

 
  )  𝜎  (

 

 
  )             

   

   
 (

 

 
  )       

 (
 

 
  )    

 

 
   

 𝜎  (
 

 
  ) 

            
     

   
 (

 

 
  )       

 (
 

 
  )    

 

 
   

 𝜎  (
 

 
  ) 

              
   

   
 (

 

 
  )      

 (
 

 
  )  𝜎  (

 

 
  )             

   

 :1درجه  تحلیل -2-3-3-1

سٛاٖ ا ٔیض1، ٔقبزلار زضخٝ (84-2 ) ٚ (83-2 )ٔقبزلار زض  (82-2 )ٚ  (81-2 )اضی ٔقبزلار ٌصثب خبی

 :ثٝ زٚ ٔقبزِٝ وبٞف زاز

( 2-105)   
                   

                    
           

          

( 2-106)   
                   

                    
         

           
           

 :قٛززض ٘ؾط ٌطفشٝ ٔی (108-2 )ٚ  (107-2 ) ثٝ نٛضر ٔقبزلار (106-2 )ٚ  (105-2 )ٔقبزلار دبؾد 

( 2-107)                                

( 2-108)                                
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 :(76-2 )ؾبظٌبضی ثب سٛخٝ ثٝ قطایظ 

( 2-109)            
    
→        

           
    
→        

 {
                               

             
 

                      
           

 

ضا  (106-2 )ٚ  (105-2 )ثبییس ٔقیبزلار   ا٘س، ؾبزٜ قسٜ (109-2 )وٝ زض  (107-2 )ٚ  (107-2 )ٔقبزلار 

 ثٙبثطایٗ: اضوب وٙٙس.٘یع 

( 2-110)    
              

                                   
     

     
                         

               

  
              

 :ثٝ نٛضر ظیط اؾز (106-2 )ٚ  (105-2 ) 1ثٙبثطایٗ فطْ انّی دبؾد ٔقبزلار زضخٝ 

( 2-111)                            

                   

زض ٔقیبزلار   1ایٗ دبؾد ثبیس قطایظ ٔطظی ضا ٘یع اضوب وٙس. قطایظ ٔطظی ٔطثٛط ثیٝ ٔقیبزلار زضخیٝ    

-زٚ ٔٛضز اظ ایٗ قطایظ ٔطظی ضا ثٝ نٛضر ثسیٟی اضوب ٔی (111-2 )ٞبی ا٘س. دبؾدثیٗ قسٜ (2-102 )

 زٞٙس.ظیط ضا سكىیُ ٔیخجطی وٙٙس. زٚ قطط زیٍط زؾشٍبٜ 

( 2-112) 
[
      

 

 
  𝜎      

 

 
 

𝜎     
 

 
       

 

 
 

] {
  

  
}  {

      
 

 
 

 𝜎     
 

 
 
} 

زض اییٗ   .( زضحبَ حُ قیسٖ اؾیز  =0kزضحمیمز ٔؿأِٝ ذغی ) 1زض سحّیُ ٔقبزلار زضخٝ 

ٔرشّظ ذغی)عٙیبة ثیب ییه زٔذیط زض ٚؾیظ( ٚ ثسؾیز آٚضزٖ       ٔطحّٝ ثٝ خبی حُ ٔؿأِٝ ٔمساضٚیػٜ 

ی ٕٞب٘ٙس حبِش ،(112-2 )زض ٔقبزِٝ خجطی    ٚ    ٞبی ، ؾذؽ ٔحبؾجٝ ثبثزωٞبی ٔرشّظ فطوب٘ؽ

زض  دبضأشطٞیب ازٖ ثٝ زض ٟ٘بیز ثب ٔمساض ز قٛ٘س.ٔحبؾجٝ ٔی  ٞب ثطحؿت زثبزٔذط ذغی ثٛز، ث-وٝ فٙط

 ثبظٜ حمیمی ثٝ ثطضؾی ؾیؿشٓ دطزاذشٝ قسٜ اؾز.

 ا٘س.ثسؾز آٔسٜ (113-2 )ثغٝ زض ضا  ٚ  𝜎ثطحؿت    ٚ    ٞبی ثبثز (112-2 )اظ ٔقبزِٝ 



 

33 

 

( 2-113) 
    

       𝜎    

  
 

    
 𝜎

  
 

 ثبقس.ٔی (112-2 )زسطٔیٙبٖ وطایت ٔقبزِٝ خجطی   وٝ 

 آیٙس.ثسؾز ٔی         ٚ          ، (82-2 )ٚ  (81-2 )اظ ٔقبزلار 

( 2-114)                    
          

 𝜎 

 
        

                          
       𝜎    

  
        

 :2تحلیل درجه  -2-3-3-2

ض ٚ ٘یٝ ز  (90-2 )سب  (85-2 )یقٙی  2٘ٝ زض ٔقبزلار زضخٝ  (k) ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ وطیت فبُٔ غیطذغی

ٚ          ا٘یس، دبؾید ثیسیٟی ثیطای     ؽیبٞط ٘كیسٜ   (103-2 )یقٙیی   2قطایظ ٔطظی ٔطثٛط ثٝ زضخٝ 

نفط اؾز. چطا وٝ زض نٛضسی وٝ وطیت فبُٔ غیطذغیی زض ٔقبزِیٝ حطویز             ٚ          

أب دبؾد ثسؾز آٔسٜ  ،ثسؾز آیس، ٔقبزِٝ حطوز ذغی اؾز 2وطایت زضخٝ نفط ثبقس ٚ دبؾری ثطای 

سٛاٖ ٌفز زض نٛضسی وٝ ؾیؿشٓ اظ زضخٝ فیطز ثبقیس، دبؾید آٖ اظ    زض حبِز وّی ٔی غیط ذغی اؾز.

 ٚ زض نٛضسی وٝ ؾیؿشٓ ظٚج ثبقس دبؾد آٖ اظ زضخٝ ظٚج ذٛاٞس ثٛز.اؾز زضخٝ فطز 

( 2-115)                              

                             

 :3تحلیل درجه  -2-3-3-3

ثیٝ نیٛضر ظییط     3ٔقبزلار زضخیٝ   (115-2 )ٚ  (111-2 )ثب سٛخٝ ثٝ ٘شبیح ٔطاحُ لجُ یب ٕٞبٖ ضٚاثظ 

 قٛ٘س.ؾبزٜ ٔی

( 2-116)                    
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( 2-117)   
                   

                    
            

   

  
                             

         

            
          

  
     

  
                             

         

            
          

    
   

  
                            

            
   

خبیٍعیٗ وطز. زض ایٗ  (116-2 ) ٚ (114-2 ) ٞب ضا اظ ٔقبزلار         سٛاٖ ٔی (117-2 )زض ٔقبزلار 

 ٔب٘ٙس.ثبلی ٔی          ،         نٛضر چٟبض ٔقبزِٝ ٚ چٟبض ٔدَٟٛ 

( 2-118)   
                   

         

                      
         

            
            

          

  
   

  
                     

                    
          

           
         

    
                              

         

            
           

  
     

  
                               

         

            
                     

         

    
                             

           

    
   

  
                              

         

            
                     

          

  
   

  ، (118-2 )ضاثغٝ سٛخٝ قٛز وٝ زض 
ٞؿشٙس. ثب سٛخیٝ ثیٝ ؽیبٞط     دبضأشطٞبی ثبثز غیط نفط          

ثٙبثطایٗ ٞٓ دبؾید ٍٕٞیٗ ٚ ٞیٓ     ٘بٍٕٞٗ ٞؿشٙس. (118-2 )ٔقبزلار  ،        ٚ          قسٖ 

ثیطای   دٕٛؿ ایٗ زٚ دبؾد، خٛاة وّی ایٗ ٔقبزلار ذٛاٞیس ثیٛز.  ٞب ثبیس ٔحبؾجٝ ٌطزز ٚ ٔ٘بٍٕٞٗ آٖ

قیىُ   زٞییٓ. لیطاض ٔیی                      ، (118-2 )زض ٔقیبزلار   ،ٔحبؾجٝ دبؾد ٍٕٞٗ

 ثٝ نٛضر ظیط زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾز. (104-2 )دبؾد ٍٕٞٗ ثب سٛخٝ ثٝ قطایظ ٔطظی 

( 2-119)   
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 ویییٝ زض اییییٗ ٔقیییبزلار (118-2 )زض ٔقیییبزلار  (119-2 )ٞیییبی ٍٕٞیییٗ ثیییب لیییطاض زازٖ دبؾییید

اؾز ٚ ثطاثط لطاض زازٖ ویطایت ؾیٙٛؾیی ٚ وؿیٙٛؾیی، ضٚاثغیی ثییٗ                          

ٔقبزِٝ اَٚ ٚ ؾْٛ ٚ ٕٞچٙیٗ ٔقبزِٝ زْٚ ٚ چٟبضْ ضٚاثظ یىؿب٘ی  ثسؾز آٔسٜ اؾز. اِجشٝ   ٞبی ثبثز

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. (120-2 )اظ ٔقبزلار اَٚ ٚ ؾْٛ ضٚاثظ  زٞٙس.ضا اضائٝ ٔی

( 2-120)                  

                     

                 

                    

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. (121-2 )اظ ٔقبزلار زْٚ ٚ چٟبضْ ضٚاثظ 

( 2-121)                   

                     

             

              

ٔمیساض  ضٚاثظ ٘بؾبظٌبضی ٔكبٞسٜ قس وٝ فمظ ثیٝ اظای     ٚ    لاظْ ثٝ سٛویح اؾز وٝ ثطای وطایت 

  قٛ٘س.ثٝ نٛضر ظیط ؾبزٜ ٔی (119-2 )ٞبی ٍٕٞٗ ٙبثطایٗ دبؾدث نفط ثطلطاض ثٛز٘س.

( 2-122) 
  

                    
     

 
                     

 
     

 
         

  
                                    

  
                                                     

  
                               

ٚ          ثییب سٛخییٝ ثییٝ  (118-2 )دبؾیید ٘ییبٍٕٞٗ یییب ٕٞییبٖ خییٛاة ذهٛنییی ٔقییبزلار 

 قٛ٘س:ثٝ نٛضر ظیط زض ٘ؾط ٌطفشٝ ٔی         

( 2-123)   
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نسق وٙٙس. ثب لیطاض زازٖ   (118-2 )ثبیس زض ٔقبزلار ٘بٍٕٞٗ ذٛز یقٙی  (123-2 ) ٞبی ذهٛنیدبؾد

ٞب زض ٔقبزلار ٔطثٛط ثٝ ذٛز ٚ ثطاثط لطاض زازٖ وطایت ؾیٙٛؾی ٚ وؿیٙٛؾیی ضٚاثغیی ثییٗ    ایٗ دبؾد

 ٞییبیآیییس وییٝ ایییٗ ضٚاثییظ زض نییٛضسی ثطلییطاض ٞؿییشٙس وییٝ ثبثییز     ثسؾییز ٔییی    ٞییبی ثبثییز 

ثبقٙس. زض ایٗ نٛضر ٔكیبثٝ حبِیز ٍٕٞیٗ اظ ٔقیبزلار اَٚ ٚ ؾیْٛ ٚ                     

  ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ دبؾد ذهٛنی  آیس.ٕٞچٙیٗ زْٚ ٚ چٟبضْ ضٚاثظ یىؿب٘ی ثسؾز ٔی
فمظ         

ٗ قىُ دبؾد زض٘ؾط ٌطفشٝ قیسٜ اؾیز، ثٙیبثطایٗ دبؾید     ٚ زض دبؾد ٍٕٞٗ ای ٝ نٛضر ؾیٙٛؾی اؾزث

ضا زاضز. زض  (122-2 )وّی وٝ ثٝ نٛضر ٔدٕٛؿ دبؾد ٍٕٞٗ ٚ ٘بٍٕٞٗ اؾز، ٕٞبٖ قىُ دبؾد ٍٕٞٗ 

سطْ غیطذغی زض ٔقیبزلار ؽیبٞط ٘كیسٜ ٚ زض    سٛاٖ ٌفز دبؾد ٘بٍٕٞٗ ٚخٛز ٘ساضز، چطاوٝ حمیمز ٔی

اؾیز ثبییس    (122-2 )ویٝ ثیٝ قیىُ              وّی ٞبیدبؾد قطایظ ٔطظی ذٛز ضا ٘كبٖ زازٜ اؾز.

اظ لطاض زازٖ دبؾد وّیی زض قیطایظ    ضا اضوب ٕ٘بیٙس. (104-2 ) ٚ قطایظ ٔطظی (76-2 )قطایظ ؾبظٌبضی 

 ؾبظٌبضی ضٚاثظ ظیط ثسؾز آٔسٜ اؾز.

( 2-124)            
    
→                      

           
    
→                 

           
    
→                      

           
    
→                 

 ثبقٙس.          لطاض ٞؿشٙس وٝ سٟٙب زض نٛضسی ثط (124-2 )ضاثغٝ اَٚ ٚ ؾْٛ زض 

 ثبقس.ثٝ نٛضر ظیط ٔی (118-2 )ثٙبثطایٗ قىُ وّی دبؾد ٔقبزلار 

( 2-125) 
                     

     

 
         

                                     

                               

                                

  ، (125-2 )ٞبی ثب سٛخٝ ثٝ دبؾد
ٍٕٞی نفط ٞؿشٙس. ثٙبثطایٗ ثیب سٛخیٝ ثیٝ              ٚ          
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 قٛ٘س.ثٝ نٛضر ظیط ؾبزٜ ٔی (104-2 )قطایظ ٔطظی  (116-2 )ایٗ أط ٚ ضٚاثظ 

( 2-126)    
 (
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  )  𝜎  (

 

 
  )             

   

چٟبض قطط ٔطظی ثٝ نٛضر ثسیٟی ثطلطاض  ،(126-2 ) زض قطایظ ٔطظی (125-2 )ٞبی ؾدثب لطاض زازٖ دب

 ω  ٚ   ٚσثط حؿت                 ی ثطای چٟبض ثبثز ٞؿشٙس ٚ اظ چٟبض قطط ٔطظی زیٍط ضٚاثغ

ثٙیبثطایٗ دبؾید    ٞیب ثسؾیز آٔیسٜ اؾیز.    ایٗ چٟب ٔقبزِٝ ٚ چٟبض ثبثز حُ قسٜ ٚ ثبثیز  س.آیثسؾز ٔی

         ثٝ ضاحشیی   (116-2 )اظ ضٚاثظ  وبٔق ثسؾز آٔسٜ اؾز.          ٚ          ٔدٟٛلار 

 بثُ ٔحبؾجٝ ٞؿشٙس.ل          ٚ 

 پاسخ جاتجایی و سرعت سیستن غیرخطی -2-3-3-4

خبثدبیی ٚ ؾیطفز  دبؾید دبییساض  زض ٔطاحُ لجّیی،           ٞب ٚ          ثب ٔكرم قسٖ سٕبٔی 

بثیُ ٔحبؾیجٝ   ا٘یس ل وٝ ثٝ نٛضر ظیط ؾبزٜ قیسٜ  (75-2 )ٚ  (74-2 ) ضٚاثظ ٞبیثؿظ ؾیؿشٓ ثٝ نٛضر

 ٞؿشٙس.

( 2-127)                                               
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( 2-128)                                              
      

          
                  

        

          
          

زٞیس ویٝ   ا زض ظٔیبٖ نیفط ٔیی   ؾیؿیشٓ ض  دبؾد دبیساضلطاضزازٜ قٛز  t=0ٔمساض  (127-2 )اٌط زض ضاثغٝ 

 ثبقس.زض حبِز ذغی ٔی    φٔقبزَ ثب ٕٞبٖ سبثـ 

( 2-129) φ                                   
           

   

          
             

     

 ثٝ نٛضر ظیط لبثُ ٔحبؾجٝ اؾز. زیبٌطاْ فبظٚ سبثـ  ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ثٙبثطایٗ

( 2-130) 
|    𝜏 |  |    |  √   φ         φ      

( 2-131) 
   (φ   )          

   φ    

   φ    
  

  (φ   )                                 
     

  (φ   )                       
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 فصل سوم

  تررسی نتایج 3
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 هقذهززززه -3-1

ٞبی ٔشفیبٚسی اظ دبؾید   ٞبی ٔرشّف ضٚی عٙبة، ضغیٓزٔذط ٔٛوقی زض ٔٛلقیز-ثٝ اظای لطاضٌیطی فٙط

ٝ زٔذط زض ٚؾظ عٙبة لطاضٌط-ای وٝ حبِز ٔشمبضٖ وٝ زض آٖ فٙطٔؿأِٝ ذٛاٞیٓ زاقز. ثٝ ٌٛ٘ٝ ا٘یس،  فشی

-ثطای حبِز ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٝ اؾز. زض ایٗ فهُ 2015زض ؾبَ  [14]سٛؾظ ثّٙچبضز ٚ ٕٞىبضاٖ

ٔٛضز ثطضؾی، سحّییُ ٚ  ؾیؿشٓ  دبؾد دبیساضفٙط غیطذغی، -ٚ حبِز زٔذط a=1/2,1/3,1/4ٞبی ٔرشّف 

ٔٛضز ٘ؾط، اضایٝ قیسٜ اؾیز. زض ؾیٝ     ٔمبیؿٝ لطاضٌطفشٝ اؾز. زض ٞطثرف سٕبٔی ٘شبیح ٔطثٛط ثٝ حبِز

ٛضز ٘ؾط، ٔیٛضز ثحی  ٚ   سقطیف قسٜ ٚ ایدبز آٖ ثٝ اظای حبِز ٔ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثشسا ٔفْٟٛ حبِز اَٚ ا

ٌیطی دیچیسٌی ٔٛز ثییبٖ ٚ ٘كیبٖ   ؾیؿشٓ، سقطیف ٚ قىُ زیبٌطاْ فبظثطضؾی لطاضٌطفشٝ اؾز. ؾذؽ 

 tضٚی عٙیبة ٚ ظٔیبٖ    xزض ؾیؿشٓ ثطحؿت ٔٛلقیز  سغییطار ا٘طغیثرف  زٜ قسٜ اؾز. زض ا٘شٟبیزا

( ٔمبیؿیٝ قیسٜ ٚ اثیط    a=L/2فٙط غیطذغی، ٘شبیح ثب حبِز اَٚ)-زض حبِز زٔذط سهٛیطؾبظی قسٜ اؾز.

اؾز ویٝ ٘شیبیح اییٗ    لاظْ ثٝ سٛویح  دبؾد ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. زیبٌطاْ فبظفٙط غیطذغی زض زأٙٝ ٚ 

 .اؾز [14] ثرف وبٔق ثط ٔطخـ

 a=L/2حالت اول  -3-2

ٚ  (42-2 )زض ٔقیبزلار   أٙٝ دبؾید فطوب٘ؿیی  زض حبِشی وٝ ٔیطایی ذبضخی ثٝ ؾیؿشٓ ٔشهُ ٘جبقس، ز

قٛ٘س. زض حمیمز ثب ٘جٛز ٔیطایی زض فهُ لجُ ثیبٖ قس٘س، زض یه فطوب٘ؽ سكسیس ٚاٌطا ٔیوٝ  (2-43 )

وٙٙس. اییٗ اسفیبق فمیظ ثیٝ اظای     سدطثٝ ٔی زض یه فطوب٘ؽ ثیكشطیٗ زأٙٝ ذٛز ضا بٔی ٘مبط عٙبة،سٕ

وٙس. أیب زض حضیٛض ٔیطاییی    جبط دیسا ٕ٘یقٛز ٚ ثٝ ٔىبٖ اسهبَ فٙط ثٝ عٙبة اضس٘جٛز ٔیطایی ایدبز ٔی

زض ییه  ٌٛ٘ٝ ٘یؿز. یقٙی أىبٖ زاضز وٝ سٕبٔی ٘میبط ؾیؿیشٓ ٔیبوعیٕٓ زأٙیٝ ذیٛز ضا      ذبضخی ایٗ

ٞیبی ٔرشّفیی نیٛضر دیصیطز.     طویب٘ؽ سدطثٝ ٘ىٙٙس ٚ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ زٚ ٘مغٝ اظ عٙیبة زض ف فطوب٘ؽ 

 قٛز.سقطیف ٔی "٘شمبَ فطوب٘ؿیا"اذشقف فطوب٘ؽ ثیٗ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ زٚ ٘مغٝ اظ عٙبة، 

ٝ  ضٚی ٔیطایی اثط زازٖ ٘كبٖ ثطای ثعضي ذیّی ٔیطایی ٚ وٛچه ذیّی ٔیطایی حبِز زٚ  زأٙی
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 وٛچیه  ٔمیساض  ییه  زض فٙیط  ؾیفشی  قیٛز  ٔی فطو اثشسا زض. اؾز قسٜ ٌطفشٝ ٘ؾط زض فطوب٘ؿی دبؾد

k=0.01 اؾیز  قیسٜ  ٘ؾیط  نطف ؾیؿشٓ زیٙبٔیه ضٚی آٖ اثط اظ ثٙبثطایٗ. ثبقس ثبثز . ُ  ٔٛزٞیبی  قیى

⁄     | ی قسٜ ثقس ثی  ٞیبی  ٔٛلقییز  ا٘یس، زض فهُ لجُ حبنُ قسٜ (43-2 )ٚ  (42-2 )وٝ اظ ضٚاثظ  |

ω ی قسٜ ثقس ثیسحطیه  فطوب٘ؽ حؿت ثط عٙبة ضٚی ٔرشّف ω0⁄، ثٝ ظیبز ٚ وٓ ٔیطایی مبزیطٔ ثطای 

ؾیؿیشٓ   عجیقیی  فطوب٘ؽ اِٚیٗ ω0 ٞب قىُ ایٗ زض وٝ ا٘س، قسٜ ضؾٓ اِف ٚ ة-(1-3 )قىُ  زض سطسیت

(ω0  𝜋) ثبقس ٔی. 

ٜ  ٞیبی  ٘بحیٝ ٚ ؾیؿشٓ سكسیس زأٙٝ ٌط ثیبٖ ضً٘ ؾفیس ٞبی ٘بحیٝ قىُ زض ً  ؾییب ٖ  ض٘ی  ٘كیب

 .ثبقٙس ٔی عٙبة عَٛ زض ٘بچیع ی زأٙٝ ی زٞٙسٜ

 زض ٔٛزٞب قىُ اؾز، وٓ ٔیطایی وٝ حبِشی زض قٛز ٔی ٔكبٞسٜ (1-3 )قىُ  زض  وٝ ٕٞب٘غٛض

ωثقس ثی سحطیه فطوب٘ؽ ٘عزیىی ω ⁄ ٝ  ؾیبزٜ  عٙیبة  یه ثٝ ؾیؿشٓ ٚ ا٘س قسٜ ٔحٛض ٞٓ  =  زٚ اظ وی

 ییب  زاضز ثعضٌی ٔمساض ٔیطایی وٝ ظٔب٘ی زیٍط عطف اظ .اؾز وطزٜ دیسا وبٞف اؾز، قسٜ سحطیه عطف

ٝ  .اؾیز  ویطزٜ  دییسا  وبٞف L/2ثٝ زٚ عٙبة ثب عَٛ  ؾیؿشٓ وٙس، ٔی ٔیُ ثیٟٙبیز ثٝ فجبضسی ثٝ  اِجشی

 ٔمیساض  سیب  وٛچه ٔمساض اظ فٙط ؾفشی ٔیعاٖ ٚ ثبقس ٘بچیع ٔیطایی وٝ قس ٔشهٛض ٘یع ضا حبِشی سٛاٖ ٔی

ٝ  أیب  سزٞی  ٔیی  ضخ( ٘بچیع ؾفشی) لجُ  حبِز ٘شبیح ٕٞبٖ حبِز ایٗ زض. یبثس افعایف ثعضي ذیّی  زأٙی

 ة

 

 اِف

 
⁄     |( سىبُٔ 1-3 )قىُ  ωثقس ٚ فطوب٘ؽ سحطیه ثی xثطحؿت ٔٛلقیز  | ω0⁄  ثطای ٔمبزیطk=0.01 اِف :σ=0.05  ٚ

 σ= 00: ة
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 .ثٛز ذٛاٞس ثیكشط فطوب٘ؿی دبؾد

 اثر سفتی فنر -3-2-1

 وٛچه ذیّی ٔمساض یه زض ٔیطایی ،ا٘شمبَ فطوب٘ؿی ٚ فطوب٘ؿی زأٙٝ ضٚی ؾفشی اثط ثٟشط زضن ثطای

 اظ ؾفشی ٔمساض وٝ ظٔب٘ی. اؾز قسٜ فطو ٔشغیط ثعضي سب وٓ ذیّی ٔمساض اظ ؾفشی ٔمساض ٚ قسٜ ثبثز

ٝ  عٙیبة  ٔرشّف ٘مبط فطوب٘ؿیدبؾد  زأٙٝ ثیكشطیٗ اؾز، افعایف بَح زض ثعضي ثٝ وٛچه ٔمبزیط  ثی

ٝ  ٚ قٛ٘س ٔی خب خبثٝ ٕٞعٔبٖ نٛضر ٗ  ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی   ٞیچٍٛ٘ی  ٔكیبٞسٜ  عٙیبة  ٔرشّیف  ٘میبط  ثیی

ٞ      .قٛز ٕ٘ی ٕیبٖ  زض حمیمز زض ٞط فطوب٘ؽ سكسیس، سٕبٔی ٘میبط عٙیبة ثیكیشطیٗ زأٙیٝ ذیٛز ضا زض 

-ایٗ أط ثٝ ٚوٛح ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. ثب افعایف ؾفشی ثی (2-3 )قىُ  وٙٙس. زضفطوب٘ؽ سدطثٝ ٔی

ωٞب ثٝ نٛضر ٕٞعٔبٖ اظ ٟ٘بیز، ٔبوعیٕٓ لّٝثٝ ؾٕز ثی kثقس  ω ⁄ ωسب   = ω ⁄ ثطای اِٚیٗ ٔٛز   =

، ٔبوعیٕٓ زأٙٝ ٘میبط ٔرشّیف   kثقس ثب افعایف ؾفشی فٙط ثی (2-3 )قىُ ثب سٛخٝ ثٝ قٛ٘س. خب ٔیخبثٝ

ایف ؾیفشی فٙیط،   زضحبَ وبٞف اؾز. ظیطا ثب افیع  x=0.5عٙبة زض حبَ افعایف ٚ زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ٘مغٝ 

سجسیُ ثٝ زٚ عٙبة ثیب عیَٛ    Lب عَٛ ٘یع ٔكرم اؾز، عٙبة ث ضاؾز-(1-3 )قىُ  عٛض وٝ زضٕٞبٖ

L/2 ٔی( ٖقٛز. ثٙبثطایٗ ثب وبٞف عَٛ عٙبة فطوب٘ؽ عجیقی آω =j     افعایف ٚ زأٙٝ ٘ٛؾیب٘بر )

یبثس. ٕٞچٙیٗ ثب افعایف ؾفشی فٙط، ٘مغیٝ  وٙس، افعایف ٔی( سغییط ٔی        عٙبة وٝ ؾیٙٛؾی )

x=0.5  ٌٝطٜث (u(x,t)=0سجسیُ ٔی )یبثس.ٝ ضفشٝ زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ایٗ ٘مغٝ وبٞف ٔیقٛز ٚ ضفش 
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⁄     |ا٘ساظٜ زأٙٝ قىُ ٔٛز  (2-3 )قىُ  ωثقس زض ٘مبط ٔرشّف ثطحؿت فطوب٘ؽ سحطیه ثی | ω ⁄ ی ثٝ اظاσ=0.0   ٚ

  k=10ج(  k=4ة(  k=0.05اِف(: 
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 یاثر هیرای -3-2-2

، ؾفشی زض یه ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثطای ٔكرم قسٖ ثٟشط اثط ٔیطایی ضٚی زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ٚ ایدبز 

وٙیس.   ٔمساض زِرٛاٜ ٘بچیع ثبثز قسٜ اؾز ٚ ٔیطایی اظ ٔمبزیط ثؿیبض وٓ سب ٔمبزیط ثؿیبض ثعضي سغییط ٔی

ٗ سأثیط آٖ ثط ضٚی زأٙٝ آٚضز. اِٚی افعایف ٔیطایی زٚ اثط لبثُ ٔقحؾٝ ضٚی دبؾد فطوب٘ؿی ثٝ ٚخٛز ٔی

ثبقس، وٝ افعایف ٔیطایی ثبف  وبٞف زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿیی ٘میبط ٔرشّیف عٙیبة      دبؾد فطوب٘ؿی ٔی

یبثٙس سیب زض   وٙٙس ٚ ؾذؽ ثب افعایف ٔیطایی، ٔدسز افعایف ٔی وٕیٙٝ ذٛز ضا سدطثٝ ٔی  =σقسٜ ٚ زض 

قٛز  ثط لبثُ ٔقحؾٝ، ٔكبٞسٜ ٔیقٛ٘س. ثٝ فٙٛاٖ زٚٔیٗ ا فطوب٘ؽ سكسیس خسیس ؾیؿشٓ ٞٓ ٔحٛض ٔی

 قٛز. ٞبی ٘مبط ٔرشّف عٙبة ؽبٞط ٔی ثیٗ لّٝ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیوٝ زض ظٔبٖ افعایف ٔیطایی، یه 

اِف ثٝ اظای ٔیطایی ٚ ؾفشی ٘بچیع ثطای ٘مبط ٔرشّف عٙبة ضؾٓ قسٜ اؾز ویٝ  -(3-3 )قىُ 

ة -(3-3 )قیىُ  زٞیس.  زأٙٝ ٘مبط ٔرشّف عٙبة زض ٘جٛز ٔیطایی ضا ٘كبٖ ٔی ٞٓ ٔحٛض ثٛزٖ ٔبوعیٕٓ

ثٝ اظای افعایف ا٘سن ٔیطایی ضؾٓ قسٜ اؾز ٚ وبٞف قسیس زأٙیٝ ضا ثیطای ٘میبط ٔرشّیف عٙیبة ٚ      

زٞس. ایٗ حبِیز  ح ٘كبٖ ٔیثیٗ ٔبوعیٕٓ ٘مبط ٔرشّف عٙبة ضا ثٝ ٚوٛ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٞچٙیٗ ایدبز 

((، ٚخیٛز  2-3 )قیىُ  زض لؿٕز لجُ )اثط ؾفشی فٙط( وٝ ٔیطایی ٘بچیع ٚ ؾفشی افیعایف یبفشیٝ ثیٛز )   

ٖ زٞٙسٜ افعایف ٔدسز زأٙٝ ج ثٝ اظای افعایف ثیكشط ٔیطایی ضؾٓ قسٜ وٝ ٘كب-(3-3 )قىُ ٘ساقز. 

ثبقس. اظ ایٗ ٘مبط ٔرشّف ٚ ٞٓ ٔحٛض قسٖ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ ٘مبط زض فطوب٘ؽ سكسیس خسیس ؾیؿشٓ ٔی

ωدؽ ثب افعایف ٔیطایی، زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ٘مبط ٔرشّف حَٛ فطوب٘ؽ سكسیس  ω   ⁄  ٚ ٜٔحٛض قس ٓٞ

 یبثٙس.افعایف ٔی
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⁄     | ٔٛز قىُ زأٙٝ ا٘ساظٜ (3-3 )قىُ  ω ثقسیث هیسحط فطوب٘ؽ ثطحؿت ٔرشّف ٘مبط زض | ω ⁄  ٝیاظا ث k=0.05 

 σ=10( ج σ= .4( ة  σ=0.0(: اِف ٚ
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فعایف ٔیطایی اثشسا وبٞف ٚ ؾیذؽ افیعایف   زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ٘مبط ٔرشّف، ثب ا (3-3 )قىُ زض 

سٛاٖ ٘شیدٝ ٌطفز وٝ ٔیطایی ٚخٛز زاضز ویٝ ثیٝ اظای آٖ زأٙیٝ ٘ٛؾیب٘بر     دیسا وطزٜ اؾز. ثٙبثطایٗ ٔی

وٙٙس. ٘شبیح ٘كبٖ زازٜ اؾز وٝ زأٙٝ ٘ٛؾیب٘بر سیب   ٘مبط ٔرشّف عٙبة وٕیٙٝ ٔمساض ذٛز ضا سدطثٝ ٔی

یبثٙس. یب ثٝ فجبضسی وٕشطیٗ زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ظ آٖ افعایف ٔییبثٙس ٚ دؽ اوبٞف ٔی σ=2ثقس ٔیطایی ثی

افشس. زِیُ افعایف ٔدسز زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر، ٕٞب٘ٙس حبِز اثط ؾفشی اسفبق ٔی σ=2ثقس ثٝ اظای ٔیطایی ثی

 ٌیطٜ ٘یع ثیب افیعایف ٔیطاییی ثیٝ      x=0.5اؾز. ٘مغٝ  L/2فٙط، سجسیُ قسٖ عٙبة ثٝ زٚ عٙبة ثب عَٛ 

 ٝ زأٙٝ ٘ٛؾب٘بسف وبٞف یبفشٝ اؾز.سجسیُ قسٜ ٚ ضفشٝ ضفش

ایدبز قسٜ ثیٗ ٔبوعیٕٓ زأٙیٝ ٘ٛؾیب٘بر ٘میبط ٔرشّیف      ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثطای آ٘ىٝ ثیكشطیٗ 

ٝ  سقییٗ قٛزقٛز ثقسی وٝ ٔٙدط ثٝ ایٗ أط ٔیعٙبة ٚ ٕٞچٙیٗ ٔیطایی ثی  ، زأٙٝ ٘ٛؾیب٘بر زض ضاثغی

 x=0.05ثیٗ ٘میبط   ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٞبی ٔرشّف اظ وٛچه ثٝ ظیبز ضؾٓ قسٜ ٚ ظای ٔیطاییثٝ ا (2-42 )

 ٚx=0.5 ٜاؾشرطاج قسٜ  (4-3 )قىُ ٌیطی قسٜ اؾز. ٘شبیح ثٝ نٛضر ٕ٘ٛزاضی ثٝ زض ٞط ٔیطایی ا٘ساظ

 اؾز.

 

 k=0.01ٚ ٔمساض ثبثز  σزض اظای سغییطار  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیسىبُٔ  (4-3 )قىُ 

ٝ زض اییٗ  اسفبق افشبزٜ اؾز و σ=2زض  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیقٛز، ٔبوعیٕٓ ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

ٔكیبٞسٜ   (4-3 )قیىُ  ویٝ زض   یضٚ٘یس ثبقٙس. زأٙٝ ضا ٘یع زاضا ٔیوٕشطیٗ  ٔیطایی ٘مبط ٔرشّف عٙبة

قٛز ٔكبثٝ ثب ضٚ٘سی اؾز وٝ ٔیطایی ٔٛزاَ ٚ ٔیطایی ذبضخی ٘ؿجز ثٝ ٞٓ زاض٘س. ثٝ عٛضی ویٝ ثیب   ٔی
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ز ویبٞف دییسا   افعایف ٔیطایی ذبضخی، ٔیطایی ٔٛزاَ اثشسا افعایف ٚ ثٝ ٔبوعیٕٓ ذٛز ٔیطؾیس ٚ ٔدیس  

 .[8]وٙسٔی

 دیاگرام فازتغییرات  -3-2-3

ٝ  زض فهُ لجُ اؾشرطاج قس. زض زیبٌطاْ فبظٔطثٛط ثٝ سٛاثـ  (49-2 )ٚ  (48-2 )ضٚاثظ  ٖ  ازأی  زازٜ ٘كیب

ٝ  سٛا٘ٙیس  ٔیی  وٝ آیٙسٔی ثسؾز ثبثشی ٘مبط ایٗ ضٚاثظ، سحّیّی ثطضؾی زض وٝ قس ذٛاٞس  ثٟشیط  زضن ثی

 .وٙٙس وٕه آٖ، ثٝ قسٜ ٔشهُ ٔیطایی ٚ ؾفشی سغییط ثب عٙبة زض ٔٛز دیچیسٌی ٘شكبضا

ωثطای ٘كبٖ زازٖ ایٗ ٘مبط ثبثز ٔمبزیط  ω0⁄ = ، k=3.2 ٚ k=10.7 ٌیطیٓ. ثیٝ   ضا زض ٘ؾط ٔی

قىُ وٙیٓ.  ضا ضؾٓ ٔی زیبٌطاْ فبظٜ ٚ سبثـ ضا زض یه ثبظٜ ٚؾیـ سغییط زاز σشوط قسٜ،  kاظای ٞط ٔمساض 

 ثط حؿت ٔٛلقیز عٙبة ٔی ثبقس. زیبٌطاْ فبظثیبٍ٘ط سغییطار  (3-5 )

زض زٚ ؾٕز عٙبة اثط ٔیطایی ثیٝ زِییُ سمیبضٖ ویبٔق قیجیٝ ثیٝ ٞیٓ اؾیز.          ،kثطای ٞطزٚ ٔمساض 

 ٕٞچٙیٗ:

قیٛز ویٝ ثیٝ    ثبثز ایدبز ٔیعٙبة دٙح ٘مغٝ  زیبٌطاْ فبظزض سبثـ  k=3.2ثقس  ثٝ اظای ٔمساض ثی -

، (0,0)وٙس. یقٙی ٘میبط   ٞب سغییط ٕ٘ی ٞبی ذیّی وٛچه سب ذیّی ثعضي ٔىبٖ آٖ اظای ٔیطایی 

(0.5,-π  ،(0.22,-π    ،(0.78,-π    ٖ(1,0)ٚ  ثٝ خٟز سمبض . 

زلیمب ضفشبضی ٔكبثٝ ضفشبض حبِز لجیُ زاضز. ثیٝ    زیبٌطاْ فبظسبثـ  k=10.7 ثقس ثٝ اظای ٔمساض ثی -

ٝ   π-,0.5)ٚ  (1,0)، (0,0)ی وٝ ٘مبط عٛض     π-,0.22)ی  ٕٞچٙبٖ ثبثز ذٛاٞٙس ٔب٘س. أب ٘مغی

-,0.88)ثٝ خٟز سمبضٖ ثٝ ٘مغٝ     π-,0.78)ٔٙشمُ قسٜ اؾز. ٘مغٝ     π-,0.12)ی  ثٝ ٘مغٝ

π    .ٔٙشمُ قسٜ اؾز 

ωعٙبة ثیطای ٔمیبزیط    بٌطاْ فبظزیج ٕ٘ٛزاض سبثـ -(5-3 )قىُ زض  ω0⁄ = .    ٚ k=1.4  ثیٝ اظای ،

ی ٚؾیقی اظ ٔیطایی ذیّی وٛچه سب ٔیطایی ذیّی ثعضي ضؾٓ قسٜ اؾز. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكرم  ٌؿشطٜ

 وٝ ٔحُ لطاضٌیطی فٙط ٚ زٔذط اؾز اظ ثیٗ ضفشٝ اؾز. x=0.5اؾز ٘مغٝ ثبثز 



50 

 

 اِف

 
 ة

 
 ج

 
ωزض عَٛ عٙبة ثٝ اظای ٔمبزضی ٔرشّف ٔیطایی اِف(:  زیبٌطاْ فبظسىبُٔ  (5-3 )قىُ  ω0⁄     ٚk=3.2  :)ة

ω ω0⁄     ٚk=10.7  :)جω ω0⁄         ٚk=1.4 

َ ی ثبثز ٚخٛز زاضز. اٚ زٚ ٘ٛؿ ٘مغٝ زیبٌطاْ فبظزٞس وٝ زض ٕ٘ٛزاض  ٞبی فٛق ٘شیدٝ ٔی ثطضؾی 

زْٚ ٘میبعی ویٝ فمیظ ٚاثؿیشٝ ثیٝ       اِف ٚ ة(،-(5-3 )قىُ )ٞؿشٙس  k  ٚσ٘مبعی وٝ ٚاثؿشٝ ثٝ ٔمساض 
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 ج(.-(5-3 )قىُ )  π-,0.5)ثقس ٞؿشٙس، ٔب٘ٙس ٘مغٝ فطوب٘ؽ سحطیه ثی

ٝ ثطای ثسؾز آٚضزٖ سحّیّ ثیطای ٞیط زٚ ؾیٕز     (55-2 )ٚ  (54-2 ) ی ٘مبط ثبثز ثبیس زٚ ضاثغی

ٞیبی  زٔذط زض ٔٛلقیز-ثطای سٕبٔی حبلار لطاضٌیطی فٙط وّی ٞؿشٙس ٚضٚاثظ ایٗ عٙبة ثطلطاض ثبقٙس. 

ثیطای   قیٛز، ( ٔیی 56-2 )وٝ ٔٙدط ثٝ ضاثغٝ  ٞبثٙبثطایٗ حُ لؿٕز اَٚ آٖٔرشّف وبٔق یىؿبٖ اؾز. 

ویٝ ثیٝ ٘ؿیجز    اؾیز   xϵ(0;1)ٌط ٘مبعی زض ثیبظٜ  وّیٝ حبلار یىؿبٖ اؾز. زض حمیمز ایٗ ضاثغٝ ثیبٖ

 ثقس ٚاثؿشٝ ٞؿشٙس.فطوب٘ؽ سحطیه ثی

، ωثط حؿت  xثطای  (1-3 )ٔقبزِٝ  ( ثطای ؾٕز چخ عٙبة،54-2 ) اظ حُ لؿٕز زْٚ ٔقبزِٝ

k  ٚσ آیس.ثسؾز ٔی 

  

( 3-1)   
 

 
      (

             𝜎                  𝜎        

             𝜎               
) 

  

⁄   زض ایٗ ٔقبزِٝ ثب لطاض زازٖ   قٛز.ؾبزٜ ٔی (2-3 )ثٝ ٔقبزِٝ    

  

( 3-2)   
 

 𝜋
      (

 𝜋

 
) 

  

ٚخیٛز زاض٘یس ویٝ ٚاثؿیشٍی ثیٝ       زیبٌطاْ فبظٔكرم اؾز، ٘مبط ثبثشی زض  (2-3 )ٕٞب٘غٛض وٝ اظ ضاثغٝ 

لطاض زازٜ قیٛز   k=3.2 (2-3 )وٙس. اٌط زض ضاثغٝ سغییط ٔی kییط ٔمساض ٞب ثب سغٔیطایی ٘ساض٘س ٚ ٔىبٖ آٖ

x=0.22  اٌط ٚk=10.7 ،x=0.12 ا٘س.اِف ٚ ة ٘كبٖ زازٜ قسٜ-(5-3 )قىُ ایٗ ٘مبط زض  آیس.ثسؾز ٔی 

-ثسؾز ٔیی  xثطای  (3-3 )ثطای ؾٕز چخ عٙبة، ٔقبزِٝ  (55-2 )اظ حُ لؿٕز زْٚ ٔقبزِٝ 

 آیس.

  

( 3-3)   
 

 
      (

                  

                
) 

  

⁄   ثب لطاضزازٖ  (3-3 )زض ضاثغٝ     ،x=0 ٌط ٘مغٝ ثبثز زض اثشسای عٙیبة  آیس وٝ ثیبٖثسؾز ٔی

 اؾز.
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ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ثٝ سطسیت ثیٝ ٔقیبزلار    (55-2 )ٚ  (54-2 )اظ حُ لؿٕز زْٚ ضٚاثظ 

 ضؾیٓ.ٔی (3-5 )ٚ  (3-4 )

  

( 3-4)     
 

 
      (

             𝜎                  𝜎        

             𝜎               
) 

  

( 3-5) 
    

 

 
      (

                  

                
) 

  

⁄   ثب لطاض زازٖ  (4-3 )زض ضاثغٝ   قٛز.حبنُ ٔی (6-3 )ضاثغٝ    

  

( 3-6)     
 

 𝜋
      (

 𝜋

 
) 

  

ثبقٙس. ثب لیطاض  ٔی kٌط ٘مبط ثبثشی زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ٞؿشٙس وٝ سٟٙب ٚاثؿشٝ ثٝ ثیبٖ (6-3 )ٔقبزِٝ 

زض ؾیٕز   اِیف ٚ ة -(5-3 )قیىُ  قٛز ویٝ زض  حبنُ ٔی k=3.2 ،x=0.78  ٚk=10.7 ،x=0.88زازٖ 

 ا٘س.ایدبز قسٜعٙبة ضاؾز 

⁄   ثب لطاض زازٖ  (5-3 )زض ضاثغٝ  ٖ  زٞسضا ٔی x=1٘مغٝ     ٝ  ، ویٝ ثییب  ی ثبثیز ٌیط ٘مغی

 ثبقس. زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ٔی ٌبٞیسىیٝ

دیچیسٌی ٔٛز ضا وٝ زض ثرف ثقیس سٛوییح   سكىیُ ی  ٔٛلقیز ٔحسٚزٜ (6-3 )ٚ  (2-3 )ضٚاثظ 

 زٞٙس. قٛز، ٘كبٖ ٔی زازٜ ٔی

 هحذوده پیچیذگی هود و انتشار آى -3-2-4

  هحذوده پیچیذگی هود -3-2-4-1

زض عَٛ عٙبة ثٝ نیٛضر   زیبٌطاْ فبظ ثسیٟی اؾز وٝقس، ٚخٛز ٘ساقشٝ ثب x=0.5اٌط ٔیطایی زض ٔىبٖ 

ثیٝ اظای افیعایف ٔیطاییی ضا ٘كیبٖ      زییبٌطاْ فیبظ  سغییطار ( 6-3 )قىُ (. π–یب  0ثبثز اؾز ) ذغٛعی

ٚ زض  x=0.25ٞبیی زض ٘مبط  ٌؿؿشٍی زیبٌطاْ فبظزض ٕ٘ٛزاض  ،زٞس. زض ظٔب٘ی وٝ ٔیطایی ٚخٛز ٘ساضز ٔی

 π–ثیٝ   0ٌط سغییط ٔٛویقی اظ   (. ایٗ ٘مبط وٝ ٘كبٖاِف-(6-3 )قىُ قٛز ) ٔكبٞسٜ ٔی x=0.75عطاف ا
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زاقشٗ  . ثب ثبثز ٍ٘ٝز(-(6-3 )قىُ )(u(x,t)=0ثبقٙس ) ٌط ٌطٜ زض قىُ ٔٛز ٔی ٞؿشٙس، زض حمیمز ثیبٖ

اظ حبِز ٌؿؿیشٝ   زیبٌطاْ فبظٔیعاٖ ؾفشی ٚ اوبفٝ وطزٖ ٔمساض ثؿیبض وٕی ٔیطایی ثٝ ؾیؿشٓ، ٕ٘ٛزاض 

(. ایٗ ٘مغٝ اوٙیٖٛ ثیٝ ییه ٘مغیٝ     ة-(6-3 )قىُ قٛز ) ذبضج قسٜ ٚ دیٛؾشٝ ٔی x=0.25زض ٘عزیىی 

ٔحیسٚزٜ ایدیبز قیسٜ اؾیز ویٝ زض زاذیُ اییٗ ٔحیسٚزٜ          فغف سجسیُ قسٜ اؾز. زض ایٗ حبِز یه

زییبٌطاْ  اؾز ٚ زض ذبضج ایٗ ٔحسٚزٜ  زض حبَ سغییط دیٛؾشٝ زیبٌطاْ فبظ( x=0.25ی ٘عزیه  )ٔحسٚزٜ

(. زض حمیمز ٘مبط ذبضج ایٗ ٔحسٚزٜ زض عَٛ ظٔبٖ ثبثیز  π–یب  0ٕٞچٙبٖ ثبثز ثبلی ٔب٘سٜ اؾز ) فبظ

قیٛز ویٝ    وٙٙس. زض ازأٝ ٘كبٖ زازٜ ٔی ض ٘بٕٞعٔبٖ ٘ٛؾبٖ ٔیٞؿشٙس ٚ ٘مبط زاذُ ایٗ ٔحسٚزٜ ثٝ عٛ

ایٗ ٔحسٚزٜ ٔطثٛط ثٝ قطٚؿ دیچیسٌی ٔٛز ذٛاٞس ثٛز. ثطای ٔمبزیط وٛچه ٔیطایی ایٗ ٔحسٚزٜ ثؿیبض 

(. ثیب  ٜ-(6-3 )قیىُ  وٛچه اؾز ٚ اثط آٖ ضٚی زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ثٝ ؾرشی لبثُ ٔكیبٞسٜ اؾیز )  

یبثیس، ثّىیٝ زأٙیٝ     ی شوط قسٜ زض عیَٛ عٙیبة ٌؿیشطـ ٔیی     افعایف ثیكشط ٔیطایی، ٘ٝ سٟٙب ٔحسٚزٜ

 .(ٚ-(6-3 )قىُ یبثس ) ایٗ ٔحسٚزٜ افعایف ٔی ٞب زض خبثدبیی

یبثیس. اییٗ    ٌؿیشطـ ٔیی  ی دیچیسٌی ٔٛز ثب افعایف ٔیطایی، زض عَٛ عٙبة  ثٙبثطایٗ ٔحسٚزٜ

(. زض اییٗ   x=1سیب   x=0لسض ٌؿشطـ یبثس وٝ سٕبْ عَٛ عٙبة ضا زض ثط ثٍییطز)اظ   سٛا٘س آٖ ٔحسٚزٜ ٔی

سیٛا٘یٓ حیسؼ    ٘یع ثٝ یه ذظ ضاؾز ٔٛضة سجسیُ ذٛاٞس قس. ثٙیبثطایٗ ٔیی   زیبٌطاْ فبظنٛضر ٕ٘ٛزاض 

، ییه  σصض اظ ٔمیساض ویٓ ثیٝ ظییبز     یه ٔمساض ٔیطایی ٚخٛز زاضز وٝ زض ٌ kثع٘یٓ وٝ ثٝ اظای ٞط ٔمساض 

ثیكیٙٝ ٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز ضا ذٛاٞیٓ زاقز. زض ایٗ نٛضر ثیكشطیٗ دیچیسٌی ٔٛز ضا زض عٙیبة  

ٔكبٞسٜ ذٛاٞیٓ وطز ٚ سطویت ٔٛزٞبی ٔدبٚض ضا قبٞس ذٛاٞیٓ ثٛز. زض لؿٕز ثقیس ٘كیبٖ زازٜ قیسٜ    

ذغی ذٛاٞس ثٛز ٚ ایٗ  یبٌطاْ فبظزٚخٛز ذٛاٞس زاقز وٝ  k ٚ  σٞبی ٕٔىٗ ٚ ٔرشّف اظ  اؾز سطویت

 أط ثب أٛاج زضحبَ حطوز زض عَٛ عٙبة ٚ حصف ٔٛزٞبی ٘طٔبَ اضسقبقبر، ٔطسجظ ذٛاٞس ثٛز.
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𝛕 ) ٌبْ ظٔب٘ی ٘رؿشیٗ 50زض  (ٚ-ٜ-زج( ٚ دبؾد فطوب٘ؿی عٙبة )-ة-)اِف زیبٌطاْ فبظسىبُٔ  (6-3 )قىُ        )

⁄   ٔٛز زْٚ )ثٝ اظای فطوب٘ؽ سحطیه ثطاثط ثب فطوب٘ؽ   ٚ ٔیطایی اِف k=0.01ؾفشی فٙط ( زض عَٛ عٙبة ثٝ اظای   

  .σ=0(: ج ٚ ٚ  σ=0.0(: ة ٚ ٜ σ=0ٚ ز(: 

 درحال حرکت اهواج -3-2-4-2

چیسٌی ٔٛز ضا ذٛاٞیٓ زاقز ویٝ ییه ذیظ    ثب سٛخٝ ثٝ ٘شبیح ثرف لجُ، سٟٙب زض نٛضسی ثیكشطیٗ دی

ٔٛلقیز ثٝ یىسیٍط ٚنُ وٙس. ثطای زؾز ییبفشٗ ثیٝ    -زیبٌطاْ فبظوبٔق ضاؾز ٘مبط ثبثز ضا زض ٕ٘ٛزاض 

ثیطای   xثیط حؿیت    زییبٌطاْ فیبظ  سطیٗ ضاٜ ٘ٛقشٗ ثؿظ سیّٛض اؾز. ثؿظ سیّیٛض سیبثـ   ایٗ ٘شیدٝ ضاحز

٘ٛقشٝ قسٜ ٚ وطایت غیطذغی ٔؿبٚی نفط لطاض زازٜ قیسٜ اؾیز. ثؿیظ     (49-2 )ٚ  (48-2 )ٔقبزلار 

 ٔٛلقیز ثطای ٞط زٚ عطف عٙبة ثٝ  نٛضر ظیط ذٛاٞس ثٛز: -زیبٌطاْ فبظسیّٛض سبثـ 
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( 3-7)                   (
 

 
          

 

 
    )    

  

 ثٙبثطایٗ ثطای نفط قسٖ فٛأُ غیطذغی ثبیس:

( 3-8) ϵ     

( 3-9) ρ    

 افشس.وبٔق ذغی قسٜ ٚ ثیكشطیٗ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔی زیبٌطاْ فبظزض نٛضر ثطلطاضی ضٚاثظ فٛق، 

 ، ٔیطایی ٔٙفی ذٛاٞس ثٛز. ثٙبثطایٗ:ϵزض ؾٕز چخ عٙبة ثٝ اظای ٔمساض ٔثجز 

( 3-10) {
     
       

 ,
   
𝜎   

             

ا٘یس. اییٗ ٘شیدیٝ ثیٝ فٙیٛاٖ      ایٗ ٔمبزیط ٔٙحهط ثٝ فطز ثٝ اظای سٕبٔی ٔمبزیط فطوب٘ؽ سحطییه نیبزق  

 ثقسفطوب٘ؽ سحطیه ثیثبقس. چطا وٝ ایٗ زٚ ٔمساض ٚاثؿشٝ ثٝ سطیٗ ٘شیدٝ زض ٔؿأِٝ ٔٛضز ثح  ٔی ٟٔٓ

ٚ  k=0ذغی اؾیز. ثیٝ اظای    ωبْ ٔمبزیط ثٝ اظای سٕ زیبٌطاْ فبظ٘یؿشٙس. یقٙی سحز ایٗ قطایظ سٛظیـ 

z=2 :دبؾد فطوب٘ؿی حبِز دبیساض ثٝ نٛضر ظیط اؾز 

( 3-11)     𝜏             

ف  اظ ثیٗ ٚاثؿشٝ اؾز ٚ ثب σحطوز اؾز. ایٗ قطایظ ثٝ یه ٔمساض ج زضحبَ أٛای  ایٗ ٔقبزِٝ، ٔقبزِٝ

 وٙٙس.قٛز ٚ أٛاج اظ ؾٕز چخ ثٝ ؾٕز ضاؾز حطوز ٔیضفشٗ سٕبْ ٔٛزٞبی اضسقبقبر عٙبة ٔی

 ثب سٛخٝ ثٝ ٘شبیح حبنُ قسٜ، قطایظ ظیط ٔقبزَ یىسیٍط ٞؿشٙس:

 ثیكشطیٗ  دیچیسٌی ٔٛز -

 ثٝ ذظ وبٔق ضاؾز زیبٌطاْ فبظسجسیُ ٕ٘ٛزاض  -

 ٞبی سحطیهب٘ؿیج زضحبَ حطوز ثٝ اظای سٕبٔی ٘ؿجز فطوأٛاؽٟٛض  -

-             

- k=0  ٚσ=2 

-     𝜏             

ٕٞیٗ ٔمبزیط ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ٘یع اؾشرطاج ذٛاٞس  a=L/2ثٝ زِیُ سمبضٖ ٔؿأِٝ زض حبِز 
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قیٛز ٚ حیساوثط   ذغیی ٔیی   زیبٌطاْ فیبظ عٙبة  زض سٕبْ عَٛ (10-3 )قس. یقٙی ثٝ اظای ٔمبزیط ضاثغٝ 

ج ایدبز قسٜ زض عٙبة اظ ؾٕز ضاؾز ثٝ ؾٕز چخ أٛاافشس. ثب ایٗ سفبٚر وٝ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔی

. ا٘شكیبض أیٛاج زض خٟیبر    ((7-3 )قیىُ  )سٙی وٙٚ زض ذقف خٟز أٛاج ؾٕز چخ عٙبة حطوز ٔیی 

زٚ عطف عٙبة، ٔٙدط ثٝ ثطذٛضز أیٛاج ٚ ذٙثیی ویطزٖ یىیسیٍط زض ٚؾیظ عٙیبة )ٔحیُ         ٔربِف زض

قٛز. ثٙبثطایٗ خصة اضسقبقبر ثٝ نٛضر ثؿیبض ٔیٛثط، ثیب سٙغییٓ زلییك زٔذیط      زٔذط( ٔی-لطاضٌیطی فٙط

ی ثط وٙشطَ اضسقبقبر زض ا٘شٟب ثیب ضٚیىیطز أیٛاج    شٙجٙغجك ثط سحمیمبر ٔوٝ ٔ ،ٔیب٘ی أىبٖ دصیط اؾز

 .[29]ثبقسٔی حطوززضحبَ 

 
⁄    یاظا ثٝ(        )یظٔب٘ ٌبْ 5 زض عٙبة زض حطوز زضحبَ أٛاج (7-3 )قىُ     

 در طناب تغییرات انرشی -3-2-5

زض ایٗ ثرف ا٘شكبض ا٘طغی زض عٙبة زض حبِز دبیساض ثٝ اظای سطویجیبر ٔرشّیف اظ دبضأشطٞیب ثطحؿیت     

 ثطضؾی قسٜ اؾز.  tٚ ظٔبٖ  xٔٛلقیز 

 آیس:ی ظیط ثسؾز ٔیا٘طغی دشب٘ؿیُ ثط ٚاحس عَٛ عٙبة ثب ضاثغٝ

( 3-12)      𝜏  
 

 
        𝜏    

 قٛز:ا٘طغی خٙجكی ثط ٚاحس عَٛ عٙبة ثٝ نٛضر ظیط ٘ٛقشٝ ٔی

( 3-13)      𝜏  
 

 
        𝜏    

، ضٚاثظ ا٘طغی خٙجكی ٚ دشب٘ؿیُ ثٝ نٛضر ظیط ثسؾز u(x,t)فهُ لجُ ثطای  (40-2 )ثب سٛخٝ ثٝ ضاثغٝ 
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 آیٙس.ٔی

( 3-14)      𝜏  
 

 
               𝜏                 𝜏     

            𝜏                  𝜏        

( 3-15)      𝜏  
 

 
               𝜏                 𝜏     

            𝜏                  𝜏        

ضٚاثظ ا٘طغی خٙجكی ٚ دشب٘ؿیُ ثؿیبض ثٝ یىسیٍط قجیٝ ٞؿشٙس. ضاثغٝ ا٘یطغی ویُ ضا ثیطای عٙیبة ثیٝ      

 قٛز.نٛضر ظیط ٘ٛقشٝ ٚ ؾبزٜ ٔی

( 3-16)      𝜏       𝜏       𝜏  

( 3-17)      𝜏                𝜏                 𝜏       

               𝜏                  𝜏        

 ضٚاثظ فٛق ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ٘یع ٔكبثٝ اؾز.

ٗ ثرف ٔب٘ٙس ثرف اَٚ ؾٝ ٔٛضز ٔیطایی ذیّی وقیف، ٔیطایی ذیّی لٛی ٚ ٔیطایی وٝ زض ای

زییبٌطاْ  وٙیٓ. ثطای ٞط ٔٛضز ثب سٛخٝ ثٝ سبثـ قٛز ضا ثطضؾی ٔیحطوز ٔی ٔٙدط ثٝ ؽٟٛض أٛاج زضحبَ

قٛز سب اضسجبط ٔفیبٞیٓ ا٘یطغی ٚ   ٘كبٖ زازٜ ٔی tٚ ظٔبٖ  xثطحؿت ٔٛلقیز  سغییطار ا٘طغیعٙبة،  فبظ

ٚ ٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز ثٝ ٚویٛح ٘كیبٖ    زیبٌطاْ فبظٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز زضن قٛز. لجق اضسجبط 

 زازٜ قس. زض ایٗ ثرف، ٞسف ٘كبٖ زازٖ اضسجبط ا٘طغی ثب ٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز اؾز.

 ته ازای هیرایی خیلی ضعیف و خیلی قوی تغییرات انرشی -3-2-5-1

. ٘ؾیط ٌطفشیٝ قیسٜ اؾیز    زض ٚ ٔٛز زْٚ اضسقبقبر  ه ٔمساض وٓ ثبثز ٍ٘ٝ زاقشٝ قسٜؾفشی فٙط ضا زض ی

زٞس. ا٘طغی خٙجكی )خٙجكی، دشب٘ؿیُ ٚ ا٘طغی وُ( ضا زض عٙبة ٘كبٖ ٔیسغییطار ا٘طغی( 8-3 )قىُ 

میبط  عیٛض ویٝ لیجق ٌفشیٝ قیس اییٗ ٘      ٘بدیٛؾشٍی زاضز، نفط اؾز. ظیطا ٕٞبٖ زیبٌطاْ فبظزض ٔىب٘ی وٝ 

زض  x=0.25  ٚx=0.75خب ثٝ زِییُ ٔیطاییی ذیّیی ویقیف، ٘مغیٝ      ( زض عٙبة ٞؿشٙس. زض ایٌٗطٌٜطٜ)

قطٚؿ ٔحسٚزٜ دیچیسٌی  -خبثدبیی ٔٛوقی ا٘سوی زاض٘سزأٙٝ دیٛؾشٝ ٞؿشٙس ٚ زض ٘شیدٝ  زیبٌطاْ فبظ

ٕیبٔی ا٘یطغی   ایٗ ا٘طغی خٙجكی زض ایٗ ٘مبط سمطیجب نفط اؾز ٚ سدٛقی اؾز. ثٙبثطأب لبثُ چكٓ -زٔٛ
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خٙجكی عٙبة زض ٘عزیىی ٚؾظ ٚ ٔطظٞبی عٙبة اسفیبق افشیبزٜ اؾیز. زض ٔمبثیُ سمطیجیب ٞییچ ا٘یطغی        

ییب   زییبٌطاْ فیبظ  ی ٌؿؿشٍی ٞب ٚخٛز ٘ساضز ٚ ثیكشط ا٘طغی دشب٘ؿیُ زض ٔحسٚزٜدشب٘ؿیّی زض ایٗ ٔىبٖ

 افشس.ٕٞبٖ ٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔی

قٛز. اظ آ٘دیب ویٝ زض ظٔیبٖ    جكی ٚ دشب٘ؿیُ ثطفىؽ ٔیزض ٔیطایی ذیّی لٛی ٘مف ا٘طغی خٙ

اسفیبق   x=0  ٚx=1/2  ٚx=1قٛز، ٔحسٜٚ دیچیسٌی ٔٛز زض ٘عزیىی ٔیطایی لٛی ٚؾظ عٙبة ثبثز ٔی

قیٛز.  سط ٔیی ثٝ ٔطظٞب ٘عزیه زیبٌطاْ فبظذٛاٞس افشبز. چطاوٝ عَٛ عٙبة ٘هف قسٜ اؾز ٚ ٌؿؿشٍی 

ط سمطیجب نفط ذٛاٞس قس، زضحیبِی ویٝ ا٘یطغی دشب٘ؿییُ ثیٝ      ثٙبثطایٗ ا٘طغی خٙجكی زض اعطاف ایٗ ٘مب

 ٔبوعیٕٓ ذٛز ذٛاٞس ضؾیس.

ٞبی خٙكی ٚ دشب٘ؿیُ اؾز، ثطای ٞط زٚ حبِز ٚوقیشی یىؿیبٖ ضا  ا٘طغی وُ عٙبة وٝ ٔدٕٛؿ ا٘طغی

ٔطسجظ ویطز ٚ قیبذم    زیبٌطاْ فبظسٛاٖ ثٝ ضاحشی ثٝ سغییطار ذٛاٞس زاقز. ثٙبثطایٗ ا٘طغی وُ ضا ٕ٘ی

افشس ٘یؿز. زض فٛو ٞط ییه اظ  ی ٔٛوقی وٝ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔیثطای سكریم ٔحسٜٚ ٔٙبؾجی

ٚ دیچییسٌی ٔیٛز زض عٙیبة     زیبٌطاْ فیبظ ٞبی خٙجكی ٚ دشب٘ؿیُ ثٝ ٔكبٞسٜ سغییطار ٔطثٛط ثٝ ا٘طغی

 وٕه ذٛاٞٙس وطز.

ثیٝ  سٛا٘س ثٝ ٔٛزٞیبی اضسقبقیی ٔطثیٛط    ثبیس سٛخٝ زاقز وٝ ٘شبیح شوط قسٜ زض ایٗ ثرف ٔی

ثقس غیط نحیح ٚ ؾفشی فٙط غیط نفط سقٕیٓ زازٜ قٛز. زض ایٗ قیطایظ  ٞبی سحطیه ثی٘ؿجز فطوب٘ؽ

ثیٙیی سحّیّیی   سط زض عیَٛ عٙیبة، عجیك دییف    ٞبی ثبلاسط یب دبییٗٔحسٚزٜ دیچیسٌی ٔٛز ثٝ ٔٛلقیز

 (، خبثدب ذٛاٞس قس.6-3 )( ٚ 2-3 )ٞبی ضاثغٝ

 

 

 

 

 



 

59 

 

 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 

 ج

 

زض عَٛ  زیبٌطاْ فبظسىبُٔ اِف(:ا٘طغی خٙجكی ة(:ا٘طغی دشب٘ؿیُ ج(:ا٘طغی وُ ثطحؿت ٔىبٖ ٚظٔبٖ ز(: (8-3 )قىُ 

⁄   زض  σ=0.01ٚ ٔیطایی وقیف  k=0.01عٙبة ثٝ اظای    . 

 انرشی ناشی از اهواج درحال حرکت -3-2-5-2

ا٘طغی ٘بقی اظ أٛاج زض حبَ حطوز اؾز. ثب لطاضزازٖ دبضأشطٞبیی وٝ ٔٙدط  ،ؾٛٔیٗ ٔٛضز حبئع إٞیز

 :((10-3 ))ضاثغٝ قٛزٌیطی أٛاج زضحبَ حطوز زض عٙبة ٔیثٝ قىُ

( 3-18)   {    𝜏 }        𝜏      

ثٙبثطایٗ ا٘طغی خٙجكی ٚ دشب٘ؿیُ زض ایٗ حبِز ثب یىسیٍط وبٔق یىؿبٖ ٞؿشٙس ٚ ا٘طغی وُ ثٝ نٛضر 

 ظیط ثسؾز آٔسٜ اؾز.

( 3-19)      𝜏            𝜏      
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 ثبیس سٛخٝ زاقز وٝ سبثـ ا٘طغی وُ زاضای زٚضٜ سٙبٚة 

 
عٛض وٝ لیجق  اؾز. ٕٞبٖ x  ٚtزض زٚ ضاؾشبی  

ٔٛز ٚ سطویت وبُٔ یب سطویت  یٌزلاِز ثط ٔبوعیٕٓ دیچیس ،حبَ حطوزٌیطی أٛاج زضثح  قس، قىُ

ا٘یطغی ویُ ٘طٔیبلایع     (9-3 قیىُ   زاضز. ،ٙبة، ثب سٛخٝ ثٝ ٔیطاییقسٖ ٔٛزٞبی ثب فطوب٘ؽ ٔدبٚض زض ع

 زٞس. قسٜ ثطای سطویت اِٚیٗ ٚ زٚٔیٗ ٔٛز ٚ سطویت زٚٔیٗ ٚ ؾٛٔیٗ ضا ٘كبٖ ٔی

 ة

 

 اِف

 

⁄   ٌیطی اٚاج زضحبَ حطوز اِف(:سطویت ٔٛز اَٚ ٚ زْٚ)ٍبْ قىُا٘شكبض ا٘طغی زض ٞٙ (9-3 قىُ  ( ة(:سطویت   

⁄   ٔٛز زْٚ ٚ ؾْٛ)   ) 

 حالت کلی -3-2-5-3

زض لؿٕز لجُ ا٘طغی ؾیؿشٓ ثطای ؾٝ حبِز ٔیطایی وقیف، ٔیطاییی لیٛی ٚ ٔیطاییی أیٛاج زضحیبَ      

زض ٌصض اظ ایٗ ؾیٝ   ،ٚ سغییطار ا٘طغی حطوز سدعیٝ ٚ سحّیُ قس. زض ایٗ لؿٕز فجٛض اظ ایٗ ؾٝ حبِز

حبِز ثٝ یىسیٍط ثطضؾی قسٜ اؾز. ثطای ایٗ وبض ؾفشی فٙط ضا زض ٔمساض نفط ثبثز لطاض زازٜ ٚ ٔیطاییی  

زض ٌصض اظ  ؾز ٚ سٕبٔی ؾٝ حبِز لجُ ٚ سغییطار ا٘طغیسب ٔمساض ظیبز افعایف زازٜ قسٜ اوٓ ضا اظ ٔمساض 

ثیٝ اظای  سىبُٔ ٔىب٘ی ٚ ظٔب٘ی ا٘طغی خٙجكی عٙیبة ضا   (10-3 )قىُ ٞب ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. ثیٗ آٖ

ایٗ سهبٚیط ثٝ ذٛثی ٌصض اظ اضسقبقبر ثٝ أٛاج زضحبَ حطویز ٚ   زٞس.ٔمبزیط ٔرشّف ٔیطایی ٘كبٖ ٔی

. اییٗ  وكیٙس ، ثٝ سهٛیط ٔیاظ ٔمساض وٓ سب ظیبزثبظٌكز ٔدسز اضسقبقبر زض عٙبة ضا، ثب افعایف ٔیطایی 

ی ٔؿشمیٓ اضسقبقبر ذبل دیچیسٌی ٔٛز ثب افعایف ٔیطایی اؾز. ثیطای ٔمیبزیط ویٓ ٚ    سحٛلار ٘شیدٝ
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افشیس، زضحیبِی ویٝ زض ٘مغیٝ حیساوثط      ظیبز ٔیطایی، دیچیسٌی ٔٛز زض یه ٔحسٚزٜ وٛچه اسفبق ٔیی 

قیطوز   ٞیبی اضسقبقیی  ِز ثط سطوییت وبٔیُ ٔٛز  ٌیطز ٚ زلادیچیسٌی، أٛاج زضحبَ حطوز قىُ ٔی

ُ   اظ سط زض حمیمز ثطای ٔمبزیط ٔیطایی دبییٗ وٙٙسٜ زاضز. ٌییطی أیٛاج زضحیبَ    ٔمساض ٔطثیٛط ثیٝ قیى

سط عٙبة اؾز، زضحبِی وٝ ثطای ٔمبزیط حطوز، زیٙبٔیه حبِز دبیساض فٕسسب سحز سأثیط ٔٛزٞبی دبییٗ

ُ  ثیط ٔٛزٞزیٙبٔیه حبِز دبیساض فٕسسب سحز سأٔیطایی ثبلاسط اظ آٖ،  ٌییطی أیٛاج   بی ثبلاسط اؾیز. قیى

 اؾز. سط ٚ ثبلاسطی دبییٗزضحبَ حطوز ٔطثٛط ثٝ اثط ثطاثط )یب سطویت( ٞط زٚ ٘ٛؿ ٔٛزٞب

 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 ج
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( ٔشهُ قسٜ زض ٚؾظ k=0زض عٙبة ثب ٔیطایی ذبِم ) خٙجكی ثطحؿت ٔىبٖ ٚ ظٔبٖ سغییطار ا٘طغی (10-3 )قىُ 

(:ٔیطایی ذیّی لٛی ثٝ اظای ٘ؿجز یعٙبة ٚ سحطیه ٘ٛؾب٘ی زض زٚ ا٘شٟبی عٙبة، اظ اِف(:ٔیطایی ذیّی وقیف سب 

⁄   ثقس فطوب٘ؽ سحطیه ثی   . 
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 a=L/3حالت دوم  -3-3

-لـ قسٜ اؾز. سٕیبٔی ثطضؾیی  اظ ؾٕز چخ عٙبة ٚا L/3زض ایٗ حبِز فٙط ٚ زٔذط ٔٛوقی زض فبنّٝ 

 ٞبی ٔطثٛط ثٝ ؾبیط حبلار زض ایٗ ثرف ا٘دبْ ذٛاٞسقس.

 انتقال فرکانسی -3-3-1

ٚ  ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  ( زازٜ قس، ؾیفشی فٙیط سیأثیطی زض    a=L/2ثب سٛخٝ ثٝ سٛویحبسی وٝ زض حبِز اَٚ)

قیسٜ اؾیز.    دیچیسٌی ٔٛز ٘ساضز. ثٙبثطایٗ اظ ایٗ دؽ ثٝ ثطضؾی اثط ٔیطایی زض حبلار ٔرشّف دطزاذشٝ

ثبثز قسٜ اؾز ٚ ٔیطایی اظ ٔمساض ذیّی وٓ سب ٔمیساض ظییبز    k=0.01ثطای ایٗ وبض ؾفشی فٙط زض ٔمساض 

ٞیبی ٔرشّیف ثیب    افعایف یبفشٝ اؾز. زض حبِشی وٝ ٔیطایی ٘بچیع اؾز ٔٙغمی اؾز ویٝ ٘شیبیح حبِیز   

قىُ ٔٛزٞبی ثی ثقس قیسٜ ضا   (11-3 )قىُ  یىسیٍط ٔكبثٝ ٚ ٕٞب٘ٙس اضسقبقبر یه عٙبة ؾبزٜ ثبقس.

زٞس. زض ٔیطایی ظیبز ؾیٕشی  ( زض زٚ حبِز ٔیطایی وٓ ٚ ظیبز ٘كبٖ ٔیa=L/3ثٝ اظای حبِز ٔٛضز ٘ؾط)

سط اؾز)ؾٕز چخ عٙبة(، زض اِٚیٗ ٔٛز عٙبة زاضای زأٙٝ اظ عٙبة وٝ ٔیطایی ذبضخی ثٝ آٖ ٘عزیه

اِٚیٝ ذٛز قیسٜ اؾیز. ٔیٛز     2/3ة زض ایٗ ٔٛز سجسیُ ثٝ یه عٙبة ثب عَٛ ٘ٛؾب٘بر نفط اؾز ٚ عٙب

ثبلی ٔب٘سٜ اؾز، وٝ ایٗ أط ثب سٛخیٝ   3ثقس لجّی ذٛز یقٙی زض ٕٞبٖ ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی ؾْٛ

٘ییع   ]1[اییٗ أیط زض ٔطخیـ     قٛز.ایٗ ٔٛز ٔٛز ٘بٔیطا قٙبذشٝ ٔی افشس.اسفبق ٔی x=L/3ثٝ ٔحُ زٔذط 

 .اثجبر قسٜ اؾز
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 ة

 

 اِف

 

⁄     |( سىبُٔ 11-3 )قىُ  ωثقس ٚ فطوب٘ؽ سحطیه ثی xثطحؿت ٔٛلقیز  | ω0⁄  ثطای ٔمبزیطk=0.01 اِف :σ=0.05  ٚ

 σ= 00: ة

 اثر هیرایی -3-3-1-1

⁄   ثقیس  ثیی زض ٔیطایی وقیف زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ٘مبط ٔرشّف عٙبة زض ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه     

ٞٓ ٔحٛض ٞؿشٙس. ثب افعایف سسضیدی ٔیطایی، زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر ٘مبط ؾٕز ضاؾز عٙیبة سیب ییه ٔمیساض     

⁄    یبثٙس سب زضوٕیٙٝ وبٞف ٚ ٔدسزا افعایف ٔی قیٛ٘س. زض ؾیٕز چیخ ثیب     ٔیی ٞٓ ٔحٛض      

یبثس. ایٗ ضٚ٘س سب ظٔیب٘ی ویٝ   ٔیضٚز زأٙٝ ٘مبط وبٞف یدی ٔیطایی، ٕٞب٘غٛض وٝ ا٘شؾبض ٔیافعایف سسض

⁄   زأٙٝ ٘مبط ٔدسزا زض  ⁄    یبثس. زض حییٗ ٌیصض اظ  ٞٓ ٔحٛض قٛ٘س ازأٝ ٔی          ٝ  ثی

   ⁄ شسا افیعایف ٚ ٔدیسزا   قٛز. ایٗ فبنّٝ زض اثثیٗ ٘مبط ٔرشّف ایدبز ٔی ا٘شمبَ فطوب٘ؿی     

 .()12-3 )قىُ )یبثسوبٞف ٔی

ثٙبثطایٗ ثطای ٘مبط ؾٕز ضاؾز عٙبة زض ٔٛز اَٚ یه ٔمساض ٔیطایی ٚخٛز زاضز وٝ زأٙٝ ایٗ 

ایدیبز قیسٜ زض عٙیبة     ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  قٛز ٚ ٕٞچٙیٗ یه ٔیطایی ثطای ثیكیشطیٗ  ٘مبط وٕیٙٝ ٔی

 ثبقس.ٔٛخٛز ٔی

⁄   ثطای ا٘شمبَ ٔٛز ؾْٛ عٙبة ثب افعایف ٔیطایی اظ  (12-3 )قىُ ٚ ٘شبیح  ضٚ٘س فٛق    

⁄   ثٝ  ⁄   ٚ ٕٞچٙیٗ ثطای ٔٛز دٙدٓ اظ        ⁄   ثٝ      ٘یع نبزق اؾز.     
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⁄     | ٔٛز قىُ زأٙٝ ٘ساظٜا( 12-3 )قىُ  ω ثقسیث هیسحط فطوب٘ؽ ثطحؿت ٔرشّف ٘مبط زض | ω ⁄  ٝیاظا ث k=0. 5 

 σ= 0( ج σ= .6( ة  σ=0.0(: اِف ٚ



66 

 

ایدبز قسٜ ثیٗ ٔبوعیٕٓ زأٙیٝ ٘ٛؾیب٘بر ٘میبط ٔرشّیف      ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثطای آ٘ىٝ ثیكشطیٗ 

 (42-2 )ز ضا ثسؾز آٚضز، زأٙٝ ٘ٛؾب٘بر زض ضاثغٝ قٛثقسی وٝ ٔٙدط ثٝ ایٗ أط ٔیعٙبة ٚ  ٔیطایی ثی

ثییٗ ٘میبط    ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  ٞبی ٔرشّف اظ وٛچه ثیٝ ظییبز ضؾیٓ قیسٜ ٚ     ثٝ اظای ٔیطایی (2-43 )ٚ 

x=0.05  ٚx=0.5 ٜ( 13-3 )قیىُ  قسٜ اؾز. ٘شبیح ثٝ نیٛضر ٕ٘یٛزاضی ثیٝ    ٌیطی زض ٞط ٔیطایی ا٘ساظ

 اؾشرطاج قسٜ اؾز:

 

 k=0.01ٚ ٔمساض ثبثز  σزض اظای سغییطار  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیسىبُٔ ( 13-3 )قىُ 

زض اییٗ   اسفبق افشبزٜ اؾز وٝ σ=2زض ٘عزیىی  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٓ قٛز، ٔبوعیٕٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

( 13-3 )قیىُ  ثبقیٙس. اییٗ ضٚ٘یس ویٝ زض     وٕشطیٗ زأٙٝ ضا ٘ییع زاضا ٔیی   ٘عزیىی، ٘مبط ٔرشّف عٙبة

 ز لجُ ٔكبٞسٜ قس.ِقٛز ٔكبثٝ ثب ضٚ٘سی اؾز وٝ زض حبٔكبٞسٜ ٔی

 گرام فازدیاتغییرات  -3-3-2

قىُ اظ ٔمبزیط ثرف لجُ اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. زض  زیبٌطاْ فبظزض ایٗ ثرف ثطای ٔمبیؿٝ ثٟشط سغییطار 

⁄   ٔٛز اَٚ، یقٙی  ثٝ اظای ٔیطایی وٓ سیب ظییبز    زیبٌطاْ فبظسبثـ  k=3.2  ٚk=10.7ٚ ٔمبزیط      

قٛز وٝ ای ثبثز ٔكبٞسٜ ٔیٚ ٔحسٚزٜ ٘مغٝ ،k قسٜ اؾز. ثطای ٞط ٔٛضز ؾفشی ضؾٓ )14-3 )قىُ زض 

ٞب ٘ساضز. زض ثرف لجُ ٘كبٖ زازٜ قس وٝ ایٗ ٘مغٝ ٔحُ ؽٟٛض آٖ زیبٌطاْ فبظٔیطایی سأثیطی زض سغییط 

 دیچیسٌی ٔٛز ذٛاٞس ثٛز.
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ωزض عَٛ عٙبة ثٝ اظای ٔمبزضی ٔرشّف ٔیطایی اِف(:  زیبٌطاْ فبظسىبُٔ ( 14-3 )قىُ  ω0⁄       ٚk=3.2  :)ة

ω ω0⁄       ٚk=10.7  :)جω ω0⁄       ٚk=1.4 

ی ثبثز ٚ ٔحُ ؽٟٛض دیچیسٌی ٔٛز ذٛاٞس ثٛز. زض ٘عزیىی ٘مغٝ x=0.9٘مغٝ  k=3.2ثٝ اظای 
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x=0.15 ٜثیٝ    0ٔمساض ٔكرهی ٘ساضز ٚ سغییط ٔٛویقی اظ   زیبٌطاْ فبظبٞسٜ اؾز وٝ ای لبثُ ٔكٔحسٚز

–π (ٔیطایی ٚ ؾفشی زض ایٗ ٔحسٚزٜ ثی-(14-3 )قىُ اسفبق افشبزٜ اؾز .)اثط اؾز ٚ ایٗ ٔحیسٚزٜ  اِف

 ( اؾز.12-3 )قىُ ٌط ٕٞبٖ ؾٕز چخ عٙبة زض ثیبٖ

ی ثبثز ٚ ٔحُ ؽٟٛض دیچیسٌی ٔٛز اؾز ویٝ ثیٝ زِییُ    ٘مغٝ x=0.95٘مغٝ  k=10.7ثٝ اظای 

سغیییط ٘ىیطزٜ اؾیز ٚ     kثب سغییط  x=1/3سغییط ٔٛلقیز زازٜ اؾز. ٘مغٝ  0.95ثٝ  0.9اظ  kٚاثؿشٍی ثٝ 

 ة(.-(14-3 )قىُ زٞس)ضا ٘كبٖ ٔی k  ٚσایٗ أط ٔؿشمُ ثٛزٖ ایٗ ٘مغٝ اظ 

⁄   ج ثٝ اظای -(14-3 )قىُ زض        ٚk=1.4  ٘مغٝ ثبثزx=1/3     ٚ اظثییٗ ضفشیٝ اؾیز

 زٞس.ایٗ ٚاثؿشٍی آٖ ضا ثٝ ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ٘كبٖ ٔی

(، زض a=L/3ثسؾز آٚضزٖ زلیك ٘مبط ثبثشی وٝ زض ایٗ حبِز )ثطای اثجبر سحّیّی ٘شبیح فٛق ٚ 

ٝ   قٛ٘س ٚ ٔجیٗ ٔحُ قىُسكىیُ ٔی زیبٌطاْ فبظ ٚ  (54-2 )ٞیبی  ٌیطی دیچیسٌی ٔیٛز ٞؿیشٙس، ضاثغی

اؾیز. اظ   عٙبة وٝ زاضای یه ٘مغٝ ثبثز اؾز، ٘ٛقشٝ قیسٜ  ثطای ؾٕز ضاؾز ،زض فهُ لجُ (2-55 )

 ثسؾز آٔسٜ اؾز.  kای ثطحؿت ٔقبزِٝ (55-2 )ٔقبزِٝ 

( 3-20)     
 

 
      (

 (     (
 
  ))    (   (

 
  )     (

 
  ))

  (   (
 
  )     (

 
  )     (

 
  ))      (

 
  )

) 

⁄   ثب لطاض زازٖ   آیس.ثسؾز ٔی x=1، ٘مغٝ     

⁄   ض زازٖ آیس ٚ ثب لطاثسؾز ٔی k  ٚσای ثطحؿت ٔقبزِٝ (54-2 )اظ ٔقبزِٝ   ای فمظ ضاثغٝ     

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. kثطحؿت 

( 3-21)     
 

 𝜋
        

 𝜋

    𝜋
  

زض اییٗ   k=3.2ثیب لیطاض زازٖ    زٞیس. ٘كیبٖ ٔیی   kٔحُ ٘مغٝ ثبثز ضا ثب سٛخٝ ثٝ ٔمساض  (21-3 )ٔقبزِٝ 

-(اِف14-3 )قىُ آیس. ایٗ ٘مبط زض ثسؾز ٔی x=0.94ٔمساض  k=10.7ٚ ثٝ اظای  x=0.89ٔقبزِٝ ٔمساض 

 ا٘س.٘كبٖ زازٜ قسٜ ة

اییی  ( اؾز ٚ اظ ٔیطπ–یب  0ؾٕز چخ عٙبة ثٝ نٛضر ذغٛط ثبثز ) زیبٌطاْ فبظزض ٔٛز اَٚ، 
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 دصیطز.ٞیچٍٛ٘ٝ سأثیطی ٕ٘ی

⁄    ٞبی وٓ ثیٝ ظییبز اظ  ٔٛز ؾْٛ زض ٔیطایی ⁄    ثیٝ      قیٛز ٚ  ٔٙشمیُ ٔیی      

ثبثز اؾز. أب زض ؾٕز ضاؾز ؾٝ ٘مغٝ ثبثز  زیبٌطاْ فبظٕٞب٘ٙس ٔٛز اَٚ زض ؾٕز چخ زأٙٝ ٘بچیع ٚ 

 ذٛاٞیٓ زاقز.

⁄   ٚ ؾیْٛ ثیب افیعایف ٔیطاییی اظ     زض ٔٛضز ٔٛز دٙدٓ ٘یع ٕٞب٘ٙس ٔٛزٞبی اَٚ   ثیٝ     

   ⁄  ٔٙشمُ قسٜ اؾز ٚ زض ؾٕز چخ زأٙٝ ٘بچیع اؾز.     

سٛاٖ آٖ ضا حبنُ ا٘شمبَ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ زض ٔٛضز ٔٛز چٟبضْ ٘ىشٝ لبثُ سٛخٝ ایٗ اؾز وٝ ٕ٘ی

زا٘ؿز. ایٗ أیط   ذیّی ظیبز ، ثٝ اظای افعایف ٔیطایی اظ ٔمساض ذیّی وٓ ثٝاظ فطوب٘ؿی ثٝ فطوب٘ؽ زیٍط

ثیٝ   1ثٝ اظای افعایف ٔیطایی ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. زض ایٗ قىُ ا٘شمیبَ ٔیٛز اَٚ اظ   ( 15-3 )قىُ زض 

⁄   ، ثبثز ٔب٘سٖ ٔٛز زْٚ زض 1.5 ، سكىیُ ٔٛز چٟیبضْ ٚ ا٘شمیبَ   4.5ثٝ  5، ا٘شمبَ ٔٛز ؾْٛ اظ   

 ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. 7.5ثٝ  7دٙدٓ اظ  ٔٛز

(، 7.5ثیٝ   7( ٚ ا٘شمبَ ٔٛز دٙدٓ ثٝ ؾٕز خّٛ )4.5ثٝ  5ثب ا٘شمبَ ٔٛز ؾْٛ ثٝ ؾٕز فمت )اظ 

⁄    ٔٛز چٟبضْ زض  قٛز.قطٚؿ ٔی σ=2ٌیطی ٔٛز چٟبضْ اظ حٛاِی قٛز. قىُایدبز ٔی   

 اِف
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 ة

 

 ج

 

 ز

 

⁄     |( ا٘ساظٜ زأٙٝ 15-3 )قىُ  ثٝ اظای  ⁄   ثقس زض ٘مبط ٔرشّف عٙبة ثطحؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی |

k=0.5 :)اِفσ=0.  :)ةσ=  :)جσ= 0 :)زσ= 00 
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ظ ٘مبط ثبثز قطٚؿ ثٝ ٌؿشطـ ٕٞب٘غٛض وٝ زض ثرف اَٚ ایٗ فهُ اثجبر قس دیچیسٌی ٔٛز ا

ایٗ ٘مبط ثبثز ضا ثیب ییه    زیبٌطاْ فبظافشس وٝ ثشٛاٖ زض سبثـ بوعیٕٓ آٖ زض نٛضسی اسفبق ٔیس ٚ ٔوٙٔی

٘مغٝ یه ذظ ضاؾز ثٝ یىسیٍط ٚنُ وطز. ثٙبثطایٗ زض ٔٛز اَٚ ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ زض ؾٕز ضاؾز فمظ 

ٝ   سٛاٖ دیف، ٔیٔٛخٛز اؾزثبثز   ثیٙی وطز وٝ زض ٔٛز اَٚ دیچیسٌی ٔٛز فمظ زض ؾیٕز ضاؾیز ٚ ثی

ثیٝ ٘مغیٝ    x=1وٝ ٘مغٝ ثبثز زض ٔىب٘ی ایدبز قٛز وٝ ثشٛاٖ آٖ ضا اظ ٘مغٝ  kاظای ٔمساضی ٔكرم اظ 

 ثب یه ذظ ضاؾز ٚنُ ٕ٘ٛز، اسفبق ذٛاٞس افشبز. x=1/3ثبثز 

قٛز ثٙبثطایٗ دیچیسٌی ٔیٛز  ٘مغٝ ثبثشی ایدبز ٕ٘ی زیبٌطاْ فبظزض ٔٛضز ٔٛز زْٚ چٖٛ زض سبثـ 

ایدیبز   a=L/3ثیٙی وطز وٝ زض حبِیز  سٛاٖ دیفافشس. ثٙبثطایٗ ٔیفبق ٕ٘یزض ٔٛز زْٚ ثٝ ٞیچ فٙٛاٖ اس

ثقس اؾز. زض ٔٛضز ٔٛز ؾْٛ ٚ دٙدٓ حبِشی ٔكبثٝ حبِیز  دیچیسٌی ٔٛز ٚاثؿشٝ ثٝ فطوب٘ؽ سحطیه ثی

 افشس. افشس وٝ فمظ زض یه ؾٕز دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔیٔٛز اَٚ اسفبق ٔی

، دیچییسٌی ٔیٛز زض ٞیطزٚ    (16-3 )قیىُ  زض  یبٌطاْ فبظزسٛخٝ ثٝ سبثـ زض ٔٛضز ٔٛز چٟبضْ ثب 

 افشس. عطف عٙبة اسفبق ٔی

 

⁄   ٘مبط ثبثز زض  (16-3 )قىُ   k=3.2ثٝ اظای    
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وٝ ٔٙدیط   kبٕٞعٔبٖ نٛضر دصیطز. یقٙی ٔثق ٔمساض ؾفشی أب احشٕبَ زاضز وٝ ایٗ دسیسٜ ثٝ نٛضر ٘ 

قٛز، زض ؾٕز چخ ایٗ اسفیبق نیٛضر ٘ذیصیطز ٚ ییب     ٌیطی دیچیسٌی ٔٛز زض ؾٕز ضاؾز ٔیثٝ قىُ

 ثبِقىؽ. 

ی ٞط زٚ ؾیٕز  ثطا (55-2 )ٚ  (54-2 )ثطای ٔحبؾجٝ ٘مبط ثبثز زض ٔٛز چٟبضْ ٔدسزا اظ ضٚاثظ 

⁄   ثب لیطاض زازٖ   (55-2 ). زض ضاثغٝ قٛزعٙبة اؾشفبزٜ ٔی ثیطای ؾیٕز چیخ ٚ     x=0ٔمیساض     

⁄   ثب لطاض زازٖ ٔمساض  (54-2 )قٛز. زض ضاثغٝ ثطای ؾٕز ضاؾز حبنُ ٔی x=1ٔمساض  ، ثطای   

 حبنُ قسٜ اؾز. (23-3 )ٚ  (22-3 )ؾٕز چخ ٚ ضاؾز ثٝ سطسیت ضٚاثظ 

( 3-22)   
 

 𝜋
        

 𝜋

 
  

( 3-23)     
 

 𝜋
        

  𝜋

 
  

ثسؾیز آٔیسٜ    x=0.08  ٚx=0.92سطسییت ٔمیبزیط    ثٝ (23-3 )ٚ  (22-3 )زض ضٚاثظ  k=3.2ثب لطاض زازٖ 

. ثیب  ((16-3 )قیىُ  )اؾز. ایٗ ٘مبط ثٝ سطسیت اِٚیٗ ٘مغٝ ثبثز ٚ آذطیٗ ٘مغٝ ثبثز زض عٙبة ٞؿیشٙس 

، x=0.25 ،x=0.81زاض٘س، ؾبیط ٘میبط ثیٝ سطسییت     πوٝ زٚضٜ سٙبٚة  (23-3 )ٚ  (22-3 )سٛخٝ ثٝ ضٚاثظ 

x=0.65  ٚx=0.48 (16-3 )قىُ )ثسؾز آٔسٜ اؾز. 

 گیری اهواج درحال حرکتشکل -3-3-3

وٙس ثٝ نٛضر سحّیّیی ثسؾیز   ٔیٞب ٌؿشطـ دیسا زض ثرف لجُ ٘مبط ثبثشی وٝ دیچیسٌی ٔٛز زض آٖ

ثیب ذغیٛط    زییبٌطاْ فیبظ  ضؾس، ٘مبط ثبثز زض ا٘س. ظٔب٘ی وٝ ایٗ ٌؿشطـ ثٝ حساوثط ذٛز ٔیآٚضزٜ قسٜ

ا٘س. زض ایٗ حبِز ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز ٚ زض ٘شیدٝ أٛاج زضحیبَ  ثبثز ٔٛضة ثٝ یىسیٍط ٔشهُ قسٜ

 زیبٌطاْ فبظٞب قٛ٘س وٝ ثٝ اظای آٖؾبیی ٔیقٙب k  ٚσا٘س. زض ایٗ ثرف ٔمبزیطی اظ حطوز قىُ ٌطفشٝ

 قٛز.ذغی ٔی

( ٘ٛقشٝ قیسٜ ٚ ویطایت غیطذغیی آٖ    a=L/2ٕٞب٘ٙس حبِز لجُ ) زیبٌطاْ فبظثطای ایٗ وبض ثؿظ سیّٛض 

ثیطای ؾیٕز ضاؾیز اؾیشفبزٜ      2ثطای ؾٕز چخ ٚ ا٘سیؽ  1ٔؿبٚی نفط لطاضزازٜ قسٜ اؾز. ا٘سیؽ 
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 قسٜ اؾز.

( 3-24) 

{
  
 

  
 

     
       

 

{
  
 

  
 
   

 

 
    (

 

 
)(  

   
 
 

     
 
 

)

𝜎   (  
 

    
 
 

)

             

 ⁄   ثطحؿیت   k  ٚσلجَٛ ٞؿشٙس. ثطای ایٗ وبض ٔمبزیط لبثُ  k  ٚσٔمبزیط ٔثجز  (24-3 )زض ضٚاثظ 

 ثبقس.ٔی 6πزاضای زٚضٜ سٙبٚة    ا٘س. ضؾٓ قسٜ

زض ٔٛزٞیبی اَٚ، زْٚ ٚ ؾیْٛ ثیطای ؾیٕز        زٞس وٝ ٔمساضی ثطای ٘كبٖ ٔی (17-3 )قىُ 

قىُ  زیبٌطاْ فبظز. ایٗ أط لجق زض ٕ٘ٛزاض ذغی قٛ زیبٌطاْ فبظٖ چخ عٙبة ٚخٛز ٘ساضز وٝ ثٝ اظای آ

یبثیس ٚ ثیب افیعایف    ٔمساض آٖ افعایف ٔیی  6πزض ٞط زٚضٜ    زٜ قس. ٘یع ٘كبٖ زاثطای ٔٛز اَٚ ( 3-14 )

ٞبی زض حمیمز زض فطوب٘ؽ قٛز.جسیُ ٔیثٝ نٛضر ذغٛط ضاؾز لبئٓ سضفشٝ ضفشٝ ٕ٘ٛزاض آٖ   ⁄   

 وٙس.ثبلا ثٝ ثیٟٙبیز ٔیُ ٔی

 

-ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثیزض ؾٕز چخ عٙبة  زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ؾفشی  (17-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس 

، ثٙیبثطایٗ  سٙسٛا٘س لبثیُ لجیَٛ ثبقی   ٔی σز ٚ ٞٓ ٔمبزیط ٔٙفی ثبسٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ٞٓ ٔمبزیط ٔثج

 ثیٝ نیٛضر ٕ٘یٛزاض    اییٗ ٔمیبزیط   (18-3 )قىُ . زض ٞب ثبیس زض ٘ؾط ٌطفشٝ قٛزاخشٕبؿ ٔمبزیط ٔثجز آٖ

 ا٘س.٘كبٖ زازٜ قسٜ
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ثقس زض ؾٕز چخ عٙبة ثطحؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ٔیطایی  (18-3 )قىُ 
   ⁄ 

زض فهیُ لجیُ    (51-2 ) زیبٌطاْ فیبظ ٕٞیٗ فطآیٙس ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ثب سٛخٝ ثٝ ٔقبزِٝ 

 حبنُ قسٜ اؾز. (25-3 )ح حبنّٝ ثٝ نٛضر ضاثغٝ نٛضر ٌطفشٝ اؾز. ٘شبی

( 3-25) 

{
 
 

 
 
     
       

 

{
 
 

 
 
        (

 

 
)(  

   
 
 

     
 
 

)

𝜎   (    (
 

 
)   )

             

ُ قیى . اؾیز    زض ٔٛزٞیبی ثیبلا ٔكیبثٝ        ضفشیبض  اؾز. زض حبِی وٝ 6πزاضای زٚضٜ سٙبٚة   𝜎سبثـ 

 زٞس. ٔمبزیط ٔثجز آٖ ٔٛضز لجَٛ اؾز.٘كبٖ ٔی ⁄    ضا ثطحؿت   ٔمساض  (3-19 )

 

-زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ؾفشی ( 19-3 )ُ قى

 ⁄   ثقس 

 ثبقس.ٔی  𝜎 ُ اخشٕبؿ ٔمبزیط لبثُ لجَٛٗ قىزٞس. اث٘كبٖ ٔی ⁄   ضا ثطحؿت   𝜎( 20-3 )قىُ 
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زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه  زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ٔیطایی ( 20-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس ثی

-ٚ عطف عٙبة ٚاثؿشٝ ثٝ ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثیی زض ٞط ز k  ٚ𝜎سب ثٝ ایٙدب ٔكرم قس وٝ ٔمساض 

زض وُ عٙیبة ثیٝ نیٛضر     زیبٌطاْ فبظا٘س. ثٙبثطایٗ ثطای آ٘ىٝ ثقس ٞؿشٙس ٚ ٕٞچٙیٗ ثب یىسیٍط ٔشفبٚر

یه ذظ ضاؾز ٚ ٔٛضة سجسیُ قٛز، ثبیس ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیىی ضا دیسا وطز وٝ ثیٝ اظای آٖ ٔمیبزیط   

 ثب یىسیٍط ثطاثط قٛ٘س.  𝜎   ٚ𝜎، ٕٞچٙیٗ   ٚ    

( 3-26) {

      
 

  
    𝜋

𝜎  𝜎  
 

  
 𝜋  𝜋

 

ثبقیس ویٝ ثیٝ اظای اییٗ ٘ؿیجز      ٔیی  π  ایٗ چٟبض ٔمیساض  سٟٙب ٘مغٝ اقشطان (26-3 )ثب سٛخٝ ثٝ ضٚاثظ 

قٛ٘س ٚ ٕٞبٖ حبِز عٙبة ؾبزٜ ثسٖٚ ؾفشی ٔؿبٚی نفط ٔی  𝜎   ٚ𝜎،   ،   فطوب٘ؽ سٕبٔی ٔمبزیط 

ثبقیس. ثٙیبثطایٗ ثیٝ نیٛضر     ثٝ نٛضر ذغٛط ضاؾز افمی ٔیی  زیبٌطاْ فبظثبقس ٚ ٚ ٔیطایی ذبضخی ٔی

ٖ ٔشهُ ثٝ عٙبة ٕ٘ی k  ٚσسحّیّی اثجبر قس وٝ ٞیچٍٛ٘ٝ ٔمساضی ثطای  ٞیب  سٛاٖ یبفز وٝ ثیٝ اظای آ

زض وُ عٙبة ذغی قسٜ ٚ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔیٛز ضخ زٞیس ٚ زض ٘شیدیٝ أیٛاج زضحیبَ       زیبٌطاْ فبظ

 افشس،اِجشٝ ایٗ ثٝ ایٗ ٔقٙب ٘یؿز وٝ ایٗ دسیسٜ ٞطٌع اسفبق ٕ٘ی ٌیط٘س.حطوز زض وُ عٙبة قىُ ٕ٘ی

ثقس ٔشفبٚسی ضخ زٞس. یقٙیی أیٛاج اظ   ز فطوب٘ؽ سحطیه ثیزض  ٘ؿج ثّىٝ أىبٖ زاضز وٝ زض ٞط عطف،

یه عطف ثٝ ؾٕز زیٍط زضحبَ حطوز ثبقٙس. ثطای ٘كبٖ زازٖ ایٗ حبِز وبفی اؾز ثطای ٞط عیطف  
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ثبقٙس. ثٙبثطایٗ ٔی زاضای ٔمبزیط لبثُ لجِٛی k  ٚσاظ عٙبة ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیىی ضا یبفز وٝ زض آٖ 

 اؾز.ٔٛضز ٘ؾط  k  ٚσاقشطان ٔمبزیط 

⁄   ٔمساض  (18-3 )قىُ ٚ  (17-3 )قىُ ؾٕز چخ عٙبة ٚ ثٝ وٕه  ثطای ٔثبَ زض    

ثسؾز آٔسٜ اؾیز. ثیب لیطاض زازٖ     σ1=2ٚ ٔمساض  k1=3.6لطاض زازٜ قسٜ اؾز. ٔمساض  (24-3 )زض ضٚاثظ 

 (27-3 )ٔٛج زض ؾیٕز چیخ ضا ثیٝ قیىُ ضاثغیٝ      ٔقبزِٝ  (40-2 )ایٗ ٔمبزیط زض ضاثغٝ دبؾد فطوب٘ؿی 

 زاضیٓ.

( 3-27)      𝜏             

 حبنُ قسٜ اؾز. (28-3 )ی وٝ ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ضاثغٝ زض نٛضس

( 3-28)      𝜏  
 

√    
((√   )                    )      

زٞس. ایٗ أٛاج اظ چخ ثٝ ضاؾز حطویز  حطوز أٛاج زض ؾٕز چخ عٙبة ضا ٘كبٖ ٔی (21-3 )قىُ 

 ضٚ٘س. یوٙٙس ٚ اظ ثیٗ ٔزٔذط ثب ٘ٛؾب٘بر ؾٕز ضاؾز ثطذٛضز ٔی-وٙٙس سب زض ٔحُ لطاضٌیطی فٙطٔی

 

⁄   ی اظا ثٝ(        ی)ظٔب٘ ٌبْ 5 زض عٙبةؾٕز چخ  زض حطوز زضحبَ أٛاج ( (21-3 )قىُ      ٚk=3.6 

 ٚσ=  

⁄   ثطای آ٘ىٝ زض ؾٕز ضاؾز عٙبة، ٔٛج زض حبَ حطوز ٔكبٞسٜ قٛز، ٔمساض  ضا زض    

ثسؾز آٔسٜ اؾز. ثب لطاضزازٖ اییٗ ٔمیبزیط    k2=18.14  ٚσ2=2خبیٍعیٗ وطزٜ ٚ ٔمبزیط  (25-3 ) ضٚاثظ

 ٔقبزِٝ ٔٛج زضحبَ حطوز زض ؾٕز ضاؾز ثسؾز آٔسٜ اؾز. (41-2 )زض ضاثغٝ دبؾد فطوب٘ؿی 
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( 3-29)      𝜏                  

دبؾد فطوب٘ؿی وٝ ٔجیٗ ٘ٛؾب٘بر ثب زأٙٝ ٔشغیط اؾز، ثسؾز آٔسٜ  ،ثب لطاض زازٖ ٔمبزیط زض ؾٕز چخ

 اؾز.

( 3-30)      𝜏  
 

√    
((√   )              )      

 زٞس.حطوز أٛاج زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ضا ٘كبٖ ٔی (22-3 )قىُ 

 

⁄   ی اظا ثٝ(        ی)ظٔب٘ ٌبْ 5 زض عٙبة ضاؾزؾٕز  زض حطوز زضحبَ أٛاج( 22-3 )قىُ      ٚ

k=18.14  ٚσ=  

 تغییرات انرشی -3-3-4

ُ ضٚاثظ وّی ٔحبؾجٝ ا٘طغی خٙجكی، دش لجیُ اؾیشرطاج قیس. ثیب      ب٘ؿیُ ٚ ا٘طغی وُ زض عٙبة، زض فهی

 لجُ، ثٝ زِیُ ٘بٕٞعٔب٘ی زض ایدبز ٔبوعیٕٓ دیچییسٌی ٔیٛز زض زٚ عیطف عٙیبة،     ثٝ ٘شبیح ثرفسٛخٝ 

-زٞس. اِجشٝ زض ٔیطایی ظیبز ٚ ٔیطاییضخ ٔی ض زٚ عطف عٙبة ثٝ نٛضر ٘بٕٞبًٞٙ٘یع ز سغییطار ا٘طغی

ٌیطی أٛاج زض حبَ حطوز زض ٞیط  زٚ عطف ٔمساض ٔكبثٟی زاضز. أب زض ِحؾٝ قىُ ٞبی وٓ ا٘طغی زض

ٔط ثٝ نٛضر ٌیطز. زض ایٗ ثرف ایٗ اعطف اظ عٙبة ا٘طغی قىّی ٔشفبٚر اظ عطف زیٍط ضا ثٝ ذٛز ٔی

 ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. tٚ ظٔبٖ  xثطحؿت ٔىبٖ خٙجكی ٕ٘ٛزاضٞبی ا٘طغی 

⁄   اثشسا زض ا٘طغی خٙجكی ٔمبزیط      ٚk=3.6    ضا لطاض زازٜ ٚ ٔمساض ٔیطایی ضا اظ ویٓ سیب

ضؾٓ قسٜ  tظٔبٖ ٚ  xظیبز افعایف زازٜ قسٜ ٚ ثٝ اظای ٞط ٔیطایی ٕ٘ٛزاض ا٘طغی خٙجكی زض فضبی ٔىبٖ 
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زٔذط ٔبوعیٕٓ ٔمساض ذیٛز  -زض اظای ٔیطایی وٓ ا٘طغی خٙجكی زض ٔحُ اسهبَ فٙط .((23-3 قىُ )اؾز

وٙس ٚ زض فٛو زض ٔطظٞب افعایف ضا زاضز. ثب افعایف ٔیطایی ا٘طغی خٙجكی زض ایٗ ٔىبٖ وبٞف دیسا ٔی

ا٘س، ا٘طغی خٙجكیی قیىُ   قىُ ٌطفشٝزض ؾٕز چخ بَ حطوز وٝ أٛاج زضح  =σیبثس. زض ٔیطایی ٔی

زٔذط ثٝ ٔیٙییٕٓ  -ذبنی ضا ثٝ ذٛز ٌطفشٝ اؾز. ثب ٌصض اظ ایٗ ٔمساض ا٘طغی خٙجكی زض ٔحُ اسهبَ فٙط

 ؾس. ٞب ثٝ ٔبوعیٕٓ ذٛز ٔیذٛز ٚ زض ٘عزیىی ٔطظ

 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 ج
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ٚ 

 

ٜ 

 

 ح

 

 ظ

 

ٚ  زض عٙبة a=L/3ٔشهُ قسٜ زض   k=3.6خٙجكی ثطحؿت ٔىبٖ ٚ ظٔبٖ زض عٙبة ثٝ اظای  سغییطار ا٘طغی( 23-3 قىُ 

(:ٔیطایی ذیّی لٛی ثٝ اظای ٘ؿجز فطوب٘ؽ حسحطیه ٘ٛؾب٘ی زض زٚ ا٘شٟبی عٙبة، اظ اِف(:ٔیطایی ذیّی وقیف سب 

⁄   ثقس سحطیه ثی   . 

⁄   خٙجكی زض عٙبة ضا ثٝ اظای  سغییطار ا٘طغی( 24-3 )قىُ      ٚk=18.14    اظ ٔیطاییی ذیّیی

ٌیطی أٛاج زضحبَ حطویز زض ؾیٕز ضاؾیز    ، قىُ =σٔیطایی زٞس. زض اظای وٓ سب ظیبز ضا ٘كبٖ ٔی

 ز(.-(24-3 )قىُ )زعٙبة، ا٘طغی خٙجكی قىُ ذبنی ضا ثٝ ذٛز ٌطفشٝ اؾ
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 اِف
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 ج
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 ح

 

 ظ

 

زض  a=L/3ٔشهُ قسٜ زض   k=18.14خٙجكی ثطحؿت ٔىبٖ ٚ ظٔبٖ زض عٙبة ثٝ اظای  سغییطار ا٘طغی( 24-3 )قىُ 

یه ٘ٛؾب٘ی زض زٚ ا٘شٟبی عٙبة، اظ اِف(:ٔیطایی ذیّی وقیف سب ح(:ٔیطایی ذیّی لٛی ثٝ اظای ٘ؿجز عٙبة ٚ سحط

⁄   ثقس فطوب٘ؽ سحطیه ثی   . 

 

 a=L/4حالت سوم  -3-4

-اظ ؾٕز چخ عٙبة ٚالـ قسٜ اؾز. سٕیبٔی ثطضؾیی   L/4زض ایٗ حبِز فٙط ٚ زٔذط ٔٛوقی زض فبنّٝ 

 ثرف ٘یع ا٘دبْ قسٜ اؾز.ٞبی ٔطثٛط ثٝ ؾبیط حبلار زض ایٗ 

  انتقال فرکانسی -3-4-1

⁄     |ثقسقسٜ قىُ ٔٛزٞبی ثی زض فهُ زْٚ (43-2 )ٚ  (42-2 )زٜ اظ ٔقبزلار ثب اؾشفب ثطحؿیت   |

یی وٓ ٚ ظیبز ضؾیٓ  ثطای زٚ حبِز ٔیطا ⁄    ثقسضٚی عٙبة ٚ ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی xٔٛلقیز 

زٞس وٝ ثٝ اظای ٔیطایی وٓ سمطیجب ٕٞبٖ قىُ ٔٛزٞیبی ٔكیبثٝ ثیب    ٘كبٖ ٔی( 25-3 )قىُ قسٜ اؾز. 

ف ٚ ؾیؿشٓ ثٝ یه عٙبة ؾبزٜ وٝ اظ زٚ عطف سحطیه قسٜ اؾز، وبٞؾبیط حبلار ضا ذٛاٞیٓ زاقز 

 دیسا وطزٜ اؾز. ایٗ ٘شیدٝ اضسجبعی ثٝ ٔىبٖ لطاضٌیطی فٙط ٚ زٔذط ٘ساضز.

ٞیبی ؾییبٜ ض٘یً ٘كیبٖ      ٌط زأٙٝ سكسیس ؾیؿشٓ ٚ ٘بحیٝ ٞبی ؾفیس ضً٘ ثیبٖ زض قىُ ٘بحیٝ

 ثبقٙس.  ی ٘بچیع زض عَٛ عٙبة ٔی ی زأٙٝ زٞٙسٜ
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وٙیس،   ٟٙبییز ٔییُ ٔیی   یب ثٝ فجیبضسی ثیٝ ثی   وٝ ٔیطایی ٔمساض ثعضٌی زاضزاظ عطف زیٍط ظٔب٘ی 

عَٛ اِٚیٝ ذٛز وبٞف  3/4ثقس اِٚیٝ ٚ ثب٘ٛیٝ ثٝ یه عٙبة ثب عَٛ ؾیؿشٓ زض زٚ  فطوب٘ؽ سحطیه ثی

ω اؾز، دبؾد فطوب٘ؿی زضخبی ٌطفشٝ  a=L/4دیسا وطزٜ اؾز. اظ آ٘دب وٝ ٔیطایی زض  ω0⁄ اسفیبق      =

ٛ  ثیكشطی زاضز ٔكبٞسٜ ٔیافشبزٜ ٚ ٕٞچٙیٗ افعایف زأٙٝ فمظ زض ؾٕشی اظ عٙبة وٝ عَٛ   زقٛز. ٔی

ωؾْٛ اضسقبقبر وٝ زض  ω0⁄ اسفبق افشبزٜ اؾز، اِٚیٗ ٔٛز اظ عٙبة اؾز وٝ زض ٞط زٚ عطف افعایف   =

 قٛز.زأٙٝ ٔكبٞسٜ ٔی

 ة

 

 اِف

 

⁄     |( سىبُٔ 25-3 )قىُ  ωثقس حطیه ثیٚ فطوب٘ؽ س xثطحؿت ٔٛلقیز  | ω0⁄  ثطای ٔمبزیطk=0.01 اِف :σ=0.05  ٚ

 σ= 00: ة

 اثر هیرایی -3-4-1-1

، ؾفشی زض یه ٔمساض ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثطای ٔكرم قسٖ ثٟشط اثط ٔیطایی ضٚی زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ٚ 

یف وٙس. افعا زِرٛاٜ ٘بچیع ثبثز قسٜ اؾز ٚ ٔیطایی اظ ٔمبزیط ثؿیبض وٓ سب ٔمبزیط ثؿیبض ثعضي سغییط ٔی

آٚضز. اِٚیٗ سأثیط آٖ ثط ضٚی زأٙٝ دبؾید   ٔیطایی زٚ اثط لبثُ ٔقحؾٝ ضٚی دبؾد فطوب٘ؿی ثٝ ٚخٛز ٔی

یبثس، ثیٝ عیٛضی ویٝ ٘میبط      ی دبؾد فطوب٘ؿی وبٞف ٔی ثبقس، وٝ ثب افعایف ٔیطایی زأٙٝ فطوب٘ؿی ٔی

وٙٙیس   ٘ؿی حفؼ ٔیؾٕز چخ فٙط ٚ زٔذط ثب افعایف ٔیطایی ضٚ٘س وبٞكی ذٛز ضا سب وٕیٙٝ زأٙٝ فطوب

ٞبی ذیّی ثعضي زأٙیٝ دبؾید فطوب٘ؿیی ؾیٕز چیخ زض       ٚ ٕٞب٘غٛض وٝ لجق ٘یع اقبضٜ قس زض ٔیطایی
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ضٚز. افعایف ٔیطایی ثبف  وبٞف زأٙٝ فطوب٘ؿی ٘مبط ؾیٕز ضاؾیز    اِٚیٗ فطوب٘ؽ سكسیس اظ ثیٗ ٔی

یبثٙس سیب زض   عایف ٔیوٙٙس ٚ ؾذؽ ثب افعایف ٔیطایی ٔدسز اف وٕیٙٝ ذٛز ضا سدطثٝ ٔی  =σقسٜ ٚ زض 

قٛز وٝ زض  ٔكبٞسٜ ٔی بثُ ٔقحؾٝ،قٛ٘س. ثٝ فٙٛاٖ زٚٔیٗ اثط ل فطوب٘ؽ سكسیس ؾیؿشٓ ٞٓ ٔحٛض ٔی

 .قیٛز  ٞبی ٔرشّف ؾٕز ضاؾز عٙیبة ؽیبٞط ٔیی    ثیٗ لّٝ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیظٔبٖ افعایف ٔیطایی، یه 

ایی اظ ٘ؿجز فطوب٘ؽ ثب ٔیطایی ثٙبثطایٗ زض ٞط ا٘شمبَ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ ٘مبط ٔرشّف عٙبة ثب افعایف ٔیط

وٓ ثٝ ٘ؿجز فطوب٘ؽ ٔیطایی ظیب، اٚلا وبٞف ٔبوعیٕٓ زأٙٝ سب ٔمساضی ٔیٙیٕٓ ٚ ؾیذؽ افیعایف آٖ،   

قٛز. ثیٝ عیٛض ٔثیبَ ٔیبوعیٕٓ زأٙیٝ ٘میبط       ٞبی ٔبوعیٕٓ ایدبز ٔیثیٗ لّٝ ا٘شمبَ فطوب٘ؿیزٚٔب یه 

⁄   ز، اظ ٔرشّف عٙبة زض ٔٛز اَٚ ثب افعایف ٔیطایی اظ وٓ ثٝ ظییب  ⁄   ثیٝ      ٚ ٔیٛز       

⁄   زْٚ اظ  ⁄   ثٝ     قٛ٘س، وٝ زض ٞط زٚ ٔٛضز وٕشطیٗ زأٙٝ ٚ ثیكیشطیٗ  ٔٙشمُ ٔی     

 .((26-3 )قىُ )اسفبق افشبزٜ اؾز σ=2زض ٘عزیىی  ا٘شمبَ فطوب٘ؿی

 

 k=0.5  ٚσ=1.4ثطای  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیثٝ اظای  ا٘شمبَ فطوب٘ؿی( 26-3 )قىُ 

زٞس. ایٗ  ٞبی ذیّی وٛچه سب ذیّی ثعضي ضا ٘كبٖ ٔی ثط حؿت ٔیطایی ا٘شمبَ فطوب٘ؿی( 27-3 )قىُ 

 ا٘شمیبَ فطوب٘ؿیی  مساض ذبل ثطای ٔیطاییی ٚخیٛز زاضز ویٝ ثیٝ اظای آٖ     زٞس وٝ یه ٔ قىُ ٘كبٖ ٔی

 ثبقس.ٔی σ=2ثیكشطیٗ ٔمساض ذٛز ضا زاضز. ایٗ ٔمساض ٔب٘ٙس ؾبیط حبلار ثح  قسٜ زض ٘عزیىی 
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 k=0.01ثٝ اظای  σثط حؿت ٔیطایی  |  | ا٘شمبَ فطوب٘ؿیسىبُٔ ( 27-3 )قىُ 

-زض آٖ ٔكبٞسٜ ٕ٘ی ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٔٛز ؾْٛ حبنُ ا٘شمبَ ٞیچ ٔٛز زیٍطی ٘یؿز، ثٙبثطایٗ 

ایٗ أط ثیٝ ذیٛثی ٘كیبٖ زازٜ قیسٜ     ( 28-3 )قىُ قٛز ٚ ثط اثط افعایف ٔیطایی سكىیُ قسٜ اؾز. زض 

 اؾز.

 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 ج

 

⁄     |ا٘ساظٜ زأٙٝ ( 28-3 )قىُ  ثٝ اظای  ⁄   ثقس زض ٘مبط ٔرشّف عٙبة ثطحؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی |

k=0.5 :)اِفσ=0.  :)ةσ=  :)جσ=5 :)زσ= 0 
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 دیاگرام فازتغییرات  -3-4-2

ωثطای ٘كبٖ زازٖ ٘مبط ثبثز ٔمبزیط  ω0⁄ =   ، k=3.2 ٚ k=10.7 ٌییطیٓ. ثیٝ اظای ٞیط     ضا زض ٘ؾط ٔی

قیىُ  وٙییٓ.   ضا ضؾیٓ ٔیی   زییبٌطاْ فیبظ  ضا زض یه ثبظٜ ٚؾیـ سغیییط زازٜ ٚ سیبثـ    σشوط قسٜ،  kٔمساض 

 ،kثط حؿت ٔٛلقیز عٙبة ٔی ثبقس. ثیطای ٞیطزٚ ٔمیساض     زیبٌطاْ فبظثیبٍ٘ط سغییطار ة -اِف-(3-29 )

سیٛاٖ ٘شیدیٝ    خ ٔب٘ٙس یه عٙبة ؾبزٜ ضفشبض وطزٜ ٚ ٔیطایی زض آٖ اثطی ٘ساقشٝ اؾز. ِصا ٔیی ؾٕز چ

ٞبی ذیّی ثعضي زض ؾٕز ضاؾز سأثیط ٌصاض ذٛاٞٙس ثٛز. أب زض ؾٕز ضاؾیز عٙیبة    ٌطفز وٝ ٔیطایی

 اثط ٔیطایی ثٝ ٚوٛح ٔكرم اؾز. ٕٞچٙیٗ:

-اؾز عٙبة ؾٝ ٘مغٝ ثبثز ایدبز ٔیؾٕز ض زیبٌطاْ فبظزض سبثـ  k=3.2ثقس  ثٝ اظای ٔمساض ثی -

وٙیس. یقٙیی    ٞب سغییط ٕ٘ی ٞبی ذیّی وٛچه سب ذیّی ثعضي ٔىبٖ آٖ قٛز وٝ ثٝ اظای ٔیطایی 

ثیٝ   زییبٌطاْ فیبظ  . ٕٞچٙیٗ زض ؾٕز چخ عٙبة، سیبثـ  π  ،(0.91,-π     ٚ(1,0)-,0.25)٘مبط 

ٚ   π-,0.25)ٚ  (0,0)اظای ٔمبزیط ٔرشّف ٔیطایی سمطیجب قیىُ ثیبثشی زاضز. یقٙیی ؾیٝ ٘مغیٝ      

ٞبی لجُ ٘كبٖ زازٜ قیس   . زض ثرفٌصض ٘بٌٟب٘ی زاقشٝ اؾز π–ثٝ  0وٝ اظ  x=0.125ی  ٘مغٝ

 ٌط یه ٌطٜ اؾز. وٝ ایٗ ٘مغٝ زض ٕ٘ٛزاض زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی زض عَٛ ظٔبٖ، ثیبٖ

ثیٝ  زلیمب ضفشبضی ٔكبثٝ ضفشبض حبِز لجیُ زاضز.   زیبٌطاْ فبظسبثـ  k=10.7 ثقس ثٝ اظای ٔمساض ثی -

ٕٞچٙبٖ ثبثز ذٛاٞٙس ٔب٘س.  x=0.125ی  ٚ ٘یع ٘مغٝ  π-,0.25)ٚ  (1,0)، (0,0)عٛضی وٝ ٘مبط 

 ٔٙشمُ قسٜ اؾز.     π-,0.95)ی  ثٝ ٘مغٝ    π-,0.91)ی  أب ٘مغٝ

ωعٙبة ثطای ٔمبزیط  زیبٌطاْ فبظٕ٘ٛزاض سبثـ ج -(29-3 )قىُ زض  ω0⁄ = .    ٚ k=1.4  ثیٝ اظای ،

ی ٚؾیقی اظ ٔیطایی ذیّی وٛچه سب ٔیطایی ذیّی ثعضي ضؾٓ قسٜ اؾز. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكرم  ٌؿشطٜ

  وٝ ٔحُ لطاضٌیطی فٙط ٚ زٔذط اؾز اظ ثیٗ ضفشٝ اؾز. x=0.25اؾز ٘مغٝ ثبثز 

ٝ زٚ ٘ی  زیبٌطاْ فبظزٞس ٕٞب٘غٛض وٝ لجق اثجبر قس زض ٕ٘ٛزاض  ٞبی فٛق ٘شیدٝ ٔی ثطضؾی ی  ٛؿ ٘مغی

(. زْٚ ٘مبعی وٝ ة-اِف-(29-3 )قىُ ٞؿشٙس ) k  ٚσثبثز ٚخٛز زاضز. اَٚ ٘مبعی وٝ ٚاثؿشٝ ثٝ ٔمساض 
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 . x=0.125  ٚ(0.25,-π، ٔب٘ٙس ٘مبط ج(-(29-3 )قىُ )ثقس ٞؿشٙسفمظ ٚاثؿشٝ ثٝ فطوب٘ؽ سحطیه ثی

 اِف

 

 ة

 

 ج

 

ωزض عَٛ عٙبة ثٝ اظای ٔمبزضی ٔرشّف ٔیطایی اِف(:  زیبٌطاْ فبظسىبُٔ ( 29-3 )قىُ  ω0⁄       ٚk=3.2  :)ة

ω ω0⁄       ٚk=10.7  :)جω ω0⁄         ٚk=1.4 
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ی ٘شبیح فٛق ٚ ٕٞچٙیٗ ثسؾز آٚضزٖ ٔرشهبر زلیك ٘مبط ثبثز ٔٛخٛز زض ثطای اثجبر سحّیّ

 ثطای ٞط زٚ عطف عٙبة ثسؾز آٔسٜ اؾز. a=L/4زض حبِز  (55-2 )ٚ  (54-2 ) ، ضٚاثظزیبٌطاْ فبظ

⁄   ثطای ٔٛز اَٚ  قٛز. ثیب لیطاض   ، فمظ زض ؾٕز ضاؾز یه ٘مغٝ ثبثز ٔكبٞسٜ ٔی    

⁄   زازٖ  ٚ ضاثغیٝ   x=1ثطای ؾٕز ضاؾز ثیٝ سطسییت ٔمیساض     (55-2 )ٚ  (54-2 )زض ضاثغٝ      

 حبنُ قسٜ اؾز. (3-31 )

( 3-31)     
 

 𝜋
        

 𝜋

 √ 𝜋    
  

 k=3.2لطاض زازٖ  وٙس. ثبضا اثجبر ٔی زیبٌطاْ فبظٚاثؿشٍی ٔٛلقیز ثطذی ٘مبط ثبثز زض  (31-3 )ضاثغٝ 

 ٚk=10.7  ثٝ سطسیت ٘مبطx=0.91  ٚx=0.95  ٔكرم ٞؿیشٙس، ثسؾیز   ة -اِف-(29-3 )قىُ وٝ زض

، قطٚؿ زیبٌطاْ فبظٌیطی دیچیسٌی ٔٛز اظ ٘مبط ثبثز زض اظ آ٘دب وٝ لجق ٘یع اثجبر قس، قىُ آٔسٜ اؾز.

ثقیس  ٌط ٔٛلقیز قطٚؿ دیچییسٌی ٔیٛز زض ٘ؿیجز فطویب٘ؽ سحطییه ثیی      ثیبٖ (31-3 )قٛز، ضاثغٝ ٔی

   ⁄  ثبقس. ٘یع ٔی     

. ثب اؾز زیبٌطاْ فبظٔٛز زْٚ ٔكبثٝ ٔٛز اَٚ فمظ زض ؾٕز ضاؾز زاضای زأٙٝ ٚ ٘مبط ثبثز زض 

 قٛز.ٝ ثبثز ٔكبٞسٜ ٔیایٗ سفبٚر وٝ زض ؾٕز ضاؾز ایٗ ٔٛز زٚ ٘مغ

⁄   زض ٔٛز ؾْٛ   زییبٌطاْ فیبظ  . سبثـ ٝ ٘ٛؾب٘بر ٚخٛز زاضززض ٞط زٚ عطف عٙبة زأٙ   

( چٟیبض ٘مغیٝ ثبثیز    30-3 )قیىُ  زض  .((30-3 )قیىُ  ) ضؾٓ قسٜ اؾز k=3.2ثطای ایٗ ٔٛز ثٝ اظای 

x=0.1,0.4,0.6,0.9 ثب لطاض زازٖ  (55-2 )قٛز. ایٗ ٘مبط اظ ضاثغٝ ٔكبٞسٜ ٔی   ⁄ ثٝ اظای ٞیط     

 ثسؾز آٔسٜ اؾز. (32-3 )قٛ٘س. ثطای ؾٕز چخ عٙبة ضاثغٝ ٔكرم ٔحبؾجٝ ٔی kٔمساض 

( 3-32)   
 

 𝜋
        

  𝜋

  
  

ثیطای ؾیٕز    (55-2 )ثسؾز آٔسٜ اؾیز. ضاثغیٝ    x=0.12ٔمساض  k=3.2ثب لطاض زازٖ  (32-3 )زض ضاثغٝ 

 اؾز. (33-3 )ضاؾز عٙبة ثٝ قىُ ضاثغٝ 

( 3-33)     
 

 𝜋
        

  𝜋
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ثسؾز آٔسٜ اؾز. ثب سٛخٝ ثیٝ زٚضٜ سٙیبٚة سیبثـ     x=0.88ٔمساض  (33-3 )زض ضاثغٝ  k=3.2ثب لطاض زازٖ 

 آیٙس.ثسؾز ٔی x=0.63  ٚx=0.38سب٘ػا٘ز ؾبیط ٘مبط ثٝ سطسیت 

 

⁄   زض  زیبٌطاْ فبظ٘مبط ثبثز ( 30-3 )قىُ   k=3.2ثٝ اظای    

ثیٙی وطز سٛاٖ دیفٞط زٚ عطف عٙبة زض ٔٛز ؾْٛ قبٞس ٘مبط ثبثشی ٞؿشیٓ، ٔیثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ زض 

وٝ احشٕبَ ٚلٛؿ دیچیسٌی ٔٛز زض وُ عٙبة ٚخٛز زاضز. زض ثرف ثقیس أىیبٖ دیصیطی اییٗ احشٕیبَ      

 قٛز.ثطضؾی ٔی

 اهواج درحال حرکت -3-4-3

ز، ٔحبؾجٝ قیسٜ  قٛوٝ ٔٙدط ثٝ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز زض عٙبة ٔی k  ٚσزض ایٗ ثرف ٔمبزیطی اظ 

ثٝ نٛضر یه ذیظ ویبٔق ضاؾیز     زیبٌطاْ فبظاؾز. ثطای ایٗ وبض ٕٞب٘غٛض وٝ لجق اثجبر قس ثبیس سبثـ 

 . ثٙبثطایٗ ثیطای ( ٘ٛقشٝ قسٜ اؾزa=L/4ثطای حبِز ) زیبٌطاْ فبظزضآیس. ثٝ ایٗ ٔٙؾٛض ثؿظ سیّٛض سبثـ 

 زض ؾٕز چخ عٙبة زاضیٓ: زیبٌطاْ فبظذغی قسٖ سبثـ 



 

89 

 

( 3-34) 

{
  
 

  
 

     
       

 

{
  
 

  
 

   
     (

 
 )

    (
 
 )   

𝜎   (  
 

    (
 
 )   

)

             

ثبقیٙس. زض  ؾز وٝ ایٗ ٔمبزیط ٔطثٛط ثٝ ؾٕز چخ عٙبة ٔیثٝ ایٗ ٔقٙب ا (34-3 )زض ضٚاثظ  1ا٘سیؽ 

ضا  ⁄   ثطحؿیت   k1سیبثـ   (31-3 )قیىُ  لبثُ لجیَٛ ٞؿیشٙس.    k1  ٚσ1ٔمبزیط ٔثجز  (34-3 )ضاثغٝ 

وٙس. ٕٞب٘غٛض یٛز ذبنی ٘یؿز ٚ ضفشٝ ضفشٝ ثٝ ثیٟٙبیز ثیكشط ٔیُ ٔیزٞس. ایٗ سبثـ زاضای دط٘كبٖ ٔی

سٛاٖ یبفز وٝ زض ؾٕز چخ عٙبة ٕ٘ی kقٛز زض ٔٛز اَٚ، زْٚ ٚ چٟبضْ ٔمساضی ثطای وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

زض ایٗ  زیبٌطاْ فبظذغی قٛز. ایٗ أط ثب سٛخٝ ثٝ ٘ساقشٗ زأٙٝ ٚ ثبثز ثٛزٖ  زیبٌطاْ فبظثٝ ٚاؾغٝ آٖ 

 لبثُ سٛخیٝ اؾز.ٞب فطوب٘ؽ

 

-زض ؾٕز چخ عٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ؾفشی ( 31-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس 

، ثٙبثطایٗ سٛا٘س لبثُ لجَٛ ثبقسٔی (34-3 )ٞطزٚ ٔمساض ٔثجز ٚ ٔٙفی ٔقبزِٝ  σ1ثب سٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ثطای 

 k1اؾز ٚ ٕٞب٘ٙیس   π زاضای دطیٛز  σ1 ٔیطایی ضؾٓ قسٜ اؾز.( 32-3 )قىُ اخشٕبؿ ایٗ زٚ ٔمساض زض 

 زض ٔٛزٞبی اَٚ، زْٚ ٚ چٟبضْ ٔمساض ٘ساضز.
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-زض ؾٕز چخ عٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ    ٔیطایی ( 32-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس 

 (35-3 )زض ضاثغیٝ   k2  ٚσ2فطآیٙس فٛق ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ٘یع ا٘دبْ قسٜ اؾز ٚ ٔمبزیط 

 حبنُ قسٜ اؾز.

( 3-35) {
     
       

 {
         (

 

 
)

𝜎      (
 

 
)   

             

 ثقسثب افعایف ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی k2زٞس. ٘كبٖ ٔی ⁄   ضا ثطحؿت  k2ٔمبزیط ( 33-3 )قىُ 

 .یبثسافعایف ٔی ضی ٘ٛؾب٘ی ٚ ضفشٝ ضفشٝ ٘ٛؾب٘بر آٖضفشب 0حَٛ ٔمساض  ⁄   

 

-ٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثیزض ؾٕز ضاؾز ع زیبٌطاْ فبظٔشٙبؽط ثب ذغی قسٖ     ؾفشی( 33-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس 

 اؾز.  π زاضای دطیٛز  σ1زٞس. ٘كبٖ ٔی ⁄   ضا ثطحؿت  σ1ٔمبزیط ( 34-3 )قىُ 
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زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ثط حؿت ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه  زیبٌطاْ فبظذغی قسٖ ٔشٙبؽط ثب    ٔیطایی ( 34-3 )قىُ 

 ⁄   ثقس ثی

 زییبٌطاْ فیبظ  ٚخٛز زاض٘س وٝ ٔٙدط ثٝ ذغی قسٖ  k  ٚσاظ زیسٌبٜ ضیبویبسی ثطای ٔٛز اَٚ ٔمبزیطی اظ 

 k2اض قٛ٘س. أب اظ ِحبػ فیعیىی ایٗ ٔمبزیط ٚخٛز ذبضخی ٘ساض٘س چطاوٝ ٔمیس زض ؾٕز ضاؾز عٙبة ٔی

( 34-3 )قیىُ  ٚ اظ  k2=14.5 ( ٔمیساض 33-3 )قىُ ثبقس. زض ٔٛز زْٚ ثب سٛخٝ ثٝ زض ٔٛز اَٚ ٔٙفی ٔی

 قٛ٘س.ٔٙدط ثٝ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز زض عٙبة ٔی σ2=1ٔمساض 

افشس یب ذیط. وٝ آیب ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز زض ؾطاؾط عٙبة اسفبق ٔیاوٖٙٛ سحمیك قسٜ اؾز 

 ثب یىسیٍط ثطاثط ثبقٙس. σ1  ٚσ2، ٕٞچٙیٗ ٔمبزیط k1  ٚk2ثطای ایٗ وبض ثبیس ٔمبزیط 

( 3-36) {

      
 

  
    

𝜎  𝜎  
 

  
  

 

⁄   فمظ  (36-3 )اقشطان ٔمبزیط ضاثغٝ  ٍٕٞیی   k1 ،k2 ،σ1  ٚσ2اؾز وٝ ثٝ اظای ایٗ ٔمیساض،     

اؾز وٝ ٕٞیبٖ عٙیبة ؾیبزٜ     π-ٚ  0ثٝ نٛضر ذغٛط افمی  زیبٌطاْ فبظثبقٙس. زض ایٗ حبِز نفط ٔی

 افشس.ؿی زض ؾطسبؾط عٙبة ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٕ٘یثبقس. ثٙبثطایٗ زض ٞیچ فطوب٘ٔی

 (34-3 )زض ٔٛز ؾْٛ ثطای آ٘ىٝ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔیٛز زض ؾیٕز چیخ ضخ زٞیس زض ضاثغیٝ      

⁄   ٔمساض  سیسٜ ضخ ٚ ثطای آ٘ىٝ زض ؾٕز ضاؾز ایٗ د k1=0  ٚσ1=4/3لطاض زازٜ قسٜ ٚ ٔمساض    

⁄   ٔمساض  (35-3 )زٞس زض ضاثغٝ  ثب لیطاض   حبنُ قسٜ اؾز. k2=0  ٚσ2=4لطاض زازٜ ٚ ٔمبزیط    
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⁄   ) زض دبؾد فطوب٘ؿی ٔٛز زْٚ k2=  ٚσ2=1 14.5زازٖ ٔمبزیط  ی أیٛاج زضحیبَ   ٔقبزِٝ (    

 نُ قسٜ اؾز.حطوز ثطای ؾٕز ضاؾز حب

( 3-37)      𝜏     
 
 
         

 
 
  

 

حطوز أٛاج ثٝ ذٛثی ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز. ایٗ أٛاج اظ ؾٕز ضاؾز ثٝ ؾٕز چخ ( 35-3 )قىُ زض 

 حطوز ٞؿشٙس. زض حبَ

 

⁄0  ثطای  ( 0.0=   ٌبْ ظٔب٘ی ) 5عٙبة زض حبَ حطوز زض ؾٕز ضاؾز ج زض أٛا( 35-3 )قىُ  =     ٚ  =  .5  ٚ

 σ=  

-ثطای ٔكبٞسٜ أٛاج زضحبَ حطوز زض ؾٕز چخ عٙبة، ثطای ٔثبَ ٔٛز ؾْٛ ضا زض ٘ؾط ٔیی 

ضا ثیطای   k1=0  ٚσ1=4/3 ٔحبؾجٝ قس وٝ ثطای ٔكبٞسٜ ٔبوعیٕٓ دیچییسٌی ٔیٛز ٔمیبزیط    ٌیطیٓ. لجق

ؾفشی فٙط ٚ ٔیطایی زٔذط ثبیس زض ٘ؾط ٌطفز. زض ایٗ حبِز ٔقبزِیٝ دبؾید فطوب٘ؿیی زض ٔیٛز ؾیْٛ زض      

 آیس.ؾٕز چخ عٙبة ثٝ نٛضر ٔقبزِٝ ٔٛج زض ٔی

( 3-38)      𝜏               

زٞس. ایٗ أٛاج اظ ؾٕز چیخ ثیٝ   أٛاج زضحبَ حطوز زض ؾٕز چخ عٙبة ضا ٘كبٖ ٔی (36-3 )قىُ 

 وٙٙس.ضاؾز حطوز ٔی



 

93 

 

 

⁄0  ثطای  ( 0.0=   ٌبْ ظٔب٘ی ) 5عٙبة زض ؾٕز چخ زض  ج زضحبَ حطوز( أٛا36-3 )قىُ  =   ٚ  =0  ٚ σ=    

 

 تغییرات انرشی -3-4-4

ٌیطز، ٘كبٖ زازٜ قسٜ سغییطار ا٘طغی خٙجكی ثطای حبِشی وٝ أٛاج زضحبَ حطوز زض عٙبة قىُ ٔی

سقبقبر ثٝ أٛاج زضحیبَ  اؾز. ثطای زضن ثٟشط سفبٚر ا٘طغی خٙجكی زض ظٔبٖ ٔیطایی وٓ، زض ٌصض اظ اض

حطوز ٚ ٔیطایی ظیبز، ا٘طغی خٙجكی زض ٔٛز زْٚ ٚ ؾْٛ ضؾٓ قسٜ اؾز. ٕٞبٖ عٛض وٝ لجق اثجبر قس 

زٞس. زض ٔٛز زْٚ ٘ییع فمیظ   ضخ ٕ٘ی k  ٚσٞیچ ٔمساضی اظ اظای أٛاج زضحبَ حطوز ثٝ  ،ثطای ٔٛز اَٚ

ا٘طغی  (37-3 )قىُ  قٛز. زضٔی أٛاج زضحبَ حطوز ٔكبٞسٜ k=14.5  ٚσ=1زض ؾٕز ضاؾز ثٝ اظای 

اظ ٔمساض  σضؾٓ قسٜ اؾز. ٔمساض  σٚ ٔمبزیط ٔرشّف  k=14.5خٙجكی زض ٔٛز زْٚ ثٝ اظای ٔمساض ثبثز 

-ا٘طغی خٙجكی قىُ ذبنی ثٝ ذیٛز ٔیی   σ=1٘بچیع سب ٔمساض ظیبز ثٝ سسضیح افعایف یبفشٝ اؾز ٚ زض 

 ٌیطز.
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 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 ج

 

ٚ 

 

ٜ 
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 ح

 

 ظ

 

 ی

 

 ط

 

زض عٙبة  a=L/4ٔشهُ قسٜ زض   k=14.5خٙجكی ثطحؿت ٔىبٖ ٚ ظٔبٖ زض عٙبة ثٝ اظای  سغییطار ا٘طغی( 37-3 )قىُ 

(:ٔیطایی ذیّی لٛی ثٝ اظای ٘ؿجز فطوب٘ؽ یب ٚ سحطیه ٘ٛؾب٘ی زض زٚ ا٘شٟبی عٙبة، اظ اِف(:ٔیطایی ذیّی وقیف س

⁄   ثقس سحطیه ثی     . 

٘كیبٖ زازٜ قیسٜ اؾیز. ٔمیساض      (38-3 )قیىُ   خٙجكی ثطای ٔٛز ؾْٛ ٘یع زض سغییطار ا٘طغی

عایف دیسا وطزٜ اؾز. ٕٞب٘غٛض ثبثز قسٜ ٚ ٔیطایی ٔب٘ٙس حبِز لجُ اظ ٔمساض وٓ اف k=0ؾفشی فٙط زض 

زض ؾیٕز   σ=4أٛاج زضحبَ حطوز زض ؾیٕز چیخ عٙیبة ٚ زض     σ=4/3وٝ لجق اثجبر قس زض ٔمساض 

 ا٘س.اضؾز عٙبة قىُ ٌطفشٝ
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 ة

 

 اِف

 

 ز

 

 ج

 

ٚ 

 

ٜ 
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 ح

 

 ظ

 

 ی

 

 ط

 

َ 

 

 ن

 

زض عٙبة ٚ  a=L/4ٔشهُ قسٜ زض   k=0خٙجكی ثطحؿت ٔىبٖ ٚ ظٔبٖ زض عٙبة ثٝ اظای  طار ا٘طغیسغیی( 38-3 )قىُ 

(:ٔیطایی ذیّی لٛی ثٝ اظای ٘ؿجز فطوب٘ؽ َسحطیه ٘ٛؾب٘ی زض زٚ ا٘شٟبی عٙبة، اظ اِف(:ٔیطایی ذیّی وقیف سب 

⁄   ثقس سحطیه ثی   . 
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 حالت کلی دهپر و فنر خطی ناهتقارى -3-5

اظ  x=aضٚاثغی ثیٗ دبضأشطٞبی ؾیؿشٓ زض حبِز وّی وٝ فٙط ٚ زٔذط ذغیی زض فبنیّٝ    زض ایٗ لؿٕز

سٛاٖ زضیبفز وٝ ثطای ٞبی لجُ ٔیاظ ٘شبیح ثرفؾٕز چخ عٙبة لطاضٌطفشٝ ثبقٙس ثسؾز آٔسٜ اؾز. 

آ٘ىٝ زض ؾٕز چخ ٚ ضاؾز عٙبة أٛاج زضحبَ حطوز قىُ ٌیطز، ثبیس ضاثغٝ دبؾد فطوب٘ؿی ؾیؿشٓ 

 ثٝ نٛضر ضٚاثظ ظیط ثبقٙس. (41-2 )ٚ  (40-2 ) زض ٔقبزلار

( 3-39)       𝜏                         ⁄  

( 3-40)       𝜏      
                     ⁄  

 ثٙبثطایٗ زض ایٗ نٛضر ثبیس قطایظ ظیط ثطلطاض ثبقٙس.

( 3-41)           

( 3-42)           

ذٛز ثٝثب سٛخٝ ثٝ قطایظ ٔطظی ؾٕز چخ ٚ ضاؾز عٙبة، ثب نفط ثٛزٖ ثبثز اَٚ، ضاثغٝ ثبثز زْٚ ذٛز

وٝ ضٚاثغیی ٔریشّظ ٞؿیشٙس،          ٞبی ثطای ثبثز (38-2 )ٚ  (36-2 )ثب سٛخٝ ثٝ ضٚاثظ  ثطلطاض اؾز.

ثبیس لؿٕز ٔٛٞٛٔی ٚ حمیمی ٞط زٚ ثبثز ثطاثط نفط ثبقٙس. ثٙبثطایٗ اظ قطط نفط ثیٛزٖ ٞیط ثبثیز زٚ    

ط ٔیطایی ٚ ؾفشی وٝ ٔٙدط ٔمبزی   آیس. اظ حُ زٚ ٔقبزِٝ ثسؾز آٔسٜ اظ نفط ثٛزٖ ٔقبزِٝ ثسؾز ٔی

قٛ٘س، ثطحؿت فطوب٘ؽ سحطیه ٚ ٔٛلقیز ٌیطی أٛاج زضحبَ حطوز زض ؾٕز چخ عٙبة ٔیثٝ قىُ

 .آٔسٜ اؾززٔذط، ثسؾز -لطاضٌیطی فٙط

( 3-43)    
                                

             
 

( 3-44) 𝜎  
                               

             
 

ٔمبزیط ٔیطایی ٚ ؾفشی ثطای ؾٕز ضاؾز عٙبة ثسؾز    اظ حُ زٚ ٔقبزِٝ ثسؾز آٔسٜ اظ نفط ثٛزٖ 

 .زآٔسٜ اؾ
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( 3-45)    
                              

          
 

( 3-46) 𝜎  
                            

          
 

⁄   فٙٛاٖ ٔثبَ اٌط ٔمبزیط ؾفشی ٚ ٔیطایی ضا ثٝ اظای  ثٝ ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚاثیظ         ٚ      

ٛز، قیىُ  ٞبی ٔشفبٚر ضؾٓ قی ثسؾز آیٙس ٚ دبؾد فطوب٘ؿی ؾیؿشٓ زض اظای ظٔبٖ (3-44 )ٚ  (3-43 )

 دبؾد ثٝ نٛضر ذٛاٞس ثٛز.

 

⁄   ٌبْ ظٔب٘ی زض  18( دبؾد فطوب٘ؿی ثٝ اظای 39-3 )قىُ        ٚ        ٚk  ٚσ  ٝٔحبؾجٝ قسٜ اظ ضاثغ

( 3-43)  ٚ( 3-44) 
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 a=L/2حالت هیرایی خطی و فنر غیرخطی  -3-6

زض ایٗ لؿٕز ثٝ سحّیُ ٘شبیح حبنُ اظ حُ حبِز دبیساض ؾیؿشٓ غیطذغی دطزاذشٝ قسٜ اؾز. فٙیط ٚ  

ذغی ثٛزٖ فٙیط زض  ثب ایٗ سفبٚر وٝ اثط غیط a=L/2ا٘س ٚ ٔكبثٝ حبِز ٔیطایی زض ٚؾظ عٙبة لطاضٌطفشٝ

ؾقی قسٜ اؾز ٕٞبٖ ٘شبیح حبِز ذغی سب حس أىبٖ زض ایٗ ثرف ثیب زض ٘ؾیط    طفشٝ قسٜ اؾز.٘ؾط ٌ

 ای ثیٗ ؾیؿشٓ ذغی ٚ غیطذغی ثشٛاٖ ا٘دبْ زاز.ٌطفشٗ غیطذغی ثٛزٖ فٙط اؾشرطاج قٛز سب ٔمبیؿٝ

 اثر سفتی -3-6-1

σثطای ثطضؾی اثط ؾفشی ضٚی زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ٚ ٔمبیؿٝ ثیب حبِیز ذغیی، ٔیطاییی زض            

. ((40-3 )قیىُ  )زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾیز  10ٚ  4، 0.05ثبثز لطاض زازٜ قسٜ ٚ ثطای ؾفشی ؾٝ ٔمساض 

ٞبی لجّی فطویب٘ؽ سحطییه   ٕٞب٘ٙس حبِز ایٗ ؾٝ ٔمساض زض حبِز ذغی ٘یع ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفشٙس.

ω ٔیطایی یقٙی ثب ٔمساض اِٚیٗ فطوب٘ؽ عجیقی ؾیؿشٓ ثس ٖٚπ ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾید   قسٜ اؾز. ٘طٔبلایع

ٞبی زض إِبٖ A٘طٔبلایع قسٜ اؾز. ٔمساض  Aثیبٖ قس ثب زأٙٝ سحطیه  (110-2 )فطوب٘ؿی وٝ زض ضاثغٝ 

 اؾز.لطاض زازٜ قسٜ  1ٞب ٔمساض ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی، زض ثطضؾی 3زضخٝ 

اِف ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ضا زض ٘مبط ٔرشّیف عٙیبة ثیٝ اظای ٔیطاییی ٚ     -(40-3 )قىُ 

⁄   زٞس. ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی زض ؾفشی ا٘سن ٘كبٖ ٔی ویٝ ٕٞیبٖ فطویب٘ؽ عجیقیی        

وٙس. ثب ایٗ سفبٚر وٝ ثٝ ٚاؾغٝ غییط ذغیی   ٔیُ ٔی ثبقس، ٕٞب٘ٙس حبِز ذغی ثٝ ثیٟٙبیزؾیؿشٓ ٔی

⁄   ثٛزٖ فٙط زض اعطاف  ذٛضز. ثب افعایف ٔییعاٖ ؾیفشی اییٗ    خبثدبیی ٔٛوقی ثٝ چكٓ ٔی     

⁄   خبثدبیی افعایف دیساوطزٜ ٚ ٕٞچٙییٗ زض اعیطاف    -٘ییع خبثدیبیی ثعضٌیی ؽٟیٛض ٔیی          

قىُ وٙٙس)ٞب ثٝ ثیٟٙبیز ٔیُ ٔیة(. ثب افعایف ؾفشی ثٝ ٔمساض ظیبز، ایٗ خبثدبیی-(40-3 )قىُ وٙس)

ٞبی سكسیس خسیسی زض ؾیؿشٓ ٘ؿجز ثٝ حبِیز ذغیی ؽٟیٛض دییسا     ج(. زض حمیمز فطوب٘ؽ-(3-40 )

 وٙٙس.ٔی

 



 

101 

 

 اِف

 

 ة

 

 ج

 

⁄     |ا٘ساظٜ زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی ( 40-3 )قىُ  ωثقس زض ٘مبط ٔرشّف ثطحؿت فطوب٘ؽ سحطیه ثی | ω ⁄  ثٝ اظای

σ=0.0   :)اِف ٚk=0.05  )ةk=4  )جk=10 
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خؿیشدٛ ویطز.    (130-2 )( ضا ثبیس زض ضاثغٝ 40-3 )قىُ ٞبی ٔٛوقی زض زِیُ ایدبز ٔبوعیٕٓ

زض حمیمز ؾیؿشٓ ثٝ ییه   (.σ=0ثطای یطضؾی اثط ؾفشی غیطذغی اظ اثط ٔیطایی نطف ٘ؾط قسٜ اؾز)

ؾیؿشٓ عٙبة ثب فٙط غیطذغی ٔٛوقی زض ٚؾظ آٖ ٚ سحطیه ٞبضٔٛ٘یه زض زٚ عیطف، ویبٞف یبفشیٝ    

قٛ٘س. ثٙبثطایٗ عجیك ضاثغیٝ   ٔی                             ثب ایٗ وبض وطایت   اؾز.

دبؾد فطوب٘ؿی ضا سكیىیُ  ٔطثٛط ثٝ ا٘ساظٜ زأٙٝ  (130-2 )ٞب ثرف ٔٛٞٛٔی ضاثغٝ ایٗ ثبثز (2-131 )

-ٞب ٔٛخت ٔرشّظ قسٖ فطوب٘ؽ ٚ دبؾد فطوب٘ؿی ٔیی وٝ ٔیطایی زض ؾیؿشٓزٞٙس. ثب سٛخٝ ثٝ ایٗٔی

 ٞیبی لجّیی اؾیز.   قٛز، ثب نطف ٘ؾط اظ اثط آٖ، نفط قسٖ ثرف ٔٛٞٛٔی دبؾد وبٔق ٔغبثك ثب زا٘ؿشٝ

وٝ قبُٔ  1بقس. ثرف زضخٝ ثٔی 3ٚ زضخٝ  1ٕٞچٙیٗ ایٗ دبؾد وبٔق حمیمی زاضای زٚ ثرف زضخٝ 

اؾز وٝ زض حمیمز دبؾد ٔؿأِٝ عٙبة ؾیبزٜ ثیسٖٚ ٔیطاییی ٚ فٙطییز ثیب سحطییه                 ثبثز 

وٝ زض حمیمز          ٚ          قبُٔ   3وٙس ٚ ثرف زضخٝ ٛ٘یه زض زٚ ا٘شٟب ضا ثیبٖ ٔیٞبضٔ

 Aاٌط ایٗ دبؾد حمیمی ٘ؿجز ثٝ زأٙیٝ سحطییه    زٞس.ٔیاثط غیطذغی ثٛزٖ فٙط ضٚی دبؾد ضا ٘كبٖ 

 ٘طٔبلایع قٛز، ضٚاثظ ظیط حبنُ ذٛاٞس قس:

( 3-47) φ   

 
                   

           
    

( 3-48) 
         

       
 
  

    
 
  

 

( 3-49) 
          

 *     
  
              

 
          +

        
 
  (      

 
    )

 

( 3-50) 
          

 *     
  
              

 
          +

        
 
  (      

 
    )

 

( سیأثیطی ٘یساضز ویٝ ثیب ٘شیبیح      1 زٞس وٝ زأٙٝ سحطیه زض دبؾد ذغی)زضخٝ٘كبٖ ٔی (47-3 )ضاثغٝ 

حیصف ٘كیسٜ اؾیز ٚ     3لجّی ٕٞرٛا٘ی زاضز، أب ثبِقىؽ زأٙٝ سحطییه زض ثریف زضخیٝ    ٞبی ثرف

ْ     ثٙبثطایٗ زض دبؾد غیطذغی ٔٛثط اؾز. ٞیبی  ٕٞچٙیٗ ؾفشی فٙط غیطذغی ثیٝ فٙیٛاٖ ویطیت زض سیط



 

103 

 

ٚ دیؽ اظ ؾیبزٜ    (47-3 )زض ٔقبزِیٝ   (50-3 )سیب   (48-3 )ب لطاض زازٖ ضٚاثظ ؽبٞط قسٜ اؾز. ث 3زضخٝ 

 آیس. سؾز ٔیث (51-3 ) ؾبظی ضاثغٝ

( 3-51) φ   

 
 

       
 
  

    
 
  

 
           

       
 
  (      

 
    )

 

ٚ ؾیفشی   Aزأٙیٝ سحطییه   سٛاٖ ثسؾز آٚضز. اَٚ ایٙىٝ ٟٓ ٔیؾٝ ٘شیدٝ ٔ (51-3 )زض ضاثغٝ 

زأٙٝ سحطیه اظ دبؾد، عجك اثط  kا٘س ٚ ثب نفط قسٖ بٞط قسٜؽ 3ٞط زٚ زض سطْ زضخٝ  kفٙط غیطذغی 

-زض نٛضر وؿط زْٚ ؽبٞط قسٜ ٚ ٔی kزْٚ ایٙىٝ وطیت ؾفشی فٙطغیطذغی  حصف ذٛاٞس قس. ا٘شؾبض

دبؾد ثیٝ    اظ  یؾْٛ ایٙىٝ ثٝ اظای ٔمبزیط ٛز.٘ساظٜ دبؾد فطوب٘ؿی قایب وبٞف سٛا٘س ٔٙدط ثٝ افعایف 

 ٞس وطز.ثیٟٙبیز ٔیُ ذٛا

 ( 3-52)     
 

 
    

 

  
                

 ( 3-53) 

      
 

 
         (

 

 
)  

{
 
 

 
  

√ 

 
 

 

  
 

 

 
              

 
√ 

 
 

 

  
 

 

 
               

 

ٖ  (52-3 )ضاثغٝ ٕٞبٖ فطوبٖ ٔطخـ یب فطوب٘ؽ عجیقی اَٚ عٙبة ؾبزٜ اؾز.    زض ضٚاثظ فٛق   ٕٞیب

 (53-3 )زٞیس ٚ ضاثغیٝ   ٞبی عجیقی حبِز ثسٖٚ ٔیطایی ٚ فٙطیز )عٙبة ؾیبزٜ( ضا ٘كیبٖ ٔیی   فطوب٘ؽ

 ،قیس  ( ٘كبٖ زاز40ٜ-3 )قىُ عٛض وٝ زض ٕٞبٖ  ثٙبثطایٗ زٞس.ٞبی سكسیس خسیسی ضا اضائٝ ٔیفطوب٘ؽ

⁄   ثقیس  زض ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثیی        ٚ   ⁄ افیعایف ٔٛویقی زأٙیٝ دبؾید          

 فطوب٘ؿی ضا قبٞس ٞؿشیٓ.

٘ىشٝ زیٍطی لبثُ سٛخٝ اؾز. ٕٞب٘غٛض وٝ لجق اقیبضٜ قیس زض نیٛضسی ویٝ      (51-3 )زض ضاثغٝ 

-ٌط قىُ ٔٛزٞبی حبِز عٙبة ؾبزٜ ثسٖٚ ٔیطاییی ٚ فٙیط ٔیی   ٖبثی (51-3 )غٝ نفط ثبقس ضاث kٔمساض 

ثبقس. أب ثب اوبفٝ قسٖ سطْ غیطذغی، ثرف ؾیٙٛؾی ثٝ ضاثغٝ اوبفٝ قیسٜ اؾیز. زض نیٛضسی ویٝ زض     

⁄   ٔمساض  (51-3 )ضاثغٝ   آیس.ٔیثسؾز  (54-3 ) لطاض زازٜ قٛز ضاثغٝ   
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( 3-54) φ   

 
      𝜋   

      𝜋𝜋  

  𝜋
 

دبضأشط اثطٌصاضی سبثـ ؾیٙٛؾی ضٚی سبثـ قىُ ٔٛز اؾز. ثٝ عیٛضی ویٝ    k، (54-3 )زض ضاثغٝ 

أب زٞس. ٘كبٖ ٕ٘ی زیبٌطاْ فبظسمطیجب اثط آٖ ٘بچیع اؾز ٚ ذٛز ضا زض قىُ ٔٛز ٚ  kزض اظای ٔمبزیطی اظ 

ٝ  زیبٌطاْ فیبظ ثرف ؾیٙٛؾی افعایف یبفشٝ ٚ اثط فبُٔ غیطذغی ذٛز ضا زض قىُ ٔٛز ٚ  kثب افعایف   ثی

  زٞس.عٛض قفبف ٘كبٖ ٔی
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 اِف

 

 ز

 

 ج

 

ٜ 

 

⁄   زض عَٛ عٙبة زض  زیبٌطاْ فبظ( سغییطار قىُ ٔٛز ٚ 41-3 )قىُ      ٚσ=0  ٚA=1 :)ثٝ اظای اِفk=1 :)ةk=10 

 k=33 :)ٜ k=50ز(: k=20ج(:

ضا ثٝ اظای ٔمیبزیط ٔرشّیف ؾیفشی غیطذغیی      زیبٌطاْ فبظ( سغییطار قىُ ٔٛز ٚ 41-3 )قىُ 

-(41-3 )قیىُ  )ثؿیبض ا٘یسن ٞؿیشٙس   زیبٌطاْ فبظزض ؾفشی ا٘سن سغییطار قىُ ٔٛز ٚ  زٞس.٘كبٖ ٔی

ٕٞچٙیبٖ ٔكیبثٝ    زییبٌطاْ فیبظ  ض سغییطار لبثُ ٔكبٞسٜ قسٜ أیب  قىُ ٔٛز زچب ،. ثب افعایف ثیكشطاِف(
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زیبٌطاْ یطار ٔٛوقی ٚ چكٍٕیط زض سغی k=33. ثٝ اظای ؾفشی ج(-ة-(41-3 )قىُ )حبِز ذغی اؾز

ثب افعایف ثیف اظ حیس ؾیفشی اییٗ سغیییطار زض عیَٛ عٙیبة        .ز(-(41-3 )قىُ )قسٜ اؾز ایدبز فبظ

زٞیس، ویٝ افیعایف ثییف اظ حیس      وٙٙس ٚ زض حمیمز ٕٞبٖ اسفبق حبِز ذغی ضخ ٔیٌؿشطـ دیسا ٔی

لاظْ ثیٝ   قسٜ اؾز. L/2ؾفشی ثبف  نّت قسٖ ٚؾظ عشبة قسٜ ٚ عٙبة سجسیُ ثٝ زٚ عٙبة ثب عَٛ 

نطف ٘ؾط قسٜ اؾز. زض ٚخٛ ٔیطایی سٕیبٔی ٘شیبیح    ٞبی فٛق اظ اثط ٔیطاییسٛویح اؾز وٝ زض ثطضؾی

قیىُ  زض  زییبٌطاْ فیبظ  وٙیس. ثیٝ عیٛض ٔثیبَ     ثطلطاض اؾز ٚ سغییطاسی ٔكبثٝ حبِز ذغی ایدبز ٔیفٛق 

-( ثٝ نٛضر ذغٛط ثبثز اؾز، ثب اوبفٝ قسٖ ٔیطایی ثٝ ذغٛط ٔٙحٙی ٚ دیٛؾشٝ سجیسیُ ٔیی  3-41 )

 زض ثرف ثقس اثط ٔیطایی ثح  قسٜ اؾز. ٛز.ق

 ا٘س.( زض یه ٕ٘ٛزاض ضؾٓ قس41ٜ-3 )قىُ ثطای ٔمبیؿٝ ثٟشط، قىُ ٔٛزٞبی 

 

⁄   ( قىُ ٔٛز زض 42-3 )قىُ     ،σ=0  ٚA=1  زیط ٔرشّف ؾفشی فٙط غیطذغیثطحؿت ٔمب 

 اثر هیرایی -3-6-2

 k=0.05ثطای ثطضؾی اثط ٔیطایی ضٚی زأٙٝ دبؾد فطوب٘ؿی زض حبِز غیطذغی، ؾفشی زض ٔمساض ا٘سن 
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زض  ثبثز قسٜ ٚ ثطای ٔیطایی ؾٝ ٔمساضی وٝ زض حبِز ذغی ٘یع ثطضؾی قس، زض ٘ؾط ٌطفشٝ قسٜ اؾز.

سیط  ٚ اٌط ؾفشی ذیّی وٓ آیساِف ثسؾز ٔی-(40-3 )قىُ حبِشی وٝ ٔیطایی ا٘سن ثبقس ٕٞبٖ ٘شیدٝ 

 آیس.حبِز ذغی ثسؾز ٔیاظ ایٗ ٔمساض ثبقس ٕٞبٖ ٘شبیح 

 اِف 

 

 ة

 

⁄     | دبؾد فطوب٘ؿی زأٙٝ ا٘ساظٜ( ( 43-3 )قىُ  ω ثقسیث هیسحط فطوب٘ؽ ثطحؿت فٔرشّ ٘مبط زض | ω ⁄  ٝیاظا ث 

k=0.05 ٚ اِف :)σ= .  ة )σ= 0 

 

 دیاگرام فازتغییرات  -3-6-3

-زض سطْ Aثطای زأٙٝ سحطیه  1ٚ لطاض زازٖ ٔمساض  π٘طٔبلایع قسٜ ثطحؿت  ⁄      زیبٌطاْ فبظسبثـ 

⁄   ، ثطای ٔمبیؿٝ ثب حبِز ذغی زض ٞبی غیطذغی -زض ٔیطاییی  k=3.2  ٚk=10.7ٚ ثیٝ اظای     
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ثؿیبض  زیبٌطاْ فبظاِف سبثـ -(44-3 )قىُ زض  (.ة-اِف-(44-3 )قىُ ٞبی وٓ ثٝ ظیبز ضؾٓ قسٜ اؾز)

قسٜ زض حبِز ذغیی(، ٘ؿیجز    قجیٝ ثٝ حبِز ذغی اؾز، ثب ایٗ سفبٚر وٝ ٔرشهبر ٘مغٝ ثبثز)ثح 

هبر ٘مغٝ ثبثز ؾفشی ٔرش ای افعایفثٝ حبِز ذغی ثٝ ٚاؾغٝ غیطذغی ثٛزٖ سغییط وطزٜ اؾز. ثٝ اظ

زچیبض افٛخیبج قیسٜ     زییبٌطاْ فیبظ  ثطذقف حبِز ذغی ثٝ ؾٕز ضاؾز وطزٜ ٚ ٕٞچٙییٗ زض ٕ٘یٛزاض   

⁄   ثقس ٘بنحیح ی ٘ؿجز فطوب٘ؽ سحطیه ثی((. ثٝ اظا44-3 )قىُ اؾز) ٕٞب٘ٙس حبِیز         

قیىُ  زٞس)ضفشیبض ٘یبٔٙؾٕی ضا اظ ذیٛز ٘كیبٖ ٔیی      زییبٌطاْ فیبظ  ذغی ٘مغٝ ثبثز اظثیٗ ضفشٝ أب سیبثـ  

 ج(.-(3-44 )

غیط ذغی زض ظٔب٘ی وٝ ٔیطایی  فبُٔثب سٛخٝ ثٝ قىُ زض ٞط ؾٝ حبِز ٔٛضز ثطضؾی، ٕٞچٙیٗ 

𝜎وٓ اؾز) زاضز ٚ ثیطفىؽ زض ظٔیبٖ    زییبٌطاْ فیبظ  ( سأثیط ثیكشطی ضٚی سیبثـ                   

𝜎ٞبی ثعضي)ٔیطایی ٌصاضز. ظیطا ثب افعایف ٔیطاییی نیّجیز   سطی ٔیسأثیط وٓ فبُٔ غیطذغی (    

 ضز.یبثس ٚ زض٘شیدٝ فبُٔ غیطذغی سأثیطی ٘ساؾیؿشٓ افعایف ٔی
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 اِف

 
 ة

 
 ج

 
ωزض عَٛ عٙبة ثٝ اظای ٔمبزضی ٔرشّف ٔیطایی اِف(:  زیبٌطاْ فبظسىبُٔ ( 44-3 )قىُ  ω0⁄     ٚk=3.2  :)ة

ω ω0⁄     ٚk=10.7  :)جω ω0⁄         ٚk=1.4 

 Aاثر داهنه تحریک  -3-6-4

 Aاٌیط ٘ؿیجز ثیٝ     (131-2 )ٚ  (130-2 )زض ضٚاثیظ   زیبٌطاْ فیبظ بؾد فطوب٘ؿی ٚ سبثـ ٔقبزلار زأٙٝ د
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ٞیبی  ٘ٙس حبِز ذغی(، أب سطْٞؿشٙس)ٕٞب Aٞب فبلس زأٙٝ سحطیه آٖ 1ٞبی زضخٝ ٘طٔبلایع قٛ٘س، سطْ

Aٕٞچٙبٖ زاضای وطیت  3زضخٝ 
ثبقٙس. ایٗ أط ٔٛثط ثٛزٖ زأٙٝ سحطییه ضٚی دبؾید فطوب٘ؿیی    ٔی 2

طوب٘ؿی غیطذغی زض زٚ ٘ؿیجز فطوب٘ؿیی   زٞس. سأثیط زأٙٝ سحطیه ضٚی دبؾد فغیطذغی ضا ٘كبٖ ٔی

 ذغی ٔمبیؿٝ قسٜ اؾز.فطوب٘ؿی  ضؾٓ قسٜ ٚ ثب قىُ دبؾد )45-3 )قىُ زض  ٘بٔیطا

 اِف

 

 ة

 

⁄   اِف(:    قىُ ٔٛز ذغی ٚ غیطذغی ثٝ اظای زض  A( سأثیط زأٙٝ سحطیه 45-3 )قىُ  ⁄    ة(:       
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 فصل چهارم

 گیری و پیشنهادهانتیجه 4
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 خلاصه نتایج:

  ٔی ا٘شمبَ فطوب٘ؿیسأثیطی ٘ساضز ٚ سٟٙب ٔیطایی ٔٙدط ثٝ ایدبز  فطوب٘ؿی ا٘شمبَؾفشی فٙط زض-

 قٛز.

 ُقٛز.ٌیطی دیچیسٌی ٔٛز زض عٙبة ٔیٔیطایی ٔٙدط ثٝ قى 

 ُثبقس.ٌیطی دیچیسٌی ٔٛز ٔیؾفشی فٙط سقییٗ وٙٙسٜ ٔحُ قى 

  بؾید  قیٛز ٚ اییٗ سغیییطار ذیٛز ضا زض د    ٔی زیبٌطاْ فبظٔیطایی ٔٙدط ثٝ سغییطار قسیسی زض

 زٞس.فطوب٘ؿی ذٛز ضا ثٝ قىُ سغییطار ٘بٕٞعٔبٖ خبثدبیی ٘كبٖ ٔی

 ٌطزز.ثٝ اظای ٔمساض ٔكرهی اظ ٔیطایی ٚ ؾفشی دیچیسٌی ٔٛز ٔبوعیٕٓ ٔی 

 ٌٖیطی أٛاج زضحبَ حطوز اؾز، زض حبِز ٌط قىُٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز زض عٙبة وٝ ثیب

 طیه اؾز.زٔذط ٚ فطوب٘ؽ سح-وّی ٚاثؿشٝ ثٝ ٔىبٖ لطاضٌیطی فٙط

 افشس ٚ ٚاثؿشٝ زض حبِز ٘بٔشمبضٖ ٕٞٛاضٜ زض یه ؾٕز عٙبة ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی ٔٛز اسفبق ٔی

 ثبقس.ثٝ فطوب٘ؽ سحطیه ٔی

 ٌُیطی أیٛاج زضحیبَ   ا٘طغی خٙجكی ٚ دشب٘ؿیُ ٚ زض ٘شیدٝ ا٘طغی وُ زض عٙبة زض ظٔبٖ قى

ُ سٛاٖ اظ ضٚی آٌٖیط٘س ٚ ٔیحطوز قىُ ذبنی ضا ثٝ ذٛز ٔی ییطی أیٛاج زضحیبَ    ٌٞب قیى

 حطوز ضا قٙبؾبیی وطز.

  زض حبِزa=L/3  ٚa=L/4  زض ظٔبٖ ٔبوعیٕٓ دیچیسٌی، ؾفشی فٙط ثب افعایف فطوب٘ؽ ضفشبضی

 ٚاٌطا ٚ ٔیطایی ضفشبضی دطیٛزیه زاضز.

  ٖوٙس.زٔذط ثٝ ا٘شٟبی عٙبة وبٞف دیسا ٔی–ثب ٘عزیه قسٖ فٙط  ا٘شمبَ فطوب٘ؿیٔیعا 

  ٘مكی ٘ساضز. ؿیا٘شمبَ فطوب٘فٙط غیطذغی زض 

 قٛز.ٞبی سكسیس خسیسی زض ؾیؿشٓ ٔیفٙط غیطذغی ٔٙدط ثٝ ایدبز فطوب٘ؽ 

 ٞبی وٓ سأثیط ٌصاض اؾز.فٙط غیطذغی زض ٔیطایی 
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  زض حبِزa=L/2           ٕٓفٙط غیطذغیی ٘مكیی زض ٔمیساض ٔیطاییی ٚ ؾیفشی ویٝ ٔٙدیط ثیٝ ٔیبوعی

 قٛز، ٘ساضز.دیچیسٌی ٔٛز ٔی

  ٚ ثبقٙس.سبثـ زأٙٝ سحطیه ٔی ،بٌطاْ فبظزیزض ؾیؿشٓ غیطذغی دبؾد فطوب٘ؿی 

 های آینذه:پیشنهادها ترای پصوهش

        ثب سٛخٝ ثٝ اثط چكٍٕیط ٔیطایی ضٚی زیٙبٔییه ؾیؿیشٓ، ثطضؾیی ؾیؿیشٓ زض حبِیز ٔیطاییی

 سٛا٘س ٘شبیح ثب إٞیشی ضا ٕ٘بیبٖ وٙس.غیطذغی ٔی

 طذغیی ٚ ثطضؾیی   زٔذط ثٝ فٙٛاٖ خبشة زض حبِز ذغی ٚ غی-اوبفٝ وطزٖ خطْ ثٝ ا٘شٟبی فٙط

 .سغییطار ا٘طغیسكىیُ أٛاج زضحبَ حطوز ٚ 

 ثطضؾی دبؾد ٌصضای ؾیؿشٓ ٔٛضز ثح  زض حبِز ذغی ٚ غیطذغی 

  سویبضثطز ثیكیشطی زاض٘ی    ٞبی دیٛؾشٝ زیٍط چٖٛ سیطٞب وٝسٛا٘س ثٝ ؾیؿشٓٔیایٗ ٘ٛؿ ثطضؾی 

 قٛز ٚ خصة اضسقبقبر ثب أٛاج زضحبَ حطوز نٛضر دصیطز. سقٕیٓ زازٜ

 

  



114 

 

 :هناتعع و هراج 5

[1]  A. DasGupta, P. Hagedorn, Vibrations and waves in continuous mechanical 

systems, Wiley, New York, 2007 . 

[2]  J. Rayleigh, The theory of sound. vol. I and II Dover Publications, New York, 

1945 . 

[3]  T. Caughey, Classical normal modes in damped linear dynamic systems, Journal 

of Applied Mechanics, Vol. 27, No. 2, pp. 269-271, 1960 . 

[4]  T. Caughey, M. O’kelly, Classical normal modes in damped linear dynamic 

systems, Journal of Applied Mechanics, Vol. 32, No. 3, pp. 583-588, 1965 . 

[5]  S. Adhikari, Optimal complex modes and an index of damping non-

proportionality, Mechanical Systems and Signal Processing, Vol. 18, No. 1, pp. 

1-27, 2004 . 

[6]  S. Krenk, Complex modes and frequencies in damped structural vibrations, 

Journal of Sound and Vibration, Vol. 270 ,No. 4, pp. 981-996, 2004 . 

[7]  S. R. Ibrahim, Computation of normal modes from identified complex modes, 

Aiaa Journal, Vol. 21, No. 3, pp. 446-451, 1983 . 

[8]  S. Krenk, Vibrations of a taut cable with an external damper, Journal of Applied 

Mechanics, Vol  .67 , No. 4, pp. 772-776, 2000 . 

[9]  T. Soong, B. Spencer, Supplemental energy dissipation: state-of-the-art and 

state-of-the-practice, Engineering Structures, Vol. 24, No. 3, pp. 243-259, 2002 . 

[11]  J. A. Main, S. Krenk, Efficiency and tuning of viscous dampers on discrete 

systems, Journal of Sound and vibration, Vol. 286, No. 1, pp. 97-122, 2005 . 

[11]  K. Engelen, H. Ramon, W. Saeys, W. Franssens, J. Anthonis, Positioning and 

tuning of viscous damper on flexible structure, Journal of sound and vibration, 

Vol. 304, No. 3, pp. 845-862, 2007 . 

[12]  J. Main, N. Jones, Evaluation of viscous dampers for stay-cable vibration 

mitigation, Journal of Bridge Engineering, Vol. 6, No. 6, pp. 385-397, 2001 . 

[13]  J. Main, N. Jones, Free vibrations of taut cable with attached damper. II: 

nonlinear damper, Journal of engineering mechanics, Vol. 128, No. 10, pp. 

1072-1081, 2002 . 

[14]  A. Blanchard, O. V. Gendelman, D. M. McFarland, L. A. Bergman, A. F. 

Vakakis, Mode complexity in a harmonically forced string with a local spring–

damper and transitions from vibrations to waves, Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 334, pp. 282-295, 2015 . 

[15]  A. Hull, A closed form solution of a longitudinal bar with a viscous boundary 

condition, Journal of Sound and Vibration, Vol. 169 ,pp. 19-19, 1994 . 

[16]  F. Cortés, M. J. Elejabarrieta, Longitudinal vibration of a damped rod. Part I: 

Complex natural frequencies and mode shapes, International journal of 

mechanical sciences, Vol. 48, No. 9, pp. 969-975, 2006 . 

[17]  M. Gürgöze, H. Erol, On the frequency response function of a damped cantilever 

simply supported in-span and carrying a tip mass, Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 255, No. 3, pp. 489-500, 2002 . 

[18]  M. Gürgöze, H. Erol, Dynamic response of a viscously damped cantilever with a 

viscous end condition, Journal of Sound and Vibration, Vol. 298, No. 1, pp. 

132-153, 2006 . 

[19]  G. Oliveto, A. Santini, E. Tripodi, Complex modal analysis of a flexural 

vibrating beam with viscous end conditions, Journal of Sound and Vibration, 



 

115 

 

Vol. 200, No. 3, pp. 327-345, 1997 . 

[21]  C. Pierre, D. Jiang, S. Shaw, Nonlinear normal modes and their application in 

structural dynamics, Mathematical Problems in Engineering, Vol. 2006, 2006 . 

[21]  R. M. Rosenberg, The normal modes of nonlinear n-degree-of-freedom systems, 

Journal of applied Mechanics, Vol. 29, No. 1, pp. 7-14, 1962 . 

[22]  A. F. Vakakis, Non-linear normal modes (NNMs) and their applications in 

vibration theory: an overview, Mechanical systems and signal processing, Vol. 

11, No. 1, pp  .3-22 ,1997 .  

[23]  S. Shaw, C. Pierre, Normal modes for non-linear vibratory systems, Journal of 

sound and vibration, Vol. 164, No. 1, pp. 85-124, 1993 . 

[24]  S. Shaw, C. Pierre, Normal modes of vibration for non-linear continuous 

systems, Journal of sound and vibration, Vol. 169, No. 3, pp. 319-347, 1994 . 

[25]  N. Boivin, C. Pierre, S. Shaw, Non-linear modal analysis of structural systems 

featuring internal resonances, Journal of Sound and Vibration, Vol. 182, No. 2, 

pp. 336-341, 1995 . 

[26]  D. Jiang, C .Pierre, S. Shaw, Nonlinear normal modes for vibratory systems 

under harmonic excitation, Journal of sound and vibration, Vol. 288, No. 4, pp. 

791-812, 2005 . 

[27]  C. V. S. Villa, J.-J. Sinou, F. Thouverez, The invariant manifold approach 

applied to nonlinear dynamics of a rotor-bearing system, European Journal of 

Mechanics-A/Solids, Vol. 24, No. 4, pp. 676-689, 2005 . 

[28]  J. Main, N. Jones, Free vibrations of taut cable with attached damper. I: Linear 

viscous damper, Journal of Engineering Mechanics, Vol  .128 , No. 10, pp. 1062-

1071, 2002 . 

[29]  P. Hagedorn, On a new concept of active vibration damping of elastic structures,  

in: Structural Control, Eds., pp. 261-277: Springer, 1987 . 

 

  



116 

 

Abstract 

 

In this study, the steady state response of a cable which is locally 

connected to a spring and damper is investigated. The spring and damper 

are attached to a typical point of the cable, in one side, and to the ground in 

the other side. Both ends of the cable are simultaneously excited and the 

steady state response and mode complexity of the system is studied. This 

study is repeated for a nonlinear spring- linear damper which is located in 

the middle of the cable. In order to solve the equations of motion for linear 

case, the method of separation of variables is used. But ,in the following, 

instead of complex eigenvalue method and extraction of complex modes 

and frequencies, frequency response constants have been obtained in terms 

of frequency. For calculating steady state response in the case of nonlinear 

spring- linear damper, the method of invariant manifold is implemented. 

For linear case, it is shown that the damping term leads to frequency shift 

and mode complexity occurrence. Also a specific combination of damping 

and stiffness construct the maximum mode complexity and the appearance 

of moving waves in the cable. This combination depends on the location of 

spring – damper and the excitation frequency. Furthermore, for nonlinear 

case, extreme variations in phase, mode shapes and dependency of 

frequency response amplitude to excitation amplitude were observed. 

 

Keywords: Steady-State Dynamic, Traveling Waves, NNM
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