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 چکیده:
علوم و فناوری قرار  های مختلفسياری از دانشمندان در زمينهمسائل معکوس حرارتي امروزه مورد توجه ب

اينکهه كيیيهت با توجه به . باشدمي. يکي از كاربردهای اين روش در حل مسائل انجماد فلزات گرفته است

بها كنتهرل اين رو از است، مايع وابسته  -جامد مشترک سطح سرعت ميزان ماده در حال انجماد به شدتِ

مناسه  بهرای يهک ای با كيیيهت دلخهواه و به ماده توانمي جمادان فرآيندر حين سطح مشترک د سرعت

 كاربرد مشخص دست يافت. 

ای كه های انجماد، تخمين شار حرارتي در مرزهاست بگونهفرآيندهدف از حل مسائل معکوس حرارتي در 

حهل مسهائل معکهوس های عددی مختلیي بهرای ای با كيیيت دلخواه دست پيدا كرد. روشبتوان به ماده

شامل انجماد پيشنهاد شده كه روش گراديان مزدوج، بهترين روشي اسهت كهه تهاكنون اسهتیاده گرديهده 

ههای معکهوس است. بدليل نرخ همگرايي و دقت بالاتری كه روش متريهک متغيهر نسهبت بهه سهاير روش

اسهتیاده شهده اسهت.  نامه از اين روش بهرای كنتهرل انجمهاد مهواد خهالصحرارتي داراست، در اين پايان

 همچنين برای كاهش هزينه حل مساله مستقيم، روش آنتالپي بکار برده شده است.

بمنظور ارزيابي كارايي روش متريک متغير، نتايج بدست آمده به ازای پارامترهای مختلف مهورر بهر حهل  

سهت. نتهايج بدسهت مقايسه شده ا همراه با مساله الحاقي معکوس با نتايج حاصل از روش گراديان مزدوج

آمده، نشان از كارايي بالای روش متريک متغيهر در حهل مسه له معکهوس حرارتهي انجمهاد نسهبت روش 

 .گراديان مزدوج دارد
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 22 ( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای شبکه های مختلف شار مثلثي1-3جدول )

های اوليه متیاوت شار وسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای حدس( مقادير تابع هدف، مت2-3جدول )

 مثلثي

 

23 

های اوليه متیاوت شار ( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای حدس3-3جدول )

 پله ای

 

22 

شار های حسگر متیاوت ( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای مکان4-3جدول )

 مثلثي

 

113 

های حسگر متیاوت شار (: مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای مکان5-3جدول )

 پله ای
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(: مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای اعداد استیان مختلف شار 3-3جدول )

 مثلثي

 

111 

-ا و تکرارهای مورد نياز برای اعداد استیان مختلف شار پله(: مقادير تابع هدف، متوسط خط2-3جدول )

 ای
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( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز در حالت اغتشاش در داده های 3-3جدول )

 ورودی شار مثلثي

 

112 

ی ( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز در حالت اغتشاش در داده ها2-3جدول )

 ورودی شار پله ای

 

112 

  



 

 

 ف
 

 فهرست علائم

  

c ظرفيت گرمايي ويژه 

d  طول قال  در جهتx 

S جهت كاهش 

RMS
e  خطایRMS 

G رکگراديان دمای سطح مشت 

h آنتالپي 

k ضري  هدايت حرارتي 

L گرمای نهان 

M تعداد بازه های زماني 

N تعداد بازه های مکاني 

q ارتيشار حر 

( )f q تابع هدف 

( )s t موقعيت سطح مشترک 

Ste عدد استیان 

T دما 

f
T دمای ذوب 

i
T دمای اوليه 

0
T دمای مرجع 

t زمان 

f
t زمان نهايي 

V سرعت سطح مشترک 

X ضري  حساسيت 

Y دمای اندازه گيری شده 



 

 

 ص
 

 
 

 

  علائم یونانی

 چگالي 

 مقدار كوچک 

 گام جستجو 

 ضري  نیوذ حرارتي 

[ ]f q گراديان تابع هدف 

T متغير حساسيت 

 راف معيار داده های اندازه گيری شدهانح 

(.) تابع ديراک دلتا 

 خطای اندازه گيری 

  

  هازیر نویس

s فاز جامد 

l فاز مايع 

 



 

 

 فصل اول

 

 

 مقدمه

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2 
 

 معکوس حرارتیمسائل  9-9

شوند: مسائل مستقيم و مسائل معکوس. مسائل مستقيم مي ل حرارت به دو دسته كلي تقسيممسائل انتقا

گيهرد و ههدف آن يهافتن دمها در بطور كلي هندسه، خواص فيزيکي و شرايط اوليهه و مهرزی را در برمهي

باشد؛ بهدين معنهي پذير ميگونه مسائل معمولا با دقت و كارايي كافي امکانی حل است. حل اينمحدوده

كنهد. امها زی، خطايي هم مقياس با خود در دمای محاسبه شده ايجهاد مهيكه خطای وارده در شرايط مر

گيری شده باشد، ولي دماهای اندازهمسائل معکوس شامل بعضي از شرايط مشخص در مساله مستقيم نمي

شهوند چهون وجهود طبقهه بنهدی مهي 1گونه مسائل از لحاظ رياضي جزو مسائل ناهنجارموجود است. اين

بنابراين  شود.گيری دما، باعث بزرگنمايي خطای تخمين ميناپذير در اندازهاجتناب هرگونه خطای تصادفي

جزو معلومات بوده و ارر )ميدان دما  ،شار حرارتي در مرز (بعنوان نمونه در مسائل مستقيم حرارتي، علت )

 مسهائل معکهوس حرارتهي بهه در امها ،بوسيله حل معادلات حاكم مشخص خواهد شهد ،در داخل جسم (

در فصل سوم بطهور مشهروح  .پرداخته مي شودتخمين علت مجهول با استیاده از ارر معلوم يا ارر مطلوب 

 های معکوس و كاربردهای آن بحث شده است. درباره انواع روش

 

 مسائل معکوس حرارتی همراه با تغییر فاز  9-2

اد ( هسهتند. در سهطح مشهترک مسائل شامل تغيير فاز همراه با جذب يا آزاد شدن انرژی )ذوب يا انجمه

حهرارت  ،شهوندميموجود در اين فرآيندها در حاليکه دو فاز با خواص ترموفيزيکي متیاوت از يکديگر جدا 

دما و سرعت در سهطح مشهترک جامهد ه  ،شود. در مسائل معکوس شامل تغيير فازنهان جذب يا آزاد مي

شتن چنين دما و سرعتي در سهطح مشهترک از مايع مشخص هستند و دما يا شار حرارتي در مرز برای دا

سهرعت سهطح  ،ههايکي از مهمترين پارامترهها در ريختهه گهری و رشهد كريسهتال .مجهولات مسأله است

                                                 
1 Ill-Posed 
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عهلاوه بهر ايهن  .كنهدمد شده )ريخته شده ( را تعيين ميمشترک جامد ه مايع است كه كيیيت ماده منج

ر يک ماده در حال انجمهاد نوع ريز ساختارها را د واندازه  ،تركي  سرعت و گراديان دما در سطح مشترک

( ريز ساختارهای متیاوتي را در انجماد آلياژها با تغييرات 1-1وان مثال شکل ). به عن[1]كنندمشخص مي

ود كه با كنترل شدهد. ملاحظه مينشان مي G، و گراديان دمای سطح مشترک Vسرعت سطح مشترک

ب دست پيدا كرد. پس هدف در حل مسهائل كنتهرل توان به موادی با كيیيت های مطلواين پارامترها مي

تعيين شرايط مرزی مجهول برای دستيابي به سرعت و گراديان دمای معلوم  ،انجماد آلياژها و مواد خالص

 .در سطح مشترک است

. 

 

 [2]ساختارهای مختلف سطح مشترک در گراديان های مختلف دما (1-1) شکل

 

توانهد صهورت آلياژها و هم برای مواد خالص مهي سرعت در سطح مشترک هم برای كنترل گراديان دما و

يک دمهای رابهت )دمهای ذوب(  دمای سطح مشترک رابت بوده و انجماد در ،گيرد. در انجماد مواد خالص

جماد در يهک دمهای ان ،دهد و مسأله تنها شامل دو فاز مايع و جامد خواهد بود. در انجماد آلياژهاروی مي

ناحيهه فهاز سهومي بهه نهام  ،افتد و علاوه بر فاز جامد و مهايعدمايي اتیاق مي رابت رخ نداده و در يک بازه
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حضور خواهد داشت كه يک ناحيه دو فازی )تركيبي از فاز جامد ه مايع ( بهوده و خهواص در ايهن  1مياني

 .ناحيه دارای مقادير رابتي نخواهند بود

 

  در زمینه انجماد فلزات های گذشتهپژوهشمروری بر  9-8

ههای زيهر توان در گهروهاز )ذوب يا انجماد ( هستند را ميمسائل معکوس انتقال حرارتي كه شامل تغيير ف

 طبقه بندی نمود : 

 انجماد. فرآيندخمين خواص و حرارت نهان در طي . مسأله شامل ت1

ه مايع و محاسبه شار حرارتي مرزی با استیاده از . مسأله انجماد كه شامل محاسبه سطح مشترک جامد 2

 اندازه گيری دما در ناحيه مايع و جامد است. 

. مسأله طراحي و كنترل انجماد كه شامل محاسبه شرايط مرزی لازم برای رسيدن به حركت )سرعت( و 3

  .گراديان دمای مطلوب، درسطح مشترک است

ي  انتقال حرارت بين مذاب و قاله  در طهي فرآينهدهای . مسأله تخمين مقاومت حرارتي تماسي يا ضر4

 انجماد. 

اند هم مربوط به انجمهاد آلياژهها و ههم در چهار گروه فوق طبقه بندی شده های صورت گرفته كهپژوهش

ای در فرآينهدهای انجمهاد ق، گهروه سهوم از اهميهت فهوق العهادهدسته فو 4مواد خالص هستند. از ميان 

ای بها تهوان بهه مهادهآلياژها مي الص ياه با كنترل پارامترهای مؤرر بر انجماد مواد خبرخوردار است، چرا ك

 كيیيت و شکل مطلوب و در طي فرآيندهای جوشکاری به يک اتصال جوش مقاوم و مطم ن دست يافت. 

                                                 
1 Mushy zone 
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مهمترين پارامترهايي كه بر كيیيت قطعه ريخته شده مؤرر هستند، سرعت سطح مشترک جامد ه مهايع و 

اديان دمای سطح مشترک در سمت جامد يا مايع هستند كه باعث افهزايش مقاومهت قطعهه در مقابهل گر

 شوند.ها و خستگي حرارتي ميتنش

اند. اين معکوس شامل تغيير فاز را حل كردهبا استیاده از روش انتگرالي، مسأله  [3] و همکارانش 1زاباراس

سطح مشترک مورد اسهتیاده قهرار  روش برای يافتن شرايط مرزی مناس  برای رسيدن به سرعت مطلوب

و استیاده از دماهای انهدازه گيهری شهده توسهط توان با اين روش همچنين ذكر شده كه مي است. گرفته

 ترموكوپل، حركت سطح مشترک را برای حالتي كه شار سطوح معلوم است، پيش بيني نمود. 

مهان بهه تعيهين های انجماد، به طهور همزفرآينداده از روش انتقال حرارت معکوس در با استی [4] 2تلجکو

حرارت نهان در طي انجماد فولاد پرداخته است. نتهايج محاسهبه ضهري  انتقهال  ضري  هدايت حرارتي و

 حرارت هدايتي با نتايج تجربي مقايسه شده و دقت خوبي گزارش شده است.

به محاسبه شار حرارتي  [5] وی و همکارانش. دانست زاباراستوان كارهای آغاز مسأله كنترل انجماد را مي

دمای مرزی برای يک جسم در حال انجماد با سرعت مطلوب سطح مشترک پرداختنهد. مسهأله انجمهاد  يا

سينوسي در مهرز در نظهر گرفتهه شهده و سهرعت يها موقعيهت  برای حالت تک جهتي با يک شار حرارتي

 ناهنجهارای حهل مسهأله در اين مقاله بهر .مطلوب سطح مشترک از حل مسأله مستقيم بدست آمده است

 و منظم سازی مکاني استیاده شده است.  3اطلاعات آينده بک معکوس از روش

به كنترل سرعت سطح مشترک در يک هندسه دو بعدی پرداختند. در اين كار نيهز  [3] 4زاباراس و كانگ

هدف يافتن تاريخچه زماني شار حرارتي مرزی برای دست يابي به سرعت مطلوب سطح مشترک است كه 

                                                 
1 Zabaras 
2 Telejko 
3 Beck’s Future Information 
4 Zabaras and Kang 
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 1سازی تابع هدف كه به صورت زير تعريف شده از روش الحاقي و الگوريتم روش گراديان مزدوجبرای بهينه

 شده است. استیاده 

max

2

0 ( )

1
( ) ( ( , ; ))

2
l

t

m

t

S q T T x t q d dt


    

)كه در آن , ; )T x y q توزيع دمای محاسبه شده در سطح مشترک و
m

T  دمای ذوب يا انجماد داده شده

هستند. مسأله برای دو حالت مختلف از انجماد يک ماده خالص حهل شهده اسهت. حالهت اول مربهوط بهه 

د تک جهتي و حالت دوم مربوط به انجماد در يک گوشهه بهي نهايهت اسهت. در حالهت اول سهرعت انجما

همچنهين  .مطلوب سطح مشترک از حل مسأله مستقيم با شار حرارتي سينوسي در مرز بدست آمده است

( دارای يک حهل  CGMسازی تابع هدف )روش الحاقي و ه بيان شده است كه اين روش بهينهدر اين مقال

هنگامي كه مقدار حدس اوليهه از مقهدار واقعهي  .های طولاني تر نسبت به مقاله قبلي داردرا در زمانهمگ

 كند. ت و نرخ همگرايي حل كاهش پيدا ميدق ،حل دور باشد بدليل شرايط پاياني در مسأله الحاقي

با استیاده از روش الحاقي و الگوريتم گراديان مزدوج به كنترل سطح مشترک جامد ه مايع  [3, 2]زاباراس 

در حضور جابجايي طبيعي پرداخته است. در اين تحقيق مسأله معکوس فقط برای فاز جامد حهل شهده و 

در  جريان جابجايي طبيعي در فاز مايع به صورت مستقيم حل شده و از نتايج آن برای حل مسأله معکوس

ناحيه جامد استیاده شده است. هدف از حل مسأله معکوس رسيدن به سرعت مطلوب سهطح مشهترک در 

 Front Tracking Finite( FTFET)از روش  ايهن منظهورانجماد آلومينيوم خالص بيان شده است و برای 

Element Technique اديان مهزدوج و سازی تابع هدف با استیاده از الگوريتم گراستیاده شده است. بهينه

با حل مسائل مستقيم، حساسيت و الحاقي صورت گرفته است. هندسه مورد استیاده اين مقالهه در شهکل 

 شود. ملاحظه مي (1-2)

                                                 
1 Conjugate Gradient Method (CGM) 
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 [3]انجماد تک جهتي به همراه جابجايي طبيعي (2-1) شکل

 

 محاسبه شرايط مرزی در ديوار سمت چپ برای سرعت بدون بعد سطح مشهترک برابهر يهک انجهام شهده

0xدر تحقيق حاضر فقط سرعت سطح مشترک به وسيله شار مرزی در  است.   و پيشنهاد شده كنترل

1xدر سهطح مشهترک از پهارامتر كنتهرل ديگهری ماننهد شهار در است كه برای كنترل شار حرارتي   ،

 نيروهای الکترومغناطيسي و يا يک چشمه حرارتي در قسمت مايع استیاده شود.

حل مساله بر حل مساله معکوس در ناحيه جامد به  در توسعه تحقيق قبلي خود علاوه [2]1يانگ و زاباراس

انهد. در ايهن پهژوهش از الگهوريتم اجهزای ز در حضور جابجايي طبيعي پرداختههمعکوس در ناحيه مايع ني

ت. علاوه بر محدود و استیاده از روش الحاقي و گراديان مزدوج برای طراحي مسأله انجماد استیاده شده اس

كنترل گراديان دمای سطح مشترک نيز صورت پذيرفته اسهت. ههدف ايهن  ،كنترل سرعت سطح مشترک

تحقيق يافتن شرايط مرزی مناس  برای كاهش اررات جابجايي طبيعي روی سطح مشترک و رسهيدن بهه 

  .سرعت و گراديان دمای مطلوب در سطح مشترک برای يک ماده خالص عنوان شده است

                                                 
1 Yang and Zabaras 
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مسأله معکوس در ناحيه جامد و مايع برای حصول سرعت و گراديهان دمهای  نيز [11] 1و زاباراسسمپاس 

، حل شده اسهت. مهاده ناحيه دوفازیبدون در نظر گرفتن  ،مطلوب در سطح مشترک برای يک قال  روباز

، از آنها 2سپس با بدست آمدن شرايط مرزی بهينه .است Ge 8.6%-Sbمورد استیاده در اين پژوهش آلياژ 

  .مسأله مستقيم استیاده شده استبرای حل 

های محاسهباتي ديگهر و جديهدتری بهرای حهل مسهأله در اين پژوهش عنوان شده است كه نياز به روش 

های ريزتری دربازه های عددی مشمعکوس وجود دارد. علاوه بر اين ذكر شده كه برای افزايش دقت روش

 ناحيه دوفازیور طراحي فرآيندهای انجماد با حضور تواند به منظها ميمکاني مورد نياز است كه اين روش

 توسعه داده شود. 

ی دمايي را برای حالتي كهه سهرعت شرط مرز ،با استیاده از روش انتقال حرارت معکوس [11] 3زو و ناترر

سطح مشترک رابت باشد بدست آورده اند. در اين مقاله از قانون دوم ترموديناميک برای افزايش پايهداری 

 های غير فيزيکي استیاده شده است. روش و حذف جواب

با توسعه يک روش انتقال حرارت معکوس برای مسائل كنترل و طراحي انجماد و بها  [12] 4لي و اوكاموتو

به محاسبه شار حرارتي بهينه برای دستيابي به سطح مشتركي با شکل  5استیاده از يک روش منظم سازی

ر جابجايي طبيعي ناشي از گراديهان دمها در جههت عمهودی نيهز در ايهن و سرعت مطلوب پرداخته اند. ار

ای در اين پهژوهش در نظهر گرفتهه وش تمام دامنه زماني و روش مرحلهتحقيق لحاظ شده است. هر دو ر

  .شده است

به حل مساله معکوس حرارتي در انجمهاد  [ با در نظر گرفتن ناحيه مياني14و13نژاد و همکارانش ]عباس

منظور كنترل سرعت انجماد، با استیاده از دو شار حرارتي سرعت های مرز ه در اين كار با پرداختند. آلياژه

                                                 
1 Sampath and Zabaras 
2 Optimal 
3 Xu and Naterer 
4 Li and Okamoto 
5 Tikhonov Regularization 
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حل مساله مستقيم بها اسهتیاده از روش آنتهالپي و حهل  كنترل شده است.  2ليکيدوسمرز  و  1ساليدوس

( 3-1شهکل)اسهت. با مساله الحاقي انجهام شهده  مساله معکوس با استیاده از روش گراديان مزدوج همراه

 دهد.ت مطلوب و محاسبه شده را نشان ميمقايسه بين سرع

 

 الف

 

 ب

,2 سرعتهای الف( :برای های كنترل شده سطوح مشترکمکان مقايسه (3-1) شکل 1.25
l s

V V  [13]ب( سرعت های مساوی 

 

( نيز مقادير خطا برای حالات مختلف سرعت بررسي شده است. دقت نتهايج كهارايي روش 1-1در جدول )

  .دهدن ميارائه شده را برای كنترل سرعت در آلياژها با در نظر گرفتن ناحيه مياني نشا

 

 

                                                 
1 Solidus 
2 Liquidus 

 [13اد تکرار مورد نياز ]بين سرعت مطلوب و محاسبه شده، دقت و تعد ( درصد ميانگين مربعات خطا1-1) جدول
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 اهداف پایان نامه 9-4

. بدين منظهور باشدميای با كيیيت مشخص ه دستيابي به قطعههای ريخته گری مهمترين مسالفرآينددر 

فلز بايستي دارای ساختار متالورژيکي مطلوب باشد. ساختار متالورژيکي فلزات تابعي از دمها وتغييهرات آن 

گری و فرآيند انجماد در ريختهمتالورژيکي مواد فلزی، كنترل  بنابراين يکي از راههای تغيير ساختار .است

توان با اسهتیاده ژيکي فلزات مختلف با دما را ميميدان دمای درون آنهاست. تغيير ساختار متالور تغييرات

انجماد در ريخته گهری فلهزات، الگهوی سهرد شهدن  فرآينداز نمودارهای فازی بررسي نمود. نکته مهم در 

 باشد.مايع مي -قطعه و قال  با زمان و به تبع آن سرعت سطح مشترک جامد

برند بر اساس نمودارها و نتايج حاصل از گری به كار ميهای ريختهفرآينددر انجام كه مهندسان  هاييشيوه

كارهای تجربي است. در نتيجه بايستي برای هر كاربرد با توجه به پارامترهای مورر )جنس قطعهه، ابعهاد و 

اده از نتهايج موجهود، شهرايط ..( آزمايشي تجربي را انجام داد و يا با اسهتی.هندسه آن، نوع انتقال حرارت و

جديد را استنتاج كرد. از آنجا كه نمونه سازی و انجام آزمايش برای هر كهاربردی نيازمنهد صهرف وقهت و 

 ها لازم است.فرآيندهای تحليلي و عددی به منظور مدل سازی اين هزينه زياد است، بنابر اين توسعه روش

كارهای گذشته آمد، بهترين روش عددی بکار گرفته شده  باتوجه به مطال  گیته شده و آنچه كه در مرور  

باشد. اما روشي كه اخيرا مهورد توجهه قهرار گرفتهه و كهارايي ميروش گراديان مزدوج پژوهش ها در اين 

هدف در ايهن پايهان نامهه  .است روش متريک متغير ،بمرات  بالاتری نسبت به روش گراديان مزدوج دارد

همچنين در بيشتر پژوهش های گذشته حهل دقت و سرعت بالاتر مي باشد. حل مساله معکوس انجماد با 

اما اسهتیاده از روش آنتهالپي  ،حل شده است مايع و جامد دو فاز جداگانهن با در نظر گرفتمساله مستقيم 

در ادامه بهه برخهي از كارههای  شود.هزينه حل مي در باعث كاهش ،[ نيز بکار گرفته شده14و13كه در ]

 .ه در حل مساله معکوس حرارتي با استیاده از روش متريک متغير اشاره شده استانجام شد
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  روش متریک متغیر استفاده از حرارتی با ی تحلیل مسائل معکوسسابقه 9-5 

؛ باشهدرايط مرزی )شار حرارتي( معلهوم مهيش، در يک مساله مستقيمشد،  كه پيش از اين بيان همانطور 

. مي توان جستجو برای تعيين بردار شار حرارتي وابسته به زمهان است جهولبرخلاف مساله معکوس كه م

ههای مختلیهي را بهرای حهل تکنيک[ 15رائو ] را بعنوان يک مساله برنامه ريزی غير خطي در نظر گرفت.

بعضهي از ايهن روش توسهط محققهان مسهائل حرارتهي مسائل بطور كامل بررسي كرده است كهه گونه اين

.در تمامي تکنيک های بهينه سازی نامقيهد ههدف اندنه سازی تابع هدف استیاده شدهبرای كمي ،معکوس

هايي كه شامل شروع كردن باشد. مخصوصا روشكمينه از طريق يک رويه تکراری ميرسيدن به يک نقطه 

با يک حدس اوليه برای بردار 
i

q  ابطه زير مي باشد:با استیاده از رآن و توليد كردن متوالي 

1 ii i i
q q S


   

انهدازه گهام بهينهه جسهتجو در جههت  نشهان دهنهده يک اسکالر كه،بردار جهت جستجو Sكه در آن

Sبوده وi باشد. شماره تکرار مي 

 1روش گراديهان مهزدوج :عبارتنهد ازاند ينه سازی نامقيد بيشتر مورد توجه قرارگرفتههايي كه در بهروش 

(CGM)، 2روش نيوتن اصلاح شده (MNM) 3و روش متريک متغير(VMM) .  اختلاف عمده بين اين سه

 4ها در فصهل اين روشباشد. جزئيات بيشتر درباره مياخير روش در نحوه تعيين جهت جستجو در رابطه 

 شده است. ارائه

ه روش نشان مي دهد ك 4ای مروری گذرا بر كارهای گذشته در زمينه مسائل معکوس حرارتي تمام دامنه 

امها بايهد توجهه  ای برای كمينه سازی تابع مربعات خطا استیاده شده اسهت.گراديان مزدوج بطور گسترده

های بهينه دارای خصوصيات برتری در مقايسه با ساير روشروش متريک متغير بيشتر و  داشت كه كارايي

                                                 
1 Conjugate gradient method 
2 Modified Newton method 
3 Variable metric method 
4 whole domain 
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در مقالات وجود دارد كه هر يهک  اين روشهای پيشنهادی مختلیي از نسخه [.15]سازی نامقيد مي باشد

روح بطور مش[ 13] 2 اسپديکيتوو  1لوكسان دارند. Sاز آنها روند متیاوتي در تعيين كردن جهت جستجو 

ل بهينهه های مختلف روش متريک متغير بحث كرده و عملکرد آنها را در انواع گوناگون مسهائنسخهدرباره 

ه برای يک تابع هدف درجه اند كبطور رياضي اربات كرده [12] و همکارانش 3انگاند. ژسازی ارزيابي كرده

طي به يک حل يکتا همگرا خ بطور كلي وتوسط روش متريک متغير  ، ترتي  تکراری توليد شدهدو محدب

 .شودمي

استیاده از روش متريک متغير را در حل مسهاله معکهوس حرارتهي  [13] اولين بار پورشقاقي و همکارانش

حهل آنها ( يک مساله هدايت حرارتي يک بعدی و شرايط مرزی آن كه توسط 4-1پيشنهاد كردند. شکل )

-DFP-BFGS)متداول روش متريک متغير  نسخه ارهمچنين در اين مقاله چه دهد.شده است را نشان مي

SR1-Biggs) دقت و كارايي در بازگرداني دو شار حرارتي مثلثي و مستطيلي با هم مقايسه  ،از نظر سرعت

 درادامه به برخي از نتايج اين مقاله اشاره شده است. شده اند.

  

 

 [13حل شده در مرجع ] شماتيک مساله (4-1) شکل

( قابليهت چههار روش ذكهر شهده متريهک متغيهر را در 3-1و  2-1داول)( و جه3-1تها  5-1) شکل های 

دهد. همچنين نشان مي (برای حالتي كه داده بدون خطا باشندبازگرداني شار حرارتي مثلثي و مستطيلي )

                                                 
1 Luksan 
2 Spedicato 
3 Zhang 
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برای حالتي كهه ( اين مقايسه را در بازگرداني شار حرارتي مثلثي و مستطيلي 4-1) ول( و جد2-1شکل )

 د.ندهنشان مي ،باشند اغتشاش در ورودیها دارای  داده

  

توسط  شار مثلثي دقيق و تخمين زده شده (5-1) شکل

 DFP [13]روش 

 نرخ كاهش تابع هدف برای شار مثلثي مقايسه (3-1) شکل

[13] 

بطهور  SR1ها اختلاف قابل ملاحظه ای با يکديگر ندارند اما روش  نسخه نتايج نشان داد كه دقت ايناين 

 ها دارد. نسخه ديگر نسبت بهكلي كارايي بيشتری 

 
 

 دقيق و تخمين زده شده مستطيلي شار (2-1) شکل

 DFP [13]توسط روش 

 نرخ كاهش تابع هدف برای شار (3-1) شکل

 [13مستطيلي]
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ای حرارتهي تمهام دامنهه  نيز مانند ساير روشههایمتريک متغير همچنين اين مطالعه نشان داد كه روش 

تخمهين عملکرد اين الگهوريتم در  اما در كلباشد ضعيف مي در گوشه ها معکوس در تخمين شار ناگهاني

 .شار مستطيلي بسيار خوب است

 [13] های مختلف روش متريک متغير در بازگرداني شار حرارتي مثلثي نسخه سرعت و دقتمقايسه ( 2-1جدول )

 

 

 

 

 

 

 

ههم  بها زيهادیاخهتلاف  ،در مقياس مورد بررسي شهده SR1آنها  و بدنبال BFGS ،Biggs ،DFP هاینسخه

 .دارندن

 

مستطيلي برای حالت بدون های مختلف روش متريک متغير در بازگرداني شار حرارتي  نسخه سرعت و دقت( 3-1جدول )

 [13]خطا
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 ب( الف

 [13]شار مستطيلي  ب( مثلثيشار  الف( اغتشاشهای دارای تي تخمين زده شده برای حالت دادهشار حرار (2-1) شکل

 

 

 [13]ب( مستطيلي  مثلثي تخمين زده شده برای حالت داده های دارای اغتشاش الف( شار حرارتي (4-1) جدول

  الف

 

 ب
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شهکل  حل مسائل دو بعدی تعمهيم دادنهد. برای[ كاربرد روش متريک متغير را 12] كورری و همکارانش 

ن و زمهان حرارتي وابسته بهه مکهاشماتيک مساله حل شده را نشان مي دهد. در اين مس له شار ( 1-11)

  باشد.مي

 

 

 

 

 

 

 

  

 

در اين مقاله علاوه بر ارائه روش برای استیاده از بهينه سازی متريک متغير در حل مساله معکوس هدايت 

( 11-1شهکل ) نتايج حاصل با روش گراديان مزدوج مقايسه شده است. ،حرارتي دو بعدی در تخمين شار

 رتي تخمين زده شده توسط دو روش ذكر شده را نشان مي دهد. شار حرا

نتايج ايهن پهژوهش برتهری روش  ( نتايج حاصل با هم مقايسه شده است.12-1( و شکل )5-1در جدول )

 متريک متغير بر روش گراديان مزدوج از نظر سرعت و دقت نشان مي دهد.

 

 

 [12حل شده در مرجع ] شماتيک مساله (11-1) شکل
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 ب الف

بار تکرار  21ب( توسط روش گراديان مزدوج بعد از  تغيرتي الف( توسط روش متريک متخمين شار حرار (11-1) شکل

 [12] ام 51همراه با شروع مجدد در تکرار 

 

 ب الف

نرخ كاهش ب(  نرخ كاهش تابع هدفالف(  [:12] گراديان مزدوج مقايسه روش متريک متغير و روش (12-1) شکل

 اندازه گراديان
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[91] در تخمين شار حرارتي( مقايسه ی درصد خطا 5-1) جدول  

 

 

حل مساله معکوس حرارتي در طراحي مرز تشعشعي با استیاده از روش متريک متغير نظم يافتهه توسهط  

هها در يهک كهوره قهدرت گهرمکن [ انجام شده است. در اين مقاله هدف طراحي21] كورری و همکارانش

نتايج بدست  شود.شار حرارتي بطور معکوس تعيين مي باشد كه با استیاده از يک توزيع دما وتشعشعي مي

ه طراحهي ( هندسه كلي يهک مسهال13-1. شکل )شده است آمده را با نتايج روش گراديان مزدوج مقايسه

 دهد. تابع هدف اين مساله بصورت زير تعريف شده است:تشعشعي معکوس را نشان مي

2

, ,

1

( ) [ ( )]
M

h d m hc m

m

f q q q q


   

های حرارتي بر روی سطح طراحي،المنت يسمعرف اند mكه در اين رابطه
,c m

q  شهار حرارتهي محاسهبه

شده و 
,d m

q باشد.ع شار دلخواه بر روی همين سطح ميتوزي 

  

مساله طراحي تشعشعي  هندسه كلي يک (13-1) شکل

 [21]معکوس

 [21شماتيک مساله حل شده در مرجع ] (14-1) شکل
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بمنظور كاهش نوسانات در تخمين شار، از ترم مرتبه اول روش منظم سازی تيخونهوف  در حل اين مساله 

تواند تا حد زيادی نوسانات دهد كه استیاده از منظم سازی مي( نشان مي15-1شکل ) استیاده شده است.

 باشد.پارامتر منظم سازی مي α شار تخميني توسط روش متريک متغير را كاهش دهد.

 نتايج اين مقاله هم بر كارايي و دقت بالاتر روش متريک متغير نسبت به روش گراديان مزدوج تاكيد دارد.

مسهاله ههدايت  در يهک حرارتي برای تعيين قدرت منبعاز روش متريک متغير  [21] مغربي و همکارانش

دههد. ايهن مسهاله قهبلا توسهط هندسه اين مسه له را نشهان مهي (31-1) اند. شکلاستیاده كرده حرارتي

) با استیاده از روش گراديان مزدوج حل شده است. 2و ارلاند 1ازيشيک )g t  ترم منبع حرارتي بوده كه در

بها اسهتیاده از  باشد، اما هدف در حل مساله معکوس يافتن آنو معلوم مي وابسته به زمانمساله مستقيم 

متريک متغير و گراديان مزدوج در دو حالهت  هر دو روش باشد. نتايج حاصل ازمي گيری شدهدمای اندازه

 اند.م منبع مستطيلي با هم مقايسه شدهترم منبع سينوسي و تر

                                                 
1 Ozisik 
2 Orlande 

 

 الف

 

 ب

الف( شار حرارتي تخمين زده شده ب(نرخ كاهش تابع  پارامتر های مختلف منظم سازیسه مقاي (15-1) شکل

 [21هدف]
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 [21هندسه مساله حل شده در مرجع ] (13-1) شکل

 

( به ترتي  بازگرداني شار حرارتي ، نرخ كاهش تابع هدف و نرخ كاهش انهدازه 13-1و )( 12-1در شکل )

بهه همهراه تعهداد تکرارههای  ميانگين مربعات خطادرصد  نيز (3-1) جدول گراديان نشان داده شده است.

 .دهدمي نشان مورد نياز را

 

  

 ب الف

 [21]ترم مستطيلي ب(  الف( ترم سينوسي باز گرداني ترم منبع حرارتي: (12-1) شکل
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 ب الف

 [21] نرخ كاهش اندازه گراديان ب( نرخ كاهش تابع هدفالف(  باز گرداني ترم منبع حرارتي سينوسي: (13-1) شکل

 

 

 [21]مقايسه نتايج ترم منبع حرارتي سينوسي و مستطيلي برای داده های بدون خطا( 3-1) جدول
 رارتک 511ترم حرارتي سينوسي بعد  ترم حرارتي مستطيلي

Method eRMS Iteration eRMS f at final iteration 

CGM 6.0569 49 0.4231 1.0354e-007 

VMM 2.9553 37 1.2089e-009 5.1898e-026 

 

با خطا و  ،پيوستهحالات اعم از تابع پيوسته يا نا كه روش متريک متغير در تمامي دهدمينتايج نشان اين   

 باشد.ری نسبت به روش گراديان مزدوج ميبدون خطا دارای دقت و سرعت بيشت



 

 

 فصل دوم

 

 معادلات حاكم
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 مقدمه  2-9

مسائل انتقال حرارت گذرا شامل ذوب و انجماد كه به مسائل تغيير فاز يا مهرز متحهرک موسهوم هسهتند، 

نقش مهمي را در بسياری از كاربردهای مهندسي مانند انجمهاد مهواد غهذايي، ريختهه گهری، جوشهکاری، 

ها و بسياری از كاربردهای ديگر ايیا مي كننهد. حهل چنهين مسهائلي ره انرژی گرمايي، رشد كريستالذخي

بدليل وجود مرز مشترک بين فازهای جامد و مايع كه با آزاد شدن يا جذب گرمای نهان حركت مي كنهد 

امهد و مهايع انجماد در يک درجه حرارت مشخص رخ داده و دو فاز ج ،دشوار است. در انجماد مواد خالص

 شوند.م جدا ميبوسيله يک سطح مشترک مشخص از ه

در ايهن  .انجهام شهد 2و اسهتیان 1لامه و كلاپيرون های تحليلي مسائل شامل تغيير فاز بوسيلهاولين جواب

يک مسأله هدايت حرارتي بهه شهکل  در هم مجهول و هم متحرک بودكه موقعيت سطح مشترک  تحليل،

علاوه بر اين جوابههای دقيهق،  ای كه خود نيز مجهول بود حل شود.در ناحيهبايستي سهموی مي معادلات

ای نکته ارائه شده است. 3نيومانديگری برای مسائل تغيير فاز به شکلهای كلي تر بوسيله  يجوابهای تحليل

ههای محدود به شماری از حالهت يتحليل های دقيق وكه بايد در اينجا به آن توجه شود اين است كه حل

 .[22]و اوليه ساده شده استمرزی  آل شامل نواحي بي نهايت و نيمه بي نهايت و شرايطايده

غيرممکن بوده و هر موردی بايد به طهور  4نهي بدليل طبيعت غيرخطي اين مسائل، استیاده از اصلي برهم

)شبه تحليلي( و عددی  های تقريبي، نيمه تحليلي، روشيهای تحليلجداگانه بررسي شود. در غياب جواب

تغييهرات،  حسهاب روش روش انتگهرال، ،ههااين روش. از جمله اندی حل اين گونه مسائل پيشنهاد شدهبرا

های عهددی كهه امهروزه بواسهطه منبع حرارتي متحرک، روش اختلالات، روش مقادير ويژه متغير و روش

 باشند.، ميدسترسي به كامپيوترهای ديجيتال پرسرعت به شدت مورد توجه قرار گرفته است

                                                 
1 Lame and Clapeyron 
2 Stefan 
3 Neumann 
4 Superposition 
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 بیان ریاضی معادلات حاکم 2-2

خالص را بهه  مادهفاز، ابتدا يک مسأله يک بعدی انجماد جهت نشان دادن معادلات حاكم بر مسائل تغيير 

را در نظر بگيريد كه در يک ناحيه نيمه  fT با درجه حرارت تغيير فاز مايعيشکل زير در نظر مي گيريم، 

0 بي نهايت x   ختار ابتدا مايع در درجه حرارت يکنوقرار گرفته است. د iT كهه بهالاتر از fT  مهي

 ناگهان به دمهای 0x ، دما در مرز0t باشد، كل ناحيه را پركرده است. در لحظه fT T  رسهيده و

0x ماند. انجماد از سطحدر همين دما باقي مي 0t برای  مهايع -آغاز شده و سطح مشهترک جامهد 

( )x s t در جهت مثبت محور x طهرح شهماتيک مسهأله انجمهاد يهک ( 1-2) شکل. كندحركت ميها

) دماهایدهد. بعدی را نشان مي , )sT x t  و( , )lT x t  برای نواحي جامد و مايع با فرض خواص رابت برای

  .[22, 23]فازهای جامد و مايع توسط معادلات زير تعيين مي شود

(2-1)  0t  0 ( )x s t  
2

2

( , ) 1 ( , )
s s

s

T x t T x t

x t

 


 
 

(2-2)  0t  ( )s t x   
2

2

( , ) 1 ( , )
l l

l

T x t T x t

x t

 


 
 

) در اينجا )s t .موقعيت سطح مشترک است كه مجهول بوده و بايد به عنوان قسمتي از حل مشخص شود 

 مي شوند. مربوط به نواحي جامد و مايعبه ترتي   lو  sانديسهای 

) بنابراين مسأله دارای سه مجهول , )sT x t ،( , )lT x t  و( )s t .از آنجها كهه خواهد بهود ( )s t  مجههول و

اسهتیان متغير است، برای تعيين موقعيت آن نياز به يک معادله اضافي داريم. ايهن معادلهه كهه بهه شهرط 

(Stefan)  ای اسهت كهه سهرعت آن ه حركت سطح مشترک انجمهاد بهه گونههكند كميمشهور است بيان

با پرش در شار حرارتي در خلال سطح مشترک است. به طور كلي، مهواد خهالص در يهک دمهای  متناس 

 .مای نهان مشخص در طي تغيير فاز هستندگرمشخص رابت تغيير فاز داده و دارای يک 
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 )ب( )الف(

 تصات برای مساله الف(انجماد و ب(ذوبنمايش هندسه و مخ (1-2شکل )

 

)مربوط به كه  معادله ديگری  )s t  مي شهود، بها نوشهتن موازنهه انهرژی در سهطح مشهترک جامهد مهايع

( )x s t به شرح ذيل بدست مي آيد. 

هها در ناحيهه xجهت منیي محور )شار حرارتي در =)نرخ آزاد شدن يا جذب گرمای نهان بر واحد سطح(

 ها در ناحيه جامد(x)شار حرارتي در جهت منیي محور -مايع(

(2-3)  0t  ( )x s t 
( )

s l

s l

T T ds t
k k L

x x dt


 
 

 
 

 نهههان بههر واحههد جههرم اسههت و چگههالي فازهههای جامههد و مههايع برابههر فههرض شههده اسههتگرمههای  L كههه

(   s l). به اين دليل كه لازم به ذكر است ( )ds t

dt
تابعي از تغييرات دما اسهت ايهن معادلهه يهک  

تهوان مسهائل تغييرفهاز مهي از پيوستگي دما در سطح مشترک و همچنين طبيعت معادله غيرخطي است.

 :نتيجه گرفت كه

(2-4)  ( )x s t ( , ) ( , )
s l f

T x t T x t T  
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فهاز هسهتند  سه معادله ديیرانسيل اصلي حاكم بر مسائل تغيير (3-2( تا )1-2) به طور خلاصه، معادلات 

شود. ابتدا بايهد توجهه به ميكه با حل آنها توزيع دما در نواحي جامد و مايع و مکان سطح مشترک محاس

انهد و بهرای داشت كه اين معادلات با فرض خواص رابت فيزيکي برای فازهای جامد و مهايع نوشهته شهده

 های واقعي كه خواص رابت نيستند اين معادلات بايد اصلاح شوند.حالت

ايط مهرزی و اوليهه ، دو شرط مرزی را برای معادلات ديیرانسيل مذكور فراهم كرده و در شر(4-2) معادله

 ديگر نيز با توجه به شرايط و فيزيک حاكم بر مسأله و سطوح مرزی مشخص خواهند شد.

های دقيق و تحليلي فقهط بهه چنهد حالهت به دليل مشکلات مذكور در حل مسائل شامل تغييرفاز، جواب

بهي نهايهت و  مي باشد. اين جواب به مسأله يک بعدی در يک محيط بي نهايهت يها نيمهه محدود آلايده

 شود.ميشرايط مرزی ساده مانند دمای مشخص در مرزها محدود 

ههای عهددی ماننهد شهود، روشبه تغيير فاز غيرممکن مي و دقيق مسائل مربوط يهنگامي كه حل تحليل

ههای عهددی بهرای حهل شود. روشای حل معادلات حاكم بکار برده مياجزاء محدود يا تیاضل محدود بر

 ر فاز به شرح زير خلاصه مي شوند.مسائل شامل تغيي

و  x ، دامنه مکان و زمان به تعدادی نقطه با فواصل مساوی برایهادر اين روشهای شبکه رابت: .روش1

t است  مايع كه متحرک است در حالت كلي ممکن –شود. در اين روش، مرز مشترک جامد تقسيم مي

بهرای تخمهين موقعيهت درونيهابي مناس  های از روش در نقطه ای بين دو گره مجاور قرار گيرد. استیاده

 پيشنهاد شده است. سطح مشترک در كارهای گذشته

زمان به نقاطي با فواصل مساوی فقط در يک جهت  -، دامنه مکاندر اين روشهاهای شبکه متغير: .روش2

گيرد كه مرز متحرک هميشه روی يکي از نقهاط ميای انجام يگر به گونهدر جهت د تقسيم تقسيم شده و

 x به تعدادی نقطه بها فاصهله مسهاوی و رابهتمکاني را  توان دامنهبکه قرار گيرد. به عنوان مثال ميش

پيشروی  xهر بازه زماني فقط به اندازه يک را طوری پيدا كرد كه سطح مشترک در  tتقسيم كرده و 
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بها اسهتیاده از يهک  tكردن يک چنين  چرا كه پيدااست  مي كند. اين روش از نظر محاسباتي زمان بر

 روش مبتني بر تکرار انجام مي شود.

ک روش انتقال مختصات اسهت بهه ه است. اين روش ياين روش بيشتر برای مسائل يک بعدی استیاده شد

برد. عي  اين روش ايهن يابي آن را از بين مياز به مکانای كه مکان سطح مشترک را رابت كرده و نيگونه

 های عددی دارد كه از نظر محاسباتي بسيار زمان بر است.يک مسأله پيچيده با روش حل است كه نياز به

يز تقريباً يک روش شبکه رابت بوده با اين تیاوت كه بجای حل مسأله برای دو اين روش ن روش آنتالپي:.3

آنها در سطح مشترک، با تعريف تهابع آنتهالپي، مسهأله فقهط  ارتباط ناحيه جامد و مايع به طور جداگانه و

آمهده بهرای آنتهالپي در برای يک ناحيه رابت زماني و مکاني حل شده و سپس با استیاده از جواب بدست 

در حهل كارآمهد  ، دما و مکان سطح مشترک محاسبه خواهند شد. اين روش يک روش بسيارنقاط مختلف

 باشد.متحرک مي مسائل انجماد مواد خالص با يک سطح مشترک

 

 وش آنتالپیر 2-8

نهوان متغيهر تنها دما به ع، شوندوشي غير از روش آنتالپي تحليل ميدر مسائل مربوط به تغيير فاز كه با ر

به طور جداگانه بهرای دو  شود كه در اين حالت نياز به نوشتن و حل معادلات حاكمع در نظر گرفته ميتاب

در مهرز ناحيه جامد و مايع داريم. اين دماهای مختلف درنواحي جامد و مايع بوسيله موازنه انرژی حرارتي 

بهدليل نيهاز بهه تعيهين شوند. بنابراين حل اين مسهأله بها روش ذكهر شهده مشترک به يکديگر مرتبط مي

 موقعيت سطح مشترک همزمان با حل معادلات پيچيده مشکل مي باشد.

-کل آنتالپي برای معادلات حهاكم مهييک راه حل برای ساده سازی حل يک چنين مسائلي، استیاده از ش

شده و همه فازها )جامد، مايع( بکار برده  برای اين روش اين است كه يک معادله انرژیبزرگ باشد. مزيت 

نياز به در نظرگرفتن معادلات برای فازهای مختلف به صورت جداگانه نيست. بنابراين هر روش عددی اعم 
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به ( 2-2) شکلای اين گونه مسائل استیاده شود. تواند به سادگي برتیاضلات محدود يا المان محدود مياز 

 دهد.ای مواد خالص نشان مي رطور شماتيک رابطه بين آنتالپي و دما را ب

 

 

 

 

 

 

 

 خالص  مواددما برای  -ابطه آنتالپير (2-2شکل )

 

، تغيير فاز در يک دمای مشخص رخ داده و چون گرمهای نههان در يوتکتيک برای مواد خالص و آلياژهای

 شده و همين دما جذب يا آزاد مي شود يک پرش در نمودار آنتالپي دما مشاهده




h

T
قطهه بهي در ايهن ن 

 .نهايت مي شود

 معادله انرژی حاكم به شکل آنتالپي به صورت زير است:

(2-5)   .


  


h
k T

t
 

دو ناحيهه  كه معادل با معادلات هدايت حرارتي و شرايط موازنه انرژی ذكر شده در سهطح مشهترک بهين

 است.

T  

h  

fT  

sh  

lh  
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) ز جامهدای است كه در فهادما برای مواد خالص به گونه رابطه بين آنتالپي و fT T،)  مهاده فقهط دارای

pCبرواحد جرم  گرمای محسوس T است و در فاز مايع ( fT T ،) علاوه بهر گرمهای محسهوس، گرمهای

 :كهشود به نحویاضافه مي به آن نهان نيز

(2-3)  f

f

T T

T T




 

( ),

( ) ,


 

 

p f

p f

C T T
h

C T T L
 

 و با توجه به عبارت فوق و تعريف آنتالپي، دما از رابطه زير محاسبه خواهد شد:

(2-2)  

0

0



 



h

h L

h L
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C
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h L
T

C

 

 

 شکل آنتالپیه سازی معادلات حاکم ب بعدبی 2-4

سهازی  بعهديزير برای به آنتالپي، پارامترهایبا توجه به روابط بين آنتالپي و بيان معادلات حاكم به شکل 

 معادلات ذكر شده مورد استیاده قرار مي گيرند.

 l

l

l pl

k

C
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(2-3)  
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T
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هدايت  lk گرمای ويژه مايع،plCيک دمای مرجع،  0T طول مشخصه )معمولاً طول قال (، a كه در آنها

باشند. با توجه بهه پارامترههای فهوق بعد گرمای نهان ميبييا همان شکل عدد استیان  Steحرارتي مايع،

 معادله حاكم و روابط بين آنتالپي و دما به شکل زير خلاصه خواهد شد:

(2-2)    . ( )


 


h
k T T

t
 

(2-11)   
0

0

T

T




 


 



cT
h

cT Ste
 

 ، برای فاز مايعkو  cتعريف كه با توجه به 
lc  وlk .برابر با يک خواهند شد 

 

 نحوه پیداکردن سطح مشترک 2-5

ت حاكم و با استیاده از شرايط مرزی و اوليه مناس  با توجه به هندسه و شهرايط خنهک با توجه به معادلا

از روابط بين آنتالپي و دما، مقادير آنتالپي و دما برای تمام نقاط شبکه پس  استیاده كاری قال  و همچنين

پيداكردن سطح  مزايای روش آنتالپي اين است كه نياز به از از حل مشخص خواهند شد. قبلاً گیته شد كه

های مختلف پس از حل كامل مشترک در خلال حل معادلات ندارد و يافتن مکان سطح مشترک در زمان

-دما اتیاق مي -معادلات حاكم انجام خواهد شد. برای مواد خالص كه در آنها يک پرش در نمودار آنتالپي

-ن و زماني كه اين پرش اتیاق ميمکا، هاها و زمانآنتالپي در همه مکان افتد، كافي است پس از محاسبه

 افتد محاسبه شود كه دقيقاً همان مکان سطح مشترک است.

مکهان ، سطح مشترک از tكنيم كه دربازه زمانيفرض مي .كنيمی اين منظور به ترتي  زير عمل ميبرا

i x نقطه  يک بازه شامل اينكند. مي عبورi x ،1 1
( ) , ( )

2 2

 
    

 
i x i x ( در 3-2مطابق شکل ) را

 گيريم.نظر مي
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 روش مشخص كردن موقعيت مرز مشترک (3-2شکل )

 

فرض مي كنيم كه سطح مشترک از سمت چپ به راست در حال حركهت اسهت. در وضهعيت نشهان داده 

از ماده تبديل بهه جامهد شهده   فرض كنيم كه به اندازه كسر ،ر نظر گرفته شدهد x شده و برای بازه

 آنتالپي كل را به شکل زير نشان داد:توان مياست. بنابراين برای اين بازه 

(2-11)  (1 )( )    i i ip ph C T C T Ste 

iهنگامي كه سطح مشترک دقيقاً از نقطه  x 1 گذرد،مي

2
   0و i fT T پس خواهيم  ،خواهد شد

 داشت:

(2-12)  
2


i

Ste
h 

 ای آنتالپي به اندازهبنابراين هرگاه برای نقطه
2

Ste
است. برای شود، سطح مشترک در آن نقطه قرار گرفته  

گيرد از فرض تغييرات خطهي آنتهالپي نسهبت بهه قرار ميام i كه سطح مشترک در گرهزماني  پيداكردن

n زمان درباره زماني t  و( 1) n t كنيم.استیاده مي 

n هنگامي كه در بازه زماني t  تا( 1) n t ، سطح مشهترک از نقطههi x ي كنهد خهواهيم عبهور مه

 داشت:

( 1)i x   ( 1)i x   

Solid Liquid 

Freezing Front 

i x  

Interval 
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(2-13)  
1

2




n

i

Ste
h 

2


n

i

Ste
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 با فرض تغييرات خطي آنتالپي با زمان:

(2-14)  1

(1 )


 
 

  
n n n

i i ih h h 
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i) ، مکان سطح مشترک و زماني كه سطح مشترک در اين مکان با محاسبه xگيرد محاسبه ( قرار مي

)خواهد شد. پس سطح مشترک در زمان  )  t n t در مکان i x گيرد.قرار مي 

 شوند. ارائه مي و روش معکوس مناس  به همراه شرايط مرزی فوق ، معادلات حاكمپنجم در فصل
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 مقدمه 8-9

فيزيکهي تسهريع  توسعه كامپيوتر و ابزار محاسباتي، رشد روش های عددی را برای مدل سازی پديده های

كرده است. برای مدل سازی يک پديده فيزيکي به يک مدل رياضهي و يهک روش حهل نيهاز اسهت. مهدل 

سازی مسائل هدايت حرارتي نيز به مانند ديگر پديده های فيزيکي با حل معادلات حاكم امکان پذير است. 

 برای حل مسائل هدايت حرارتي به اطلاعات زير نياز داريم:

  حلهندسه ناحيه 

 شرايط اوليه 

 )شرايط مرزی )دما يا شار حرارتي سطحي 

 خواص ترموفيزيکي 

 .و محل و قدرت ترمهای منبع در صورتي كه وجود داشته باشند 

پس از حل معادلات حاكم توزيع دما در داخل ناحيه حل به دست مهي آيهد. ايهن نهوع مسهائل را مسهائل 

عه يافته اند. اين روش هها ساز سال ها پيش تو مستقيم حرارتي مي گوئيم. روش های حل مسائل مستقيم

گردند. علاوه بر اين پايداری و يکتايي ايهن سه پيچيده و مسائل غيرخطي نيز ميشامل حل مسائلي با هند

 اند.دتاً برمبنای حل های تحليلي بودههای اوليه عمروش ها نيز بررسي شده است. روش

ههای قابهل اسهتیاده هسهتند. بهرعکس، روش سه های سادهها بيشتر برای مسائل خطي و با هنداين روش

 عددی دارای اين محدوديت نبوده و برای كاربردهای مهندسي بيشتر مورد توجه هستند.

اند، مسائل معکوس حرارتي هسهتند. های اخير مورد توجه قرار گرفتهين مسائل كه در دههدسته ديگر از ا

-م، دارای مقدار معلهومي نمهيعات مورد نياز برای حل مستقيدر اين نوع از مسائل يک يا تعدادی از اطلا

از طريق اندازه گيری دما در يک يا چند نقطه از ناحيهه مهورد نظهر، بهه تخمهين  هدف اينست تاو  باشند

 .پرداخته شود مقادير مجهول
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هدف  و )شار حرارتي، هندسه و...( معلوم، به طور كلي مي توان گیت كه در مسائل مستقيم حرارتي، علت

ها و يا تمام ميدان(، )دما در بخش باشد. اما در مسائل معکوس حرارتي، معلوليافتن معلول)ميدان دما( مي

 باشد، و هدف يافتن علت )شار حرارتي، هندسه و...( است.معلوم مي

 

 تاریخچه مسائل معکوس حرارتی 8-2

هها، دانست. در همهين سهال 1251هشروع تحقيقات بر روی موضوع انتقال حرارت معکوس را مي توان ده

 در مورد مسائل انتقال حرارت معکوس به ربت رسيد. [24]1ای روسي توسط شوماكوفمقاله

گزارش شده است. نويسنده در اين مقالهه،  [25]2يکي از قديمي ترين مقالات در اين زمينه، توسط استولز

آغهاز محهدود محاسهبه كهرده اسهت. آب دهي اجسام بها هندسهه سهاده و  فرآيندنرخ انتقال حرارت را در 

شد.  IHCPانگيزه مهمي برای گسترش كاربردها و تحقيقات در زمينه  1251سیرهای فضائي از اواخر دهه

و يها  ارهر گرمهايش آئرودينهاميکي بهر روی دماغهه موشهکهابه عنوان مثال محاسبه نرخ انتقال حرارت در 

, 23]شوند از قبيل نازل، شيپوره موشکها و... از جمله مباحث مورد توجه بوداجسامي كه وارد جو زمين مي

میاهيم و روش هايي را برای تخمين شار حرارتي از طريق  1231طي مقالاتي در دهه [22, 23]3بِک .[22

ت به روش اسهتولز امکهان اندازه گيری دما ارائه داد كه در آنها امکان استیاده از گام زماني كوچکتری نسب

 پذير بود.

ی اسهت. در يکي ديگر از روش های به كار گرفته شده برای حل مسائل معکوس، روش ههای بهينهه سهاز

رونهد، كه در حل مسائل معکوس به كهار مهي سازیهای بهينهتاريخچه و مجموعه ای از روش [31]مرجع

ای در مسائل بهينه سهازی ديان مزدوج است كه به طور گستردهآمده است. يکي از اين روش ها روش گرا

. يکي از نکاتي كه در اين روش حائز اهميت است، نحوه محاسبه تابعي است مورد استیاده قرار گرفته است

                                                 
1 Shumakov 
2 Stolz 
3 Beck 
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روش های متعددی برای محاسبه گراديان تابع هدف در روش گراديان مزدوج  كه مي خواهيم بهينه كنيم.

 وجود دارد.

یاده از معادله الحاقي برای محاسهبه گراديهان در گيری مستقيم و استدو روش مشتق [31]1پارک وچانگ

گيری اند كه اگر چه روش مشتقاند. در اين مقاله نتيجه گرفتهديان مزدوج را با هم مقايسه كردهروش گرا

كند. در عوض بدست آوردن ان بيشتری را برای محاسبه طل  ميمعمولي آسان و دقيق است، اما مدت زم

 تواند زمان محاسبه را كاهش دهد، هرچند كهه بدسهت آوردندله الحاقي مييل معاکگراديان از طريق تش

 باشد.های رياضي ميروابط مورد نياز، دارای پيچيدگي

مسأله انتقال حرارت هدايتي معکوس در حالت چند بعدی را با استیاده از روش  [32]همکارانشو  2جارني

حرارتهي را بهرای يهک مسأله تخمين شهار  [33] 3اند. هوانگزدوج و معادله الحاقي بررسي كردهگراديان م

 جسم سه بعدی، در حالتي كه شار به صورت پيوسته روی مرز تغيير مي كند را بررسي كرد.

انجام داد و همچنين ارر ديناميکي ترموكوپل را بهر  IHCPمقايسه ای بين روش های موجود  [34]4زيانگ

و همکارانش نيز هم با استیاده از  [21-13] محاسبات انتقال حرارت معکوس مورد تحليل قرار داد. كورری

 اند. وس هدايت و تشعشع حرارتي پرداختهروش گراديان مزدوج و هم متريک متغير به بررسي مسائل معک

 

 سائل معکوس حرارتیدسته بندی م 8-8

بندی اين گونه مسائل مهم ارتي در علوم و صنعت، توسعه دستهبه دليل كاربرد گسترده مسائل معکوس حر

 شود:حرارتي به دو دسته زير تقسيم مي است. در يک دسته بندی مسائل معکوس

 مسائل تخمين پارامتر 

                                                 
1 Park and Chung 
2 Jarny 
3 Huang 
4 Xiang 
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 مسائل تخمين تابع 

رها، رابت ها و يا خواص ترموفيزيکي مانند رسانش گرمايي و درمسائل تخمين پارامتر، هدف، تخمين پارامت

يا ظرفيت گرمايي ويژه است. در حالي كه در مسائل تخمين تابع، ههدف، تخمهين يهک تهابع ماننهد شهار 

 حرارتي سطحي و يا رسانش تماسي در سطح مشترک است كه با زمان و يا مکان تغيير مي كند.

 وان با توجه به طبيعت مسأله به صورت زير طبقه بندی نمود:مسائل معکوس حرارتي را همچنين مي ت

 مسائل معکوس هدايت حرارتي 

 )مسائل معکوس جابجايي )آزاد يا اجباری 

 مسائل معکوس تشعشع سطحي 

 مسائل معکوس تشعشع در محيط های مورر در تشعشع 

 مسائل معکوس هدايت و تشعشع همزمان 

 مسائل معکوس جابجايي و هدايت همزمان 

 ل معکوس تغيير فاز)ذوب يا انجماد(مسائ 

برپايه نوع مشخصه سببي تخميني در نظر  را مي توان يک دسته بندی ديگر برای مسائل معکوس هدايتي

 معرفي شد: در زيرگرفت كه 

 مسائل تخمين پارامتر 

 مسائل تخمين شرط مرزی 

 مسائل تخمين شرايط اوليه 

 مسائل تخمين هندسه ناحيه حل 

 مسائل ديگر 



 

 

33 

 

شوند كه هدف آنهها تخمهين يهک يها چنهد پهارامتر اسهت. ايهن تخمين پارامتر، شامل مسائلي ميمسائل 

ويهژه،  پارامترها معمولاً خواص فيزيکي يک جسم مانند ضري  هدايت حرارتي، چگهالي، ظرفيهت گرمهائي

 باشند. اين نوع از مسائل معمولاً غيرخطي هستند.ضري  نیوذ حرارتي و... مي

رزی از پركاربردترين مسهائل مهورد اسهتیاده در مسهائل معکهوس ههدايت حرارتهي مسائل تخمين شرط م

هستند، زيرا در اكثر مسائل، تخمين شار حرارتي سطحي از روی اندازه گيری دما در داخهل جسهم مهورد 

 توجه مي باشد. در برخي مسائل از اين نوع هم هدف يافتن شرط مرزی دما است.

اند، زيرا نسبت بهه ديگهر مسهائل يگر مسائل مورد بررسي قرار گرفتهز ديه كمتر المسائل تخمين شرايط او

 معکوس كاربرد كمتری دارند.

مسائل تخمين هندسه نيز هنگامي كه هندسه ناحيه حل كاملاً مشخص نيست و يا به دنبال هندسه بهينه 

 شوند.رای يک مسأله خاص باشيم، مطرح ميب

 

 حل مسائل معکوس حرارتی 8-4

 ناهنجهاره در بخش مقدمه اشاره كرديم مسائل معکوس از ديدگاه رياضي جزو دسته مسهائل همان طور ك

 های خاصي به كار گرفته شود.حل اين گونه مسائل مي بايست روش هستند. بنابراين برای

وجود جواب برای مسائل معکوس حرارتي را مي توان با استدلال فيزيکي مسأله بررسي كهرد. امها يکتهايي 

. همچنهين مسهائل (و اليیهانف ا برای تعدادی از مسائل به صورت رياضي اربات شده است، )بهِکجواب تنه

هسهتند معکوس نسبت به خطاهای اندازه گيری و اغتشاشات در ورودی ها و داده ها مسأله بسيار حساس 

حل ايهن  های خاصي را برای يافتن جواب اين گونه مسائل به كار برد. برایو به همين دليل بايستي روش

روش منظم سازی را ارائه دادند كه در آن به منظور كاهش ارر خطاهای  [35]1مشکل تيخونوف و آرسنين

                                                 
1 Tikhonov and Arsenin 
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شود. اليیهانوف نيهز روش مهنظم سهازی هايي به معادله تخمين افزوده ميناشي از اندازه گيری دما، جمله

گيهرد. در ايهن نجهام مهيتکراری را ارائه داد كه در آن بهبود جواب مسأله در يک روند تکراری و متهوالي ا

ههای ورودی تعيهين جواب نسبت به خطای موجهود در دادهمعيار توقف روند تکرار براساس پايداری روش 

 مي شود.

 

 هاطبقه بندی روش 8-5

شوند. يک روند به طرق مختلف طبقه بندی مي هايي كه برای حل مسائل معکوس هدايت به كار ميروش

مسائل غيرخطي و خطي اسهت. بهه عنهوان طبقه بندی مربوط به توانمندی روش برای حل مسائل اعم از 

مثال روش تخمين تابع و منظم سازی را مي توان برای مسائل غيرخطي نيز به كار برد، در حالي كه روش 

 هايي مانند تبديل لاپلاس منحصراً برای مسائل خطي به كار مي روند.

ت، ماننهد روش روش ديگر طبقه بندی براساس روش بدسهت آوردن جهواب معادلهه ههدايت حرارتهي اسه

كهاربرد دوهامل، تیاضل محدود، اجزای محدود و حجم محدود و... . روش دوهامل تنها برای مسائل خطي 

 توانند استیاده شوند.ذكر شده در مسائل غيرخطي نيز مي هایدارد در حالي كه ديگر روش

بهرای طبقهه بنهدی در  دامنه زماني در مسائل انتقال حرارت هدايت معکوس را مي توان به عنوان معياری

 به دو گروه تقسيم مي شوند. IHCPنظر گرفت. در اين تقسيم بندی روش های 

 های متوالي. روش1

 های تمام دامنه. روش2

های بهالا دارای است. هركدام از روش IHCPاين نوع تقسيم بندی مهم ترين نوع تقسيم بندی روش های 

و  های متوالي، مولیه های شار حرارتي به شکل گام به گهاممزايا و معاي  مربوط به خود هستند. در روش

شوند. دو روش از اين دسته، يکي روش تطابق دقيق يا استولز اسهت و يکي پس از ديگری تخمين زده مي
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دماهای بدست آمده از سنسور برابهر بها دماههای  ،باشد. در روش اولديگری روش تخمين متوالي تابع مي

رند و محاسبات انجام مي شود. اين روش از نظر محاسباتي بسيار سريع و آسهان محاسبه شده قرار مي گي

 است اما مشکل آن، اين است كه نسبت به خطاهای اندازه گيری بسيار حساس و در نتيجه ناپايدار است.

های آينده نيز برای تخمين شهار حرارتهي در زمهان ند دمای اندازه گيری شده در زماندر روش دوم از چ

استیاده مي شود. اين روش كه توسط بِک ارائه شهد بهرخلاف روش اول بهه خطاههای انهدازه گيهری حال 

های زماني كوچکتری را برای اندازه گيری دما به كار برد. استیاده از حساسيت كمتری دارد و مي توان گام

حرارتهي در طهول  دهد كه اطلاعات بيشتری از تغييرات شارماني كوچک اين امکان را به ما ميگام های ز

 زمان به دست آوريم.

-ری شده به طور همزمان اسهتیاده مهيروش تمام دامنه، روشي كارآمد است كه از تمام دماهای اندازه گي

زند. اين يکديگر و به طور همزمان تخمين ميهای مختلف را با های شار حرارتي در زمانكند و تمام مولیه

اسبات آن در مقايسه بها ای زماني كوچک مناس  است، اما حجم محهوش به خاطر امکان استیاده از گامر

 های تمام دامنه هستند.های بهينه سازی از دسته روشای خيلي بيشتر است. روشروش مرحله

روند، براساس ابعاد مسأله معکوس است. حل مسائل معکوس هدايت به كار مي بندی ديگری كه برایطبقه

ک شار حرارتي باشد، مسأله يک بعدی است. درروش دوهامل ابعاد فيزيکي اگر هدف مسأله تخمين تنها ي

مسأله تأريری در نحوه حل ندارد بدين معني كه اگر هدف، تخمين تنها يک شار حرارتي باشد، روال حهل 

برای اجسام يک، دو و سه بعدی يکسان است. اگر هدف تخمين دو يا چند شارحرارتي با اسهتیاده از روش 

هايي همچون تیاضهل محهدود، اجهزاء محهدود يها... در مسأله چند بعدی است. اگر از روش د،دوهامل باش

مسائل غيرخطي استیاده شود، تعداد مختصات فضايي كه برای تحليل فيزيکي انتقال حهرارت ههدايت در 

 كند.ر مي رود، بعد مسأله را تعيين ميجسم به كا
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 ارزیابی روش های مسائل معکوس هدایت 8-6

 در نظر گرفت: زير را بايد معيارهای IHCPنظور ارزيابي روش های به كار گرفته شده در به م

 بايسهتيهای اندازه گيری شده دارای دقهت بهالايي باشهند، ت پيش بيني شده در صورتي كه داده. كمي1

 دقيق باشد.

 بايست نسبت به خطاهای اندازه گيری پايدار باشد )حساسيت نداشته باشد(.. روش مي2

های آماری متنهوعي بهرای خطاههای آماری باشد و اجازه دهد تا توزيعهای . روش مي بايست دارای پايه3

 اندازه گيری وجود داشته باشد.

 های اندازه گيری از قبل هموار شده باشند.نبايد نيازمند اين باشد كه داده . روش4

در تغييرات زمهاني  عمل باعث دقت بهتر. روش مي بايست برای گام های زماني كوچک پايدار باشد اين 5

 شود.كميت مجهول مي

 بايست امکان بهره گيری از چندين سنسور را در اختيار ما قرار دهد.. روش مي3

. روش نبايد نيازمند مشتقات اول پيوسته مجهول باشد اگر چه روش بايد قهادر باشهد تها تهوابعي را كهه 2

 دارای ناپيوستگي هستند، بازيابي كند.

. دانستن زمان شروع دقيق كاربرد شار حرارتي سطح يا ترم چشمه مجهول نبايد مورد نياز باشد. معمولاً 3

زمان ابتدای اعمال شار حرارتي هم زمان با زمان اندازه گيری دما توسط سنسور نيسهت. همچنهين زمهان 

 دقيق تغييرات ناگهاني شار حرارتي نيز برای ما معلوم نيست.

 تعداد مشخصي از داده های اندازه گيری محدود باشد.. روش نبايد به 2

های فيزيکهي پيچيهده شهامل جامهدهای مركه ، مرزههای مي بايست قادر باشد تا در موقعيت. روش 11

ل حهرارت، حرک، خواص وابسته زماني انتقال حرارت جابجايي يا تشعشعي، مدل های تركيبهي از انتقهاتم

 ف عمل كند.های غيرمتعارمسائل چند بعدی و هندسه
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 بايست جهت برنامه نويسي كامپيوتری ساده باشد.. روش مي11

 .هزينه محاسبات مي بايست متعادل باشند.12

ههای مختلهف ره گيهری از آن در اجسهام بها هندسههای باشد كه كاربر برای به. روش نبايست به گونه13

 نيازمند مهارت بالايي در رياضيات باشد.

 ه گسترش به بيش از يک مجهول باشد.بايست قادر ب. روش مي14

 

 های معکوس در مهندسیکاربرد روش -8-7

های معکوس كاربرد زيادی در صنايع يافته اند. محققين دانشگاهي و صنعتي، مسائل در سالهای اخير روش

ههای مختلف مدل سازی، آناليز و توسعه روش های عددی نوين را مورد توجه قرار داده انهد. كهاربرد روش

 توان تقسيم كرد:ائل حرارتي را به سه دسته زير ميعکوس در مسم

 . كاربرد در مسائل تعيين و شناخت1

 . كاربرد در مسائل طراحي2

 . كاربردهای كنترلي3

مسهائل شهامل تحليهل و آنهاليز  متداولترين كاربرد مسائل معکوس مربوط به دسته اول مي باشد. اين نوع

باشد كه اندازه گيری هدف تعيين يک تابع و يا رابت مي ين دسته از مسائلهای تجربي مي باشند. در اداده

 مستقيم آن مشکل يا غيرعملي است.

باشند. بلکه رسيدن به ند معمولاً شامل اندازه گيری نميباشوم مسائل كه شامل مسائل طراحي ميدسته د

يهف كننهده يهک مسه له يک طراحي و يا بهينه سازی يک طرح از طريهق مينهيمم كهردن يهک تهابع تعر

 توان به مس له استیان اشاره كرد.هدف(، مي باشد. به عنوان مثال ميمعکوس)تابع 
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توان سهرعت شد. با تعيين شرط مرزی مجهول، ميدر بعضي مواقع انجماد با سرعت خاص مورد نظر مي با

ههای مختلهف علهوم اخهشتوان در ردهای ديگر اين گونه مسائل را ميانجماد مورد نظر را تأمين كرد. كارب

 مهندسي نظير مسائل تصیيه، محاسبه اتلاف مواد، يافتن خوردگي در سطح، را مشاهده نمود.

باشند. در اين نوع مسهائل ههدف تعيهين علت)پهارامتر لي سومين دسته از مسائل معکوس ميمسائل كنتر

اين نوع، بايد يک مسأله معکوس  باشد. در بسياری از مسائل ازنده( با اندازه گيری يک متغير ميكنترل كن

 را حل نمود.

امتر مهي يکي از متداولترين كاربردهای مسائل معکوس تعيين شرط مرزی مجهول و يا تخمهين يهک پهار

توان به تعيين ضراي  جابجايي اشاره نمود. تعيين ايهن ضهراي  نيهاز بهه تعيهين باشد. به عنوان نمونه مي

 با توجه به رابطه زير دارد:دمای سطحي، دمای سيال و شار حرارتي 

(3-1)  ( )s aq h T T  

شار حرارتي مي باشد. تعيهين ضهراي  حرارتهي بها  qبه ترتي  دماهای سطحي و سيال بوده و  aTوsTكه 

ای اندازه گيری شده به وسهيله دماسهنجي استیاده از رابطه بالا نياز به اندازه گيری دمای سطح دارد. دماه

باشهد، در مواردی كه سرعت سيال بالا مهي كه بر روی سطح قرار دارد حاوی خطای بالايي است. اين خطا

 باشد.سبه، استیاده از يک روش معکوس ميتر برای محايابد. راه مناس افزايش مي

ماني كه راهي برای قرار دادن دماسنج داخل در مقاله استولز يک روش برای تعيين ضري  انتقال حرارت، ز

بها نقطهه جسم وجود ندارد، ارائه گرديده است. در اين روش جسم مورد نظر را در داخهل يهک فلهز مهايع 

آيد. ضري  انتقال حرارت لايه از فلز روی جسم به وجود مي كنند. در نتيجه يکانجماد پايين غوطه ور مي

استیان برای سطح خارجي بدست آورد. اين روش برای اجسام بسيار  توان با حل يک مس لهرا ميمجهول 

بها  كهه مثال ديگر اين كاربرد، تخمين شار حرارتي بر روی ديواره يهک كهوره اسهت نازک نيز كاربرد دارد.

 .[33] توان شار حرارتي را بدست آوردفرض انتقال حرارت يک بعدی مي
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های معکوس است. مسهائل مهورد بررسهي در اجسهام انتقال حرارت در اجسام متخلخل كاربرد ديگر روش

متخلخل، تعيين شرط مجهول يا خواص ترموفيزيکي است. كاربردهای مختلف مسائل معکهوس در زمينهه 

 ژی را مي توان به صورت زير خلاصه كرد:رمتالو

 گرم كردن يک جسم داخل كوره فرآيند.كنترل 1

 سردسازی فولاد به منظور رسيدن به دمای سطحي مورد نظر فرآيند. مدل سازی 2

 كربنيزه كردن فولاد و بررسي نیوذ كربن در فولاد فرآيند.مدل سازی 3

شامل تعيين يک شرط دهد كه بسياری از آنها ه روش معکوس بيان گرديد، نشان ميهای كه در زمينمثال

ن خواص ترموفيزيکي كه يکي ديگر از كاربردهای روشههای معکهوس باشد. در واقع تعييمرزی مجهول مي

های ديگر امکان پذير است. يکي ديگر از كاربردهای روش های معکوس است، در بسياری از مواقع با روش

تعيين قابليت نیوذ يک جسم جامد است. نیوذ در يک جسم جامد بسيار كند صورت مي گيهرد و معمهولاً 

 های معکوس، مي توانند به كار گرفته شوند.سد، در اين حالت نيز روشبه حالت پايدار نمي ر



 

 

 چهارمفصل 

 

 های بهینه سازی توابعروش
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 مقدمه 4-9

. شهودپرداخته مي شوند،سازی توابع استیاده ميهايي كه برای بهينهدر اين فصل به معرفي و بررسي روش

سهازی در بهينهه فرآينددامه میاهيم مربوط به روند انجام سازی پرداخته و در اعريف مسأله بهينهابتدا به ت

شوند. از آنجها كهه در سازی معرفي ميهای مستقيم و غيرمستقيم بهينهروشانواع  و همچنينيک مسأله 

بحهث  های اين روشسازی استیاده گرديده، لذا بيشتر دربارهامه از روش غيرمستقيم برای بهينهناين پايان

ها محاسبه گراديان تهابع الزامهي اسهت، بنهابراين بررسهي خهواص و نحهوه امي اين روششده است. در تم

های غيرمسهتقيم بهه همهراه الگهوريتم ر ادامه شرح مختصری از انواع روشمحاسبه آن آورده شده است. د

 محاسباتي آنها آورده شده است.

 

 مسائل بهینه سازی 4-2

 بيان شود:يک مسأله بهينه سازی مي تواند به صورت زير 

 بردارتعيين 
1 2[ , ,..., ]nX x x x به گونه ای كه تابع ( )f X  شود.تحت شرايط زير مينيمم 

(4-1)  
( ) 1,2,...,

( ) 1,2,...,

j

j

l X j p

g X j r





 

 
 

)ام بردار طراحي، ه نبعدی ب nيک بردار  X كه در آن )f Xع ههدف و تهاب( )jl X  و( )jg X   بهه ترتيه

ای رابطهه pيا  r و تعداد قيودnشوند. در حالت كلي تعداد متغيرها های برابری و نابرابری ناميده ميقيد

شود. در مسائلي كه قيودی وجود ندارنهد مسأله بهينه سازی مقيد ناميده ميندارند. مسأله فوق يک با هم 

 با يک مسأله بهينه سازی نامقيد روبرو هستيم.

) را مينيمم يا نقطه سکون تابع هدف X* نقطه )f X ناميم اگر داشته باشيم:مي 

(4-2)  *| 0
X

f   
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مينهيمم  معين مثبت باشد آنگاه حتماً نقطه 1شرط بالا يک شرط لازم است در صورتي كه ماتريس هسين

 نسبي خواهد بود. يعني اگر داشته باشيم:

(4-3)  *

*

2

[ ]
X

i j X

f
H

x x

 
  

   
 

)البته شرط بالا در صورتي صادق است كه تابع  )f Xذير باشد.مشتق پ 

 

 های بهینه سازیدسته بندی روش 4-8

ههای كاهشهي سهته روش ههای جسهتجوی مسهتقيم و روشهای حل مسائل مينيمم سازی به دو دروش

 شوند.تقسيم بندی مي

ر تابع هدف نياز است مقدابرای استیاده از روش های جستجوی مستقيم در محاسبه نقطه مينيمم، تنها به 

ههای مرتبهه صهیر يها روش ههای غيرگراديهانيي تابع نيست. بنابراين اغل ، روشو نيازی به مشتقات جزئ

ها بيشتر برای مسائلي كهاربرد كنند. اين روششتقات مرتبه صیر تابع استیاده ميشوند زيرا از مناميده مي

سبت باشند و بطور كلي كارايي كمتری نو يا محاسبه مشتقات تابع مشکل ميدارند كه تعداد متغيرها كم 

 های كاهشي دارند.به روش

های كاهشي علاوه بر مقدار تابع به مشتقات اول و در برخي موارد به مشتقات مرتبه دوم تابع ههدف روش

های كاهشي، اطلاعات بيشتری از تابع هدفي كه )از طريق مشتقات آن( ز نياز دارند. از آنجا كه در روشني

های جسهتجوی ها كارايي بيشتری نسبت به روشد، اين روشمينيمم مي شود، مورد استیاده قرار مي گير

ههايي شوند. در اين بين روشهای گرادياني نيز ناميده ميهای كاهشي همچنين روشروش مستقيم دارند.

اول و دوم ههر دو های مرتبه اول و آنهايي كه به مشهتق تق اول تابع هدف نياز دارند، روشكه فقط به مش

 هايي از هر دو دسته آمده است.( روش1-4) شوند. در جدولتبه دوم ناميده ميمر هاینياز دارند، روش

                                                 
1 Hessian Matrix 
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 ( دسته بندی روشهای بهينه سازی1-4جدول)

 های جستجوی مستقيمروش های كاهشيروش

 بيشترين كاهش

 گراديان مزدوج

 روش نيوتن

 ماركورات -روش لونبرگ

 ميزان متغير

 روش جستجوی تصادفي

 جستجوی شبکه

 متغيرروش تک 

 جستجوی الگو

 

 

 راه حل کلی 4-4

كنند و اين رو از يک حدس اوليه شروع مي های مينيمم سازی نامقيد اساساً تکراری هستند و ازتمام روش

( نشهان داده 1-4) روند. طرح كلي اين روش ها در شکلرتيبي به سمت نقطه مينيمم پيش ميبه شکل ت

 شده است.

 ينيمم سازی نامقيد:های مبايد توجه شود تمام روش

 برای شروع تکرار دارند. 1X . نياز به نقطه اوليه1

1iXتوليد نقطه بعدی  نحوه. با يکديگر تنها در 2  از iX .تیاوت دارند 
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 شروع كنيد1Xبا نقطه اوليه 

 خير ؟شرط همگرايي برقرار است

1iقرار دهيد  i  

1iقرار دهيد   

1( )f Xرا بيابيد 

1iXنقطه جديد   را توليد كنيد 

1( )if X ابيدرا بي 

 بله

1optقرار دهيد  iX X  و توقف كنيد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ابع هدفنمودار روند بهينه سازی ت (1-4شکل )

 

 نرخ همگرائی 4-5

 p های مختلف بهينه سازی، نرخ همگرايي مختلف دارند. به طور كلي يک روش، همگرايي از مرتبهروش

 دارد اگر داشته باشيم:
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(4-4)  
*

1

*
, 0, 1

i

p

i

X X
l l p

X X

 
  


 

1iX وiX كه  ط محاسبه شده در پايان تکرارهاینقا i 1 وi  هستند .*X نقطهه بهينهه و X نشهان 

 است كه از رابطه زير بدست مي آيد: X دهنده طول يا نرم بردار

(4-5)  2 2 2

1 2 ... NX X X X     

1p اگر  0 و 1l  2 باشد، روش همگرای خطي )متناظر با همگرايي آهسته( و اگرp   باشد، روش

همگرای فوق خطي  سازی،شود. يک روش بهينهيع( ناميده ميهمگرای مرتبه دوم )متناظر با همگرايي سر

 است اگر:

(4-3)  
*

1

*
lim 0

i

pp

i

X X

X X









 

تعريف ديگری برای روش همگرايي مرتبه دوم وجود دارد: اگر يک روش مينيمم سازی با استیاده از رونهد 

روش همگهرای  تکرار پيدا كنهد. n متغيره را در n دقيق رياضي بتواند نقطه مينيمم يک تابع درجه دوم

 شود.مرتبه دوم ناميده مي

 

 گرادیان تابع 4-6

 شود:یه ايست كه با رابطه زير داده ميمول n گراديان تابع، يک بردار

(4-2)  
1 2

, ,...,

T

n

f f f
f

x x x

   
   

   
 

افزايش رخ بعدی در راستای گراديان حركت كنيم، مقدار تابع با سريع ترين ن nاگر از يک نقطه در فضای 

 شود.هت بيشترين افزايش نيز ناميده مييابد. بنابراين جهت گراديان، جمي
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 جهت های سريع ترين افزايش (2-4شکل )

 

( نشهان داده 2-4اما جهت بيشترين افزايش يک خاصيت محلي است و نه سراسری. اين مطل  در شهکل)

 ’11 به ترتي  در جهت ههای 4 و3,2,1 محاسبه شده در نقاط fشده است. در اين شکل، بردار گراديان 

با سريع ترين نرخ افزايش مي يابد  ’11 مقدار تابع در جهت 1قرار دارد. بنابراين در نقطه  ’44و ’33و ’22و

يم، و به همين ترتي  اگر به تعداد بي نهايت مسير كوچک در جهت های سريع ترين افزايش حركهت كنه

 خواهد بود. 4-3-2-1مسير حركت يک منحني شبيه به منحني 

دهد، منیي بهردار گراديهان جههت ين افزايش مقدار تابع را نشان مياز آنجا كه بردار گراديان جهت بيشتر

ازی هايي كه از بردار گراديان برای بهينه سدهد. بنابراين انتظار داريم روشسريع ترين كاهش را نشان مي

زير را بدون  های ديگر سريع تر به نقطه مينيمم برسند. بنابراين دو قضيهمي كنند نسبت به روشاستیاده 

 .آوريماربات مي

1 2 
1′ 

2′ 

3 4 
3′ 

4′ 

X 

Y 
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 دهد.جهت سريع ترين افزايش را نشان مي.بردار گراديان 1

 آن نقطه است. در اندازه بردار گراديان، برابر X* در هر نقطهf. بيشترين نرخ تغيير تابع 2

 

 محاسبه گرادیان 4-6-9

) محاسبه گراديان نياز به محاسبه مشهتقات جزئهي 1,2,..., )
i

f
i n

x





رد كهه دارد. سهه حالهت وجهود دا 

 كند:محاسبه گراديان را مشکل مي

 ان غيرعملي است.. تابع در تمامي نقاط مشتق پذير است، اما محاسبه مولیه های بردار گرادي1

 ای برای مشتقات جزئي. رابطه2
i

f

x




توان بدست آورد، اما محاسبه آن نيازمند زمان محاسباتي زيادی مي 

 است.

 . گراديان تابع در تمامي نقاط تعريف نشده باشد.3

 تیاده كرد:توان از فرمول تیاضل محدود پيشرو برای تخمين مشتق جزئي اسدر مورد اول مي

(4-3)  
( . ) ( )

1,2,...,

m

m i i m

i iX

f X x u f Xf
i n

x x

 
 

 
 

 توان از فرمول اختلاف مركزی محدود زير استیاده كرد:برای يافتن نتيجه بهتر مي

(4-2)  
( . ) ( . )

1,2,...,
2

m

m i i m i i

i iX

f X x u f X x uf
i n

x x

  
 

 
 

ام آن يهک، و مهابقي  i كه مولیهبعدی است  n برداری iuيک كميت اسکالر كوچک و  ixدر روابط بالا 

بايست با دقت انتخاب نمود، زيرا كوچک بودن بيش از حد آن را مي ix صیر هستند. در محاسبات، مقدار

) ممکن است اختلاف ميان مقادير محاسبه شده تابع در . )m i iX x u  و ( . )m i iX x u  را بسيار كوچک

كرده، و موج  افزايش خطای گرد كردن شود و نتايج را با خطا همراه سازد. به همين ترتي  بزرگ بودن 
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نيز خطای برشي را در محاسبه گراديان ايجاد مي كند. در حالت دوم استیاده از فرمول  ixبيش از اندازه 

ر تمهام نقهاط شود. برای حالت سوم با توجه به اين نکتهه كهه گراديهان ددود پيشنهاد ميمح های تیاضل

نهيمم های تیاضل محدود استیاده كهرد. بنهابراين در ايهن مهوارد ميتوان از فرمولتعريف شده نيست، نمي

 های مستقيم امکان پذير است.كردن فقط با استیاده از روش

 

 جهت کاهش تابع تعیین طول گام بهینه در 4-6-2

های بهينه سازی، نياز است كه نقطه مينهيمم در يهک راسهتای مشهخص را تعيهين نمهود. در بيشتر روش

 بنابراين لازم است نرخ تغيير تابع هدف از يک نقطه مانند
iX، درراستای مشخصي مانند 

iS نسهبت بهه ،

توان با توجهه قعيت هر نقطه در اين راستا را ميمحاسبه شود. بايد در نظر داشت كه مو پارامتری چون 

1i به صورت، iX به نقطه i iX X S   نشان داد. بنابراين نرخ تغيير تابع نسبت بهه ايهن متغيهر   در

 راستای
iS :را مي توان به صورت زير نشان داد 

(4-11)  
1

.
n

j

j j

xdf f

d x 




 
  

 است. از طرفي داريم: iXام -j مولیه jxكه در رابطه فوق 

(4-11)  ( )
j

ij ij ij

x
x s s

 

 
  

 
 

هستند. بنابراين نرخ تغيير تابع در راستای  iSو  iXام -j مولیه های ijs و ijx كه
iS :برابر است با 

(4-12)  
1

. .
n

T

ij i
j j

df f
s f S

d x 


  


  

 را در راستای f تابع *در صورتي كه 
iS  مينيمم كند، در نقطه*.i iX S توان نوشت:مي 

(4-13)  
*

. 0T

i

df
f S

d   
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 استایبنابراين مينيمم تابع، در ر
iSدر نقطه ، *.i iX S .مي باشد 

 

 معیار همگرائی 4-7

 معيارهای زير مي توانند برای بررسي همگرائي در محاسبات تکراری به كار روند:

 تر شود:کرار متوالي از مقدار معيني كوچکدر صورتي كه تغييرات تابع در دو ت 

(4-14)  1

1

( ) ( )

( )

i i

i

f X f X

f X


 
  

 :زماني كه مشتقات جزئي )گراديان مولیه ها( به اندازه كافي كوچک شود 

(4-15)  2

i

f

x






 

 :زماني كه تغييرات بردار مورد نظر در دو تکرار متوالي كوچک شود 

(4-13)  1 3i iX X     

 .شوندميمقادير معين كوچکي در نظر گرفته  3و  1 ،2 كه

 

 روش کاهش سریع 4-3

رفت. در ايهن استیاده از قرينه بردار گراديان به عنوان جهت مينيمم سازی اولين بار توسط كوشي انجام گ

تهرين های تکراری با حركت در جهت سريعفرآينده و طي شروع شد 1Xای مانند روش محاسبات از نقطه

رسد. مراحل مختلف اين روش را مي توان به صهورت زيهر در نظهر كاهش، نهايتاً به نقطه مينيمم مينرخ 

 گرفت:

) دلخواه به عنوان اولين تکرار 1X . شروع محاسبات از يک نقطه1 1)i  

) به صورت iS. يافتن جهت 2 )i i iS f f x    
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*. محاسبه طول گام بهينه 3

1  در جهتiS  و قراردادن*

1i i i iX X S   و يا *

1i i i iX X f   . 

1iX نقطه .بررسي بهينه بودن4   و پايان محاسبات در صورت مينيمم بودن اين نقطه، در غير اين صهورت

2iقراردادن    2محاسبات از مرحله  ادامهو. 

 

 روش گرادیان مزدوج 4-1

 های مزدوججهت 4-1-9

nن يک ماتريس متقار Aفرض كنيد  n باشد. يک مجموعه از n بردار يا جهت  iS  مزدوج ناميده مي

 شود اگر داشته باشيم:

(4-12)  0, , 1,2,..., 1,2,...,T

i jS AS i j i n j n     

 مشاهده مي شود كه جهات متعامد حالت خاصي از جهات مزدوج هستند.

 يک تابع درجه دوم مانند زير باشد: f اگر

(4-13)  1

2

T Tf X A B X C    

 آيهد.تکرار يا كمتر بهه دسهت مهي nكه به شکل تركيبي در جهات مزدوج مينيمم شود، مينيمم تابع در 

هش تابع بهه ميهزان قابهل تهوجهي های كاهش سريع را مي توان با تركي  جهتسرعت همگرائي روش كا

مهزدوج بهرای ههای دهد كه در آن از جههترت روش گراديان مزدوج را بدست ميافزايش داد. در اين صو

برنهد، همگرائهي های مهزدوج بههره مهيهای مينيمم سازی كه از جهتشود. روشكاهش تابع استیاده مي

تواند اين اطمينهان را دههد كهه كه مي ر استدارند. اين خاصيت از اين جهت دارای اهميت بسيا 2مرتبه 

 تکرار پيدا كند.  nيا كمتر از  nمتغيره را در  n بتواند مينيمم يک تابع مرتبه دوم

رت يک تابع درجه دوم با دقت خوبي به صو تواناهي را در نزديکي نقطه بهينه، مياز آنجا كه هر تابع دلخو

توان از اين روش انتظار داشت، كه در تعداد تکرار كمتری نقطه مينيمم را پيدا كنند. در اين تقري  زد مي
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را  توان بعد از هر مينيمم سازی يهک بعهدی، يهک جههت تركيبهيش با محاسبه گراديان مورد نظر ميرو

 زدوج و الگوريتم اين روش در ادامه آورده شده است.های مبدست آورد. چگونگي ايجاد جهت

 

 شرح روش گرادیان مزدوج 4-1-2

گيرد و بهرای اعمهال بهر ي بر روی روش كاهش سريع انجام ميتوسعه الگوريتم اين روش با انجام اصلاحات

1روی يک تابع درجه دوم مثل 
( )

2

T Tf X X A B X C   يد گيرد كه جهات جدبه گونه ای صورت مي

مينيمم يابي و اولين جههت  فرآيندنقطه شروع  1X به وجود آمده متقابلاً با هم مزدوج باشند، فرض كنيد

 جستجوی منطبق بر جهت سريع ترين نرخ كاهش باشد:

(4-12)  
1 1 1X f AX B      

(4-21)  *

2 1 1 1X X S   

(4-21)  2 1
1 *

1

X X
S




  

*

1  1مقدار تابع را در جهتS كند بنابراين:مينيمم مي 

(4-22)  
21 1 | 0T

XS f   

* به اين ترتي  مقدار

1 توان بدست آورد:را مي 

(4-23)  * 1 1 1 1
1

1 1 1

( )T T

T T

S AX B S f

S AS S AS


  
    

 شود:در نظر گرفته مي 2fو  1S صورت تركي  خطي ازجهت كاهش در مرحله دوم به 

(4-24)  
2 2 2 1S f S    

 ير مزدوج شوند:با تعريف ز 2Sو  1S شود كهبه گونه ای محاسبه مي2 مقدار

(4-25)  
1 2 0TS AS   
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 رابطه زير را بدست آورد: 2 توان برایبا تركي  روابط فوق مي

(4-23)  2 2 2 2
2

1 1 1 1

T T

T T

f f f f

f S f f


   
 

  
 

 بدست آورد: 3fو  2Sو  1S به همين ترتي  جهت كاهش بعدی را مي توان از تركي  خطي

(4-22)  
3 3 3 2 3 1S f S S      

 بدست مي آيد. با استیاده از شرط 2Sو  1Sنسبت به  3Sرا با مزدوج در نظر گرفتن  3و  3 كه مقادير

1 3 0TS AS  3 مقدار 0  3 مقدار .آيدبدست مي :نيز به صورت زير خواهد شد 

(4-23)  3 3
2

2 2

T

T

f f

f f


 

 

 

 و در نتيجه:

(4-22)  
3 3 3 2S f S    

 توان به شکل زير نوشت:تکرارپذير مي فرآيندت كلي دو رابطه فوق را برای صور

(4-31)  
1i i i iS f S     

(4-31)  
1 1

T

i i
i T

i i

f f

f f


 

 

 

 

 كنند.ير جستجوی كاهش تابع را ارائه ميدو رابطه اخير مس

 

 الگوریتم روش گرادیان مزدوج 4-1-8

 توان به صورت زير در نظر گرفت:روش تکراری گراديان مزدوج را مي الگوريتم

 .1X. شروع محاسبات با نقطه دلخواه 1

1 ر جستجو به صورتي. قراردادن اولين مس2 1 1( )S f X f   .  

*به با توجه  2X . يافتن نقطه3

2 1 1 1X X S  كه *

1 1 رابطه طول گام بهينه در مسيرS باشد.مي 
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2i . قراردادن4  .برای تکرار بعدی و انجام مرحله بعد 

). محاسبه 5 )i if f X  :و قراردادن 

(4-32)  
2

12

1

i

i i i

i

f
S f S

f





  


 

* ه. محاسبه طول گام بهين3

i در جهت iS :و يافتن نقطه جديد *

1i i i iX X S  . 

1iX . بررسي نقطه2  1 و پايان محاسبات در صورت بهينه بودن. در غير اين صورت بها قهرار دادنi i  

 يابد.به بعد ادامه مي 4از مرحله محاسبات 

 باشند:اين زمينه نکات زير قابل توجه ميدر 

در اصل به عنوان روشي برای حل دستگاه معادلات خطي بنيان گذاری شده است و گراديان مزدوج  روش

از آنجائي كهه [. 32ت ]های مختلف اين روش ارائه داده اسدر كتاب خود شرح كاملي از تکنيک 1سيکياز

0T) مزدوج هستند A استیاده شده در اين روش با ماتريس iSهای تجه

i iS AS ) مهي فرآينهد، ايهن-

توابهع مرتبهه دوم تکرار يا كمتر از آن همگرا شود. اين روش بهرای  n بايست برای يک تابع مرتبه دوم در

به تعداد بيشتری تکرار برای همگرائي نيازمند است. علت اين موضوع خطای تجمعي گهرد كهردن  ناهنجار

 است.

*( بدست مي آيد، هر خطای ناشي از كم بودن دقت 31-4از رابطه) iS چون

i  در محاسبه و خطای ناشي

 ردن تجمعي در ترمك ازگرد
2

12

1

.
i

i

i

f
S

f







بهه  iS كند و جهت كاهشنيز راه پيدا مي iS به مرحله بعدی 

بهرخلاف  ارتکهر mشود. بنابراين لازم است تا بعد از هرتوجهي توسط اين خطاها، منحرف مي صورت قابل

                                                 
1 Ozisik 
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1mf مقدار موجود در الگوريتم، برابر با  مقهدار 1ريهوز -قرار گيرد. اين كار شروع مجدد نام دارد. فلچهر 

1m n  كه ندرا برای شروع مجدد پيشنهاد داد n باشد.تعداد متغيرهای مجهول مي 

 روش گراديان مزدوج از لحاظ يافتن مسيرهای مهزدوج كهاهش بسهيار ،های گیته شدهد محدوديتبا وجو

 كند.موررتر از روش كاهش سريع عمل مي

 

 روش نیوتن 4-91

 روش نيوتن را مي توان برای مينيمم كردن توابع چنهد متغيهره اسهتیاده نمهود. تقريه  مرتبهه دوم تهابع

( )f X طه ر نقدiX X :با استیاده از بسط سری تيلور به صورت زير است 

(4-33)  1
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )

2

T T

i i i i i if X f X f X X X X J X X       

] كه ] [ ]
ii XJ J ماتريس هسين نام دارد و شامل مشتقات جزئي مرتبه دوم تهابع f در نقطهه iX مهي-

 آيد:ه مينيمم تابع رابطه زير بدست ميبا مساوی صیر قراردادن مشتقات در رابطه فوق برای محاسب. باشد

(4-34)  0, 1,2,...,
j

f
j n

X


 


 

 شود:از دو رابطه اخير نتيجه مي

(4-35)  [ ]( ) 0i i if f J X X      

 در صورتي كه iJ 1 رابطه فوق تقري  بسيار خوبي )در نقطههتوان از غير منیرد باشد، ميiX X  بهه )

 صورت زير بدست آورد:

(4-33)  1

1 [ ]i i i iX X J f

     

                                                 
1 Fletcher and Reeves 
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تکهراری بهرای  فرآيندتوان از يک ( مي33-4) ( و33-4) های مرتبه بالا در روابطبا صرف نظركردن از ترم

 ه استیاده نمود.بهين X*محاسبه جواب

1 توان نشان داد كه دنباله نقاطمي 2 1, ,..., iX X X   1در صورتي كه نقطه شروعX به اندازه كافي بهه *X 

نزديک شود و  1J تواند به جواب واقعيغيرمنیرد باشد، مي *X همچنين از آنجائي كهه در . همگرا شود

 روش نيوتن از مشتقات مرتبه دوم تابع مورد نظر )به فرم ماتريس iJروش مرتبه دوم  ،شود( استیاده مي

دوم را بها مرتبهه  عدر ادامه نشان داده شده كه با روش نيوتن مي توان مينيمم يک تاب .محسوب مي شود

 يک تکرار محاسبه نمود.

 به صورت زير باشد: f فرض كنيد فرم تابع

(4-32)  1
( )

2

T Tf X X AX B X C    

 آيد:در نقطه زير بدست ميf مينيمم تابع

(4-33)   
1*X A B


   

 ( به صورت زير خواهد شد:33-4) بطهبنابراين روش تکراری با استیاده از را

(4-32)      
1

1i i iX X A A X B


     

 :آيدق جواب دقيق به صورت زير بدست ميمي باشد. از رابطه فوام i نقطه شروع در تکرار iX كه

(4-41)   
1*

1iX X A B


     

 دهد.نشان ميار را شکل زير چگونگي انجام اين ك
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 ( مينيمم يک تابع درجه دوم در يک مرحله با روش نيوتن3-4شکل )

 

از اين اتیاق  برای جلوگيری .ممکن است روش نيوتن واگرا شود ،تابعي مرتبه دوم نباشد f در صورتي كه

 بايست به صورت زير اصلاح نمود:( را مي33-4رابطه )

(4-41)   
1* *

1i i i i i i i iX X S X J f 


       

* كه

i طول گام برای مينيمم كردن تابع در جهت  
1

i iS J f


    است. ايهن اصهلاح امتيهازاتي را بهه

دنبال خواهد داشت. اول اينکه اين حالت در مقايسه با روش قبلي در تعداد تکرار كمتری نقطه مينيمم را 

ا مي كند. دوم اينکه در اين روش يافتن نقطه مينيمم برای همه حالات، در صهورتي كهه فرمولاسهيون پيد

باشهد. سهوم اينکهه، ايهن روش منجهر بهه نيمم را پيدا كند، امکان پذير مياصلي در برخي موارد، نقطه مي

-باعهث مهيت زير پيداكردن نقطه ماكزيمم يا عطف نخواهد شد. با توجه به امتيازات گیته شده، خصوصيا

 شود اين روش در عمل آنچنان مورر نباشد:

 . در اين روش لازم است ماتريس1 J با بعد n n .ذخيره شود 

 . محاسبه درايه های ماتريس2 J باشد.يار مشکل و در مواردی غيرممکن ميبس 

*X  

1X  

1[ ]i i iS J f   
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 مرحله به محاسبه مقدار هر . در3 
1

i iJ f

 .نياز است 

 كند.تعداد زياد متغير، غيركاربردی ميخصوصيات ذكر شده، اين روش را در مورد توابع پيچيده با 

 

 9لونبرگ -روش مارکارت 4-99

دههد، دور باشد، كهاهش مهي X*از نقطه بهينه iX كه بردار روش كاهش سريع مقدار تابع را برای حالتي

به نقطه بهينه نزديک باشد، از سرعت همگرائي بالائي برخوردار اسهت.  iX روش نيوتن در حالتي كه بردار

ههای قطهری ، درايهده را در بردارد. اين روشروش ماركارت روشي است كه امتيازات هر دو روش گیته ش

 كند:يس هسين را به صورت زير اصلاح ميماتر

(4-42)     i i iJ J I   
   

 كه I واحد و ماتريس i مقدار رابتي است كه در اين صورت، مثبهت معهين بهودن مهاتريس iJ 
   در

 صورتي كه iJ .مثبت معين نباشد را تضيمن مي كند 

 (، ترم410 )از مرتبه به اندازه كافي بزرگ باشد i مي توان اينگونه گیت كه، وقتي i I بهر تهرم  iJ 

 ه و معکوس ماتريسال  شدغ iJ :به صورت زير خواهد شد 

(4-43)         
1 1 1 1

i i i i

i

J J I I I 


  
            

 

 به صورت زير خواهد شد: iSدر اين صورت جهت كاهش 

(4-44)  
1

i i iS J f


   
 

 

iS برای مقادير بزرگ i همان جهت كاهش سريع است. در روش ماركارت، بهرای i  در آغهاز عمليهات

يابد و نهايتاً طول تکرارهای مختلف كاهش مي شود و اين مقدار درری، مقدار بزرگي در نظر گرفته ميتکرا

                                                 
1 Marquardt-Levenberg 
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مقدار بزرگ به صیر، جهت جسهتجو در ايهن روش، از روش يک از  i رسد، بنابراين با كاهشبه صیر مي

 كند.تا روش نيوتن در انتها تغيير مي كاهش سريع در آغاز عمليات

(4-45)     
1* *

1i i i i i i i i iX X S X J I f  



         

* كه

i بخش جستجوی يک بعدی محاسبه نمود. زتوان ارا مي 

 

 روش شبه نیوتن 4-92

هها در مقهدار ، تیهاوتهای اول هستندی مشتقمقدار تابع شامل اطلاعاتي دربارهها در ه تیاوتهمانگونه ك

تهوان در سهاده كهردن باشهند. از ايهن ايهده مهيههای دوم مهيلاعاتي دربهاره ی مشهتقگراديان شامل اط

1iXو iXدر روش نيوتن استیاده كرد.اگر iJمحاسبات   دو تکهرار هايي برای كمينه باشند كه در تقري

 توانيم بنويسيم :( مي33-4ی )اند، با استیاده از رابطهمتوالي به دست آمده

(4-43)  *( ) ( )i i ig X g X S g J S     

 وقتي كه 

(4-42)  *

iX X S   

1iXبا X*، به جایآيده دست ميكه از تکرار نيوتن بی جديدی را اگر نقطه   ( 43-4)نشان دهيم، روابط

 آيند:( به صورت زير در مي42-4و )

(4-43)  
1 1( )i i i i i ig g J S J X X      

 عبارات با تعريف

(4-42)  
1i i iG g g   

 و

(4-51)  
1i iS X X   
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 رت زير در مي آيد:( به صو43-4رابطه )

(4-51)  
i i iG J S  

 :iJيا در صورت غير منیرد بودن

(4-52)  1

i i iS J G  

ای رههايي بهههای گراديهان در يهافتن تقريه یهاوتدهند كه از تبه ما اجازه مي (52-4( و )51-4روابط )

1وس آنکا معي iJماتريس

iJ  .استیاده كنيم 

 فرض كنيد : ،نتشبه نيوهای روش برای بسط رابطه تکراری

(4-53)  , 1,2,...,i i iS H G i k   

1تقريبي از iHوقتي كه 

iJ  درi1 توانيم يکامين گام است )ميH تکهراری  فرآينهدروع ی شهمناسه  بهرا

)( در53-4ی ). اگر فرض كنيم كه رابطه(استیاده كنيم 1)k : امين مرحله هم صادق باشد داريم 

(4-54)  
1 1 1 1 2 1( )k k k k k kS H G H g g         

)ه نقطه ی بدست آمده در انتهای برای اينک 1)k 2امين گام )يعنهيkX ی ايسهتايي باشهد(يهک نقطهه، 

2بايستي 0kg   شوند:ی زير ساده مي( به رابطه54-4و روابط ) ،شود 

(4-55)  
1 1 1k k kS H g     

1kXممکن است كه نقطه ی  و ،روشن است كه فرض بالا به طور كلي درست نيست  ي  بدی از يک تقر

ی جديهد وان يک جههت جسهتجو اسهتیاده و نقطههبه عن (55-4ی ايستايي باشد. بنابراين از رابطه )قطهن

2kX  كنيم:را بصورت زير پيدا مي 

(4-53)  
2 1 1k k kX X S     

 ،كه در آن

(4-52)  *

1 1 1 1k k k kS H g      
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*وقتي كه

1k  1ی در امتداد جهتزساطول گام كمينه 1k kH g  های شبه نيوتن ی روش. مبنای همهاست

( و 53-4ی )اری رابطهبرای برقر kHی ساختن( است. تنها تیاوت آنها در شيوه52-4( و )53-4بر روابط )

 ( است.52-4ی )ابطهدر ر*انتخاب

سهازد یع ميهای ماتريس را كاملا مرتهای دوم و تشکيل معکوسنياز به ارزيابي مشتق kHروش ساختن 

تهوان نشهان داد كهه وه، مهيلاعهشهود. بهمگهرا مهي X* ی كمينههی تکرارهها در نقطههو باز هم دنبالهه

1Jبه ،، كه در هر تکرار بهبود مي يابدkHماتريس  در بخش بعد يهک روش شهبه نيهوتن  شود.همگرا مي

 بررسي خواهيم كرد. ،و پاول توسه يافته استخاص را كه توسط ديويدون، فلچر 

 

 (پاول -لچرف -یک متغیر )روش دیویدونروش متر 4-92-9

ای يافتند. اين روش های كاهشي توسعه قابل ملاحظهر توسط ديويدون، روشروش متريک متغيبا معرفي 

بهينهه سهازی نامقيهد اسهت و از بسط يافت. اين روش گسترده تهرين روش  1233توسط فلچر و پاول در 

 :[15]كند. شيوه تکراری اين روش بصورت زير استكه فعلا موجود هستند استیاده مي هاييمشتق

nو يک ماتريس 1Xنقطه آغازينک از ي -1 n 1 مثبت معين متقارنH .1معمولا شروع كنيدH  به

1i شود.شماره تکرار راانتخاب مي Iعنوان ماتريس واحد  .قرار دهيد 

 محاسبه و جهت جستجو را به صورت زير انتخاب كنيد: iXرا در نقطه  ifگراديان تابع، -2

(4-53)  
i i iS H f   

*طول گام بهينه  -3

i در جهتiS ی جديد را به صورت زير بدست آوريد:نقطهرا پيدا و 

(4-52)  *

1i i i iX X S    

1iXنقطه ی جديد -4  1را برای بهينگي آزمايش كنيد. اگهرiX  تکهراری را  فرآينهد، بهينهه اسهت

 برويد. 5 در غير اينصورت به گاممتوقف كنيد، 
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 را بصورت زير به هنگام كنيد: Hيسماتر -5

(4-31)  
1i i i iH H M N     

 وقتي كه

(4-31)  *
T

i i
i i T

i i

S S
M

S Q
  

(4-32)  ( ) ( )T

i i i i
i T

i i i

H Q H Q
N

Q H Q
   

 و 

(4-33)  
1 1( ) ( )i i i i iQ f X f X f f      

1iشماره ی تکرار را  -3 i  برويد. 2قرار دهيد و به گام 

توان آن را به عنوان يهک وان يک روش متريک متغير بررسي شد، ميبه عن توسط ديويدوناين روش كه  

نظر گرفت. اين روش بسيار نيرومند بوده و روش شبه نيوتن و همچنين به عنوان روش گراديان مزدوج در

ت كمينهه شود )چون يک روش گراديان مزدوج است(. همچنين در پيشرفت بهه سهمبه سرعت همگرا مي

توان وسته است. پايداری اين روش را ميبسيار پايدار و پي ،حتي در كمينه سازی توابع نامتمركز و مغشوش

خهود  بها iHاتريسمهاطلاعات بدست آمده در تکرارهای قبلي را از طريق كه  ين واقعيت دانستا ناشي از

عکهوس ند و يک تقريه  بهرای ماهمواره مثبت معين باقي مي م iHتوان نشان داد كهحمل مي كند. مي

 X،iH*ی كمينهرسيدن نقطه خواهد بود. بعلاوه با fی دوم تابع هدفهای جزيي مرتبهماتريس مشتق

*به ماتريس 1J  را مي شود. طبيعت متريک متغير و مثبت معين بودن ماتريسگهمiH  را قبل از بررسي

 ساير مشخصات مهم اين روش خواهيم ديد.
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 طبیعت روش متریک متغیر: 4-92-2

نامند، ابتدا بايد میهوم  يپاول را يک روش متريک متغير م -فلچر -برای پي بردن به اينکه چرا ديويدون 

بعدی به صورت زير تعريف  nدر فضای 2Xو 1Xدو نقطه ی نی بيريک را بررسي كنيم. فاصلهيک مت

 :شود مي

(4-34)  2

1 2 1 2( ) ( )Td X X A X X    

شهود. اسهت و مهاتريس متريهک ناميهده مهي nريس مثبت معين متقارن از مرتبه یيک مات Aوقتي كه

A،معمولا برای يافتن بين دو نقطه ی I شود. چون نتخاب مياA 1برای هر ،معين است مثبتX،2X 

( 23-4ی )ماتريس متريهک رابطهه Iآوريم. فرض كنيدا مثبت بدست مير dهمواره فاصله ،مخالف صیر

 داريم : .باشد

(4-35)  2

1 2 1 2( ) ( )Td X X X X    

 ،كنيماده ميصورت زير استیمتغيرها به  (مقياس بندی مجدد)اگر از يک تبديل 

(4-33)  X R X  

 :داريم ،( قرار دهيم34-4ی )و آن را در رابطه

(4-32)  2

1 2 1 2( ) ( )T Td X X R R X X    

TRمقياس بندی مجدد متغيرها ماتريس متريک جديد ،بنابراين R با سيستم مختصات قهديم  را در رابطه

 كنيم.معرفي مي

ههای ، به انواع مختلیهي از روشهای مختلف ماتريس متريک، انتخابنان كه بعدا نشان داده خواهد شدچ

لزومي ندارد كه در همه تکهرار هها از يهک  ،مشخص در خود يک روش كاهشي ،انجامد. بعلاوهكاهشي مي

با مقياس بنهدی  توان معادلتکرار را مي فرآيندماتريس متريک استیاده كنيم. تغيير ماتريس متريک طي 

ی پهاول دارای ايهن جنبهه -فلچهر -حل در نظر گرفت. روش ديويهدون فرآيندمجدد متغيرها در پيشرفت 
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ی از يهک نقطهه ی، مکان همه نقاط واقع در يک فاصهلهتر شدن مطل برای روشن .متريک متغير است

iXدر يک فضایnاين مکان يک بيضيگون .بعدی را در نظر بگيريدnبعهدی بها مركهزiX (اگهرA I 

 شود:ی زير تعريف مياست كه با رابطه بعدی خواهد بود(nیباشد يک كره

(4-33)  2 ( ) ( )T

i iX X A X X     

)ت. به طور كلي، مقدار تابع هدفهر نقطه واقع بر بيضيگون اس Xكهوقتي )f X در نقاط مختلهفX  از

iXمتیاوت خواهد بود. اجازه دهيد نقطه مشخصي اين بيضيگون X X   را كه واقع بر اين بيضيگون

)در آن تابع هدف )f X ی. بنابراين نقطهدارای كمينه باشد بررسي كنيمX ی زير صهدق مهيدر رابطه-

 كند:

(4-32)   2( )min Ti X A X
X

f X X
  



  

)ی اول سری تيلور برایبا استیاده از تقري  مرحله )if X X حول نقطه یiX : داريم 

(4-21)  ( ) ( ) T

i i if X X f X X f     

)وقتي كه  )i if f X  چون( )if X توان بصورت زير نوشت :( را مي32-4ی )، رابطهرابت است 

(4-21)   2min T

T

i X A X
X

X f
  



   

)یينهههبههرای يههافتن كم ،ر ايههنبنههاب )if X X ،بايسههتيT

iX f   را بههه شههرط قيههد مسههاوی

2 TX A X   تهابع  .توان بها روش مضهارب لاگرانهژ حهل كهرداين مس له را مي .سازی كنيمكمينه

 لاگرانژ عبارت است از :

(4-22)  2( , ) T T

iL X X f X A X             

 مضرب لاگرانژ است.وقتي كه

Tشرايط لازم باری كمينه مقيد

iX f  : عبارتند از 
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(4-23)  2 0
( )

i

L
f A X

X



   

 
 

 و

(4-24)  2 0TL
X A X 




    


 

 ( داريم :23-4از رابطه ی )

(4-25)  11

2
i iX A f



    

هدف تعيهين  اگر .( پيدا كرد25-4( و )24-4توان با حل همزمان معادلات )را مي وقتي كه مقدار رابت

با  ،(34-4ی )توان آن را از رابطهباشد، به آساني مي iXیدر نقطه iSترين كاهش موضعييک جهت تند

 :ردبه صورت زير به دست آو ،حذف رابت تناس 

(4-23)  1

i i iS A f    

( در واقع مربهوط بهه جههت كمينهه سهازی 23-3ی )د كه افزودن علامت منیي در رابطهتوان رابت كرمي

 برای اين كار حاصلضرب زير را در نظر بگيريد : .است

(4-22)  1( )T T T

i i i i iS f f A f     

زيرا كه معکوس  .همواره منیي استifار گراديان غير صیركه اين حاصلضرب برای هر بردمشخص است 

 مثبت معين است. ،ماتريس مثبت متقارن

تا امکان تغيير آن را از تکهراری بهه تکهرار  ،به ماتريس متريک اضافه شده است iكه زيرنويسجه شود تو

i،iAی مقاديره ازای همه. همچنين اگر بديگر نشان دهد I باشد، جهات جستجویiS  برجهات روش

بينهيم كهه ، مي( مقايسه كنيم53-4ی )( را با رابطه23-4اگر رابطه ) .تندترين كاهش منطبق خواهند بود

امين تقري  بهرای معکهوس مهاتريس iتوان به عنوانرا مي پاول، - فلچر - در روش ديويدون iHماتريس

1متريک

iA  روش متريک متغير است. به همين دليل .در نظر گرفت 
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*یگي زيادی به ميزان دقت در محاسبهتوابس iHتوان ديد كه مثبت معين بودن ماتريسمي

i  و بنابراين

1iHی در محاسبه  دارد. پس اگر*

i 1مهاتريس ،در هر تکرار به دقت محاسهبه نشهودiH   را بهه هنگهام

*امکان اول به دست آوردن يک مقدار بهتهر .امکان وجود دارد در اين حالت دو .ايمنکرده

i  بها اسهتیاده از

1يک بعدی )تا وقتي كه سازیهای بيشتر در روش كمينهتعداد برازش 1

T

i iS f ی توليد شهده بهه انهدازه

امکهان دوم  .باتي زيهادی نيازمنهد باشهدممکن است به وقت محاس كافي كوچک شود( است. اما اين روش

 iHسازی يک بعدی و حذف به هنگام كهردنها در كمينهای از برازشعبارت است از تعيين تعداد بيشينه

*نتوان كهدر صورتي

i 1را حتي در تعداد زيادی برازش به طور دقيق پيدا كرد )يعني اگهر 1

T

i iS f زيهاد 

 :در اين حال .باشد(

(4-23)  
1i iH H   

 و

(4-22)  
1 1 1i i iS H f      

 دهيم.و مانند قبل ادامه مي مي گيريمدر نظر 

 ساير مشخصات روش :

)يک تابع درجه دوم ،اگر تابع هدف ) T Tf X X AX B X C   روش تهوان نشهان داد كهه باشد، مهي

 پاول دارای مشخصات زير خواهد بود: -فلچر  -ديويدون

i. ماتريسiH  نقطه بهينه به معکوس ماتريس هسيندر( )f X يعني : .شودهمگرا مي 

(4-31)  1

1nH A 

   

ii. جهات توليد شده A بنابراين .مزدوج هستند 

(4-31)  0T

i jS A S i j   



 

 

 فصل پنجم

 

انجماد مواد خالص  فرآیندكنترل 

  با استفاده از روش متریک متغیر
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 مقدمه 5-9

ابتدا معادلات حاكم بر مسأله و نحوه حل آنها معرفي شده و سپس با توجه به آنها به  ،در فصل حاضر

معرفي  برای مواد خالصانجماد روش متريک متغير در حل مساله تعريف تابع هدف مي پردازيم. در ادامه،

آن در  به همراه معادلات حساسيت و الحاقي مورد نياز مورد استیاده روش گراديان مزدوجگرديده است. 

 .آورده شده است الف پيوست

 

 معادلات حاکم بر مسأله مستقیم 5-2

معرفهي  برای يک مسأله يک بعدی شامل انجماد مهواد خهالص روش حلو  معادلات حاكمدر اين قسمت 

، شار خنک كن حرارتي فقط از مرز (1-5) كه در قال  نشان داده شده در شکلشود است. فرض مي شده

 سطوح جانبي عايق بوده و بنابراين ههي  گونهه جابجهايي، اعمال شده و بالا به عنوان تابعي از زمان پايين

 و رو به بالا خواهد بود.و انجماد فقط در جهت عمودی  فتاددر ناحيه مايع اتیاق نخواهد اطبيعي 

( 1-5) بعد برای هندسه نشان داده شده در شکلبي  معادلات حاكم، شرايط مرزی و شرايط اوليه به شکل

 به شرح زير خواهند بود.

( ( ) )
  


  

h T
k T

t x x
 0 x b  0  

f
t t (1-الف)  

( )
0

s

T
k q t

xx


 


 0x  0  

f
t t (2-الف)  

( )
l

T
k q t

x bx





 x b 0  

f
t t (3-الف)  

 
i i

T T or h h 0 x b  0t (4-الف)  

 

)، برای انجماد مواد خالص با فرض رابت بودن خواص حرارتي ) 1k T .خواهد بود h باشدآنتالپي مي. 
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 خالص هماديش شماتيک مساله انجماد برای نما (1-5شکل )

 

در انجماد مواد خالص هدف كنترل شار حرارتي و يا كنترل سهرعت پيداست، ( 1-5)انطور كه از شکل هم

گری شهده بهه كه كيیيت ماده ريختهبلاً ذكر شد است. قسطح مشترک موجود ميان فازهای جامد و مايع 

ميزان سرعت در سطح وابسته است. در كنترل انجماد مواد خالص
s

q در نظر گرفته شده و 
l

q  برابر صهیر

 محاسبه خواهد شد.بصورت زير يا عايق فرض شده است. رابطه بين آنتالپي و دما 

  (5-الف)

0

0

0

T

T

T







 [0, ]




 
 

cT

h Ste

cT Ste

 

. هدف مسأله مستقيم تعيين توزيع دما و يا باشدمي عدد استیان يا همان شکل بعد گرمای نهان Ste كه

باشد. از طهرف ديگهر در يهک ميمعلوم  آنتالپي با دانستن شارهای حرارتي در مرزها به عنوان يک پارامتر

 سأله معکوس، اين شرايط مرزی مجهول بوده و بجای آنها مقدار دما در نقاط خاصهي از هندسهه )مکهانم

fT

 

Solid 

Liquid 

V

 

( )sq t

 

( ) 0lq t 
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ها( و يا سرعت سطح مشترک به عنوان پارامترهای معلوم هستند. به عبهارت ديگهر ههدف در حهل حسگر

 اطدمها در نقه) ههای مطلهوبايط مرزی( برای دستيابي بهه خروجهيها )شرمسأله معکوس، يافتن ورودی

بندی مسأله معکوس به همراه روش مشترک( مي باشد. در ادامه فرمول ها و يا سرعت مطلوب سطححسگر

 برای حل آن ارائه خواهد شد. متريک متغير

 

 مسأله معکوس 5-8

همانگونه كه مطرح شد در يک مسأله معکوس طراحي و كنترل انجماد، شرايط حرارتي در مرزها مجههول 

دماهای اندازه گيری شده در نقاطي از هندسه مورد نظهر و يها بها اسهتیاده از سهرعت بوده و با استیاده از 

 مطلوب سطح مشترک تخمين زده مي شوند. بنابراين هدف از حل معکوس يافتن
s

q ای است كه به گونه

توجه به رفتهار فيزيکهي  به مقدار مطلوب برسد. با ،دما در نقاط خاصي از دامنه و يا سرعت سطح مشترک

مايع برابر دمهای ذوب ) -مشترک جامددما در سطح دانيم در هنگام انجماد، مي خالص مواد
f

T)  خواههد

 بود.

-وده و دما در اين مکان و در زمهانبنابراين با دانستن سرعت سطح مشترک، مکان سطح مشترک معلوم ب

های مشخص بايد برابر 
f

T تواند با مسأله كنتهرل باشد. در نتيجه مسأله كنترل سرعت سطح مشترک مي

 یپايه آنچه ذكر شد، تابع هدف برمبنای اخهتلاف بهين دمها بر دما جايگزين شود.
f

T  كهه همهان دمهای

 شود.ها تعريف ميدر اين مکان و دمای محاسبه شده استهای مطلوب سطح مشترک مطلوب در مکان

در مسائل كلاسيک انتقال حرارت معکوس كه در آنها از دماهای اندازه گيری شده و يا شبيه سهازی شهده 

، تابع هدف برمبنهای اخهتلاف بهين دمهای شودشرايط مرزی و...( استیاده ميجهت تخمين تابع مجهول )

 شوند:ها به شکل زير تعريف ميحسگر مکان اندازه گيری شده و محاسبه شده )تخمين زده شده( در
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  (3-الف) 
2

10

ft K

k k
k

f Y T dt


  

 كه در آن
k

Y  و
k

T به ترتي  دماهای تخميني و برداشت شده در مکان 
k

x (،حسگر )مکان K تعهداد 

 ها وسگرح
f

t باشند. دماهاینهايي مي زمان نيز 
k

T شوند.از حل مسأله مستقيم محاسبه مي 

های انتقال حرارت معکوس به جایدر مسائل طراحي و كنترل با استیاده از روش
k

Y  يها دماههای انهدازه

دمای مطلوب در نقطه ای مشخص از دامنه قهرار گرفتهه و ،گيری شده
k

T  دمهای محاسهبه شهده از حهل

مستقيم در همان مکان خواهد بود. به اين ترتي  برای كنترل سرعت و مکان سهطح مشهترک در انجمهاد 

 شود:زير تعريف مي صورتمواد خالص، تابع هدف به 

  (2-الف)
2

0

[ ( )] [ ( , ; ( ))] 
ft

s f m s
f q t T T x t q t dt 

)كه , ; ( ))
m s

T x t q t با فرض شار مشخص حرارتي در مايع -دمای محاسبه شده در سطح مشترک جامد ،

های متريک متغير و گراديهان مهزدوج اسهتیاده ، از روشبرای مينيمم كردن توابع هدف مذكور .مرز است

ههای معمهول ماننهد بهه روشنامه معرفي روشي با كارايي و دقت بالاتر نسهبت شده است. هدف اين پايان

باشد. لذا مساله معکوس مورد نظهر بها اسهتیاده از دو روش متريهک متغيهر و گراديهان گراديان مزدوج مي

 حل شده و نتايج آنها با هم مقايسه شده است. همراه با مساله الحاقي مزدوج

 

 روش متریک متغیر  5-4

فهرض  باشهد.مقيد دارای يک رويه تکهراری مهيسازی ناهای بهينهروش متريک متغير همانند ساير روش 

را كه شهار حرارتهي بايهد تخمهين زده شهود،  2زماني یبازهكه تمام  باشد 1تعداد كل گام زماني Mكنيم

                                                 
1 Time step 
2 Time domain 
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تهوان دهد. بنهابراين مهي( گسسته سازی شار حرارتي وابسته به زمان را نشان مي2-5. شکل )پوشش دهد

 را بصورت برداری تابع زمان بصورت زير نشان داد:شار حرارتي 

   1 2 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ... T T

M Mq t q t q t q t q q q (3-الف)  

q (باشد. علامت ترانهاده مي Tدر بالا
s

q q )شود. مجهول يا بردار طراحي ناميده مي بردار شار حرارتي 

 

 [13] گام زماني Mگسسته سازی شار حرارتي به  (2-5شکل )

 

-مهي 1شود و سپس با رابطه زير به هنگامبرای بدست آوردن بردار شار ابتدا با يک حدس اوليه شروع مي 

 شود: 

1 ii i i
q q S


  (2-الف)  

يک اسکالر است كه اندازه گام بهينه جسهتجو در جههت  بردار جهت جستجو مي باشد و  Sكه در آن

Sدهد.را نشان ميi باشد. به منظور تعيين نيز شماره تکرار ميS و  ابتدا بايهد ضهراي  حساسهيت را

( 11-5بها رابطهه ) qام متناظر با عناصر بردار طراحي kنمود. عناصر ضراي  حساسيت در حسگر  تعيين

 شود:تعريف مي

                                                 
1 Update 
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( , )
( , , ) 1,2, ... ,k m

k m m

m

T x t
X x t q for m M

q


 


  (11-الف) 

( 1-5كم )روابط)توان از مشتق گيری معادلات حامعادلات لازم برای بدست آوردن ضراي  حساسيت را مي

(( نسبت به 4-5تا)
m

q سازی، معادلات ضراي  حساسيت بصهورت گيری و سادهبدست آورد. بعد از مشتق

 آيند:زير در مي

2

2

X X

t x

 


 
 0 x b   0 ,

f
t t    (11-الف) 

1

0

(0, ) mt t t

other t

X t

x

 
 

 
 0x   0 ,

f
t t    (12-الف) 

(1, )
0

X t

x





 x b  0 ,

f
t t    (13-الف) 

1( , ) 0mX x t t    0 x b   0.t    (14-الف) 

m,...,1,2معادلات معرفي شده بايد برای هر   M بطور جداگانه حل شود، يعني اين معادلات بايدM 

)مرتبه برای محاسبه  , , )
m

X x t q [13] حل شود. 

-5( گیته شد، تابع هدف مساله معکوس برای تعيين شار حرارتي با رابطه )2-5همانطور كه در قسمت ) 

 شود: ( تعريف مي2-5مايع برای ماده خالص با رابطه ) -جامد ( و كنترل سرعت سطح مشترک3

 
2

10

ft K

k k
k

f Y T dt


  
 

2

0

[ ( )] [ ( , ; ( ))] ,
ft

s f s
f q t T T x t q t dt  

 

[ ارائهه 13به منظور حل مساله معکوس حرارتي با استیاده از روش متريهک متغيهر كهه در ] روند تکراری 

 باشد:شده است بترتي  زير مي

 ((14-5( تا )11-5رای هر عضو بردار هدف كه با حل كردن معادلات ))يافتن ضراي  حساسيت ب .1

 آيند.در تمام دامنه زماني بدست مي
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با يک حدس اوليه برای .2
i

q و در نظرگرفتن يک مهاتريسM M  1متقهارن معهين بهرایH  كهه(

1iشود. شماره تکرار گيرند( شروع ميماتريس واحد در نظر ميمعمولا آن را   قهرار داده مهي-

 شود.

گراديان تابع مجموع مربعات خطا در نقطه شهروع  .3
i

q  محاسهبه شهده و جههت كمتهرين كهاهش

 آيد: )جهت جستجو( از رابطه زير بدست مي

i i iS H f   (15-الف)  

 بردار جهت جستجو را بر اندازه آن تقسيم نموده تا نرماليزه شود: .4

 
|| ||

i
i

i

S
S

S
 

  (13-الف)

*طول گام بهينه  .5

i  را در جهت بردار
iS  شود: پيدا ميمحاسبه و نقطه بعدی بصورت زير 

*

1 ii i i
q q S


  (12-الف)  

نقطه جديد .3
1i

q


تکرار متوقهف مهي شهود، در  فرآيند بهينه است شود. اگربرای بهينگي امتحان مي 

 رويم.مي 2غير اينصورت به مرحله 

 نگام )اصلاح( كرد. را به ه Hدر اين مرحله بايد ماتريس  .2

1iشماره تکرار را  .3 i   برويد. 3قرار داده و به مرحله 

ی محاسبه گراديان تابع هدف، گام جستجوی بهينه و روابط بهه هنگهام كهردن های بعدی نحوهدر قسمت

 توضيح داده خواهد شد. Hماتريس

 

 ن تابع هدفمحاسبه گرادیا 5-4-9 

 باشد:شکل كلي گراديان تابع هدف بصورت زير مي 
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1

1 2

...

T

M

M

f f f
f

q q q


   
   

   
 

  (13-الف)

و با اسهتیاده از رابطهه  qو گرفتن مشتق از آن نسبت به اعضای بردار طراحي  fبا در نظر گرفتن تعريف

(5-11 ،)f :بدست مي آيد 

  

  

  

1

1 0

2

11 0

1 0

2 ( , ) ( , , ) ( , , )

2 ( , ) ( , , ) ( , , )

2 ( , ) ( , , ) ( , , )

f

f

f

tK

k m k m k m

k

tK

k m k m k m

kM

tK

k m k m k m M

k

Y x t T x t q X x t q dt

Y x t T x t q X x t q dt
f

Y x t T x t q X x t q dt







 
  
 
 
  

   
 
 
 
  
  

 

 

 

 

  (12-الف)

 

 محاسبه گام جستجوی بهینه 5-4-2

*اندازه گام بهينه  

i  در جهت
i

S عبارتست از مقداری ازi كه به ازای آن تابع( )ii i
f q S  كمينه

*شود. بنابراين 

i باشد:ی معادله زير ميريشه 

( )
0ii i

i

df q S

d






 

  (21-الف)

*اگر

i ماتريس ،بطور دقيق يافته شودH مثبت معين بودن خود را با افزايشi خصوصيت كند.مي حیظ 

 كردن آن، به ماتريس هسين حقيقي همگرا شهود. به هنگام شود تا با تکرارباعث مي Hمثبت معين بودن

مثبت معين بودن خهود را از  Hاگر گام بهينه به دقت يافت نشود ممکن است در كاربرد عملي  بهر حال

 [.15]دست بدهد

*روش های مختلیي برای تعيين  

i  وجود دارد كه در اين قسمت دو روش آن معرفي مهي گهردد )بهرای

 [ (. 15مرجع ] 5جزئيات بيشتر رجوع شود به فصل 
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*در روش اول 

i  ش دمهایدر اين رو[. 32شود ]تعيين ميبا استیاده از بسط سری تيلور( )ii i
T q S 

توسط بسط سری تيلور حول 
i

q :خطي مي شود 

( ) ( ) [ ] ( ) ( , , )  


    


T

i i i k m ii i ii i i

i

T
T q S T q S T q X x t q S

q
 

  (21-الف)

ی آن، و يهافتن ريشهه iنسهبت fقرار داده و با گرفتن مشتق fدر تابع هدف Tعبارت حاصل بجای 

مهايع بدسهت  -( برای كنترل سرعت سطح مشترک جامهد25-5( برای كنترل شار و رابطه )23-5رابطه )

 آيد:مي

   
2 2

1

1 10 0

( ) ( ( ) ( , , ) )

 

      
f ft tK K

i k k k k i i k m i m

k k

f q Y T dt Y T q X x t q S dt  

  (22-الف) 

 

1
1* 01

2

1
10

{[ ( , ) ( , , )][ ( , , ) ]}
( )

0

( , , )










 

  



 

 

f

f

t K
M

k k m k k m k m m mi m
ki

i t K
Mi

k m m mm
k

Y x t T x t q X x t q S dt
df q

d
X x t q S dt

 

  (23-الف) 

 
2

2

1

0 0

( ) [ ( , ; ( ))] ( , ; ( )) ( , , ) )
f ft t

f i f i i ii i
f q T T x t q t dt T T x t q t X x t q S dt


       

  (24-الف) 

 

1
* 0

2

1

0

{[ ( , ; ( ))][ ( , , ) ]}

( , , )

f

f

t
M

f i m mm

i t
M

m mm

T T x t q t X x t q S dt

X x t q S dt






 









 

  (25-الف) 

دههد. مشهتق تهابع ( الگوريتم اين روش را نشهان مهي3-5شکل) باشد.مي ريشه مستقيمروش ديگر روش 

 شود:با رابطه زير تعريف مي iهدف نسبت به
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1

10

10

( ) ( ) 2 {[ ( ) ( , )] ( , ) } ...

.. 2 {[ ( ) ( , )] ( , ) }

f

i

f

t K
T

i i i k k i k ii i ii i i

k

t K

k k i k M ii i

k

f q S S f q S Y t T t q S X t q S dt

Y t T t q S X t q S dt


  







         

  





 

 

 

 

  (23-الف)

 

Aدر ايهههن روش دو نقطهههه اوليهههه بصهههورت    وB گرفتهههه و مقهههادير مشهههتقات آنههههادر نظر 

(( )Af df d  و( )Bf df d  ) 0)معمهولا شهودمهي محاسبه (23-5)با قرار دادن در رابطهA  در

Af. اگر شود(نظر گرفته مي   وBf  همگرايي سريعتری به های مختلف باشنددارای علامت *  مورد انتظار

در فلوچهارت  0tو 1Cكنهيم. رابهت ههای ه فلوچارت ريشه مستقيم محاسبه ميرا با توجه ب *حال است.

 *ت باشهند. سهپس بها سهرعقات آنها دارای علامت مخالیند ميكه مشت Bو Aبرای يافتن مقادير اوليه

در  شهود. پهارامترپيشنهاد مي 0tو1Cشود. در توابع ساده مقادير كوچک نزديک به يک برای يافته مي

 دهد.( را نشان مي23-5)اين الگوريتم دقت محاسبه ريشه معادله 

 

 Hکردن ماتریس به هنگام روابط 5-4-8

سهه  قسمت اين مي باشد. در Hكردن ماتريس به هنگام در نحوه ی VMMهای مختلف نسخه تیاوت  

''های مدل رايج كه در اصطلاح كلاس restricted Broydon ''   كه  دنشوروش متريک متغير ناميده مي(

DFB,BFGSعبارتند از: and SR1 )هشد بعلاوه روش اصلاحBiggs   تکهرار اشاره شده است. در ههرنيز 

VMM ،iQ  شود:ميبا رابطه زير تعريف 

1
( ) ( )i i i

Q f q f q


    (22-الف) 
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 [15ريشه مستقيم ] الگوريتم روش (3-5شکل)
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Davidonاد پيشنه Fletcher Powel( )DFP  [15برای ]  كهردن مهاتريسبه هنگامH  بصهورت زيهر

 باشد: مي

 Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno BFGS  اند.به هنگام كرده را H(22-5) [ با رابطه13]  

*

1

( () )
( )

T
T Ti i i i i i

i i i i i i i iT T

i i i i i

TS S H Q H Q
H H Q H Q

S Q Q H Q
        

  (22-الف)

i i i
i T T

i i i i i

S H Q

S Q Q H Q
   

  (31-الف)

Symmetric(SR1)ی يک)تبهروش متقارن مر Rank oneبا رابطه زير )H[:13] كندبه هنگام مي را 
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 :[33]ده استبصورت زير پيشنهاد ش Hكردنبه هنگام  برای  Biggsو فرمول
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DFP وBFGS   سازی مورد استیاده ای در مسائل مختلف بهينهگسترده ها بطورنسخهدر مقايسه با ساير

  Biggsكنهد. فرمهولين نمهيرا تضهم بهه هنگهام شهده Hمثبت معين بهودن  SR1اند. روشقرار گرفته

نسخه اگرچه ممکن است يکي از  ،در عمل مشاهده شده باشد.مي  BFGSنسخه ی درحقيقت اصلاح شده

امکهان دارد  ينه سهازی نامقيهد بهتهر باشهد امهاهر آنها در حل نوعي از مسائل بنسبت به ساي VMMهای

-نسهخهلذا اين موضوع برای ارزيابي كارايي [. 13]ای ديگر از اين مسائل كم باشدكارايي آن در حل دسته

 باشد. اساسي ميVMMهای مختلف 
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 معیار توقف  5-4-4

ی تکهرار فرآينهدبهرای توقهف  تهوانغتشاش در ورودی، هر كدام از روابط زير را مهياهای بدون برای داده

 : كرداستیاده 

|| ||if     (34-الف) 

| |f    (35-الف) 

ه شهده بعنوان شرط توقف اسهتیاد (35-5) نامه رابطهپاياندر اين باشد. ميک يک عدد دلخواه كوچكه

ی يک روش منظم سهازی انتخهاب شهود تها بايستي بر پايه دارای اغتشاش، های . اما در مورد دادهاست

توقف  ،ی اصلي در منظم سازی تکراریبت به يک خطای تصادفي كاهش دهد. ايدهجواب را نس حساسيت

بنابراين اين روش تمايل خواهد داشت تها  [.13] بهينهی باشد، نه دقيقا نقطهی بهينه مينقطهدر نزديکي 

شرط توقف در منظم سهازی [ 32خواه را از بين ببرد. مطابق مرجع ]منظم كند و اررات ناشي از خطای دل

 ه شده است :دی زير دای رابت با رابطهمنهتکراری برای يک خطای با دا

2 
f

K t   (33-الف) 

و دامنه خطا تعداد حسگرهای موجود، Kدر رابطه فوق 
f

t باشد.زمان نهايي مي 

 

 محاسبات عددی حل معادلات 5-5

مسأله  بر برای حل معادلات حاكمباشد. ( يک معادله ديیرانسيل جزئي سهموی مرتبه دوم مي1-5رابطه )

 FTCS 1بها اسهتیاده از يهک طهرح صهريح  ، از روش تیاضل محدودضراي  حساسيت معادلات و مستقيم

-. علت استیاده از روش صريح، نبود رابطه خطي بين آنتالپي و دما در مواد خالص مهياستیاده شده است

 شود:( به صورت زير گسسته مي1-5باشد. با روش تیاضلات محدود پيشرو عبارت سمت چپ معادله )

 

                                                 
1 Forward in Time-Central Space 
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باشهد. بهرای تقريه  مهي tگره مکاني بوده و مرتبه خطای اين روش  jمعرف موقعيت زماني و nكه 

ی زی بها مرتبهه(( از روش تیاضهلات محهدود مركه1-5مشتقات مکهاني )عبهارت سهمت راسهت معادلهه )

 استیاده شده است: 2xخطای

2

1 1 2

2 2

( 2 )
( )

 
 

  
 

n n n

j j j
T T TT

O x
x x

 
  (33-الف)

 آيد:( پس از گسسته سازی بصورت زير در مي1-5بنابراين معادله )

1

1 12
( 2 )
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2های ( برای گره32-5شبکه مورد استیاده يکنواخت بوده و رابطه ) : 1j J   باشهد. مقهادير ميصادق

از نتايج حل گام قبلي و يا شرايط اوليه معلوم است؛ يعني مقادير محاسبه شهده  nوابسته در مقطع زماني 

اند. بنابراين در روش صهريح، معادلهه اخهتلاف محهدود ( تنها به مرحله قبلي وابستهn+1در مقطع زماني )

1nhتنها شامل يک مجهول )
i

1nhشود. پس از محاسبه( بوده كه مستقيما توسط آن محاسبه مي
i

-مي 

 ( بدست آورد:41-5توان دمای آن را با استیاده رابطه )

  (41-الف)
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 شود:يبرای گره اول و آخر از شرايط مرزی مساله استیاده م 
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( )n n
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   (42-الف) 

ديگهر مقهدار مسهتقل و دلخهواهي  tشهود،انتخاب مهي xدر روش صريح هنگامي كه مقداری برای 

شود، باشهد. متر از مقدار معيني كه توسط معيارهای پايداری تعيين ميبايد برابر يا ك tنخواهد بود بلکه
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)2ی( از مرتبه32-5همانطور كه بيان شد، رابطه ) , ) O t x  بوده و در صورتي پايدار است كهه معادلهه

 زير برقرار باشد:

2

1

2






t

x
 

  (43-الف)

نامه نويسي ساده بوده ولي ممکن است برای برقهراری پايهداری نظر حل كردن و بر بنابراين روش صريح از

t  خيلي كوچک شده و درنتيجه انجام محاسبات را افزايش دهد. در فصل بعد نتايج حهل عهددی مهورد

 بررسي قرار گرفته است. 



 

 

 

 فصل ششم

 

 نتایج حل عددی
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 مقدمه 6-9

، نتايج حاصهل از حهل قبلهای لحاكم ارائه شده و نحوه حل آنها در فصبا توجه به معادلات در اين فصل 

مساله معکوس برای مواد خالص ارائه خواهد شد. به منظهور ارزيهابي و اطمينهان از صهحت نتهايج عهددی 

بدست آمده برای هر مساله خاص، برای هر حالت ابتدا يک شار حرارتي مشخص به مساله مستقيم اعمهال 

گيری و ربت مي شود. سپس بوسهيله اني دما در يک نقطه خاص )مکان حسگر(، اندازهشده و تاريخچه زم

گيری شده و حل مساله معکوس، شار حرارتي ورودی در قسهمت اول بازسهازی خواههد اين دماهای اندازه

های اسهتیاده شهده پهي توان به ميزان دقت روششد. با مقايسه كمي و كيیي اين دو شار بدست آمده مي

در نهايت پس از تاييد كد عددی استیاده شده، مساله معکوس به منظهور طراحهي و كنتهرل سهرعت برد. 

شود. در تمامي موارد بررسي شده، نتايج حاصل از روش متريک متغيهر و سطح مشترک در نظر گرفته مي

 اند. روش گراديان مزدوج با هم مقايسه شده

 

 اعمال شار مرزی معلوم و بازسازی آن 6-2

( را برای 4-5( تا )1-5ظور تحليل مساله معکوس انجماد مواد خالص در حالت يک بعدی، معادلات )به من

گيريم. همهان گونهه كهه ذكهر شهد، ابتهدا دو شهار حالتي كه ضري  هدايت حرارتي رابت باشد در نظر مي

سهپس بها حرارتي با توابع مشخص كه ذكر خواهند شد به عنوان ورودی به مساله مستقيم اعمال شهده و 

ربت دما در نقاط حسگرها و استیاده از روش انتقال حرارت معکوس به تخمين و بازسهازی ايهن شهارهای 

ای انتخاب شده اند. دليل انتخاب ورودی پرداخته خواهد شد. دو شار حرارتي ورودی با اشکال مثلثي و پله

اسهت كهه گوشهه ههای تيهز و يها ههايي اين دو نوع تابع برای شار حرارتي، تاييد صحت نتايج برای حالهت

های انتقال حرارت معکوس بايد بهرای ههر نهوع تغييرات ناگهاني در شار حرارتي وجود دارد، چرا كه روش
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ر حرارتهي ورودی در نظهر شکل شار حرارتي پايدار بوده و جوابي يکتا توليد نمايد. توابع زير به عنهوان شها

 اند.گرفته شده

(3-1) 
0 0.125

0.125 0.25

0.25

t

t

t

 

 

 

120 15

( ) 120 45

15

t

q t t

 


 


 

(3-2)  ( ) 10 20 ( 0.15)q t u t    

)كه   )u t ای هويسايد مي باشد. توابع فوق برای مقادير مختلف موقيعت مکاني حسگرها، نهويز در تابع پله

گراديهان مهزدوج و های اندازه گيری شده، عدد استیان، حدس اوليه در روش متريهک متغيهر و روش داده

 همچنين استقلال حل از شبکه محاسباتي نيز برای اين حالات ارزيابي شده است.

پر شده، مرز بالا ايزوله  0.5iTابتدا در نظر بگيريد كه تمام قال  از ماده مذاب خالص با دمای يکنواخت 

ناگهان مهرز پهايين در معهرض يهک شهار  0tه و انتقال حرارت تنها از مرز پايين صورت گيرد. در لحظ

,0]حرارتي قرار گرفته و مقدار دما در مکان حسگر برای يک بازه زماني  ]ft  ربت شده كه برای اين مساله

0.4ft .در نظر گرفته شده است 

ه بوسيله دماهای ربت شده در مکان حسگر و الگوريتم حل معکوس در شار حرارتي مطلوب و محاسبه شد

( نمايش داده شده اسهت 1-3در شکل ) 0.5iTو  0.5Ste،0.1sx ،40xN حالت مثلثي برای

باشد. لازم به ذكر است كه تمامي مقادير مورد نياز برای حل مساله در قيت قرارگيری حسگر ميمو sxكه 

710هر دو روش متريک متغير و گراديان مزدوج يکسان بوده و برای توقف الگوريتم بهينه سازی    كه

روش  1SRو  BFGSسهي دو نسهخهباشد، در نظر گرفته شهده اسهت. در ايهن برردقت بسيار بالايي مي

روش گراديان مزدوج با هم مقايسه شده اند. مطهابق شهکل و طهي  Polak-Ribiereمترک متغير و نسخه 

شود كه تخمين و محاسبه اين شار حرارتي از دقت خهوبي برخهوردار بهوده يک ارزيابي كيیي ملاحظه مي

ن نشان دهنده صحت و دقت روش و الگوريتم معکوس بکار گرفته شده است. بدليل اينکه دقهت است و اي
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ها در بازگرداني شار حرارتي بالا انتخاب شده است، لذا تیهاوتي در شهکل شهار ندارنهد و تنهها تمامي روش

قت نتايج بدست آمده، مقدار درصد نشان داده شده است. علاوه بر اين جهت ارزيابي كمي د BFGSنتايج

 شود.( تعريف مي3-3جذر مربعات خطای متوسط به شکل رابطه )

(3-3) 
2

, ,1

2

,1

(1/ ) ( )
100

(1/ ) ( )

M

desired m estimate mm

RMS M

desired mm

M q q
e

M q






 




 

 های زماني است. تعداد كل بازه Mكه در رابطه بالا  

شهوند كهه ( ملاحظه مهي2-3کل )نرخ كاهش تابع هدف به همراه نرخ كاهش نرم بردار گراديان نيز در ش

نشان دهنده روند بسيار مناس  همگرايي اين روش به سمت ميزان مطلوب بوده كه ايهن خهود دليهل بهر 

هها باشد. تمهامي مقايسههبدست آوردن و حل صحيح مساله و انجام پذيری مطلوب مساله بهينه سازی مي

 دهد.شان ميبرتری محسوس روش متريک متغير را بر روش گراديان مزدوج ن

 

 

 مقايسه شار حرارتي مطلوب و محاسبه شده (1-3) شکل
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 الف

 
 ب

 شار حرارتي مثلثي الف ( نرخ كاهش تابع هدف و ب( نرخ كاهش نرم گراديان (2-3) شکل
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 بررسی استقلال از شبکه محاسباتی 6-2-9

ها، تحليهل مشهای شبکه يا به عبارتي اندازه به منظور ارزيابي ميزان وابستگي حل معکوس به تعداد گره

معکوس برای دو شار حرارتي مذكور برای مقادير مختلیي از نقاط شبکه انجام گرفتهه اسهت. مقهدار تهابع 

های لازم بهرای همگرايهي روش و همچنهين ميهزان خطهای سازی، تعداد تکرارهدف در آخرين گام بهينه

RMS انهد. بهرای ( ارائه شده1-3شار حرارتي مثلثي در جدول )های متیاوت برای ای با شبکهبرای دامنه

ای را ( بازگرداني شار حرارتي پلهه4-3شکل ) است. ( ترسيم شده3-3) ارزيابي بهتر، نتايج جدول در شکل

40xNدهد. مطابق اين نتايج، نشان مي  ي انتخهاب شهده اسهت. تمهام بعنوان مقدار بهينه اندازه شبکه

 باشد.های بعد مورد بررسي قرارگرفته است با اين اندازه ميمواردی كه در قسمت

 

 شبکه های مختلف شار مثلثي( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای 1-3)جدول 

x
N  Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

5 VMM BFGS 9.9978e-008 0.2469 171 

SR 1 9.9982e-008 0.2469 149 

CGM Polak-Ribiere 9.1524e-008 0.2478 273 

10 VMM BFGS 9.9125e-008 0.1593 180 

SR 1 9.8094e-008 0.1594 163 

CGM  2.0403e-007 0.1673 275 

20 VMM BFGS 9.6176e-008 0.0506 205 

SR 1 9.0988e-008 0.0511 178 

CGM Polak-Ribiere 1.2246e-007 0.0563 385 

30 VMM BFGS 9.4570e-008 0.0288 196 

SR 1 9.3832e-008 0.0291 171 

CGM Polak-Ribiere 9.9317e-008 0.0319 279 

40 VMM BFGS 9.7950e-008 0.0230 184 

SR 1 9.7940e-008 0.0229 164 

CGM Polak-Ribiere 9.9770e-008 0.0253 273 

45 VMM BFGS 9.0085e-008 0.0230 199 

SR 1 9.2537e-008 0.0200 166 

CGM Polak-Ribiere 1.2451e-007 0.0255 330 
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شار حرارتي محاسبه شده، نرخ كاهش نرم گراديان و همچنين نرخ كاهش تابع هدف برای مقادير مختلف 

 ( آورده شده است.5-3ر شکل )اندازه شبکه برای شار حرارتي مثلثي د

 

 

 
 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  ( شار حرارتي مثلثي: الف(تعداد تکرارها1-3) مقايسه نتايج جدول (3-3) شکل
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دهد كه تعداد تکرارهای مورد نياز روش متريهک ( در مورد شار حرارتي مثلثي نشان مي1-3نتايج جدول )

 باشد.راديان مزدوج ميمتغير به ميزان قابل توجهي كمتر از روش گ

است.  CGMبا افزايش تعداد تقسيمات خيلي كمتر از روش 1SRهایعلاوه براين نوسان تعداد تکرار نسخه

 باشد.مي BFGSبيشتر از 1SRهمچنين مطابق انتظار سرعت نسخه

 

خطا پايين است، لذا از نظر درصد خطا اختلاف خيلي محسوسي از اين نظر بهين آنهها  بدليل اينکه مرتبه 

دهد كه با ريز كردن شبکه محاسباتي چگونه دقت در باز گرداني الف( نشان مي 5-3افتد. شکل )اتیاق نمي

شود كه نرخ كاهش نرم گراديان روش متريک ب( هم ملاحظه مي 5-3رود. در شکل )ارتي بالا ميشار حر

 متغير بسيار بالاتر از روش گراديان مزدوج است. 

 

 

 
 برای شبکه های متیاوتباز گرداني شار حرارتي پله ای  (4-3) شکل



 

 

25 

 

 الف

 ب

 ج
 نرخ كاهش تابع هدف برای شبکه های متیاوت شار مثلثي نرم گراديان و ج(ب( نرخ كاهش شار حرارتي، الف(  (5-3) شکل
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 ر حدس اولیهبررسی اث 6-2-2

ههای جهت بررسي ارر حدس اوليه برای شروع تکرارها بر حل مساله معکوس ذكر شده، مساله برای شهکل

ای حل شده و نتايج آنها بترتيه  در جهداول مختلیي از حدس اوليه برای هر دو شار حرارتي مثلثي و پله

-3(و )3-3های)به ترتي  در شکلتر، نتايج جداول بمنظور بررسي دقيق ( آورده شده است.3-3( و )3-2)

شهده، نهرخ كهاهش نهرم ( شهار تخمهين زده 2-3( و )3-3های )اند. همچنين در شکلشده ( نشان داده2

 برای هر دو شار حرارتي ترسيم شده است. تابع هدفو گراديان 

 

 شار مثلثي تهای اوليه متیاو( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای حدس2-3)جدول 

q  Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0 VMM BFGS 9.7950e-008 0.0230 184 

SR 1 9.7940e-008 0.0229 164 

CGM Polak-Ribiere 9.9770e-008 0.0253 273 

-10 VMM BFGS 9.9145e-008 0.0394 112 

SR 1 9.4272e-008 0.0396 99 

CGM Polak-Ribiere 9.8917e-008 0.0429 109 

-15 VMM BFGS 9.2993e-008 0.1903 60 

SR 1 8.1039e-008 0.1668 58 

CGM Polak-Ribiere 9.4434e-008 0.1928 37 

-20 VMM BFGS 9.1196e-008 0.0425 110 

SR 1 9.1399e-008 0.0423 100 

CGM Polak-Ribiere 9.8499e-008 0.0462 107 

-30 VMM BFGS 9.9781e-008 0.0259 196 

SR 1 9.7722e-008 0.0272 164 

CGM Polak-Ribiere 9.6217e-008 0.0246 353 

 

 

توانند بهه ای ميها با هر حدس اوليهتوان دريافت كه همگي اين روشبا يک مرور كلي بر نتايج حاصل مي

)برای شهار  -15ی های اوليهدهند كه در حدس( نشان مي2-3( و )3-3ی )هاجواب مطلوب برسند. شکل

)برای شار پله ای( كمترين تکرار برای رسيدن به تابع هدف مهورد نظهر و بهالاترين درصهد  -21مثلثي( و 

ها، شهار حرارتهي تخمهين زده شهده بهه دهد كه در اين روشاين پديده به اين دليل رخ مي خطا را دارند.
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-سازی به مقدار حدس اوليه مهي رود و دقيقا در آخرين لحظه از شبيهار حدس اوليه پيش ميسمت مقد

رسد. چون مقدار حدس اوليه در اين حالت با مقدار شار حرارتي در زمان نهايي برابر است، لذا تعداد تکرار 

 شود. ي كاسته ميكمتری برای رسيدن به اين مقدار مورد نياز است و بهمين دليل از دقت در جواب نهاي

  

 شار پله ای های اوليه متیاوت( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای حدس3-3)جدول 

q  Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0 VMM BFGS 9.6589e-008 1.0283 268 

SR 1 9.9498e-008 1.0304 219 

CGM Polak-Ribiere 2.4227e-007 1.1852 328 

-10 VMM BFGS 9.9349e-008 1.1916 205 

SR 1 9.9405e-008 1.1920 183 

CGM Polak-Ribiere 9.9866e-008 1.1930 316 

-15 VMM BFGS 9.0649e-008 1.3074 150 

SR 1 9.0204e-008 1.3053 150 

CGM Polak-Ribiere 9.6728e-008 1.3308 176 

-20 VMM BFGS 9.9492e-008 1.4144 143 

SR 1 9.9607e-008 1.4149 125 

CGM Polak-Ribiere 9.8904e-008 1.4157 124 

-30 VMM BFGS 9.7245e-008 1.1867 213 

SR 1 9.5674e-008 1.1877 163 

CGM Polak-Ribiere 9.8813e-008 1.2119 254 

 

تر شود كه در اين دو حدس اوليه روش گراديان مزدوج از روش متريک متغير سريعمي همچنين ملاحظه

عمل كرده است. البته ذكر اين نکته ضروريست كه اگر شرط توقف بر روی نهرم گراديهان قهرار داده شهود 

كند. دركارهای گذشته كه بها عمل مي CGMسريعتر از VMMب((، همواره 2-3ب( و ) 3-3)شکل های)

[. 21-12-13روش متريک متغير انجام شده است شرط توقف بر روی نرم گراديان قرار داده شده اسهت ]

||7در اينجا نيز اگر شرط توقف || 10 if ،گذاشته شودVMM  يست تکرار نياز دارد و اين در حال 21به

 رسد. تکرار به اين دقت مي 453با  CGMكه

-مي CGMبا تغيير حدس اوليه خيلي كمتر از روش  VMMنکته قابل توجه ديگر اينست كه حساسيت

 دهد.نشان مي VMMداری خوبباشد. اختلاف بين كمترين تکرار و بيشترين آن در جدول، اين پاي
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ههای اسهتیاده شهده، شود كه روشبنابر اين با در نظر گرفتن نتايج كمي و كيیي به دست آمده نتيجه مي

توان با انتخاب هر مقدار حدس اوليه به جواب نهايي دسهت س اوليه ندارند و لذا ميوابستگي به ميزان حد

تواند تعداد تکرارها برای رسيدن به حالت بهينهه را كهاهش پيدا كرد. البته انتخاب حدس اوليه مناس  مي

 دهد.

  

 

 

 
 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  ( شار حرارتي مثلثي: الف(تعداد تکرارها2-3) مقايسه نتايج جدول (3-3) شکل
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 الف

 
 ب

 RMSمقدار درصد خطای  ب( : الف(تعداد تکرارها پله ای ( شار حرارتي3-3مقايسه نتايج جدول) (2-3) شکل
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 الف

 ب 

 ج 
 متیاوت شار مثلثي حدس اوليهب( نرخ كاهش نرم گراديان و ج( نرخ كاهش تابع هدف برای  الف( شار حرارتي، (3-3) شکل
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 الف

 ب

 ج

 ایپلهشار  اوليه متیاوت حدسنرخ كاهش تابع هدف برای  نرم گراديان و ج(ب( نرخ كاهش شار حرارتي، الف(  (2-3) شکل
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 ثر موقعیت قرارگیری حسگرهاا 6-2-8

های مختلیي در طول قاله  بهه فواصهل به منظور مطالعه ارر حركت حسگر در دامنه مکاني، ابتدا موقيت 

ههای برای حسگر در مساله فوق در نظر گرفته شده و دماهای ربت شده در اين نقاط به همهراه روش 1/1

ای از دماهای اندازه تیاده قرار گرفته است. نمونهمعکوس توصيف شده برای بازگرداني شار حرارتي مورد اس

-3های )الف و ب( نمايش داده شده است. شکل 11-3ای در شکل )گيری شده با اعمال شار مثلثي و پله

های مختلهف حسهگر بهوده و الف( نشان دهنده شار حرارتي بدست آمده برای موقعيت 12-3الف( و ) 11

گرفتن حسگر از مرز فعال يعني مرزی كه شار حرارتي روی آن اعمهال  بيانگر اين مطل  است كه با فاصله

يابد كه اين مطل  برای شار ای كاهش ميشود، دقت نتايج برای بازگرداندن هر دو نوع شار مثلثي و پلهمي

ای به دليل گراديان شديدی كه در شکل اين شار وجهود دارد شهديدتر اسهت. ايهن مطله  بها حرارتي پله

يابيم شود. با توجه به نتايج حاصل درمي( تاييد مي5-3( و )4-3ار خطای متوسط در جداول )مقايسه مقد

كه برای مساله كنترل سطح مشترک، هرچه حسگر از مرز فعال دورتر شود خطای محاسبه بيشتر شهده و 

 بنابر اين انتظار مي رود كه دقت محاسبات نسبت به حالتي كه حسگر رابت باشد كاهش يابد.

گيهری شود، روش متريک متغير با سرعت چشهممي( مشاهده 14-3( و )13-3های )نطور كه در شکلهما

شهود كهه البته ملاحظه مي شود.همگرا ميهای مختلف به جواب بت به روش گراديان مزدوج در مکاننس

شود. علهت ايهن كمتر مي VMMاز مقدار خطای متوسط به بعد، mXاز يک CGMمقدار خطای متوسط

شود كه روش گراديهان ب و ج( ديد. ملاحظه مي12-3ب و ج( و ) 11-3های )توان در شکلموضوع را مي

هايي كهه تعداد تکرار، (رودتر ميهای پايينتريک متغير )كه همواره به سمت دقتمزدوج برخلاف روش م

 1.5 دهد زياد است. البته با دقت در مقادير درصد خطا، اين اختلاف كمتر ازانجام مي هابازه از دقتدر يک 

 پوشي است. باشد كه قابل چشمدرصد مي
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يت كمتر خود را از نظر تکرار نسبت به تغيير مکان حسهگر نشهان در اينجا نيز روش متريک متغير حساس

مي دهد. بنابراين مي توان نتيجه گرفت در شرايط سخت از ديد روش معکوس )مانند دور شدن حسگر از 

 دهد.به مرات  بالايي از خود نشان مي كارايي VMMمرز فعال( 

 

 
 الف

 

 ب

 ایرای الف( شار مثلثي و ب( شار پلهب حسگرهای متیاوت قعيتودماهای ربت شده در م (11-3) شکل
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 الف

 ب 

 ج 

 شار مثلثي حسگر متیاوتهای يان و ج( نرخ كاهش تابع هدف برای مکانتي،ب( نرخ كاهش نرم گرادالف( شار حرار (11-3) شکل
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 الف

 ب

 ج

 پله ایشار  حسگر متیاوتهای مکاننرخ كاهش تابع هدف برای  نرم گراديان و ج(ب( نرخ كاهش شار حرارتي،الف(  (12-3) شکل
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 های حسگر متیاوت شار مثلثيرد نياز برای مکانمقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مو :(4-3)جدول 

m
X  Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0.1 VMM BFGS 9.7950e-008 0.0230 184 

SR 1 9.7940e-008 0.0229 164 

CGM Polak-Ribiere 9.9770e-008 0.0253 273 

0.2 VMM BFGS 9.9696e-008 0.0582 202 

SR 1 8.5484e-008 0.0567 151 

CGM Polak-Ribiere 9.9680e-008 0.0402 428 

0.3 VMM BFGS 8.7417e-008 0.1363 216 

SR 1 8.9060e-008 0.1314 141 

CGM Polak-Ribiere 9.9143e-008 0.0800 545 

0.4 VMM BFGS 9.1064e-008 0.2380 230 

SR 1 9.4356e-008 0.3004 122 

CGM Polak-Ribiere 1.7462e-007 0.1684 479 

0.5 VMM BFGS 9.0171e-008 0.3953 226 

SR 1 7.5986e-008 0.4642 114 

CGM Polak-Ribiere 9.9770e-008 0.2583 532 

0.6 VMM BFGS 8.6433e-008 0.7827 174 

SR 1 8.7703e-008 0.6788 96 

CGM Polak-Ribiere 9.2604e-008 0.4157 522 

0.7 VMM BFGS 9.2759e-008 1.2303 174 

SR 1 8.9735e-008 1.1691 73 

CGM Polak-Ribiere 9.8789e-008 0.9792 340 

0.8 VMM BFGS 9.3043e-008 1.9885 170 

SR 1 9.9503e-008 1.6894 65 

CGM Polak-Ribiere 9.7789e-008 1.5686 509 

0.9 VMM BFGS 7.4879e-008 2.2095 193 

SR 1 5.4807e-008 2.1653 81 

CGM Polak-Ribiere 9.8870e-008 1.9665 476 
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 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  ( شار حرارتي مثلثي: الف(تعداد تکرارها4-3مقايسه نتايج جدول) (13-3) شکل
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 ایهای حسگر متیاوت شار پلهد نياز برای مکانمقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مور :(5-3)جدول 

 

 

 

 

 

m
X  Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0.1 VMM BFGS 9.6589e-008 1.0283 268 

SR 1 9.9498e-008 1.0304 219 

CGM Polak-Ribiere 2.4227e-007 1.1852 328 

0.2 VMM BFGS 9.7126e-008 1.7357 334 

SR 1 8.6698e-008 1.7154 197 

CGM Polak-Ribiere 1.1348e-007 1.7845 635 

0.3 VMM BFGS 9.9961e-008 2.3432 347 

SR 1 8.9098e-008 2.3184 178 

CGM Polak-Ribiere 2.0654e-007 2.5021 586 

0.4 VMM BFGS 9.8810e-008 2.9099 339 

SR 1 8.0173e-008 2.8634 173 

CGM Polak-Ribiere 1.5009e-007 3.0081 618 

0.5 VMM BFGS 8.8537e-008 3.4491 300 

SR 1 8.6753e-008 3.4439 150 

CGM Polak-Ribiere 2.1186e-007 3.6393 747 

0.6 VMM BFGS 8.6041e-008 4.0681 270 

SR 1 8.6023e-008 4.0625 135 

CGM Polak-Ribiere 1.5817e-007 4.1955 620 

0.7 VMM BFGS 9.2576e-008 4.9739 208 

SR 1 8.2502e-008 4.9926 115 

CGM Polak-Ribiere 1.3752e-007 4.9294 770 

0.8 VMM BFGS 9.6137e-008 5.7190 230 

SR 1 7.2985e-008 5.7420 104 

CGM Polak-Ribiere 1.0519e-007 5.6233 635 

0.9 VMM BFGS 9.2103e-008 6.5686 244 

SR 1 9.3354e-008 6.4979 128 

CGM Polak-Ribiere 9.9410e-008 6.4447 536 
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 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  : الف(تعداد تکرارهاایپله( شار حرارتي 5-3) مقايسه نتايج جدول (14-3) شکل
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 بررسی اثر عدد استفان 6-2-4

حل مسائل معکهوس بهه ويهژه در انجمهاد مهواد خهالص، عملکهرد مناسه  روش و يکي از شرايط مطلوب 

باشهد. بهه منظهور بررسهي عهدم وابسهتگي الگوريتم استیاده شده برای مواد گوناگون با خواص مختلف مي

تحليل مساله به نوع و جنس ماده مورد بررسي، مساله مذكور برای مواد مختلف در يک گستره مشخص از 

ررسي شده است. چرا كه با عوض شدن جنس و ماده تحت انجماد فقط عدد استیان تغييهر اعداد استیان ب

انجمهاد اسهت. شهار حرارتهي  فرآينهدكند. عدد استیان شکل بدون بعد گرمای نهان آزاد شده در طهي مي

( آورده شهده 12-3( و )13-3ههای )ای از اعداد استیان در شهکلبدست آمده از حل معکوس برای گستره

های استیاده شده برای حل مساله معکوس چهه از نظهر نتايج حاصل مويد اين مطل  است كه روش است.

سازی و چه از نظر شار حرارتي محاسبه شده به جنس ماده وابستگي زيادی روند همگرايي الگوريتم بهينه

-3( و )12-3ی )هها( كه نتايج آنها بترتي  در شکل2-3( و )3-3توان در جداول )ندارد. اين مطل  را مي

 اند، ملاحظه نمود.( مقايسه شده13

 

 مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز برای اعداد استیان مختلف شار مثلثي :(3-3)جدول 

Ste Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0.5 VMM BFGS 9.7950e-008 0.0230 184 

SR 1 9.7940e-008 0.0229 164 

CGM Polak-Ribiere 9.9770e-008 0.0253 273 

1 VMM BFGS 9.6765e-008 0.0340 220 

SR 1 9.6987e-008 0.0343 187 

CGM Polak-Ribiere 2.2419e-007 0.0416 255 

1.5 VMM BFGS 9.7233e-008 0.0503 264 

SR 1 9.5466e-008 0.0502 198 

CGM Polak-Ribiere 1.2945e-007 0.0479 359 

2 VMM BFGS 9.4445e-008 0.0732 270 

 SR 1 9.4234e-008 0.0731 195 

CGM Polak-Ribiere 2.0053e-007 0.0739 325 
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 الف

 ب 

 ج 
 شار مثلثي مختلف موادالف( شار حرارتي،ب( نرخ كاهش نرم گراديان و ج( نرخ كاهش تابع هدف برای  (15-3) شکل
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 الف

 ب

 ج

 پله ایشار  مختلف مواد نرخ كاهش تابع هدف برای نرم گراديان و ج(ب( نرخ كاهش شار حرارتي،لف( ا (13-3) شکل
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در اين قسمت نيز مي توان كارايي بالاتر روش متريک متغير را نسبت به روش گراديان مهزدوج مشهاهده  

-را نشان مهي CGMنسبت به  VMMهای الف( سريعتر بودن نسخه 12-3الف( و ) 13-3های )شکل نمود.

ای بسيار سريعتر از دو روش ديگهر بهه در هر دو شار حرارتي، بخصوص شار حرارتي پلهSR1 دهند. نسخه

 رسد. نقطه كمينه مي

 

 

 

 
 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  : الف(تعداد تکرارهامثلثي( شار حرارتي 3-3مقايسه نتايج جدول) (12-3) شکل
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 ا و تکرارهای مورد نياز برای اعداد استیان مختلف شار پله ایمقادير تابع هدف، متوسط خط :(2-3)جدول 

Ste Method Version Objective 

Function 

RMS 

Error(%) 

Iteration 

0.5 VMM BFGS 9.6589e-008 1.0283 268 

SR 1 9.9498e-008 1.0304 219 

CGM Polak-Ribiere 2.4227e-007 1.1852 328 

1 VMM BFGS 9.8021e-008 1.0316 329 

SR 1 9.4401e-008 1.0272 252 

CGM Polak-Ribiere 1.8871e-007 1.1488 389 

1.5 VMM BFGS 9.8504e-008 1.0320 437 

SR 1 9.6488e-008 1.0295 295 

CGM Polak-Ribiere 1.5314e-007 1.1328 480 

2 VMM BFGS 9.9327e-008 1.0336 421 

SR 1 9.8167e-008 1.0319 295 

CGM Polak-Ribiere 3.2644e-007 1.2153 453 

 
 الف

 
 ب

 RMSب( مقدار درصد خطای  : الف(تعداد تکرارهاپله ای ( شار حرارتي2-3مقايسه نتايج جدول) (13-3) شکل
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 های ورودیدر داده اثر میزان خطا 6-2-5

حهالتي اسهت كهه  هها بهرایيکي از مهمترين مسائل مربوط به مسائل معکوس، پايداری و يکتهايي جهواب

ههای ورودی يها های ورودی وجود داشته باشد. در راستای بررسهي ايهن ارهر، دادهاغتشاش يا خطا در داده

حهول  همان دمای اندازه گيری شده در موقيعت حسگر با يک مقدار خطهای انهدازه گيهری مصهنوعي 

 شوند.نوسان داده مي( 4-3مقادير اندازه گيری شده مطابق رابطه )

(6-4) 
ex

m m
T T   

exرابطه فوق،  كه در

mT  ،دمای اندازه گيری شده بدون خطای انهدازه گيهری  انحهراف معيهار خطاههای

ای از شهود. نمونههل با متوسط صیر و واريانس يک توليهد مهياز يک توزيع نرما اندازه گيری هستند و 

0.3دمای اندازه گيری شده به همراه مقدار نوسان يافته آن با    ههای خطها در داده %12-3كه حدود

 ( نشان داده شده است.12-3باشد در شکل )انداز گيری شده مي

، عليرغم كاهش مقدار تهابع ههدف بها افهزايش تکرارهها، كيیيهت های ورودیدر حالت وجود خطا در داده

يابد. لذا ضروری است كه محاسبات در يک تکرار تخمين شار حرارتي ورودی با افزايش تکرارها كاهش مي

-مهيدر نظر گرفتهه  1مشخص خاتمه يابد كه اين مقدار با توجه به اصل اختلاف مشخص با يک مقدار 

بهينه سازی هنگامي خاتمه يابد كه قهدر مطلهق اخهتلاف بهين  فرآيندكند كه شود. اين اصل پيشنهاد مي

 [.33دمای مطلوب و محاسبه شده برابر انحراف معيار خطای داده های ورودی شود ]

(3-5) ( , ; ) ( , )
s s m s

T x t q T x t   

 :خواهيم داشت( در رابطه مربوط به تابع هدف 5-3با جايگزين كردن رابطه )

(3-3) 2

f
t  

 ( تغيير خواهد يافت.2-3( در صورت وجود چندين حسگر به شکل رابطه )3-3رابطه ) 

                                                 
1 Discrepancy Principle 



 

 

113 

 

 الف

 

 ب

 توزيع نرمال گوسيدماهای ربت شده و اغتشاش يافته برای شار مثلثي و ب( الف(  (12-3) شکل
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(3-2) 2

f
K t  

 تعداد حسگرهای موجود مي باشد. Kدر رابطه فوق 

در اين كار مقادير متیاوتي از انحراف معيار برای داده های ورودی در نظر گرفته شهده و نتهايج حاصهل از 

( بهرای مقهادير 21-3روش متريهک متغيهر، در شهکل ) BFGSتخمين هر دو شار حرارتي توسط نسهخه

تلف انحراف معيار نمايش داده شده است. علاوه بر اين مقادير خطها بهه همهراه مقهدار تهابع ههدف در مخ

 ( درج شده است.2-3( و )3-3ای بترتي  در جداول )آخرين تکرار برای شار حرارتي مثلثي و پله

 

های ورودی شار  ( مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز در حالت اغتشاش در داده3-3جدول )

 مثلثي

  Method Version Objective 

Function 

RMS Error(%) 

0 VMM BFGS 9.6589e-008 1.0283 

SR 1 9.9498e-008 1.0304 

CGM Polak-Ribiere 2.4227e-007 1.1852 

0.002 VMM BFGS 1.9948e-006 0.6218 

SR 1 1.9895e-006 0.6224 

CGM Polak-Ribiere 1.9989e-006 0.6177 

0.005 VMM BFGS 1.2432e-005 0.8208 

SR 1 1.2425e-005 0.8170 

CGM Polak-Ribiere 1.2480e-005 1.0486 

0.1 VMM BFGS 0.0049 1.9264 

SR 1 0.0049 1.8607 

CGM Polak-Ribiere 0.0050 2.2127 

0.2 VMM BFGS 0.0200 1.9112 

SR 1 0.0200 1.8877 

CGM Polak-Ribiere 0200 2.0964 

0.3 VMM BFGS 0.0444 2.7614 

SR 1 0.0444 2.7705 

CGM Polak-Ribiere 0.0445 3.1589 
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 الف

 
 ب

 الف( شار مثلثي و ب( شار پله ایباز گرداني شار حرارتي به ازای مقادير مختلف اغتشاش در ورودی  (21-3) شکل
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های ورودی شار غتشاش در دادهقادير تابع هدف، متوسط خطا و تکرارهای مورد نياز در حالت ا( م2-3جدول )

 ایپله

 

  Method Version Objective 

Function 

RMS Error(%) 

0 VMM BFGS 9.6589e-008 1.0283 

SR 1 9.9498e-008 1.0304 

CGM Polak-Ribiere 2.4227e-007 1.1852 

0.002 VMM BFGS 1.9927e-006 1.4781 

SR 1 1.9975e-006 1.4787 

CGM Polak-Ribiere 1.9910e-006 1.5024 

0.005 VMM BFGS 1.2497e-005 1.8561 

SR 1 1.2494e-005 1.8566 

CGM Polak-Ribiere 1.2496e-005 2.0044 

0.1 VMM BFGS 0.0050 3.5473 

SR 1 0.0050 3.5994 

CGM Polak-Ribiere 0.0050 3.9417 

0.2 VMM BFGS 0.0200 4.2626 

SR 1 0.0200 4.2674 

CGM Polak-Ribiere 0.0199 4.7099 

0.3 VMM BFGS 0.0444 5.1401 

SR 1 0.0444 5.1509 

CGM Polak-Ribiere 0.0450 5.4916 

 

 

ها از دقت بسيار خهوبي حتهي بها وجهود ، اين روششودها ملاحظه ميمطابق آنچه در اين جداول و شکل

( برخوردار بوده و طبيعتا با افزايش اين مقدار خطها، از %12ميزان بالای خطا در داده های ورودی )حدودا 

شود. دليل اين پديده طبيعت ناهنجهار مسهائل معکهوس دقت حل مساله به ميزان قابل توجهي كاسته مي

تواند منجر به بوده و يک اغتشاش ورودی كوچک مي ای ورودی حساسهاست كه نسبت به اغتشاش داده

های روش متريهک متغيهر دقهت بهتهری های توليد شده گردد. البته نسخهايجاد نوسانات بزرگي در جواب

 نسبت به روش گراديان مزدوج دارند. 
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 کنترل سرعت سطح مشترک 6-8

كنترل حركت سطح مشترک يا به عبارتي سرعت پس از تاييد صحت عملکرد روش استیاده شده نوبت به 

پر شده  iTای مذاب با دمای يکنواخت آن مي رسد. در اين حالت نيز فرض مي شود كه ابتدا قال  از ماده

كهه در آن تغييهر  گيرد. دمای بدون بعدیناگهان در معرض اعمال شار حرارتي قرار مي 0tو در لحظه 

باشد كه اين دما در حقيقت همهان دمهای مطلهوب در موقعيهت مي 0fTدهد )دمای ذوب( فاز رخ مي

باشد. به عبارت ديگر بدليل اينکه دما در سطح مشتركي كه مايع مي -حسگر يا همان سطح مشترک جامد

است كافي است برای كنترل حركت اين سهطح مشهترک، دمها در  fTكند برابر با دو فاز را از هم جدا مي

توان موقعيت مطلوب سطح مشهترک را بهه شود. در حقيقت مي fTهای مطلوب سطح مشترک برابرمکان

است. به  fTابت عنوان موقعيت قرارگيری حسگر دانست كه دمای اندازه گيری شده يا مطلوب آن دمای ر

منظور ارزيابي صحت نتيجه بدست آمده در اين حالت، جواب بدست آمده برای شرايط خاصهي كهه دارای 

و  1,5عهدد اسهتیان كهه حل تحليلي در حهالتيجواب تحليلي است مقايسه خواهد شد. برای مواد خالص 

 [ ارائه شده است:41باشد بصورت زير در مرجع ] 2سرعت سطح مشترک 

(3-3) (0, ) 0.5 exp(4 )q t t   

توسط دو روش متريهک متغيهر و گراديهان  شار تخمين زده شده شارتحليلي و مقايسه بين( 21-3شکل )

شود كه هر دو روش متريک متغير و گراديان مزدوج دقهت خهوبي در ملاحظه ميدهد. مزدوج را نشان مي

ليل رخ دهد. اولهين های اوليه كه اين پديده ممکن است به دو ددر زمان شار مرزی دارند، جزاين تخمين 

شهود بهه طبيعهت درون قال  و دومين دليل مربهوط مهيشود به توزيع دمای اوليه مذاب عامل مربوط مي

مسائل كنترلي است كه در لحظات ابتدايي تطابق خوبي بين مقادير مطلوب و محاسبه شده وجهود نهدارد. 

در  RMS. درصد خطای بکاهد ابتدايي اتريک متغير توانسته تا حدودی از اين خطا در لحظالبته روش مت
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باشهد. درصهد مهي 4,2درصد و برای روش گراديان مهزدوج  3,22برای روش متريک متغير  بازگرداني شار

 مي باشد. 610تکرار و دقت محاسبات  13و  4تعداد تکرارهای مورد نياز آنها نيز به ترتي  

 

 
 

 كنترل سرعت سطح مشترک برای مواد خالصه شار بدست آمده با حل تحليلي به منظورمقايس (21-3) شکل

 

با اعمال شار حرارتي بدست آمده از تحليل معکوس به عنوان شرايط مرزی برای مساله مستقيم و محاسبه 

ل ايهن شهار حرارتهي سهرعت شود كه بها اعمهاتوزيع دما و در نهايت موقعيت سطح مشترک، مشخص مي

های مطلهوب و محاسهبه ( نشان دهنده موقعيت22-3مطلوب برای سطح مشترک يافته شده است. شکل )

شده برای شرايط ذكر شده در بالا است كه بيانگر دقت خوب روش متريک متغير در كنترل سرعت سطح 

 BFGSاني نداشتند، تنها نتايج های متريک متغير تیاوت چندباشد. بدليل اينکه نتايج نسخهمشترک مي

 آورده شده است. 
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 مقايسه مکان سطح مشترک در دو حالت مطلوب و محاسبه شده (22-3) شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

123 

 

 

 

 فصل هفتم

 

 گیری و پیشنهاداتنتیجه
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 نتیجه گیری:  7-9

رائه و نتايج آن با روش گراديهان مساله معکوس انجماد ماده خالص با استیاده از روش متريک متغير ا حل

( به همراه يهک نسهخه SR1-BFGSمزدوج مقايسه گرديد. در اين تحقيق دو نسخه روش متريک متغير )

( بکار گرفته شد. بهرای كهاهش حجهم محاسهبات در حهل مسهاله Polak-Ribiere)روش گراديان مزدوج 

 رمول بندی آنتالپي استیاده شده است.مستقيم بجای در نظر گرفتن دو فاز جداگانه مايع و جامد، از ف

نحوه كار بدين ترتي  است كه ابتدا  مساله معکوس ابتدا برای حالتي كه حسگر رابت باشد حل شده است.

با اعمال يک شار حرارتي مشخص در يکي از مرزها، دما در نقاط مشخصي از دامنه ربت شهده كهه دمهای 

س در اين حالت يافتن شار حرارتي مرزی اسهت كهه باعهث مطلوب نام دارد. از آنجا كه هدف از حل معکو

توليد اين توزيع دما در دامنه است، تابع هدف بر مبنای اختلاف ميان اين دما و دمهای محاسهبه شهده در 

اسهتیاده  CGMو  VMMشود. به منظور بهينه )كمينه( كردن تابع ههدف از دو روش اين نقطه تعريف مي

 ها بکار برده شد.ای برای ارزيابي دقت اين روشحرارتي مثلثي و پله شده است. در اين قسمت دو شار

پس از تاييد اعتبار كد استیاده شده، مساله مربوط به كنترل سرعت و شکل سطح مشترک بررسهي شهده 

كه در اين حالت موقعيت حسگر رابت نبوده و متحرک است. البته ذكر اين نکته ضروری است كه در ايهن 

ندازه گيری شده وجود ندارند. در حالت كنترل سهطح مشهترک از ايهن واقعيهت فيزيکهي حالت، دماهای ا

لهذا بها معلهوم بهودن  مايع بايستي دمای ذوب مهاده باشهد. -استیاده شده كه دما در سطح مشترک جامد

سرعت سطح مشترک جهت دستيابي به كيیيت مشخص ماده تحت انجماد، موقعيت سطح مشترک در هر 

ههای بکهار باشد. برای بررسي كهارايي روشهای معلوم دمای ذوب ميه و دما در اين مکانزمان معلوم بود

 گرفته شده، نتايج بدست آمده در اين حالت با نتايج حل تحليلي ارزيابي شده است.

 باشد:كه حسگر رابت است، بصورت زير مي نتايج بدست آمده در حالتي
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 های بکار گرفته شهده بهه ازای ههر : تمامي روشی متیاوتهای اوليهحل مساله معکوس با حدس

ی گردنهد. امها انتخهاب حهدس اوليههای برای هر دو شار حرارتي به جواب همگرا ميحدس اوليه

مناس  مي تواند تعداد تکرارها برای رسيدن به حالت بهينه را كاهش دهد. همچنين نتايج نشان 

 كمتر از روش گراديان مزدوج مي باشد.دهد كه وابستگي روش متريک متغير به حدس اوليه مي

ها بر روی تابع هدف قرار داده شده است. بهمين دليهل در حهدس معيار توقف در تمامي بررسي

ای كه با مقدار شار حرارتي در زمان نهايي برابر اسهت، روش گراديهان مهزدوج سهريعتر بهه اوليه

سريعتر از  VMMر داده شود، همواره رسد. اما اگر معيار توقف بر روی نرم گراديان قراجواب مي

CGM يابد.نقطه كمينه را مي 

 نتايج نشان داد كه با دور شدن حسگر از مرز فعال يعني مرزی كهه ارر مکان قرارگرفتن حسگرها :

ای برای هر دو شود، دقت بازگرداني شارهای حرارتي مثلثي و پلهشار حرارتي روی آن اعمال مي

ای شديدتر بهوده و يابد. اين كاهش برای شار حرارتي پلهكاهش مي ایروش تا حد قابل ملاحظه

 كاهش يافته است. 5در دورترين حسگر دقت محاسبه تا حدود %

های ای است كه نسخهكند، سرعت قابل ملاحظهای كه در اين بررسي خيلي جل  توجه مينکته

پايهداری بسهيار  VMMههای روش متريک متغير نسبت به روش گراديان مزدوج دارنهد. نسهخه

بالاتری از نظر تعداد تکرارها با دور شدن حسگر از مرز فعال دارند. از نظر درصهد خطها اخهتلاف 

 ها مشاهده نشد.چنداني بين روش

 ههای بررسهي شهده بهرای طيهف ها نشان داد كه روشها برای مواد مختلف: بررسيعملکرد روش

باشد. مقايسه تعهداد تکرارهها بهر ابل استیاده ميوسيعي از مواد خالص با اعداد استیان متیاوت ق

بهتر از  VMMسرعت بالاتر روش متريک متغير نسبت به روش گراديان مزدوج تاكيد دارد. دقت 

CGM .ارزيابي شد، اما اختلاف بين آنها قابل توجه نيست 
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 ر مسهاله، تهسهازی واقعهيهای دارای خطا: به منظهور شهبيهها در مقابل دادهارزيابي كارايي روش

دماهای اندازه گيری شده به صورت مصنوعي و تصادفي حول همان مقدار نوسان داده شد. نتايج 

نشان داد كه هر دو روش متريک متغير و گراديان مزدوج پايداری خهوبي در برابهر اغتشهاش در 

 ارزيابي شد.  CGMبهتر از  VMMداده های ورودی دارند. البته دقت 

باشهد. البتهه مي SR1خورد سرعت بسيار خوب نسخه ها به چشم ميامي بررسييک نتيجه كلي كه در تم

 سرعت بهتر اين روش از قبل مورد انتظار بود.

در حالت كنترل سطح مشترک مواد خالص، نتايج بدست آمده با جواب تحليلي موجود مقايسه شهد. روش 

اند. همچنين دقت طه كمينه همگرا شدهتکرار به نق 13تکرار و روش گراديان مزدوج با  4متريک متغير با 

باشهد. نتهايج نشهان داد كهه روش درصهد مهي 4,2و  3,22ها در بازگرداني شار حرارتي بترتي  اين روش

 كند. متريک متغير با سرعت و دقت بهتری نسبت به روش گراديان مزدوج عمل مي

 

 :پیشنهادات 7-2

مواردی برای بهبود و ادامه اين تحقيق به شرح ذيل پيشنهاد  نامه،با توجه به مطال  ارائه شده در اين پايان

 مي شوند:

 .كنترل شار حرارتي مرزی با استیاده از روش متريک متغير برای انجماد آلياژها 

 .استیاده از روش متريک متغير در كنترل سرعت مرز مايع و مرز جامد برای انجماد آلياژها 
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 پیوست الف:

 

 :با استفاده از روش گرادیان مزدوج حل مساله معکوس 9-الف

 شود:تابع هدف برای كنترل سرعت سطح مشترک بصورت زير تعريف مي

  (1-الف)
2

0

[ ( )] [ ( , ; ( ))] 
ft

s f m s
f q t T T x t q t dt  

) برای محاسبه شرط مرزی )sq t  .بوسيله روش گراديان مزدوج، الگوريتم تکرار زير به كار برده شده است 

  (2-الف)
1( ) ( ) ( ) 0k k k k

s s
q t q t d t t     

 تکرار با يک فرض اوليه شروع شده كه اين فرض فرآيندتکرار مي باشد و شماره  مربوط به kكه بالانويس 

0 ( ) 0sq t .است 

 جهت كاهش توسط رابطه زير قابل محاسبه است:

  (3-الف)

0( ) [ ( )] k k

s
d t f q t  

1( ) [ ( )] ( )k k k k

s
d t f q t d t    

 به شکل زير بدست مي آيد.( 4-)الف در رابطه بالا، ضري  مزدوج يا ضري  پيوستگي از عبارت

  (4-الف)

0 0   





1

0

1 2

0

[ ( )] [ ( )] [ ( )]

,

[ ( )]

f

f

t

k k k

s s s
k

t

k

s

f q t f q t f q t dt

f q t dt







  









 

] كه ( )] k

sf q t
 

ای قي و توسط رابطههز حل معادله الحااست كه اام k ميزان گراديان تابع هدف در تکرار

جستجو با حداقل كهردن تهابع گام يک عبارت برای اندازه  .كه در ادامه ذكر خواهد شد قابل محاسبه است

بت به ( نس(1-)الفهدف )معادله  k .شود:گام جستجو از رابطه زير محاسبه مي بدست مي آيد 
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  (5-الف)
0

2

0

[ ( , ; ( )) ] ( , ; ( ))

.

[ ( , ; ( ))]

f

f

t

k k

m s f m s
k

ts

k

m s

T x t q t T T x t d t dt

T x t d t dt



 









 

s
T (( است.11-( تا )الف3-، جواب مسأله حساسيت )معادلات )الف 

تکراری معرفي شده تا زماني ادامه مي يابد كه شرط توقف ارضا شود. بسته به نوع مسأله و شهرايط  فرآيند

 گردد.تواند استیاده شروط توقف مي آن، انواع مختلیي از

 

 معیار توقف 2-الف

با هي  خطای اندازه گيری مواجه نشود، شرط زير برای توقف تکرارها مورد اسهتیاده  در صورتي كه مسأله

 قرار مي گيرد.

)  (3-الف) ) 
s

f q  

ههای شهود. هنگهامي كهه دادهت كه از قبل برای مسأله تعيين مهييک مقدار كوچک و مشخص اس كه 

 شود:استیاده مي 1باشند، از اصل اختلاف  رودی با انحراف معياراندازه گيری شده دارای خطای و

  (2-الف)
2 

f
t  

  

 :مسأله حساسیت 8-الف

) اگر فرض كنيم كه )sq t  اندازهبه ( ) sq t انهدازهد، طبعاً دما و آنتهالپي نيهز بهه تغيير كن T و H 

 را بها T تغيير خواهند كرد. جههت طهرح مسهأله حساسهيت، T T ،H را بها  H H ،sq ا را به

 s sq q قيم را از ( جايگزين كرده و سپس معهادلات مسهت(4-5( تا )1-5) در مسأله مستقيم )معادلات

 دست آمده به شرح ذيل خواهد بود. كنيم. مسأله حساسيت بهنتيجه بدست آمده كم مي

                                                 
1 Discrepancy Principle 
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0  (3-الف)  
f

t t 0 x b  
2

2

( )
( ( ) )

T
k T T

t x

  
 

 
 

0  (2-الف)  
f

t t 0x  ( )
0

s

T
k q t

xx


  


 

0  (11-الف)  
f

t t x b 0
T

k
x bx





 

0t 0  (11-الف) x b  0T   

( محاسهبه خواههد 4-برای انجماد مواد خالص از رابطه )الف طول گام بهينه، مسأله حساسيتپس از حل  

 شد.

 

 :مسأله الحاقی 4-الف

)لاگرانهژ برای بدست آوردن مسأله الحاقي، ابتدا معادلات حاكم بر مسهأله مسهتقيم را در ضهري   , )x t 

خهواهيم  .مکان انتگرال گرفته و حاصل را به تابع ههدف اضهافه مهي كنهيم ضرب كرده روی دامنه زمان و

 داشت:

  (12-الف)

2

2

2
0 0 0

[ ( )] [ ( , ; ( ))] ( , )[ ] 
 

   
 

  
f ft t b

s f m s

T H
f q t T T x t q t dt x t k dxdt

x t
 

 با T با جايگزين كردن  T T ،sq با s sq q  و[ ]sf q  با [ ] [ ]s ss q s q تابع هدف  در معادله

از عبارت حاصل و صرف نظر كردن از عبارتهای مرتبهه بهالاتر خهواهيم ( 1-)الف و كم كردن معادله اصلي

 داشت.

0  (13-الف)
f

t t  0 x b  
2

2

( , ) ( , )
2[ ] ( ) 0

f m

x t x t
T T x x

t x

 


 
    

 
 

0  (14-الف)
f

t t  0x  0
x
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0  (15-الف)
f

t t  x b 0
x





 

f  (13-الف)
t t 0 x b  0   

) كه )  ههای شهاملمي باشد. پس از انجام عمليات رياضي فوق و ناديده گرفتن عبارتديراک دلتا بع تا 

( , )T x tماند.باقي مي ذيل ي، عبارت انتگرال 

  (12-الف)

0

[ ] (0, )  
ft

s s
f q t q dt  

 از آنجا كه
2

( ) (0, )
f

q t L t ،توان نوشت:مي 

  (13-الف)

0

( ) [ ( )]   
ft

f q q f q t dt  

 با مقايسه دو معادله اخير خواهيم داشت:و 

]  (12-الف) ( )] (0, ),
s

f q t t   

 بدين ترتي  با محاسبه گراديان شارهای حرارتي، مي تهوان ضهري  مهزدوج k جههت كهاهش و kd  را

 محاسبه كرد.( 4-( و )الف3-روابط )الفمطابق 

 

 روش گرادیان مزدوج الگوریتم  5-الف

تهوان از الگهوريتم ت حساسيت و الحاقي كه ذكر شد، ميبا توجه به مطالعه روش گراديان مزدوج و معادلا

 :تکرار زير برای تخمين شار حرارتي در مرزها استیاده كرد

0قدم اول: مشخص كردن يک حدس اوليه برای شارهای حرارتي

s
q 0 اره تکرارو قراردادن شمk . 

 برای مشخص كردن توزيع دما در قال  میروضقدم دوم: حل معادلات مستقيم حاكم بر مسأله با شارهای 

برقهرار  رفتن به قدم چهارم، در صهورتعدم برقراری،  در صورت ،گرايي )توقف(همقدم سوم: بررسي معيار

 توقف تکرارها.، شدن
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) لات الحاقي برایقدم چهارم: حل معاد , )x t (12-)الف و نهايتآً محاسبه گراديان با توجه به روابط.  

 قدم پنجم: محاسبه ضري  مزدوج k  و جهت كاهشkd (.4-( و )الف3-)الف با استیاده از روابط 

 .توجه به شرايط ذكر شده قدم ششم: حل معادله حساسيت با

 قدم هیتم: محاسبه طول گام بهينه k  (5-رابطه )الفبا. 

 به قدم دوم. برگشتو ( 2-)الف قدم هشتم: حدس جديد برای شارهای حرارتي با توجه به رابطه
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Abstract:  

Today, Inverse heat transfer problems (IHTP) are considered by many scientists in different 

branch of technologies. The solidification of metal is one of the applications of this method. 

In solidification the quality of the material is mainly depend on interface velocity. 

Therefore, by controlling this parameter during the solidification process we can get a 

desired quality. The aim of solving inverse problems in solidification processes is to 

estimate the heat flux in boundaries so that the desired quality is obtained. 

Different methods are suggested for solving IHTP in solidification. The Conjugate Gradient 

Method (CGM) is known to be the best method until now. The Variable Metric Method 

(VMM) which is experienced in this investigation is found to have higher convergence rate 

and accuracy between the other methods of IHTP. Here, the VMM is used to control the 

solidification of pure material. Also to decrease the cost of solution, the enthalpy 

formulation is applied to solve the direct heat transfer problem. 

For evaluating the VMM performance, the results for various parameters, affecting the 

inverse solution, has been compared with CGM. The obtained results indicate that the 

VMM has more efficient than the CGM in solving inverse problem of solidification. 

 

 

Key words: Inverse heat transfer problems (IHTP) - Variable Metric Method (VMM) - 

Conjugate Gradient Method (CGM) - solidification of pure material- enthalpy formulation 
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