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 فصل اول

 

 پایه گروبنر

 

دهیم و سپس الگوریتمی برای محاسبه در این فصل ابتدا تعاریف و قضایای لازم برای بیان پایه گروبنر را شرح می 

 ارائه می دهیم . 1پایه گروبنر

 : مقدمه 1-1

 ایها را ارائه می دهیم،  برای اینکار ابتدا مقدمات زیر را بیان می کنیم:دراین بخش الگوریتم تقسیم چند جمله

ضرررب برره شررکل یررورت هررر حایررلاعرردادی یررحین و نررامننی باشررند، در ایررن فرررک کنیررد 

 میم.نامی ای از متغیرهای را یک تک جمله 

 باشد، به عبارتی : می دهیم که در آن نشان می ای فوق را با نماد جملهتک

 

 می باشد. آنگاه  اگر 

                                                 
1 -Gr ebner Basis                                          
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 کنیم: نمایش داده به یورت زیر تعریف می یا  را با نماد  درجه 

                                                                          )8-8( 

-ایهرا مری ترکیب خطی تعداد متناهی از تک جملره، با ضرائب در متغیر از ای هر چند جمله

 باشد، یعنی :

                                                                      )8-2(        

 باشرد.  مممرو عره ی تمرام چنرد جملره ایهرا از ها مخالف ینر مریکه در آن حداکثر تعداد متناهی از 

نمایش می دهیم که با جمع و ضررب معمرو   را با نمادبا ضرائب در متغیر

 چند جمله ایها تشکیل یک حلقه می دهد، به عبارتی

      -3(

8)  

 باشد.می متعلق به   ای چند جمله

 باشد، آنگاه: ای در یک چند جمله اگر  

 نامیم. می ای جمله را ضریب تک -1

 نامیم.را یک ترم می  باشد، آنگاه  اگر  -2

 کنیم:نمایش داده و به یورت زیر تعریف می را با نماد  درجه  -3

                                                                                                    )8-4( 

باشرند مری ایهرای ترک جملره ضررائب ،  در چند جملره ای

 باشد.می 1برابر  دارای سه ترم ودرجهو
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نشان  نرامیم و با می را درجه  ر این یورت برزرگترین تروان باشد. د عضوی از  فررک کنیرد 

 دهیم. می

دهیم و نشان مری نام دارد وآن را با  ای پیشروی که بزرگترین توان را دارد تک جمله ای ازتک جمله

را با  دهیم. همچنین نمایش می نامیده و با  ضریب پیشرو  یشرو راای پضریب تک جمله

 نامیم. نمایش داده و ترم پیشروی  

 ، آنگراه وهسرتند  متعلق بره طوری که  به به عبارتی اگر  

 است. و  و  ، 

مضرربی از  اگر وتنها اگرر  ای غیر ینر باشند در این یورت دو چند جمله اگر 

 باشد .یعنی :  

                                                                                                                             )8-5( 

  یک حلقره نروتری اسرت یعنری هرر ایرده آ   یک میدان باشد، آنگاه   اگر 

 شود. توسط تعداد متناهی عضو تولید می

باشند که حداقل یکی از آنها مخالف ینر باشد. در این    ای در دو چند جمله فرک کنیم 

 هرگاه : نویسیم گوییم و می  و را بزرگترین مقسوم علیه مشترک  یورت 

 را عاد کند. ای چند جمله و هم ای ، هم چند جملهای ( چند جمله1

را  ای ، چند جملهرا عاد کند، آنگاه   و هم ، هم  ای موجود باشد که  ( اگر 2

 کند.نیز عاد 

-نمایش می را با نماد  آ  تولید شده توسط باشد، آنگاه ایده   ز ای ازیر ممموعه اگر  

 آنگاه داریم:  دهیم. اگر 

                                                                  )8-6( 
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ایها: ترتیب روی تک جمله 1-2   

 را معرفی می کنیم.  در این بخش رابطه ترتیبی روی حلقه ی چند جمله ایهای   

 دهیم، یعنی : نمایش می را با نماد  درهای ایممموعه تک جملهنماد گذاری:    

 

     

 ی خواص زیر باشد:است هرگاه دارا یک ترتیب کلی روی ممموعه   رابطه ی  

 .  ، ( خاییت انعکاسی: به ازای هر1

 .آنگاه  و  ، اگر  ( خاییت پادتقارنی : به ازای هر2

 . آنگاه و  ، اگر  ( خاییت تعددی : به ازای هر3

  .  یا یا  ،   ( خاییت تثلیث : یعنی به ازای هر4

 

کنریم. بررای تعریرف یرک ترتیرب هرائی کره کراربرد بیشرتری دارنرد را معرفری مریحا  چنرد نمونره از ترتیرب

 تعریف کنیم.  های آن یعنی ایک جملهکافی است ترتیبی روی ممموعه ت ،در

اسرت و  ، یرک ترتیرب در  لذا هر ترتیب در   وجود دارد. و  توجه کنید که تناظری یک به یک بین 

 بالعکس.

 ها نامیم هرگاه:ایرا یک رابطه ترتیبی تک جمله ( )به طور معاد  روی  روی  رابطه  

 یک ترتیب کلی باشد. الف :رابطه 

 .کند: ایماب  رابطه  در  ب: برای هر 

ترتیب خوش نیما  داشته باشد.)ترتیب باشد، یعنی هر زیر ممموعه ی ناتهی آن عضو میخوشپ : 

  باشد. (
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 ایستا باشد. ترتیب است اگر و تنها اگر هر زیر زنمیر نزولی از اعضای خوش 

 ، مگر اینکه خلاف آن ذکر شود. کنیم معمولاً با هر ترتیبی فرک می

 کنیم:نمایش داده و به یورت زیر تعریف می را با نماد   روی  2ترتیب قاموسی

                                                        )8-7( 

  مثبت باشد. ، اگر اولین درایه ناینر سمت چپ به عبارتی  

 داریم : با شرط 

                   )8-1( 

از  اگر درجه  شود  که به این یورت تعریف می  روی  3ایترتیب قاموسی درجه 

 ی : نسبت به رابطه ترتیبی قاموسی بزرگتر باشد .یعن از  ها، بیشتر باشد و در حالت تساوی درجه درجه 

 

     

 داریم : با شرط  

 .  زیرا   و همچنین    زیرا    

نمایش می دهیم به یورت زیر    که آن را با نماد  روی  4ایترتیب قاموسی معکوس درجه

 شود : تعریف می

          )8-9( 

  

 

                                                 
 2-Lexicographic Order 
3 -Graded Lex Order 
4
 -Graded Reverse Lex Order 
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برقرار باشد باید اولرین درایره غیرر یرنر سرمت راسرت  ، آنگاه برای اینکه یعنی اگر 

 مننی باشد.  

 داریم : با شرط 

و  و  زیررررررررررررررررررررررررررا  

. 

اگر وتنها اگر  یکی هستند، یعنی  و  های تغییره ترتیبدر حالت دو م

. 

. کنیرد  فررکو بدون اینکه به کلیت مسئله خللی وارد شرود  قرار دهید 

 ، در این یورت دو حالت داریم: ابتدا فرک کنید 

 . ( داریم: 9-2-1، در اینصورت با توجه به تعریف ) ( 1

 مثبت و با بکارگیری تعریف داریم:  باشد و لذا مننی می ، با توجه به اینکه  ( 2 

          )8-80(  

 ابت شد به همین ترتیب اثبات می شود وحکم ثابت می شود. بالعکس : با توجه به آنچه در قبل ث

هرا باشرد . در ایرن یرورت ایجملرهیک رابطه ترتیبی روی تکباشد و  عضوی از   فرک کنید

 ته باشیم :دهیم، به عبارتی اگرداشنمایش می را با نماد  های ایممموعه تمام تک جمله

 آنگاه  که در آن   

                                          )8-88( 

 با منروضات تعریف بالا داریم :

 

       )8-82( 
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بر با بزرگتررین تروان برا شود و به عبارت بهتر گرفته می که در آن ماکسیمم نسبت به ترتیب 

 با ترتیب منروک می باشد . تک جمله ایهای 

و 6را تررررررک جملرررررره ای  پیشررررررروی  و 1را ضررررررریب پیشررررررروی    

 دهیم.نمایش می و  و  نامیم و به ترتیب با 7را ترم پیشروی  

هرا باشرد . در ایرن یرورت ایجملرهیک رابطه ترتیبی روی تکباشد و  عضوی از   فرک کنید

 .دهیمنمایش می را با نماد  ممموعه تمام ترم های 

 داریم: با شرط  ترتیب  با در نظر گرفتن برای 

 

  

    

  

 

   

   حا  با توجه به مقدمات گنته شده به الگوریتم تقسیم می پردازیم :

      : الگوریتم تقسیم در  1-3

باشرد، در  یک رابطه ی ترتیبی روی  <، و باشند اعضائی از  فرک کنید 

که در رابطه زیر  های ایعبارت است از یافتن چند جمله بر  این یورت منظور از تقسیم 

 یدق کند:

         )8-83( 

 
                                                 
5 -Leading Coefficent 
6 -Leading Monomial 
7 -Leading Term 
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یرنر  را نشمارد و همین طرور اگرر  های ای، تک جملهبه قسمی که هیچ یک ازجملات پیشروی 

 نباشد آنگاه 

        )8-84( 

بررا در نظرر گرررفتن رابطره ترتیبرری  را برر  خررواهیم مری 

 کنیم:می تقسیم کنیم. بدین منظور فرک با شرط  

 

 

 

                    )8-85( 

 را عاد کنند. توانند ، که هر دو میداریم  (14-2-1از تعاریف )

 داریم: xاز  باشد،در این یورت با تنریق  می برابر  بر  قسمت تقسیم کنیم. خارجشروع می از  

 

 

 

       

                       )8-86( 

 

-می استناده کنیم، زیرا  دهیم. این بار هم باید از ادامه می حا  این روند را برای 

 را بشمارد. پس داریم: تواند اشد که میب
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                      )8-87( 

 

 داریم : با تکرار روند فوق برای 

 

 

 

1   

                      )8-81( 

 

اسرت.  را عاد کنند، لذا باقیمانرده برابرر  توانند ینم از آنما که 

 را به یورت زیر بنویسیم: توانیم اکنون می

   )8-89( 
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را عرروک کنریم، یعنرری  اگرر مثررا  قبرل را بررا همران شرررایط در نظرر بگیررریم برا ایررن تنراوت کرره جرای 

 باشند داریم: 

 

 

 

 

               )8-20( 

 

 را می توان به یورت زیر نوشت : لذا 

.    )8-28(  

 

سریم. بنوی در  های مختلنی برای توانیم نمایشمی با توجه به دو مثا  قبل بنا به انتخاب

برر  اسرت. در زیرر الگروریتمی بررای تقسریم  برا اسرتناده از  هدف یافتن نمایشی منحصربنرد برای 

 دهیم :.ارائه می 
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A-3-  الگوریتم تقسیم در 

    

A-1 الگوریتم تقسیم در 

 

 :ستی الگوریتم تقسیم چند متغیره()در  

ها ایباشد، در این یورت برای هر ترتیب دلخواه از تک جمله عنایری از  فرک کنید  

 چنان موجودند که : از  عنایر 

 الف : 

 شمرده نمی شود . توسط جمله پیشروی  ،  وبرای هر  متعلق به  ب: برای هر 

INPUT:   

OUTPUT:  

 

 

WHILE    DO 

                 

                 

                 DO 

                               

                                               

                                                

                                                

                              ELSE          

                  IF  

                                        

                                        

RETURN(  
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 ، داشته باشیم: با شرط  پ : برای هر 

 پذیر است.کند و پایان( شرایط را برآورده میA-1دهیم الگوریتم )نشان می

 م در هر گام از الگوریتم داریم:دهیالف: ابتدا نشان می

       

 (22-8)  

( تا گام بخصویی درست باشد، کنیم )برقرار است. برای ادامه فرک می (8-22)به وضوح در شروع کار رابطه 

 کنیم. گام بعدی آن را اثبات می

 الگوریتم بررسی کنیم. IFهای را در شرط (8-22)کافی است درستی 

 داریم: : در گام جدید برای IFابتدا اولین شرط 

 

          )8-23( 

 اما از گام قبلی داریم :

       )8-24( 

 لذا از روابط بالا داریم :

    )8-25( 

 

 دهد.را نشان می (8-22)که درستی رابطه 

 ، لذا در گام جدید خواهیم داشت:نیز از گام قبلی داریم:  IFبرای دومین شرط 

           )8-26( 
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 ( شرط ا لف برقرار است.است، لذا از ) با توجه به اینکه در پایان الگوریتم 

 نباشد. لذا ب نیز برقرار است. شود که مضرب هیچ یک از اضافه می   بهب: یک جمله وقتی 

-)زیرا در شرط طور شوندو همیناضافه می به پ:  توجه کنید که تنها جملاتی به شکل 

 د(، پس شواز آن کم می جمله پیشروی  IFهای 

     )8-27( 

                                                                                

  .شودمی توان نتیمه گرفت که پس از تعداد متناهی بار، ها، میایترتیبی رابطه ترتیبی تک جملهاز خوش 

باشد  بر  باقیمانده  باشند و  متعلق به  های ایجمله :فرک کنید چندنتیجه

 می باشد . متعلق به  ، در این یورت  بطوری که 

ملاحظره  A-1استناده از الگروریتم  وبا آ  توجه کنید که با در نظر گرفتن ایده

 ینر نیست . نسبت به  تعلق دارد ولی باقیمانده  به   شود که می

 

 چنان موجود باشد که  از  ای نامیم هرگاه زیر ممموعه آ  تک جملهرا یک ایده از  آ  ایده

          )8-21( 

 ای است.آ  تک جملهیک ایده 

ای  اگرر و تنهرا اگرر  ای باشد، در این یورت آ  تک جملهیک ایده فرک کنید  

 .باشد .) مضربی از  چنان موجود باشد که متعلق به 

، در موجرود اسرت کره  ی در  ، لذا چنان موجود باشد که  ابتدا فرک کنیم 

 .نتیمه 
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در  هرای ای طرور چنرد جملرهو همین تعلق به م ، لذا بالعکس: فرک کنیم 

 .موجودند که  

ای وقتی با هم برابرنرد ها است. )دو چند جمله را بسط دهیم هر جمله سمت راست مضربی از  حا  اگر  

 است.  مضرب یکی از  بر باشند.( لذا که جملات نظیر به نظیر با هم برا

 یورت احکام زیر معادلند:باشد ،در اینعضوی از ای باشد و آ  تک جملهیک ایده فرک کنید 

 است. متعلق به الف :

 می باشد . متعلق به  ،  های ر ممموعه ترمد ب: برای هر 

چنررران موجودنرررد کررره  در  طرررورو همرررین آ  متعلرررق بررره ایرررده پ: عنایرررر 

 . 

کره برا  خواهیم ثابت کنریم باشد. می متعلق به  ، ترم های مدر ممموعه تر ابتدا فرک کنیم برای هر 

 توجه به فرک چیزی برای اثبات نداریم.

و  آ  دهمتعلق به ای باشد، نشان می دهیم عنایر  متعلق به  ای حا  فرک کنیم چند جمله

 باشد .می چنان موجودند که  در  

کره بررای  چنان موجود باشند که  در  و در  و اگر فرک کنیم 

 .شود انتخاب می ها از است با توجه به اینکه ترم متعلق به  ، ترم های در ممموعه ترم هر 

نیسرت،  متعلق به  در این یورت  و  فرک کنید  

 نیست . متعلق به   نیست داریم  مضرب هیچ یک از تک جمله ایهای   زیرا 

اگر وتنها اگر ممموعه ی تک جملره ای هرای  ای باشند، در اینصورت آ  تک جملهدو ایده فرک کنید 

برابرر اسرت، بره  ممموعره ی ترک جملره ای هرای ایرده آ  ابر نمرایش مری دهریم که آن را با ایده آ 

 . :عبارتی
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 ماند.که در این یورت با توجه به فرک چیزی برای اثبات باقی نمی ابتدا فرک کنید 

 . شوند، لذا ید میتول به ترتیب توسط  دانیم ، میحا  فرک کنید 

 (:8لم دیکسون) 

 چنان موجودند که  در  ، در این یورت فرک کنید  

         )8-29( 

 با مولد متناهی است. دهیم نشان می ابتدا با استقرا روی 

 توسرط  در  آ  طوریکره ایردهموجود است بره در  از زیر ممموعه  داریم :عضو  برای  

شرمارد، لرذا داریرم: را می ولدهای تمامی م نامیم لذا را می را  شود. کوچکترین عضو ممموعه تولید می

 . 

ای از آلی تک جملهایده متغیری جدید و  ای در  در شرط یدق کند و فرک کنیم آ  تک جملهفرک هر ایده

 هیم:ددهیم. قرار مینمایش می که آن رابرای سادگی با  

       )8-30( 

 کنیم:را به یورت زیر تعریف می از  ای آ  تک جملهایده

       )8-38( 

 . آ   داریم: که برای ایده

 . لذا از سراختار  موجود است که  از  اما از فرک استقرا مقادیر 

  موجود است که  در  ، مقدار  شود که برای هر مشاهده می

 .  دهیم: قرار می 

 یورت زیر تعریف می کنیم : را بهاز  ای آ  تک جمله، ایده حا  برای هر 

                                                 
8 -Dickson 
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          )8-32( 

موجودنرررد کررره  در  عنایرررر  بنرررابر فررررک اسرررتقرا بررررای هرررر 

 شود: های زیر تولید میایتوسط ممموعه تک جمله کنیم که . ادعا می 

 

 

 

 

        )8-33( 

باشند. ممموعه فروق را می ،...، سطر آخر از  از  3، سطر  از  2، سطر  از  1شود که سطر )مشاهده می

 . کنیم ابتدا ثابت می.  نامیم( یعنی می 

قرار دارد. برای سطرهای بعدی  است، لذا سطر او  در  که عضوی از  اما داریم: 

تعلرق دارد. لرذا از  بره  اسرت کره  موجود است که هر عضوش به یورت  هم 

، مضرب یکی از  آ  ای ایده. هر تک جمله ، پس  ، لذا آید بدست می تعریف 

  است. فرک کنید  اعضای 

 گیریم:یورت دو حالت در نظر میدر این

بتوانرد  ای موجود است کره  ، داریم  آ  یورت از تعریف ایده، در این ( فرک کنید 1

. پرررس  موجرررود اسرررت کررره  متعلرررق بررره  را عررراد کنررردو همرررین طرررور  

 تعلق دارد. متعلق است، لذا رابطه اخیر به  به  که  

  در  داریم: مقادیر  آ  ، از تعریف ایده داریم  (8-22)، از ( فرک کنید 2

در  تعلق دارد، پس  به که  . لذا داریم:  موجودند که 
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، در نتیمره داریرم:  برقررار اسرت، لرذا  قرار دارد. لذا در هر دو حالت رابطه  

 . 

 چنان موجودند که: در  دهیم که عنایر برای تکمیل اثبات نشان می

            )8-34( 

. امرا  موجودنرد کره  در  اما در قسمت قبرل دیردیم کره مقرادیر 

چنران  از  و  ، مقرادیر  ، بررای هرر  و از طرفی داریم  

 لذا  . اما از آنما که  که  موجودند

 

است، لذا عکس رابطره برالا برقراراسرت. در  آ  است و سمت چپ ابر ممموعه ایده از طرفی سمت راست برابر 

 و اثبات تمام است.  نتیمه داریم: 

 

 باشد بطوریکه: مموعه یک رابطه ترتیبی روی م فرک کنید 

 یک رابطه ترتیب کلی است.الف : 

 داشته باشیم:  در  ، آنگاه برای ب: اگر 

 .نتیمه گرفت: بتوان  در  ترتیب است اگر و تنها اگر برای هر خوش در این یورت 

 از   دهیم هر زیر ممموعه ناتهی مانند . نشان میداشته باشیم  در  ابتدا فرک کنید برای هر 

م دیکسرون عنایرر باشرد، از لرایده آلری از  نیمم است. فرک کنید دارای می

 چنان موجودند که :  در  

 

 کنیم. ادعا میتوان فرک کرد: بدون کاستن از کلیت می

                       )8-35( 
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 در  مری باشرد ، لرذا  مضرربی از  ای کهوجود دارد به گونه . ، لذا فرک 

 و از شرط ب داریم : . چون چنان موجود است که 

       )8-36( 

 لذا خواهیم داشت: 

 .دهیم ، نشان میترتیب باشد وهمین طور خوش حا  فرک کنید 

 ، لذا: ، در اینصورت از شرط ب داریم: فرک کنید 

           )8-37( 

و در نتیمه  داریم  مانند  ، لذا برای هر عنصر که این یک تناقض است، بنا براین 

 بدین ترتیب حکم ثابت می شود. 

 

 : پایه گروبنر 1-4

 کنیم:باشد ،در این یورت تعریف میایده آلی از  فرک کنید 

       )8-31( 

     

 الت کلی داریم:باشد، در این یورت در حایده آلی ازهرگاه 

        )8-39( 

 ولی همواره داریم:

        )8-40( 

 ای دلخواه( نامیم هرگاه :)نسبت به رابطه ترتیبی تک جمله آ  را یک پایه گروبنر برای ایده 

        )8-48( 
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چنان موجود باشرد  متعلق به  ای ، چند جمله در  است اگر برای هر  یک پایه گروبنر برای  به عبارتی 

      را بشمارد. ، بتواند که 

 :در این یورت باشد، ایده آلی از فرک کنید 

 ای است.آ  تک جملهیک ایدهالف : 

 چنان موجودند که  از  ب: عنایر 

 ای است.آ  تک جملهایده و  الف: داریم که 

 ، یک پایه گروبنر دارد.آ  غیر ینر در هر ایده

های ایای است، بنابراین چند جملهآ  تک جملهایده داریم  ایده آلی از  فرک کنید 

 چنان موجودند که: از  

          )8-48( 

 

 است آ آ ، مولدی برای آن ایدههر پایه گروبنر برای یک ایدهیجه نت

ای گروبنرر دارد. فررک کنیرد پایه  آ  غیر ینر دردانیم که هر ایده( می1-4-1)با توجه به نتیمه 

 کنیم :. ادعا می چنان موجودند که  از  عنایر 

           )8-42( 

 

 عضروی از  فرک کنیداست . برای اثبات جزئیت عکس   ممموعه ای از زیر با توجه به فرک 

در  هرای ایبنا بر الگوریتم تقسریم چندجملره،  است به متعلقباشد، نشان می دهیم

مضربی  یا هیچ ترمی از  که در آن  ،چنان موجودند که  

 داریم: (8-42)فرک کنیدچنین نباشددر این یورت  از رابطه  .کنیم نیست. ادعا می از 



 

 

21
 

         )8-43( 

 

 مضررب یکری از  لرذا  . شرود: که از آن نتیمه می

 است.  به متعلقو در نتیمه است که این تناقض است، بنا براین 

 پایه هیلبرت: 

 با تولید متناهی است. آ  در هر ایده

نتیمه دارای یک پایه گروبنر می باشد و بنا بره د در این یورت بنا به باشایده آلی از  فرک کنید 

 آ  است.آ ، مولدی برای آن ایدههر پایه گروبنر برای یک ایده

، عنصرر باشرد. در ایرن یرورت بررای هرر  آ  پایره گروبنرری بررای ایرده فرک کنیرد 

 چنان موجود است که متعلق به  منحصربنرد 

 ها نیست.، مضربی از هیچ ترمی از  (1

 .موجود است که  در  ای چند جمله (2

 است. ده مستقل از ترتیب قرار گرفتن است و این باقیمان بر  باقیمانده تقسیم  بعلاوه 

 چنان موجودند که در  و  از  های ایبنا به الگوریتم تقسیم چند جمله

         )8-44( 

 یدق می کند .  2و  1 در شرایط و  که 

چنران موجرود اسرت کره   Iدر یدق کند، بنابراین  2و  1نیز در شرایط  فرک کنید   :اثبات منحصربنردی

 . ، پس داریم:  

 آنگاه: حا  اگر 

 )8-45( 



 

 

21
 

 منحصربنرد است.  لذا . و  که تناقض است،پس 

را فرم  بر  پایه گروبنر باشد، آنگاه باقیمانده  و  ای در چند جمله اگر 

 نامیم و به یورت می نسبت به  9 نرما  

 دهیم .نمایش می 

را به یورت زیر نمرایش  نسبت به  در این یورت فرم نرما   قرار می دهیم  نماد گذاری :

 می دهیم :

.         )8-46( 

اسرت اگرر وتنهرا اگرر  آ  دهعضرو ایر ای باشرد، چنرد جملره یک پایه گروبنرر بررای  اگر 

 . 

یورت با توجه به نتیمه حکرم برقررار اسرت. حرا  فررک ینر باشد، در این نسبت به  فرک کنیم فرم نرما  

. با توجه به منحصر بنررد  خواهیم داشت:  یورت با استناده از و با فرک ، در این کنید 

 .  و تعریف داریم:  بودن 

 

آ  ها یک پایه گروبنر برای یک ایدهایحا  به دنبا  الگوریتمی برای  تشخیص این که یک ممموعه از چند جمله

 کروچکترین مضررب مشرترک و   است یا نه هستیم ، بدین منظور ابتدا به معرفی چند منهوم خاص از جمله،

 ایها می پردازیم. چند جمله

 برابر است با :  و  یورت کوچکترین مضرب مشترک باشند، در این اعضای  فرک کنید  

        )8-47( 

 ب مشترک دو تک جمله ای را تعریف کرد .به همین ترتیب می توان کوچکترین مضر

                                                 
9 -NormalForm 



 

 

22
 

 . برابر است با  و  ای به عنوان  مثا  کوچکترین مضرب مشترک دو تک جمله

را برا نمراد  ای چنرد جملره یرورت باشرند، در ایرن ای در دو چند جمله فرک کنید 

 دهیم:نمایش داده و به یورت زیر نمایش می 

         )8-41( 

 

 است. کوچکترین مضرب مشترک جملات پیشروی  که در آن 

 در نظرر  برا  و ترتیرب  ای در دو چند جملره فرک کنید 

 بگیرید. در این یورت داریم :

 

 

   

      )8-49( 

   

توان بره ها با جمله پیشروی یکسان حذف شود، آنگاه ترکیب فوق را میایاگر ترم پیشروی ترکیبی از چند جمله

 ها نوشت.ایچند جمله یورت ممموعی از 

داشرته  ، و همین طور برای هرر  که در آن  فرک کنید  

 . باشیم: 

 چنان موجودند که هائی متعلق به  ، آنگاه حا  اگر داشته باشیم  

 . داریم:  و بعلاوه برای هر   
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 دهیم :، نشان میفرک کنید 

)8-50( 

 . دهیم: بدین منظور قرار می

باشرد، در  برابرر  . فرک کنید کوچکترین مضررب مشرترک  کنید که توجه 

 : یورت داریماین

    )8-58( 

 داریم:(8-50)با بسط سمت راست رابطه 

 )8-52( 

، بنا برراین رابطره فروق را مری تروان بره  ، لذا   اما از فرک داریم: 

 یورت زیر نوشت :

 

   

                                                                    

                                                                        )8-53( 

 

 و از طرفی،   برای قسمت آخر از آنما که

        )8-54(  

 لذا

       )8-55( 
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را برای تشخیص اینکه یک مولد برای یک ایده آ  یک پایه گروبنر هست یا نه  12محک بوخبرگر ایلهچند جم 

 ارائه می دهیم .

 محک بوخبرگر 

اسرت اگرر  یک پایه گروبنرر بررای  یورت باشد، در این آ  مولدی برای ایده  فرک کنید 

 برابر ینر  باشد. نسبت به  باقیمانده تقسیم  گر برای هر وتنها ا

 با توجره بره اینکره  یورت برای هر باشد، در این آ  یک پایه گروبنر برای ایده ابتدا فرک کنید 

برابرر یرنر  نسبت به  باقیمانده  یعنی : است داریم عضوی از 

 است.

یرک پایره  برابر ینر باشد، نشان می دهیم  نسبت به  باقیمانده  بالعکس، فرک کنید برای هر  

دهریم باشد، نشان مری عضوی از ایده آ   کنیم است. بدین منظور فرک می گروبنر برای 

 می باشد.  آ  متعلق به ایده ترم پیشروی 

، آنگراه  کنیم که اگرر بررای آن داشرته باشریم را انتخاب می مانند  ترکیبی از 

 بتوان نتیمه گرفت:

      )8-56( 

. از طرفری  و  کنریم: تعریف می همچنین برای هر 

آنگاه حکم ثابت اسرت،  ، حا  اگر ثابت کنیم 

و  ، لذا حایل ضررب جملره پیشرروی که ای موجود است  یورت عنصر زیرا در این

 شود، لذا :می برابر جمله پیشروی  جمله پیشروی 

 

 
                                                 
10 -Buchberger 
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  ، لذا  داریم:فرک کنید 

      

          )8-57( 

هسرتند)در جمرلات  موع دوم و سروم دارای مرالتی درجره کمترر از در آخرین تساوی رابطه فوق ، جملات مم

کمترر اسرت.اما  از ترم پیشروی خود کم شده است( لذا ، مالتی درجه ممموع دوم و سوم از  ممموع دوم هر 

کمترر باشرد. از طرفری در  ید مرالتی درجره مممروع او  نیرز از کمتر است، بنا براین با نیز از  مالتی درجه 

 است، لذا شرایط برای ممموع او  برقرار است. داریم: ممموع او  مالتی درجه هر جمله برابر 

      

(51-8)  

 که در آن

       )8-59(  

 یم:دار اما با فرک 

 

                                       )8-60( 

 

کروچکترین مضررب مشرترک  طرور و همین ) دقت کنید که 

ینر اسرت بنرا برر الگروریتم برابر  نسبت به  باقیمانده باشد.( با توجه به اینکه می 

 چنان موجودند که  از  ( عنایر  A-1تقسیم چند متغیره ) 

   

(68-8)  
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 در دو طرف رابطه اخیر داریم:  با ضرب 

       

 (62-8)  

 داریم: (8-60)و  (8-51)های تساویستناده از با ا

 

       (63-8)  

 واهیم داشت:خ (8-68)و  (8-60)های و تساوی (8-59)نامساوی و بنا به 

 

 برابرر  رسیم. لذا فرک خلف باطرل بروده و مرالتی درجره به تناقض می (8-59)که با قرار دادن رابطه بالا در 

 است، پس حکم برقرار است. 

 شد آنگاه شرایط زیر معاد  می باشند:بادر  آ  مولدی برای ایده اگر 

 باشد.می پایه گروبنر برای  الف :ممموعه 

 موجرود باشرد کره  های پیشرروی در ممموعه ترم ، ترم  های پیشروی در ممموعه ترم ب: برای هر ترم 

 باشد. مضربی از 

 : الگوریتم بوخبرگر 1-5

در ابتدای این بخش به بیان الگوریتم بوخبرگر برای محاسبه پایه گروبنر پرداخته و سپس با بیان تعراریف جدیرد، 

آوریم ودر انتها روشی برای بهینه کرردن الگرورتیم بروخبرگر را آ  بدست میپایه گروبنر منحصر بنردی برای ایده

 کنیم.ارائه می
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 الگوریتم بوخبرگر  

یورت با اسرتناده از باشد، در اینها در ایآ  از چند جملهیک ایده فرک کنید 

 آید.در تعداد متناهی گام بدست می آ  الگوریتم زیر پایه گروبنری برای ایده

 

 

 

 

 

A-2- الگوریتم بوخبرگر 

 دهیم:مینشان 

 است. آ  ای ازایدهزیر ممموعه الف( در هر گام از الگوریتم  

 یک پایه گروبنر است. ب( در پایان کار، 

 ج( الگوریتم پایان پذیر است.

یابنرد کره چنرد وقتی افزایش می و در ادامه طبق الگوریتم اعضای  الف( ابتدا در شروع کار داریم: 

چنرد  است داریرم  که  در  به آن اضافه شود. پس برای هر  ای غیر ینر جمله

 تعلق دارد. پس )الف( همواره برقرار است. به  ، پس  است. لذا داریم  متعلق به  ای جمله

-برابر ینر است، می نسبت به  ای چند جمله شود که ، مشاهده می ب( در پایان الگوریتم برای هر 

 شود.را شامل می یک پایه گروبنر است که  دانیم که 

 ای از نیرز زیرر ممموعره است، لرذا  ای از زیر ممموعه ج( در هر گام از الگوریتم 

 .  دهیم: باشد. قبل از پایان حلقه ایلی نشان میمی

INPUT:   

OUTPUT:  

 
REPEAT 

 

               FOR DO 

                                  

                                IF  THEN  

UNTIL  
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باقیمانرده تقسریم  اضافه شرده باشرد، پرس  به  فرک کنید در گام منروضی عنصر غیر ینر 

 هرای پیشرروی اعضرای مضرب هیچ یک از ترم است و بنابراین ترم پیشروی  نسبت به ممموعه  

را در گام  است. حا  اگر  عضوی از  ولی ترم پیشروی   باشد. لذا نمی

 بنامیم زنمیر یعودی اکید زیر را داریم: ام الگوریتم به ترتیب -

 

-، لذا الگوریتم پس از چند گام متناهی متوقف مریکه بنا به شرط زنمیر یعودی در حلقه نوتری 

 . شود

برا  باشند و رابطه ترتیبی  که در آن  فرک کنید 

کنیرد از آنمرا کره هسرتیم. ملاحظره مری را در نظر گرفته شده باشد. بره دنبرا  پایره گروبنرری بررای  

نیسرت.  پایه گروبنری برای  باشد پس نمی عضوی از  و  

داریرم  شود. لذا با قرار دادن ینر نمی نسبت به  ، که باقیمانده  داریم

  به . پس باید ولی ، :  داریم .

و  بررا بکررار بررردن دوبرراره الگرروریتم برروخبرگر خررواهیم داشررت: . اضررافه شررود

 است، اما 

 

داریرم:  برای هرر  و  با تکرار روند بالا و در نظر گرفتن 

 است. یک پایه گروبنر برای  بوخبرگر  .پس بنا به محک 

 چنان موجود باشد کره جملره پیشرروی  در  باشد. اگر  پایه گروبنری برای  فرک کنید 

 یک پایه گروبنر است.نیز  باشد، آنگاه  متعلق به 
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. با استناده از تعریف پایه گروبنر کافی است نشان  است لذا  پایه گربنر برای  چون 

 . دهیم: 

 و در نتیمه داریم:است  زیر ممموعه ترم پیشروی  لذا ترم پیشروی  توجه کنید که 

   . 

متعلررق برره  باشررد ، نشرران مرری دهرریم  متعلررق برره  برررای اثبررات جزئیررت عکررس، فرررک کنیررد 

را بشمارد. دو حالت در نظرر  بتواند  ای موجوداست که ترم پیشروی  است. بنا بر فرک  

 گیریم: می

 ، آنگاه حکم برقرار است.  : اگر  الف

می باشد   مضربی از ترم پیشروی    وترم پیشروی ای موجود است که  ،آنگاه از فرک  ب : اگر 

 ار است. کند . لذا حکم برقررا عاد می عنصر  و همین طور 

 نیما  نامیم هر گاه:را یک پایه گروبنر می آ  برای ایده پایه گروبنر 

 باشد. 1برابر  ، ضریب پیشروی در  الف :برای هر 

 نباشد. آ  در ایده ، ترم پیشروی  در  ب : برای هر 

تعریرررف شرررده بررره یرررورت زیرررر یرررک پایررره گروبنرررر بررررای ایرررده آ   فررررک کنیرررد ممموعررره ی 

 باشد.

}  

 

-1لذا با استناده از )از آنما که  را در نظر بگیرید ،  با شرط  ترتیب 

 نیما  نیست.در پایه گروبنر می ( 1-3

 توان حذف کرد.را نیز می لذا  ،همین طور 
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 آید:به یورت زیر بدست می نیما  برای پایه گروبنر می 

       )8-64( 

 نسبت به ترتیب منروک هستیم. آ  دلخواه روبنری منحصر بنرد برای ایدهاکنون به دنبا  پایه گ

-مضربی از هیچ یرک از تررم تقلیل یافته نامیم هر گاه هیچ یک از جملات  را نسبت به  از  ای چند جمله

  نباشد. های پیشروی 

 است. ، عنصری تقلیل یافته نسبت به  نسبت به  به طور مثا  باقیمانده 

 نامیم هر گاه: را یک پایه گروبنر تقلیل یافته برای  آ  برای ایده پایه گروبنر 

 برابر یک باشد. ، ضریب پیشروی ز ا الف: برای هر عنصر 

 ،رابطه زیر برقرار باشد: در  های از ممموعه ترم ب : برای هر ترم دلخواه 

 تقلیل یافته باشد. نسبت به  ، یعنی  

نسبت به یک ترتیب منروک دارای پایه گروبنر تقلیل یافته منحصر بنردی  ر ینر در آ  غیهر ایده

 است.

بره پایره (8-64)را برا اسرتناده از  تروان موجود است که مری ، پایه گروبنر  آ  غیر ینر دانیم برای ایدهمی

و همرین طرور  دهیم باشد. قرار می عضوی دلخواه در  نیما  تبدیل کرد. فرک کنید روبنر میگ

تقلیل  نسبت به   است لذا  باقیمانده نسبت به  ، در اینصورت با توجه به اینکه  

 ، لذا است و داریم  در  است و چون تنها اختلاف  زیر ممموعه  یافته است. اما 

      )8-65( 

نیست و لذا در  های پیشروی مضرب هیچ یک از ترم نیما  است پس ترم پیشروی می ) دقت کنید 

نیما  است. با تکرار فرایند فوق برای یک پایه گروبنر می شود نتیمه می (8-65)ماند( از می باقیمانده یعنی 

  دو پایره گروبنرر تقلیرل یافتره دست آمده تقلیل یافته است. حا  فرک کنید ، پایه گروبنر ب همه عنایر 
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نیمررا  هسررتند داریررم: دو پایرره گروبنررر مرری . از اینکرره دهرریم: باشررند. نشرران مرری آ  برررای ایررده

  . 

گیرریم کره تررم اسرت نتیمره مری عضرو  تعلق دارد. از این که  به   م دهیباشد، نشان می فرک 

 .  وجود دارد که  در  تعلق دارد، لذا  به  پیشروی 

هرای شرود و تررمحرذف مری لذا ترم پیشرروی  اما از این که  . نشان می دهیم: 

یکری هسرتند( نیسرتند، پرس داریرم:  ) که با جملات پیشروی  مضرب هیچ یک از جملات پیشروی  

پایره  . از طرفی چرون  تعلق دارد، پس داریم  آ  به ایده . از طرفی  

 باشد. پرس  و لذا  منحصر بنرد است پس باید  نسبت به  گروبنر و بنابر باقیمانده 

 است،  زیر ممموعه  به است و به طریق مشا زیر ممموعه 

 منحصر بنرد است.  آ  و لذا پایه گروبنر تقلیل یافته برای ایدهدر نتیمه داریم: 

آ  نیمررا  برررای ایرردهیررک پایرره گروبنررر مرری دانرریم کرره مرری

یک پایره گروبنرر  است. با استناده از تعاریف  

 است. تقلیل یافته برای 

شامل چند جمله ایهای خطی باشرد ،  به عنوان زیر ممموعه ای از  در حالتی که 

ل یافتره مری یک پایه گروبنر تقلیر دراین یورت ماتریس تحویل شده سطری پلکانی معاد  با ماتریس ضرا ئب 

 باشد .

بررررررررای ایرررررررده آ   را در نظرررررررر بگیریرررررررد برررررررا شررررررررط  ترتیرررررررب 

 داریم : 

 

 باانمام اعما  سطری پلکانی تحویل شده ماتریس فوق به ماتریس زیر تبدیل می شود:
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 لذا داریم:

 )8-66( 

 

 برابرند اگر وتنها اگر پایه گروبنر تقلیل یافته ی آنها نسبت به یک ترتیب خاص برابر باشند. و    دو ایده آ

 

را در نظرر بگیریرد.اگر چنرد  و رابطه ترتیبری  در  و ممموعه  ای چند جمله

نمایش  را به یورت  موجود باشد که بتوان   در های ایجمله

 داشته باشیم: داد که در آن برای هر 

        )8-67( 

 . دهیم : رت زیر نمایش مییابد و به یوبه ینر تقلیل می نسبت به  آنگاه گوییم 

نسبت به  را در نظر بگیرید.اگر فرم نرما  در  و ممموعه مرتب  ای چند جمله

 یابد .تقلیل می نسبت به  ینر باشد آنگاه  

 موجودند که های ایچند جمله A -ینر باشد از الگوریتم نسبت به   اگر فرم نرما 

         )8-61( 

  که مخالف ینر باشد داریم:  و برای هر 

 یابد.تقلیل می ت به نسب دهد که این نشان می
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 فصل دوم

 

 حلقه های پایا

 

 :  چند جمله ایهای پایا2-1

 در این بخش خواص اساسی حلقه های پایا از گروههای ماتریسی متناهی شرح داده می شود.

ها روی حلقه چند جمله ای   یک میدان با مشخصه ینر باشد و   فرک کنید  

 باشد . متغیرهای 

 را یک چند جمله ای متقارن نامیم هرگاه : متعلق به  چندجمله ای 

(8-2)              

 . برای هر جایگشتی که در آن 

 بویژه چندجمله ایهای 
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 جمله ایهای متقارن مقدماتی می باشند .چند 

 قضیه اساسی چند جمله ایهای متقارن 

را می توان به یورت منحصربنردی به عنوان چند جمله ای  هر چند جمله ای متقارن در 

 نوشت . و ... و  از 

متعلق به  چندجمله ای  از  نشان می دهیم برای هر چندجمله ای متقارن

با شرط    را در  . ترتیب  چنان موجود است که   

 در نظر می گیریم . فرک کنید  

(2-2)            

 . کنیم ادعا می 

 ، قرار می دهیم : ای موجود باشد که   فرک کنید  

(3-2)                      

 داریم :،   تقارن استم   می باشد . از آنما که  جایگشتی از   توجه کنید که در واقع

(4-2)                  

 می باشد لذا داریم : متعلق به    چنان موجود است که ای متعلق به  بنابراین 

(5-2)              

 

و ترتیب در نظرر گرفتره شرده داریرم  ، که این یک تناقض است، زیرا با توجه به تعریف بنابراین 

 .  . لذا  فرک خلف باطل است و داریم  
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ند و . با توجه به آنچه در فوق گنته شرد توانهرا نرامننی هسرت قرار دهید 

 . لذا : داریم 

(6-2)           

 بنابراین 

(7-2)             

 

 متقارن هستند ( . و  چند جمله ای متقارن است. )  که در آن  قرار می دهیم : 

چند جمله ای از چند جمله ایهای متقارن مقردماتی  و  باشد که حکم ثابت می شود. )  اگر  

   . با تکرار فرآیند رویمی باشد ( در غیر اینصورت داریم  

 مو جودند که : ای متعلق به  جمله ایهای متقارن مقدماتی و از چند  تک جمله ای 

(1-2)                  

 قرار می دهیم :

                          )2-9(   

  . که در این یورت حکم ثابت می شود و یا   داریم یا 

از چند جملره  بار تک جمله ایهای  از خوش ترتیبی ترتیب گنته شده نتیمه می شود بعد از حداکثر 

  از  و ... و  و ضرائب  و ... و  ایهای متقارن مقدماتی 

 موجودند که :

         )2-80(   

 :قضیه اساسی چند جمله ایهای متقارن اثبات منحصربفردی  

 موجود باشند که: متعلق به  فرک کنید 
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       )2-88(  

 ، قرار می دهیم :  اگر.  . قرار می دهیم  نشان می دهیم

         )2-82( 

 در این یورت داریم :

 

        )2-83( 

 داریم : ,  … ,اما برای هر 

  )2-84( 

حذف شود .که  با ترم دیگری از  ، لذا بایستی  بنابراین  اما 

 و بدین ترتیب حکم ثابت می شود .نتیمه  در شدنی نیست  و لذا  (2-84)این با توجه به 

 

یررک چنررد جملرره ای متعلررق  برره   چنررد جملرره ای 

متقارن می باشد، می خواهیم آن را به یورت یک چند جمله ای از چند جمله ایهای متقارن مقدماتی بنویسریم. 

 را در نظر می گیریم. داریم :  بدین منظور ترتیب قاموسی با شرط 

        )2-85( 

 که در آن 

 
 

            

(86-2)  

 بنا براین داریم :
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(    )2-87((          

 

(     )2-81( 

 

(  

                               )2-89( 

 داریم : (2-89)و(2-81)و (2-87)روابط از 

 

         )2-20( 

 داریم : لذا با قرار دادن 

          )2-28(  

 شده است .ارائه    [3]الگوریتمی برای تبدیل یک چند جمله ای متقارن به چندجمله ایهای متقارن مقدماتی در

 نامیم، هرگاه برای هرر  از درجه ی  را یک چند جمله ای همگن  متعلق به  چند جمله ای

 داشته باشیم : متعلق به ممموعه ترمهای 

           )2-22( 

 

 در این یورت  باشند و  ها  مو لنه ها ی همگن  و   متعلق به  فرک کنید

 ها  متقارن باشند . ، s ≥ i ≥ 1برای هر متقارن است اگر وتنها اگر

 نیز متقارن خواهد برود، بنرابراین    متقارن باشند، در این یورت    ها ،   ≤ s ≥ iفرک کنید برای هر

ها  متقارن هسرتند .  ،   s ≥ i ≥ 1دهیم برای هر  -متقارن است، نشان می متقارن است. با لعکس فرک کنید 
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باشد نشان می دهیم برای هرر  جایگشتی از   و   ثابت باشد بدین منظور فرک کنید 

s ≥ i ≥ 1 : داریم 

         )2-23( 

 ، داریم : متقارن است  اما از آنما که

         )2-24( 

 لذا :

       )2-25(  

 s ≥ i ≥ 1برای هرر از تساوی فوق نتیمه می گیریم که بایستی مولنه های نظیر به نظیر باهم برابر باشند، بنابراین 

 و بدین ترتیب حکم ثابت می شود.  داریم  : 

 متعلق به ممموعه ی اعداد طبیعی تعریف می کنیم : برای هر  در نمادگذاری: 

          )2-26( 

متقارن باشد، دراین یرورت چندجملره  میدانی با مشخصه ی ینر باشد و  فرک کنید 

 موجوداست بطوری که  متعلق به  ای

          )2-27( 

یک چند جمله ای متقارن مقردماتی اسرت.اما بنرا بره اتحراد  بدون کاستن از کلیت مسئله می توان فرک کرد 

 داریم: 1 ≤ ≤  نیوتن می توان نشان داد برای هر

   )2-21(  

 داریم : ادامه می دهیم. برای  اثبات را با استقرا ء روی 

         )2-29( 
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 حکم ثابت می شود . بنابراین با قرار دادن 

  :چنان موجود است که  ای متعلق به  ،  i ≥1≤ فرک استقراء : فرک کنید برای هر 

 

  داریم : (2-28)با توجه رابطه ی  در این یورت

    )2-30( 

 بنا براین با توجه به فرک استقرا ء حکم ثابت می شود 

نمایش می دهیم.  را با نماد  ایه های در میدانبا در ممموعه تمام ماتریس های معکوس پذیر

 یک گروه غیرآبلی است . 

که تحت عمل ضرب بسرته باشرد، یرک گرروه ماتریسری متنراهی  هر زیر ممموعه ی ناتهی متناهی از 

 نامیده می شود . 

 و  متعلق به ممموعه ی اعداد طبیعی داشته باشیم  و برای عضوی مانند   عضوی از اگر 

 کوچکترین عدد با این خاییت باشد، آنگاه :

,  , , … , }         )2-38( 

 ماتریسی متناهی است . یک گروه

یک گروه ماتریسی  در این یورت  {فرک کنید 

 متناهی می باشد .

 :قرار می دهیم  

(32-2)           
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را یرک  متعلرق بره  ه ای باشرد، چنرد جملر زیر ممموعه ای ازگروه ماتریسی   فرک کنید 

 داشته باشیم: متعلق به  نامیم هرگاه برای هر   پایا تحت چندجمله ای 

(33-2)           

 نمایش می دهیم . را با نماد  تحت  پایاممموعه ی تمام چندجمله ایهای 

 جبر است. -یک  

 داریم وهر  متعلق به  مدو  یکانی می باشد و برای هر  –یک  یک میدان است بنابراین  

(34-2)              

  جبر است و در نتیمه یک حلقه است. -یک  لذا 

  چند جمله ای  متعلق بره   و مولدی برای گروه ماتریسی    فرک کنید 

 پایا باشد. تحت  ست اگر و تنها اگر پایا تحت  باشند، در اینصورت  

چنرررران  موجررررود  باشررررند کرررره  متعلررررق برررره  نشرررران مرررری دهرررریم هرگرررراه     

 ست اگرو تنها اگر  پایا تحت  در اینصورت  

(35-2)         

 هستند داریم:  متعلق به  ست، در اینصورت از آنما که  پایا تحت  ابتدا فرک می کنیم 

(36-2)        

 در اینصورت : می دهیم هرگاه   نشانبالعکس به استقراء روی 

(37-2)           

 حکم برقرار است زیرا داریم :  برای 

(31-2)          

 ار باشد، داریم:برقرفرک می کنیم حکم برای هر حایل ضرب کمتر از 
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(39-2)      

  

 ست، لذا تساوی فوق را بصورت زیر داریم: پایا تحت  به فرک استقراء بنا 

(40-2)       

 چنان موجودند که : هائی در  لذا ،  حا  فرک کنید 

(48-2)          

  است،  بنابراین  پایاها   تحت حایل ضرب  ست، لذا بنا بر آنچه اثبات شد  پایاها  تحت هر یک از   اما 

  ست و حکم ثابت می شود. پایا تحت  ست لذا   پایا  تحت هر  

 باشد، دراینصورت : یک گروه ماتریسی تولید شده توسط  فرک کنید 

 ست، کافی است نشان دهیم :پایا تحت  باشد ، آنگاه  عضوی در حلقه   الف :اگر 

 (48-2)            

 داریم: 

(42-2)      

 داریم: ب: برای  

(43-2)      

 نمی باشد . یک چند جمله ای پایا تحت  بنابراین 
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 عملگر رینولد : 2-2

 یرک  چنرد  جملره ای در  یک گروه  ماتریسی متناهی و   فرک کنید 

 یم: را بصورت زیر تعریف می کن تحت   11باشد. عملگر رینولد

(44-2)        

  

 یک تابع به یورت  ،عملگر رینولد تحت گروه ماتریسی

 
       

 با خواص زیر تعریف می کند:

 خطی است. - ،  الف: عملگر 

 . آنگاه باشد،  متعلق به  اگر ب:

 می باشد. متعلق به  باشد آنگاه   متعلق به  یک تابع است، یعنی اگر  ابتدا نشان می دهیم 

 داریم: ،  متعلق به  بدین منظور نشان می دهیم به ازای هر

(45-2)       

  

 ، بنابراین: یک گروه ماتریسی متناهی است داریم  و از آنما که   قرار می دهیم 

(46-2)   

  

 می باشد. متعلق به  لذا 

                                                 
 1_Reynold 
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 باشد، در اینصورت داریم :  باشد و عضوی از  متعلق به  و الف: فرک کنید 

 

 

(47-2)  

 بنابراین با توجه به تساوی بالا داریم :

(41-2)        

 خطی است. -  ،  عملگرلذا 

 باشد، نشان می دهیم : متعلق به  ب : فرک کنید  

(49-2)          

 داریم : 

(50-2)         

 

 داریم :  متعلق به  و لذا برای هر  ست پایا تحت  می باشد، بنابراین متعلق به   از آنما که

(58-2)            

 

       )2-52( 

 بدین ترتیب حکم ثابت می شود.

 باشد. در این یورت داریم : یک گروه ماتریسی متناهی از  و  فرک کنید 

(53-2)          
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 داریم :

(54-2)  

 

  اما

            

(55-2) 

 در این یورت داریم :

(56-2)    

 به همین ترتیب نشان می دهیم که :

 

 
    

(57-2) 
 

 ..هستیم دن راهی برای محاسبه ی با توجه به مطالب گنته شده به دنبا  پیدا کر

 باشد، در این یورت :  یک گروه ماتریسی متناهی در و  فرک کنید 

 می باشد. در  یک چند جمله ای همگن از درجه ی   

 داریم : اولاً توجه کنید که برای هر 

(51-2)     

 . می باشند  ها سطر های ماتریس  که در آن

 ثانیاً داریم :

 (59-2)   (2) 

 داریم :(2-59)و(2-51)با توجه به روابط
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(60-2)     

چنرد جملره ای هرای   و ...  و  با توجه به تسراوی برالا 

جمله ای همگن از درجره ی  یک چند می باشند، بنابراین   و . . . و  همگن از درجه ی به ترتیب 

 .می باشد  متعلق به  می باشد و بنا به قسمت ب  

 قضیه نوتر

 توسط تعدادی ، یک گروه ماتریسی متناهی باشد . در این یورت  فرک کنید  

 تولید می شود. به عبارتی دقیق تر  متناهی چند جمله ای همگن پایا تحت 

       

(68-2) 

 باشد، در این یورت : عضوی از  فرک کنید 

           

(62-2) 

 است. لذا : زیر ممموعه ای متناهی از βکه در آن 

        

(63-2) 

می باشد ، بدین منظور ابتدا  برای  نشان می دهیم سمت راست تساوی بالا چند جمله ای از 

 ملاحظه می شود که :

         

(44-2)  

 دلخواه با توجه به رابطه ی بالا داریم   و را در نظر بگیرید و برای  ... و  و   متغیر جدید حا  
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(65-2) 

قرار می  در  و تغییر  با ثابت گرفتن  می باشند . سطر های ماتریسو که در آن 

 دهیم:

  

 

 

(66-2) 

به یورت یک چند را می توان   های مختلف اندیس گذاری می شود،  ، برحسب  با در نظر گرفتن اینکه 

 ای متعلق به  عبارت دقیق تر به می باشد . ها نوشت که تعداد شان متناهی وبرابر  جمله ای از 

 چنان موجود است که : 

          )2-67(                                

 داریم : (2-67)و  (2-66)با توجه به روابط 

(61-2)    

 داریم: αبا هم برابرند، یعنی برای  ضرائب دو طرف برحسب (2-61)و (2-66)اما با توجه به روابط 

  چند جمله ای برحسب = 

 چنان موجود است که : ای متعلق به  θبنابراین 

(69-2)  

 ، داریم :، ) با قرار دادن 
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(70-2)  

 . بدین ترتیب حکم ثابت می شود . که در آن 

 را محاسبه کرد. با توجه به قضیه نوتر داریم : اکنون با توجه به قضایای گنته شده می توان 

(78-2)  

 بنا براین :

 

        )2-72( 

      )2-73( 

 داریم : با توجه به اینکه 

      )2-74( 

 ستناده می کنیم .ا به جای  از این پس برای ساده نویسی از نماد 
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 فصل سوم

 پایه ساگبی و ساگبی گروبنردرحلقه های پایا

 

دراین فصل ابتدا به تعریف چند منهوم خاص از حلقه های پایا می پردازیم و سپس با یاد آوری تعرارینی از پایره  

ان و اثبات قضایای مرتبط با را معرفی کرده و به بی 13وطرح قضایای مربوط به آن، پایه ی ساگبی گروبنر 12ساگبی

 آن  خواهیم پرداخت . 

 تک جمله ایهای ابتدائی :3-1

وممموعره ی تمرام  را برا از چند جمله ایها، ممموعه ی تمام جملات پیشروی  برای هر ممموعه ی 

و   یش مرری دهرریم، برره عبررارتینمررا را بررا نمرراد  ترررم هررای پیشررروی 

 . 

                                                 

-1 Initial  

2-SubAlgebra Analog Of Gr ebner Basis For Ideals 

3-Sugbi Gr ebner Basis 
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را یک تک جمله ای ابتردائی  نامیم. به عبارتی تک جمله ای  14را یک تک جمله ای ابتدائی هر عضو 

 است . برابر  ی پیشرو، چنان موجود باشد که جمله  از  نامیم  هرگاه چند جمله ای مانند 

عمل می کند  با در نظر گرفتن ترتیب لغرت نامره ای ترک   که روی سه متغیر  اگر     

 ، تک جمله ای های ابتدائی هستند زیراجمله ای های 

 

 

 

 ه عمل ضرب  تشکیل یک تکواره می دهد.ممموعه تمام تک جمله ایهای ابتدائی همرا  

 داریم:  از   و برای هر

         )3-8( 

لذا یک نیم گروه است. علاوه ذیر است پبنابراین ممموعه گنته شده نسبت به ضرب بسته است وهمچنین شرکت 

 عضو همانی می باشد ودر نتیمه یک تکواره است. بر این دارای

در اینصررورت ممموعرره ی  و گررروه ماتریسرری یررک فرررک کنیررد  

 فضای برداری  -یک مولد برای 

 می باشد، به عبارتی 

       )3-2( 

از  و . . . و و تررم هرای  از  و . . . و باشد ، در این یورت عنایری مانند  عضوی از  فرک کنید 

 چنان موجودند که : 

         )3-3( 
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 باشند، تعریف می کنیم : متعلق به  و . . . و فرک کنید 

  

 

  

 داریم :

   )3-4( 

  آنگاه   ∅، اگرادعا می کنیم برای هر 

و هم متعلرق  هم متعلق به  موجود باشند در این یورت از آنما که  ای متعلق به  فرک می کنیم 

 ای موجودند که   و می باشد،  به 

 

           )3-5( 

 بنابراین :

          )3-6( 

 که در این یورت : 

          )3-7( 

 و لرذا   . بنرابراین   و به همین ترتیب می توان ثابرت کررد کره   در نتیمه 

 داریم : متعلق به   و می باشد. حا  نشان می دهیم برای هر  افرازی برای 

        )3-1(  

 ای موجودند که  و هستند بنابراین  متعلق به   و از آنما که 
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          )3-9( 

 و داریم : پایا ست در نتیمه   می دانیم 

 

 

     )3-80( 

 داریم: از تساوی رابطه های بالابرای هر 

      )3-88( 

 هستند بنابراین   متعلق به   و  

        )3-82( 

 

 را به یورت زیر نوشت: نچه در بالا گنته شد ، می توان از آ

    )3-83( 

 می شود : نوشته به یورت زیر   ها با هم برابرند، با تمدید اندیس گذاری و . . . و   که در آن

        )3-84( 

  .و بدین ترتیب حکم ثابت می شود

عضرررروی  و  متعلررررق برررره  یررررک گررررروه ماتریسرررری،  فرررررک کنیررررد 

 باشند، قراردهید: از
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 اگر وتنها اگر   در اینصورت   

 

    )3-85( 

 

در نظرر مری  بره  را به عنوان یک تبدیل خطری از  بنابراین گاهی اوقات برای سادگی در بیان، ماتریس 

 گیریم ، یعنی:

 

                  )3-86( 

 

 ، قرار می دهیم: و    دفرک کنی

                

          )3-87( 

 ست، در اینصورت داریم: ام ماتریس همانی ا - ام آن ستون  -می باشد که ستون  ماتریسی  

           )3-81( 

 داریم:  و لذا برای 

       )3-89( 

 را یکسان در نظر می گیریم. و   گاهی اوقات برای سادگی در نوشتار
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در نظر  در  را  با شرط  ، ترتیب  و   ید فرک کن

-3ست زیرا با توجه به ترذکر پایا تحت  ، در اینصورت  بگیرید ، فرک کنید 

 داریم : برای   1-7

 (20-3)  

 

 . و . . . و و همچنین 

  ست، پایا از آنما که 

           )3-20( 

 اما بنا به قسمت )الف( که گنته شد داریم :

   )3-28( 

 از طرفی با توجه به تعریف عملگر رینولد  داریم:

 (22-3)  

 همچنین: 

    )3-23( 

 و به همین ترتیب ملاحظه می شود که :

        )3-24(  
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بصرورت ترکیرب  تک جمله ایهای ا بتدا ئی می باشند، بنا برراین  لذا هستند ( متعلق به   و  

 خطی از رینولد تک جمله ایهای ابتدائی نوشته شده است .

  : پایه ساگبی در 3-2

 ص مهم پایه ساگبی را یاد آوری می کنیم :در این بخش تعاریف و خوا

، تکرواره ضرربی تولیرد شرده پیشرو  نامیده می شود، هرگاه ترمهای پایه ساگبییک  از   زیر ممموعه ی 

با تکواره تولید شده توسط  را تولید کند، به عبارتی تکواره تولید شده توسط  یپیشروتوسط ترمهای  

 برابر است  با  برابر باشد. قابل ذکر است که تکواره تولید شده توسط  

 جبر تولید می کند . -را به عنوان یک  ، باشد آنگاه  برای  پایه ساگبی یک اگر 

 یک جبراست(.  و  است.) مشمو  در  اولاً زیر جبر تولید شده توسط 

 تولید می شوند : توسط  ثانیاً  نشان می دهیم همه ی عنایر 

توسرررط   یرررک رابطررره  ترتیرررب  روی  تکرررواره  تولیرررد  شرررده  <و    متعلرررق  بررره  فررررک  کنیرررد 

است لذا تکواره تولید شده توسرط  برای  پایه ساگبی یک باشد، در اینصورت از آنما که 

 نی :می باشد، یع یپیشروبرابر ترم های   پیشرو ترم  های 

         )3-25( 

 چنان موجودند که : ی در   در اینصورت

          )3-26( 

 قرار می دهیم :

 

 داریم :(3-26)می باشد. اما بنا به رابطه ی  نیز متعلق به  هستند، لذا  در و   از آنماکه

          )3-27( 
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 این روش را ادامه می دهیم، داریم :

   )3-21(

  

 هستند ودر نتیمه داریم :  متعلق به ترم های پیشرو  که در آن 

          )3-29( 

 باتکرار روند فوق داریم:

        )3-30( 

ی  به خوش ترتیبی رابطه ی ترتیب داده شده متوقف می شود، یعنریدنباله فوق یک دنباله نزولی است که بنا 

 موجود است که :

   )3-38( 

  

است، لرذا  متعلق به  ، از آنما که فرک می کنیم چنین نباشد یعنی اگر ، نشان می دهیم 

 می باشد، یعنی: متعلق به جملات پیشرو  جمله پیشرو 

 

          )3-32( 

 بنا به روندی که گنته شد، داریم :

        )3-33( 

 هستند. از طرفی   پیشروی متعلق به ترم های   و . . . وکه درآن 

          )3-34( 

و این با آنچه در مورد توقف زنمیر نزولی گنتیم در تناقض است، لذا فرک خلف باطل است و حکم ثابت می شود. 

 اریم :ودر نتیمه دبنابراین 
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   )3-35( 

مری  متعلق به زیر جبر تولیرد شرده توسرط  هستند ولذا ها متعلق به  ها و . . . و  ها و  که در آن  

 باشد، بنابراین حکم ثابت می شود 

عمل می کند  با در نظر گرفتن ترتیب قاموسی ممموعه زیرر   که روی سه متغیر  اگر  

 است. یک پایه ساگبی برای 

      )3-36( 

 داریم :  و   و   با فرک 

           )3-37(  

 چنان موجود است که: ای متعلق به  ، لذا حا  فرک می کنیم 

           )3-13( 

 ان موجود است که : چن  متعلق به اما چند جمله ای

     )3-39( 

 .  که در آن 

 چنان موجود است که  : از  لذا عضوی مانند 

    )3-40( 

 است . یک پایه ساگبی برای  بنابراین 

تحویل نا پذیر است ، هرگاه نتوان آن را بره یرورت حایرل ضررب دو ترک   متعلق به تک جمله ای 

 جمله ای غیر بدیهی ابتدائی نوشت .

 . را می توان به یورت حایل ضرب متناهی از تک جمله ایهای ابتدائی تحویل ناپذیر نوشت  هر عضو 
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تحویل ناپرذیر باشرد کره چیرزی بررای اثبرات نرداریم در غیرر  باشد ، اگر  عضوی از  فرک کنید 

 موجودند که : ای متعلق به  و  اینصورت 

          )3-48( 

 اریم: د

        )3-42( 

تحویل ناپذیر باشند که حکم ثابت است در غیر این یورت روند گنته شده را برای  و  اگر ترم های پیشروی 

ادامه می دهیم. با توجه به اینکه درجه ها نا مننی هستند و بنا به خوش ترتیبی رابطه  و  ترم های پیشروی 

بررای  ی ترتیب گنته شده، پس از تعداد متناهی  بار روند  فوق متوقف می شود و به یک عامل  تحویل ناپرذیر

 ی موجود است که : می رسیم، یعنی  

      )3-43( 

رسریم ، بطروری  می از ترم پیشروی   به یک عامل تحویل ناپذیر  با تکرار روند فوق برای ترم پیشروی 

 ی موجود است که : که 

    )3-44( 

 با تکرار روند  به همین ترتیب داریم : 

      )3-45( 

را مری تروان     همانطور که گنته شد درجه ها نامننی هستند و روند فوق متوقف می شود . بنابراین در نهایت 

 اپذیر نوشت و بدین ترتیب حکم ثابت می شود به یورت حایل ضرب متناهی از تک جمله ایهای ابتدائی تحویل ن

 

مضرربی از  ترک  هیچ یرک از تررم هرای  از  و را تقلیل یافته نامیم هرگاه برای هر دو عضو پایه ساگبی

 نباشد، یعنی :  پیشرویجمله ای 
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          )3-46( 

 

 ابتدائی نیستند. به جز  یک تک جمله ای ابتدا ئی باشد، آنگاه هیچ یک از ترم های   اگر

چنران موجرود اسرت کره  لق بره ای متع باشد، بنابراین یک تک جمله ای ابتدائی در فرک کنید 

 نتیمه می شود : تحت   ، در این یورت از پایا بودن 

           )3-47( 

  در نتیمه  لذا 

شرامل  است اگر و تنها اگر ممموعه ی ترم های پیشرروی یک پایه ساگبی برای  از  زیر ممموعه ی  

 باشد. همه ی تک جمله ایهای تحویل ناپذیر 

تره مینیمرا  ، یک پایه ساگبی تقلیل یافممموعه ی همه ی رینولدهای تک جمله ایهای ابتدائی تحویل ناپذیر

 می باشد . یکتا برای  

تحویرل  به ازای هر است اگر و تنها اگر  یک پایه ساگبی برای  از  نشان می دهیم زیر ممموعه ی  

 است . پیشروی  متعلق به ترم های ، ناپذیر متعلق به 

 ، ترم های پایه ساگبیباشد، بنا به تعریف  یک پایه ساگبی برای   ابتدا فرک کنید  

 را به عنوان یک تکواره تولید می کند و داریم : ، ترم های پیشروی پیشروی 

         )3-41( 

 چنان موجود است که :  ی متعلق به  بنابراین 

           )3-49( 

 چنان موجودند که : هائی متعلق به  و. . . و  لذا 

         )3-50( 
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 و حکم ثابت می شود . تحویل ناپذیر است، لذا باید  اما از آنما که 

باشد، نشران  شامل همه ی تک جمله ایهای تحویل ناپذیر  بالعکس :  فرک کنید ترم های  پیشروی 

 است : یک پایه ساگبی برای  از  می دهیم زیر ممموعه ی 

 می باشد. بنابراین  زیر ممموعه ی  است لذا  زیر ممموعه ی  از آنما که 

            )3-58(  

 نشان می دهیم :

          )3-52( 

 باشد، دو حالت در نظر می گیریم:  متعلق به  بدین منظور فرک می کنیم 

جمله  شامل همه ی تک ترم های  پیشروی باشد که در این یورت بنا به فرک  تحویل ناپذیر حالت او  : 

 است و حکم ثابت می شود . متعلق به  و لذا  می باشد ایهای تحویل ناپذیر 

 چنان موجودند که : از هائی   و. . . و  نباشد،  تحویل ناپذیر حالت دوم : 

         )3-53( 

 ها تحویل ناپذیر است. از تساوی فوق داریم : که هر یک از 

           )3-54( 

 بنابراین 

          )3-55( 

 داریم :(3-55)و (3-53)ی  از رابطه 

           )3-56( 

 است و بدین ترتیب حکم ثابت می شود. یک پایه ساگبی برای  که بنا بر تعریف پایه ساگبی، 
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مینیما  تقلیل یافته  پایه ساگبی یک نشان می دهیم 

 : ادعا می کنیم ابتدا. منحصر بنرد می باشد

   )3-57( 

 برای اثبات داریم :

    )3-51(           

 تحویل ناپذیر است و  وجود باشد بطوری که م ی متعلق به  فرک می کنیم 

          )3-59( 

 ، با ترتیب دلخواه داریم : (3-51)از رابطه ی 

          )3-59( 

 همچنین :

            )3-60(  

اسرت (،  ناپرذیر ترک جملره ای تحویرل می باشرد ) متعلق به ممموعه  از طرفی می دانیم که  

 بنابراین  داریم :

   )3-68(  

 داریم : (3-68)و (3-60)از رابطه های 

 

 بنابراین 

می باشد، لذا طبق قسرمت ا لرف   تحویل ناپذیر تک جمله ایهای شامل همه ی بنابر ادعا ممموعه ی 

 مینیما  است . یم حا  نشان می ده است. پایه ساگبی برای یک  
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نیرز   است که چنان موجود ای متعلق به  مینیما  نباشد لذا  فرک می کنیم 

چنران  در  و چنرد جملره ای هرای  و لذا بایسرتی یک پایه ساگبی برای  باشد. اما 

 موجود باشند که: 

         )3-62( 

  

 یک پایه ساگبی مینیما  است . است. بنابراین   که این متناقض با فرک تحویل ناپذیر بودن 

چنان موجودند  از  و  فرک می کنیم که اعضای  . تقلیل یافته است حا  در ادامه ی نشان می دهیم که 

 که :

                       

           )3-63( 

ای  باشرد، درایرن  یرورت  چنان موجود است که مضرربی از   ممموعه ی جملات  متعلق به ای  و

هر دو ابتردائی هسرتند  و  ، ملاحظه می شود که  و  موجود است که  متعلق به 

ابتردائی نیسرتند   که اثبات شد هیچ یرک از تررم هرای دیگرر نیز ابتدا ئی است بنا بر ادعا ئی  بنابراین 

 ،  لذا داریم : بنابراین 

           )3-64( 

 داریم  : و  ی ناپذیر از تحویل

 

 . تقلیل یافته است خواهد بود ، لذا   در نتیمه 

 اثبات منحصربنردی:
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 مانند باشد و عضوی از   ، برای 1پایه ساگبی تقلیل یا فته دیگری با ضریب پیشروی  فرک کنید که 

 را در نظر بگیرید بطوری که 

 )بنا بر ادعا ( لذا  از آنما که 

          )3-65( 

 موجودند که : و     از  بنابراین عنایر 

          )3-66( 

 می باشرد لرذا عنایرر  پایه ساگبی تقلیل یا فته برای  است و همچنین     عضوی  از حا  از آنما که 

 مو جودند بطوری که : ای از     و. . . و  

        )3-67( 

 همچنین داریم:

                                   )3-61(  

 

  تولیرد مری شرود و از آنمرا کره   پیشرویاست لذا توسط ترم های    پیشرویعضوی از ترم های  

موجرود اسرت کره  ای عضرو  عبرارت دیگرر لذا دقیقاً با یکی از آنها برابر می شود. بره  ناپذیرتحویل 

 داریم :(3-61)بنابراین بنا به آنچه گنته شد از رابطه  

         )3-69( 

 حا  از آنما که 

         )3-70( 

است که این با تقلیرل یافتره   پیشرویمضربی از یکی از ترم های   و لذا ترمی از  داریم : ترمی از 

 ، بنابراین : در نتیمه  در تناقض است. لذا  بودن 
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    )3-78( 

 درنظر می گیریم، از آنما که  مانند   ، عضوی از نشان می دهیم 

          )3-72( 

 که موجود است ای متعلق به   ، در نتیمه  لذا 

          )3-73( 

 را به یورت زیر نوشت : موجودند که می توان  و     از  لذا عنایر 

          )3-74( 

 ، بنابراین : لذا   و  شد می توان ثابت کرد که  همانند آنچه در قسمت قبل اثبات

     )3-75(  

 نتیمه می گیریم:  (3-75)و  (3-78)روابط از 

 

  بنرد است . منحصر بنابراین 

یک  ممموعه ی. ممموعه عنایر تحویل ناپذیر ابتدائی عبارت است از ، در گروه بدیهی 

 می باشد. زیرا داریم :  منحصر بنرد برای  پایه ساگبی مینیما  تقلیل یافته

  )76-3(           و . . . و  

 . باشند می   ناپذیر تحویل  ایهای جمله تک  ی همه  و و 

 کرره  ای جملرره تررک  کنرر   مرری ادعررا. باشررد هررا ای جملرره تررک روی قاموسرری ترت رر  و    کنرر   مرری فررر 

 . است ناپذیر تحویل 

  ماننرد  تحویل پذیر باشد در این یرورت افررازی از  فرک کنیم 

 چنان موجود است که :  از  و  واعضای  موجود است که 
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           )77-3(                                            و

 چنان موجود است که: مانند  .اما عضوی از  بدون کاستن از کلیت می توان فرک کرد 

 می باشد . زیر ممموعه ای از   که در آن   

 حا  با توجه به ترتیب قاموسی در نظر گرفته شده داریم :

                                                                 )3-71( 

 

 از طرفی   



  )3-79(

 

 مورد نظر به دست می آید . تناقض(3-79)و(3-71)و(3-77)بنابراین از روابط 

یک تک جملره ای ابتردایی اسرت زیررا  مری تروان ، تک جمله ای    همچنین برای هر  

 را بصورت زیر معرفی کرد : از  عنایری مانند 

 

 

 

 

        )3-10( 

)  ممموعره   ابتردایی اسرت بنرابراینتک جمله ای   برای هر   لذا

مری   ن مقدماتی (  پایه ساگبی مینیما  تقلیل یافته منحصر بنرد برای ممموعه ی چند جمله ای های متقار

 باشد .
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باشد، ادعا می کنیم هر تک جمله ای ابتدائی به شکل  گروه جایگشتی با سه متغیر   فرک کنید  

 تحویل ناپذیر است.  که  

بادرجات کمتر نوشت که در  و را بصورت حایل ضرب دوتک جمله ای ابتدائی  که بتوان  فرک کنید 

 .داریم  آن با فرک 

 باشد، یعنی :  بزرگتر از توان  ابتدائی باشند باید توان   و برای اینکه  

)18-3(            و  

   

اعرداد طبیعری هسرتند. بنرابراین عنایرر تحویرل  زیررا و این یک تناقض است   لذا    

 ساگبی متناهی ندارد.پایه  نامتناهی اند و  ناپذیر

 به عنوان یک    ملاحظه می شود که علیرغم اینکه مسئله  هیلبرت بیان می کند برای هر گروه متناهی   

جبرر  - ممکن است پایه ساگبی متناهی نداشته باشد، لذا لزوما هرر مولرد  جبر باتولید متناهی است ولی  -

 پایه ساگبی نیست .

 

  : پایه ساگبی گروبنر در 3-3

می باشد، سپس الگوریتمی شربیه   هدف اولیه ی ما در این بخش تعریف پایه ساگبی گروبنر برای ایده آلهای 

 باشد .  ایده آلی همگن از   رک می کنیم ارائه می دهیم، در ادامه ف  الگوریتم بوخبرگر برای حلقه ی 

نامیده می شرود هرگراه  ممموعره ی تررم هرای  برای  پایه ساگبی گروبنریک  از ایده آ   زیر ممموعه ی 

 ز جبر ا ،  مولدی برای  ایده آ      پیشروی

 باشد .  
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، مولردی بررای ایرده آ   پیشرروینامیم اگر ترم هرای   جزئی از درجه حداکثر پایه ساگبی گروبنررا یک    

 باشد که در آن : 

  

 

برای ایده ا  تولید شده  پایه گروبنرنامیم، هرگاه یک  اگبی گروبنرپایه سرا یک   ممموعه ی

 باشد . توسط 

یاد آوری می کنیم هر ایده آ  از یک  حلقه ی چند جمله ایها دارای مولدی متناهی است و از قضایای بروخبرگر  

بنر متناهی اسرت . ایرن خایریت گرو پایهنتیمه می شود که هر ایده آ  نسبت به یک ترتیب منروک دارای یک 

 پایه ساگبی گروبنر معمولاًدر حالت کلی برقرار نیست . بدین دلیل برای محاسبه ی  پایه های ساگبی گروبنربرای 

 محاسبه می کنیم .  را تا درجه ی حداکثر  پایهدر نظر گرفته وعنایر  یک درجه ی ماکسیمم مانند 

پایره ابتدا تعاریف مشابه ی آنچه برای محاسربه ی  پایه ساگبی گروبنرائه الگوریتمی برای محاسبه ی به منظور ار

 نیاز داریم مانند تعریف تقلیل یافتن نسبت به یک چند جمله ای و . . . را بیان می کنیم . گروبنر

 مخالف ینر هستند وهمچنین فرک کنید    و چنان موجود باشند که  متعلق به   و و  فرک کنید 

 باشد .در این یورت : زیرممموعه ای از 

ای  و  ای متعلق به ممموعره ی تررم هرای  ه گوئیم هرگا پیمانه ی  به  تقلیل یافته به  – را  الف: 

 چنان موجود باشند که : متعلق به 

 

 

       )3-12( 

 

 می باشند . عملگر رینولد   و  در  ضریب  بطوری که در آن 
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 نمایش می دهیم.  تعریف فوق  را بصورت 

ای   پیمانره ی بره  تقلیل یافته به  –  ، گوئیم هرگاه   پیمانه ی  به  تقلیل یافته به  – را  ب: 

.با توجه به تعاریف فروق ، دو تعریرف زیرر را  داشته باشیم  متعلق به  باشد. یعنی برای هر  متعلق به

 ارائه می دهیم:

تقلیرل  –  ،چنان موجود باشد که   متعلق به ای هرگاه  گوئیم پیمانه ی  به  پذیرتقلیل  – را  

 باشد .  پیمانه ی به  یافته به 

  تقلیل یافته بره  –  ، باشد و پایه ساگبی گروبنر  گوئیم هرگاه  پیمانه ی  به  فرم نرما   – را  

 . باشد پیمانه ی  به

بیران واثبرات مری کنریم .ایرن  پایه ساگبی گروبنردر این قسمت تعریف معادلی برای تقلیل یافتن نسبت به یک  

ی که مشخصه ی میدان ینر نباشد و امکان تقسیم بر ینر در محاسبه ی عملگرر رینولرد داشرته تعریف در حالت

 باشیم منید است .

 تعریف معاد  به یورت زیر است :

 چنان موجود باشند که : ای متعلق به  گوئیم هرگاه  پیمانه ی  به  تقلیل یافته به  – را  

 

         )3-13( 

  

 بطوری که :

          )3-14( 

 داریم :
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        )3-15( 

 

 داریم : و همچنین بنا به عملگر رینولد  نتیمه می شود  تساوی فوق از تک جمله ای بودن

         )3-16( 

 بنابراین داریم:

          )3-17( 

 خواهد بود.  در نتیمه       

 و آنچه در بالا گنته شد داریم: ) قسمت ا لف( تعریفبه  حا  با توجه

    )3-11( 

 را نتیمه می دهد که در آن داریم :   و این همان تعریف معاد 

 

باشد ، در این یورت گرزاره هرای زیرر معراد    ای از  زیر ممموعه و   ایده آلی از حلقه ی  فرک کنید

 هستند .

 است .  گروبنر برای  پایه ساگبی ا لف :  

 ابر ینر باشد.بر  پیمانه یبه  فرم نرما   – ، هر   متعلق به ب : برای هر

 فرم نرما   – باشند،نشان می دهیم هر   عضوی از  و  گروبنر برای  پایه ساگبی  ابتدا فرک می کنیم

 برابر ینر است .  پیمانه یبه 

 برابرر   پیمانره یبره  فرم نرما   – ای مخالف ینر موجود باشد که  فرک کنیدچنین  نباشد یعنی  

 چنان موجودند که : هائی متعلق به  و . . . و  باشد، در این یورت  

 



 

 

69
 

 

 

  )3-19( 

 

 . چنان موجود است که  ،  که به ازای هر  

 ، لذا داریم :   بنا براین

 جبرر - در  اسرت، لرذا ایرده آ  تولیرد شرده توسرط   گروبنرر بررای  پایه سراگبییک  از آنما که 

چنران  در  β و تک جمله ای ابتردائی ماننرد در  می باشد، لذا چند جمله ای مانند  

 موجودند که :

 

نرما ( در تناقض  فرم– )تعریف و این با فرک  ستا پذیرتقلیل  – ، نسبت به  این نشان می دهد که 

 . است . لذا 

برابر یرنر باشرد نشران   پیمانه یبه  فرم نرما   – ، هر   متعلق به بالعکس : فرک می کنیم برای هر

مولردی بررای ایرده آ  تولیرد شرده توسرط   است، یعنی    گروبنر برای  پایه ساگبییک  می دهیم 

 می باشد . جبر  - در  

 باشد بنا بره فررک هرر عضوی از  بدین منظور فرک می کنیم   ابتدا نشان می دهیم

های متعلق  و . . . و  و  هائی متعلق به  و . . . و  برابر ینر است لذا   پیمانه یبه  فرم نرما   – 

 چنان موجودند که : به 

  )3-90( 
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می باشد  در  ضریب  و  چنان موجود است که   ای متعلق به ،  که در آن به ازای هر 

 . داریم :

 

  )3-98(  

 بنابراین  داریم :     

                                                              )3-92(              

    

 ،  لذا:ازطرفی 

              )3-93(            

                                                                                                   

 داریم : (3-93)و  (3-92)بنا براین از رابطه های 

 

 .است  ای گروبنر بر پایه ساگبییک  لذا 

 تولید می کند . را به عنوان یک ایده آ  از  ، گروبنر برای  هر پایه ساگبی :نتیجه

را تولید می  ، باشد، نشان می دهیم ایده آ  تولید شده توسط  گروبنر برای  پایه ساگبییک  فرک کنید 

     .کند، یعنی 

 است لذا : گروبنر برای  پایه ساگبییک  از آنما که 

  در جبر  ایده آ  تولید شده توسط   

هائی متعلق  و . . . و  و هائی متعلق به   و . . . و  باشد ، آنگاه  عضوی از  نشان می دهیم که اگر 

 چنان موجودند که : به 
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          )3-94( 

  پیمانره یبره  فرم نرمرا   – هر . می باشد عضوی از  است و  گروبنر برای  ه ساگبیپای از آنما که 

 چنان موجودند که : های متعلق به  و . . . و  و  هائی متعلق به  و . . . و  برابر ینر است، لذا 

  )3-95( 

 

مری  در  ضرریب  و  چنان موجرود اسرت کره   ای متعلق به ،  که در آن به ازای هر 

 می باشد با قرار دادن  متعلق به  . از آنما که باشد

        )3-96( 

 .می باشند  ها متعلق به  و اینکه 

 باشد، در اینصورت  عضوی از  و گروبنر برای  یک پایه ساگبی  و ایده آلی از  فرک کنید  نتیجه: 

 برابر ینر باشد .  پیمانه یبه  فرم نرما   – است اگر وتنها اگر هر  متعلق به 

اسرت. از  متعلرق بره  برابر ینر باشد. نشان می دهیم   پیمانه یبه  فرم نرما   – کنیم هر فرک می 

چنران موجودنرد  های متعلق بره  و . . . و  و  هائی متعلق به  و . . . و  لذا   آنما که 

 که:

  )3-97(  

می باشد  در  ضریب  و  چنان موجود است که   ای متعلق به ، که در آن به ازای هر 

 . بنابراین :

   

(91-3)  
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 متعلرق بره  هسرتند ودرنتیمره  ها متعلق به  است لذا  زیر ممموعه ی  و  ها متعلق به  از آنما که 

 است .

فرم نرما   – هر  ،است  گروبنر برای  یک پایه ساگبی باشد، از آنما که  متعلق به  بالعکس : فرک کنید 

 .برابر ینر می باشد   پیمانه یبه  

 

 الگوریتم بوخبرگر در حلقه های پایا 3-4

، که الگوریتم بوخبرگر پایا نرام دارد در این بخش الگوریتمی برای محاسبه ی پایه ساگبی گروبنر در حلقه ی 

 ارائه می دهیم .

خبرگر قبل از بیان الگوریتم ترتیب جدیدی را معرفی می کنیم سپس ابزارهای مهم استناده شده در الگروریتم برو

 پایا را با توجه به ترتیب گنته شده تعریف کرده و در نهایت به ارائه ی الگوریتم می پردازیم .

را یک ممموعه   باشد. در این یورت زوج یک رابطه ترتیبی جزئی در  یک ممموعه  و  کنید  فرک

 مرتب جزئی می نا میم .

 را بصورت زیر تعریف می کنیم : در  رابطه 

اسرت و مری   مضرربی از را عاد مری کنرد یرا   ، دوتک جمله ای ابتدائی باشند.گوییم و فرک کنید   

 . موجود باشد بطوریکه  انند هرگاه یک تک جمله ای ابتدائی م نویسیم  

 یک ممموعه مرتب جزئی است .    

 باشند، در این یورت :  اعضایی از  و و  فرک کنید 

 دارای خاییت انعکاسی می باشد. رابطه  –الف 

 .  می باشد و   ه زیرا یک متعلق ب 

 دارای خاییت تعدی است . رابطه   –ب  
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  چنان موجودند که از و آن گاه عنایر   زیرا اگر 

 .  لذا    لذا 

 است . پاد متقارن رابطه  –ج 

  چنان موجودند که از و آنگاه عنایر   زیرا اگر 

  و ، بنابراین  ، لذا 

ه ایها هستند، در این قسمت برای بیان الگروریتم ابتردا چندجمل – ابزار مهم استناده شده در الگوریتم بوخبرگر 

 تعریف کنیم . چندجمله ایها را  در  – سعی می کنیم 

 و رایک کوچکترین مضرب مشرترک  ابتدائی  تک جمله ای، دوتک جمله ای ابتدائی باشند و  فرک کنید

 چنان موجود باشند که : متعلق به  و نمایش می دهیم هرگاه  می نامیم و با  

 )99-3(           و 

چنان موجود باشند  و  و  ما  باشد. به عبارتی اگر تک جمله ایهای اولیه با این خاییت مینی و همچنین 

 . چنان موجود است که  ، آنگاه تک جمله ای اولیه ی  و  که اگر 

باشرد،  و  یک کوچکترین مضرب مشرترک  دو چند جمله ای پایا باشند و و فرک کنید 

 در اینصورت قرار دهید :

 )808-3(                و            
 را به یورت زیر تعریف می کنیم : و چندجمله ای  – 

      )3-802( 

به حایلضرب تک جمله ای های ابتدائی لزوما یکترا نیسرت. بعنروان  ابتدا توجه کنید که تمزیه عنایر 

عمل می کند و با در نظر گرفتن ترتیب قاموسی روی ترک جملره  وو  که روی متغیرهای مثا  اگر 
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تمزیره   و   را می توان بره دو یرورت   ای ها تک جمله ای 

 کرد که در آن داریم :

     و   و  

.          )3-803( 

، درایرن یرورت و  باشد. فرک کنید  گروه تناوبی روی سه متغیر  فرک کنید 

کروچکترین مضررب  نیرز و  اسرت. همچنرین  و  یک کوچکترین مضرب مشترک برای  

 می باشند. و  مشترک برای 

است زیرا با ضرب تک جملره ای  یک    نشان می دهیم بطور کلی برای هر 

 داریم : و  در    و     های ابتدائی 

         )3-804( 

 می باشد . و یک مضرب مشترک لذا   

 مینیما  است ، بدین منظور نشان می دهیم هر ترک جملره ای ابتردائی کروچکتر از  حا  ثابت می کنیم که

 نیست که این تک جمله ای ها را بطریق زیر بدست می آوریم : و  کترین مضرب مشترک برای ،کوچ

کوچکترین مضرب  اما است  برابر   بر تک جمله ای ابتدائی  الف : خارج قسمت تقسیم 

 نیست . تک جمله ای ابتدائی و ، زیرا نیست و  مشترک برای 

کروچکترین  امرا  برابراسرت برا   بر تک جملره ای ابتردائی خارج قسمت تقسیم  ب : 

 بخش پذیر نیست . ، زیرا بر نیست و  مضرب مشترک برای 

 .برابراست با:    بر تک جمله ای ابتدائی خارج قسمت تقسیم  ج : 

ترک  و ، زیررا نیسرت و  کوچکترین مضرب مشترک بررای  اما  

 نیست . جمله ای ابتدائی



 

 

75
 

 امرا  برابراسرت برا    بر تک جملره ای ابتردائی خارج قسمت تقسیم  د : 

 خش پذیر نیست .ب ، زیرا بر  نیست و  کوچکترین مضرب مشترک برای 

 با توجه به مثا  فوق نکته ی زیر را بیان می کنیم :

کوچکترین مضرب مشترک دو تک جمله ای ابتدائی منحصر بنرد نیست، بلکه ممکن است تعداد نا متناهی از آنها  

 از  و  موجود باشد، در نتیمه برای دو چند جمله ای 

 چند جمله ای موجود است . – نا متناهی تعداد 

به منظور ارائه ی الگوریتمی برای یافتن ممموعه ای  که اعضای آن کوچکترین مضرب مشترک دو تک جمله ای 

ری کره الگروریتم تشرخیص مری می باشند ، ابتدا الگوریتم زیر را ارائه می دهریم بطرو از درجه  و  ابتدائی  

 هست یا خیر؟    و  مضرب مشترک  دهدکه آیا تک جمله ای ابتدائی 

 سپس الگوریتم نهائی را بیان می کنیم .الگوریتم به یورت زیر می باشد :

 

 

  

"  " " 

is initial  is initial  

 

 

                        

A                         -3-  الگوریتم تشخیص کوچکترین مضرب مشترک 

 را ارائه می دهیم: ازدرجه  اکنون الگوریتم محاسبه ممموعه کوچکترین مضارب مشترک
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A          -4-  ازدرجه محاسبه ممموعه کوچکترین مضارب مشترک الگوریتم 

برابر ممموعه تمام چند جمله ای های متقارن برحسرب  باشد، بنابراین  با دو متغیر  فرک کنید 

 و  را در نظر می گیریم. فررک کنیرد   می باشد. ترتیب قاموسی با شرط و 

تقسررریم مررری کنررریم ، داریرررم  را برررر  باشرررند، بررره کمرررک الگررروریتم تقسررریم  عضرررایی از  

:,   . 

:INPUT 

OUTPUT : 

 

; 

OD    FOR                   

                           IF 

 

 

DO  FOR                                

 

 

                                          END IF    

                            END FOR                                   

 

            END IF   

END FOR 

);RETURN(    
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پایا نیسرت  تحت   را بر  . ملاحظه می کنیم که با قیمانده  تقسیم  لذا : 

به یک ممموعره پایرا از چندجملره  .باید راهکاری پیدا کنیم که با قیمانده  تقسیم یک چندجمله ای پایا تحت 

 پایا باشد به کمک الگوریتم زیر که آنرا الگوریتم تقسیم پایا می نامیم خواسته ما برآورده می شود.  ایها تحت 

 

  

  

 

              

                           

                               

                                     

 

                                       

  

 

 

       

 

A  

         

 تقسیم پایاالگوریتم  -1- 

 تقسیم می کنیم. داریم : را بر  حا  به کمک الگوریتم گنته شده 
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 تررک جملرره ای ابترردائی نیسررت لررذا تقسرریم همررین جررا پایرران مرری یابررد. لررذا باقیمانررده  ازآنمررا کرره 

 است. 

 نمایش می دهیم. ر ا با  را بر  باقیمانده تقسیم  

پایا ست، یک چند جمله ای پایا را کم می کنریم  که عنصری تحت  ایاست زیرا درهر مرحله از پ تحت   

 تحت   پایا می باشند، لذا  است که همگی تحت  وو  ترکیبی از چند جمله ای های در واقع  

پایاست. هما نند الگوریتم تقسیم معمولی تقسیم پایا نیز همواره نتیمه منحصر بنردی ندارد .به مثرا  زیرر توجره 

 کنید :

 و  با منروضات مثا  قبل اگر 

دارد به اینکه ابتدا تقسیم را بر کدام چند جمله ای  انمام  باشد و این بستگی یا  ممکن است  آنگاه   

 دهیم. 

 تک جمله ای ابتدائی 

 است؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تک جمله ای ابتدائی  

 .نیست
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در   شامل  زیر ممموعه ای از  باشد و    یک ایده آ   از     فرک می کنیم  

چنرد  - فررم نرمرا   - است اگر  وفقط  اگر برای هر دو عضو  یک پایه گروبنر پایا برای   این  یورت

 مساوی ینر باشد. جمله ای آنهابه پیمانه ی 

 می توانیم الگوریتم بوخبرگر پایا را ارائه می دهیم : با تو جه به مقدمات گنته شده اکنون

 

 

 :INPUT 

 

 :OUTPUT 

           

          REPEAT 

               

            s ALL FOR               

DO 

 

THEN     IF                                
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                               END IF 

            END FOR       

 UNTIL         

A- 6 الگوریتم پایه گروبنر پایا 

 دهیم:نشان می

 است. آ  ای ازایدهزیر ممموعه الف( در هر گام از  الگوریتم  

 ک پایه گروبنر است.ی ب( در پایان کار،  

فررم  یابنرد کره وقتی افزایش می و در ادامه طبق الگوریتم اعضای  الف( در شروع کار داریم: 

اسرت داریرم  کره   در به آن اضافه شود. لذا برای هر  به پیمانه ی  نرما  

 متعلق به  به پیمانه ی  فرم نرما   است. بنابراین  متعلق به  ای چند جمله 

 برقرار است. تعلق دارد. بنابراین )الف( همواره  به است، لذا 

 نسبت به  ای چند جمله شود که فرم نرما  ، مشاهده میب( در هر مرحله الگوریتم برای هر 

  شودرا شامل می یک پایه گروبنر است که  برابر ینر است، لذا 
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 مفصل چهار 

 پایا -الگوریتم     

 

 پایا -الگوریتم   :4-1  

برای ایرده  گروبنر حداکثر از درجه ی  را برای محاسبه ی پایه ساگبی در این  بخش فرم ماتریسی الگوریتم  

 آلهای حلقه های پایا از گروههای متناهی مورد بررسی قرار می دهیم.

 را بیان می کنیم : 11ه ی ا لگوریتم ابتدا تعریف زیر از ماتریس مک کولیبرای ارائ

 )ماتریس مک کولی ( 

.   ≤. . .  ≤ باشند کره  و . . . و  چند جمله ایهای همگن پایا از درجه ی   و . . . و  فرک کنید 

 را به یورت زیر تشکیل می دهیم :  از درجه ی و . . . و  در این یورت ماتریس مک کولی پایای 

                                                 
15 - Macauly 
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را بدست مری آوریرم. اگرر آنهرا را  کلیه ی تک جمله ایهای ابتدائی از درجه ی  ابتدا برای هر 

 بنامیم ، آنگاه سطرهای ماتریس مک کولی از چند جمله ایهای زیر بدست می آیند . و . . . و  

و . . . و    و . . .  و . . . و  و . . . و 

ایهرای ابتردائی از درجره هرا تعرداد ترک جملره  سطر خواهد داشت .که در آن  لذا ماتریس 

می باشند، به عبرارتی اگرر  می باشد. ستونهای ماتریس متناظر با تک جمله ایهای ابتدائی از درجه ی   

سرتون   اتریس دارای نمایش دهیم، آنگراه مر  و . . . و  را با  تمام تک جمله ایهای ابتدائی از درجه ی 

 می باشد .  در چند جمله ایهای ام  ضریب  - خواهد بود و ستون 

یک چند جمله ای است که می توان آن را به یورت  ،  و هر  حا  به ازای هر 

نوشت. اما از آ نما که کلیه ضرائب عملگر رینولد یک تک جملره ای برا  و . . . و   ترکیبی از عملگر رینولد 

در نظر گرفرت. مراتریس  و . . . و  هم برابرند، ستونها را می توان متناظر با خود تک جمله ایهای ابتدا ئی 

 ش می دهیم، به عبارتی داریم :نمای ضرائب فوق ر ا با  

                                                    

     )4-8( 

که در آن     می باشد .  در  چند جمله ای    ضریب  

تعداد چند جمله ای هرا  درجه ی ماتریس این مرحله و از الگوریتم باشیم که  مرحله ی فرک کنید در 

از ماتریس مک کولی را محاسبه می کند و سپس تقلیل یافته  پایا ابتدا زیر ماتریس  -می باشد .الگوریتم 

 می آوریم . ی سطری آن را بدست
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ها  به ماتریس افزوده می شوند ، که در آن  ، بایستی ضرا ئب سطرهای  به  -1برای گذر از گام 

 می باشند که ترم پیشروی هیچ یرک از سرطرهای  تمام تک جمله ایهای ابتدا ئی از درجه ی 

 می باشد .( ماتریس سطری پلکانی  نیستند. ) 

به منظور ذخیره سازی و بازیابی چندجمله ایهائی که منمر به ایماد سطرهای جدید در مراتریس مری شروند بره 

 در نظر بگیرریم کره در آن  به میدان  را به عنوان یک نگاشت از  هنگام ضرورت بهتر است ماتریس 

می باشد که توسرط یرک ترتیرب درجره ای   یک زیرممموعه ی متناهی از  زیر ممموعه ای متناهی از 

 ممموعه  مرتب شده است و در آن 

 باشد. می های ابتدائی از درجه ی ممموعه ی تک جمله ای  تمام تک جمله ایها و 

 در  که متناسب با ممموع حایل ضرربهای  بوسیله ی اندیس    یک سطر در ماتریس

 می باشد، مشخص می شود . 

یرک  را معرفی می کنیم . تررم پیشرروی و چندجمله ای  بردار 

، به عبارتی  می باشد . قرار داد می کنیم  سطر همان ترم پیشروی چند جمله ای متناظر با  

 می باشد. از ماتریس  متناظر با سطر  هر اندیس 

 عمل سطری مقدماتی زیر را مورد توجه قرار می دهیم :

      )4-2( 

می باشد و همچنین این عمل را وقتی بکار می برریم کره شررط   متعلق به  و  متعلق به میدان  که در آن

 اضافه ی زیر برقرار باشد : 

    )4-3( 
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 پایا ( -)محک  

، متعلق . در این یورت سطر باشد که  ترم پیشروی سطر   فرک کنید  

 با اندیس کوچکتر می باشد . سطرهای  به فضای برداری تولید شده  توسط

 متناظر با انردیس   است که  ترم پیشروی یکی از سطرهای  ماتریس برابر  می دا نیم  

 (. . ) زیرا   می باشد، که در آن 

 می باشد ، لذا  ترکیب خطی از حایل ضربهای   و ای موجود است که  بنابراین 

              )4-4(   

یک چند جمله ای از درجه ی  می با شند و بنابراین   تک جمله ای از درجه ی   که در آن 

 می باشد . داریم : 

        )4-5( 

 نتیمه می شود : (4-4) عادله یکه از م

 

                   )4-6( 

تروان مری می باشد که  یک چندجمله ای از درجه ی   توجه کنید که چند جمله ای  

نوشت، بنابراین عنایرر  ولد تک جمله ایهائی از درجه ی آن را به یورت  ترکیب خطی از عملگر های رین

 چنان موجودند که : از درجه  و ... و  و تک جمله ایهای  متعلق به  و ... و  

   

    (7-4)  
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از درجره ی  است )بنا به آنچه گنته شرد ( و  یک چند جمله ای از درجه ی  چند جمله ای 

می باشد و در نتیمه چند جمله ای بدست آمده  چند جمله ای از درجه ی  می باشد، بنابراین  

 می باشد .  وی فوق متعلق به از تسا

و جمله دوم  متعلق به فضای برداری تولید شده  توسط  سطر های  (4-6)بنابراین جمله ی او  رابطه ی 

 با اندیس کوچکتر می باشد و داریم : ترکیب خطی از سطرهای 

         )4-1( 
 پایا را  با هر ترتیب دلخواه ارائه می دهیم .  -اکنون الگوریتم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

A-7:  پایا -الگوریتم 

INPUT: homogeneous polynomial invariant (  with 
degree   a maximal degree D 

OTPUT :  The elements of degree at most D of reduced  SG- bases 
of  ( for  

For j   from   1   to   m   do  
        

     For  d  from   to D do   
               

 
                                                             IF d<  then 
                                                                                                    

                                                                                                              E l se                                                   
                                                                              IF d=  then                        

 
 

add new row 

(R(m).  that  do not 
appear as leading mpnomials in the   with index( i 

, m) in   

Compute   by Gaussian elimination from   add to   all 

rows of  not reducible by LT(  

RETURN [  
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 پایا  -درستی الگوریتم  

از پایه سراگبی گروبنرر تقلیرل یافتره از  Dدرجه ی حداکثر تمام عنایر از  i ≤m ≥1پایا برای هر -الگوریتم  

 .را تولید می کند 

درایرن یرورت تنهرا سرطر   وانمام می دهیم. نخسرت فررک کنیرد   iو اثبات را با استقرا روی 

بدست می آید وستون های ماتریس، متناظر با ترک  .R(1) ماتریس مک کولی از چند جمله ای 

و    و  می باشند. در ایرن حالرت داریرم  جمله ایهای ابتدائی از درجه ی 

 و   حکم برای شروع استقراء درست است. حا  فرک می کنیم حکم بررای 

را  ایرده آ   ، بایستی ثابت کنیم سطر هرای  برقرار باشد وقرار می دهیم 

  ، مولردی بررای  )LTتولید می کند، زیرا در این یورت نتیمه می شود 

می باشد. بنابراین کافی  مولدی برای می باشد و در نتیمه جملات پیشروی 

 ، چندجملره ای از درجره ی   است نشان دهیم برای هر تک جمله ای ابتردائی ماننرد

 تولید می شود. بدین منظور دو حالت در نظر می گیریم :   بوسیله ی سطر های 

                                 بره وسریله    )2-1-4 (در این یورت بنا به گرزاره ی   )LTحالت او  : فرک کنید 

 ی سطرهای ماتریسی که اندیس کوچکتر دارد تولید می شود و حکم بنا به فرک استقرا درست است .

بوسریله ی الگروریتم بره عنروان سرطری  شرود  حالت دوم : اگر حالت او  برقرار نباشد، آنگاه نتیمه می

 قرار گرفته و این اثبات را کامل می کند .  از

 را ارائه می دهیم : پایا - اکنون مثالی از  الگوریتم

 باشد، می توان نشان داد که : ر با سه متغیی   گروه جایگشتی  فرک کنید           
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      )4-9( 

 در نظر می گیریم . را روی حلقه ی ترتیب درجه ای با شرط 

 فرک کنید:

        )4-80( 

 محاسبه می کنیم . برای  1، یک پایه ساگبی گروبنر از درجه حداکثر  پایا -با توجه به الگوریتم 

تولیرد مری شرود کره  مراتریس   2 ،  بررای درجره ی داریم  1در مرحله او  برای درجه ی 

 سطرهای آن از ضرائب چند جمله ایهای زیر به دست می آید :

 
 براین :بنا

      

   

(88-4) 

 بنابراین چند جمله ای جدید بوجود نمی آید .  داریم   با انمام عملیات سطری پلکانی روی 

از ضرا ئب چند جمله ایهای زیر بدست می  تولید می شود. سطرهای ماتریس  ، ماتریس  3در درجه ی

 آید .

 

      )4-82(  

 

 



 

 

88
 

 

 

 

 بنابراین 

                           

      

 

است ، لذا نتیمه ای حایل نمری شرود .  با خود آن برابر یعنی  که ماتریس سطری پلکانی توجه کنید 

اضرافه کنریم ،  را بره  را محاسبه می کنیم . برای اینکار کافی است چند جملره ای  اکنون ماتریس 

 بنابراین داریم :

                                 

 
 

                                  داریم :  بعداز اعما  سطری پلکانی روی 

 
 

اضافه مری کنریم لرذا   حایل می شود که آن را به   بنابراین چند جمله ای 

 داریم : 

 
 

 ی آید:توسط ضرا ئب چند جمله ایهای زیر به دست م  ، سطرهای ماتریس 4در درجه 
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 بنابراین داریم :

 

 

 

                               

 
 

 

با خود آن برابر است ،  بنابراین چند جمله ای جدیدی حایرل نمری   ، یعنی   ماتریس سطری پلکانی 

تیمه چند جمله ای جدیدی بوجود نمی آیرد . عملیرات را نیز همین حالت پیش می آید و در ن شود . برای 

 ادامه می دهیم . 1برای  درجه ی 

 توسط ضرا ئب چند جمله ایهای زیر بدست می آید : سطرهای ماتریس 
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 لذا داریم :

 

 

 

                                 

 
 

 ا عملیات سطری پلکانی داریم : ب

بدست مری آیرد متعلرق بره تررم پیشرروی  و  با اضافه کردن سطرهای  حا  ماتریس 

   سطرهای 

 شود . حذف می از سطرهای ماتریس  می باشد، بنابراین 

   لذا داریم : 

       

 



 

 

91
 

 

 

 

 

 با انمام عملیات سطری پلکانی داریم :

 

اضرافه  حایل می شود کره آن را بره    بنابراین یک چندجمله ای جدید

 پایان می پذیرد و داریم : می کنیم . الگوریتم

          )4-83( 

 یک پایه ساگبی گروبنر تقلیل یافته است . که 

 روشی برای پیدا کردن پایاهای ثانویه  :4-2

 ارائه می دهیم .  ویه پایا برای  محاسبه ی پایاهای ثان -در این بخش  کاربردی از الگوریتم  

            )4-84( 

جبر متناهیاً تولید شده  است. ممموعه ی ایرن مولردها را ممموعره ی پایاهرای  -به عنوان یک   بنا براین 

یک مدو  روی  به عنوان  چنان موجود است که  مانند  متناهی از  نامیم. لذا زیر ممموعه ای اساسی 

 با تولید متناهی است  .  جبر 



 

 

92
 

 

  عنوان یک مدو  روی جبر   به   هرگاه نامیم را یک ممموعه ی پایای اولیه  از   زیر ممموعه ی

به  با این خاییت مینیما  باشد . در این یورت به هر مولد مینیما    با تولید متناهی باشد و تعداد اعضای 

 یک ممموعه ی پایای  ثانویه گوئیم . عنوان یک مدو  روی جبر 

پایاهای اولیه داده شده اند، در الگوریتمی که ارائه می دهیم از درجه و تعداد پایاهای  دراین بخش فرک می کنیم

 ثانویه استناده می شود .

 را ارائه می دهیم . برای ارائه ی این الگوریتم گزاره ی زیر ازمقاله ی 

 و برای یک ممموعه پایای اولیه  فرک کنید 

 باشند ، دراین یورت : درجه ی   

 : تعداد پایاهای ثانویه برا بر است باالف: 

          )4-85(  

 به یورت زیر تعریف می شود : درجه ی پایاهای ثانویه باشند آنگاه سری هیلبرت  و . . . و  ب: اگر 

        )4-86( 

 

 باشد .  ایده آلی از    فرک کنید

 نباشد .   متعلق  به    استاندارد نامیم هرگاه را نسبت به ایده آ   الف : تک جمله ای ابتدائی  

را یک چند جمله ای پایای اسرتاندارد  نسبت به   از تک جمله ای استاندارد ب : چند جمله ای پایای 

 نامیم . نسبت به ایده آ  

تشرکیل   فضای بررداری  -باشد، در این یورت ممموعه ی زیر یک پایه برای  ایده آلی از  فرک کنید 

 می دهد
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باشرند. برا اسرتناده از الگروریتم  عضوی از  و  گروبنر برای ایده آ   یک پایه  فرک کنید

و  تقسیم می کنیم . الگوریتم زمانی پایان می پذیرد که به ازای هر ترم از باقیمانده ماننرد  را به  تقسیم پایا 

 مضرب هیچ یک از جملات پیشرروی اعضرای  ، به عبارتی  داشته باشیم  به ازای هر 

 ابتدائی نباشد. حرا  اگرر باقیمانرده را   ، آنگاهداشته باشیم  یا   اگر برای ترمی مانند   نباشد و

 ند که :چنان موجود و اسکالرهای  از  و ... و  بنامیم تک جمله ایهای ابتدائی 

        )4-87( 

، از ای داشرته باشریم : . اگر بررای داریم    اما برای هر 

 است ، لذا  یک پایه ساگبی برای  آنما که 

          )4-81( 

 چنان موجودند که :  ای متعلق به و   ای متعلق به  

          )4-89( 

یکری از جمرلات  . اما این برا اینکره بایستی یک تک جمله ای باشد، بنابراین    لذا

است . در ادامه اثبات می   فضای برداری  -مولدی برای  باقیمانده است در تضاد است. بنابراین ممموعه ی 

 مستقل خطی هستند . بدین منظور فرک کنید داشته باشیم : در  کنیم که عنایر 

        )4-20( 

 .  هیچ جمله ی مشترکی ندارند لذا باید و ... و  از آنما که 

 مستقل خطی هستند . بدین ترتیب حکم ثابت می شود  در  بنابراین عنایر 
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ویه نسربت بره ممموعره ی پایرای اولیره یک ممموعه ی پایای ثان ممموعه ی عنایر همگن 

فضای برداری باشد  -به عنوان   یک پایه برای  در است اگروفقط اگرتصویر   

. 

باشررررد  پایررررای ثانویرررره نسرررربت برررره و فرررررک کنیررررد 

 در و از آن نتیمره مری شرود تصرویر  در این یورت ابتردا نشران مری دهریم  و

شرود. تولید می  مدو  توسط  -به عنوان یک  است. با توجه به  فرک داریم که   مولدی برای  یعنی

 چنان موجودند که:  از  در نظر می گیریم  عنایر  از عضوی مانند 

         )4-28( 

 . ملاحظه می کنیم که: 

 تولید می شود . ضای برداری ینر است که توسطف  وو لذا  

فضای برداری  باشد . می خرواهیم  -به عنوان    پایه ای برای  بالعکس فرک می کنیم که 

در نظر می گیریم، بدون  از است. عضوی مانند  برای  یک پایای ثانویه نسبت به ثابت کنیم که

 باشد، داریم: از درجه  کاستن از کلیت مسئله می توان فرک کرد که 

         

(22-4)  

 وجودند که:چنان م از  لذا عنایر 

           

(23-4)  

 لذا 
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          )4-24( 

 چنان موجودند که :  از بنابراین عنایر     

         )4-25( 

 ذا و ل     

               )4-26(  

.لررذا  داریررم   اسررت وبرررای هررر همگررن از درجرره  حررا  از آن جررا کرره 

 . 

از  و  از  عنایر  هر برای  . همانند قبلداریم   همچنین برای هر 

 چنان موجودند که : 

        

 (27-4)  

 داریم : و هر   همانند قبل می توان نشان دادکه برای هر 

           )4-21( 

بار ایرن اتنراق بیافترد لرذا  با ادامه این روند درجه این جملات مساوی یک خواهد شد. فرک می کنیم پس از 

 داریم :

       )4-29( 

 . که در آن 

 

 



 

 

96
 

چنان موجودنرد  از  . لذا عنایر داریم  بنابراین برای هر 

 که :

        

 (30-4)  

 داریم :(4-32)با جایگذاری روابط به دست آمده در رابطه 

         )4-38( 

 .  داریم :  که در آن برای هر 

 .است و بدین ترتیب حکم ثابت می شود برای  یک پایای ثانویه نسبت به لذا 

باشد، آنگاه ممموعه  ولیه برای یک ممموعه پایای او  یک ایده آ  از اگر  

  برابر است با یک ممموعه پایای ثانویه نسبت به  عنایر پایای استاندارد نسبت به 

. 

می باشرد قبرل  پایه ای برای فضای برداری  ممموعه عنایر پایای استاندارد نسبت به 

   است با یک ممموعه پایای ثانویه نسبت به برابر 

 ممموعه پایای ثانویه نسبت به   برای   با داشتن پایای اولیه  با توجه به قضایای گنته شده، 

 ر ا می توان محاسبه کرد . برای ایده آ     

 و . . . و  پایا را برای  - وریتم محاسبه ی پایاهای ثانویه را ارائه می دهیم . ا لگوریتم  اکنون می توانیم الگ 

بکار می بریم . پایاهای استاندارد ) پایاهای ثانویه ( را محاسربه مری کنریم . الگروریتم بره  از درجه ی حداکثر 

 :یورت زیر است  

 

 



 

 

97
 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

A                         -8-  الگوریتم محاسبه ی پایاهای ثانویه 

 

 اکنون مثالی از ا لگوریتم گنته شده ارائه می دهیم :

 گروه ماتریسی تعریف شده به یورت زیر باشد :   فرک کنید

 

 باشند که  ممموعه ای از پایاهای اولیه  همچنین 

 داریم : 1-2-4برای محاسبه ی پایاهای ثانویه ابتدا باید تعداد آنها برای ما مشخص باشد، بنا به گزاره 

 .4 =  = و درجه ی  2 =  = و درجه ی  2 =  = درجه ی 

 را درنظر گرفته ایم ( . رتیب درجه ای با شرط ) ت 

 

  

 INPUT: A set of primary invariants(Homogeneous polynomials  

invariants (  with degree    

OTPUT :  The secondary invariant 

Calculate the number and degree  

   Standard :={}:  

For  i  from  1  to  t  do  

         the set  of initial monomial of degree  of    

 

RETURN    
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موجودند. بنا بره گرزاره ی گنتره شرده  و  و  و  ازدرجه ی  و  و  و  بنابراین پایاهای ثانویه ی 

 : داریم

       )4-32( 

 

سرری  16را محاسبه کنیم با توجه به تعریف مولین و  و  و  حا  با توجه به فرمو  فوق، باید درجه های 

 هیلبرت حلقه های پایا از فرمو  زیر به دست می آید :

        )4-33( 

 

 بنا براین برای گروه ماتریسی منروک می توان محا سبه کرد که :

       )4-34( 

 

 داریم : (4-34)و (4-32)با مقایسه ی دو سری هیلبرت بدست آمده یعنی روابط

         )4-35( 

 را می توان به یورت زیر محاسبه کرد : تحت گروه  از طرفی عملگر رینولد 

 

 

 

 

   )4-36( 

                                                 
2- molien 
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 داریم : 3ی رجه حا  با توجه به الگوریتم گنته شده در د

برابررر  3. بنررابراین ممموعرره ی چندجملرره ایهررای اسررتاندارد از درجرره ی  و   

 می باشد .  

. بنرابراین چنرد و   : داریم 4برای درجه ی 

    است زیرا : 4چندجمله ای استا ندارد از درجه ی   جمله ای 

 ممموعه ی استانداردهای به دست آمده می باشد.  در نتیمه ممموعه ی  

 به یورت زیر به دست می آیند : و  و  و  بنابراین پایاهای ثانویه 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پیوست
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 فارسی   -واژه نامه انگلیسی الف(

Coefficient                                                                                                    ضریب 

Degree                                                                                                          درجه 

Element                                                                                                        عنصر 

Finite                                                                                                           تناهی 

Fundamental                                                                                                اساسی 

Group                                                                                                            گروه 

Homogeneous                                                                                                 همگن 

Ideal                                                                                                            ایده آ 

Infinit                                                                                                       نامتناهی 

Initial                                                                                                         ابتدائی 

Input                                                                                                           ورودی 

Invariant                                                                                                         پایا 

Irreducible                                                                                            تحویل ناپذیر 

Leading Coefficient                                                                                 ضریب پیشرو 

Leading Monomial                                                                          تک جمله ای پیشرو 

Leading Term                                                                                           ترم پیشرو 

Lexicographical Oreder                                                                          ترتیب قاموسی 

Monomial                                                                                             تک جمله ای 

Monoid                                                                                                         تکواره 
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Normal Form                                                                                             فرم نرما 

Output                                                                                                       خروجی 

Partial                                                                                                          جزئی 

Polynomial                                                                                           چند جمله ای 

Primary                                                                                                         اولیه 

Reduced                                                                                                  تقلیل یافته 

Reduction                                                                                                      تقلیل 

Relation                                                                                                        رابطه 

Remainder                                                                                                 باقیمانده 

Ring                                                                                                              حلقه 

Secondary                                                                                                     ثانویه 

Standard                                                                                                   استاندارد 

Sub matrix                                                                                             زیر ماتریس 

Symmetric                                                                                                   متقارن        

Unique                                                                                                  منحصر بنرد 

Valid                                                                                                           یحین 

Variable                                                                                                        متغیر 

Vector Space                                                                                         فضای برداری 

 

 انگلیسی -( واژه نامه فارسی ب
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Initial                                                                                                         ابتدائی 

Standard                                                                                                   استاندارد 

Fundamental                                                                                                اساسی 

Primary                                                                                                         اولیه 

Ideal                                                                                                            ایده آ 

Remainder                                                                                                 باقیمانده 

Invariant                                                                                                         پایا 

Irreducible                                                                                            تحویل ناپذیر 

Leading Term                                                                                           ترم پیشرو 

Leading Monomial                                                                          تک جمله ای پیشرو  

Monomial                                                                                             تک جمله ای 

Monoid                                                                                                         تکواره 

Reduction                                                                                                      تقلیل 

Reduced                                                                                                  تقلیل یافته 

Secondary                                                                                                     ثانویه 

Solution                                                                                                        جواب 

Partial                                                                                                          جزئی 

Polynomial                                                                                           چند جمله ای 

Ring                                                                                                              حلقه 

Degree                                                                                                          درجه 
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Relation                                                                                                        رابطه 

Sub matrix                                                                                             زیر ماتریس 

Leading Coefficient                                                                                 ضریب پیشرو 

Coefficient                                                                                                    ضریب 

Valid                                                                                                           یحین 

Element                                                                                                        عنصر 

Normal Form                                                                                             فرم نرما 

Vector Space                                                                                         فضای برداری 

Groulp                                                                                                            گروه 

Finite                                                                                                          متناهی 

Symmetric                                                                                                   متقارن 

Variable                                                                                                        متغیر 

Unique                                                                                                   منحصر بنرد 

Infinit                                                                                                       نامتناهی 

Input                                                                                                           ورودی 

Homogeneous                                                                                                 همگن 
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