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در اين پايان نامه با استفاده از روش تفاضل محدود، به شبيه سازي معادله انتقال حرارت دو بعددي 

گذرا در يك ميله استوانه اي پرداخته و با استفاده از روش معكوس گراديان مزدوج و با فرض معلوم 

ت. معدادتت بودن دما در نقاط ترموكوپل به تخمين ضريب هدايت حرارتي جسد  ادددام شدده اسد

تفاضلي بكار رفته جهت شبيه سازي جملات ديفرانسيلي در محاسبه مشدتقات مكداني اول و دوم ، 

مركزي مرتبه دوم و در محاسبه مشتقات زماني پيشروي مرتبه اول مي باشد. مقادير ترموكوپدل بدا 

 اضافه كردن خطا به مقادير بدست آمده از حل دديق شبيه سازي شده است. 

 

 ضريب هدايت حرارت –روش گراديان مزدوج  –دي : روش معكوس كلمات كلي
 

 

 

ABSTRACT 

 

An inverse analysis is applied to estimate simultaneously the 

constant thermal conductivity coefficients for cylindrical 

materials by using the conjugate gradient methods. Simulated 

measured input temperature data are generated by adding errors 

to the exact temperatures. Direct problem solved by finite 

difference method. 

 

Keywords: 

Inverse method, thermal conductivity, conjugate gradient 

method 
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 فصل اول
 

 

 مقدمه
 

 

 

 

 

 روري بر كارهاي گذشتهم -2-2

 

 هدف پايان نامه -2-2

مسائل هدايت حرارتي را مي توان به دو دسمت مستقي  و معكوس تقسي  نمود. در مسائل 

مستقي  كه كاربرد بيشتري يافته اند، هندسده، شدرايم مدرزي، شدرايم اوليده و همخندين خدوا  

ه مورد بررسي با اسدتفاده از حدل ترموفيزيكي معلوم بوده و هدف محاسبه توزيع دما در داخل ناحي

معادتت حاك  مي باشد. در مسائل معكوس كه اخيراً مورد توجه بيشدتر ددرار گرفتده و كاربردهداي 

زيادي نيز يافته اند، تعدادي از اين اطلاعات نامعلوم بوده و هدف تخمين آنها با استفاده از دماهداي 

نوع مسائل از نظدر رياضدي بددخي  بدوده و بده اندازه گيري شده در داخل ناحيه حل مي باشد. اين 

شدت به خطاهاي اندازه گيري حساس مي باشند. استراتژي كلي در حل اين مسائل ، مينيم  كردن 
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يك تابع هدف كه معموتً مجموع مربعات خطا انتخاب مي شود، با استفاده از يك روش تكراري مي 

 باشد. 

 

 

 

 رئوس مطالب -2-2

 پرداخته شدده اسدت.مفاهي  اوليه مسائل معكوس هدايت حرارتي  مباني وبه در فصل دوم 

و  تقسي  بندي مسائل معكوس هدايت حرارتديمفهوم مسئله مستقي  و معكوس و تفاوت بين آنها، 

( بررسدي خواهندد شدد. در بخدش 4-2( و )3-2روش هاي معكوس هدايت حرارتي در بخش هاي )

بعد از تعريف چند مفهوم كار بدردي  ائه شده است.ار( مشكلات مسائل معكوس و راه حل آنها 2-5)

به پايان مدي مانند ضريب حساسيت ، با ذكر كاربردهاي روش هاي معكوس در مهندسي فصل دوم 

 رسد.

روش گراديان مزدوج را كه يكي از سدريع تدرين و دديدق تدرين روش هدا در مسدائل  در فصل سوم

در آخر الگوريت  حل مسدائل توسدم  داده شدهمعكوس است، همراه با يك مثال گام به گام توضيح 

 ( ارائه شده است.5-3در بخش )روش گراديان مزدوج 

در فصل چهارم موضوع اصلي پايان نامه يعني تعيين ضريب هدايت حرارتي دطعه مددور روش حدل 

( مربوط به مسئله مستقي  است كه جدز  تينفدك هدر مسدئله 1-4معكوس انجام مي شود. بخش )

شد. تعريف فيزيك مسئله، توصيف رياضي، بي بعد سازي و در نهايت مجزاسازي براي معكوس مي با

( 2-4حل عددي معادله ديفرانسيل به روش تفاضل محدود از بخش هاي اين فصدل اسدت. بخدش )

مربوط به مسئله معكوس است. در اين بخش روابم ارائه شده در فصل سوم ، براي مسئله مورد نظر 

 استخراج مي شود.
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سي نتدايج حاصدل از آن ارائده فصل پنج  حل مسئله نمونه با استفاده از برنامه كامپيوتري و برردر 

( 2-5شايان ذكر است كه داده هاي آزمايشگاهي با استفاده از روشدي كده در بخدش )گرديده است. 

آورده شده است شبيه سازي مي شوند. اين نوع شبيه سازي در مسدائل معكدوس عمدومي و مفيدد 

 است.

 

 

 فصل دوم
 

 

 مباني و مفاهيم اوليه مسائل معكوس هدايت حرارت
 

 

 

 

 

 م و معكوسيف مسائل مستقيتعر -2-2

هاي فيزيكدي را تسدريع هاي عددي براي مدل سدازي پديددهتوسعه كامپيوترها، رشد روش

باشدد.  براي مدل سازي يك پديده فيزيكي به يك مدل رياضي و يك روش حل نياز مي كرده است.

هاي رياضي معموت به صورت يك سري معادتت ديفرانسيل و يدا روابدم انتگرالدي داده سيونفرموت

سدازي مسدائل هددايت سدازي نمدود.  مدلتوان پديده فيزيكدي را مدلشوند، كه با حل آنها ميمي

باشدد. بدراي حرارتي نيز به مانند ديگر پديده هاي فيزيكي با حل معادتت حاك  آن امكان پذير مي

 مسائل هدايت حرارتي اطلاعات زير مورد نياز است:حل 
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 هندسه ناحيه حل 

 شرايم اوليه 

 شرايم مرزي  

 خوا  ترموفيزيكي 

 و محل و ددرت ترمهاي منبع اگر وجود داشته باشند.

آيد. اين نوع مسائل را مسائل توزيع دما در داخل ناحيه حل به دست مي، بعد از حل معادتت حاك 

ها شامل اند. اين روشها پيش توسعه يافتههاي حل مسائل مستقي  از سال.  روشگويندمستقي  مي

گردند. علاوه بدر ايدن هاي حل مسائلي با هندسه پيخيده و همخنين مسائل غير خطي نيز ميروش

هداي اوليده عمددتا بدر مبنداي ها نيز بررسي گرديده اسدت. روشپايداري و يكتائي جواب اين روش

ها بيشتر براي مسائل خطي و با هندسه هاي ساده دابل اسدتفاده اند. اين روشبودههاي تحليلي حل

هاي عددي كه عمدتا با توسعه كامپيوترها توسعه يافتده اندد، داراي ايدن محددوديت هستند.  روش

 نبوده، بنابراين براي كاربردهاي مهندسي بيشتر مورد توجه هستند.

باشدند. اخير مورد توجه درار گرفته اند، مسائل معكدوس ميدسته اي ديگر از مسائل كه در سالهاي 

باشدد. در در اين نوع مسائل يك و يا تعدادي از اطلاعات مورد نياز براي حل مسدتقي ، موجدود نمي

عوض اطلاعات اضافي كه معموت شامل دماهاي اندازه گيري شده در داخل ناحيه حل بوده، معلدوم 

 بيان كرد. "معلول"از طريق اندازه گيري  "علت"ن به يافتن تواهستند. اين نوع مسائل را مي

 براي حل مسائل معكوس بطور كلي به دو ابزار زير نياز مي باشد:

 يك روش مجزاسازي براي حل مسئله مستقي   -1

يك روش معكوس، براي پايدار كردن مسئله بد وضع كه معموتً شامل يك روش تكدراري بدراي  -2

 هدف مي باشد. مينيم  كردن يك تابع

 

 يت حرارتيروش هاي مجزاسازي مورد استفاده در مسائل معكوس هدا - 2-2
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ت حرارت را ميتوان به روش هاي عددي و يدا تحليلدي حدل يمعادتت حاك  بر مسائل هدا

نمود. روش هاي تحليلي بيشتر مناسب براي مسائل خطي با هندسه سداده مدي باشدند در حاليكده 

ن براي مسائل غيرخطي و با هندسه پيخيده نيز استفاده كدرد در ارزيدابي روش هاي عددي را ميتوا

 عيارهاي زير مورد توجه مي باشند.يك روش عددي، م

 با هندسه پيخيده و ابعاد اختياريدابليت اعمال روش به مسائلي  -1

ال دابليت اعمال روش به مسائل مرزي بدون محدوديت در انتخاب نوع و تعداد شرايم مرزي اعم -2

 شده در طول مرز

 ابليت اعمال روش به مسائل غيرخطيد -3

 ددت و زمان كامپيوتري مورد نياز روش -4

روش هاي عددي اصلي كه در مسائل مختلف انتقال حرارت و مكانيك سياتت بده كدار ميروندد بده 

 شند:شرح زير مي با

  روش اختلاف محدود(FDM) 

  روش المان هاي محدود(FEM) 

 رزي روش المان هاي م(BEM) 

هر يك از اين سده روش كاملاً عمومدي مي باشند و هر يك از آندها را ميتوان به عنوان مكمل روش 

هاي ديگر در نظر گرفت. در وادع در يك مسئله خا  ممكن است كه يكي از اين سه روش نسدبت 

المدان هداي به روش هاي ديگر داراي امتياز باشد. به عنوان مثال، گرچه روش المان هاي مدرزي و 

محدود به مسائل غيرخطي با خوا  ترموفيزيكي تابع دما توسعه يافته اند ولي به نظر مي رسد كده 

روش اختلاف محدود براي اين گونه مسائل مناسدب تدر مدي باشدد و يدا اسدتفاده از روش اخدتلاف 

بده محدود در مسائلي با هندسه نامنظ  ممكن است مشكل باشد. در هر سه روش ذكدر شدده نيداز 

شبكه بندي به منظور حل معادتت حاك  مي باشد ولي در روش المان هاي مرزي اين شبكه بندي 
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فقم بر روي مرز صورت مي گيرد. اين مسئله باعث شده است كه روش المان هاي مرزي نسبت بده 

 ه باشد.دو روش ديگر داراي امتيازات دابل توج

 

 

 

 روش هاي معكوس هدايت حرارتي -2-3

كوس هدايت حرارتي را مي توان به دو دسته متدوالي و تمدام دامنده تقسدي  روش هاي مع

[. در روشهاي تمام دامنه كه عمدتاً در كشور روسيه توسعه يافته اند ، تخمدين بده صدورت 1نمود ]

همزمان براي تمام فاصله زماني حل صورت مي گيرد ولي در روش هاي متوالي، كه عمدتاً در آمريكا 

اند، تخمين به صورت گام به گام انجام مي گردد. چندين مقاله در مورد مقايسده  توسعه پيدا نموده

 [ اشاره نمود. 2روشهاي معكوس وجود دارد كه از آن جمله مي توان به مرجع ]

 روشهاي متوالي داراي امتيازات زير نسبت به روش هاي تمام دامنه هستند.

 تابع دامنه هستند. امكان خطي سازي در مسائلي كه خوا  ترموفيزيكي -1

در اين نوع مسائل مي توان با محاسبه خوا  ترموفيزيكي در دماهاي گدام زمداني دبلدي مسدئله را 

 خطي سازي نمود. 

 امكان استفاده از روش در مسائلي با زمان حقيقي -2

 اين كارائي به خصو  در مورد كاربردهاي كنترلي از اهميت زيادي برخوردار است. 

 الي معموتً نياز به زمان و حافظه كامپيوتري كمتري دارند. روش هاي متو -3

مهمترين روش معكوس متوالي موجود، روش تخمين توابع متوالي مي باشد. ايدن روش ابتددا بدراي 

[. همخنين 3مسائل يك بعدي ارائه شد ولي بعداً استفاده از آن به مسائل دوبعدي نيز توسعه يافت ]

ن پارامتر و همخنين مسائل غيرخطي استفاده مي شدود. در مسدائلي از اين روش براي مسائل تخمي
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ميتوان با تركيب روش با روش تنظي  تيخونو پايداري حل را  كه خطاهاي اندازه گيري بات مي باشد،

 بهبود بخشيد.

روش متوالي ديگري كه بايد به آن اشاره نمود روش ددم زدن مكاني است. اين روش داراي ويرايش 

ي است ولي به اندازه روش تخمين توابع متوالي، كاربرد نيافته است. دو نوع روش تمدام هاي متعدد

كه كاربرد بيشتري يافته اند، روش تنظي  تيخونو و روش هاي تنظي  تكراري مي باشند. ايدن  دامنه

دو روش نسبت به روش تخمين توابع متوالي از پايداري بهتري برخوردار هستند. از ميان روش هاي 

[. ويرايش متوالي از 4ظي  تكراري، روش گراديان هاي مزدوج داراي همگرائي سريع تر مي باشد ]تن

تر اين روش نيز ارائه گرديده است ولي نشان داده شده اسدت كده ويدرايش متدوالي ايدن روش بيشد

 امتيازاتش را از دست  مي دهد.

 

 تقسيم بندي مسائل معكوس هدايت حرارتي -2-4

هاي مختلف دسته بندي نمود. در يك روش تقسي  بنددي، توان به روشمسائل معكوس را مي

 توان به دو دسته زير تقسي  كرد:مسائل معكوس را مي

 مسائل تخمين پارامتر 

 مسائل تخمين تابع 

باشد. اين تقسي  بندي را براي  مسائل معكوس هددايت تقسي  بندي بات يك تقسي  بندي كلي مي

 بندي زير توسعه داد:توان به تقسي  حرارتي مي

 مسائل تخمين شرط مرزي مجهول 

 مسائل تخمين پارامتر 

 مسائل تخمين شرط اوليه 

 مسائل تخمين هندسه ناحيه حل 

 مسائل ديگر 
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مسائل تخمين شرط مرزي، معموت شامل تخمين شار حرارتي مجهدول بدر حسدب دماهداي انددازه 

دت به خطاهاي اندازه گيدري حسداس گيري شده در داخل ناحيه حل هستند. اين نوع مسائل به ش

باشدند زيدرا در ايدن ندوع در حقيقت مسائل تخمين شرط مرزي نوعي مسئله تخمين تابع مياست.

 مسائل شرط مرزي معموت تابع زمان و يا مكان است. 

هاي معكوس، عمدتا تخمين شار حرارتي مورد توجه است.  زيرا با تخمدين در توسعه روش

توان به راحتي  دما و يا ضريب انتقال حرارت را نيز به دست آورد.  اين ميشرط مرزي شار حرارتي 

شود. تعيين شرط كار به وسيله حل مستقي  و با معلوم بودن دماي سيال در تماس با مرز انجام مي

تواند به عنوان يك مسئله معكوس مستقل انجام شود. ولي نشان داده شده است مرزي دما، خود مي

ين شار حرارتي از روي اين دما مشكل بوده و به يك مسدئله نيمده معكدوس منجدر كه تخم ]5،8[

شود. بنابراين بيشترين توجه در مطالعات انجام شده بر روي تخمين شدار حرارتدي بدوده اسدت. مي

توان به دو روش انجام داد. در روش اول همانطوريكه دبلا گفته شدد، تخمين ضريب جابجائي را مي

اند از طريق محاسبه شار حرارتي انجام گيرد. راه دوم تخمين ضريب جابجدائي بده تواين تخمين مي

باشد. در اين روش مسئله، تبديل به يدك مسدئله غيدر خطدي وسيله يك روش مستقل معكوس مي

خدود  ]3[ توان نشان داد كه در مسائل تخمين ضريب جابجائي، ضريب حساسيتگردد؛ زيرا ميمي

تعداد اجدزا  . استفاده از اين روش زماني دابل توجيه است كه بتوان با آنتابعي از جواب مسئله است

 مجهول را كاهش داد.

مسائل تخمين پارامتر، شامل تخمين يك پارامتر اسدت كده بيدانگر خدوا  فيزيكدي يدك سيسدت  

باشد.  در اين نوع مسائل معموت تعداد پارامترهاي تخميندي محددود هسدتند. حتدي در حرارتي مي

غير خطي، مثلا تخمين ضريب هدايت حرارتي به صورت تابعي از دما، معموت حداكثر سه يا مسائل 

شوند. اين نوع مسائل معموت غير خطي هسدتند؛ حتدي اگدر معدادتت چهار پارامتر تخمين زده مي

حاك  بر حل مستقي  آنها خطي باشند. پارامترهائي كه معموت تخمدين آنهدا مدورد توجده هسدتند، 

 باشند.  يت حرارتي، جرم مخصو ، گرماي ويژه و ضريب نفوذ حرارتي ميضريب هدا
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مسائل تخمين شرط اوليه به ندرت مورد بررسي درار گرفته اند زيرا اين نوع مسائل كاربرد كمتدري 

نسبت به ديگر مسائل معكوس دارند. در اين نوع مسائل، تخمين شرط اوليه با كمك تعدادي دمداي 

باشد. يكي از اولين كارهاي گزارش شده در زمينه مسدائل معكدوس د نظر مياندازه گيري شده مور

تخمين شرط اوليه بوده است كه در آن كار تلاش شد دماي اوليه سطح زمين با اسدتفاده از دمداي 

 فعلي آن تخمين زده شود.

باشد، مسدئله مدورد بررسدي يدك مسدئله تخمدين زمانيكه هندسه حل كاملا مشخص نمي

توان به تخمين محل سطح جامد در يدك مداده مدذاب در د.  از اين دسته مسائل ميباشهندسه مي

تواند تخمين محل يك سوراخ با اعمدال حال انجماد با اندازه گيري دما اشاره كرد.  مسئله ديگر مي

 شار حرارتي معلوم و اندازه گيري دما در چند نقطه باشد. 

 باشد.و محل يك ترم منبع ميدرت تعيين دشامل  دسته ديگر از مسائل معكوس

 

 مشكلات حل مسائل معكوس هدايت حرارتي -2-5

بودن آنها به مانند اكثر مسائل معكوس   1مشكل حل مسائل هدايت حرارتي معكوس بدوضع

باشد.در اين دسمت دتيل بدوضع بودن اين مسائل از نظر رياضي شرح داده خواهد شد و سدپ  مي

 گردد.معكوس هدايت حرارتي بيان ميبا يك مثال مشكلات حل مسائل 

باشند.  مفهوم مسائل خدوش وضدع اولدين بدار بده مي 2مسائل مستقي  هدايت حرارتي خوش وضع

باشد، اگر حدل آن مسدئله بيان گرديد.  طبق تعريف وي يك مسئله خوش وضع مي وسيله هادامارد

 شرايم زير را ارضا نمايد:

 حل وجود داشته باشد.-1

 .حل يكتا باشد-2

 حل در برابر تغييرات كوچك در ورودي هاي حل پايدار باشد.-3

                                                 
1 Ill-Posed 

2  Well-Posed 
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در مسائل هدايت حرارتي وجود و يكتائي جواب مسئله با دتيل و تجربيات فيزيكي نشان داده شده 

ها يعني دما هاي اندازه مشكل موجود در مسائل معكوس عدم پيوستگي حل نسبت به ورودي است.

. ن شرط از شروط سه گانه بدات نيسدتمسائل معكوس داراي سومي باشد.  به عبارتيگيري شده مي

تواند باعث ناپايداري حل مسئله گردد.  اهميت اين بنابراين خطاهاي كوچك در اندازه گيري دما مي

بدراي نشدان دادن  .حساسيت به اين علت است كه اندازه گيري دما هميشده بدا خطدا همدراه اسدت

 يمده بينهايدت بدا دمداي اوليده صدفر را در نظدر بگيريددمشكلات حل مسائل معكوس يك جسد  ن

 .گيردجس  در معرض شار حرارتي پريوديك زير درار مي 0t (. براي زمان(1-2))شكل

(2-1) ,cos)( 0 tqtq  

 

باشد. بعد از گذشت شرايم گذرا ارتي اعمال شده ميترتيب دامنه و فركان  شار حر به و  0qكه

 باشدو رسيدن به شرايم شبه پايا، توزيع دما در جس  به صورت زير مي

(2-2) ,
42

cos
2

exp),( 0













































xtx

k

q
txT

 

 اشند. ببه ترتيب ضريب نفوذ حرارتي و ضريب هدايت حرارتي مي k كه در رابطه بات

( نشان ميدهد كه پاسخ دمدائي نسدبت بده شدرط مدرزي اعمدال شدده ميدرا گرديدده و 2-2) رابطه

شود. اين دو اثدر باشد. به عبارت ديگر پاسخ دمائي با تاخير دريافت ميهمخنين داراي تاخير فاز مي

 يابند. يعني عمق افزايش ميxميگويند كه هر دو اثر با افزايش  2و ميرائي 1را به ترتيب تاخير

 tتوان به اين نتيجه رسيد كه براي تخمين يك شار حرارتي كه در زمدان از بررسي تاثير تاخير مي

هداي كده روش هاي آينده اسدتفاده نمدود. بده ايدن دليدل اسدتشود بايد از دماهاي زماناعمال مي

با استفاده از دماهاي درائت شده در همين  t مال شده در زمانمستقيمي كه در آنها شرط مرزي اع

 شوند، ناپايدار هستند.زمان تخمين زده مي

                                                 
1.Lagging 

 2.Damping 
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 ( را در نظر بگيرد2-2) براي بررسي اثر ميرائي دامنه نوسانات دما در رابطه
























2
exp)( 0 x

k

q
xT

 

(2-3) 

 

 در معرض يك شار حرارتي پريوديك قرار گرفته است.يك جسم نيمه بينهايت كه  (2-2)شكل

و يا فركان  نوسانات به صورت نمائي كداهش  x شود كه اين دامنه نيز با افزايش عمقمشاهده مي

گيدري شدده يابد. به صورت معكوس اگر هدف تخمين شار حرارتي با استفاده از دماهداي انددازهمي

در دامنه دماي اندازه گيري شده باشد، دامنه اين خطا به صورت نمائي  خطائي باشد، در صورتي كه

 نوسدانات دمدانوشتن دامنه شار حرارتي بر حسدب دامنده  توان باگردد. اين مسئله را ميتشديد مي

 .مشاهده نمود
























2
exp)(0 xxTkq

 

(2-4) 

هاي بزرگي در شار حرارتي تخمدين تواند به خطابه عبارتي يك خطاي كوچك در اندازه گيري مي 

 زده شده منتهي گردد. 

 

 هاي معكوسمعيارهاي مقايسه روش -2-6
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در دو دهه اخير تعداد زيادي روش معكوس هدايت حرارتي به وسيله محققدين ارائده شدده 

معيارهاي زير را پيشنهاد نمدود.  نكتده اينكده در بسدياري از  1ها، بكاست.  براي مقايسه اين روش

باشد.  بلكه اين معيارها، مقياسدي هاي معكوس هدايت حرارتي تمام معيارهاي زير موجود نميروش

 هاي ارائه شده است.بررسي روشبراي 

دما و يا شار حرارتي تخمين زده شده بااستفاده از دماهائي بدون خطاي اندازه گيري، داراي ددت -1

 باتئي باشند.

 ري حساس نباشد.روش بايد نسبت به خطاهاي اندازه گي-2

نمايدد كده روش بايد براي گامهاي زماني كوچك پايدار باشد.  اين مسئله اين امكان را فراه  مي-3

در يك فاصله زماني مشخص بتوان اطلاعات بيشتري را نسبت بده حالتيكده گامهداي زمداني بدزر  

 شوند به دست آورد.انتخاب مي

 شتر دماسنج را داشته باشد.روش بايد دابليت استفاده از يك يا تعداد بي-4

روش نبايد محدوديت پيوسته بودن مشتق اول شار حرارتي را داشته باشد.  به عنوان مثال روش -5

 بايد امكان تخمين يك شار حرارتي پله اي و يا مثلثي را داشته باشد

 نبايد در روش نياز به داشتن زمان دديق اعمال شار حرارتي مجهول را داشت.-8

 د محدود به هيچ تعداد مشخصي مشاهده باشد.روش نباي-7

 باشد. )چند جنسي( مركب هايديوارهروش بايد دابل اعمال به -6

 روش بايد دابل اعمال به مسائلي با خوا  ترموفيزيكي تابع دما باشد.-2

 روش بايد دابل اعمال به مسائل با مقاومت تماس باشد.-11

 نمود. بايد بتوان به سهولت روش را كامپيوتري-11

 زمان كامپيوتري مورد نياز نبايد خيلي بات باشد.-12

                                                 
1 Beck 
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استفاده كننده نبايد نيازمند اطلاعات بسيار بات در رياضي به منظور درك و استفاده از روش را -13

 داشته باشد.

 روش بايد دابليت اعمال به انواع سيستمهاي مختصات را داشته باشد.-14

 ائلي كه در آنها بيش از يك سطح فعال وجود دارد، داشته باشد.روش بايد دابليت اعمال به مس-15

روش بايد داراي پايه آماري بوده و بتوان انواع فرضيات آماري را بر روي خطاهاي اندازه گيدري -18

 اعمال كرد

 

 2مفهوم ضريب حساسيت -2-7

ندازه ضريب حساسيت اولين بار به وسيله بك معرفي گرديد و به عنوان مشتق متغيري كه ا

گدردد.  ايدن ضدريب اهميدت شود، تعريدف ميشود نسبت به متغيري كه تخمين زده ميگيري مي

شود. علاوه بدر زيادي در حل مسائل معكوس دارد و باعث ايجاد سهولت در حل مسائل معكوس مي

 معكوس را دبل از حل تحليل نمود. توان با استفاده از آن مسئلهاين مي

 گردد.يف ميدو نوع ضريب حساسيت تعر

ضريب حساسيت نسبت به شرط مرزي كه در فاصله زماني نامحدودي اعمدال گدردد. كده بده آن -1

 ضريب حساسيت پله اي ميگويند.

1 ضريب حساسيت نسبت به شرط مرزي كه در فاصله زماني محدودي-2 MM tt  اعمال گردد. كه

 گويند.به آن ضريب حساسيت پالسي مي

 شودسيت پله اي نسبت به شار حرارتي به صورت زير تعريف ميضريب حسا

 
,

q

T
Z

k

i,mk

i,m





 

(2-5) 

 اندي  مولفه شار حرارتي است.  k هاي زمان و دماسنج وبه ترتيب اندي  iو  mكه در رابطه بات 

                                                 
1. Sensitivity Coefficient 
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همخنين  شرايم اوليه و مرزي براي يك مسئله خطي يك بعدي نمونه بده صدورت معادتت حاك ، 

 زير است

(2-8) lx0  ,
t

T1

x

T
2

2










 

(2-7) 0t  ),t(q
x

)t,0(T
k 1






 

(2-6) 0t  )(
),(

2 tq
x

tlT
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(2-2) lx0  )()0,( 0 xTxT  

1)( روابم حاك  بر ضريب حساسيت نسبت به tq نسدبت  ( 2-2( تا )8-2) با مشتق گرفتن از روابم

1)(به tq آيدبه صورت زير به دست مي : 

(2-11) lx0  
t

Z

x

Z












1
2

2

 

(2-11) 0t  1
),0(
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(2-12) 0t  0
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tlZ
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(2-13) lx0  0)0,( xZ 

 : شودضريب حساسيت پالسي نسبت به شار حرارتي به صورت زير تعريف مي

(14-2) 
,

q

T
X

k

i,mk

i,m





 

1 شدار حرارتدي اعمدال شدده در فاصدله زمداني kqكه در رابطه بات فرض بر اين است كه MM tt 

 باشد.مي

( 8-2) در اين حالت معادتت حاك  براي محاسبه ضريب حساسيت پالسي با مشتق گرفتن از روابم

 آيدبه صورت زير در مي ( 2-2تا )

(2-15) lx0  
t

X

x

X
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(2-18) 
M1M ttt  1

),0(







x

tX
k

 

(2-17) 
MM tttt   ,1 0

),0(







x

tX
k

 

(2-16) 0t  0
),(







x

tlX
k

 

(2-12) lx0  0)0,( xX 

شود كه محاسبه هر دو نوع ضريب حساسيت معادل مدل كدردن يدك شدوك حرارتدي مشاهده مي

باشند.  در مورد ضريب حساسيت پالسي، معادله حاك  مشابه يك مسئله هدايت حرارتدي گدذرا مي

1 است كه در آن يك شار حرارتي در فاصله زماني MM tt  اعمال شده اسدت. ايدن تعبيدر اهميدت

شود در توان فهميد شار حرارتي كه در اين فاصله زماني اعمال مييادي دارد زيرا با محاسبه آن ميز

تواند به منظور آناليز پايداري حدل معكدوس بده چه فاصله زماني به دماسنج ميرسد. اين مسئله  مي

 كار برده شود.

خدوا  نكته ديگدر اينكده روابدم بدات بدراي محاسدبه ضدريب حساسديت يدك مسدئله بدا 

باشد.  نكته ديگدر كده باشد.  در يك مسئله غير خطي اين ضريب تابع دما ميترموفيزيكي ثابت مي

هداي معكدوس از جملده روش در ارتباط يا ضريب حساسيت اهميت دارد اينكه، در بسياري از روش

يك ماتري   تخمين توابع متوالي  1T 
ZZ شود.  كه وارد روابم ميZ  ماتري  ضرايب حساسيت

ZZباشد.  هر چه مقدار دترمينان مي
T تدوان معكدوس كدرد.  تر ميبزرگتر باشد، ماتري  را آسان

 بنابراين پارامترهاي حل بايد به نحوي انتخاب گردند كه اين دترمينان برابر صفر نگردد.

 

 در مهندسيكاربردهاي روش هاي معكوس  -2-2

در سال هاي اخير روش هاي معكوس كاربردهاي زيدادي در صدنايع يافتده اندد.  محققدين 

آناليز و ايجاد روش هاي عددي جديد را مورد توجه  ،دانشگاهي و صنعتي مسائل مختلف مدل سازي

گيدري، كداربرد مسدائل معكدوس در صدنعت و هداي انددازهدرار داده اند.  با توجه به پيشرفت روش
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شگاه رو به افزايش است.  اين روش ها علاوه بدر مسدائل مهندسدي در مسدائل مربدوط بده علدوم دان

 طبيعي نيز كاربرد يافته اند.

 توان تقسي  كرد.كاربردهاي روش هاي معكوس در مسائل حرارتي را به سه دسته زير مي

 كاربرد در مسائل تعيين و شناخت-1

 كاربرد در مسائل طراحي-2

 رليكاربردهاي كنت-3

باشد. ايدن ندوع مسدائل شدامل ترين كاربرد مسائل معكوس مربوط به دسته اول ميمتداول

تحليل و آناليز داده هاي تجربي مي باشد.  در اين دسته از مسائل هدف تعيين يك تابع و يدا ثابدت 

باشد كه اندازه گيري مستقي  آن مشكل و يا غير عملدي اسدت.  دسدته دوم مسدائل كده شدامل مي

باشد، معموت شامل اندازه گيري نمي باشند.  بلكه رسيدن به يدك طراحدي و يدا طراحي مي مسائل

باشد.  بهينه سازي يك طرح از طريق مينيم  كردن يك تابع، تعريف كننده يك مسئله معكوس مي

اشاره كرد.  در بعضي موادع انجماد با سرعتي خا  مورد  1توان به مسئله استفانبه عنوان مثال مي

توان سرعت انجماد مورد نظر را تامين كرد. مسدائل باشد.  با تعيين شرط مرزي مجهول مير مينظ

)پدارامتر  باشند. در اين نوع مسائل هددف تعيدين علدتكنترلي سومين دسته از مسائل معكوس مي

ئله باشد.  در بسياري از مسائل از اين نوع، بايد يك مسدكنترل كننده( با اندازه گيري يك متغير مي

 معكوس را حل نمود. 

ترين كاربردهاي مسائل معكوس تعيين شرط مرزي مجهول و يا تخمين يك يكي از متداول

توان به تعيين ضريب جابجائي اشاره نمود.  تعيدين ايدن ضدريب باشد. به عنوان نمونه ميپارامتر مي

 ر داردنياز به تعيين دماي سطحي، دماي سيال و شار حرارتي با توجه به رابطه زي

(2-21) ),TT(hq as  

                                                 
 1.Stefan 
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باشدد.  تعيدين ضدريب شدار حرارتدي مي q به ترتيب دماهاي سطحي و سيال بدوده و aTو  sTكه

ندازه گيدري شدده بده حرارتي با استفاده از رابطه بات نياز به اندازه گيري دماي سطح دارد.دماهاي ا

وسيله دماسنجي كه بر روي سطح درار گرفته است، حاوي خطاي باتئي است.  اين خطا در مواردي 

اسدتفاده از يدك روش  h ابد.  راه مناسبتر براي محاسبهيباشد، افزايش ميكه سرعت سيال بات مي

 باشد.معكوس مي

كه راهي بدراي ددرار دادن ن ضريب انتقال حرارت زمانييك روش براي تعيي ]4[ در مرجع

دماسنج داخل جس  وجود ندارد ارائه گرديده است.  در اين روش جس  مورد نظر را در داخل يدك 

فلز مايع با نقطه انجماد پائين غوطه ور ميكنند.  در نتيجه يدك تيده از فلدز روي جسد  بده وجدود 

توان با حل يك مسئله استفان براي سطح خدارجي بده مي آيد.  ضريب انتقال حرارت  مجهول رامي

 ((2-2دست آورد. اين روش براي اجسام بسيار نازك نيز كاربرد دارد.)شكل)

باشدد. ايدن دسدته از هاي معكوس، تخمين شدار حرارتدي مييكي ديگر از كاربردهاي روش

وسديله اي را كده ( 3-2.  در شدكل)هسدتند مسائل بسيار نزديك به تخمين ضريب انتقدال حدرارت

نشدان داده شدده اسدت.  ايدن وسديله از يدك  ،توان از آن براي تعيين شار حرارتي استفاده كردمي

تواندد عدايق باشدد.  در سيلندر نازك با ديواره هاي عايق تشكيل شده است كده انتهداي آن نيدز مي

دو دماسدنج مدورد صورتيكه انتهاي آن عايق باشد، حدادل يك دماسنج و در صورتيكه عايق نباشد، 

 نياز است.
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 h يك روش تجربي براي تعيين (2-2)شكل

 

 

 ( وسيله تخمين شار حرارتي3-2شكل)

محل ( 4-2). در شكل]2[ مثال ديگر اين كاربرد، تخمين شار حرارتي بر روي ديواره يك كوره است

توان شار حرارتدي را ل حرارت يك بعدي ميدرار گيري دماسنج نشان داده شده است.  با فرض انتقا

هاي معكوس است. مسائل به دست آورد.  انتقال حرارت در داخل اجسام متخلخل كاربرد ديگر روش

 ي مجهول يا خوا  ترموفيزيكي است.مورد بررسي در اجسام متخلخل، تعيين شرط مرز

 

 هامحفظه احتراق همراه با دماسنج (4-2شكل)
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بررسدي شدده اسدت. ايدن  ]5[ سائل معكوس در زمينده متدالورژي در مرجدعكاربردهاي مختلف م

 توان به صورت زير خلاصه كرد.كاربردها را مي

 كنترل فرآيند گرم كردن يك جس  داخل كوره-1

 سازي فرآيند سرد سازي فوتد به منظور رسيدن به دماي سطحي مورد نظرمدل-2

 سي نفوذ فوتد در كربنسازي فرآيند كربنيزه كردن فوتد و بررمدل-3

 مدل كردن مسائل متالوژي پودر كردن-4

هاي معكوس بررسي گرديد نشان ميدهد كه بسدياري از مثالهائي كه در زمينه كاربرد روش

باشد. در وادع تعيين خدوا  ترمدوفيزيكي كده يكدي آنها شامل تعيين يك شرط مرزي مجهول مي

پذير اسدت.  هاي ديگر امكانياري از موادع با روشهاي معكوس است در بسديگر از كاربردهاي روش

هاي معكوس تعيين دابليت نفوذ يك جس  جامد است. نفدوذ در يدك يكي ديگر از كاربردهاي روش

رسدد. در ايدن حالدت نيدز گيرد و معمدوت بده حالدت پايددار نمديجس  جامد بسيار كند صورت مي

 هاي معكوس در مرجدعبردهاي ديگري از روشتوانند به كار گرفته شوند. كارهاي معكوس ميروش

 بررسي شده است. ]5[
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 فصل سوم
 

 

 روش گراديان مزدوج در حل مسائل معكوس
 

 

 

 

 

يدك روش  1گراديدان مدزدوجشده اسدت. يك روش براي تخمين پارامتر مجهول ارائه  فصلدر اين 

در فرآيندد تكدرار در هدر  تكرار دوي و ساده براي حل مسائل معكوس خطي و غير خطي مي باشدد.

مرحله،اندازه گام مناسب در امتداد جهت شيب به منظور كمينه كردن تابع هدف محاسبه مي شود. 

 اين روش شامل مراحل زير است:

  مسئله مستقي 

 مسئله معكوس 

 فرآيند تكرار 

 ملاك تودف 

 الگوريت  محاسبه 

 سئله نمونه مي پردازي .در زير به شرح هر يك از مراحل نام برده با استفاده از يك م

                                                 
1 . Conjugate Gradient Method 
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هدايت حرارت غير دائ  خطي در صفحه اي با ضخامت واحد بي بعدد مفدروض اسدت. دمداي اوليده 

، يك منبع حرارتي با  0tعايق مي باشد. در زمان  1xو  0xصفحه صفر و مرز هاي آن در 

tg)(توان  p  5.0بر واحد سطح، كه در نقطه ميانيx  (1-3، انرژي پخش مي كند.)شكل 

 

 يهندسه و مختصات صفحه با منبع حرارت -( 2-3شكل )

 مدل رياضي مسئله به شكل بي بعد بصورت زير است:

0,10 الف(-3-1)  tx t

txT
xtg

x

txT
p








 ),(
)5.0()(

),(
2

2


 

0,0 ب(-3-1)  tx 
0

),0(






x

tT

 

0,1 ج(-3-1)  tx 
0

),1(






x

tT

 

10,0 د(-3-1)  xt 0)0,( xT 

 

 تابع دلتاي ديراك مي باشد. (.)كه 
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 مسئله مستقيم -3-2

تقي  كه در بات شرح داده شد ، تعيين توزيع دما موضوع مسئله مس txT با مشخص بودن منبدع  ,

حرارتي   tg p .مي باشد 

 

 مسئله معكوس -3-2

در مسئله معكوس، منبع حرارتي  tg p  بعنوان مجهول و دماهاي انددازه گيدري شدده در

meanxxنقطه   در زمان هاي ،Iiti ,...,2,1,  بعنوان معلوم در نظر گرفته مي شدوند. بدراي حدل ،

چنين مسئله اي تابع مجهول  tg p ( خطي مي شود:2-3با استفاده از رابطه ) 

(3-2)   



N

j

jjp tCPtg
1

)(

 

 ، پارامترهاي مجهول هستند.jPم و ، توابع معلوjCكه در آن 

( تخمين تابع 2-3با توجه به رابطه ) tg p با تخمين N  پارامتر مجهولjP  معادل است . چندين

 حل مي شود: 1تخمين پارامتري با كمينه كردن نرم حدادل مربعات

(3-3)        PTYPTYPS
T

 

 

 فرآيند تكرار : -3-3

روند تكرار در روش گراديان مزدوج براي كمينه كردن   PS : طبق رابطه زير است 

(3-4) kkkk dPP 1

 

 عددد تكدرار kمي باشد و بات ندوي   3، جهت شيبkdو  2، اندازه گام جستجو kدر رابطه فوق 

 است. جهت شيب از رابطه زير محاسبه مي شود:

                                                 
1 . Least Squares Norm 

2 . Search Step Size 

3 . Direction Of Descent 
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(3-5) kkkk dPSd  )( 

 

 

 Ribiere-Polakموجود مدي باشدد كده از بدين آنهدا رابطده  عبارات متفاوتي براي ضريب 

 بصورت زير :

(3-8) 
,...2,1k 

00  
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j
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 بصورت زير : Fletcher-Reevesو رابطه 

(3-7) 
,...2,1k 

00  
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j
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j
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PS
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21

1

2

)(

)(



 

 مي باشد.

( ،عبددارت 7-3( و )8-3در روابددم )  j

kPSلفدده ، موj در تكددرار  1ام گراديددان مسدديرk ام

محاسدبه مدي  jP( نسبت به پارامترهاي مجهول 3-3است.گراديان مسير با مشتق گيري از رابطه )

 شود.

(3-6)       kTkk PTYJPS  2 
kJاست كه توسم رابطه زير تعريف مي شود: 2يت، ماتري  حساس 

(3-2)  
T

T

P

PT
PJ 














)(

 

 ام گراديان مسير با رابطه صريح زير دابل محاسبه است:jبنابر اين مولفه 

                                                 
1 . Gradient Direction 

2 . Sensitivity Matrix 
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 (3-11) Nj ,..,1      k

ii

I

i j

k

i
j

k PTY
P

T
PS 




 

1

2

 

دل يكديگر مي باشند، اما شواهد نشان مدي دهدد كده ( براي مسائل خطي معا7-3( و )8-3روابم )

 ( براي مسائل غير خطي همگرايي بهتري دارند.8-3رابطه )

( ظاهر مي شود با كمينه كردن تابع 4-3كه در رابطه ) kاندازه گام جستجو  1kPS   نسبت بده

k تعيين مي شود : 

(3-11)        111 minmin   kTkk PTYPTYPS
kk  

 ( :11-3)   ( در رابطه 4-3از رابطه ) 1kPبا جايگزين كردن 

(3-12)        kkkTkkkk dPTYdPTYPS
kk




 minmin 1

 

بردار دماي  kkk dPT   را با بسم سري تيلور خطي كرده و سپ  نسبت بدهk  كمينده مدي

 ي :كن

 الف(-3-13)
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-13-3ام ماتري  حساسيت است. بنابراين ، رابطه )iب( سطر -13-3توجه كنيد كه بردار معادله )

 الف( به شكل ماتريسي بصورت زير است:

 ج(-3-13)    
   kkTkk

kTkk
k

dJdJ

YPTdJ 


 

 ج( به پيوست مراجعه كنيد.-13-3الف( و )-13-3براي توضيح بيشتر در مورد استخراج روابم )
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، گراديان مسديرkJحساسيت  ماتري بعد از محاسبه  kPS ضدريب مدزدوج،k  و انددازه گدام

( تا بردراري شرط تودف كه بدر اسداس اصدل اخدتلاف 4-3تكرار توسم رابطه ) ، فرآيندkجستجو

 انجام مي شود. است،

 

 معيار توقف -3-4

، بدست آمده k(، با اندازه گام جستجو7-3( تا )4-3فرايند تكرار داده شده توسم روابم )

جهت كمينه كردن تابع هدف فدراه  نمدي ( لزوما روش گراديان مزدوج پايداري را 13-3از رابطه )

 كنند. زيرا دماي اندازه گيري شده ذاتا شامل خطاهاي تصادفي مي باشد. 

ممكن است در طول فرآيند كمينه كردن تابع هددف  بخاطر خصيصه بد وضع بودن مسائل معكوس،

در تعيدين  1" اصل اختلاف"نوسانات بزرگي را در جواب ها مشاهده كني . به هر حال، با بكار بردن 

 معيار تودف ، ممكن است روش گراديان خوش وضع شود.

 ، فرآيند تكرار ودتي متودف مي شود كه شرط زير بر درار باشد: "اصل اختلاف"بر اساس 

(3-14)   1kPS 

ردد. در اينجدا، ودتدي بگونه اي انتخاب مي شود كه منجدر بده حدل پايددار گد كه مقدار تلران  

تخمين زده شده ه  مرتبه با بزرگي خطاهاي اندازه مقاديرباديمانده بين مقادير اندازه گيري شده و 

 :خواهد شدگيري باشد، تكرار متودف 

(3-15) 
iimeani txTtY  ),()( 

اسدت. بدراي انحدراف  itمدان خطداي انددازه گيدري در ز 2انحراف اسدتاندارد iرابطه فوق،  كه در

tconsiاستاندارد ثابت، tan، ( داري :3-3( در رابطه )15-3با درار دادن رابطه ) 

(3-18) 2

1

2  I
I

i

i 
 

                                                 
1 . Discrepancy Principle 

2 . Standard Deviation 
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 الگوريتم روش گراديان مزدوج -3-5

دماهاي اندازه گيري شده  IYYYY ,...,, 21در زمانهداي ، Iiti ,...,1,   .0مفدروض اسدتP  ،

 درار داده و سپ : 0kمي باشد. Pحدس اوليه براي بردار مجهول 

موجدددود و تعيدددين بدددردار دمددداي  kP( بدددا اسدددتفاده از 1-3حدددل مسدددئله مسدددتقي  ) .1

 I

k TTTPT ,...,,)( 21. 

 ( و ادامه در صورت عدم مصداق.14-3بررسي صحت معيار تودف از رابطه ) .2

 (.2-3، از رابطه )kJمحاسبه ماتري  حساسيت  .3

محاسبه گراديان مسدير .4 kPS( بدا اسدتفاده از 6-3، از رابطده )kJ،Yو kPT   سدپ .

 (.7-3( يا )8-3از رابطه ) kمحاسبه ضريب مزدوج 

 (.5-3با استفاده از رابطه ) kdمحاسبه جهت شيب  .5

 و kJ ، Y( و مقدادير 13-3با استفاده از رابطده ) kمحاسبه گام جستجو  .8 kPT وkd. 

 (.4-3با استفاده از رابطه ) 1kPمحاسبه 

 و رفتن به گام اول. kبه جاي  1kجايگزين كردن  .7
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 فصل چهارم
 

 

 ستعيين ضريب هدايت حرارتي قطعه مدور به روش حل معكو
 

 

 

 

 

در اين فصل به توصيف يدك مسدئله فيزيكدي و شدبيه سدازي رياضدي آن بدا اسدتفاده از معدادتت 

 ل آن با يك روش عددي مي پردازي  ديفرانسيل و در نهايت ح

 

 ميمسئله مستق -4-2

معكوس مي باشد، لدذا دددت ايدن  از آنجاييكه حل مسئله مستقي  جز  تينفك هر مسئله

بخش بسيار حائز اهميت است. ددت مسئله مستقي  خود به دو عامل وابسته اسدت. يكدي ايدده آل 

معادله رياضي دابل حل مي شود، دوم روشدي  كسازي مسئله فيزيكي است كه در نهايت منجر به ي

 است كه براي حل آن معادله مورد استفاده درار مي گيرد.

 

 يف فيزيك مسئله توص -4-2-2

طي يك عمليات  0Tو با دماي اوليه  Rو شعاع L2فرض كنيد ميله اي استوانه اي با طول 

مدي شدود. هددف  حدرارت داده qدر يك بازه زماني محدود و با شار ثابت  0tحرارتي از لحظه 
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( شدماتيك 1-4مسئله مستقي  محاسبه توزيع دما در داخل ميله و در هر لحظه مي باشدد. شدكل )

 هندسه و شرايم فيزيكي مسئله را بيان مي كند.

 

 ( شماتيك فيزيك مسئله2-4شكل )

بدا زبدان  بدراي آنكده مسدئله توصيف فيزيكي يك مسئله ، بيان يك رويداد با شرايم وادعدي اسدت.

اينكده دمداي اوليده  مي باشدد.ساده سازي و فرضيات ايده آل سازي  نياز به، شودرياضيات توصيف 

مدي شدود فدرض  ثابت حرارت دادهجس  بطور يكنواخت توزيع شده است و يا جس  با شار حرارتي 

 هايي از اين دبيل هستند.

 

 توصيف رياضي مسئله -4-2-2

ي توان دريافت كده بدا يدك مسدئله در زمينده انتقدال با توجه به توصيف فيزيكي مسئله م

حرارت مواجه هستي . و از آنجاييكه دطعه يك ميله استوانه اي است، دستگاه مختصات اسدتوانه اي 

 براي توصيف رياضي بسيار مناسب مي باشد.

 صورت كلي معادله انتقال حرارت در دستگاه مختصات استوانه اي به شكل زير است :
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ندرخ  qظرفيت حرارتي،  cچگالي جس ،  ضريب هدايت حرارت،  kدما،  Tكه در معادله فوق 

zrمتر مربوط به بعد زمان و پارا tتوليد يا جذب حرارت،  ,, به بعدد مكدان در  طپارامتر هاي مربو

 ( مي باشند.1-4دستگاه استوانه اي و مطابق شكل )

 

 ( مختصات استوانه اي2-4شكل)

 ي( با اعمال فرض هاي ايده آل سازي به شكل ساده تدري در خواهدد آمدد. فدرض هدا1-4معادله )

 است :مسئله از اين درار 

 توليد يا جذب حرارت در جس  وجود ندارد

ckپارامتر هاي فيزيكي  ,, .ثابت و در كل جس  يكنواخت مي باشند 

 هندسه و شرايم مرزي جس  داراي تقارن محوري است

 :تبديل مي شودبه معادله زير  ,با اعمال فرضيات فوق معادله كلي
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( يك معادله مرتبه دو و غير دائ  است كه براي حل آن احتياج به دو شدرط مدرزي در 2-4معادله )

 راستاي شعاعي و دو شرط مرزي در راستاي طولي و يك شرط اوليه مي باشد.

به علت تقارن محوري، انتقال حرارت تنها در روي صفحه اي كه از محور استوانه مي گذرد بررسدي 

 ( نشان داده شده است.3-4عدي مسئله در شكل )مي شود. نماي دو ب
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 ( نماي دو بعدي مسئله همرا با شرايط مرزي3-4شكل )

 شرايم مرزي و شرط اوليه بصورت زير است:
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(4-4) 
0)0,,( TzrT  

تقارني وجود دارد. بنابراين مي  zو  r( مي توان دريافت كه نسبت به محور 3-4با توجه به شكل )

 توان فضاي محاسباتي را محدودتر كرد:

 

 تي محدود شده( فضاي محاسبا4-4شكل )

 ( اصلاح مي شوند:5-4( به صورت )3-4به اين ترتيب شرايم مرزي )
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 ي بعد سازيآناليز ابعادي و ب -4-2-3

 پارامتر هاي فيزيكي و واحد آنها آورده شده است: (1-4)در جدول 

 

 SIواحد  در( پارامتر هاي مسئله 2-4جدول )

 پارامتر واحد

K T 

m zr, 

3m

Kg

 
 

KKg
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sq 

 

ثانيه مي  sوات،  Wكيلوژول،  KJكيلوگرم،  Kgمتر،  mواحد كلوين،  بيانگر Kدر جدول فوق 

 باشد.
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 : بصورت زير بي بعد مي شوند( 1-4با استفاده از آناليز ابعادي پارامتر هاي اصلي جدول )

 

 ( پارامتر هاي بي بعد2-4جدول )

 پارامتر اصلي پارامتر بي بعد
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 ( به معادتت زير مي رسي :5-4( و )2-4با درار دادن پارامتر هاي بي بعد در معادله )
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 مجزاسازي -4-2-4

احتياج به يك روش مجزاسازي است تا با  ,براي حل هر مسئله شرط مرزي به روش عددي

تبدديل شدود. سدپ  بدا استفاده از آن معادله ديفرانسيل و شرايم مرزي آن به يك معادله جبدري 

. بدا شدودمشبندي كردن ناحيه مجهول ، فضاي پيوسته مجهول تبديل به يك فضاي گسسدته مدي 

 مدي به يدك دسدتگاه معدادتت جبدري ،بازنويسي معادله ديفرانسيل مجزا شده به ازاي هر مجهول

 كه با حل آن تابع ديفرانسيل در ناحيه حل بصورت گسسته بدست مي آيد. رسي .

از روش تفاضل محدود مرتبه دو براي گسسته سازي معادله ديفرانسيل استفاده مي شدود.  در اينجا

عبارات 
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  را كه در معادله ديفرانسيل ظاهر مي شوند با روابم زير جايگزين

 مي كني .
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)(,تزم به ذكر است كه در روابم فوق مشتق مكاني با تفاضدل مركدزي مرتبده دو  2hO,  و مشدتق

 مجزا مي شوند.,  hO)(,زماني با تفاضل پيشروي مرتبه دو 

اري ذ( و جايگ12-4( تا )2-4با استفاده از روابم ) 1kبا محاسبه تمامي مشتقات مكاني در زمان 

 ( و مرتب سازي به رابطه زير مي رسي :8-4آنها در معادله )
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عبدارات بايد مرتبده براي مجزا سازي شرايم مرزي 
z

T



  و
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 ,از مرتبده دو )( 2hOرا يد, باشدد. ز

مرزها به علت عددم تقدارن  يكه در روييه  مرتبه باشند. از آنجا يدمعادتت و جملات آنها با يتمام

مرتبه  يشرو و پسرويد از تفاضل پياستفاده كرد, با يتوان از تفاضل مركز يدر اطلاعات گره ها , نم

, , و اپراتدور تفاضدل پسدرو,شدرو,يبر اساس اپراتور تفاضل پ Dف اپراتور يتعر .دو استفاده كرد

 ر است :يبصورت ز
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 : Tن اپراتور بر تابع ي. با اعمال ابدست مي آيدبه دو مرت يبا احتساب دو جمله از بسم فوق خطا
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 يباشد. بطور مشابه برا ي( تفاضل پسرو م23-4شرو و )ي( تفاضل پ22-4رابطه )
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 ( :7-4( در عبارت )25-4( تا )22-4با درار دادن روابم )
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( 13-4بعد از شبكه بندي ناحيه حل و نوشتن رابطده ) .صورت ضمني مي باشد( ب13-4فرم رابطه )

با حل دستگاه توزيع تابع  به دست مي آيد.براي هر گره  يك دستگاه با ماتري  ضرائب پنج دطري 

T .بصورت گسسته و در نقاط گره بدست مي آيد 

 

 و اعتبار آن يسيكد نو -4-2-5

در دسدتگاه  ,يكه در معادله انتقال حرارت دو بعدد ياضيك تابع ريبا كمك  ن دسمتيدر ا

 يه و مدرزيم اوليه شراين كليبا فرض همگن بودن نمونه صدق كند و همخنو  يمختصات استوانه ا

  .يپرداز يمسئله م يه سازيد به شبيرا ارضا نما

ه مطابق رابطده يم اوليو شرا يم مرزي, شرال حاك  بر مساله يفرانسيهمانطور كه ذكر شد معادله د

ن يا يد. براين معادتت را ارضا نماي  كه ايهست ياضيازمند تابع رين ني( است. بنابر ا3-4( و )4-2)

  :يريگ ير را در نظر ميمنظور تابع ز

(4-27) CzetrtrzT t   sin4),,( 2  
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1,1,1با فرض   ck  ( را ارضا2-4( معادله )27-4, معادله ) يم مرزيبا اعمال شرا كند. يم 

  :ي( دار27-4بر معادله )

(4-26) 2/L 

(4-22) t

z eq  

(4-31) 
kR

q

2
 

Cو به ثابت  يكه با مقدار دهير ثابت هستند ، بطوريمقادC گدره هدا در لحظده  يدر وادع دمدا

  يا كاهش دما با گذشت زمان خواهيش ي،شاهد افزابه ثابت  يا منفيمثبت  يشروع و با مقدار ده

 بود.

انجام شد كه متن كد  MATLABكد نويسي براي حل معادله مجزا شده با استفاده از نرم افزار 

  ه است.در پيوست آورده شد

 يحل عددد يدهد. خطا يرا نشان م تحليليو حل  ين حل عدديب يسه اي( نمودار مقا5-4شكل )

باشد.  يم يحل عدد يبرا ين گراف اعتبار خوبيدرصد محاسبه شده است. ا 3226.0ن حالت يدر ا

 ينقداط نشدان مد يتمام يرا در دامنه حل برا ي بدست  آمده از حل عدديع دماي( توز8-4شكل )

 دهد.
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 يليو حل تحل يسه حل عددي( مقا5-4شكل )

 

 sec01.0tزمان  در يبدست آمده از حل عدد يع دمايش توزي( نما6-4شكل )
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 مسئله معكوس -4-2

هدف مسئله معكوس محاسبه تخمين ضريب هدايت حرارتي مجهول جسد  بدا اسدتفاده از 

له مستقي ، با استفاده از روش گراديان مزدوج كه در فصل سوم توضيح ديگر پارامتر هاي معلوم مسئ

 داده شد.

kPT][فرض مي كني  كه براي تخمين بردار مجهول    دما هاي اندازه گيدري شدده توسدم يدك

مشدخص ترموكوپل كه در داخل جس  و روي محور ميله درار دارد موجود مي باشد. از فصدل سدوم 

مساوي با تعدداد پدارامتر يا ( بايد بزرگتر Iداد دما هاي اندازه گيري شده در هر لحظه )كه تع است

NI( باشد يعني Nهاي مجهول )  از آنجاييكه تنها پارامتر مجهول مسئله .k  بنابراينمي باشد 

1N مي شوندپارمتر هاي مسئله بصورت زير تعريف  خواهد بود و : 

][kP   ،بردار مجهول









2

1

y

y
Y  ،بردار دماهداي انددازه گيدري شدده










2

1

T

T
T  بدردار دماهداي

 محاسبه شده.

شود. براي اين منظور روش  يل مربعات حل انجام متخمين پارامترمجهول با كمينه كردن نرم حداد

هاي گوناگوني در محاسبات عددي وجود دارد كه هر كدام از آنها مزيتهدا و معايدب خدا  خدود را 

دارند كه با شرايم مسئله متغير هستند. همانطوركه در فصل دوم ذكر شدد، روش گراديدان مدزدوج 

ي سريع تر مي باشد به همين خاطر در اينجا از جزو روش هاي تنظي  تكراري است و داراي همگرائ

 . شده استآن استفاده 

YTبا درار دادن بردار     :ي( دار3-3در رابطه ) ,

(4-31)    
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ii TYPS

 

 

روند تكرار در روش گراديان مزدوج براي كمينه كردن  PS ( است .4-3طبق رابطه) 

(3-4) kkkk dPP 1
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 ي( محاسبه مد5-3( و )13-3، جهت شيب از روابم )kd، اندازه گام جستجو و  kدر رابطه فوق 

 شوند.

(3-5) 1)(  kkkk dPSd  

 باشد.  يت مي  حساسياج به محاسبه ماتري( احت6-3( و )7-3طبق روابم ) محاسبه ضريب  يبرا

 ( بصورت زير تعريف مي شود:2-3ماتري  حساسيت طبق رابطه )

(4-32) 
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kP][و  يك بعديكه بردار مجهوتت يياز آنجا  باشد : يم 
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   :ي( دار6-3( در رابطه )23-4با درار دادن رابطه )
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 ( :7-3( در رابطه )24-3با درار دادن رابطه ) 
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YTبا درار دادن بردار     : يالف( دار-13-3در رابطه ) ,

(3-38) 
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 ( تا بردراري شرط تودف،انجام مي شود.4-3بعد از محاسبه روابم فوق، فرآيند تكرار توسم رابطه )
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 فصل پنجم
 

 

 حل مسئله نمونه و بررسي نتايج
 

 

 

 

 

حل يك مسئله با استفاده از داده هداي  ،ا استفاده از الگوريت  ارائه شده در فصل دبلبدر اين فصل 

 .ارائه شده استادعي و بررسي نتايج آن و

 

 فيزيك مسئله -5-2

cmLدطعده اي اسددتوانه اي بددا طدول 62  و شددعاعcmR 2    و مشخصددات ترمددوفيزيكي

Ckg

J
C

.
449  ،

3
7870

m

kg
  ،

Cm

W
k

.
2.80  و با دماي اوليهcT 200   طدي عمليدات

در يك بازه زماني  0tحرارتي از لحظه  30,0 ft  ثانيه و با شار ثابت
2

3104
m

W
q   گدرم

و   )0,5.1(در مختصات  ( به ترتيب1-5مطابق شكل ) 2TCو  1TCدو ترموكوپل به نام   مي شود.

 درار دارند. )1,3(

، با استفاده از حل مسئله مستقي  و به روش تفاضل محدود ضدمني كده در exactYداده هاي دديق ،

mmrzفصل چهار توضيح داده شد بر مبناي  1  1.0وt .محاسبه مي شوند 

 ( تغييرات دما با زمان را براي دو ترموكوپل نشان مي دهد.2-5شكل ) 
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 ( هندسه قطعه و مختصات ترموكوپل ها2-5شكل )

 

 ( تغييرات دما در نقاط ترموكوپل از حل دقيق2-5شكل )

 

 شبيه سازي ترموكوپل -5-2

 ، شبيه سازي مي شود.exactY، به مقدار دديق،دماي ترموكوپل با اضافه كردن ترم خطا، 

(5-1)  exactmeasured YY 
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در بدازه   ،يك عددد تصدادفي اسدت. بدراي توزيدع خطداي نرمدال ، انحراف استاندارد و كه 

576.2576.2    درار دارد. براي ايجاد اعداد تصادفي مي توان از رويهDRNNOR  از توابدع

  استفاده كرد. IMSLكتابخانه اي 

ثانيده نمدايش  ]30,0[( دما شبيه سازي شده ترموكوپل با روش فوق را براي بازه زماني 3-5شكل )

 . ما از اين مقادير بعنوان داده هاي اندازه گيري شده استفاده خواهي  كرد.مي دهد

 

 لپ( دماي شبيه سازي شده در نقاط ترموكو3-5شكل )

 

 بررسي نتايج -5-3

داده هاي شبيه سازي شده در بخش دبل به منزله دماهاي آزمايشگاهي خوانده شده توسم 

وجدود خواهدد داشدت. بدا  Yيك مقددار بدراي بدردار ترموكوپل ها مي باشد. بنابراين در هر لحظه 

 استفاده از اين مقدار بايد مقدار ضريب هدايت حرارتي در هر لحظه از زمان تخمين زده شود. 
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( خروجددي برنامدده كددامپيوتري را بددراي تخمددين ضددريب هدددايت حددرارت در زمددان 1-5جدددول )

sec30ft اوليه كوچكتر و بزرگتر از مقدار دديق نشان مي دهد. و براي حدس 

 Dو  Cو درحالدت  0، مقددار Bو  Aبرنامه براي چهار حالت متفاوت اجرا شدد. در حالدت 

به منزله عدم وجود خطا در مقادير خوانده شده از ترموكوپل مي باشدد  0است.  1مقدار 

 به مقادير دديق وارد مي شود. ( خطايي به اندازه 1-5با توجه به رابطه ) 1ولي در حالت 

براي حدس اوليده بزرگتدر از مقددار  Bبراي حدس اوليه كوچكتر از مقدار دديق و حالت  Aحالت 

 دديق آورده شده است.

 (2.80k) مقدار دقيق براي دو ترموكوپل( خروجي برنامه روش گراديان مزدوج 2-5جدول )

k S Iteration#  Initial Guess  

20 

10.1073 

52.3656 

80.1256 

80.279 

80.198 

80.2 

16.6737 

0.7616 

2.3128 

1.18e-5 

1.27e-5 

1.59e-8 

1.26e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

31 

0 K=20 A 

100 

74.33 

84.2376 

86.1133 

80.1631 

80.1983 

80.2001 

0.6558 

0.07705 

0.0325 

1.601e-5 

2.97e-6 

1.2526e-8 

1.21e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

27 

0 K=100 B 

20 

231.574 

83.052 

81.3468 

80.198 

80.34 

16.7322 

13.0254 

0.01511 

0.00246 

0.00050 

0.00085 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

1 K=20 C 
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80.3563 

80.3569 

0.00044961 

0.0004496 

30 

32 

100 

74.5959 

84.3904 

80.3119 

80.3915 

80.3567 

80.3569 

0.6448 

0.07459 

0.03279 

0.0004538 

0.0004521 

0.00044961 

0.0004496 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

1 K=100 D 

 

( نتدايج بدراي حددس اوليده 2-5در ادامه همين مسئله براي يك ترموكوپل بررسي شد. در جدول )

1000 k  0و به ازاي  1و هده مي شود با كاهش تعداد ترموكوپل آورده شده است. مشا

 ها، تعداد تكرار و درصد خطا افزايش مي يابد.

 (2.80k) مقدار دقيق ترموكوپل يكبراي ( خروجي برنامه روش گراديان مزدوج 2-5جدول )

k S Iteration#  Initial Guess  

100 

72.6823 

86.5682 

80.4904 

80.2379 

80.205 

80.2002 

0.3299 

0.065142 

0.039598 

8.7793e-5 

1.4329e-6 

1.657e-8 

1.3859e-9 

1 

5 

10 

15 

20 

30 

33 

0 K=100 B 

100 

73.8506 

87.1188 

81.3114 

80.8132 

80.8229 

80.8201 

80.8199 

0.30733 

0.054768 

0.038228 

0.00024901 

4.6276e-8 

9.624e-9 

4.5013e-11 

1.0298e-12 

1 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

34 

1 K=100 D 
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سه و پنج ترموكوپدل بدسدت آمدد. طبدق جددول   براي بررسي اثر تعدا ترموكوپل، نتايج براي تعداد 

مشاهده مي شود كه بر خلاف انتظار افزايش ترموكوپل منجر به افزايش خطا در  1براي ( 5-3)

 جواب خواهد شد.

 (2.80k) مقدار دقيق مقادير تخميني نسبت به تعداد ترموكوپل مقايسه (3-5جدول )

k تعداد ترموكوپل 

80.8199 1 

80.3569 2 

80.4041 3 

80.4437 5 

 

 نتيجه گيري و پيشنهادات -5-4

با توجه به داده ها در مي يابي  كه حدس اوليه بزرگتر همگرايدي را سدريع مدي كندد ولدي 

, درصدد خطدا 0مگرايي دديق تري دارد. از نتايج مشاهده مي شود كه براي حدس كوچكتر ه

تقريبا برابر صفر است. اين بدين معني است كه اگر ترموكوپدل هدا هديچ خطدايي در انددازه گيدري 

 2.0مقدار خطا برابدر  1نداشته باشند, مقدار تخميني برابر با مقدار دديق خواهد بود. اما براي 

 درصد است.

تعداد ترموكوپل ها همواره بايد بزرگتر يا مساوي با تعداد مجهوتت مسئله باشد. بدر خدلاف انتظدار 

، افدزايش تعدداد 0افزايش تعداد ترموكوپل ها منجر به تخمين دديق تدر نخواهدد شدد. بدراي 

، 1در ددت مسئله تاثير دابل توجهي ندارد ولي همگرايي را تسريع خواهد كرد. براي ترموكوپل 

ددت را كاهش مي دهد زيرا با اين كار خطاي بيشتري وارد محاسبات مدي  افزايش تعداد ترموكوپل

 شود.
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مرزي خا  بود.  مسئله اي كه در اين پايان نامه بررسي شد محدود به يك شكل هندسي و شرايم

مي توان همين مسئله را براي مواد مختلف با خوا  و رفتار متفاوت بررسي كدرد. تخمدين ضدريب 

پخش ، چگالي و ظرفيت گرمايي جزو مسائلي هستند كه مي توانند براي يك شرايم حرارتي خا  

 مورد بررسي درار گيرند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 48 

 مراجع

 
(1) OZISIK  M. ,   ORLANDE  H. R. B.,  Inverse  Heat  Transfer ,  

Taylor & Francis  (2000) .  

(2) Beck J.  V,  Blackwell  B.,  HAJI – Sheikh ,  Comparison  Of  Some  

Inverse  Heat  Conduction  Methods  Using  Experimental  Data ,  

International  Journal  Of  Heat  and  Mass  Transfer ,  Vol. 39,  No .  17, 

3649 – 3657 (1996) 

(3) Beck   J.    V.,    LIKOUHI  B. ,    Clair  St.,   Inverse  Heat 

Conduction : III – Posed  problems  , Wiley  Inverse  , New   York 

(1985). 

(4) Alifanov,   O.   M .,   Inverse  Heat  Transfer  Problems  ,  Springer – 

Verlag ,  New  York ( 1994 ) . 

(5) Kurpisz  K.,  Nowak  A.J.,  Inverse  Thermal  Problems ,  

Computatinal  Mechanics  Publication ,  USA  (1995) . 

(6) Kozdba, L. A.    Krukvsky, P. G.,   Methods  for  Solving  Inverse  

Heat Transfer  problems  , Naukova  Dumka , Kiev  1982 ( in Russian ) . 

(7) Sawaf, B. and Ozisik, M. N. , "Determining The Constant Thermal 

Conductivities Of Orthotropic Materials by Inverse Analysis", Int. Com. 

Heat and Mass Transfer,22,201-211,1995 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 49 

 MATLABتري با : كد كامپيو 2پيوست 
 

 

%1. Conjugate Gradient Method with Flecther-Reeves (or Polak-Ribiere) 
%   to find a vector x that gives a MINIMUM of a function (a scalar). 
%2. Ideas taken from J.R. Shewchuk and Numerical Recipes. 
 
%put initial guess here (x is an n-dimensional vector). 
%x=[-2 ; -3]; 
clc 
clear 
x=[100]; 
 
[F] = func(x); 
[F_prime] = dfunc(x); 
 
%From here in this m-file, I usually follow the notations in the 'pseudocode' of 

B4  
%in Shewchuk's note. 
 
r=-1.*F_prime; 
d=r; 
%g is for use in Polak-Ribiere 
g=r; 
delta_new=r'*r;  
delta_0=delta_new; 
fp = F; 
%ftol is a convergence tolerance 
ftol=1.e-7; 
ITERMAX = 10000; 
%Don't worry too much about this 
EPS=1.e-10; 
 
for iter = 1 : ITERMAX  
%disp(strcat('cg-',num2str(x))) 
%Doing the line search here. First bracket a minimum, then use Golden section 

to find it. 
%Not using Newton-Raphson as in Shewchuk. So you don't need the second 

derivative. 
  [ax,bx,cx,fa,fb,fc] = func_mnbrak(0,1,x,d); 
  [xt,golden] = func_golden(ax,bx,cx,x,d); 
%To recover vector x, which is along d at xt away from initial x. 
   x = x + xt.*d; 
%The function value at x is golden as returned by func_golden. 
   F = golden; 
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   [F_prime] = dfunc(x); 
 
   r = -1.*F_prime; 
   delta_old = delta_new; 
%This is Fletcher-Reeves 
   delta_new = r'*r; 
%This is Polak-Ribiere 
%   delta_new = (F_prime+g)'*F_prime; 
   beta = delta_new/delta_old; 
   d = r + beta * d ;  
   g = r; 
   if r'*d <= 0 
      d=r; 
   end 
%this convergence criterion is taken from NR. 
   if 2.*abs(F-fp) < ftol.*(abs(F)+abs(fp)+EPS) 
      iter 
      x 
      F 
      break; 
   end 
   fp = F; 
 
end 

 

 

 

 

func.m 

 

function [f_out] = func(x) 
%give your own function here. it is a scalar output 
 
%example function f_out = cos(x(1)).*cos(x(2)); 
 
%another example function cos x(1)cos x(2)exp(-sqrt(x(1)^2+x(2)^2)/4)  
 
%f_out = cos(x(1)).*cos(x(2)).*exp(-(x(1).^2+x(2).^2)^0.5/4); 
I=3; 
k=x; 
%Y=[99.3982;98.4812;97.3970]; 
%Y=[25.3231;25.2874]; 
%Y=[25.3031;25.2974]; 
%Y=[25.3231]; 
Y=[25.3031;25.2974;25.5268]; 
%Y=[25.3031;25.2974;25.5168;25.3933;25.5108]; 
T=fun(k); 
T=T'; 
S=(Y-T)'*(Y-T); 
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f_out = S; 
 
%here I try to maximise the function 
%f_out = -1.*f_out; 
disp(strcat(num2str(S),'|',num2str(x))) 
 
dfunc.m 

 

function [f_prime_out] = dfunc(x) 
% %give your own derivative here. it is a vector output in  
% % f_prime_out=(del/del(x1) del/del(x2) ... etc)' 
%  
% %f_prime_out(1) = -sin(x(1)).*cos(x(2)); 
% %f_prime_out(2) = -cos(x(1)).*sin(x(2)); 
%  
% expf = exp(-((x(1)^2+x(2)^2)^0.5)/4); 
% ss = -((x(1)^2+x(2)^2)^0.5)/4; 
%  
% %see func.m for function definition  
% %del func/del x(1) 
% f_prime_out(1) = cos(x(2)).*(-sin(x(1)).*expf-cos(x(1)).*expf.*ss.*x(1)); 
% %del func/del x(2) 
% f_prime_out(2) = cos(x(1)).*(-sin(x(2)).*expf-cos(x(2)).*expf.*ss.*x(2)); 
%  
% %here I tried to maximise the function 
% f_prime_out = -1.*f_prime_out'; 
k=x; 
e=1e-5; 
%Y=[99.3982;98.4812;97.3970]; 
%Y=[25.3231;25.2874]; 
%Y=[25.3031;25.2974]; 
%Y=[25.3231]; 
%Y=[25.3231;25.2874;25.5368]; 
Y=[25.3031;25.2974;25.5268]; 
%Y=[25.3031;25.2974;25.5168;25.3933;25.5108]; 
J=[0;0;0]; 
T=fun(k); 
J=(fun(k+e)-fun(k-e))./(2*e); 
J=J'; 
T=T'; 
DS=-2*J'*(Y-T); 
 
f_prime_out(1)=DS; 

 

func_mnbrak.m 

 

function [ax,bx,cx,fa,fb,fc] = func_mnbrak(ax,bx,x_in,d_in) 
 
%1. Uses a user-defined func.m 
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%2. To bracket a minimum from initial guess of ax and bx; see p.393 in 

Numerical Recipes F77.  
%3. I added axt=x_in+ax.*d_in, etc, for use in multidimensional conjugate 

gradient  
%   calculation, where the search direction is d. In NR, this step is  
%   performed by the function f1dim on p.413. 
%4. If you are following us, the outputs from these function are all scalars. 
%5. Nothing too interesting here, unless you are hunting a bug. 
 
GOLD=1.618034; 
GLIMIT=100.; 
TINY=1.e-20; 
 
axt=x_in+ax.*d_in; 
[fa]=func(axt); 
bxt=x_in+bx.*d_in; 
[fb]=func(bxt); 
 
if fb > fa  
  dum=ax; 
  ax=bx; 
  bx=dum; 
  dum=fb; 
  fb=fa; 
  fa=dum; 
end 
 
%first guess for c 
cx=bx+GOLD.*(bx-ax); 
cxt=x_in+cx.*d_in; 
[fc]=func(cxt); 
 
while fb >= fc 
 
     r=(bx-ax).*(fb-fc); 
     q=(bx-cx).*(fb-fa); 
     u=bx-((bx-cx).*q-(bx-ax).*r)./(2.*abs(max(abs(q-r),TINY)).*sign(q-r)); 
     ulim=bx+GLIMIT.*(cx-bx); 
     if (bx-u).*(u-cx) > 0.  
        ut=x_in+u.*d_in; 
        [fu]=func(ut); 
        if fu < fc   
           ax=bx; 
           fa=fb; 
           bx=u; 
           fb=fu; 
           break; 
        elseif fu > fb  
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           cx=u; 
           fc=fu; 
           break; 
        end 
        u=cx+GOLD.*(cx-bx); 
        ut=x_in+u.*d_in; 
        [fu]=func(ut); 
     elseif (cx-u).*(u-ulim) > 0.  
        ut=x_in+u.*d_in;  
        [fu]=func(ut); 
        if fu < fc  
           bx=cx; 
           cx=u; 
           u=cx+GOLD.*(cx-bx); 
           fb=fc; 
           fc=fu; 
           ut=x_in+u.*d_in; 
           [fu]=func(ut); 
        end 
     elseif (u-ulim).*(ulim-cx) >= 0  
           u=ulim; 
           ut=x_in+u.*d_in; 
           [fu]=func(ut); 
     else 
            u=cx+GOLD.*(cx-bx); 
            ut=x_in+u.*d_in; 
            [fu]=func(ut); 
     end 
     ax=bx; 
     bx=cx; 
     cx=u; 
     fa=fb; 
     fb=fc; 
     fc=fu; 
end     
 

func_golden.m 

 
function [xmin,golden] = func_golden(ax,bx,cx,x_in,d_in) 
 
%1. Given bracket points ax, bx, cx, this function finds the minimum with tol;  
%   return independent variable as xmin (a scalar!) and function value as golden.  
%   See NR F77, p.394 
%2. Uses a user-defined func.m 
%3. I added x1t=x_in+x1.*d_in, etc, for the use of multidimensional conjugate  
%   gradient method. This step is performed by f1dim in NR on p.413. 
%4. Like in func_mnbrak.m the outputs from this function are again scalars. 
%5. You may want to change tol here. 
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tol=1.e-7; 
R=0.61803399; 
C=1.-R; 
 
x0=ax; 
x3=cx; 
if abs(cx-bx) > abs(bx-ax)  
  x1=bx; 
  x2=bx+C.*(cx-bx); 
else 
  x2=bx; 
  x1=bx-C.*(bx-ax); 
end 
x1t=x_in+x1.*d_in; 
[f1]=func(x1t); 
x2t=x_in+x2.*d_in; 
[f2]=func(x2t); 
 
while abs(x3-x0) > tol.*(abs(x1)+abs(x2)) 
      if f2 < f1 
         x0=x1; 
         x1=x2; 
         x2=R.*x1+C.*x3; 
         f1=f2; 
         x2t=x_in+x2.*d_in; 
         [f2]=func(x2t); 
      else 
         x3=x2; 
         x2=x1; 
         x1=R.*x2+C.*x0; 
         f2=f1; 
         x1t=x_in+x1.*d_in; 
         [f1]=func(x1t); 
      end 
end 
 
if f1 < f2 
  golden=f1; 
  xmin=x1; 
else 
  golden=f2; 
  xmin=x2; 
end 

 

fum.m 

function h=fun(k) 
%disp(strcat('fun-',num2str(k))) 
% Physical Parameter 
R=0.01;%m 
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L=0.01;%m 
%k=80.2;%W/m.k Iron(Fe) 
c=449;%J/kg.k 
q=4e3;%W/m^2 
ro=7870;%kg/m^3 
T0=20; 
% Calcucation Domain 
n=11; 
m=11; 
i=1:n; 
j=1:m; 
hz=L/(m-1); 
hr=R/(n-1); 
z=(j-1)*hz; 
r=(i-1)*hr; 
T=ones(n,m).*(T0); 
dt=0.1; 
tf=30; 
maxitr=floor(tf/dt); 
tc1=[1 6]; 
tc2=[6 m]; 
tc3=[6 1]; 
%tc4=[6 6]; 
%tc5=[n 6]; 
% Implicit Method 
for time=1:maxitr 
for i=1:n 
    for j=1:m 
        if (i==1 | i==n) | (j==1 | j==m) 
            if j==m 
                T(i,j)=T(i,j-1); 
            end 
            if i==1 
                T(i,j)=T(i+1,j); 
            end 
            if j==1 
                T(i,j)=T(i,j+1)+q*hz/k; 
            end 
            if i==n 
                T(i,j)=T(i-1,j)+q*hr/k; 
            end 
A(i,j)=0; 
B(i,j)=0; 
C(i,j)=0; 
D(i,j)=0; 
E(i,j)=0; 
        else 
 
            A(i,j)=k/(2*r(i)*hr)+k/hr^2; 
            B(i,j)=-k/(2*r(i)*hr)+k/hr^2; 
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            C(i,j)=k/hz^2; 
            D(i,j)=k/hz^2; 
            E(i,j)=-2*k/hr^2-2*k/hz^2-ro*c/dt; 
        end 
        F(i,j)=-ro*c*T(i,j)/dt; 
        %------Modify 
    end 
end 
inx=0; 
M=zeros((n-2)*(m-2)); 
for i=2:n-1 
    for j=2:m-1 
        ii=i-1; 
        jj=j-1; 
        inx=inx+1; 
        M(inx,(ii-1)*(m-2)+jj)=E(i,j); 
        if(i~=2) 
            M(inx,(ii-2)*(m-2)+jj)=B(i,j); 
        else 
            F(i,j)=F(i,j)-B(i,j)*T(i-1,j); 
        end 
        if(i~=n-1) 
            M(inx,(ii)*(m-2)+jj)=A(i,j); 
        else 
            F(i,j)=F(i,j)-A(i,j)*T(i+1,j); 
        end 
        if(j~=2) 
            M(inx,(ii-1)*(m-2)+jj-1)=D(i,j); 
        else 
            F(i,j)=F(i,j)-D(i,j)*T(i,j-1);         
        end 
        if(j~=m-1) 
            M(inx,(ii-1)*(m-2)+jj+1)=C(i,j); 
        else 
            F(i,j)=F(i,j)-C(i,j)*T(i,j+1); 
        end 
        Y(inx)=F(i,j); 
    end 
end 
X=inv(M)*Y'; 
X=reshape(X,m-2,n-2);X=X'; 
for i=1:n-2 
    for j=1:m-2 
        T(i+1,j+1)=X(i,j); 
    end 
end 
tc(time,1)=time*dt; 
tc(time,2)=T(tc1(1),tc1(2));%TC1 
tc(time,3)=T(tc2(1),tc2(2));%TC2 
tc(time,4)=T(tc3(1),tc3(2));%TC3 
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% tc(time,5)=T(tc4(1),tc4(2));%TC4 
% tc(time,6)=T(tc5(1),tc5(2));%TC5 
[Xx,Yy]=meshgrid(z,r); 
end 
h(1)=tc(end,2); 
h(2)=tc(end,3); 
h(3)=tc(end,4); 
% h(4)=tc(end,5); 
% h(5)=tc(end,6); 


