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 گردد. رعایت می نامه پایا مستخرج از 
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 .امول اخلاق انسانی رعایت شده است، ضوابط و امل رازداریه شده است یا استفاد
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 ایج و حق نشرنتمالکیت 
 افزارهتا و   ای، نترم  های رایانه )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه حقوق معنوی این اثر و محصولات آ  ی کلیه

در . این مطلتب بایتد بته نحتو مقتضتی      باشد میعلق به دانشگاه منعتی شاهرود ( متتجهیزات ساخته شده

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 باشد نامه بدو  ذکر مرجع مجاز نمی اطلاعات و نتایج موجود در پایا  استفاده از. 
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 چکیده

ل به ی او تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریهدر این پ وهش با استفاده از روش انرژی و 

که تحت بار حرارتی،  ی ناهمگن پیزوالكتری ا ی استوانه معادلات حاکم بر پوسته استخراج

ی حتل دستتگاه معتادلات     نحتوه سپس  شود و پرداخته می الكتریكی و مكانیكی قرار دارد،

نتتتایج بتترای بارگتتذاری حرارتتتی، الكتریكتتی، مكتتانیكی و      گتتردد. بیتتا  متتی حتتاکم 

 از آمتده  به دستنتایج گردد و با  استخراج می متفاوت مرزی الكتروترمومكانیكی با شرایط

 ی ن ریته  ؛ددهت  نتتایج نشتا  متی   بررسی  گیرد. قرار میاجزای محدود مورد مقایسه روش 

و با اختلاف اندک از نتایج اجزای ی اول میدا  دمایی را به خوبی  تغییر شكل برشی مرتاه

جتایی و پتانستیل    جابته میتدا   آمتده بترای    به دستنتایج ، اما کند بینی می پیشمحدود 

هتا   خطی آ ی اول به دلیل رفتار غیر ی مرتاهتغییر شكل برش ی ن ریه الكتریكی به کم 

 همچنتین اثتر نتاهمگنی متواد بتر روی رفتتار       .دارد اختتلاف  با نتایج روش اجزای محدود

ی اول  تغییر شكل برشی مرتاته  ی ن ریهبا استفاده از  حرارتی، الكتریكی و مكانیكی جسم

تتوا    با استفاده از اثر ناهمگنی متواد متی   دهند گیرد. نتایج نشا  می قرار می مطالعهد مور

کمتتر   ر آ را بت  و اثترات بارگتذاری   دادتغییر حرارتی، الكتریكی و مكانیكی جسم را رفتار 

 .کرد

 

(، FGPMی نتاهمگن پیزوالكتریت  )   ی جدارضتخیم، متاده   استتوانه  واژگان کلیدی:

(، تحلیتل  FEM(، روش اجزای محتدود ) FSDTی اول ) تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریه

  الكتروترمومكانیكی، توزیع توانی خواص.
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 گفتار پیش 2-2
از  هتا  آ بنتدی   گتردد و ستپس بته دستته     ها بیا  متی  ر بر پوستهصدر این فصل ابتدا شرحی مخت

هتا بیتا  و    هتای موجتود بترای تحلیتل پوستته      ن ریته شود. در ادامته   های مختلف پرداخته می دیدگاه

ی تكامل و  گیرند. سپس درباره قرار می ررسی، به اختصار مورد بها آ ردند که برخی از گ بندی می دسته

 2ی متواد نتاهمگن و پیزوالكتریت     گردد و بعد از آ  به بیتا  تاریخچته     میپیشرفت مواد مطالای بیا

 .شود پرداخته می

سازی  ها و مدل وی گی به همراه مواد پیزوالكتری  کاربردتعریف، ماانی رفتاری و  ،در بخش بعدی

ر های گذشته کته در راستتای ایتن مطالعته قترا      د. در پایا ، پ وهشنشو ریاضی مواد ناهمگن بیا  می

بندی، نیاز انجام ایتن   گیرد و با مورت گرفتن جمع اند، در حد توا  مورد اشاره و بررسی قرار می داشته

 یابد. ین ترتیب فصل نخست، خاتمه میگردد، بد از مسائل علمی بیا  میگشایی آ   مطالعه و گره

 ها ای بر پوسته مقدمه 2-1
فضتا،  هوا ی ،مكان یمهندس وی هبه  یرا در مهندس یها نقش مهم سازه یعنوا  اجزا  به 1ها پوسته

شتكل،   یگناتد  یهتا  سقف یرها ن  دسته سازه یناز ا یادیز یها و معد  دارند. نمونه یعمرا ، معمار

و  یمصتنوع  یهتا  یستمها و ... در س ها، موش  پرتابه ی،اتم یرآکتورها یال،س یدار تانكرها، مخاز  نگه

کته   شتوند  یمت  یافتت  یتز ن یعتی طا های یستمها در س نمونه ین. اشود یم یافتساخته شده توسط بشر 

 یتنها تعداد محدود ،ها نمونه ینها و ... نام برد. ا الاک، استخو ،، مدفجمجمهاز  برای مثال توا  یم

 .باشند یم یو مصنوع یعیطا های یستمها در س پوسته یعاز کاربرد وس

 .[2] برشمرد یا پوسته یاه سازه پرکاربرد ی هاستفاد یلدلاعنوا    به توا  یرا م یرموارد ز

 ؛در برابر تحمل بار یرفتار یبالا ی بازده -2

 ؛سازه یكپارکگیشده و  یرهمقاومت ذخ ی هبود  درجبالا  -1

                                                 
1. Piezoelectric 

2. Shells 
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 ؛نسات مقاومت به وز  بالا -9

 ؛بالا یاربس یسفت -4

 .مهار فضا -5

در ستاختار   یشتتر ب یکاربردهتا  یتل بته دل  یا استتوانه  یهتا  شده، پوستته  یا ب یها پوسته یا از م

را  یبخشت  یو پ وهش یبه خود جلب کرده و در اکثر منابع درس یربازن ر پ وهشگرا  را از د یزات،تجه

 به خود اختصاص داده است.

 در یتغییراتت اعمتال  پ وهشتگرا  در پتی    ،از مواد یدیجد ی هشاخ و مطرح شد  علم یشرفتبا پ

را بته   هتای جدیتدی    گتی و وی دهند یشافزارا  ها آ د تا مطلوبیت برآمدنای  های استوانه پوسته ی هماد

در  ای بتا متواد جدیتد    های استتوانه  پوستهکاربرد  مو لزو آنچه که بیا  شدبا توجه به . یندافزا یب ها آ 

 آغاز کردند. ای با مواد جدید های استوانه پوسته یلتحل یحاضر، پ وهشگرا  تلاش خود را برا یزاتتجه

 ها بندی پوسته تهدس 2-9
 .شوند بندی می ی و رفتاری دستهماددگاه هندسی، از دی ها وستهدر این بخش، پ

 دیدگاه هندسیالف( 

 استت ختارج از  : از انتقال ی  منحنی یا سطح مادی در امتتداد ختط ر  2ی حامل از انتقال پوسته

 شود. ی قوس، حامل می مفحه

ی  از دورا  ی  منحنی یا سطح متادی حتول محتور واقتع در متفحه      :1ی حامل از دورا  پوسته

 شود. حامل می قوس،

از  تر کوک آ   4ای که نسات ضخامت به شعاع انحنای سطح میانی پوسته :9ی جدار نازک پوسته

1

20
 باشد. 

                                                 
1. Shell of Translation 

2. Shell of Rotation 

3. Thin Shell 

4. Middle Surface 
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 از تتر  بتزر  ای که نسات ضخامت به شعاع انحنای سطح میانی آ   : پوسته2ضخیمی جدار  پوسته

1

20
 باشد. 

 دیدگاه مادیب( 

1همگن و همسانگرد ی پوسته
 و جهات مربوط به مختلف نقاط در پوسته ی هماد مكانیكی خواص :

 .هر نقطه یكسا  است

 یكستا   جستم  مختلتف  نقتاط  در پوسته ی هماد مكانیكی خواص: 9و ناهمسانگرد همگن ی پوسته

 .یكسا  نیست طهولی در جهات مربوط به هر نق است

4همسانگردناهمگن و  ی پوسته
 یكستا   جستم  مختلتف  نقتاط  در پوسته ی هماد مكانیكی خواص :

 .ستیكسا  ا ولی در جهات مربوط به هر نقطه نیست

و هتم   جسم مختلف نقاط درهم  پوسته ی هماد مكانیكی: خواص 5ناهمسانگردناهمگن و  ی پوسته

 ست.یكسا  نی جهات مربوط به هر نقطه در

 دیدگاه رفتاریج( 

، بتاری  از پوسته بین شرایط بتارداری و بتی  جایی هر نقطه  : جابه6های کوک  پوسته با تغییر شكل

 کوک  است )رفتار خطی از ن ر هندسی(.

، بتاری  پوسته بین شترایط بتارداری و بتی   از جایی هر نقطه  : جابه7های بزر  پوسته با تغییر شكل

 از ن ر هندسی(. یرخطیغکوک  نیست )رفتار 

رنش از قتانو  عمتومی   کت -و روابتط تتنش   یرندپذ بازگشتها  تغییر شكل :8پوسته با رفتار کشسا 

 ی(.مادکنند )رفتار خطی از ن ر  هوک پیروی می

                                                 
1. Thick Shell  

2. Homogeneous and Isotropic Shell 

3. Homogeneous and Anisotropic Shell 

4. Inhomogeneous and Isotropic Shell 

5. Inhomogeneous and Anisotropic Shell 

6. Small Deflection 

7. Large Deflection 

8. Elastic Behavior 
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نش از قتانو  عمتومی   کتر -ابط تنشو رو یرندناپذ بازگشتها  : تغییر شكل2ته با رفتار مومسا پوس

 ی(.ماداز ن ر  یرخطیغکنند )رفتار  هوک پیروی نمی

 ها  های تحلیل پوسته نظریه 2-4
هتای نتازک و ضتخیم     پوستته  ی ن ریته بته دو بختش    هتای تحلیتل پوستته    ن ریته در این بخش 

 .گردد ها بیا  می  ن ریه شرح و توضیح مختصر برخی از این شوند و سپس یبندی م تقسیم

2-4-2 های نازک پوسته ی  نظریه 

1از  تر کوک  Rبه شعاع سطح میانی hپوسته ضخامت نسات نازک، هایدر پوسته

20
. باشدمی 

 بته  کلتی  طتور  به. است شده بنا خطی یالاستیسیته ییهن ر مانای بر هاپوسته از دسته این ییهن ر

 شتود؛ نمتی  استفاده بعدی سه یالاستیسیته ییهن ربود  ی  بعد نسات به ابعاد دیگر،  کوک  دلیل

 به دست نازک هایپوسته تحلیل برای تقریای-تحلیلی هایروش الاستیسیته، روابط سازیساده با بلكه

ین لاو. دارد الاستیسیته روابط سازیساده یدرجه به بستگی شده ارائه هاییهن ر نتایج دقت. آورندمی

 هتا پوستته  ییته ن ر بستط  در آ  از پتس  که کرد ارائه هاورق ی( درباره2852) 1فکیرشهفرضیات را 

 وی کار اما کرد، معرفی شهفکیر فرضیات بر ماتنی را هاپوسته ییهن ر( 2874) 9ارو . شد کاربرده به

 ییته ن رو  بته عنتوا    اکن که کرد ارائه را نازک هایپوسته عمومی معادلات( 2888) 4ولا. ناود کامل

 از استتفاده  بتا ( 2321) 5رایستنر . استت  مشتهور  کیرشتهف -ولا ییته ن ر یا نازک هایکلاسی  پوسته

 یناولت ( 2391) 7فلوگته . نمود ارائه را 6محوری متقار  دورا  از حامل هایپوسته تحلیل ولا فرضیات

ای کوکت  ارائته کترد.    خیزهت  کرد  لحاظ با را دو یمرتاه تقریب با هاپوسته ییهن ر که است کسی

 خاص هایحالت در فقط و شودمی شناخته نازک هایمعادلات وی به عنوا  معادلات استاندارد پوسته
                                                 
1. Plastic Behavior 

2. Kirchhoff 

3. Aron 

4. Love 

5. Reissner 

6. Axisymmetric Shell of Revolution 

7. Flugge 



 مقدمه

6 

 

 بته دستت   متفر  و یت   یمرتاته  تقریتب  بتا  هاپوسته ییهن ر هاآ  سازیساده با. باشندمی حل قابل

 خطتی غیر ی ن ریته ( 2357) نقتدی  .شتد  تكمیتل ( 2344) 2بیرنته  توستط  فلوگته  ن ریتات . آینتد می

( 2353) 1ستندرز . باشتد  متی  مشتكل  هتا  آ  کتارگیری بته  کته  کترد  بنتدی فرمتول  را نازک هایپوسته

 یارائته  امكتا  ( 2364) 9نووژیلتف  و کترد  ارائته  مجازی کار امل از استفاده با را هاپوسته بندیفرمول

 نوشتته  تتری فشرده مورت  به معادلات ترتیب این به و داد نشا  مختلط شكل به را هاپوسته ین ریه

 .شدند

 .کرد بندیتقسیم گونه ینبه ا توا می را نازک هایعمومی پوسته ییهن ر

 ؛(4غشایی ییهن ر) مفر یبا تقریب مرتاه یهن ر -2

 ؛(5خمشی ییهن ر) ی  یبا تقریب مرتاه یهن ر -1

 .فلوگه( ییهن ر) دو یبا تقریب مرتاه یهن ر -9

 غشایی ی  نظریه الف(

 نیروهتای ) محتوری  نیروهتای  توانددو بعدی است که فقط می از دیدگاه مكانیكی، ی  تار 6غشاء

 توانندفیزیكی نمی ن ر از و است کم خیلی ها آ  خمشی تیسف که هاییپوسته .کند لتحم را( غشایی

 اغلتب  در داخلتی  نیروهتای  میتدا  . شتوند می تحلیل ییهن ر این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهای

 تأمین برای غشایی نیروهای جهت این از و شود می تشكیل غشایی نیروهای از عمدتاً نازک، هایپوسته

 ییته ن رایی معین استت. در  ایست ن ر از پوسته دیگر عاارتی به و هستند کافی پوسته ایستایی تعادل

 و 7ایمتفحه تتنش  حالتت  در لمستائ  و تومتیف  میتانی  سطح جاییجابه با پوسته جاییغشایی، جابه

 شتوند  می تحلیل شعاعی، راستای در عمودی کرنش و عمودی تنش از پوشی کشم با 8ایمفحهکرنش

                                                 
1. Byrne 

2. Sanders 

3. Novozhilov 

4. Membrane Theory 

5. Bending Theory 

6. Membrane 

7. Plane Stress 

8. Plane Strain 
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[1.] 

 خمشی ی  نظریهب( 

بعدی است که علاوه بر نیروهای محوری، نیروهای برشی و  دو 1از دیدگاه مكانیكی، ی  تیر 2ورق

باشتند و از   توجه قابل ها آ  خمشی تیسف که هاییپوسته. کند تحمل تواندرا نیز میلنگرهای خمشی 

 مقدماتی یفرضیه. شوندتحلیل می یهن ربتوانند لنگرهای خمشی را تحمل کنند، با این  ین ر فیزیك

 همتین  بتا  ولا و شتد  داده تعمتیم  هتا ارائه و سپس توسط کیرشتهف در متورد ورق   9ناویر توسط تیرها

 .نمود بندیمورت را خمشی ییهن ر فرضیات،

 به و نیستند کافی خمشی نیروهای آورد  به دستی، معادلات تعادل به تنهایی برای حالت کل در

 بتا  پوستته  جتایی خمشتی نیتز، جابته    ییته ن رین استت. در  نامع ایستایی ن ر از پوسته دیگر، عاارتی

 ییته ن ر) خمشتی  ییته ن ر و غشتایی  ییته ن ر فرضتیات . شتود متی  تومیف میانی سطح جاییجابه

 [:1] از اند عاارت که نامندکیرشهف می-ولا فرضیات را( کلاسی 

 نی در مقایسته بتا واحتد، کوکت  استت     نسات ضخامت پوسته به شتعاع انحنتای ستطح میتا     -2

 ؛(نازکی پوسته)

 ؛(خیز کوک )یسه با ضخامت پوسته، کوک  هستند خیزها در مقا -1

 استت  یپوشت  کشتم  قابتل  تنش، هایمؤلفه سایر به نسات میانی سطح بر عمود تنش یمؤلفه -9

 ؛(ایمفحه تنش)

مقاطع مستوی عمود بر سطح میانی پوسته، پس از بارگذاری و تغییر شكل، همچنا  مستوی  -4

 در متفر  میانی، بر سطح عمود کرنش یمؤلفه و برشی هایکرنش فرض، این با. مانندو عمود باقی می

 .(ایمفحه کرنش) شوندمی گرفته ن ر

                                                 
1. Plate 

2. Beam 

3. Navier 
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1-4-2 های ضخیم پوسته ی  نظریه 
 هتای دقیتق استتوانه   حتل ، 1مستوی یالاستیسیته ییهن ر( با استفاده از 2851) 2ین بار لامهاول

 یمتاده  قرار داشت بترای  تحت فشار یكنواخت داخلی را که متقار  محوری با جدار ثابت جدار ضخیم

 فراوانتی  کتاربرد  مهندستی  مختلتف  لمستائ  حل در نیز تاکنو  که ،[9کرد ] ارائه همسانگرد و همگن

را با استفاده از معادلات اساسی الاستیستیته   ضخیم های( روابط پوسته2392) 9گالرکین .است داشته

 بترای  یحلت  قابل معادلات خطی، یالاستیسیته ییهن ر( با استفاده از 2343) 4ولاسف. آورد به دست

تغییتر   ییهن ر( با لحاظ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی، 2356ارائه کرد. نقدی ) ضخیم هایپوسته

 کتارگیری بته  با( 2358) 7هرما  و 6میرسكی. نمود گذاریپایه ضخیم هایرا برای پوسته 5برشی لشك

را ارائته   ضتخیم  جتدار  ایاستوانه هایپوسته ارتعاشی تحلیل ،8اول یییر شكل برشی مرتاهتغ ییهن ر

 مختلتف  هتای یته ن ررا بتا   ضتخیم  جتدار  یاستتوانه  یویت ه  مقتادیر ( 2362) 3پن[. گرینس4کردند ]

 مقایسه نمود. یمنازک و ضخ هایپوسته

 .کرد بندیتقسیم گونه ینبه ا توا را می ضخیم هایعمومی پوسته ییهن ر

 ؛خطی یالاستیسیته ییهن ر -2

 .تغییر شكل برشی ییهن ر -1

                                                 
1. Lame´ 

2. Plane Elasticity Theory (PET) 

3. Galerkin 

4. Vlassov 

5. Shear Deformation Theory (SDT) 

6. Mirsky 

7. Hermann 

8. First-Order Shear Deformation Theory (FSDT) 

9. Greenspon 
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 خطی ی هالاستیسیت ی  نظریهالف( 

را  مجهول 25 توا می که دارد وجود معادله 25 بعدی،سه  یالاستیسیته ییهن ری در به طور کل

-ستینماتی  )کترنش   یتعادل )تنش(، شش معادله یمعادله سه: از اند عاارت معادلات آورد؛ به دست

تتنش   یاز: شتش مؤلفته   انتد  عاتارت کرنش( و مجهتولات  -رفتاری )تنش یمعادله شش و( جاییجابه

 بتردار ) جتایی جابه یکرنش )تانسور متقار  کرنش( و سه مؤلفه یمتقار  تنش(، شش مؤلفه ور)تانس

 کامتل  طتور  بته  را هتا پوستته  رفتاری مشخصات کند هر بعدیسه  یالاستیسیته ییهن ر(. جاییجابه

 عمتلاً  و باشتد معادلات آ  بسیار پیچیتده متی   حل ولی شود می دقیق حل به منجر و کندمی تومیف

 و داد کتاهش  را بتالا  معتادلات  تتوا  می یا ساده شونده فرضیات با. است ناپذیرامكا  ها آ  کارگیریبه

 ییته ن ر در. بترد  بته کتار   هتا استتوانه  تحلیتل  بترای  را( مستتوی ) بعتدی  دو یالاستیستیته  ییهن ر

فشتار و   اعمال از پس استوانه، محور بر عمود مستوی مقاطع که شود می فرض مستوی، یالاستیسیته

 تنش و برشی کرنش حقیقت در. مانندتغییر شكل، همچنا  مستوی و عمود بر محور استوانه باقی می

 نقطه هر جاییجابه نازک، هایپوسته کلاسی  ییهن ر برخلاف اما شودمی گرفته ن ر در مفر برشی

 جتدار  یبرای استتوانه  لامه را یهن ر این. شودنمی گرفته ن ر در میانی سطح جاییجابه برابر پوسته از

 بته دستت   هااستوانه در را تنش توزیع و برد به کار همسانگرد و همگن یماده از محوری متقار  ثابت

 [.9]ت مشهور اس ضخیم هایکلاسی  استوانه ییهن رلامه به  ی ن ریه. آورد

 عاارت است از: ،جدار ثابت ضخیم یاستوانه بر حاکم دیفرانسیل ی معادله

( 2-2) 
2

2

2

1
0 0r r r

r r r

d u du u
or r u ru u

dr r dr r
      

 

 :با است برابر ru استوانه جایی جابه و

( 2-1) 2
1r

C
u C r

r
 

 

r استوانه، شعاع 
1C  2وC آیند می به دست مرزی شرایط با که هستند معادله های ثابت. 
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 تغییر شکل برشی ی  نظریهب( 

ود بلكته بتا   شت نمتی  تومیف میانی سطح جاییجابه با پوسته از نقطه هر جایی، جابهیهن ردر این 

ی . به طور کلت شودمی بیا  میانی سطح به نسات نقطه آ  جاییجابه و میانی سطح جاییمجموع جابه

 (R) از محور تقار  میانی سطح ی فامله با است برابر( r) تقار  محور تا پوسته از نقطه هر یفامله

 ، یعنی:(zی )آ  نقطه از سطح میان یفامله  هعلاوب

( 2-9) ;  1
z

r R z
R

  

 :توخالی یاستوانه شعاعی جاییلامه، جابه ییهن ربر اساس 

( 2-4) 2 2
1 1( )

( )
r

C C
u C r C R z

r R z
    


 

 :نوشت توا به کم  بسط تیلور می

( 2-5) 
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 تتوا  متی  z بتر حستب   یا کندجملته  یت   به مورت را شعاعی جاییجابه بالا، یرابطه بر اساس

0z) اگر. نوشت ) ،ن تر  در اول یجملته  فقتط  اگر. است پوسته میانی سطح جاییجابه نشانگر باشد 

0) شود گرفته

r ru u)، مشتابه  کته  شتود  متی  جدار ضتخیم  هایپوسته مفر یمرتاه تقریب با تحلیل 

 گرفته ن ر در از این بسط جمله دو اگر و( نازک هایدر پوسته ی  یمرتاه ییهن ر) خمشی ییهن ر

0) شود 1

r r ru u z u )، مشتابه  کته  شتود متی  ضتخیم جدار  های پوسته ی  یمرتاه تقریب با تحلیل 

 .باشدمی( نازک هایپوسته در دو یمرتاه ییهن ر) فلوگه ییهن ر

اثرات اینرسی  توا می ،پیچش و ر نیروهای محوری، اثرات برش، خمش، علاوه بر اثیهن ردر این 

 شتكل  تغییتر  ییته ن ر به ی  یمرتاه تقریب با یهن ر. گرفت ن ر در نیزرا  2دورانی و میدا  حرارتی

                                                 
1. Thermal Field 
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 یندر تیرهتا و همچنت   تیموشتنكو  ییهن ر تعمیم که دارد شهرت هرما -میرسكی اول یمرتاه برشی

 :از است عاارت یهن ر این در U جایی. میدا  جابهباشدمی هادر ورق 2یندلینم ییهن ر

( 2-6) 

0 1

0 1 0 1

0 1

U U U

x x x

z z z

U U z U

U U z U z

U U z U

  

  


    


 

 

 تغییتر  از پس میانی، سطح بر عمود و مستوی مقاطع ،اول یتغییر شكل برشی مرتاه ییهن ردر 

ن ر  در مفر برشی تنش و برشی کرنش یعنی نیستند، عمود الزاماً ولیكن مانندمی باقی مستوی شكل،

 مستائل  دقیتق  حتل  بته  منجتر  بعدی، سه یالاستیسیته ییهن ر کارگیریبه هرکند. شوندنمی گرفته

 از غیتر  بته ) جتدار ضتخیم   هایکاملی برای پوسته حلشود، ولیكن به دلیل اینكه تاکنو  هیچ راه  یم

 شتكل  تغییتر  ییته ن ر استت،  نشتده  ارائه بعدی سه یالاستیسیته ییهن ر از استفاده با( خاص موارد

 شترایط  و بارگتذاری  انتواع  متواد،  انتواع  جتداره،  انواع با مختلف ایپوسته هایسازه تحلیل برای برشی

 .باشدروش مناسای می ،1ی نامتقار  محوریمرزی، حت

 موادبر  ای مقدمه 2-5
 مواد همگن و همسانگرد به دلیل یكنواختی خواص از قایل: مقاومت مكانیكی، مقاومت حرارتتی، 

متنایع   هتایی در محدودیتمقاومت در برابر خوردگی و سایش، مقاومت در برابر خزش و خستگی و ... 

دانشتمندا  همتواره در تتلاش     بنتابراین ؛ کننتد  ن امی، هوافضا، نفت و گاز، خودروسازی و ... ایجاد می

ی  در پایا  دهه (ها یتب )کامپوزی مواد مرک اند که از مواد جدید با خواص برتر استفاده کنند. ایده بوده

ی  همتاد ب از ترکیتب دو یتا کنتد    د. متواد مرکت  در منایع دریایی عملی ش 2352ی  و آغاز دهه 2342

 آیند که خواص فیزیكی متفاوت و گاهی ناسازگار دارند. این عدم سنخیت رفتتار  می به وجود زناهمسا

ها در اثتر بارگتذاری تتوأم مكتانیكی و حرارتتی       مواد، باعث تمرکز تنش و ایجاد گسستگی در مرز لایه

از نتاهمگن و ناهمستانگرد هستتند، ولتیكن      ،)میكروسكوپی( ها از دیدگاه متالورژی شود. کامپوزیت می

                                                 
1. Mindlin 

2. Nonaxisymmetric 
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 شوند. همگن و ناهمسانگرد تلقی می، )ماکروسكوپی( مكانیكی یدگاهد

بنتدی کترد و پتس از وی     لب را فرمتو ی اجستام مرکت   الاستیسیته ییهن ر( 2352) 2لخنیتسكی

 ییهن ر( 2374) 1ند. وینسو ه نمودئهای کامپوزیت را ارا ها و پوسته حاکم بر ورق های یهن ردیگرا ، 

و بتین   به کتاربرد  یهای کامپوزیت تغییر شكل برشی را در تحلیل استاتیكی پوسته ییهن رکلاسی  و 

 نتایج دو روش مقایسه انجام داد.

نتیجته موجتب تغییتر     کته در  هاست آ ب، تغییر ناگهانی مواد و خواص ی مواد مرک عمده اشكال

ریزی شتد.   ی تغییر تدریجی خواص مواد پی شود، لذا ایدهها می ر مرز لایهد ی هبه وناگهانی رفتار مواد 

9مواد با تغییرات تابعی خواص
 رایانند استخوا  وجود داشته استت. بت  های زنده م در ساختار ارگانیسم 

ی بیرونی که نیاز به مقاومت مناسای در برابر عوامتل ختارجی از قایتل ضتربه      مثال: استخوا  در لایه

ی درونتی کته    شود تتا لایته   از استحكام بیشتری برخوردار است و به تدریج از سختی آ  کم میدارد، 

بته  رو تغییرات خواص  غذایی را داشته باشد. ازاین وادباشد تا شرایط مناسب برای جذب م کاملاً نرم می

 ناهمگن هستند. FGمواد  .شود یمکاملاً پیوسته و تدریجی ایجاد  مورت

 

 نمای مقطع استخوا  2-2 شكل 

                                                 
1. Lekhnitskii 

2. Vinson 

3. Functionally Graded Materials (FGM) 
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2-5-2 پیزوالکتریکمواد  ی هتاریخچ 
 ،باشتد  به معنتای فشتار متی    9اسكوییز که معادل لغت لاتین 1پایز  ی یونانی از واژه 2پیزو ی کلمه

گردیتد بته تتأثیر متواد      4توجه به سمت مواد پیزوالكتریت   رخدادی که ساب اولینشده است. گرفته 

یروالكتری  که تولید پتانسیل الكتریكی در اثتر ایجتاد تغییترات    ا. خامیت پگردد یبازم 5یروالكتری اپ

متورد پت وهش قترار     7نئوس فرانز آئپی و 6لینائوس کارلوس توسطدر اواسط قر  هجدهم  ؛دمایی است

آنتتوا  ستیزار    و 8رنته جاستت هتایی    هتای  دیگر به نام محققدو  پ وهشگرفت. تحت تأثیر نتایج این 

. با این وجتود تحقیقتات آ  دو   بردند یپ 22ی میا  تنش مكانیكی و بار الكتریكی به رابطه 3بكوگئوارل

ارائته   22کیتور  توستط بترادرا    2882اثاات مریح برای تأثیر پیزوالكتری  در ستال   اولینناتمام ماند. 

یروالكتریت  و ستاختارهای کریستتالی کته     ای پ دیدهبا ترکیب دانش خود در مورد پ ها آ  .[5] گردید

هتای   رفتار کریستالی شدند و با استفاده از کریستتال بینی  وفق به پیشمگشت  منجر به این پدیده می

 رفتار پیزوالكتری  را اثاات نمودند. 26و نم  راکل 25، نیشكر24، یاقوت زرد29، کوارتز21کهربا

بته   2882ی پیزوالكتری  معكوس نگشتند و این پدیتده در ستال    موفق به کشف پدیده ها آ اما 

کشف گردیتد. پتس از انتشتار ایتن      27گابریل لیپما  مودینامی  توسطرطور ریاضی از امول بنیادی ت

ی اثاتتات کمتتی و مشتتغول بتته تحقیتتق بتترا وجتتود ایتتن پدیتتده را تأییتتد کردنتد کیتتور  خاتر، بتترادرا  

 الكتری  شدند. پیزو یبلورهامكانیكی در -ستوالا-تغییر شكل الكتروکامل  یریپذ بازگشت

                                                 
1. Piezo 

2. Piezein 

3. Squeeze 

4. Piezoelectric 

5. Pyroelectric 

6. Carolus Linnaeus 

7. Franz Aepinus 

8. Rene Just Hauy 

9. Antoine Cesar Becquerel 

10. Electric Charge 

11. Curie 

12. Tourmaline 

13. Quartz 

14. Topaz 

15. Cane Sugar 

16. Rochelle Salt (Sodium Potassium Tartrate Tetra hydrate) 

17. Gabriel Lippmann 
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دی شگاهی باقی ماند و سپس کارهای زیااین پدیده در سطح آزمای همبعد از آ   یتا کندین دهه

ها  این فعالیت ی اوج قطهن گشت انجام گردید. برای تعریف ساختار کریستالی که منجر به این پدیده می

مورت پذیرفت. وی در کتابش  2ولدمر ویجت ها توسط انتشار کتاب فیزی  کریستالبا  2322ال در س

هتای   نوع کریستال طایعی قادر به تولید خامیت پیزوالكتریكی توضیح داد و سپس ثابتت  12ی  درباره

 پیزوالكتری  را با استفاده از تحلیل تانسوری تعریف نمود.

FG 2-5-1مواد  ی هتاریخچ 
 یفضتا ستازما  هوا  در 2384 ستال  همكارانش درو  1ینوتوسط نر تابعی مواد متغی ییهاولمفهوم 

 ی مرحله کشور شروع شد. یندر اآ ،  یدتول یسنج امكا  مطالعات 2386 سال و از گردید اپن مطرحژ

در  ژاپن انجام شتد.  در 2387-83 یها سال یط ((مواد متغیر تابعی گسترش فناوری)) یپروژه مل اول

ی پیشنهادی، تولید یت    داشتند. ن ریه یمواد همكار ارزیابیپردازش و ، ساخت سه گروه: ،پروژه ینا

ل گرادیا  حرارتی مناستب  تحمها با مقاومت حرارتی بالا و  که با استفاده از سرامی  ی جدید بود هماد

ه مادکه تغییرات تدریجی  یا به گونه و ضریب هدایت حرارتی مناسب، و فلزات با مقاومت مكانیكی بالا

یتز شترایط   ی شتاتل فضتایی و ن   ی بیرونتی دماغته   انجام پذیرد تا شرایط دمایی لایه لزاز سرامی  به ف

بی به هدف پتروژه کته ستاخت و    یا پس از دست ی درونی شاتل ارضاء شود. مكانیكی و جوشكاری لایه

ایی در ل دماهت تحمت که قادر بته   متر یلیم 22تا  2 ضخامتو  متر یلیم 92سازی قطعاتی به قطر  آماده

درجه کلوین بودنتد، دانشتمندا  ژاپنتی،     2222 درجه کلوین و اختلاف دمایی در حدود 1222حدود 

 در اختیار همگا  قرار دادند. 2332 جهانی در سمپوزیومین اولهای خود را در  نتایج پ وهش

به ابعتاد   یعنجام شد که منجر به ساخت ورق مربا 2332-32در ی ژاپن ی مل ی دوم پروژهمرحله

 52کتره بته قطتر     ی فضایی و یت  نتیم   ی سفینه متر برای استفاده در قسمت پایینی دماغهمیلی 922

متواد متغیتر   ی سفینه شد. دومین ستمپوزیوم جهتانی    متر برای استفاده در نوک مخروطی دماغهمیلی

                                                 
1. Woldemar Voigt 

2. Niino 



 مقدمه

25 

 

از ایتن   هتای  زهستا  یتل تحل یت ه بته و و  FGمواد  یمطالعات بر رو ،پس از آ  برگزار و 2331در تابعی 

 شد. یرفراگجنس، 

 مواد پیزوالکتریک 2-6
شتود، ستپس برختی     متی در این بخش به تعریف و ماتانی رفتتاری متواد پیزوالكتترک پرداختته      

 گردد. بیا  می کاربردهای آ 

2-6-2 الکتریکد پیزواموعریف ت 
یت  میتدا  الكتریكتی بتا      ثیر کترنش مكتانیكی  یزوالكتری  موادی هستتند کته تحتت تتأ    مواد پ

الكتریكتی  ی در این مواد به عنوا  اثر پیزوایجاد میدا  الكتریك ،آید پدید می خاص در آنها یریگ جهت

 کوشت  ،فشتار  ،نیترو  یتل قاتواند توسط هر عامل ختارجی از   کرنش مكانیكی فوق می .شود شناخته می

متواد را  د پیزوالكتریت  ایتن   همچنین ممكن است برای ایجاد کرنش در موا ؛دحرارتی و ... به وجود آی

این پدیده به عنوا  اثر پیزوالكتریت  معكتوس موستوم     که ثیر ی  میدا  الكتریكی قرار دهندتحت تأ

 .[6] است

 

 دیس  پیزوالكتری  تغییر شكل یافته 1-2 شكل 

بیانگر اثتر   که کند ولتاژ الكتریكی ایجاد می یافته، دیس  پیزوالكتری  تغییر شكل 1-2 شكل در 

پوستت و   ؛تریت  از گستتردگی زیتادی برختوردار استت     متواد پیزوالك باشتد.   مستقیم پیزوالكتری  می

 .[7] خامیت پیزوالكتریكی دارند نیز استخوا  انسا 
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1-6-2 مبانی رفتاری مواد پیزوالکتریک 
 2بیانگر رفتار سیلندری از جنس پیزوالكتری  است که در راستای محوری خود پلاریزه 9-2 شكل 

باشد اگر ی  نیتروی ختارجی    در شرایط بدو  بار می اولشده است؛ در شكل نشا  داده شده سیلندر 

که خواه کششی یا فشاری است بر دو سر سیلندر اعمال شود ستاب ایجتاد ولتتاژ در بتین الكترودهتا      

 گردد. می

 

 ای از اثر پیزوالكتری  نمونه 9-2 شكل 

ی  اژ پدید آمده در هما  جهت پلاریزهکرنش فشاری گردد ولتاگر بار اعمالی فشاری باشد و ساب 

خلاف  ها در ش قرار گیرد ولتاژ مابین الكترودتحت کش ردوم( اما اگر سیلند رجسم خواهد بود )سیلند

                                                 
1. Polarization 



 مقدمه

27 

 

 .)سیلندر سوم(شود  ی جسم ایجاد می جهت پلاریزه

انرژی مكتانیكی بته   جسم هستند که مادل  2از وضعیت عملكرد مولدی ییها نمونهق فو یها مثال

 .گیرند بهره می ...ها و ، گرامافو هاهیدروفن ،ها سنجاز این حالت در شتاب  ؛باشند الكتریكی می

ی جسم بر دو سر آ  اعمال شود ساب کوتاه شتد  طتول جستم     هرگاه ولتاژی در جهت پلاریزه

م باشتد طتول جستم    ی جس ارم( و برعكس اگر ولتاژ اعمالی خلاف جهت پلاریزهگردد )سیلندر که می

در نهایت اگر جریا  متناوبی را به دو سر جسم پیزوالكتری  متصتل   ،پنجم( رگردد )سیلند تر می بلند

  .د )سیلندر آخر(کن می 1، شروع به ارتعاشبا فرکانس جریا  متناوب اعمال شده جسمنماییم 

الكتریكتی بته   هستتند کته ماتدل انترژی      9هایی از وضعیت عملكرد محرکیهای فوق نمونه مثال

 .[8] باشند مكانیكی می

 شدن پلاریزه دی

پلاریتزه   که متواد پیزوالكتریت  خامتیت پیزوالكتریت  ختود را از دستت دهنتد، دی        یدر مورت

شتد    پلاریتزه  رونتد. دی  ماده از بین متی  های موجود در پلاریزه شد  دو قطای در حین دی ؛گردند می

 حرارتی داشته باشد.تواند منشأ الكتریكی، مكانیكی و یا  می

 ی الكتریكی پلاریزه الف( دی

قرار گیرد  ی خود هكتریكی در خلاف جهت پلاریزی پیزوالكتری  تحت تأثیر میدا  ال کنانچه ماده

متدت زمتا  اعمتال     ،شدت میدا  الكتریكی مورد نیاز به عواملی مانند ابعاد جسم شود؛ پلاریزه می دی

 شود بستگی دارد. ا  تحت آ  اعمال میمیدا  و همچنین درجه حرارتی که مید

 ی مكانیكی  پلاریزه ب( دی

تغییر افتد که تنش مكانیكی اعمال شده روی جسم پیزوالكتری  ساب  این حالت زمانی اتفاق می

 ها شود. جهت و از بین رفتن دو قطای

                                                 
1. Generation Action 

2. Vibration 

3. Motor Action 
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 ی حرارتی پلاریزه ج( دی

کننتد ایتن دمتا، دمتای      حفظ متی تری  خود را مواد پیزوالكتری  تا دمای معینی خواص پیزوالك

 هتا  آ اثر پیزوالكتریكی به عاارت دیگر کنانچه دمای این مواد از دمای فوق بالاتر رود  ؛نام دارد 2کیور

ناپذیر است یعنی با سرد کرد  مواد پیزوالكتریت  تتا زیتر دمتای      . عملیات فوق بازگشترود بین می از

 .کند یکیور ماده دوباره خامیت پیزوالكتریكی پیدا نم

9-6-2 کاربردهای مواد پیزوالکتریک 
توا  برای مواد پیزوالكتری  متصور شد، در این قسمت به بخشی از این  می کاربردهای بسیاری را

 شود. ای می اشاره ،[ آمده است3کاربردها که در ]

 باشتد.  می 1گاز ی هزن آتش به عنوا ای پیزوالكتری  استفاده ه یكی از کاربردهای اساسی سرامی 

و  9تتنش مكتانیكی، ستاب جرقته     ی هبه وستیل  تولید شده در سرامی  پیزوالكتری  بسیار بالای ولتاژ

توا  این نیروی مكتانیكی را   میو تدریجی  افزایش ناگهانی به دو طریق گردد که مشتعل شد  گاز می

 اعمال کرد.

بته عنتوا    تواننتد   های پیزوالكتری ، بته علتت وجتود اثتر مستتقیم پیزوالكتریت ، متی        سرامی 

هتا متورد استتفاده قترار گیرنتد. ارتعاشتگرهای پیزوالكتریت  در تجهیتزات          ستنج  ها و تنش سنج شتاب

 استفاده شوند. 5نوسانگریا و محرک  ،4مافی به عنوا توانند  ارتعاشاتی مكانیكی می

گیرند. مناتع متدای تولیتد     های گوناگونی مورد استفاده قرار می در زمینه 6موتیفراامروزه امواج 

در  8هتا  پیزوسترامی  استت.   7مغناطیستی  به خوبی مواد ستخت پیزوالكتری   های شده توسط سرامی 

متواد   یت ه بته و  ؛باشتند  مغناطیستی متی   بهتری نسات بته متواد ستخت    حالت کلی دارای بازده و ابعاد

                                                 
1. Curie Temperature 

2. Gas Igniter 

3. Spark 

4. Filter 

5. Oscillator 

6. Ultrasonic 

7. Magnetostrictive 

8. Piaezoceramics 
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یب کیفیتت مكتانیكی بتالا    دارای ضتر تولید توا  بالا بتدو  ایجتاد گرمتا     به دلیلپیزوالكتری  سخت 

باشند. اغلب محیط مایع برای انتقتال انترژی متوتی استتفاده      تر می مناسب برای این من ور و ،هستند

گیتری بته کتار رفتته در      های انتدازه  و دستگاه فراموتی 2های های فراموتی، میكروفن شوینده شود. می

و ...  مخترب  یتر غگرهتای   برد، آشكارستاز زیرآبتی و ردیتاب متاهی، ستنجش        کوتاه فرما  های سیستم

بته   الكترونیكتی،  هتای پزشتكی   در زمینته  هافراموتی آشكارساز  بررسی .باشند ای از کاربردها می نمونه

 باشند. درما  و جراحی مفید می تشخیص تا ی هدر گستر 1یمن ور کابردهای درمانگاه

[، 3] متواد پیزوالكتریت  در   ی هبیا  شتد  کوکكی از کاربرد وسیع شد؛ تنها بخش گفتهآنچه که 

 .باشد می

 FGد موا 2-7
ی  نحوه سپسو  شود پرداخته می FGهای مواد  وی گی ی هدربار در این بخش به توضیح مختصری

 د.گرد بیا  می ،تحلیل به من ور ها آ ازی س مدل

FG 2-7-2های مواد  ویژگی 
 دارای( هاکامپوزیت) ناهمسانگرد مواد و( هادر مقایسه با مواد همگن )ایزوتروپ FG مواد ناهمگن

 [:22و  22] باشندمی زیر شرح به ییهاوی گی

 .اد در برابر گرادیا  دمایی بالامقاومت زی -2

 .د در برابر بارهای مكانیكی بالامقاومت زیا -1

، کاهش تمرکز تنش در اجسام جامد است. در بستیاری  FG مواد هایوی گی ترینیكی از مهم -9

 بهشود که از جسم ایجاد می نقاطی در تنش تمرکز هندسی، خاص هایاجسام به دلیل وجود شكل از

 .داد کاهش گیریکشم به مورت را تنش تمرکزنامطلوب  آثار توا می FG مواد کم 

 است. FGیجاد یا رشد ترک شود، مواد بهترین ترکیب برای تغییر خواص ماده که مانع ا -4

                                                 
1. Microphones 

2. Clinic 
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 ی لایته  شد  جدا احتمال شود، انجام جدا هایلایه مورت  بهبر روی مواد نرم  اگر پوشش ترد -5

 یرد.پذو تدریجی انجام می، این کار با تغییرات پیوسته FG مواد کم  به. است زیاد بسیار ترد

 آ  مختلتف  هتای ، موجتب استتحكام بتین لایته    FGتغییرات تدریجی خواص در ساختار مواد  -6

 نتوعی  الیتاف،  و زمینته  ستاختارهای  بتین  تتداخل  کتامپوزیتی،  مرکب مواد در که یدر مورت. شودمی

 معترض  در کامپوزیتت  متواد  که هنگامی مثال عنوا  به. کندمی ایجاد مكانیكی خواص در ناهماهنگی

 مقتاطع  و هالایه در سپس و ایجاد الیاف و زمینه مرز در ابتدا ترک، گیرند،بالا قرار می رارتیهای حبار

 هاتنش خواص، به دلیل پیوستگی موجود در FG مواد در. شودمی منتشر الیاف و زمینه داخل ضعیف

 یمقایسته  4-2 شكل  .شوندماده می استحكامباعث  که کنندمی پیدا ایپیوسته حالت ها آ  گرادیا  و

 دهد. را نشا  می FGM و کامپوزیت ایزوتروپ، مواد در خواص تغییرات بین

 

 تغییرات خواص در مواد مختلف 4-2 شكل 

FG 2-7-1سازی ریاضی مواد  مدل 
توزیتع  کند.  تدریجی و پیوسته تغییر می مورت  بهیر تابعی خواص در مواد متغ 4-2 شكل مطابق 

این  ه عمدتاً از؛ ک[22-22] کنند با توابعی از شعاع آ  بیا  می ، را در استوانه خواص این دسته از مواد

 .قرارند



 مقدمه

12 

 

 2یتوان یعالف( توز
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در روابط فوق 
ir، or  شعاع استوانه و

iPr، 
oPr و  یداخلت  ی هیت در لا یتب متاده بته ترت   خامیت

که  باشد می استوانه یخارج
iPr و 

oPr متدول   یلقااز  ، حرارتی و الكتریكییكیمكان خامیت تواند یم

ثوابت  ،8حرارتی یاناساط خط یبضر ،7حرارتی یتهدا یبضر ،6پوآسو  نسات ،5یکگال ،4یسیتهالاست

باشد.  22الكتری  ثوابت دی و 3پیزوالكتری 
Prn    استت؛ جتز   خامتیت  یدر روابط فتوق ثابتت نتاهمگن 

و  (7-2 )کند در روابتط   یارمثات را اخت یقیحق یرمقاد تواند یفقط م یکه ثابت ناهمگن (3-2 ) ی هرابط

0Prnکند.  یاراخت تواند یم یزرا ن یمنف یقیحق یرمقاد (2-8 )  دهنده مواد  نشا  ها، یعتوز ییهدر کل

 باشد. می نسات شعاع خارجی به داخلی kنسات شعاع به شعاع داخلی و  rهمچنین  ،همگن است

متورت تتوانی و نمتایی در      ( برای مشخص شد  توزیتع ختواص بته   8-2 )و  (7-2 ) ی هطاق رابط

ثابت ناهمگنی مربوط به  داخلی استوانه و ی هخواص در لای ی مشخص، کافی است با هندسهای  استوانه

 یو ثابت ناهمگن یداخل ی یهلا خواص یینتع علاوه برکسر حجمی  یعتوزدر  حال آنكه آ  تعیین شود؛

                                                 
1. Power 

2. Exponential 

3. Volume Fraction 

4. Elasticity Modulus 

5. Density 

6. Poisson's Ratio  
7. Heat Conduction Coefficient 

8. Thermal Linear Expansion Coefficient 

9. Piezoelectric Constants 

10. Dielectric Constants 



 مقدمه

11 

 

رو برخی پ وهشگرا    از این .باشد می یزاستوانه ن یخارج ی یهخواص در لا یینبه تع یازمربوط به آ ، ن

 شود. توابع بیا  شده پرداخته می در ادامه به بررسی رفتار ،اند دانستهنیز این توزیع را تابع سه متغیره 

 ییو نما یتوان یعالف( توز

نستات بته ختواص در     ،نتاهمگن  یمجدار ضتخ  ی هرا در استوان یخواص ناهمگن یعتوز 5-2 شكل 

 ؛یداستت پ 5-2 شتكل  کته از   هما  طور. دهد ینشا  منمایی  و یتوان مورت  بهی داخلی استوانه،  لایه

 ی یته )ختواص در لا  یته اولاز حالتت   یشتریخواص با اختلاف ب ییراتتا تغ گردد یساب م یینما یعتوز

 با یینما یعتوز توا  یمعناست که م دا امر ب ین. ایرداستوانه(، مورت گ یداخل
Prn یعخاص را، با توز 

که  یتوان
Prn   کرد. یساز مدل باشد، یم ییاز حالت نما تر بزر آ 

 

 ناهمگن ی توزیع خواص در استوانه 5-2 شكل 

 یکسر حجم عی( توزب

ر طتو  هما . دهد یدر استوانه نشا  م یمورت کسر حجمه را ب یكیخواص مكان یعتوز 6-2 شكل 

و  یداخلت  ی یته در لا یكیخواص مكتان  ینب ی ناهمگن در استوانه یكیخواص مكان یداستاز شكل پ که

ثابتت و   ها یهدر کل لا یكیمفر است خواص مكان یثابت ناهمگن که ی. هنگامکند یم ییرتغ آ  یخارج

کترد  آ  بته ستمت     یتل و م یثابتت نتاهمگن   یشبا افتزا  یناست؛ همچن یخارج ی یهلا یتبرابر خام

 از که طور هما . گردد یم یداخل ی یهلا یتثابت و برابر خام ها یهدر کل لا یكیخواص مكان نهایت، یب

Prn,0دو حالت  ی،کسر حجم یعدر توز یداست،شكل پ  باشند یمواد همگن م یانگر، ب. 

0.25
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2.75

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

exponential

power

(
𝑟

𝑟𝑖
) 

𝑛𝑃𝑟 = −2, 𝑛𝑃𝑟 = −1, 𝑛𝑃𝑟 = 0, 𝑛𝑃𝑟 = +1, 𝑛𝑃𝑟 = +2 

(
𝑃𝑟

𝑃𝑟𝑖
) 
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 ناهمگن ی مورت کسر حجمی در استوانه  خواص بهتوزیع  6-2 شكل 

 پژوهش ی هپیشین2-8
 یت ه بته و هتا   بتر روی پوستته   بستیاری  هتای  پ وهش ز گفته شد؛که در ابتدای فصل نی هما  طور

مورت گرفته استت.   ها آ و کاربرد فراوا   یتاهمتا به امروز، به دلیل  از گذشته یا استوانههای  پوسته

 اند؛ ای را مورد تحلیل و بررسی قرار داده های استوانه ها از من ری خاص پوسته از این پ وهش هر کدام

باشد که با توجه بته   های موجود می گردد تنها بخش اندکی از پ وهش می آنچه که در پیرو مطلب ذکر

 به ،ی هر تاریخی  قدمت به ن ر ؛ بااند شده به پ وهش حاضر، انتخاب ها آ ارتااط تنگاتنگ و نزدیكی 

 .دنگرد این مورت ارائه می

قترار گرفتت.    یل[ مورد تحل9توسط لامه ] 2851بار در سال  اولین یبرا یمجدار ضخ یها استوانه

 ی یستیته الاست ی  ن ریته و بتا استتفاده از    ن تر گرفتت  ها را همگن و همستانگرد در   جنس استوانه وی

 دست آورد. هرا ب ها آ  یقحل دق معادلات حاکم را استخراج کرد و 2یمستو

-پیزوالكتری  خطی و فرضیات لاو ی  ن ریه بر اساس ،نازک ی هپوست 1پیزوترموالاستی  ی  ن ریه

 مورت  بهدر این پ وهش ماده  استخراج گردید؛ 2334در سال [ 21] 4و هووارد 9توسط تئزوکیرشهف 

                                                 
1. Plane Elasticity Theory (PET) 

2. Piezothermoelastic 

3. Tzou 

4. Howard 

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45 1.5

𝑃𝑟𝑖  

𝑃𝑟𝑜  

(
𝑟

𝑟𝑖
) 

𝑛𝑃𝑟 = 0 
𝑛𝑃𝑟 = 1 
𝑛𝑃𝑟 = 2 
𝑛𝑃𝑟 = 3 
𝑛𝑃𝑟 = 4 
𝑛𝑃𝑟 = ∞ 
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هتایی کته ماتنتی بتر      ستازی  بتا استتفاده از ستاده   ایشا  سپس  در ن ر گرفته شد، 2همسانگرد عرضی

ی، از پیزوالكتریكت مختلتف  هتای   را برای محتیط    ن ریهپارامترهای لامه و شعاع انحناها بود کاربرد این 

کتاری   [29] 9تئتزو و بتاو   ،در سال بعتد  .و تیر نشا  دادند 1دایروی ی هحلق ای، استوانه ی هپوست یلقا

ناهمستانگرد در ن تر گرفتنتد و     متورت   بهمشابه پ وهش پیشین انجام دادند با این تفاوت که ماده را 

استتخراج   5با استتفاده از امتل همیلتتو    لایه را  کند ی هحاکم بر پوست 4یمعادلات ترموالكترومكانیك

 کردند.

را در دو با استفاده از توابع پتانسیلی که شترایط مترزی   [ 24و همكارا  ] 6کاپوریا 2336در سال 

ای متقتار    استتوانه  ی هحتل تحلیلتی پیزوترموالاستتی  پوستت    کرد؛  ای ارضاء می استوانه ی هسر پوست

 ،ای استتوانه  ی هآوردند. در این پ وهش جتنس پوستت   به دستها  محوری محدود را با استفاده از سری

 بتود؛ همچنتین   هپلاریتزه شتد  که در راستای محوری ختود   بودده در ن ر گرفته شعرضی همسانگرد 

 و ضرایب در ن ر گرفته شده بوددر راستای محوری  7سری فوریه بارگذاری متقار  محوری از گسترش

جاری که ناشی از  ی از حل شش معادله فوریه، ی مؤلفهبرای هر  توابع پتانسیل نامحدود ی همجموع در

ایشا  نشتا    آمد. می به دستای بود،  استوانه ی هی داخلی و خارجی پوست ارضاء شرایط مرزی در لایه

كتریكتی  بتا کتاربرد مناستب بتار ال     توا  ، میجایی شعاعی را حداکثر میزا  تنش محوری و جابه ؛دادند

  سطحی، کاهش داد.

 یجیتدر به مورت ها آ که خواص  یدگرد یجاداز مواد مطرح و ا جدیدی ی هعلم، شاخ یشرفتبا پ

. با توجته بته   شوند یشناخته م (FGM) یتابع یربا نام مواد متغ مواد ناهمگن ینامروزه ا کرد؛ یم ییرتغ

در  هتا  آ نسات به مواد معمول مورد استفاده در گذشته و لزوم کتاربرد   برده نامخواص مواد  یتمطلوب

 ردند.دسته از مواد آغاز ک ینا یلتحل یات حاضر، پ وهشگرا  تلاش خود را برایزتجه
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3. Bao 

4. Thermo-electromechanical 

5. Hamilton 

6. Kapuria 

7. Fourier 



 مقدمه

15 

 

معتادلات   ی،مستتو  ییستیته الاستی ن ریته [ با استفاده از 25] 1و کا  2هورگا  2333سال  در

 یو خارج یکه تحت فشار داخل FGساخته شده از مواد  یمجدار ضخ های یس ها و د حاکم بر استوانه

در  یتتوان بته متورت   را  یسیتهپوآسو  را ثابت و مدول الاست ضریب یشا کردند. احل  را داشتند قرار

تتنش   یشتینه بهمگن که  یها نشا  دادند خلاف استوانه ین؛ همچنکردند فرض یرمتغ یشعاع یراستا

ناهمگن مادق ناوده و ممكن است  یها امر در استوانه ینا دهد، یرخ م یالزاماً در شعاع داخل یطیمح

  مواد دارد. یبه ثابت ناهمگن یموضوع بستگ ینرخ دهد که ا یدر شعاع خارج

ازی اجتزای محتدود   ست  متدل ای اجمتالی بتر پیشترفت     مطالعته [ 26] 9دو جتی  بتن  1222سال در 

معتادلات  استخراج  ی هیشا  نحوا ،ای وفقی انجام داد. در طی این مطالعه های سازه پیزوالكتری  الما 

4وردشی
 کردند. را نیز ارائه 5برای محیط الكترومكانی  

توستط   ،با استفاده از سری توانی و فوریته  FGای  های استوانه حل دقیق پیزوترموالاستی  پوسته

 به متورت ارائه شد. ایشا  توزیع ناهمگنی را در استوانه  1229در سال [ 27و همكارا  ] 6هونگ-وژیا

انتقال حرارت هتدایتی فوریته در    ی معادله 7توانی مورد مطالعه قرار دادند و با استفاده از تادیل هانكل

را  حتاکم ایشا  معادلات  معین در معادلات فرض کردند؛ به مورتحالت پایدار را حل و میدا  دما را 

و  8گاه ساده تكیه به مورتستوانه شرایط مرزی مكانیكی و الكتریكی دو سر ادر حالتی حل کردند که 

بتر روی  اثتری مشتهود   ناهمگنی  داده شد ثابت نشا  . در این پ وهشاتصال زمین در ن ر گرفته شود

 رفتار پیزوالكتریكی دارد.

ترموپیزوالكتریت  همتراه بتا     ی هن ریت [ 28] 3ستو   آری آندریا دو و  جی بن 1225در اوایل سال 
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با استفاده سال همین [ در 23] 1شائوارائه کردند.  2هوشمند ی یهکند لاهای  وردش را برای کامپوزیت

قرار داشتت،   یدارناهمگن را که تحت فشار و حرارت پا یمجدار ضخ ی کرد ، استوانه  یهاز روش کند لا

انتدک بتود و    هتا  آ ختواص در   ییترات نمتود کته تغ   یمتقس هایی یهاستوانه را به لا یشا کرد. ا یلتحل

 به متورت  یخواص را در جهت شعاع ی یهکل ینثابت فرض کند؛ همچن ها آ خواص را در  توانست یم

معتادلات حتاکم بتر استتوانه را      یسیته،الاست ی   ن ریهگرفت و با استفاده از  ن ر در یرمتغ یکسر حجم

حاکم را  یمعادله ها، یهدر مرز لا یوستگیپ یطو اعمال شرا ها یاستخراج نمود، سپس با استفاده از سر

 کرد.ها مفر باشد، حل آ  یدو سر استوانه ساده و دما گاهی یهتك یطکه شرا یتنها در حالت

جتدار   ی استتوانه  ی،مستتو  ی یستیته الاست ی   ن ریته [ با استتفاده از  12و همكارا  ] 9جا -هونگ

 بته را  کترد  یمت  ییتر تغ ییو نما یخط مورت  بهآ   ی یسیتهپوآسو  و مدول الاست یبکه ضر یمیضخ

و  یقترار دادنتد. استتوانه تحتت فشتار داخلت       یلمورد تحل 1226سال  در ،یهکند لاو  یكپارکه مورت 

بتا   ی هیكپارک ی استوانه برای یلیها جز حالت مربوط به حل تحل حالت یقرار داشت و در تمام یخارج

آمده مربوط به حالت تتنش   دست بهپوآسو  را ثابت در ن ر گرفتند. حل  یبضر ی،خط یرخواص متغ

بتالعكس،   ایت و  یبه خط ییخواص از نما ییرکه تغ داد ینشا  م یجبود. نتا یا و کرنش مفحه یا مفحه

 ییجتا  و جابته  یطتی امتر تتنش مح   یتن اما ا گردد ینم یتنش شعاع یعتوز یبر رو یکندان ییرباعث تغ

 .کند یم ییرتغ خوش دست یشتریرا با شدت ب یشعاع

ناهمگن  یمجدار ضخ یها [ معادلات حاکم بر استوانه12و همكارا  ] 4یفایژ 1227در اوایل سال 

تنهتا در حالتت    ی،مستتو  ی یستیته قرار داشتند را با استتفاده از الاست  یو خارج یکه تحت فشار داخل

متدول   ینتاهمگن را تنهتا بترا    یخواص در استتوانه  ییراتتغ یشا استخراج نمودند. ا یا کرنش مفحه

مدل کردند. سپس معادلات حاکم را بتا دو روش،   یخط مورت  بهآ  در ن ر گرفتند و  ی الاستیسیته

حل لامه همتراه   یریکارگ بهبا خواص ثابت و  هایی یهکرد  استوانه به لا یهکند لا بار با استفاده از ی 
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3. Hongjun 
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 مقدمه

17 

 

استتفاده   ها یهلا ینب یشعاع ییجا تنش و جابه یبر رو یوستگیپ یمرز یطکه از شرا یبا روش بازگشت

نشا  دادند  ینحل کردند. همچن یر،با خواص متغ یكپارکهاستوانه  یریگ ن ر با در یگرو بار د کرد یم

آمده در داختل   به دست یشعاع ییجا مقدار جابه ها، یهتعداد لا یشکرد  با افزا یهکه در روش کند لا

[ 12مشابه با کار گذشتته ]  ی[ پ وهش11] 2، توتونچوسالهمین بعد در  اندکی .یابد یاستوانه کاهش م

 یاینیتوس، فر یستر  یریکتارگ  بته و  یمستتو  ییستیته الاست ی   ن ریهبا استفاده از  یشا را انجام داد. ا

 متورت   بته آ   یستیته قرار داشت و مدول الاست یناهمگن را که تحت فشار داخل یماستوانه جدار ضخ

بتر   یثابت ناهمگن ییرپ وهش اثر تغ ینحل کرد. در ا یا را در حالت کرنش مفحه کرد یم ییرتغ یینما

و  1در همین زما  وو مورد مطالعه قرار گرفت. یشعاع ییجا و جابه یطیو مح یتنش شعاع یعتوز یرو

کته دارای شترایط    ،دارای دو انحنتا  FGهای  پوسته 4بعدی مگنتوالكتروالاستی   حل سه[ 19] 9تسای

را ارائته کردنتد.    ختود بودنتد   ی هگاهی در لات  کاملاً ساده تكیهمرزی مكانیكی، الكتریكی و مغناطیسی 

کستر حجمتی در ن تر گرفتنتد و نشتا  دادنتد؛ میتدا          بته متورت  ایشا  توزیع ناهمگنی ختواص را  

و  FGهای  کلاسی  پوسته ممكن است برای پوسته 5ی هشد جفت ی   ن ریهدست آمده از  سینماتی  به

 وی ه زمانی که بارهای مغناطیسی و الكتریكی وجود دارد.  همگنتوالكتروالاستی  مناسب نااشد؛ ب

روش  یریکارگ بهو  یمستو ی یسیتهالاستی ن ریهبا استفاده از  1223[ در سال 14] 7و پنگ 6لی

آوردنتد.   به دستت را  یناهمگن تحت فشار داخل یمجدار ضخ یها استوانه یقحل دق 8انتگرال فردهولم

 یرا تنهتا بترا   یجدلخواه در ن ر گرفتنتد امتا نتتا    به مورتخواص را در استوانه  یناهمگن یعتوز یشا ا

 یتا  ب کترد،  یمت  ییتر ساده شده تغ یو کسر حجم یتوان یعتوز به مورت یسیته،که مدول الاست یحالت

آمده  به دست یجنتا ییرخواص، در تغ یعتوز ی هنحو ییر[ نشا  دادند که تغ12مانند ] ینکردند. همچن
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در همین سال کیهتانی و همكتارا     مشهود دارد. یاثر یطیکم و در تنش مح یاثر یتنش شعاع یبرا

ارائه کردند. ایشا   یهکند لاکامپوزیتی  ی را در استوانه هدایتی پایدار حل تحلیلی انتقال حرارت[ 15]

محیطی در ن ر گرفتند کته بته دور استتوانه پیچیتده      به مورتدر هر لایه را  2الیاف کیدما  ی هنحو

انتقال حترارت در راستتای طتولی    از در این پ وهش  .شد و با راستای محیطی استوانه زاویه داشت می

بتا استتفاده از جداستازی     کته مورد مطالعه قترار گرفتت   دو بعدی  به مورتشد و  پوشی کشماستوانه 

 فوریه بیا  شد.  سری ی هو پاسخ آ  به وسیل مورت پذیرفت حاکم ی معادلهیرها اقدام به حل متغ

 اول ی مرتاته  یشتكل برشت   ییتر تغ ی   ن ریته [ با استتفاده از  16] ن اد یقنّاد و زمان 1222سال  در

قترار دادنتد و تتنش     یلقرار داشت، مورد تحل یرا که تحت فشار داخل یردارهمگن دو سر گ ی استوانه

تنش  انهدو سر استو ینشا  دادند که در مناطق دور از مرزها یشا کردند. ا یرا در استوانه بررس یبرش

تنهتا از شتعاع استتوانه     یتابع یی،جا و جابه  تا تنش گردد یو ساب م کند یم یلبه سمت مفر م یبرش

مشاهده کردند در نقاط  یناز شعاع و طول استوانه است و همچن یمرز تابع یدر حوال که یدرحالباشد 

در همین  دارد. وجود یمستو ی یسیتهو الاست یشكل برش ییرتغ ی   ن ریه ینب یخوب یدور از مرز توافق

هتای   ی مستتوی حتل تحلیلتی ستازه     الاستیستیته  ی   ن ریته با استفاده از [ 17و همكارا  ] 1سال، دای

 ی هآوردند. طاق این پ وهش استوانه و کر را به دست 9پیزوالكتری  متغیر تابعیتوخالی از جنس مواد 

 کترد،  توانی تغییر متی  به مورتو خواص آ   که تحت بارهای مكانیكی و الكتریكی قرار داشت توخالی

داد، ثابت نتاهمگنی تتأثیر زیتادی بتر روی تتنش و پتانستیل        مورد بررسی قرار گرفت؛ نتایج نشا  می

 توا  توزیع تتنش را در جستم کنتترل کترد.     دارد همچنین با ایجاد بار الكتریكی مناسب می الكتریكی

[ انجام دادند. ایشتا  بتا استتفاده از    17کاری مشابه پ وهش پیشین ][ 18اندکی بعد، لی و همكارا  ]

ر را برای ه FGPهای  انتگرال فردهولم حل دقیق استوانه یریکارگ بهی مستوی و  الاستیسیته ی   ن ریه

توانی  به مورتمانی که خواص تنها برای ز ،آوردند و نتایج را توزیع دلخواه ناهمگنی خواص، به دست
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آوردند. [ به دست17نشا  دادند و نتایجی مشابه ] ،کرد و کسر حجمی تغییر می

معتادلات حتاکم بتر     یسیته،الاست ی   ن ریهبا استفاده از  1221[ در سال 13و همكارا  ] حیدرپور

 یرا در حالتت کلت   قترار داشتت   یتدار پا حرارت یعو توز یاستوانه ناهمگن کرخا  که تحت فشار داخل

 یو طتول  یشتعاع  یحاکم در راستتا  یفرانسیلمعادلات د یساز گسسته استخراج کردند و با استفاده از

 یجتاد منجتر بته ا   یانتقال حرارتت و  ییدما ی،تنش یی،جا جابه یو مرز یوستگیپ یطهمراه با اعمال شرا

کستر   بته متورت  ختواص را تنهتا    ینتاهمگن  یشتا  شدند و آ  را حل کردند. ا یدستگاه معادلات خط

 ویبتر ر  یمشتهود  یرخواص به دما تأث یو وابسته به دما در ن ر گرفتند و نشا  دادند وابستگ یحجم

تغییتر شتكل    ی   ن ریته  ی هوستیل به [ 92رحیمی و همكارا  ]در همین سال،  و تنش دارد. ییجا جابه

را مورد تحلیل قرار دادند. در این پت وهش نتاهمگنی    FGPجدار ضخیم  ی استوانه اولی  رشی مرتاهب

. ایشتا  نشتا  دادنتد    ازی شد و استوانه تحت فشار داخلی قترار داشتت  س مدلتوانی  به مورتخواص 

کند و در نواحی دور از  بینی می خوبی پیشجایی را با دقت  مقادیر جابه اولتغییر شكل برشی  ی   ن ریه

[ با استتفاده  92] ن اد یقنّاد و زمان اندکی بعد،ی مستوی دارد. الاستیسیته ی   ن ریهمرز تطابق خوبی با 

(، یا )تنش و کرنش متفحه  یدر حالت کل یروابط ساختار یفو تعر یمستو ی یسیتهالاست ی   ن ریهاز 

 به دستقرار داشتند را  یو خارج یناهمگن را که تحت فشار داخل یمجدار ضخ یها حل کامل استوانه

در ن ر گرفتند و فرض کردنتد   یتوان به مورت ستیسیتهمدول الا یخواص برا یناهمگن یشا آوردند. ا

 یتد با یی،جتا  کاهش تتنش و جابته   یا یشافزا ینشا  دادند برا ین. همچنباشد یپوآسو  ثابت م یبضر

[ بتا استتفاده از   91] یشتا  زمتا  ا  ینگردد. در همت  یاراخت یثابت ناهمگن یبرا یمنف یامثات  یرمقاد

قترار   یو ختارج  یناهمگن را که تحت فشار داخل یمجدار ضخ یها استوانه یشكل برش ییرتغ ی   ن ریه

بتا   اول ی مرتاه یشكل برش ییرتغ ی   ن ریه یسهو مقا یبا بررس یشا قرار دادند. ا یلداشتند، مورد تحل

ضتخامت استتوانه    یشدور از دو سر استوانه نشا  دادند با افزا یدر نواح یمستو ی یستهالاست ی   ن ریه

 ی یستیه الاست ی   ن ریته  یتا  یتق از حل دق اول ی مرتاه یشكل برش تغییر ی ن ریه یا یلیتحل یمهنحل 

از  اول ی مرتاته  یشكل برشت  ییرتغ ی   ن ریهنمودند که اختلاف  یا ب ینو همچن گردد یدور م یمستو
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 ی یته استوانه برابر شتعاع لا  ی جداره ضخامت یوقت ی،شعاع ییجا جابه یزا در م یمستو ییسیتهالاست

 .شد با ی% م15آ  است، در حدود  یانیم

 د.کن ارائه می وار فهرست به مورترا های انجام شده  پ وهش 2-2 جدول 

 های مورت گرفته پ وهش 2-2 جدول 

 موضوع پ وهش پ وهشگر سال

 PETهای جدار ضخیم همگن با استفاده از  حل دقیق استوانه [9لامه ] 2851

 نازک ی هپیزوترموالاستی  پوست ی   ن ریه ی ارائه [21تئزو و هووارد ] 2334

 [29تئزو و باو ] 2335
با استفاده از امل  یهکند لانازک ناهمسانگرد  ی هپیزوترموالاستی  پوست ی   ن ریه ی ارائه

 همیلتو 

 ای متقار  محوری محدود استوانه ی هحل تحلیلی پیزوترموالاستی  پوست [24کاپوریا و همكارا  ] 2336

 PETهمگن با استفاده از ناجدار ضخیم های  دیس و  ها حل استوانه [25و کا  ] هورگا  2333

 [26دو ] جی بن 1222
ای  های سازه ازی اجزای محدود پیزوالكتری  الما س مدلی اجمالی بر پیشرفت  مطالعه

 وفقی

1229 
هونگ و همكارا  -ژیاو

[27] 
 FGای  های استوانه حل دقیق پیزوترموالاستی  پوسته

1225 
دو و  جی بن

 [28سو  ] آری آندریا 

 ی یهکند لاهای  ترموپیزوالكتری  همراه با وردش برای کامپوزیت ی هی ن ری ارائه

 هوشمند

 کرد ،  یهلا ناهمگن با استفاده از روش کند یمجدار ضخ ی استوانهترموالاستی   تحلیل [23] شائو 1225

1226 
و همكارا   جا -هونگ

[12] 
کرد  با استفاده از  یهکند لاهای جدار ضخیم ناهمگن به روش  آنالیز الاستی  استوانه

PET 

 [12و همكارا  ] یفایژ 1227
کرد  و یكپارکه در ن ر  یهکند لاهای  با روشهای ناهمگن  حل دقیق الاستی  استوانه

 گرفتن

 ها های ناهمگن با استفاده از سری حل دقیق الاستی  استوانه [11توتونچو ] 1227

 دارای دو انحنا FGهای  بعدی مگنتوالكتروالاستی  پوسته  حل سه [19وو و تسای ] 1227

 [14و پنگ ]لی  1223
و  روش انتگرال فردهولم یریکارگبه با ناهمگن یمجدار ضخ یها استوانه یقحل دق

 PETاستفاده از 

 های کامپوزیتی حل تحلیلی انتقال حرارت پایدار هدایتی در استوانه [15کیهانی و همكارا  ] 1223

 FSDTیردار با استفاده از همگن دو سر گ ی استوانهحل تحلیلی  [16] ن اد یقنّاد و زمان 1222
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 PETبا استفاده از  FGP های توخالی حل تحلیلی سازه [17دای و همكارا  ] 1222

 PETو استفاده از  روش انتگرال فردهولم یریکارگبه با FGPهای  حل دقیق استوانه [18لی و همكارا  ] 1222

1221 
و همكارا   حیدرپور

[13] 

 یساز با استفاده از گسستهکرخا   ناهمگن یمجدار ضخ یها استوانه ترموالاستی  تحلیل

 حاکم یفرانسیلمعادلات د

 FSDTبا استفاده از  FGPناهمگن  ی الكترومكانی  استوانه تحلیل [92رحیمی و همكارا  ] 1221

 ناهمگن یمجدار ضخ یها حل کامل استوانه [92] ن اد یقنّاد و زمان 1221

 FSDTستفاده از ابا  ناهمگن یها استوانهتحلیل الاستی   [91] ن اد یقنّاد و زمان 1221

 بندی جمع 2-3
توا  استنااط نمتود کته    پ وهش حاضر بیا  شد، می ی هپیشین ی هدر بخش گذشته مطالای دربار

های جدار ضخیم ناهمگن پیزوالكتریت  متورت نگرفتته     جامع و کاملی بر روی استوانه ی ههنوز مطالع

ها یا  این پ وهش ولی ،پیزوترموالاستی  در این زمینه مورت گرفتههای  مواردی پ وهش؛ اگرکه است

در  دیده شد  رفتتار استتوانه  ی مستوی مورت گرفته که تنها باعث  الاستیسیته ی   ن ریهبا استفاده از 

کته تنهتا دارای شترایط مترزی      مورت گرفتته  ای برای استوانه و یا شود می )شعاعی( راستای ضخامت

 باشد. میمشخص و معینی در دو سر خود 

حاکم بتا روش   ی و استخراج دستگاه معادله اول ی رتاهتغییر شكل برشی م ی   ن ریهبا استفاده از 

آ  رفتتار مكتانیكی،    ی هدر ستای جامع و کاملی در این زمینه پرداخت کته   ی هتوا  به مطالع انرژی می

 و آثتار  تنها در راستای شعاعی بلكه در راستای طولی نیز مطالعه شتوند   نهاستوانه  یالكتریكی و حرارت

نیز بررسی گردد. همچنین این پ وهش تنها قابل استتفاده بترای شترایط مترزی     برشی و کرنش تنش 

متفتاوت    برای شرایط مترزی  آ  راتوا  تحلیل و نتایج  و می اص و مشخص در دو سر استوانه نیستخ

 .برد کارالكتریكی و حرارتی به  مكانیكی،



 

 

 

 

 

 

 

 

 1 فصل

به  FGPMای چرخان ه استوانهتحلیل ترموالاستیک 

 اولی  تغییر شکل برشی مرتبه ی   نظریه کمک
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 گفتار  پیش1-2
ی  برای ی  ماده یافته توسعه به استخراج امل همیلتو  ،به کم  منابع موجود ابتدا در این فصل

FGM   با استفاده  ،قرار دارد بارهای مكانیكی، الكتریكی و حرارتیدر حالت کلی که تحت پیزوالكتری

استتخراج   ،یافتته  توستعه ده از امل همیلتتو   سپس با استفا؛ شود پرداخته می 2از نمادگذاری شاخصی

پتس از  در پایتا    گیترد.  آ  انجتام متی  مسأله مورد مطالعه با توجه به فرضتیات   برای ،معادلات حاکم

 گیرد. می بیا  حل آ  ی نحوه ،استخراج دستگاه معادلات

 افتهی توسعهاصل همیلتون استخراج  1-1
بترای   یافتته  توستعه به استخراج امتل همیلتتو    [ 28[ و ]26با استفاده از مراجع ]در این بخش، 

 شود. ه میپرداخت تحلیل پیزوترموالاستی 

2-1-1 معادلات دیورژانس 
 ی تعتادل  معادلته  استاتی  ووالكترخطی   ی بار ، معادلهتنش خطی حرکتمعادلات  ،معادلات زیر

 کند. را بیا  می انرژی حرارتی پایدار

( 1-2) in  ,ij j i if u   

( 1-1) in  , 0i iD q  

( 1-9) in  , 0i ih s  

، ijکه 
iD  وih  جتایی  بتردار جابته  ، 1تانسور تنش متقار  کوشتی  ،های مؤلفهبه ترتیب بیانگر 

 و همچنین  د؛نباش بردار شار حرارتی می الكتریكی و
iu ار بترد  یها مؤلفه بیانگر کگالی و به ترتیب

 .باشند میجایی  جابه
if ،q و s  ،بار الكتریكیکگالی ، مكانیكی ی حجمیهانیرو یها مؤلفهبه ترتیب 

                                                 
1. Indicial Notation 

2. Cauchy 
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 باشند. می (مناع گرمایی حجمی در محیط مادی پیزوالكتری  )و  آزاد

 ،زیرنویس لاتین استفاده شده ،)نمادگذاری شاخصی( واضح است که در نوشتار استاندارد تانسوری

کنند.  پیروی می 2ها زمانی که تكرار شوند از قرارداد جمع انیشتین متغیر است. این زیرنویس 9تا  2از 

 جزئتی ( به ترتیتب بیتانگر مشتتق زمتانی و مشتتق      ,ویرگول )و ( در معادلات فوق قرار داد  نقطه )

 باشد. میبعدی   سه 9ضای اقلیدسیف 1x، 2x ،3x 1ی  نسات به مختصات کارتزین ی مرتاه

1-1-1 معادلات گرادیان 
پتانسیل -جایی مكانیكی، میدا  الكتریكی خطی جابه-کرنش خطی توجه به برای روابط گرادیا  با

 تغییرات دمایی داریم.-خطیالكتریكی و میدا  حرارتی 

( 1-4) 
 , ,

1

2
ij i j j iu u   

( 1-5) 
,i iE   

( 1-6) 
,i ie   

 5ایستتای   ، بتردار شتاه  4های، تانسور متقار  کرنش لاگرانت ی  مؤلفهبه ترتیب  ie و ij ،iEکه 

به ترتیب بیانگر پتانسیل الكتریكی  و  ؛ همچنین باشند میدا  الكتریكی، بردار میدا  حرارتی می

 باشد. ( میمرجع ) ثابت مثات و تغییرات دمایی از دمای

9-1-1 معادلات ساختاری 
مقادیر  ی هحالت ماده به وسیل ؛کند اساسی وجود دارد که بیا  می ی اه، فرضی6دماپویاییدر دانش 

گردد، این متغیرهای مستقل شامل  کامل تعیین می به طورمشخصی از متغیرهای مستقل  ی همجموع

                                                 
1. Einstein 

2. Cartesian 

3. Euclidean 

4. Lagrange 

5. Quasi-Static 

6. Thermodynamics 
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با تعیین دو تتابع  د. بعلاوه، رفتار ساختاری نباش و دما می (( و ...ijها ) )کرنش 2متغیرهای سینماتی 

متغیرهای مذکور و  ی هیاولحالت گردد. این دو تابع، تابع انرژی پتانسیل  کامل تعریف می به طورحالت 

,) ی هگان متغیرهای سه باشد. تابع اتلاف می , ,ij i iE e )  عنوا  متغیرهای حالت آغتازین  به ، ینجاادر

,هم ) کنار رهای حالت دربا متغیند که ا انتخاب شده , ,ij i iD h   .متغیتر  (، ارتااط دارنتد   کگتالی

 بنابراین برای معادلات ساختاری داریم.؛ باشد می 1آنتروپی

( 1-7) in  ij

ij








 

( 1-8) in  i

i

D
E


 


 

( 1-3) in  i

i

h
e


 


 

 بر حسبتوا  آ  را  بیا  شده است که می روابط فوق با استفاده از پتانسیل ترموپیزوالكتری  

  زیر بیا  نمود. به مورت Fتابع اتلاف و  Gالكتریكی  9عاارات، تابع گیاس

( 1-22) ( , , , ) ( , , ) ( )ij i i ij i iE e G E F e      

,هتای کوکت  )   با توجه به کمیت Gبا بسط داد   ,ij iE   تتابع گیتاس    4دوم (، شتكل درجته

 آید. می به دستزیر  مورت  بهالكتریكی 

( 1-22) 21 1 1

2 2 2
ijkl ij kl ij i j ijk ij k i i ij ijG c E E e E p E               

باشند،  الكتری  ماده می تنش و دی-الاستی ، پیزوالكتری  به ترتیب ثوابت ijو  ijklc ،ijkeکه 

، همچنین 
ip  وij  دمتا -پایروالكتری  و تنش حرارتی ثوابت اناساط حرارتی، ثابتنیز به ترتیب 

 باشد. به این مورت می (22-1 ) ی بیا  شده در معادلهدوم تابع اتلاف  شكل درجه .هستند

( 1-21) 1

2
ij i jF k e e 

                                                 
1. Kinematic 

2. Entropy Density 

3. Gibbs 

4. Quadratic 
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تتوا    متی  (21-1 )تتا   (22-1 )باشد. با استفاده از روابط  یب هدایت حرارتی میابیانگر ضر ijkکه 

 معادلات ساختاری را به شكل زیر بازنویسی کرد.

( 1-29) in  ij ijkl kl ijk k ijc e E      

( 1-24) in  i ikl kl ik k iD e E p    

( 1-25) in  i ij jh k e 

4-1-1 شرایط مرزی 
نیروهتای ستطحی    ی هتواند بته وستیل   ، میSسطحی خود  مرزپیزوالكتری  بر روی مادی  جسم

مكانیكی 
iF ،سطحی  یكیبار الكترQ  و شار حرارتیH روی مرز سطحی که به ترتیب 

FS ،QS  و

HS توانتد   متی  مرز ستطحی جستم پیزوالكتریت     تحت بارگذاری قرار بگیرد. همچنین ،اند اعمال شده

 جتایی مكتانیكی   هجابت ، ی ییدکنندهتأ
iu    روی مترز ستطحی

uS (F uS S   و
F uS S S ) ،

S (QSروی مرز ستطحی    پتانسیل الكتریكی S   وQS S S )    و تغییترات دمتایی

  روی مرز سطحیS 
 (

HS S   و
HS S S  ) ایتن  باشتد.   ،استت   ل شتده که متحمت

 توا  به شكل زیر بیا  نمود. را می حرارتیمكانیكی، الكتریكی و  شرایط مرزی

( 1-26) on uS 
i iu u on FS 

ij j in F  

( 1-27) on S   on QS i iD n Q  

( 1-28) on S
   on HS 

i ih n H  

یا  jnدر روابط فوق 
in  که جهتت آ   است عمود بر سطح  ی یكهبردار های  مؤلفه ی دهنده نشا

( ها ) همچنین قرار داد  خط افقی بر روی کمیت باشد. میمادی پیزوالكتری   سمت خارج جسمبه 

 است. ها بود  آ  بیانگر معلوم
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5-1-1 استخراج معادلات پیزوالکتریک وردشی 
 جایی جابه های فضایی دلخواهبرای متغیر

iuپتانسیل الكتریكی ،  دمایی اتو تغییر   که

 .زیر نوشت ا  به شكلتو را می (9-1 ) تا (2-1 )معادلات  ،باشند می مجازی و پذیرفتنی

( 1-23) , , ,( ) dΩ ( ) dΩ ( ) dΩ 0ij j i i i i i i if u u D q h s    
  

          

ختواهیم   2ی دیتورژانس  و استتفاده از قضتیه   (23-1 )ی  گیری از هر قستمت در معادلته   با انتگرال

 داشت.

( 1-12) 

,

,

,

dΩ d dΩ dΩ

dΩ d dΩ

dΩ d dΩ 0

ij i j ij j i i i i i

S

i i i i

S

i i i i

S

u n u S f u u u

D D n S q

h h n S s

      

  

  

  

 

 

   

  

      

   

  

  

 

و معتادلات گرادیتا     (28-1 ) تتا  (26-1 )با استفاده از خامیت تقار  تانسور تنش، شرایط مرزی 

 ، خواهیم داشت.(6-1 ) تا (1-4 )

( 1-12) 

dΩ d dΩ dΩ

dΩ d dΩ

dΩ d dΩ 0

ij ij i i i i i i

S

i i

S

i i

S

F u S f u u u

D E Q S q

h e H S s

     

  

  

  

 

 

   

  

     

   

  

  

 

اکنو ، با فرض این امر که 
iu ،  و  وابسته به زما  است و برای هر دو زما  دلخواه

0t 

و 
1t  آید. می به دست یرز، عاارت کرد  است پوشی کشماگرکه مقداری ثابت دارد ولی قابل 

( 1-11) 
1 1

0 0

1
d ( )d

2

t t

i i i i

t t

u u t u u t      

6-1-1 افتهی توسعهاصل همیلتون  
بترای   یافتته  توستعه استفاده شود، امل همیلتتو    (12-1 )ی  در معادله (11-1 )عاارت  که یزمان

فضای دلخواه و 
iu ،  و   وابسته به زما  که در دو زما

0t  1وt  بته  شتكل زیتر   ناکیزند، به

                                                 
1. Divergence 
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 آید. می دست

( 1-19) 
1

0

d 0;  ( )

t

t

L t L T V W     

و  1الكتروترمومكتانیكی  انترژی  Vانرژی جناشتی،   T، 2فانكشنال لاگران ی L ی فوق در رابطه

W  استتفاده از روابتط زیتر تعریتف     د که با باش مكانیكی، الكتریكی و حرارتی میکار ناشی از نیروهای

 شوند. می

( 1-14) 
1
2

di iT u u


  

( 1-15) 
1
2

( )dij ij i i i iV D E h e 


    

( 1-16) d dΩ d dΩ d dΩi i i i

S S S

W Fu S f u Q S q H S s 
  

             

یتا  ؛ امتل همیلتتو    جایگزین شوند (15-1 )ی  در معادله (25-1 ) تا (29-1 )ساختاری  روابطاگر 

برای  ( ثابتL) به فانكشنال لاگران ی ،(19-1 )ی  معادلههما  
iu ،  و  مجاز دلخواه، کاهش

 باشد. زیر قابل بیا  می مورت  بهیابد که  می

( 1-17) 0L T V W       

 معادلات حاکمدستگاه استخراج  1-9
بته  ، بتر مستأله   و با استفاده از فرضتیات حتاکم   یافته توسعهدر این بخش به کم  امل همیلتو  

 شود. پرداخته می استخراج معادلات

2-9-1 فرضیات حاکم بر مسأله 
، جنس، بارگذاری و شرایط مرزی متقار  محتوری  ن ر هندسهی مورد تحلیل از ا ی استوانه پوسته

( )ن ر کرد ) مرف توا  از تغییرات در راستای محیطی استوانه  می است و 0






بنابراین توابتع  ؛ (

                                                 
1. Lagrangian Functional 

2. Electrothermomechanical 
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 باشند. استوانه می xو محور  rتنها تابعی از شعاع  حرارتی رفتار مكانیكی، الكتریكی و ی هکنندبیا 

حتول محتور تقتار      ،با سرعت دورانی ثابتت  در این پ وهش  ای مورد مطالعه استوانه ی هپوست

u) کرخد خود می r ). 

 .باشد زیر میبه شكل در این حالت جایی  هتوجه به آنچه که بیا  شد؛ میدا  جاب با

( 1-18) 

( , )

( , )

r r

x x

u u r x

u r t

u u r x

 





 

 

ru ،u
و  

xu که  ر راستای شعاعی، محیطی و محوری هستندجایی د های جابه مؤلفه
ru  وxu، 

) ز شعاع و محور استوانهتوابعی نامعلوم ا , )ru r x  و( , )xu r x جتایی در راستتای    تنها جابه ؛باشند می

u محیطی
و  r، شتعاع  سرعت دورانی ثابت از  تابعی مشخص مورت  بهمعلوم داشته و وضعیتی  

 بیا  شده است. tزما  

ناهمگن و همسانگرد  باشد و از جنس مواد دارای جداری ثابت می ای مورد مطالعه استوانه ی هپوست

2عرضی
ناهمگنی . باشد آ  در راستای شعاعی متفاوت از دو راستای دیگر می ی هاست که خامیت ماد 

کته در   (7-2 ) ی هشود و بتا استتفاده از رابطت    توانی در ن ر گرفته می مورت  بهخواص در این پ وهش 

 شود. تحلیل پرداخته می سازی ناهمگنی خواص جهت به مدل به آ  اشاره شد، اولفصل 

1-9-1 اولی  مرتبه تغییر شکل برشی ی   نظریهکارگیری  به 
هر نقطه  ی هفامل 2-1 شكل  بقمطا، اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهکارگیری  به من ور به

  هبعتلاو  zمیانی استتوانه   ی هآ  تا لای ی هفامل به مورت rای تا محور تقار  آ   استوانه ی هاز پوست

ستاب تغییتر مختصته و جتزء      شود. این کار، بیا  می Rمیانی تا محور تقار  استوانه  ی هلای ی هفامل

d)گردد  می zبه  r ، از1دیفرانسیلی , ( , , ) d , ( , , )r r x z z x .) 

                                                 
1. Transversely Isotropic 

2. Differential Element 
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 ی جدار ثابت ناهمگن مقطع استوانه 2-1 شكل 

 .شود زیر بیا  می به مورتآ  و نتایج ناشی از  rشعاعی  ی هفرآیند تغییر مختص

( 1-13)  ( , , ) ( , , )r x z x ; d d  r z   , 
2 2

h h
r R z z     

میتا  شتعاع داخلتی     ی هرابطت  ،ضخامت استوانه است. همچنین در ادامه hدر روابط فوق 
ir  و

خارجی 
or میانی استوانه  ی هبا شعاع لای استوانهR  و ضخامتh گردد. بیا  می 

( 1-92) 
2

o ir r
R


 

( 1-92) 
o ih r r  

 باشد. زیر می مورت  به نیز CL طول استوانه و xمحوری  ی همختص ی هلازم به ذکر است رابط

( 1-91) 0 Cx L  

 اول ی هجایی مرتب جابهمیدان 

 ی مورد مطالعته  حاکم بر مسألهفرضیات  جایی بیا  شده، با توجه به میدا  جابه با در ن ر گرفتن
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ای  ی استتوانه  جایی برای پوسته ، میدا  جابه(6-2 ) اولتغییر شكل برشی در فصل  ی   ن ریه و (1-18 )

 گردد. مورد مطالعه به شكل زیر بیا  می

( 1-99) 

0 1 0 1

0

0 1 0 1

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

( )

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

z
z z z z z z z

z

x
x x x x x x x

z

U z x
U U z x U x z U x z U x U z U

z

U R z t

U z x
U U z x U x z U x z U x U z U

z

 





 
      




 



       



 

فوق  ی هرابطدر 
zU ،U 

و  
xU جتایی در راستتای شتعاعی، محیطتی و      های میدا  جابته  مؤلفه

0 ،تغییر شكل برشی ی   ن ریهباشند؛ همچنین با توجه به  محوری می

zU  1و

zU   هتای   به ترتیتب مؤلفته

0و  جایی شعاعی مفر و ی  جابه ی همرتا

xU  1و

xU جایی  مفر و ی  جابه ی ههای مرتا به ترتیب مؤلفه

 باشند. می xمحوری  ی همحوری است که تنها تابعی از مختص

 اول ی هپتانسیل الکتریکی مرتب

؛ رفتتار مكتانیكی، الكتریكتی و    بیتا  شتد   بخش فرضیات حاکم بر مستأله  با توجه به آنچه که در

بنتابراین پتانستیل    ؛باشتد  متی  محیطی  ی هحرارتی استوانه به دلیل تقار  محوری مستقل از مختص

)شعاعی و محوری است  ی هتابعی از مختص الكتریكی  , )r x. 

 ، داریم.اول ی همرتاتغییر شكل برشی  ی   ن ریهاستفاده از ن ر به 

( 1-94) 0 1 0 1

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

z

z x
z x x z x z x z

z


      




      


 

باشند کته تنهتا    می مفر و ی  پتانسیل الكتریكی  ی ههای مرتا به ترتیب مؤلفه 1و  0که 

 باشند. می xمحوری  ی هتابعی از مختص

 اول ی هتغییرات دمایی مرتب

شعاعی  ی هنیز تابعی از مختص ن ر به مطالب مذکور در بخش فرضیات حاکم، تغییرات دمایی 

)باشد  و محوری می , )r x. 

 برای تغییرات دمایی داریم. اول ی هتغییر شكل برشی مرتا ی   ن ریهبا استفاده از 
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( 1-95) 0 1 0 1

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

z

z x
z x x z x z x z

z 


         


 

باشند  می مفر و ی  تغییرات دمایی  یهای مرتاه مؤلفهبه ترتیب  1و  0فوق  ی هدر رابط

 .هستند xمحوری  ی هکه تنها تابع مختص

9-9-1 ای معادلات گرادیان در مختصات استوانه 
ای و  مختصات استوانه ، در[99با استفاده از ] (6-1 ) تا (4-1 )گرادیا   این بخش با بیا  روابطدر 

، پتانسیل الكتریكی و تغییرات دمتایی، بته   جایی جابهبرای میدا   (95-1 ) تا (99-1 )استفاده از روابط 

 شود. استخراج میدا  کرنش، میدا  الكتریكی و میدا  حرارتی پرداخته می

 میدان کرنش -الف

 جایی جابهبا میدا   xمحوری و   محیطی ،r های نرمال شعاعی ابتدا روابط کرنش ،در ادامه

شتعاعی   های نرمتال  کرنش (99-1 ) ی ه، سپس با استفاده از رابطگردد ای بیا  می مختصات استوانه در

z،  محیطی  و محوریx یا مختصات  ی اولمرتاه تغییر شكل برشی ی   ن ریه، برای( , , )z x 

 گردد. استخراج می

( 1-96) 1          r z
r z z

u U
U

r z
 

 
   
 

 

( 1-97) 
0 11

          r z z z
u u U U z U

r r R z R z


  



 
    

  
 

( 1-98) 
0 1d d

          
d d

x x x x
x x

u U U U
z

x x x x
 

 
    
 

 

محوری -و محیطی rxمحوری -شعاعی ،rمحیطی -شعاعی برشی های همچنین، روابط کرنش

x،  ی هبیتا  شتده در رابطت    جایی جابهمیدا   یریکارگ بهد و با نگرد بیا  می یا استوانهدر مختصات 

بترای   xمحوری -و محیطی zxمحوری -شعاعی ،zمحیطی -شعاعی های برشی کرنش (1-99 )

)مختصات  , , )z x گردد. استخراج می 

( 1-93) 1
          0r

r z

u u U Uu
t t

r r r R z z
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( 1-42) 
0 1

1d d
          

d d

r x z x z z
rx zx x

u u U U U U
z U

x r x z x x
 

   
       
   

 

( 1-42) 1 1
          0x x

x x

u Uu U

x r x R z

 
  

 

  
     
    

 

 .داریم اول ی همرتا تغییر شكل برشی ی   ن ریهدر  ،میدا  کرنش تانسور  برای

( 1-41) 

0 1
1 1

0 1

0 1 0 1
1

d d1
0

2 d d

0 0

d d d d1
0

2 d d d d

z z
z x

z z

z z x x
x

U U
U z U

x x

U z U

R z

U U U U
z U z

x x x x



  
   

  
 
 

 
  
    
   

 

 میدان الکتریکی -ب

، xEو محتوری   E، محیطتی  rEشتعاعی   یها مؤلفه و (5-1 ) ی هبه بیا  معادلاین قسمت در 

 یهتا  مؤلفته  (94-1 )شود، سپس به کم  روابتط   ای پرداخته می در مختصات استوانه میدا  الكتریكی

)، میدا  الكتریكی در مختصات xEو محوری  E، محیطی zEشعاعی  , , )z x آید. می به دست 

( 1-49) 

1

0 1

1 1
           0

( )
d d

d d

r z

x x

r zE E

E E
r R z

E E
z

x xx x

 

 


 

 
  

   
           
           

               
           

        
         

 

 داریم. اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهدر  ،Eمیدا  الكتریكی بردار برای 

( 1-44) 

1

0 1

0

d d

d d

E

z
x x



 

 
 
  

  
 
 
  

 

 یدان حرارتیم -پ

و محتوری   E، محیطتی  rEشعاعی  های ، مؤلفهیا استوانهدر مختصات  (6-1 ) ی هبا بیا  معادل

xEشتعاعی   هتای  ، مؤلفته (95-1 ) ی هگردند، سپس با استفاده از رابط ، میدا  حرارتی تعیین میzE ،
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مشتخص   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریه، میدا  حرارتی برای xEو محوری  Eمحیطی 

 گردد. می

( 1-45) 

1

0 1

1 1
           0

( )
d d

d d

r z

x x

r ze e

e e
r R z

e e
z

x xx x

 
 

   
           
           

               
           

         
         

 

 ، داریم.eبرای بردار میدا  حرارتی 

( 1-46) 

1

0 1

0

d d

d d

e

z
x x

 
 
  

  
 
 

 
  

 

4-9-1 مورد مطالعه ی همعادلات ساختاری استوان 
 با استفاده از ؛جنس استوانه گفته شد ی هن ر به آنچه که در بخش فرضیات حاکم بر مسأله، دربار

 گردد. بیا  میروابط ساختاری  در ادامه ،[15و ] [94] ،(25-1 ) تا (29-1 )معادلات ساختاری 

( 1-47) 

11 12 12 11

12 22 23 12

12 23 22 12

44

55 35

55 35

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

z z

x x

x x

zx zx

z z

c c c e

c c c e

c c c e

c

c e

c e
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22

22

0

0

0

z

x

E

E

E









 
 
  
  

   
     
 
 

 

( 1-48) 
11 12 12 11

35 22

35 22

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

z

z z

x

z

x x

zx

z

D e e e E

D e E

D e E



 

















 
 
         
        

          
                
 
  

 

( 1-43) 
11

22

22

0 0

0 0

0 0

z z

x x

h k e

h k e

h k e
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تتنش، -ثوابت پیزوالكتری  35eو  11e ،12eثوابت الاستی ،  55cو  11c ،12c ،22c ،23c ،44cکه 

11  22و  11دمتا،  -ثوابت تنش حرارتتی  22و  11الكتریت  و   ثوابتت دیk 22وk    ضترایب هتدایت

 باشند. حرارتی ماده، در روابط فوق می

های میدا   و ن ر به این امر که برخی از مؤلفه (46-1 )و  (44-1 )، (41-1 )با استفاده از معادلات 

 ا بته شتكل  ر (43-1 ) تتا  (47-1 ) توا  روابط ستاختاری  باشند؛ می کرنش، الكتریكی و حرارتی مفر می

 .زیر بیا  نمود ی هیافت کاهش

( 1-52) 

11 12 12 11 11

12 22 23 12 22

12 23 22 12 22

55 35

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0 0

z z

z

x x x

zx zx

c c c e

c c c e E

c c c e E

c e

 

  

  

  

 

        
        

                      
        

       

 

( 1-52) 11 12 12 11

35 22

0 0

0 0 0 0

z

z z

x x x

zx

e e eD E

eD E











 
 

                      
 
 

 

( 1-51) 11

22

0

0

z z

x x

h k e

h k e

     
     

     
 

 خواصدر ازی ناهمگنی س مدل

که در بخش فرضیات حاکم بر مسأله بیا  شتد؛   هما  طورخواص، در سازی ناهمگنی  جهت مدل

روابتط   بترای تحلیتل مستأله،    کاررفتته  بته  ختواص  شتود.  توانی استفاده متی یا توزیع  (7-2 ) ی هاز رابط

 شود. ازی میس مدلتوانی،  به مورتو سایر خواص  (51-1 ) تا (52-1 )ساختاری 

 ناهمگنی ثوابت الاستیک

0شتوند کته    تابعی از شعاع بیا  می به شكللاستی  ثوابت ا (7-2 ) ی هبا استفاده از رابط

11c ،0

12c ،

0

22c ،0

23c  0و

55c   1در شتعاع داخلتی استتوانه و     ثوابت الاستتیnp ،2np ،3np ،4np  5وnp بتت  واث

 د.نباش می 55cو  11c ،12c ،22c ،23cکه به ترتیب مربوط به خواص  هستندناهمگنی 
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( 1-59) 
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 تنش-ناهمگنی ثوابت پیزوالکتریک

 داریم. تنش-یزوالكتری ثوابت پبرای  (7-2 ) ی هبه کم  رابط

( 1-54) 

6 6

7 7

8 8
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0فوق  ی هدر رابط

11e ،0

12e  0و

35e  6تنش در شعاع داخلی استوانه و -ثوابت پیزوالكتریnp ،7np  و

8np  11ثوابت ناهمگنی هستند که به ترتیب مربوط به خواصe ،12e  35وe باشند. می 

 دما-ناهمگنی ثوابت تنش حرارتی

 دما داریم.-تنش حرارتیثوابت برای  (7-2 ) ی هبا استفاده از رابط

( 1-55) 
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0فوق  ی هدر رابطکه 

11  0و

22 9دما در شعاع داخلی استتوانه و  -ثوابت تنش حرارتیnp  10وnp 

 باشند. می 22و  11ثوابت ناهمگنی هستند که به ترتیب مربوط به خواص 
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 الکتریک ناهمگنی ثوابت دی

 داریم. (7-2 )الكتری  با توجه به  برای ثوابت دی

( 1-56) 

11 11
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 باشند. فوق می ی هدر رابط 22و  11به ترتیب مربوط به خواص 

 ناهمگنی ضرایب هدایت حرارتی

توا  به شكل تابعی از شعاع بیتا  کترد    می (7-2 ) ی هرابطبا استفاده از  را ضرایب هدایت حرارتی
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22k 13در شتعاع داخلتی استتوانه و     یحرارتت  یتهدا یبضراnp  14وnp    ثوابتت نتاهمگنی

 باشند. می 22kو  11k که به ترتیب مربوط به خواص هستند

( 1-57) 
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 ناهمگنی چگالی

 داریم. (7-2 ) ی هکگالی با توجه به رابط همچنین برای

( 1-58) 
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 باشد. ثابت ناهمگنی مربوط به آ  می 15npمقدار کگالی در شعاع داخلی استوانه و  0که 

5-9-1 انرژی جنبشی ی همحاسب 
 داریم. (14-1 ) ی هطاق رابط انرژی جناشی ی هبرای محاسا

( 1-53) 
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Tکه   داریم. (18-1 ) ی هباشد. با استفاده از رابط کگالی انرژی جناشی می 

( 1-62) 1
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6-9-1 انرژی الکتروترمومکانیکی ی همحاسب 
کگتتالی انتترژی  یتتفتعر و (15-1 ) ی هانتترژی الكتروترمومكتتانیكی طاتتق رابطتت ی هبتترای محاستتا

Vالكتروترمومكانیكی   .داریم 

( 1-61) 
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 داریم.برای تغییرات انرژی الكتروترمومكانیكی  (12-1 ) ی ههمچنین با توجه به رابط

( 1-69) 
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)تغییر شكل برشی  ی   ن ریههای  مختصه بر حسبفوق  بیا  روابطگسترش و با  , , )z x،   بترای

 انرژی الكتروترمومكانیكی خواهیم داشت.تغییرات 

( 1-64) 
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 .گردد به شكل زیر بازنویسی می (64-1 ) ی ه، رابط(42-1 ) تا (96-1 ) اکنو  به کم  روابط

( 1-65) 
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 ها تعریف منتجه

، هتا  آ شود تتا بته کمت      پرداخته میهای مكانیكی، الكتریكی و حرارتی  تعریف منتجه اکنو  به

 مورت گیرد. (65-1 ) ی هسازی رابط ساده

 های مکانیکی منتجه

m مكانیكی های منتجه

zN ،mN   وm

xN شوند. زیر تعریف می مورت  به 
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mMهای مكانیكی  همچنین برای منتجه   وm

xM .داریم 
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mهای مكانیكی  منتجه

xQ  وm

zxM  با استفاده از تنش برشی
zx   گرا  پ وهشت  شتوند.  تعریتف متی

 معتقدند توزیع تنش برشی
zx  باشتد؛   دو می یوار یا به شكل درجه سهمی به مورتدر جدار استوانه

برشی  توزیع تنش اول ی هتغییر شكل برشی مرتا ی   ن ریه ،(42-1 ) ی هبا توجه به رابط حال آنكه
zx 

استفاده از ضریب تصحیح  بنابراین ایشا  کند، بینی می خطی پیش به مورترا در داخل جدار استوانه 

 برشی
SK  5اند که این ضریب تصحیح در این حالتت برابتر    جهت رفع این تفاوت پیشنهاد کردهرا
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mبا توجه به آنچه بیا  شد؛ برای  [.95] باشد می

xQ  وm

zxM .داریم 
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 های الکتریکی منتجه

eهای الكتریكی  منتجه
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eالكتریكی  ی ههمچنین برای منتج
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tو همچنین برای 
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7-9-1 کار ی همحاسب 
دهتد کته تحتت بارگتذاری      را نشا  می الكتری  کرخا ی ناهمگن پیزو مقطع استوانه 1-1 شكل 

Piاستوانه در شعاع داخلی تحت فشار  كی، الكتریكی و حرارتی قرار دارد.مكانی
 ی وارده ، شار الكتریكی

Qi
Hi ی وارده و شار حرارتی 

Poو در شعاع خارجی خود تحت فشار  
Qo ی وارده ، شار الكتریكی

و  

Ho ی وارده شار حرارتی
 قرار دارد. 
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 الكتروترمومكانیكی گذاریی کرخا  تحت بار مقطع استوانه 1-1 شكل 

 داریم. (16-1 ) ی هی، الكتریكی و حرارتی با توجه به رابطکار ناشی از نیروهای مكانیك برای
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)در مختصات  (74-1 ) ی هبا بیا  رابط , , )z x  ختواهیم   (95-1 ) تتا  (99-1 )و استفاده از روابط

 داشت.

( 1-75) 
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 داریم. برای تغییرات کارو 

( 1-76) 
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8-9-1 افتهی توسعهکارگیری اصل همیلتون  به 
0Tبا استفاده از ثابت بود  انرژی جناشی ) خواهیم داشت. (17-1 ) ی ه( و رابط 

( 1-77) 
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فوق بیانگر برابتر بتود  تغییترات انترژی الكتروترمومكتانیكی بتا کتار ناشتی از نیروهتای           ی هرابط

 باشد. مكانیكی، الكتریكی و حرارتی می

 .خواهیم داشت آ  و بازنویسی (79-1 ) ی هبا انجام عملیات ریاضی بر روی رابط

( 1-78) 
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3-9-1 دستگاه معادلات حاکم 
 بتر حستب   دستگاه معادلات حاکم و شرایط مترزی ، (78-1 ) تا (76-1 )با استفاده از روابط اکنو  

 دستت  به، الكتریكی و حرارتی جایی جابهیدا  های م های مكانیكی، الكتریكی و حرارتی و مؤلفه منتجه

 د.نآی می

( 1-73) 
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 ،باشتد  تعداد مجهولات بیشتر از معادلات می (73-1 ) ی هشود، در رابط که مشاهده می هما  طور

 بتر های مكانیكی، الكتریكی و حرارتتی   منتجه ؛این دستگاه معادلات لازم است حلمن ور   بنابراین به

 شود. معادلات هولات برابرتعداد مج تا ارتی بیا  شوند، الكتریكی و حرجایی جابهمیدا   حسب

 باشند. دو سر استوانه بر قرار می باشد که در زیر بیانگر شرایط مرزی مكانیكی می  رابطه

( 1-82) 0 1 0 1
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 همچنین برای شرایط مرزی الكتریكی داریم.
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 برای شرایط مرزی حرارتی نیز داریم.
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هتای میتدا     مؤلفته  بتر حستب  ن ر به آنچه گفته شد؛ اکنو  به بیتا  دستتگاه معتادلات حتاکم     

 تا (66-1 )و  (51-1 ) تا (52-1 )، (46-1 ) تا (96-1 ) ، الكتریكی و حرارتی با استفاده از روابطجایی جابه

 شود. پرداخته می ،(1-71 )

توا  به شكل زیر نشا  داد. م را میحاک دیفرانسیل دستگاه معادلات
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{ }y  شود. زیر تعریف می مورت  بهمیدا  الكتروترمومكانیكی است که  شاه بردارنیز

( 1-87) 
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}نیروی الكتروترمومكانیكی  شاه برداربرای  همچنین }l .داریم 

( 1-88) 
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 گردند. استخراج می ،های ضرایب غیر مفر ماتریسهای  مؤلفهدر ادامه 

( 1-83) 
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 دستگاه معادلات حاکم حل 1-4

2-4-1 حاکم دیفرانسیل سازی دستگاه معادلات ساده 
گیری  پنجم و هفتم دستگاه معادلات انتگرال، اول از سطردستگاه معادلات حاکم ابتدا  حلهت ج
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که 
1K ،2K ،3K  4وK باشند. ، پنجم و هفتم میاولگیری از سطر  ثوابت انتگرال 

1-4-1 شده  دستگاه معادلات دیفرانسیل ساده حل 
 باشد. شامل دو قسمت می (246-1 )دستگاه معادلات  حل
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 قسمت خصوصی حل

  قسمت ناهمگن دستگاه معادلات دیفرانستیل ستاده   ؛پیداست (252-1 ) ی هاز رابط طور کههما  

ی  مرتاه ای قسمت خصومی به شكل کندجمله حلباشد، بنابراین  می 2مدوی  همرتا ای شده کندجمله

 شود و داریم. دوم در ن ر گرفته می
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ی  در معادلته  یگتذاری جابتا   هاشاه برداراین  باشند. دوم در ن ر گرفته شده، میی  ای مرتاه کندجمله

 خواهیم داشت. ها آ گردند و برای  تعیین می (1-246 )
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1. Second-Order Polynomial 
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 عمومیقسمت  حل
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 میتدا  الكترومكتانیكی   شاه بتردار  (262-1 ) ی هگیری از سطر سوم و پنجم رابط با انتگرال اکنو 

{ }y، خواهیم داشت برای آ  آید و می به دست. 
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9-4-1 شرایط مرزیاعمال  
اکنو  با اعمال شرایط مرزی در دو سر استوانه ثوابت 

1K 16 تاK شرایط مرزی  آیند. می به دست

، مرجتع  ثابت مثات از دمای دماییپتانسیل الكتریكی و تغییرات ، جایی جابهتوانند بر اساس میدا   می

 ترکیای بیا  شوند. مورت  بههای مكانیكی، الكتریكی و حرارتی و یا  منتجه

( 1-269) 
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توا  رفتار مكتانیكی،   گردد و می میدا  الكتروترمومكانیكی در جسم تعیین می شاه برداربنابراین 

  حرارتی استوانه را مورد مطالعه و بررسی قرار داد.الكتریكی و 

توستط   ،جهت حل دستگاه معادلات دیفرانسیل و اعمال شرایط مترزی  ،شده بیا  عملیات ریاضی 

 ی هشود که در فصل آینده نتایج حامل از مطالعت  انجام می Maple 13افزار  نرمنوشته شده در  ی هبرنام

 شد. خواهد  نشا  داده افزاراین نرمعددی توسط 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 9 فصل

ای همگنه استوانه تحلیل
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 گفتار پیش 9-2
بته   ستپس  شتود،  الكترومكانیكی توضیح داده متی تحلیل اجزای محدود  یدر این فصل ابتدا نحوه

شتود؛ در هتر    ی همگن پرداخته متی  مكانیكی استوانهترموتحلیل حرارتی، الكتریكی، مكانیكی و الكترو

  شوند. گردد و نتایج بررسی می ی موردی انجام می های مذکور مطالعه ی  از تحلیل

 گنهای هم استوانه تحلیل اجزای محدود 9-1
در ایتن   ANSYS 12.0افتزار   پیزوالكتری  از نترم  خامیتمن ور تحلیل اجزای محدود مواد با   به

 گردد. پ وهش، استفاده می

ANSYS 9-1-2الکتروترمومکانیکی در  اجزای محدود تحلیل 
های فیزیكی( متفاوت بتا   های مهندسی )میدا  ، ترکیای از تحلیل رشته2شده جفت-تحلیل میدا 

شتوند، بنتابراین اغلتب از تحلیتل      ی کلی مهندسی استفاده می اشد که برای حل مسألهب اثر متقابل می

تحلیتل یت  میتدا       ورودی کته  یزمانگردد.  یاد می 1فیزیكی عنوا  تحلیل کند  شده به جفت-میدا 

 .[96] باشد شده می وابسته به نتایج تحلیل میدا  دیگری باشد، تحلیل جفت

داشته باشند. برای مثال در مسائل تنش حرارتی،  9سو  گی ی  شد جفتتوانند  ها می برخی تحلیل

ای تأثیری  کلی کرنش سازه به طورکند اما  ای ایجاد می میدا  دمایی کرنش حرارتی را در میدا  سازه

تر  های پیچیده های دو میدا  نیست. نمونه بر توزیع دما ندارد، بنابراین نیازی به انجام تكرار متوالی حل

برای مثال تحلیل پیزوالكتری  که تأثیر متقابل میدا  الكتریكی  .باشند می 4سو گی دو شد ل جفتشام

شود.  اعمالی و یا برعكس، استفاده می جایی جابهبرد برای حل توزیع ولتاژ بر اثر  می به کارای را  و سازه

 .[96] همگرا شد  دارندبین دو میدا  فیزیكی تا   این دسته مسائل نیاز به انجام تكرار متوالی حل

                                                 
1. Coupled-field 

2. Multiphysics 

3. One-way 

4. Two-way 
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اند، اما  جفت شده باهمهایی  شده بستگی به این امر دارد که که میدا  جفت-فرآیند تحلیل میدا 

 .[96] به کار گرفته شده است ANSYSدر  دو روش مجزای مستقیم و انتقال بار، برای این من ور

 روش مستقیمالف( 

شده بتا تمتامی    جفت-باشد که از ی  الما  میدا  روش مستقیم اغلب شامل تنها ی  تحلیل می

هتای المتا  و بردارهتای     ی متاتریس  شدگی با محاساه کند. جفت ی، استفاده میازمورد ندرجات آزادی 

ای از روش مستتقیم تحلیتل    شود. نمونته  باشند، اعمال می نیروی الما  که شامل عاارات مورد نیاز می

و  PLANE223 ،SOLID226هتتای  شتتده، تحلیتتل پیزوالكتریتت  بتتا استتتفاده از المتتا  جفتتت-میتتدا 

SOLID227 با استتفاده از المتا     2الكترومكانی های میكرو و تحلیل سیستمTRANS126  باشتد  متی 

[96]. 

 روش انتقال بارب( 

در طتول میتدا  متفتاوتی انجتام      هتر کتدام  باشد که  روش انتقال بار شامل دو یا کند تحلیل می

شتوند.   به عنوا  بار برای میدا  دوم، دو میدا  با یكدیگر جفت متی  اولشود. با اعمال نتایج میدا   می

 .[96] های متفاوتی از تحلیل انتقال بار وجود دارد نوع

ای و نیاز  ی استوانه شد، به دلیل خامیت پیزوالكتری  موجود در پوسته با توجه به آنچه که گفته

بته روش   ANSYS 12.0به انجام تحلیتل الكتروترمومكتانیكی بایتد تحلیتل اجتزای محتدود آ  را در       

.[96] مستقیم انجام داد

1-1-9 بندی مسأله انتخاب المان و شبکه 
  متقتار  مسأله حالتت   ن ر به آنچه که در بخش فرضیات حاکم بر مسأله، در فصل دوم بیا  شد؛

 بعتدی  دو هتای از المتا  تتوا    متی و  یستن بعدیسه سازیبه مدل یازیحالت ن یندر ا دارد. محوری

استتخراج   بعتدی سته  به مورترا  یجنتاکرد و حتی استفاده  که قابلیت تقار  محوری دارند،افزار منر

                                                 
4. Micro-Electromechanical Systems (MEMS) 
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 .[98و  97] کرد

 یتل را تحل پیزوالكتری  ی استوانه توا یم PLANE223با استفاده از الما   ANSYSافزار نرم در

، جایی جابهی )دو درجه برای درجه آزاد کهار تاشده که  یلگره تشك هشتاز  یبعد الما  دو ینکرد. ا

المتا    یتن . اکنتد یمت تأمین  هر گرهی  درجه برای پتانسیل الكتریكی و ی  درجه برای دما( را برای 

  .باشدیم یمتقار  محور ئلمسا یلتحل یت بالا برادق یدارا

 1-1 شتكل  شود. برای این من ور مطتابق   دو بعدی انجام می به مورتسازی مسأله  مدل بنابراین

ی انجام مورت  بهباید  بندی شاكه .گردد سازی می دو بعدی مدل مورت  بهمقطع مستطیل شكل استوانه 

باشتند.   ینتا  اطم لقابآمده  و نتایج به دستبندی باشد  گیرد که تحلیل الما  محدود مستقل از شاكه

 .گیرد مستطیل شكل قرار می مقطعع بر روی به شكل مرب PLANE223برای این من ور الما  

 

 نمودار همگرایی تحلیل الما  محدود  2-9 شكل 

مساحت مقطع ) که یزمان دهد، بندی مناسب جهت تحلیل را نشا  می شاكه 2-9 شكل 
SectionA )

برابر مساحت الما  مربعی شكل ) 252حدود 
ElementA  محدود بته  ( باشد؛ نتایج حامل از تحلیل الما

 رسد و تحلیل پذیرفتنی خواهد بود. % می33همگرایی در حدود 

 های همگن استوانه تحلیل حرارتی 9-9
حرارتتی قترار دارد.    یبارگذاردهد که تحت  همگن را نشا  می ی مقطع عرضی استوانه 1-9 شكل 

 ی خود تحت شتار حرارتتی وارده   ی درونی استوانه در لایه
1H  ی ختود تحتت شتار    ی بیرونت  و در لایته
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 ی خارجهحرارتی 
2H .قرار دارد 
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x
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z

 

 ی تحت بارگذاری حرارتی مقطع عرضی استوانه 1-9 شكل 

 شود. زیر بیا  می مورت  به (73-1 )در این حالت دستگاه معادلات 
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، پنجم اولدستگاه معادلات حاکم ابتدا از سطر  حلجهت ر فصل دوم بیا  گردید، مطابق آنچه د
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}شود، سپس با اعمال تغییر در  گیری می و هفتم دستگاه معادلات انتگرال }yلات ساده ، دستگاه معاد

Aگردد. می بیا  (246-1 )ی  شده به شكل رابطه   ،B    وC     دهدستگاه معتادلات ستا  ضرایب 

وند؛ ن ر به این امر ش محاساه می (245-1 ) تا (83-1 )شده بدو  تغییر باقی مانده و با توجه به روابط  

و ختواص   ثوابت نتاهمگنی برابتر متفر استت     یدر این روابط کلیه ،باشد ی استوانه همگن می که ماده

} همچنین برای، باشد ی داخلی برابر خواص استوانه می لایه }l  در این حالت خواهیم داشت. 

( 9-1)  
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دستتگاه   (261-1 ) تتا  (251-1 )بتا استتفاده از روابتط     اکنو  مطابق آنچه در فصل دوم ذکر شتد 

ده دستت آمت   ت موجود در حل بهدست آورد  ثواب گردد. برای به حل می حاکم ی شده  سادهمعادلات 

 شود. مورت زیر در ن ر گرفته میباشد این شرایط مرزی به دو  نیاز به اعمال شرایط مرزی می

 اولالف( شرایط مرزی نوع 

، پتانستیل الكتریكتی و   جتایی  جابته   میدا  حسب بردر این حالت شرایط مرزی در دو سر استوانه 

 برای این شرایط داریم.باشند،  د که دارای مقادیری ثابت مینشو تغییرات دمایی بیا  می

( 9-9) 
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 ب( شرایط مرزی نوع دوم

، پتانستیل الكتریكتی و   جایی جابهمیدا   بر حسبدر این حالت، شرایط مرزی در ی  سر استوانه 

شتوند کته    های مكانیكی، الكتریكی و حرارتی بیا  متی  منتجه حسب برتغییرات دمایی و در سر دیگر 

 مقادیری ثابت دارند، برای شرایط مرزی در دو سر استوانه داریم.

( 9-4) 
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2-9-9 ی عددی مطالعه 
40irای بتا مشخصتات هندستی     ی عتددی استتوانه   برای مطالعه mm ،60or mm   در ن تر

تای شعاعی خود پلاریتزه گشتته استت،    باشد که در راس می PZT-4ی از جنس  استوانه ،شود گرفته می

 [.42و  93کند ] بیا  می استوانهخواص مكانیكی، الكتریكی و حرارتی را در  2-9 جدول 

  استوانه خواص 2-9 جدول 

 (GPaثوابت الاستی  )

11c 12c 22c 23c 44c 55c 

115 74 139 78 30.5 25.6 

تنش )-ثوابت پیزوالكتری 
2

C
m

) 

11e 12e 35e 

15.1 -5.2 12.7 

8الكتری  ) ثوابت دی
10 C

V m

) ( ضرایب هدایت حرارتیW
m K

6ضرایب اناساط حرارتی ) ( 110
K

) 

11 22 11k 22k 11 22 

0.562 0.646 5.1 2.1 2.62 1.97 

کگالی )
3

kg

m
) 

   = 7500 
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 ی هه ترتیب تحت شار حرارتتی وارد مطالعه در شعاع داخلی و خارجی خود بی عددی مورد  نمونه

21H 60 W
m

 22ی  هو خارجH 40 W
m

 و  (9-9 ) چنین شترایط مترزی بتا توجته بته     قرار دارد، هم

 .دنشو زیر در ن ر گرفته می به شكل روابط (9-4 )

( 9-5) 
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ستر   است که از لحاظ مكانیكی بیتانگر استتوانه بتا دو    اولشرایط مرزی از نوع  (5-9 )ی  رابطه در

 باشد. گیردار می

( 9-6) 
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باشد؛ این شرایط مترزی در   ی موردی از نوع دوم می برای مطالعه (6-9 )ی  شرایط مرزی در رابطه

معتادل یت  ستر    ی  ستر آزاد، در حالتت الكتریكتی    -ری ی  سر گیردا حالت مكانیكی معادل استوانه

ی  سر عایق حرارتی -یی معادل ی  سر دمای  سر عایق الكتریكی و در حالت دما-پتانسیل الكتریكی

295لازم به ذکر است؛ دمای ثابت مثات مرجع  . همچنینباشد می K  .فرض شده است 

1-9-9 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع نرمال میدا  دمایی را با استفاده از  9-9 شكل 
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دهد. بر اثر بارگذاری حرارتی اعمال شده، دما در استوانه بتا دور شتد  از دو ستر آ      استوانه نشا  می

شود، همچنین میدا  دمایی در جهتت شتعاعی از داختل بته ختارج       ثابت همگرا می تقریااً به مقداری

 باشد. های داخلی و خارجی استوانه می ت در لایهریابد که به ساب انتقال حرا استوانه کاهش می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری حرارتی توزیع میدا  دمایی در جداره 9-9 شكل 

آمده برای میدا  دمایی را از دو روش اجزای محدود و حل تحلیلتی در   نتایج به دست 4-9 شكل 

را بترای میتدا  دمتایی     یهم رفتتار دهد، اگرکه هر دو روش توزیع  های مختلف استوانه نشا  می لایه

بینی شده توستط دو   های پیش ی میانی، میزا  انطااق توزیع شد  از لایهکنند اما با دور  بینی می پیش

 یابد. روش کاهش می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع میدا  دما با دو روش  4-9 شكل 
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دهد. نتتایج اجتزای محتدود بیتانگر ایتن       توزیع دما را در نزدیكی سر استوانه نشا  می 5-9 شكل 

برای تغییرات خطتی توزیتع    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهباشد که اگرکه فرض  واقعیت می

نتایج میدا  دما انطااق کامل ندارد اما تقریب خوبی از واقعیت مسأله در  ادر نزدیكی سر استوانه، ب دما

 باشد. نزدیكی سر استوانه می

 

 FSDTو  FEتوزیع میدا  دما در نزدیكی سر استوانه با دو روش  5-9 شكل 

 رفتار الکتریکی

 های بالای نیز اشاره شد، مواد پیزوالكتری  با قرار گرفتن تحت میدا  اولکه در فصل  هما  طور

دهنتد و در   دمایی یا الكتریكی و یا نیروی مكانیكی زیاد خامیت پیزوالكتریت  ختود را از دستت متی    

( deEگتردد )  پلاریزه شتد  متی   شوند. میدا  الكتریكی استاتیكی که ساب دی پلاریزه می امطلاح دی

2ی  معمولاً در بازه kV
c m  5تا kV

c m [. بتا در  42بستگی به دمای میتدا  اعمتالی دارد ]   ، کهشد با می

5پلاریزه کننده  ن ر گرفتن میدا  الكتریكی فرضی دی kV
c mdeE   دست آمتده  ، به بررسی نتایج به

 پردازیم. الكتریكی میبرای میدا  

تغییتر شتكل برشتی     ی   ن ریته ی پتانسیل الكتریكی را با استتفاده از   توزیع نرمال شده 6-9 شكل 

هد، پتانستیل الكتریكتی در راستتای    د حرارتی نشا  می یبارگذاردر داخل استوانه بر اثر  اولی  مرتاه

محوری همانند میدا  دما رفتاری مشابه داشته و با فامله گرفتن از دو سر استوانه بته مقتداری ثابتت    

ی داخلی  در راستای شعاعی رفتاری خلاف میدا  دمایی دارد و با رفتن از لایه که یدرحالکند  میل می
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 یابد. زایش میبه خارجی استوانه مقدار پتانسیل الكتریكی اف
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 گذاری حرارتیی استوانه بر اثر بار ی در جدارهتوزیع پتانسیل الكتریك 6-9 شكل 

دهد که از دو روش اجتزای محتدود و    توزیع پتانسیل الكتریكی را در استوانه نشا  می 7-9 شكل 

محاساه شده است. اگرکه هر دو روش رفتار یكسانی را، برای  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه

دستت آمتده از دو روش دارای    کننتد امتا نتتایج بته     بینی متی  م پیشتوزیع پتانسیل الكتریكی در جس

مقدار  ترین یشبی داخلی و  د؛ هردو روش کمترین مقدار پتانسیل الكتریكی را در لایهنباش اختلاف می

دهنتد بتا دور شتد  از دو ستر      کنند، همچنین نتایج نشتا  متی   بینی می شی خارجی پی آ  را در لایه

 شود. استوانه پتانسیل الكتریكی به مقداری ثابت همگرا می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  7-9 شكل 
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بترای   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهدهد، فرض  نشا  می 8-9 شكل  طور که هما 

 ؛باشتد  تغییرات خطی پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت منطاق بر واقعیت حاکم بتر مستأله نمتی   

بنتابراین دلیتل اختتلاف     ؛دنت بر این امر تأکید داردر این شكل نیز جزای محدود نتایج حامل از روش ا

بینی پتانستیل   با روش اجزای محدود در پیش اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهنتایج حامل از 

.توا  همین امر دانست می ( را7-9 شكل الكتریكی )

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  8-9 شكل 

 رفتار مکانیکی

C

x

L

 
 
 

2 z

h

 
 
 

1000z

i

U

r

 
 

 

 

 ی استوانه بر اثر بارگذاری حرارتی شعاعی در جداره جایی جابهتوزیع  3-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهشعاعی را در استوانه با استفاده از  جایی جابهتوزیع  3-9 شكل 
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 جایی جابهرفتاری مشابه با رفتار توزیع پتانسیل الكتریكی را، برای توزیع     ن ریهدهد، این  نشا  می اول

 کند. بینی می جسم پیش شعاعی در

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEشعاعی با دو روش  جایی جابهتوزیع  22-9 شكل 

دو روش  دهتد. هتر   شعاعی را در راستای طولی در استوانه نشا  می جایی جابهتوزیع  22-9 شكل 

بینی شده توسط دو روش  کنند اما مقادیر پیش بینی می شعاعی پیش جایی جابهرفتار همسانی را برای 

شتعاعی رفتتاری همستا  بتا      جتایی  جابته توزیتع   ؛شود ین مشاهده میباشند، همچن دارای اختلاف می

 باشد. پتانسیل الكتریكی اما با شدت کمتر دارد که به دلیل پلاریزه بود  استوانه در راستای شعاعی می

 

 FSDTو  FEشعاعی در نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی جابهتوزیع  22-9 شكل 

شعاعی را در راستای ضخامت استوانه در نزدیكی سر استوانه نشتا    جایی جابهتوزیع  22-9 شكل 

شتعاعی تغییترات خطتی در راستتای ضتخامت       جایی جابهکند؛  دهد، نتایج اجزای محدود بیا  می می
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باشد، دلیل ایتن   تغییر شكل برشی می ی   ن ریهبینی شده توسط  استوانه دارد اما متفاوت از رفتار پیش

باشد  تفاوت مطابق آنچه ذکر شد فرض خطی بود  تغییرات پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت می

ی معتادلات میتدا     ستویه  شتدگی دو  ت جفتت ستازگار نیستت و بته علت    کم بر مسأله که با واقعیت حا

گتردد، لازم بته ذکتر     ( می22-9 شكل شعاعی ) جایی جابهالكتریكی و مكانیكی ساب ایجاد اختلاف در 

ستویه استت و اثرپتذیری از نتتایج میتدا  الكتریكتی و         یت شدگی معادلات میدا  دمایی  است جفت

 مكانیكی ندارد.
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری حرارتی محوری در جداره جایی جابهتوزیع  21-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهمحوری را با استفاده از  جایی جابهتوزیع  21-9 شكل 

 جتایی  جابته ی  که از شكل پیداست مقدار بیشینه و کمینته  هما  طوردهد،  ی استوانه نشا  می جداره

نسات به  محوری استوانه در راستای طولی جایی جابهافتد و  توانه اتفاق میی داخلی اس محوری در لایه

 وسط آ  حالت قرینه دارد.

هتر دو روش   دهد، محوری را در استوانه در راستای طولی نشا  می جایی جابهتوزیع  29-9 شكل 

کنند که با دور شتد  از وستط استتوانه     بینی می محوری پیش جایی جابهرفتار همسانی را برای توزیع 

دهنتد کته بتا دور     کند. نتایج نشا  می بینی شده توسط دو روش افزایش پیدا می اختلاف مقادیر پیش

 کند. محوری رفتاری خطی پیدا می جایی جابهشد  از دو سر استوانه 
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEبا دو روش  محوری جایی جابهتوزیع  29-9 شكل 

دهتد، اگرکته    جایی محوری را در راستای ضخامت در استوانه نشتا  متی   توزیع جابه 24-9 شكل 

، رفتتاری خطتی    جایی محوری در کل ناحیه کند توزیع جابه بیا  می 24-9 شكل نتایج اجزای محدود 

دهتد و فترض خطتی بتود  تغییترات       را از خود نشتا  متی   مانند یخطا در بیشتر آ  رفتاری ندارد ام

 جایی محوری در راستای ضخامت کندا  دور از واقعیت حاکم بر مسأله نیست. جابه

 

 FSDTو  FEش محوری در نزدیكی سر استوانه با دو رو جایی جابهتوزیع  24-9 شكل 

ن ر به آنچه بیا  شد این فرض نیز انطااق کامل بر رفتار استوانه در راستای ضخامت ندارد و خود 

بترای میتدا     از دو روش تحلیلی و اجتزای محتدود   یكی از علل ایجاد اختلاف در نتایج به دست آمده

 باشد. الكتریكی و مكانیكی می
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9-9-9 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 حرارتیرفتار 

در استتوانه   اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع نرمال دما را با استفاده از  25-9 شكل 

باشتد.   ای دمای معین میدهد؛ استوانه در ی  سر خود دارای عایق حرارتی و در سر دیگر دار نشا  می

باشتد شتروع شتده و در     تغییرات دمایی در راستای طول استوانه از سری که دارای دمتای معتین متی   

 ماند. ی اندکی از آ  به مقداری ثابت همگرا شده و تا سر عایق حرارتی آ  بدو  تغییر باقی می فامله
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 ی تحت بارگذاری حرارتی توزیع میدا  دما در استوانه 25-9 شكل 

آمتده   بته دستت  نتایج میدا  دما را که با استفاده از روش تحلیلی و اجزای محتدود   26-9 شكل 

برای میتدا  دمتا   دهد. هر دو روش رفتاری همسا  را  ر استوانه مورد مقایسه و بررسی قرار میاست، د

د امتا بتا دور   باشتن  آمده از دو روش دارای انطااق خوبی متی  به دستنتایج اگرکه  کنند؛ بینی می پیش

ی داخلتی و   شوند که این اختلاف در لایته  ی میانی استوانه دکار مقدار اندکی اختلاف می شد  از لایه

 رسد. مقدار خود می ترین یشبخارجی به 
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع میدا  دما با دو روش  26-9 شكل 

باشتد، نشتا     می توزیع میدا  دما را در نزدیكی سر استوانه که دارای دمای مشخص 27-9 شكل 

تغییتر   ی   ن ریته دهد فترض   دست آمده از حل اجزای محدود در این شكل نشا  می دهد. نتایج به می

ود  تغییرات دما در راستای ضخامت، فرضی مناستب و نزدیت    برای خطی ب اولی  شكل برشی مرتاه

 باشد. به واقعیت حاکم بر مسأله می

 

 FSDTو  FEتوزیع میدا  دما در نزدیكی سر استوانه با دو روش  27-9 شكل 

 میدان الکتریکی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهبا استفاده از تریكی را توزیع پتانسیل الك 28-9 شكل 

باشتد، مقتدار    با دور شد  از سر استوانه که دارای پتانسیل الكتریكی ثابتی متی  دهد. نشا  می استوانه
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شود. توزیع پتانسیل الكتریكتی نشتا     های استوانه به مقدار ثابتی همگرا می ر لایهپتانسیل الكتریكی د

ی خارجی و داخلی استوانه در نزدیكی سری  و کمترین مقدار آ  به ترتیب در لایه ترین یشبدهد؛  می

 افتد. که پتانسیل مشخص دارد، اتفاق می
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 حرارتی یبارگذاری استوانه بر اثر  توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 28-9 شكل 

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  23-9 شكل 

توزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش تحلیلی و اجزای محدود در استوانه  23-9 شكل 

 توزیع پتانسیل الكتریكی در دهد. اگرکه هر دو روش رفتاری مشابه را در راستای طولی برای نشا  می

ر پتانستیل الكتریكتی پتس از    یدادهند مق نتایج اجزای محدود نشا  مید اما ننک بینی می استوانه پیش

 های استوانه اختلاف اندکی دارند حال آنكه روش تحلیلی اختلاف زیتادی را بتین   همگرا شد ، در لایه
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دهتد. همچنتین نتوع رفتتار بیتا  شتده        های استوانه پس از همگرایی نشا  می پتانسیل الكتریكی لایه

 است، علاوه بتر  باشد اندکی متفاوت ش در نزدیكی سر استوانه که دارای پتانسیل ثابت میتوسط دو رو

 باشد. دارای اختلاف مشهودی می نیز بینی شده توسط دو روش این مقدار پیش

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  12-9 شكل 

دهد. در این شكل  توزیع پتانسیل الكتریكی را در راستای شعاعی در استوانه نشا  می 12-9 شكل 

داند، همچنتین   نتایج تحلیل اجزای محدود رفتار پتانسیل الكتریكی را در راستای شعاعی غیرخطی می

 اولتغییر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریه پتانسیل الكتریكی دری بود  دهند فرض خط نتایج نشا  می

ت اختلاف نتتایج  توا  عل بنابراین می؛ مناسب نیست و از واقعیت مسأله دور استبرای راستای شعاعی 

 بینی شده توسط دو روش در مقدار پتانسیل الكتریكی را، این امر دانست. پیش

 رفتار مکانیکی

 اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریته شعاعی را با استفاده از  جایی جابهتوزیع  12-9 شكل 

باشتد کته    میاما با شدت کمتر جای شعاعی همانند پتانسیل الكتریكی  دهد. رفتار توزیع جابه نشا  می

. در ایتن حالتت نیتز ماننتد پتانستیل      استوانه در راستای شتعاعی استت   به دلیل پلاریزه بود این امر 

ختارجی و داخلتی رخ    ی لایته شعاعی بته ترتیتب در    جایی جابهکمترین مقدار و  ترین یشبالكتریكی، 

 دهد. می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری حرارتی شعاعی در جداره جایی جابهتوزیع  12-9 شكل 

با استفاده از روش تحلیلی و اجتزای محتدود در استتوانه    شعاعی را  جایی جابهتوزیع  11-9 شكل 

بینتی   شتعاعی پتیش   جتایی  جابته دهد. روش تحلیلی و اجزای محدود رفتار همانندی را برای  نشا  می

 باشد. تلاف میکنند که دارای مقدار اندکی اخ می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEشعاعی با دو روش  جایی جابهتوزیع  11-9 شكل 

و اجتزای محتدود در راستتای     یشعاعی را با استفاده از روش تحلیل جایی جابهتوزیع  19-9 شكل 

تقریاتاً در   جایی جابهدهد  طور که نتایج اجزای محدود نشا  می هما  دهد. استوانه نشا  می ضخامت

تغییتر شتكل    ی   ن ریهشعاعی در  جایی جابهبنابراین فرض خطی بود   طول استوانه رفتار خطی دارد،

بینی شده توسط دو روش  اختلاف مقادیر پیش املی باشد. دلیل ، فرضی مناسب میاولی  برشی مرتاه
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تغییر شكل برشی برای پتانسیل الكتریكی دانست که با واقعیتت   ی   ن ریهتوا  فرض خطی بود   را می

 .مسأله سازگار نیست

 

 FSDTو  FEشعاعی در نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی جابهتوزیع  19-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهمحوری را با استفاده از  جایی جابهتوزیع  14-9 شكل 

مقدار آ  در سر آزاد  ترین یشبباشد و  حوری تقریااً خطی میم جایی جابه رفتار دهد. استوانه نشا  می

 افتد. استوانه اتفاق می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری حرارتی محوری در جداره جایی جابهتوزیع  14-9 شكل 

محتوری را بتا استتفاده از روش تحلیلتی و اجتزای محتدود نشتا          جتایی  جابهتوزیع  15-9 شكل 

محتوری   جایی جابهتغییر شكل برشی و روش اجزای محدود رفتاری همسا  را برای  ی   ن ریهدهد،  می
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تواند ناشی از فرض خطتی بتود     این امر می اندکی اختلاف است؛دارای مقدار د که نکن بینی می پیش

در ستر آزاد استتوانه بته     اختتلاف موجتود،   ایتن تغییر پتانسیل الكتریكی در راستتای ضتخامت باشتد.    

ای اندک  محوری در فامله جایی جابهتوزیع  گردد؛ مشاهده می ، همچنینرسد مقدار خود می ترین یشب

 گردد. های آ  می از لایه از سر گیردار استوانه مستقل

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEمحوری با دو روش  جایی جابهتوزیع  15-9 شكل 

 

 FSDTو  FEمحوری در نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی جابهتوزیع  16-9 شكل 

دهد.  ستفاده از روش تحلیلی و اجزای محدود نشا  میامحوری را با  جایی جابهتوزیع  16-9 شكل 

خطتی دارد امتا تقریتب خطتی بتود       غیرمحوری رفتتاری   جایی جابهاگرکه توزیع  گردد؛مشاهده می

ایجاد اختتلاف میتا     . این امر نیز ساباست مناسب برای آ  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه

 گردد. می محوری جایی جابهدو روش برای مقدار  ی بینی شده پیش نتایج
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 های همگن استوانه الکتریکی تحلیل9-4
تحتت   ی درونی خود در لایهدهد که  را نشا  میی تحت بارگذاری الكتریكی  استوانه 17-9 شكل 

 ی وارده شار الكتریكی
1Q ی تحت شار الكتریكی خارجهخود  ی بیرونی و در لایه 

2Q .قرار دارد 
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 ی تحت بارگذاری الكتریكی مقطع عرضی استوانه 17-9 شكل 

 باشد. زیر می به مورتدر این حالت دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسأله 

( 9-7) 
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}و سپس اعمال تغییر متغیتر در  ، پنجم و هفتم اولاز سطور  یریگ انتگرالاکنو  با  }y   دستتگاه
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مانند تحلیتل گذشتته ضترایب دستتگاه     ؛ گردد بیا  می (246-1 )ی  شده به شكل رابطه معادلات ساده

محاستاه   (245-1 ) تتا  (83-1 )مانتد و بتا توجته بته روابتط       شده بدو  تغییر باقی متی   ت سادهمعادلا

ی  ی روابتط برابتر متفر و ختواص لایته      شوند. با توجه به همگن بود  ماده ثوابت ناهمگنی در کلیه می

}برای باشد. داخل برابر خواص استوانه می }l .خواهیم داشت 

( 9-8)  
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برای  شود، حل می (261-1 ) تا (251-1 )ی حاکم با استفاده از روابط  شده دستگاه معادلات ساده

ی  رابطه( و اول نوع) (9-9 )ی  رابطه ،آورد  ثوابت موجود در حل، شرایط مرزی به دو مورت به دست

 گردد. ( همچو  تحلیل گذشته استفاده مینوع دوم) (9-4 )

2-4-9 ی عددی مطالعه 
ی  همچتو  مطالعته    استتوانه  مشخصات هندسی و جتنس  ،ی بهتر، در این بخش نیز برای مقایسه

2 شار الكتریكی. شود عددی تحلیل گذشته در ن ر گرفته می

4

1Q 6 10 C
m

   و شار ی درونی  لایهاز

2 الكتریكی
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2Q 40 10 C
m

  همچنتین  شتوند  متی استوانه  وارد و خارجبه ترتیب ی بیرونی  از لایه ،

 .دنشو های زیر در ن ر گرفته می شكلبه  (4-9 )و  (9-9 )شرایط مرزی با توجه به روابط 

( 9-3) 
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( 9-22) 
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1-4-9 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

دمتایی در دو ستر    عدم وجتود شترایط مترزی تغییترات    با توجه به عدم وجود بارگذاری حرارتی، 

استتوانه   در میتدا  الكتریكتی و مكتانیكی، دمتا    بتا   یمیدا  حرارتت  ی سویه شدگی ی  استوانه و جفت

295دارد که برابر دمای ثابت مثات مرجع  ثابت یمقدار K  در این پر واضح است که باشد.  می

0) باشد می برابر مفرحالت تغییرات دمایی در استوانه  K .) 

 رفتار الکتریکی
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 الكتریكی یبارگذاری استوانه بر اثر  توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 18-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  18-9 شكل 
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گردد؛ با فامله گرفتن از دو سر استوانه پتانسیل الكتریكی رفتتاری   دهد. مشاهده می استوانه نشا  می

ی  و کمتترین مقتدار پتانستیل الكتریكتی بته ترتیتب در لایته        ترین یشبکند. همچنین  خطی پیدا می

 باشد. افتد که به دلیل بارگذاری الكتریكی می خارجی و داخلی اتفاق می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  13-9 شكل 

 ی   ن ریته را از دو روش اجزای محدود و  پتانسیل الكتریكی مده برایآنتایج به دست  13-9 شكل 

دهند؛ هتر دو روش رفتتاری    میدهد. نتایج نشا   مورد مقایسه قرار می اولی  تغییر شكل برشی مرتاه

آمده از دو روش دارای اختلاف  به دستا نتایج کنند، ام بینی می ل الكتریكی پیشمشابه را برای پتانسی

 باشند. مشهودی می

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  92-9 شكل 
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توزیع پتانسیل الكتریكی را در راستای ضخامت از دو روش تحلیلی و اجزای محتدود   92-9 شكل 

گتردد رفتتار پتانستیل الكتریكتی در      هد. با توجه به نتایج تحلیل اجزای محدود مشاهده مید نشا  می

 اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهفرض خطی بود  آ  در راستای ضخامت غیرخطی است و با 

 .گردد میبینی شده  مقادیر پیشدر اختلاف ایجاد ساب سازگاری ندارد، همین امر 

 رفتار مکانیکی

 اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریته شعاعی را با استفاده از  جایی جابهتوزیع  92-9 شكل 

شعاعی در راستای طولی بته   جایی جابه ،گردد با دور شد  از دو سر استوانه دهد، مشاهده می نشا  می

 کند. شود و رفتار خطی پیدا می همگرا می مقدار ثابتی
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتریكی شعاعی در جداره جایی جابهتوزیع  92-9 شكل 

تغییتر شتكل    ی   ن ریته بتا استتفاده از    شعاعی را جایی جابهدست آمده برای  نتایج به 91-9 شكل 

دهد. نتایج بیتانگر ایتن امتر     مورد مقایسه و بررسی قرار می و تحلیل اجزای محدود اولی برشی مرتاه

بینتی   کنند؛ مقتادیر پتیش   بینی می شعاعی پیش جایی جابههمسا  برای است که هر دو روش رفتاری 

 ی   ن ریته تواند ناشی از فرض خطی بود   شده توسط دو روش دارای اختلاف است که این اختلاف می

برای تغییرات پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت باشد کته مطتابق    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه

 گردد. و ساب اختلاف می واقعیت حاکم بر مسأله نیست سازگار با   شد،آنچه در بخش گذشته بیا
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEشعاعی با دو روش  جایی جابهتوزیع  91-9 شكل 

جایی شعاعی را در راستای ضخامت با استفاده از روش تحلیلتی و اجتزای    توزیع جابه 99-9 شكل 

؛ باشتد  می یرخطیغجایی شعاعی در نزدیكی سر آ   شود رفتار جابه دهد. مشاهده می محدود نشا  می

در تمامی طول استوانه، رفتار  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهفرضیات  اود به ساب سازگار ن

در نقتاط دور از مترز نیتز دارای     اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهبینی شده توسط  خطی پیش

 باشد. اختلاف می

 

 FSDTو  FEی سر استوانه با دو روش شعاعی در نزدیك جایی جابهتوزیع  99-9 شكل 

تغییتر شتكل برشتی     ی   ن ریته جایی محوری را در استوانه بتا استتفاده از    توزیع جابه 94-9 شكل 

جتایی محتوری در شتعاع     ی جابه گردد مقادیر بیشینه و کمینه دهد. مشاهده می نشا  می اولی  مرتاه

در نقاط جایی محوری نسات به وسط استوانه حالتی قرینه دارد و  جابهافتد، همچنین  داخلی اتفاق می
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 .کند رفتاری خطی پیدا می از دو سر استوانهدور 
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 یی استوانه بر اثر بارگذاری الكتریك جایی محوری در جداره توزیع جابه 94-9 شكل 

جتایی محتوری را بتا استتفاده از دو روش تحلیلتی و       آمده برای جابته  به دستنتایج  95-9 شكل 

دهد. با توجه به شكل هر دو روش رفتاری همانند با مقادیری متفاوت را بترای   اجزای محدود نشا  می

گتردد در نقتاط دور از دو ستر استتوانه      نند. همچنین مشتاهده متی  ک بینی می جایی محوری پیش جابه

 باشد. در راستای ضخامت دارای مقداری ثابت و بدو  تغییر می جایی محوری جابه

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 95-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 96-9 شكل 

دهد. روش اجزای محدود رفتاری غیرخطی  تحلیل اجزای محدود در راستای ضخامت استوانه نشا  می
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روش تحلیلی فرض  که یدرحالکند  بینی می جایی محوری در راستای ضخامت پیش را برای توزیع جابه

د اختتلاف در  ایجتا جایی محوری در راستای ضخامت را دارد؛ همین امر ستاب   خطی بود  توزیع جابه

 د.گرد بینی شده می مقادیر پیش

 

 FSDTو  FEجایی محوری در نزدیكی سر استوانه با دو روش  توزیع جابه 96-9 شكل 

9-4-9 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

بیتا  شتد. در ایتن     اولمطابق آنچه برای استوانه تحت بارگذاری الكتریكی با شرایط مترزی نتوع   

0حالت نیز به هما  دلایل تغییرات دمایی در استوانه وجود ندارد ) K    و تمامی جتدار استتوانه )

295در دمای ثابت مثات مرجع  K  د.نباش می 

 رفتار الکتریکی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  97-9 شكل 

اثر شرایط مرزی بر توزیتع   دهد. ی تحت بارگذاری الكتریكی با شرایط مرزی نوع دوم نشا  می استوانه

ای اندک از سر استوانه با پتانستیل الكتریكتی معتین،     لاً مشهود است؛ در فاملهپتانسیل الكتریكی کام

مانتد، در نتواحی    پتانسیل الكتریكی به مقداری ثابت همگرا شده و تا سر عایق آ  تقریااً ثابت باقی می

 دهد. دور از دو سر استوانه پتانسیل الكتریكی رفتاری خطی را از خود نشا  می
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 ی الكتریكیبارگذاری استوانه بر اثر  توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 97-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  98-9 شكل 

بینی  هر دو روش رفتاری همسا  را برای پتانسیل الكتریكی پیشدهد. اگرکه  اجزای محدود نشا  می

باشد، همچنین اثر شرایط مرزی بر نتایج  آمده از دو روش دارای اختلاف می به دستکنند اما نتایج  می

 محاساه شده توسط دو روش نمایا  است.

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  98-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش  93-9 شكل 

گردد توزیتع   دهد. مشاهده می و اجزای محدود در راستای ضخامت مورد مقایسه و بررسی قرار می اول
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تغییر شكل  ی   ن ریهاستای ضخامت غیرخطی است و فرض خطی بود  آ  در پتانسیل الكتریكی در ر

ایجاد  املی توا  مساب ، سازگاری با واقعیت حاکم بر مسأله ندارد؛ همین امر را میاولی  برشی مرتاه

 بینی شده به کم  دو روش دانست. اختلاف در نتایج پیش

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  93-9 شكل 

 رفتار مکانیکی
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 ی الكتریكیبارگذاری استوانه بر اثر  جایی شعاعی در جداره توزیع جابه 42-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 42-9 شكل 

جایی شعاعی با فامله گرفتن از سر گیردار استوانه به مقدار ثتابتی همگترا    دهد. جابه استوانه نشا  می
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 د. همچنینشو خوش تغییرات اندکی می این مقدار ثابت در نزدیكی سر آزاد استوانه دست که گردد می

 از دو سر استوانه رفتار خطی دارد.جایی شعاعی در نقاط دور  جابه

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی شعاعی با دو روش  توزیع جابه 42-9 شكل 

تغییر شتكل   ی   ن ریهجایی شعاعی با استفاده از  آمده برای توزیع جابه به دستنتایج  42-9 شكل 

دهتد. هتر دو روش رفتتاری     رار متی و روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی ق اولی  برشی مرتاه

 کنند. بینی می جایی شعاعی پیش همانند با مقادیری مختلف را برای توزیع جابه

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی شعاعی جابهتوزیع  41-9 شكل 

و  اولی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 41-9 شكل 

دهتد   اجزای محتدود نشتا  متی    دهد. نتایج روش اجزای محدود در راستای ضخامت استوانه نشا  می

تغییتر   ی   ن ریته جایی شعاعی در نزدیكی سر استوانه رفتاری غیرخطی دارد و فرض خطی بتود    جابه
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. آنچه ذکر شتد؛  ناسازگار است با واقعیت مسأله در نواحی نزدی  سر استوانه اولی  شكل برشی مرتاه

 باشند. ایجاد اختلاف در نتایج می املی به همراه فرض خطی بود  برای پتانسیل الكتریكی منشأ
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 ی الكتریكیبارگذاری استوانه بر اثر  جایی محوری در جداره توزیع جابه 49-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 49-9 شكل 

جز در نواحی نزدی  سر گیردار استوانه، رفتاری خطتی دارد   جایی محوری دهد. جابه استوانه نشا  می

جایی محوری از سر گیتردار   سر استوانه بر توزیع آ  کاملاً مشهود است؛ جابهو اثرات شرایط مرزی دو 

مقدار  ترین یشبکند،  ا سر آزاد آ  ادامه پیدا میاستوانه با مقدار مفر شروع شده و با روندی معودی ت

 د.ده جایی محوری در سر آزاد استوانه رخ می جابه

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 44-9 شكل 

هر دو  دهد، ای محدود نشا  میاجزرا با دو روش تحلیلی و جایی محوری  توزیع جابه 44-9 شكل 
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 کنند. بینی می جایی محوری پیش جابهبرای با اختلاف را  یر همانندروش رفتا

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی محوری جابهتوزیع  45-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهرا با استفاده از  جایی محوری توزیع جابه 45-9 شكل 

 ؛ددهت  کنتد. نتتایج اجتزای محتدود نشتا  متی       در راستای ضخامت، مقایسته متی   روش اجزای محدود

ی  اهتغییر شكل برشی مرت ی   ن ریهو فرض خطی بود  آ  در  دارد یرخطیغرفتار جایی محوری  جابه

 د.گرد ی دو روش می بینی شده لاف در مقادیر پیشساب ایجاد اختمناسب نیست. همین امر  اول

 های همگن استوانه تحلیل مکانیکی 9-5
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 مكانیكیی کرخا  تحت بارگذاری  مقطع عرضی استوانه 46-9 شكل 
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تحت فشار داخلی که دهد؛  ی کرخا  را نشا  می استوانه 46-9 شكل 
1P  و فشار خارجی

2P  قرار

 .به روابط فصل دوم داریم بر مسأله با توجهدستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم  برای در این حالتدارد. 

( 9-22) 
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شتده از ستطور      دستگاه معادلات دیفرانسیل سادهدست آورد های گذشته برای به به تحلیلمشا

}شود، ستپس تغییتر متغیتر در شتاه بتردار       گیری می انتگرال (22-9 )ی  ، پنجم و هفتم رابطهاول }y 

گتردد کته بترای     بیتا  متی   (246-1 )ی  شتده بته شتكل رابطته     شود. دستگاه معادلات ساده مال میاع

با توجه گردد.  استفاده می (245-1 ) تا (83-1 )شده از روابط  ی ضرایب دستگاه معادلات ساده ساهمحا

ختواص  بترای  استتوانه  ی ثوابت ناهمگنی برابر متفر و ختواص    کلیه در این روابطبه همگن بود  ماده 

}شود. همچنین در این حالت برای  در ن ر گرفته میی داخلی  لایه }l  .داریم 

( 9-21)  
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حل  (261-1 ) تا (251-1 )با استفاده از روابط  همچو  گذشته، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم

( و نتوع اول ) (9-9 )ی  رابطته شود و ثوابت موجود در حل، با استفاده از شرایط مرزی به دو مورت  می

آیند. دست می ( بهنوع دوم) (4-9 ) ی رابطه

2-5-9 ی عددی مطالعه 
ی هتا  همچو  مطالعته   ی بهتر، در این بخش نیز، مشخصات هندسی و جنس استوانه برای مقایسه

350استوانه با سرعت دورانی ثابت شود.  گذشته در ن ر گرفته می عددی rad
s    حول محور ختود

 کرخد و تحت فشار داخلی می
1P 3 MPa قرار دارد. 

  بته شتكل  و دوم  اولدر دو حالتت نتوع    (4-9 )و  (9-9 )همچنین شرایط مرزی با توجه به روابط 

 .شوند می بیا  (24-9 )و  (29-9 )روابط 
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( 9-24) 
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1-5-9 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

و  اولدر این بخش نیز به دلیل عدم بارگذاری حرارتی، ناود تغییرات دمایی در شرایط مرزی نوع 
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ی معادلات میدا  حرارتی با میتدا  الكتریكتی و مكتانیكی،     سویه شدگی ی  و جفت مورد مطالعه دوم

0تغییرات دمایی در استوانه وجود ندارد ) K مقداری ثابت و برابر دمتای ثابتت    (، دما در استوانه

295مثات مرجع  K  .دارد 

 رفتار الکتریکی

در  اولی  ل برشی مرتاته تغییر شك ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  47-9 شكل 

دهد. در نقاط دور از دو سر استوانه، پتانسیل الكتریكتی در   استوانه، بر اثر بارگذاری مكانیكی نشا  می

دهد. همچنین مشتاهده   گردد و رفتار خطی از خود نشا  می راستای طولی به مقداری ثابت همگرا می

ی  ریكی به ترتیب در لایته و کمترین مقدار پتانسیل الكت ترین یشبگردد؛ بر اثر بارگذاری مكانیكی  می

 افتد. داخلی و خارجی اتفاق می
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 ی مكانیكیبارگذاری استوانه بر اثر  توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 47-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش  48-9 شكل 

دهد. هر دو روش روندی مشابه را بترای توزیتع پتانستیل الكتریكتی در      و اجزای محدود نشا  می اول

شده  بینی باشند که این اختلاف موجود در نتایج پیش دارای اختلاف می که کنند بینی می استوانه پیش

 رسد. مقدار خود می ترین یشبی داخلی به  به کم  دو روش، در لایه
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  48-9 شكل 

آمده برای پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش اجزای محدود و  نتایج به دست  43-9 شكل 

ی دهد. روش اجزای محدود رفتاری غیرخط تحلیلی در راستای ضخامت مورد مقایسه و بررسی قرار می

 اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه که یدرحالکند،  بینی می توزیع پتانسیل الكتریكی پیشرا برای 

داند. همین امر ساب ایجاد اختلاف در نتتایج   رفتار پتانسیل الكتریكی را در راستای ضخامت خطی می

 گردد. بینی شده به کم  دو روش می پیش

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  43-9 شكل 

 رفتار مکانیکی

بتر   اولی  ر شكل برشی مرتاته تغیی ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 52-9 شكل 
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گتردد؛ بتا دور شتد  از دو ستر استتوانه       دهد. مشاهده متی  اثر بارگذاری مكانیكی در استوانه نشا  می

 کند. جایی در راستای طولی به مقداری ثابت همگرا شده و رفتاری خطی پیدا می جابه
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری مكانیكی جایی شعاعی در جداره توزیع جابه 52-9 شكل 

د نشتا   جایی شعاعی را با استتفاده از دو روش تحلیلتی و اجتزای محتدو     توزیع جابه 52-9 شكل 

بینتی   جایی شتعاعی در استتوانه پتیش    دهد. اگرکه هر دو روش رفتاری همانند را، برای توزیع جابه می

باشند؛ همچنین روش تحلیلتی   شده به کم  دو روش دارای اختلاف می بینی یشپکنند اما مقادیر  می

بینتی   ی شعاعی پیشجای هی خارجی رفتاری نزولی را برای جاب ی داخلی به سمت لایه با حرکت از لایه

 کند. بینی می که روش اجزای محدود خلاف روش تحلیلی، رفتاری معودی را پیشحالیکند در می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی شعاعی با دو روش  توزیع جابه 52-9 شكل 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FSDT

FEM

𝑧 = − ℎ
2  𝑧 = 0 

𝑧 = ℎ
4  𝑧 = ℎ

2  

𝑧 = − ℎ
4  

𝑥
𝐿𝐶  

𝑈
𝑧 𝑟 𝑖

×
1
0
0
0

 



 همگن یاه هاستوان یلتحل

227 

 

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی شعاعی جابهتوزیع  51-9 شكل 

و  اولی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 51-9 شكل 

نتتایج اجتزای محتدود نشتا       دهتد.  روش اجزای محدود در راستای ضخامت متورد بررستی قترار متی    

جایی  عی رفتاری کاملاً خطی ندارد اما فرض تغییرات خطی جابهجایی شعا دهند؛ اگرکه توزیع جابه می

 باشد. شعاعی در راستای ضخامت استوانه فرض مناسای می

جتایی   بترای توزیتع جابته    اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریه که یدرحالگردد؛  مشاهده می

ر مستأله را در راستتای   برد اما رفتاری خلاف واقعیتت حتاکم بت    شعاعی فرض خطی بود  را به کار می

بیا  نمتود؛ نامناستب بتود      گونه یناتوا   ت این امر را می. علکند بینی می ضخامت برای استوانه پیش

بینتی   فرض تغییرات خطی برای پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت ساب ایجاد اختتلاف در پتیش  

گیتری، مقتدار    با اختلاف کشتم  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهگردد و  پتانسیل الكتریكی می

در  بته همتین ختاطر،    د.کنت  می محاساهی داخلی  کمتری را برای پتانسیل الكتریكی مخصوماً در لایه

گتردد و   اثر پیزوالكتری  حاکم بر مجموعه کمتتر لحتاظ متی    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه

تغییر  ی   ن ریهشود؛ بنابراین  وعه دیده میبیشتر اثر بارگذاری خارجی )کرخش و فشار داخلی( بر مجم

ی  جایی شعاعی را در لایه مقدار جابه ترین یشبواقعیت حاکم بر مسأله  خلاف اولی  شكل برشی مرتاه

 ،جایی شعاعی در راستتای ضتخامت نیتز    کند، الاته فرض خطی بود  توزیع جابه بینی می داخلی پیش

 باشد. می یكی از علل ایجاد اختلافخود 
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری مكانیكی جایی محوری در جداره توزیع جابه 59-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 59-9 شكل 

ستتوانه  گتردد بتا دور شتد  از دو ستر ا     دهد. مشتاهده متی   گذاری مكانیكی نشا  میراستوانه بر اثر با

استتوانه   نستات بته وستط   جایی محوری  کند؛ همچنین جابه طی پیدا میجایی محوری رفتاری خ جابه

 افتد. ی داخلی اتفاق می جایی محوری در لایه ی جابه حالت قرینه دارد و مقادیر بیشینه و کمینه

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 54-9 شكل 

جایی محوری را با استفاده از دو روش تحلیلی و اجزای محدود در استوانه  جابه یعتوز 54-9 شكل 

یی محوری در راستای طولی استتوانه  جا دهد. هر دو روش رفتاری همسا  را برای توزیع جابه نشا  می

بینی شده در نزدیكی دو سر استتوانه،   مقادیر پیش ،ی میانی با دور شد  از لایه که کنند بینی می پیش
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 گردند. دارای اختلاف می

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی محوری جابهتوزیع  55-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از دو روش  توزیع جابه 55-9 شكل 

دهد. اگرکه روش اجزای محدود رفتار غیرخطی را  ی قرار میو اجزای محدود مورد مقایسه و بررس اول

تغییتر   ی   ن ریته ا فرض خطی بود  ؛ امکند بینی می جایی محوری در راستای ضخامت پیش برای جابه

 جایی محوری در راستای ضخامت مناسب است. برای تقریب رفتار جابه اولی  شكل برشی مرتاه

9-5-9 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

 بیتا  شتد؛   برای بارگذاری مكانیكی اولمطابق آنچه در رفتار حرارتی استوانه با شرایط مرزی نوع 

295)مرجع  دمای استوانه برابر دمای ثابت مثاتدر این جا نیز  K ) باشد می. 

 رفتار الکتریکی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  56-9 شكل 

دهد. اثر شرایط مرزی  استوانه با شرایط مرزی نوع دوم که تحت بارگذاری مكانیكی قرار دارد، نشا  می

تانسیل الكتریكی کاملاً مشهود است؛ پتانسیل الكتریكی با فامله گرفتن از سری که نوع دوم بر توزیع پ

گتردد و در نزدیكتی ستر عتایق      باشد به مقداری ثابت همگرا می دارای پتانسیل الكتریكی مشخص می
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 گردد. خوش تغییرات اندکی می الكتریكی استوانه دست
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری مكانیكی توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 56-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش  57-9 شكل 

دهنتد؛ هتر دو روش رفتتاری     دهد. نتایج نشا  می و اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می اول

 کنند. بینی می برای پتانسیل الكتریكی پیشرا اما با اختلاف مشابه 

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  57-9 شكل 

تغییتر شتكل    ی   ن ریته توزیع پتانسیل الكتریكی را در راستای ضخامت با استفاده از  58-9 شكل 

دهتد. نتتایج اجتزای محتدود      و روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  برشی مرتاه
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وار  یل الكتریكی در راستای ضخامت، رفتاری غیرخطی و تقریاتاً ستهمی  تأکید دارند رفتار توزیع پتانس

بترای توزیتع    اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریه توا  فرض خطی بود  بنابراین می؛ باشد می

مستأله دانستت   پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت را فرضی نامناسب و به دور از واقعیت حاکم بر 

 گردد. شده به کم  روش تحلیلی می  بینی در مقادیر پیش که ساب ایجاد اختلاف

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  58-9 شكل 

 رفتار مکانیکی
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری مكانیكی جایی شعاعی در جداره توزیع جابه 53-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 53-9 شكل 

دهد. در این حالت نیز اثر شرایط مرزی نتوع دوم بتر توزیتع     استوانه با شرایط مرزی نوع دوم نشا  می
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جایی شعاعی با فامله گرفتن از سر گیردار استوانه به مقدار  مشهود است؛ جابه جایی شعاعی کاملاً جابه

 گردد. خوش تغییرات اندک می گردد و در نزدیكی سر آزاد آ  دست ثابتی همگرا می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی شعاعی با دو روش  توزیع جابه 62-9 شكل 

و  اولی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 62-9 شكل 

دهد. اگرکه هتردو روش رفتتار مشتابهی را بترای      روش اجزای محدود در استوانه مورد بررسی قرار می

شتده توستط دو روش تفتاوت دارنتد؛      بینی کنند اما مقادیر پیش بینی می جایی شعاعی پیش توزیع جابه

جتایی   ی خارجی روندی نزولی را بترای جابته   ی داخلی به لایه همچنین روش تحلیلی با حرکت از لایه

 کند. بینی می روش اجزای محدودی روندی معودی را پیش که یدرحالکند  بینی می شعاعی پیش

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی شعاعی جابهتوزیع  62-9 شكل 

تغییتر شتكل    ی   ن ریته جایی شعاعی را در راستای ضخامت با استتفاده از   توزیع جابه 62-9 شكل 
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دهد. مطابق آنچته در بختش    بررسی قرار می ه وو روش اجزای محدود مورد مقایس اولی  برشی مرتاه

بیا  شد؛ اگرکه نتتایج اجتزای محتدود رفتتاری تقریاتاً       اولزی نوع گذشته برای استوانه با شرایط مر

ا به دلیتل فترض   د امنده نشا  می جایی شعاعی در راستای ضخامت استوانه خطی را برای توزیع جابه

توزیتع   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریه برای توزیع پتانسیل الكتریكی، نامناسب خطی بود 

کند، همین  بینی می اندک پیش با مقدار ی داخلی پتانسیل الكتریكی را با اختلاف زیاد، به وی ه در لایه

تغییتر شتكل برشتی     ی   ن ریته انتدک شتود و   روش تحلیلی گردد؛ تأثیر پیزوالكتری  در  امر ساب می

داخلی و کرخش( محاساه مكانیكی )فشار  یبارگذاررا تحت اثر  شعاعی جایی بیشتر جابه اولی  مرتاه

ی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهشده به کم   بینی جایی شعاعی پیش به همین خاطر، جابه کند.

ی داخلی رونتدی نزولتی را در    ی خارجی به لایه با واقعیت مسأله سازگار نیست و با حرکت از لایه اول

جتایی شتعاعی در    بود  توزیع جابهکه در گذشته نیز بیا  شد؛ فرض خطی  هما  طور گیرد. پیش می

 باشد. بینی نتایج می راستای ضخامت نیز از علل ایجاد اختلاف در پیش
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری مكانیكی جایی محوری در جداره توزیع جابه 61-9 شكل 

ی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از روش  توزیع جابه 61-9 شكل 

کتاملاً  جایی محوری در استتوانه   دهد. اثر شرایط مرزی نوع دوم بر توزیع جابه در استوانه نشا  می اول

از  و نزولتی  جایی محوری با فامله گرفتن از سر گیردار استوانه رفتاری خطی مشهود است، توزیع جابه



 همگن یاه هاستوان یلتحل

224 

 

گردد، در این حالتت  تغییرات اندک می خوش دستاد استوانه سر آز دهد که در نزدیكی خود نشا  می

 افتد.   اتفاق میجایی محوری در سر آزاد آ دار جابهمق ترین یشب

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 69-9 شكل 

 و  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 69-9 شكل 

دهد. هر دو روش رفتاری مشابه اما با اختلاف  روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می

کنند. با فامله گرفتن از سر گیر دار استوانه اختلاف به  بینی می جایی محوری پیش را برای توزیع جابه

رسد. همچنین هتر دو   مقدار می ترین یشبگردد و در سر آزاد استوانه به  زیاد می رفته رفتهوجود آمده 

 دانند. های استوانه می جایی محوری را مستقل از لایه روش در نقاط دور از دو سر استوانه، رفتار جابه

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی محوری جابهتوزیع  64-9 شكل 
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و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 64-9 شكل 

دهتد. اگرکته نتتایج     روش اجزای محدود در راستای ضخامت استوانه مورد مقایسه و بررسی قترار متی  

ی ضتخامت استتوانه نشتا     جایی محوری در راستا برای توزیع جابه اجزای محدود رفتاری غیرخطی را

ختوبی بترای رفتتار غیرخطتی     بته نستات   روش تحلیلتی نیتز، تقریتب     ا فرض خطی بود دهد؛ ام می

 جایی محوری در راستای ضخامت استوانه است. جابه

 های همگن استوانه الکتروترمومکانیکی تحلیل 9-6
 دهتد؛ استتوانه در   را نشا  متی  الكتروترمومكانیكیری ی کرخا  تحت بارگذا استوانه 65-9 شكل 

 ی داخلی تحتت فشتار   لایه
1P  ی  ه، شتار حرارتتی وارد

1H   ی  هو شتار الكتریكتی وارد
1Q  ی  در لایته و

 خارجی تحت فشار
2P ، ی هحرارتی واردشار 

2H  ی هالكتریكی وارد شارو 
2Q .قرار دارد 
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 ی کرخا  تحت بارگذاری الكتروترمومكانیكی مقطع عرضی استوانه 65-9 شكل 

حتاکم بتر مستأله     یفرانستیل ده معتادلات  دستتگا برای  ،با توجه به روابط فصل دوم در این حالت

 .خواهیم داشت
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( 9-25) 
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، اولر واز ستط  شتده   ستاده  دیفرانسیل تر بیا  شد؛ برای ایجاد دستگاه معادلات مطابق آنچه پیش

} شود و سپس تغییر متغیر در شتاه بتردار   گیری می انتگرال حاکمپنجم و هفتم دستگاه معادلات  }y 

Aکته   باشد یم (246-1 ) ی به شكل رابطه شده  سادهشود. دستگاه معادلات دیفرانسیل  انجام می   ،

B    وC    (245-1 ) تتا  (83-1 )ه از روابط با استفاد باشند و های ضرایب این دستگاه می ماتریس 

دستتگاه   های ضرایب ماتریسهای  مؤلفه ی در محاساه ،به همگن بود  مادهبا توجه  د.نشو می محاساه

ی داخلتی استتوانه برابتر     مگنی موجود در روابط برابر مفر و خواص لایهه، ثوابت ناشده  ساده معادلات

} همچنین برای د.نشو نه در ن ر گرفته میخواص استوا }l  .داریم 

( 9-26)  
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بتا استتفاده از روابتط     ن ر به آنچه در فصل دوم بیا  شد؛ دستتگاه معتادلات دیفرانستیل حتاکم    
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ی  رابطه شرایط مرزی به دو مورت با اعمال حلثوابت موجود در  .گردد حل می (261-1 ) تا (1-251 )

 د.شون ( محاساه مینوع دوم) (4-9 )ی  رابطه ( ونوع اول) (9-9 )

2-6-9 ی عددی مطالعه 
ی  ، در این بختش نیتز جتنس و هندسته    کنار همهای گذشته در  ی تحلیل سی و مقایسهبرای برر

شتود. بترای بارگتذاری و اعمتال      های گذشته بیا  شد؛ در ن ر گرفته می استوانه مطابق آنچه در فصل

شود؛ بارگذاری و شرایط مرزی در ایتن حالتت برابتر     می گرفته یشپشرایط مرزی نیز روندی مشابه در 

؛ باشتند  هتای تحلیتل حرارتتی، الكتریكتی و مكتانیكی متی       مجموع بارگذاری و شرایط مرزی در حالت

بنتتابراین استتتوانه در شتتعاع داخلتتی ختتود تحتتت فشتتار    
1P 3 MPa،  ی هشتتار الكتریكتتی خارجتت 

2

4

1Q 6 10 C
m

  21 ی هر حرارتتتی واردشتتا وH 60 W
m

  شتتار و در شتتعاع ختتارجی ختتود تحتتت

2ی  هواردالكتریكی 

4

2Q 40 10 C
m

  22 ی هشار حرارتی خارج وH 40 W
m

 با سرعت  قرار دارد و

350دورانی ثابت  rad
s  کرخد حول محور خود می. 

 داریم. ،(4-9 )و  (9-9 )و روابط  های گذشته تحلیلبا توجه به  برای شرایط مرزی همچنین
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( 9-28) 
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1-6-9 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

و میدا  مكانیكی؛ بنتابراین  میدا  حرارتی با میدا  الكتریكی  ی سویه شدگی ی  با توجه به جفت

تأثیری بر توزیع میدا  دمایی در جستم نتدارد و تنهتا    بارگذاری و شرایط مرزی الكتریكی و مكانیكی 

 است. اثرگذار ییبارگذاری و شرایط مرزی حرارتی بر توزیع میدا  دما

تحلیتل   ی عتددی  مطالعه بود  بارگذاری و شرایط مرزی حرارتی با برابرن ر به آنچه گفته شد و 

تتر متورد    است کته پتیش   5-9 شكل  تا 9-9 شكل مطابق  در این حالتاستوانه رفتار حرارتی حرارتی، 

 یست.نی نتایج خامی  بحث و بررسی قرار گرفت و در بر گیرنده

 رفتار الکتریکی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  66-9 شكل 

دهد. با فامله گرفتن از دو سر استوانه که دارای  ی تحت بارگذاری الكتروترمومكانیكی نشا  می استوانه

گتردد؛ پتانستیل الكتریكتی بته مقتداری ثابتت در        ، مشاهده متی باشند مشخص می الكتریكی پتانسیل

 دهد. شود و در نقاط دور از دو سر استوانه رفتار خطی از خود نشا  می راستای طولی همگرا می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكی توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 66-9 شكل 
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  67-9 شكل 

تغییتر   ی   ن ریته توزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش اجتزای محتدود و    67-9 شكل 

دهد. اگرکته هتر دو روش رفتتاری     در استوانه مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  شكل برشی مرتاه

ی رفتتار بتا    کنند اما مقتادیر و نحتوه   بینی می شكل را برای توزیع پتانسیل الكتریكی در جسم پیش هم

گتردد؛ اختتلاف موجتود در     ها متفاوت است، همچنتین مشتاهده متی    تای ضخامت از لایهعاور در راس

 رسد. مقدار خود می ترین یشبی داخلی به  در لایه بینی نتایج پیش

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  68-9 شكل 

تغییر  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را در راستای ضخامت با استفاده از دو روش  68-9 شكل 

دهتد. نتتایج اجتزای     د مقایسه و بررسی قترار متی  و روش اجزای محدود مور اولی  تاهشكل برشی مر
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 وار و تقریااً به شكل سهمی یرخطیغضخامت  سیل الكتریكی در راستایمحدود تأکید دارند توزیع پتان

فرض خطی بود  را برای توزیع پتانستیل   اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه که یدرحالباشد  می

بینی شده بته کمت     الكتریكی در راستای ضخامت دارد، همین امر ساب ایجاد اختلاف در نتایج پیش

 گردد. دو روش می

 تار مکانیکیرف

در  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 63-9 شكل 

جایی شعاعی در استوانه بتا فامتله گترفتن از دو ستر گیتردار استتوانه بته         دهد. جابه استوانه نشا  می

جایی شعاعی در راستای ضخامت استوانه  گردد. تغییرات جابه مقداری ثابت در راستای طولی همگرا می

ی خطی از خود نشا  جایی شعاعی رفتار باشد، همچنین در نواحی دور از دو سر استوانه جابه اندک می

 دهد. می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكی در جداره جایی شعاعی جابهتوزیع  63-9 شكل 

و  اولی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 72-9 شكل 

دهد. هر دو روش رفتاری مشابه را برای  روش اجزای محدود در استوانه مورد مقایسه و بررسی قرار می

باشتند؛ ایتن اختتلاف در     می اختلافکنند که دارای  میبینی  در استوانه پیش یشعاعجایی  توزیع جابه

 رسد. مقدار خود می ترین یشبی داخلی استوانه به  لایه
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 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی شعاعی با دو روش  توزیع جابه 72-9 شكل 

تغییتر   ی   ن ریته جایی شعاعی را با استفاده از دو روش اجتزای محتدود و    توزیع جابه 72-9 شكل 

ای دهد. نتایج اجز در راستای ضخامت استوانه مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  شكل برشی مرتاه

جایی شعاعی در راستای ضخامت رفتار تقریااً خطتی دارد. اگرکته فترض     دهند؛ جابه محدود نشا  می

جتایی شتعاعی در راستتای     بترای تغییترات جابته    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهخطی بود  

 ضخامت، فرضی مناسب و نزدی  به واقعیت حاکم بر مسأله است اما به دلیتل نامناستب بتود  فترض    

 اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهستای ضخامت، خطی آ  برای توزیع پتانسیل الكتریكی در را

 کند. بینی می جایی شعاعی را با اختلاف پیش رفتار جابه

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی شعاعی جابهتوزیع  72-9 شكل 
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكی در جداره جایی محوری جابهتوزیع  71-9 شكل 

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 71-9 شكل 

جایی محوری در راستای طولی نسب به وسط استوانه حالتی قرینته دارد و   دهد. جابه استوانه نشا  می

جایی محوری در  جابهافتد. همچنین  ی داخلی استوانه اتفاق می   در لایهآو کمترین مقدار  ترین یشب

 دهد. نقاط دور از دو سر استوانه رفتاری خطی را از خود نشا  می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 79-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 79-9 شكل 

دهنتد؛ هتر دو روش رفتتاری     دهد. نتایج نشا  می دود مورد مقایسه و بررسی قرار میروش اجزای مح
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ایتن اختتلاف    کنند که بینی می محوری در استوانه پیش جایی ی توزیع جابها با اختلاف را براام همانند

 رسد. در دو سر و وسط استوانه به کمترین مقدار خود می

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی محوری جابهتوزیع  74-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 74-9 شكل 

دهتد. نتتایج نشتا      قترار متی   یو بررست روش اجزای محدود در راستای ضخامت استوانه مورد مقایسه 

ا فرض خطی باشد ام می یرخطیغجایی محوری در راستای ضخامت  ه رفتار توزیع جابهدهند، اگرک می

جتایی   بینتی رفتتار جابته    نیز تقریب ختوبی بترای پتیش    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریهبود  

جایی محوری نیز خود  هرکند که فرض خطی بود  جابه باشد؛ محوری در راستای ضخامت استوانه می

 باشد. شده به کم  دو روش می بینی یشپدر نتایج  ایجاد اختلاف عللیكی از 

9-6-9 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

 تا 25-9 شكل ن ر به آنچه در بخش گذشته گفته شد؛ رفتار حرارتی استوانه در این حالت مطابق 

 باشد که در جای خود مورد بحث و بررسی قرار گرفت. می 27-9 شكل 

 رفتار الکتریکی

در  اولی  تغییر شكل برشی مرتاته  ی   ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از  75-9 شكل 
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دهد. اثر شرایط مرزی نوع دوم بر توزیع پتانسیل الكتریكی در استوانه کتاملاً مشتهود    استوانه نشا  می

باشد به مقداری  ریكی با فامله گرفتن از سر استوانه که دارای پتانسیل مشخص میاست. پتانسیل الكت

گتردد.   خوش تغییترات انتدک متی   گردد و در نزدیكی سر عایق الكتریكی استوانه دست ثابت همگرا می

 دهد. همچنین پتانسیل الكتریكی در نواحی دور از دو سر استوانه رفتار خطی از خود نشا  می
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكی توزیع پتانسیل الكتریكی در جداره 75-9 شكل 

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEتوزیع پتانسیل الكتریكی با دو روش  76-9 شكل 

تغییتر   ی   ن ریته تانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش اجتزای محتدود و   توزیع پ 76-9 شكل 

رفتتاری  گتردد؛ هتر روش    دهد. مشتاهده متی   مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  شكل برشی مرتاه

 کنند. بینی می ا با اختلاف را برای توزیع پتانسیل الكتریكی در جسم پیشهمانند ام
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 FSDT و FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  پتانسیل الكتریكیتوزیع  77-9 شكل 

تغییر شتكل   ی ن ریهتوزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از روش اجزای محدود و  77-9 شكل 

گتردد رفتتار    دهد. مشاهده متی  در راستای ضخامت مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  برشی مرتاه

بنتابراین  ؛ باشتد  متی   توزیع پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت غیرخطی و تقریااً به شتكل ستهمی  

برای توزیع پتانسیل الكتریكتی در راستتای    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریهفرض خطی بود  

باشد که یكی از علل ایجاد اختتلاف در   اسازگار و به دور از واقعیت حاکم بر مسأله میضخامت فرضی ن

 باشد. شده به کم  دو روش می  بینی نتایج پیش

 رفتار مکانیکی
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 وانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكیی است جایی شعاعی در جداره توزیع جابه 78-9 شكل 
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در  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 78-9 شكل 

جایی شعاعی با فامله گرفتن از سر گیردار استتوانه بته مقتدار ثتابتی      دهد. جابه جدار استوانه نشا  می

گردد، همچنین تغییرات توزیع  خوش تغییرات اندک مینزدیكی سر آزاد آ  دستگردد و در  همگرا می

 جایی در نقاط دور از سر گیردار استوانه اندک و کندا  محسوس نیست. جابه

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی شعاعی با دو روش  توزیع جابه 73-9 شكل 

ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهجایی شعاعی را با استفاده از دو روش  توزیع جابه 73-9 شكل 

هماننتد را  دهد. اگرکه هر دو روش رفتتاری   و روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می اول

بینی شده توستط دو روش   ا مقادیر پیشکنند، ام بینی می اعی در جسم پیشجایی شع برای توزیع جابه

 رسد. مقدار خود می ترین یشبی داخلی استوانه به  باشند که اختلاف موجود، در لایه دارای اختلاف می

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی شعاعی جابهتوزیع  82-9 شكل 
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اجتزای محتدود در راستتای    روش تحلیلی و جایی شعاعی را با استفاده از  توزیع جابه 82-9 شكل 

جتایی   دهنتد توزیتع جابته    دهد. نتایج اجزای محدود نشتا  متی   قرار می ضخامت استوانه مورد مقایسه

 روش تحلیلتی  بود  خطیا به دلیل فرض نامناسب استای ضخامت رفتاری خطی دارد، اممحوری در ر

 کند. بینی می جایی شعاعی را با اختلاف پیش رفتار جابه ی   ن ریه، این پتانسیل الكتریكیبرای توزیع 
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 ی استوانه بر اثر بارگذاری الكتروترمومكانیكی جایی محوری در جداره توزیع جابه 82-9 شكل 

دهتد. مشتاهده    نشتا  متی   روش تحلیلتی جایی محوری را بتا استتفاده از    توزیع جابه 82-9 شكل 

جایی محوری رفتاری معودی از خود در راستای طولی  گردد با دور شد  از سر گیردار استوانه جابه می

 قاط دور از دو سر استوانه رفتاری خطی دارد.محوری در نجایی  دهد. همچنین جابه نشا  می

 

 های استوانه در لایه FSDTو  FEجایی محوری با دو روش  توزیع جابه 81-9 شكل 
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ی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهجایی محوری را با استفاده از دو روش  توزیع جابه 81-9 شكل 

دهد. هر دو روش رفتاری هماننتد امتا بتا اختتلاف را بترای       و اجزای محدود مورد مقایسه قرار می اول

 کنند. بینی می ر استوانه پیشجایی محوری د توزیع جابه

 

 FSDTو  FEدر نزدیكی سر استوانه با دو روش  جایی محوری جابهتوزیع  89-9 شكل 

و  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی ن ریهجایی محوری را با استفاده از  توزیع جابه 89-9 شكل 

 یرخطیغدهد. اگرکه نتایج اجزای محدود رفتاری  روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می

ا فترض خطتی بتود     دهنتد امت   ی ضخامت استوانه نشا  میی در راستاجایی محور را برای توزیع جابه

دهتد،   استوانه نشا  می یرخطیغنیز، تقریب خوبی را از رفتار  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریه

شتده   بینی جایی محوری نیز، یكی از علل ایجاد اختلاف در نتایج پیش همچنین فرض خطی بود  جابه

 باشد. به کم  دو روش می
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 گفتار پیش 4-2
گتردد،   ی ناهمگن پیزوالكتری  بیا  می ی تحلیل اجزای محدود استوانه نحوه نخست این فصلدر 

بته  نتایج مربتوط  با  همراه و انجام حرارتی، الكتریكی، مكانیكی و الكتروترمومكانیكی های تحلیل پسس

 شوند. بیا  می ی هر عددی  ی همطالع

 های ناهمگن استوانه تحلیل اجزای محدود 4-1
الكتروترمومكتانیكی متواد نتاهمگن پیزوالكتریت  در ایتن پت وهش از       برای تحلیل اجزای محدود 

 شود. استفاده می ANSYS 12.0افزار  نرم

2-1-4 ناهمگن پیزوالکتریکمواد سازی  مدل 
در کند. تدریجی تغییر می به مورتبیا  شد در مواد ناهمگن خواص  اولکه در فصل  طور هما 

 بترای  ؛ بنتابراین وجتود نتدارد   نتاهمگن  مواد یساز و مدل یفجهت تعر یالمان ANSYS 12.0 افزارنرم

خواص  ییراتتغ که یبه طور؛ شود یم یمتقس d یكسا  با ضخامت یادیز هاییهاستوانه به لا یل،تحل

 .نسات داد یهرا به هر لا یثابت خواصتوا  باشد و ب اندک یهدر هر لا

( 4-2) ;
2

n
m

n n n

m ir r

d
Pr Pr r r



 
   

 
 

nآ   با توجه به شعاع متوسطام است که nی  خامیت در لایه nPrی فوق  در رابطه 

mr   تعیتین

nگردد،  می

ir ی  نیز شعاع داخلی لایهn تتا  (59-1 ) و (7-2 )، (2-4 )ابتط  واز ر بتا استتفاده  . استت ام 

 بته هتم   هتا یته لا یتن سپس ا یابد،یو به آ  اختصاص م شود میمحاساه  یههر لا یبرا خواص (1-58 )

ییر از تغ یخوب یاربس یبکار تقر ینا یقتدر حق آورند،می به وجودرا  FGP ی استوانه و شوند می متصل

 .[98-97] باشدیماستوانه خواص در  تدریجی

1-1-4 بندی مسأله انتخاب المان و شبکه 
در فصل گذشته، بخش تحلیل اجزای محدود آ  توضیح داده شتد؛ مستأله حالتت     طور که هما 
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توا  جهت تحلیل استفاده کرد. مطابق تحلیل اجزای  های دو بعدی می متقار  محوری دارد و از الما 

 گردد. استفاده می PLANE 223محدود فصل گذشته از الما  

بته  مقطع مستطیل شتكل استتوانه    1-1 شكل مطابق دی دو بع مورت  بهسازی مسأله  مدل جهت

یته کترد  آ ،   سپس با توجه به ابعاد هندسی مستأله و کنتد لا   گردد؛ سازی می دو بعدی مدل مورت

خواص بته هتر لایته     (2-4 )ی  گردد و با استفاده از رابطه تقسیم می هایی لایهمقطع مستطیل شكل به 

 یابد. اختصاص می

بنتدی   قل از شتاكه ی انجام گیرد که تحلیل الما  محتدود مستت  مورت  بهبندی هر لایه باید  شاكه

بنتدی در   آمده برای شاكه به دستبا استفاده از نتایج  باشند. ینا اطم قابلدست آمده  و نتایج بهباشد 

ی هتا  ع بتر روی لایته  به شكل مرب PLANE 223 های الما بخش تحلیل اجزای محدود فصل گذشته، 

مساحت هر لایه که یزمان 2-9 شكل با توجه به همگن بود  هر لایه و  .دنگیر مستطیل شكل قرار می

LayerA برابر مساحت الما  مربعی شكل 252، حدود که به شكل مستطیل است
ElementA  باشد؛ نتایج

 رسد و تحلیل پذیرفتنی خواهد بود. % می33حامل از تحلیل الما  محدود به همگرایی در حدود 

شود و هتر   ی یكسا  تقسیم می ها لایه، مقطع مستطیل شكل استوانه به بندی بنابراین برای شاكه

ه بته  یته از استتوان  شوند که نسات مساحت هتر لا  ای پوشانده می عی شكل به گونههای مرب لایه با الما 

 یا بیشتر باشد. 252عی شكل حدود های همانند مرب مساحت الما 

 های ناهمگن استوانه تحلیل حرارتی 4-9
های همگن در فصتل گذشتته    های ناهمگن همچو  تحلیل حرارتی استوانه تحلیل حرارتی استوانه

Aباشد با این تفاوت که  می   ،B    وC     شتده، بتا استتفاده از      ضرایب دستگاه معادلات ستاده

ی داخلتی استتوانه    ختواص لایته   به همراهو در ن ر گرفتن ثوابت ناهمگنی  (245-1 ) تا (83-1 )روابط 

 .شوند محاساه می
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2-9-4 ی عددی مطالعه 
ی عتددی   و بررسی بهتر، هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی این بخش مطابق مطالعه  برای مقایسه

به همتین من تور ختواص     .شود در ن ر گرفته می حرارتی فصل گذشتهمورت گرفته در بخش تحلیل 

 د.باش می 2-9 جدول ی داخلی مطابق فصل گذشته و برابر  ی ناهمگن در لایه استوانه

 شود و فرض می nثابت ناهمگنی کلثوابت ناهمگنی برابر  ی ی اثر ثابت ناهمگنی کلیهبرای بررس

,2مقادیر  1, 0, 1, 2n    [ مورد مطالعه91-25با توجه به ،] د. در این حالت داریم.نگیر قرار می 

( 4-1) 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

; 2, 1, 0, 1, 2
np np np np np np np np n

n
np np np np np np np n

       
  

      
 

1-9-4 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی میدا  دمایی در لایه 2-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 2-4 شكل 

که از  هما  طوردهد.  ی تحت بارگذاری حرارتی نشا  می استوانه ی میانی لایه توزیع میدا  دمایی در

گنی اثری مشهود بر توزیع میدا  دمایی در جسم دارد و با افزایش آ  میدا  شكل پیداست؛ ثابت ناهم

تتوا  میتدا  دمتایی     یابد، بنابراین در طراحی با استفاده از این موضوع می دمایی در جسم افزایش می

ی متورد مطالعته    برای ایتن نمونته  خوش تغییرات مطلوب کرد، همچنین ایجاد شده در جسم را دست
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1n        حالت بحرانی دارد که در این حالت توزیع میدا  دما در سراستر استتوانه ثابتت و مستتقل از

در نزدیكتی   باشد اما با کاهش یا افزایش ثابت ناهمگنی از این مقدار، رفتار میتدا  دمتایی   طول آ  می

 کند. سر استوانه حالتی معودی یا نزولی پیدا می

 رفتار الکتریکی 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 1-4 شكل 

ایتن  دهتد. اگرکته در    ی تحت بارگذاری حرارتی نشا  متی  استوانهی میانی  لایهپتانسیل الكتریكی در 

حالت نیز ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر رفتار الكتریكی در جسم دارد امتا افتزایش یتا کتاهش ثابتت      

طتور کامتل    گردد و شكل رفتتار را بته   ناهمگنی ساب رفتاری همانند اما با مقدار بیشتری یا کمتر می

 کند. خوش تغییر نمیدست

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 1-4 شكل 

 رفتار مکانیکی

ی نتاهمگن تحتت بارگتذاری حرارتتی      در استوانه جایی جابهابتدا اثر ثابت ناهمگنی بر روی میدا  

دست آمده برای تنش شعاعی، محیطی،  گیرد سپس به بررسی نتایج به ر میمورد بررسی و مطالعه قرا

 شود. رشی پرداخته میمحوری و ب

 جایی جابهدا  الف( می

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 9-4 شكل 
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ثابت ناهمگنی  دهد. استوانه، بر اثر بارگذاری حرارتی نشا  می ی میانی لایه شعاعی در جایی جابهتوزیع 

 مشهود ندارد. شعاعی اثری جایی جابه توزیع بر روی

 

 ی میانی شعاعی در لایه جایی جابهاثر ثابت ناهمگنی بر روی  9-4 شكل 

 

 ی میانی محوری در لایه جایی جابهاثر ثابت ناهمگنی بر روی  4-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از اثر ثابت ناهمگنی را  4-4 شكل 

دهد. در این حالت نیتز در نقتاط دور از دو    نشا  می  استوانه ی میانی لایه رمحوری د جایی جابهتوزیع 

اما در نقاط نزدی  دو سر استوانه  محوری ندارد، جایی جابهسر استوانه ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر 

 کند. پیدا می بت ناهمگنی اثری قابل مشاهدهثا

 ب( میدا  تنش

های بالای اعمالی حرارتی، الكتریكی و مكانیكی ساب  تر نیز اشاره شد؛ میدا  پیش ور کهط هما 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2

𝑥
𝐿𝐶  

𝑈
𝑧 𝑟 𝑖

×
1
0
0
0

 

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2

𝑈
𝑥 𝑟 𝑖

×
1
0
0
0

 

𝑥
𝐿𝐶  



 های ناهمگن استوانه یلتحل

295 

 

شوند که برخی از این دسته متواد بتا اعمتال تتنش فشتاری در       پلاریزه شد  مواد پیزوالكتری  می دی

10ی ) بازه 100MPa) 55[؛ با در ن ر گرفتن 41شوند ] پلاریزه می دیdep MPa    به عنوا  تتنش

گردد؛ به بررسی اثر ثابتت نتاهمگنی    پلاریزه شد  در این حالت می فرضی اعمالی فشاری که ساب دی

 شود. پرداخته می ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی  بر روی رفتار میدا  تنش در استوانه

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 5-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 5-4 شكل 

دهتد، در ایتن حالتت     ی تحت بارگذاری حرارتی نشا  متی  استوانه ی میانی لایه توزیع تنش شعاعی در

را  تنش شعاعی جز در نواحی کوک  نزدی  دو سر استوانه رفتاری تقریااً مستتقل از ثابتت نتاهمگنی   

 دهد. نشا  می

 

 میانیی  در لایه محیطیاثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش  6-4 شكل 

بر روی تنش  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 6-4 شكل 
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دهد؛ تنش محیطتی نیتز    ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی نشا  می استوانه ی میانی لایه محیطی در

همانند تنش شعاعی تأثیرپذیری اندکی از ثابت ناهمگنی دارد و تنها در نواحی کوک  نزدی  دو ستر  

 دهد. استوانه تغییر رفتاری مشهودی را متأثر از ثابت ناهمگنی نشا  می

 

 ی میانی در لایه محیطیاثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش  7-4 شكل 

بر روی تنش  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 7-4 شكل 

دهد، رفتار تنش محتوری متتأثر از ثابتت نتاهمگنی هماننتد       نشا  میی میانی استوانه  ر لایهدمحوری 

ود بتر  ش محوری بر خلاف تنش شعاعی و محیطی ثابت ناهمگنی اثری مشهنباشد. در ت میدا  دما می

1n رفتار آ  دارد، همچنین   از این مقدار توزیع تنش مگنی حالت بحرانی دارد و با تغییر ثابت ناه

 کند. محوری در استوانه حالتی معودی یا نزولی نسات به دو سر آ  پیدا می

 

 ی میانی در لایه برشیاثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش  8-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 8-4 شكل 
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دهتد. تتنش برشتی در     ی تحت بارگذاری حرارتی نشا  می استوانه ی میانی لایه توزیع تنش برشی در

کند و توزیع آ  رفتاری مستقل از ثابتت   میل می ثابت مفرتقریااً ه مقدار استوانه بنقاط دور از دو سر 

کند، با افزایش ثابت ناهمگنی مقدار تنش برشی در نزدیكی دو سر استتوانه افتزایش    ناهمگنی پیدا می

 کند. پیدا می

 بندی جمع

 ورتمت   بته ی عتددی بهتتر    های قال ارائه شتد؛ بترای مقایسته    دست آمده که در قسمت نتایج به

 شوند. ذکر می اولخلامه در جد

 میدان حرارتی

دست آمده برای میدا  دمایی را از دو روش تحلیلی و اجزای محدود نشتا    نتایج به 2-4 جدول 

 کنند. بینی می طور که پیداست هر دو روش نتایج یكسانی را برای میدا  دما پیش دهد؛ هما  می

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج میدا  دمای  2-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )K  

23/92 22/92 22/92 21/92 29/92 FEM 
 2

hz   
27/92 28/92 22/92 21/92 24/92 FSDT 

22/92 22/92 22/92 22/92 22/92 FEM 

0z  
22/92 22/92 22/92 22/92 33/13 FSDT 

36/13 34/13 31/13 88/13 89/13 FEM 
 2

hz  
35/13 34/13 32/13 88/13 85/13 FSDT 

 میدان الکتریکی

دست آمده را برای پتانسیل الكتریكی از دو روش تحلیلی و اجتزای محتدود    نتایج به 1-4 جدول 

توا  در خطتی فترض    اختلاف نتایج را میاملی ت تر بررسی شد عل پیش طور که دهد؛ هما  نشا  می

در  طور کته  دانست. هما  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   یهن رکرد  تغییرات در راستای ضخامت 
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بخش قال نشا  داده شد این فرض در مواردی با واقعیت حاکم بر مسأله سازگار نیست و منشأ ایجتاد  

رایب روابتط ستاختاری   گردد. همچنین به دلیل هم مرتاته ناتود  ضت    می بینی نتایج اختلاف در پیش

.کند گیری پیدا می بینی پتانسیل الكتریكی رشد کشم شده در پیش ایجاد اختلاف عددی

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج پتانسیل الكتریكی  1-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

8294 5439 4299 9128 1771 FEM 
 2

hz   
985 439 535 687 763 FSDT 

7212 6238 5988 4852 4937 FEM 

0z  
2618 2799 2813 2325 2332 FSDT 

21594 3522 7114 5458 4257 FEM 
 2

hz  
1871 1371 9261 9249 9122 FSDT 

 میدان مکانیکی

شعاعی را با استفاده از دو روش تحلیلی و اجزای  جایی جابهبه دست آمده برای  یجنتا 9-4 جدول 

دست آمده بیا  شتد در   ی اختلاف نتایج به گذشته درباره دهد. مطالای که در بخش محدود نشا  می

 باشد. این بخش نیز حاکم می

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه برایشعاعی  جایی جابهنتایج  9-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22788/2 22532/2 22453/2 22979/2 22926/2 FEM 
 2

hz   
22417/2 22415/2 22411/2 22412/2 22423/2 FSDT 

22836/2 22678/2 22591/2 22495/2 22972/2 FEM 

0z  
22525/2 22528/2 22522/2 22433/2 22437/2 FSDT 

22211/2 22772/2 22629/2 22483/2 22429/2 FEM 
 2

hz  
22589/2 22582/2 22573/2 22577/2 22576/2 FSDT 
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بینی تتنش را بتا دو روش تحلیلتی و اجتزای محتدود متورد        رو، نتایج حامل از پیش پیش اولجد

ی میتدا  تتنش دو روش    گردد در محاستاه  مشاهده میطور که  دهد. هما  مقایسه و بررسی قرار می

بیا  کترد کته میتدا  کترنش و      گونه یناتوا   ت این امر را میباشند؛ عل ای اختلاف مشهودتری میدار

شوند،  میدا  الكتریكی با استفاده از روابط گرادیا  که در فصل گذشته شرح آ  داده شده محاساه می

ی مفر محاساه شوند و ساب ایجاد  های مذکور از مرتاه های میدا  گردد برخی مؤلفه این امر ساب می

 وند.اختلاف بیشتری بین فرضیات و واقعیت حاکم بر مسأله ش

در متواردی فترض    جتایی  جابته تر توضیح داده شد فرض خطی بود  میدا   طور که پیش هما  

ی  مناسای نیست و این فرض منشأ ایجاد اختلاف بین دو روش حتل استت، ایتن اختتلاف بته واستطه      

از یابد.  گردد و با استفاده از روابط ساختاری به میدا  تنش انتقال می ی گرادیا  آ  بیشتر می محاساه

بینتی شتده بترای     دهند؛ اختلاف بیشتری در نتایج پتیش  نشا  می اولطور که نتایج جد این رو هما 

 میدا  تنش وجود دارد.

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج تنش محیطی  4-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

936/27 718/7 542/2 963/1- 731/4- FEM 
 2

hz   
782/2 724/2 647/2 582/2 526/2 FSDT 

362/1 127/2 219/2- 184/2 775/2 FEM 

0z  
249/2- 225/2- 252/2- 268/2- 274/2- FSDT 

826/17- 621/8- 211/2- 142/2 764/2 FEM 
 2

hz  
296/2- 723/2- 439/2- 995/2- 115/2- FSDT 
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 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج تنش محوری  5-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

255/4 283/1- 211/6- 449/8- 873/3- FEM 
 2

hz   
226/6- 249/6- 278/6- 121/6- 144/6- FSDT 

526/25- 375/22- 265/7- 918/4- 967/1- FEM 

0z  
267/22- 255/8- 593/6- 193/5- 234/4- FSDT 

743/51- 182/12- 832/7- 425/1- 927/2- FEM 
 2

hz  
127/25- 242/22- 756/6- 437/4- 332/1- FSDT 

9-9-4 ماستوانه با شرایط مرزی نوع دو 

 رفتار حرارتی

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی میدا  دمایی در لایه 3-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 3-4 شكل 

کته   دهتد  نشا  متی  ی  سر عایق حرارتی-ی  سر دمای  استوانه میانی ی یهدر لاتوزیع میدا  دمایی 

، در ایتن حالتت نیتز ثابتت     اول. همانند استوانه با شرایط مرزی نتوع  اردتحت بارگذاری حرارتی قرار د

تتوا  از ایتن امتر در طراحتی      یع میدا  دما در جسم دارد کته متی  زناهمگنی اثری کاملاً مشهود بر تو

، بتا افتزایش ثابتت    اول. در این حالت نیز مشابه استوانه بتا شترایط مترزی نتوع     ها استفاده کرد استوانه
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. همچنین در این شكل اثر شرایط مرزی یابد توزیع میدا  دمایی در جسم افزایش میمقادیر  ،ناهمگنی

 شود. بر توزیع میدا  دما دیده می

 رفتار الکتریکی

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهبا استفاده از  اثر ثابت ناهمگنی را 22-4 شكل 

دهتد. در   ی تحت بارگذاری حرارتی نشا  متی  استوانه ی میانی لایه توزیع میدا  پتانسیل الكتریكی در

مرزی در جسم کاملاً مشهود است. همچنین افزایش ثابت ناهمگنی بر خلاف  این حالت نیز اثر شرایط

 گردد. رفتار حرارتی، ساب کاهش مقادیر توزیع پتانسیل الكتریكی در استوانه می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 22-4 شكل 

 رفتار مکانیکی

 جایی جابهدا  الف( می

ر روی بت  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهبت ناهمگنی را با استفاده از اثر ثا 22-4 شكل 

شود ثابت ناهمگنی اثتری   دهد. مشاهده می نشا  میی میانی استوانه  در لایهجایی شعاعی  جابهتوزیع 

جتایی شتعاعی را    پوشی کرد و توزیع جابته  توا  از این اثر کشم جایی شعاعی دارد که می ناکیز بر جابه

 مستقل از ثابت ناهمگنی دانست.
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 ی میانی جایی شعاعی در لایه ناهمگنی بر روی جابهاثر ثابت  22-4 شكل 

 

 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 21-4 شكل 

بتر توزیتع    اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهبا استفاده از اثر ثابت ناهمگنی را  21-4 شكل 

گردد  جایی شعاعی، مشاهده می دهد. همانند جابه استوانه نشا  می ی میانی لایه جایی محوری در جابه

 دهد. جایی محوری نیز رفتاری مستقل از ثابت ناهمگنی از خود نشا  می جابه

 تنشدا  ( میب

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهبا استفاده از اثر ثابت ناهمگنی را  29-4 شكل 

دور از سر گیردار شود در نقاط  دهد. مشاهده می نشا  میی میانی استوانه  در لایهتوزیع تنش شعاعی 

تتوا  تتنش محتوری را     بر توزیع تنش محوری ندارد و متی  ای توانه، ثابت ناهمگنی اثر قابل مشاهدهاس
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 مستقل از ثابت ناهمگنی دانست.

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 29-4 شكل 

ی اول بتر توزیتع    ی تغییر شكل برشی مرتاه   اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 24-4 شكل 

ستوانه دهد. تنش محیطی در نقاط دور از سر گیردار ا ی میانی استوانه نشا  می تنش محیطی در لایه

 دهد. ی را از خود نشا  میناهمگنرفتاری مستقل از ثابت 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 24-4 شكل 

ی اول بتر تتنش    ی تغییر شكل برشی مرتاته    اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 25-4 شكل 

گردد در نواحی نزدی  سر گیردار استتوانه   دهد. مشاهده می ی میانی استوانه نشا  می محوری در لایه

ت ناهمگنی وابستگی دارد و با تغییر آ  تتوزیعی متعودی یتا نزولتی از ستر      رفتار تنش محوری به ثاب
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 کند. گیردار استوانه پیدا می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 25-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شتكل برشتی مرتاته      اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 26-4 شكل 

دهد. تتنش برشتی در نتواحی دور از ستر گیتردار       ی میانی استوانه نشا  می توزیع تنش برشی در لایه

شتود،   متی  و به مقدار تقریااً ثابت مفر همگترا دهد  بت ناهمگنی نشا  میاستوانه رفتاری مستقل از ثا

همچنین وابستگی رفتاری تنش برشی در نزدیكی سر گیتردار آ  بته ثابتت نتاهمگنی کتاملاً مشتهود       

 باشد. می

 

 میانی ی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 26-4 شكل 
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 بندی جمع

جهتت   ی تحت بارگذاری حرارتتی بتا شترایط مترزی نتوع دوم،      برای استوانه آمده به دستنتایج 

 گردد. ارائه میبا دو روش تحلیلی و اجزای محدود مقایسه و بررسی بهتر به مورت جدول 

 میدان حرارتی

نتایج به دست آمده برای دما را از دو روش تحلیلی و اجزای محدود متورد مقایسته و    6-4 جدول 

دو روش  بینی شده بته کمت    دهد توافق خوبی میا  مقادیر پیش دهد. نتایج نشا  می بررسی قرار می

برای خطی بود  تغییرات دما در راستتای   اولی  یر شكل برشی مرتاهتغی ی   ن ریهو فرض  وجود دارد

 باشد. ضخامت، فرضی مناسب و سازگار با مسأله می

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج میدا  دمای  6-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )K  

23/92 22/92 22/92 21/92 29/92 FEM 
 2

hz   
27/92 28/92 22/92 21/92 24/92 FSDT 

22/92 22/92 22/92 22/92 22/92 FEM 

0z  
22/92 22/92 22/92 22/92 33/13 FSDT 

36/13 34/13 31/13 88/13 89/13 FEM 
 2

hz  
35/13 34/13 32/13 88/13 85/13 FSDT 

 میدان الکتریکی

دست آمده از دو روش تحلیلی و اجزای محدود را برای پتانسیل الكتریكی در  نتایج به 7-4 جدول 

تتر بیتا     کند. ن ر به آنچه پیش ی تحت بارگذاری حرارتی با شرایط مرزی نوع دوم، بررسی می استوانه

شد فرض تغییرات خطی برای پتانسیل الكتریكی در راستای ضخامت با واقعیت مسأله سازگار نیست و 

 باشد. بینی شده توسط دو روش می ایجاد اختلاف در مقادیر پیشاملی منشأ 
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 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج پتانسیل الكتریكی  7-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

6755 4449 9264 1487 1245 FEM 
 2

hz   
624 668 727 753 731 FSDT 

9873 9514 9921 9224 1322 FEM 

0z  
2292 2282 2115 2161 2132 FSDT 

5831 4953 9216 1236 2121 FEM 
 2

hz  
2645 2631 2799 2766 2732 FSDT 

 میدان مکانیکی

ی حرارتی بتا شترایط مترزی    بارگذاری تحت  بندی نتایج مربوط به استوانه در جمع طور که هما 

، یتا  اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریته ؛ در این حالت نیز برخی از فرضیات بیا  شد اولنوع 

باشتد؛   سازگار با مسأله و واقعیت حاکم بر آ  نیست و یا در نواحی اندکی از استوانه فرض مناسای می

 که با توجه به آنچته ذکتر شتد،    باشند بینی شده توسط دو روش دارای اختلاف می بنابراین نتایج پیش

ه دست آمتد  رو نتایج به پیش اولجد .جایی است ا  جابهتر از مید تنش نمایا میدا  در  ها ین اختلافا

 دهند. مورد مقایسه قرار میرا جایی و تنش  برای میدا  جابه از روش تحلیلی و اجزای محدود

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه برایجایی شعاعی  نتایج جابه 8-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22948/2 22172/2 22123/2 22286/2 22265/2 FEM 
 2

hz   
22169/2 22169/2 22169/2 22161/2 22161/2 FSDT 

22464/2 22964/2 22137/2 22159/2 22119/2 FEM 

0z  
22917/2 22917/2 22917/2 22916/2 22916/2 FSDT 

22626/2 22463/2 22976/2 22924/2 22172/2 FEM 
 2

hz  
22932/2 22932/2 22932/2 22932/2 22932/2 FSDT 
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 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج تنش محیطی  3-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

221/21 221/4 337/2- 128/4- 276/6- FEM 
 2

hz   
227/2 222/2 227/2- 299/2- 243/2- FSDT 

622/1 159/2 248/2 485/2 366/2 FEM 

0z  
227/2- 227/2- 225/2- 221/2- 221/2 FSDT 

228/12- 336/4- 743/2 951/1 429/4 FEM 
 2

hz  
224/2- 223/2 211/2 213/2 292/2 FSDT 

 بارگذاری حرارتی در وسط استوانه براینتایج تنش محوری  22-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

921/29 742/4 764/2- 152/4- 421/6- FEM 
 2

hz   
222/2- 214/2- 298/2- 259/2- 267/2- FSDT 

831/9 698/2 222/2 157/2 685/2 FEM 

0z  
227/2- 226/2- 224/2- 222/2- 221/2 FSDT 

176/12- 226/5- 525/2 288/1 237/1 FEM 
 2

hz  
213/2 296/2 293/2 293/2 297/2 FSDT 

 های ناهمگن استوانه تحلیل الکتریکی 4-4
ناهمگن بیا  شد، تحلیل الكتریكی مواد نتاهمگن نیتز    داآنچه در قسمت تحلیل حرارتی مو مشابه

، بایتد  شتده   ستاده  ی ضرایب دستگاه معادلات برای محاساه همانند مواد همگن است با این تفاوت که

 استفاده شوند. (245-1 ) تا (83-1 )ی داخلی استوانه در روابط  ثوابت ناهمگنی به همراه خواص لایه

2-4-4 ی عددی مطالعه 
استتوانه، هندسته،    كتانیكی الكتروترموم ی بهتتر اثتر ثابتت نتاهمگنی بتر روی رفتتار       برای مقایسه
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ی  ی عددی مورت گرفته در بخش تحلیل الكتریكتی استتوانه   بارگذاری و شرایط مرزی مطابق مطالعه

ی نتاهمگن برابتر ختواص     ی داخلتی استتوانه   شود، همچنین ختواص در لایته   همگن در ن ر گرفته می

 .شود ( محاساه می2-9 جدول ی همگن ) استوانه

در ن تر گرفتته    n ثابتت نتاهمگنی کتل    ی ثوابت نتاهمگنی برابتر   بررسی بهتر نتایج، کلیهبرای 

,2بترای مقتادیر    [91-25] ی عددی با توجه بته مراجتع   شوند و مطالعه می 1, 0, 1, 2n      انجتام

 شود. می

1-4-4 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

های همگن بیا  شد؛ در این حالت به دلیل عدم  طور که در بخش تحلیل الكتریكی استوانه هما 

اهد یرات دمایی در استوانه وجود نخوحرارتی و عدم وجود شرایط مرزی تغییرات دمایی، تغیبارگذاری 

0) داشت K ) ( 295و دما در استوانه برابر دمای ثابت مثات مرجع K باشد. پرواضح ( می  

 باشد. است؛ که این امر مستقل از ثابت ناهمگنی می

 الکتریکی رفتار

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 27-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شكل برشتی مرتاته     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 27-4 شكل 
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دهد. اثر ثابت ناهمگنی بر توزیتع پتانستیل    ی میانی استوانه نشا  می توزیع پتانسیل الكتریكی در لایه

لاً مشهود است و با افزایش ثابت ناهمگنی پتانسیل الكتریكی در جستم کتاهش   الكتریكی در جسم کام

 یابد. می

 رفتار مکانیکی

گیرد، سپس اثر آ  بر روی  جایی مورد بررسی قرار می وزیع میدا  جابهناهمگنی بر روی ت ابتدا اثر

 گیرد. میدا  تنش مورد مطالعه قرار می

 جایی جابهدا  الف( می

ی تغییتر     جایی شعاعی بتا استتفاده از ن ریته    اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع جابه 28-4 شكل 

دهنتد بتا افتزایش ثابتت نتاهمگنی       دهد. نتایج نشا  می ی اول در استوانه نشا  می شكل برشی مرتاه

جایی شتعاعی بتر اثتر     یابد. رفتار جابه گردد و کاهش می خوش تغییر میجایی شعاعی دست توزیع جابه

باشد که این امر به خاطر پلاریزه بود  استوانه در راستتای   ثابت ناهمگنی مشابه پتانسیل الكتریكی می

 باشد. شعاعی و بارگذاری الكتریكی می

 

 ی میانی در لایه جایی شعاعی جابهاثر ثابت ناهمگنی بر روی  28-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شكل برشتی مرتاته     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 23-4 شكل 

ی عددی مورت گرفته در بخش تحلیل حرارتی  دهد. خلاف مطالعه جایی محوری نشا  می توزیع جابه

کند، الاته  خوش تغییرات مشهودتری میجایی محوری را دست خش ثابت ناهمگنی توزیع جابهدر این ب
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ی  جتایی محتوری در وستط لایته     ی عددی تحلیل گذشته، مقدار جابته  در این حالت نیز مشابه مطالعه

 دهد. میانی استوانه رفتاری مستقل از ثابت ناهمگنی را از خود نشا  می

 

 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 23-4 شكل 

 ب( میدا  تنش

ی تغییتر شتكل      اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش شعاعی با استفاده از ن ریته  12-4 شكل 

دهد. در این بخش نیز اثر ثابت ناهمگنی بتر روی   ی میانی استوانه نشا  می ی اول در لایه برشی مرتاه

 باشد. تر از گذشته میتوزیع تنش شعاعی مشهود

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 12-4 شكل 
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 12-4 شكل 

تغییتر شتكل    ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش محیطی با استفاده از  12-4 شكل 

گردد؛ با افزایش ثابت ناهمگنی،  مشاهده میدهد.  ی میانی استوانه نشا  می در لایه اولی  برشی مرتاه

 کند. محیطی افزایش پیدا میتنش 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 11-4 شكل 

 بتر روی  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاستفاده از اثر ثابت ناهمگنی را با  11-4 شكل 

دهد. ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر توزیع تنش  ی میانی استوانه نشا  می توزیع تنش محوری در لایه

تنش محوری در نزدیكی دو سر استوانه رفتار متعودی یتا نزولتی     و با تغییر آ  محوری در جسم دارد

1nدر این مطالعه  کند. پیدا می     تقریااً حالت بحرانی دارد و در این حالت رفتار تنش محتوری در

 ماند. طول استوانه بدو  تغییر باقی می
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 19-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  19-4 شكل 

باشد که تنش برشتی در نتواحی دور از دو    دهد. نتایج حاکی از این امر می توزیع تنش برشی نشا  می

و مستقل از ثابت ناهمگنی دارد. اثر ثابتت نتاهمگنی بتر روی توزیتع تتنش      سر استوانه مقداری ناکیز 

 توا  در نقاط نزدی  دو سر استوانه مشاهده کرد. برشی را می

 بندی جمع

 گردند. به مورت جدول ارائه می دست آمده ، نتایج بهی بهتر به من ور مقایسه

 میدان حرارتی

0استتوانه وجتود نتدارد )   مطابق آنچه بیا  شد؛ تغییرات دمایی در  K    و میتدا  حرارتتی )

 باشد. حاوی نتایج و اطلاعات خامی نمی

 میدان الکتریکی

دست آمده برای پتانسیل الكتریكی را با استفاده از روش تحلیلی و اجتزای   نتایج به 22-4 جدول 

که اشاره شد؛ فرض خطتی بتود  تغییترات در     هما  طوردهد.  محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می

باشد. این فرض به وی ه برای توزیع پتانسیل الكتریكتی در   لاف میایجاد اخت املی روش تحلیلی منشأ

 اختلاف به وجود آمده دانست. املی یلتوا  دل و همین امر را می راستای ضخامت ناسازگار است
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 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  براینتایج پتانسیل الكتریكی  22-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

429- 928- 113- 262- 292- FEM 
 2

hz   
286- 141- 921- 961- 412- FSDT 

613 793 852 358 2254 FEM 

0z  
227 247 231 157 944 FSDT 

2294 2598 1222 1886 9334 FEM 
 2

hz  
412 597 687 876 2228 FSDT 

 میدان مکانیکی

تغییتر شتكل    ی   ن ریته جایی شعاعی را با استتفاده از   دست آمده برای جابه نتایج به 21-4 جدول 

دهد؛ در ایتن بختش نیتز بته      و روش اجزای محدود مورد مقایسه و بررسی قرار می اولی  برشی مرتاه

 گردد. ازی، اختلاف در نتایج مشاهده میدلایل مختلف از جمله فرض خطی س

 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  برایجایی شعاعی  نتایج جابه 21-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22281/2 22233/2 22228/2 22293/2 22264/2 FEM 
 2

hz   
22292/2 22293/2 22248/2 22253/2 22272/2 FSDT 

22253/2 22279/2 22232/2 22223/2 22292/2 FEM 

0z  
22215/2 22292/2 22298/2 22245/2 22254/2 FSDT 

22246/2 22256/2 22268/2 22275/2 22281/2 FEM 
 2

hz  
22228/2 22211/2 22217/2 22291/2 22297/2 FSDT 

رو، نتایج به دست آمده برای میدا  تتنش را بتا استتفاده از روش تحلیلتی و اجتزای       پیش اولجد

 باشند. تر می ها نمایا  گفته شد؛ در این بخش اختلاف طور که هما  .دنده محدود نشا  می
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 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  براینتایج تنش محیطی  29-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

923/2- 465/2 943/2 942/1 497/9 FEM 
 2

hz   
414/2 522/2 629/2 722/2 822/2 FSDT 

2234/2 218/2- 224/2- 146/2- 412/2- FEM 

0z  
299/2 222/2- 296/2- 272/2- 229/2- FSDT 

182/2 948/2- 322/2- 426/2- 899/2- FEM 
 2

hz  
558/2- 522/2- 462/2- 423/2- 956/2- FSDT 

 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  براینتایج تنش محوری  24-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

693/2 221/2- 523/2- 272/2 319/2 FEM 
 2

hz   
262/2- 237/2- 248/2- 125/2- 921/2- FSDT 

277/2- 123/2- 172/2- 965/2- 486/2- FEM 

0z  
443/2- 482/2- 526/2- 516/2- 598/2- FSDT 

851/2- 166/2- 696/2- 362/2- 141/1- FEM 
 2

hz  
385/2- 861/2- 744/2- 694/2- 599/2- FSDT 

9-4-4 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

0همچو  گذشته، تغییرات دمایی در استوانه وجود نتدارد )  K      و دمتا برابتر دمتای ثابتت )

295)مرجع مثات  K ) باشد. می 

 رفتار الکتریکی

تغییتر   ی   ن ریته اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع پتانسیل الكتریكی با استتفاده از   14-4 شكل 

بر توزیع پتانسیل الكتریكتی کتاملاً مشتهود    دهد؛ اثر ثابت ناهمگنی  نشا  می اولی  شكل برشی مرتاه
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 یابد. باشد و با افزایش ثابت ناهمگنی پتانسیل الكتریكی در جسم کاهش می می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 14-4 شكل 

 رفتار مکانیکی

سپس بتر روی میتدا  تتنش متورد مطالعته و       جایی و ابتدا بر روی میدا  جابهاثر ثابت ناهمگنی 

 گیرد. قرار میبررسی 

 جایی الف( میدا  جابه

 روش تحلیلتی جتایی شتعاعی بتا استتفاده از      اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع جابه 15-4 شكل 

 یابد. جایی شعاعی کاهش می گردد؛ با افزایش ثابت ناهمگنی، جابه میدهد. مشاهده  نشا  می

 

 ی میانی ر لایهجایی شعاعی د اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 15-4 شكل 
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تغییتر   ی   ن ریته جایی محوری بتا استتفاده از    اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع جابه 16-4 شكل 

گردد؛ اثتر   سر آزاد ساب میی  -. شرایط مرزی ی  سر گیرداردهد نشا  می اولی  شكل برشی مرتاه

جایی محوری در کل طول استوانه کاملاً مشتهود باشتد. بتا افتزایش      ثابت ناهمگنی بر روی توزیع جابه

 یابد. جایی محوری در استوانه کاهش می ثابت ناهمگنی توزیع جابه

 

 ی میانی جایی محوری در لایه ابهاثر ثابت ناهمگنی بر روی ج 16-4 شكل 

 ب( میدا  تنش

لی بتر روی تتنش شتعاعی نشتا      توزیع اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلی 17-4 شكل 

 یابد. با افزایش ثابت ناهمگنی توزیع تنش شعاعی در جسم افزایش می دهد. می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 17-4 شكل 
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بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  18-4 شكل 

دهد. اثر ثابت ناهمگنی بر روی توزیع تنش محیطی در نزدیكی دو سر استوانه  تنش محیطی نشا  می

نواحی دور از دو ستر استتوانه بتا افتزایش ثابتت نتاهمگنی توزیتع تتنش         ا در مشهود نیست؛ امکندا  

 یابد. محیطی در جسم افزایش می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 18-4 شكل 

اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش محوری با استتفاده از روش تحلیلتی نشتا      13-4 شكل 

بته ویت ه در    حت تتأثیر ثابتت نتاهمگنی قترار دارد و    ت گردد؛ توزیع تنش محوری دهد. مشاهده می می

 دهد. نزدیكی سر گیردار استوانه با افزایش و کاهش آ  رفتاری معودی یا نزولی از خود نشا  می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 13-4 شكل 
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بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  92-4 شكل 

دهد. تنش برشی در نواحی دور از دو سر استوانه رفتاری تقریااً مستقل از  توزیع تنش برشی نشا  می

 دهد. ثابت ناهمگنی را از خود نشا  می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 92-4 شكل 

 بندی جمع

اجزای روش و  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهبا استفاده از ی بهتر نتایج  به من ور مقایسه

 گردد. به مورت جدول ارائه می محدود

 میدان حرارتی

295توجه به آنچه بیا  شد؛ دمای استوانه برابر دمای ثابت مثات مرجع )با  K باشد. ( می 

 میدان الکتریکی

دست آمده برای پتانسیل الكتریكی را با استفاده از روش اجتزای محتدود و    نتایج به 25-4 جدول 

بته   که قالاً بحتث شتد؛   هما  طوردهد.  مورد مقایسه قرار می اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه

دو روش  دستت آمتده از   نتایج بته  اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریهدلیل فرض خطی بود  در 

مرتاه ناتود  روابتط ستاختاری در نتتایج پتانستیل       این اختلاف به خاطر هم باشند، دارای اختلاف می

 گردد. تر می الكتریكی نمایا 
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 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  برایریكی نتایج پتانسیل الكت 25-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

486- 415- 982- 967- 421- FEM 
 2

hz   
275- 191- 139- 955- 427- FSDT 

444 477 483 463 422 FEM 

0z  
34 229 245 239 162 FSDT 

757 2225 2988 2396 1754 FEM 
 2

hz  
961 453 584 741 398 FSDT 

 میدان مکانیکی

جایی شعاعی را با استتفاده از روش تحلیلتی و اجتزای محتدود      نتایج مربوط به جابه 26-4 جدول 

ستاب ایجتاد    اولی  تغییتر شتكل برشتی مرتاته     ی   ن ریته اگرکه فرض خطی بود  در  دهد. نشا  می

روش رفتاری مشابه را برای توزیع  هر دو شود گردد اما مشاهده می آمده می دست اختلاف در نتایج به

 کنند. بینی می پیش جایی شعاعی با توجه به ثابت ناهمگنی جابه

 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  برایجایی شعاعی  نتایج جابه 26-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22257/2 22266/2 22276/2 22287/2 22238/2 FEM 
 2

hz   
22214/2 22213/2 22296/2 22244/2 22251/2 FSDT 

22294/2 22241/2 22243/2 22258/2 22266/2 FEM 

0z  
22226/2 22212/2 22214/2 22213/2 22294/2 FSDT 

22219/2 22215/2 22217/2 22215/2 22212/2 FEM 
 2

hz  
22223/2 22222/2 22221/2 22224/2 22225/2 FSDT 

گیرد. هما  طتور کته    آتی مورد مقایسه و بررسی قرار می اولنتایج مربوط به میدا  تنش در جد

 مشهودتر است.جایی  نسات به میدا  جابهتوضیح داده شد؛ اختلاف نتایج در این حالت  قالاً
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 در وسط استوانه كتریكیالبارگذاری  براینتایج تنش محیطی  27-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

627/2- 233/2 328/2 812/2 891/1 FEM 
 2

hz   
988/2 466/2 551/2 642/2 791/2 FSDT 

222/2- 214/2 284/2- 232/2- 977/9 FEM 

0z  
292/2 222/2- 291/2- 264/2- 234/2- FSDT 

669/2 228/2 568/2- 232/2- 548/2- FEM 
 2

hz  
523/2- 467/2- 412/2- 979/2- 915/2- FSDT 

 در وسط استوانه الكتریكیبارگذاری  براینتایج تنش محوری  28-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

227/2- 427/2 429/2 952/2 418/1 FEM 
 2

hz   
118/2 175/2 917/2 981/2 498/2 FSDT 

276/2- 292/2- 217/2- 272/2- 587/2- FEM 

0z  
299/2 227/2 222/2- 228/2- 295/2- FSDT 

386/2 989/2 278/2- 632/2- 252/2- FEM 
 2

hz  
161/2- 142/2- 128/2- 234/2- 272/2- FSDT 

 های ناهمگن استوانه تحلیل مکانیکی 4-5
باشتد؛ بتا ایتن    های گذشته، تحلیل مكانیكی مواد ناهمگن همچو  مواد همگن متی  همانند تحلیل

و شتاه  شده   ی ماتریس ضرایب دستگاه معادلات ساده برای محاساه اوت که در روابط استفاده شدهتف

}بردار  }l  شوند. ی داخلی به کار گرفته می ثوابت ناهمگنی و خواص لایه 

2-5-4 ی عددی مطالعه 
اننتد  ی بهتر اثر نتاهمگنی، هندسته، بارگتذاری و شترایط مترزی م      همچو  گذشته برای مشاهده
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( 2-9 جتدول  ی همگتن )  خواص استوانه ی داخلی برابر در لایهو خواص همگن  حالتی عددی  مطالعه

ی  شتود و مطالعته   در ن ر گرفته می nهمچنین تمامی ثوابت ناهمگنی برابر  شوند. در ن ر گرفته می

,2[ برای 91-25عددی با توجه به مراجع ] 1, 0, 1, 2n    شود. انجام می 

1-5-4 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

تغییترات  همچتو  گذشتته    دمتایی، به دلیل عدم بارگذاری حرارتی و عدم شرایط مرزی تغییرات 

295)مرجع ( و دما برابر دمای ثابت مثات 0) دمایی در استوانه وجود ندارد K ) باشد. می 

 رفتار الکتریکی

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 92-4 شكل 

تغییتر   ی   ن ریته اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع پتانسیل الكتریكی با استتفاده از   92-4 شكل 

دهد. با دور شد  از دو سر استوانه اثر ثابت ناهمگنی بر روی توزیع  نشا  می اولی  شكل برشی مرتاه

گردد با افتزایش ثابتت نتاهمگنی     گردد. هما  طور که مشاهده می ملاً مشهود میپتانسیل الكتریكی کا

 یابد. توزیع پتانسیل الكتریكی در جسم کاهش می

 رفتار مکانیکی

 گیرد. قرار میمورد مطالعه  تنش سپس بر روی جایی و میدا  جابهابتدا اثر ثابت ناهمگنی بر روی 
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 جایی الف( میدا  جابه

جتایی شتعاعی را بتا استتفاده از روش تحلیلتی       اثر ثابت ناهمگنی بر روی توزیع جابه 91-4 شكل 

هماننتد پتانستیل   جایی شتعاعی دارد و   دهد. ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر روی توزیع جابه نشا  می

 یابد. جایی شعاعی کاهش می نی توزیع جابهثابت ناهمگ با افزایشالكتریكی 

 

 ی میانی جایی شعاعی در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 91-4 شكل 

 

 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 99-4 شكل 

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  99-4 شكل 

جایی محتوری   دهد. ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر روی توزیع جابه می جایی محوری نشا  توزیع جابه

جتایی محتوری در    ی جابته  و کمینه یشینهبمقادیر اختلاف ثابت ناهمگنی،  در استوانه دارد و با کاهش
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 یابد. استوانه افزایش می

 ب( میدا  تنش

تغییتر شتكل    ی   ن ریته اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش شعاعی با استفاده از  94-4 شكل 

دهد. ثابت ناهمگنی اثری اندک بر روی توزیع تنش شعاعی دارد و کندا   نشا  می اولی  برشی مرتاه

 مشهود نیست.

 

 ی میانی روی تنش شعاعی در لایهاثر ثابت ناهمگنی بر  94-4 شكل 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 95-4 شكل 

ی تغییتر شتكل      اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش محیطی با استفاده از ن ریه 95-4 شكل 

دهد. ثابت ناهمگنی اثری مشهود بر روی توزیع تتنش محیطتی دارد و بتا     ی اول نشا  می برشی مرتاه

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2

𝑥
𝐿𝐶  

𝜎
𝑧

𝑃
𝑑
𝑒∗

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2

𝑥
𝐿𝐶  

𝜎
𝜃

𝑃
𝑑
𝑒∗

 



 های ناهمگن استوانه یلتحل

264 

 

 کند. توزیع تنش محیطی در جسم افزایش پیدا میافزایش ثابت ناهمگنی مقادیر 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 96-4 شكل 

اثر ثابت ناهمگنی را با استتفاده از روش تحلیلتی بتر روی توزیتع تتنش محتوری در        96-4 شكل 

دهد. توزیع تنش محوری در نزدیكی دو ستر استتوانه بته شتدت تحتت تتأثیر ثابتت         استوانه نشا  می

 نسات به دو سر استتوانه  آ  رفتاری معودی یا نزولی از خودناهمگنی قرار دارد و با افزایش و کاهش 

دهد. در نقاط دور از دو سر استوانه با افزایش ثابت ناهمگنی توزیتع تتنش محتوری افتزایش      نشا  می

 یابد. می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 97-4 شكل 

اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بتر روی توزیتع تتنش برشتی نشتا        97-4 شكل 
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ستتقل از  گردد در نقاط دور از دو سر استوانه، تنش برشی مقداری ناکیز دارد و م دهد. مشاهده می می

 باشد؛ همچنین اثر ثابت ناهمگنی در دو سر استوانه کندا  محسوس نیست. ثابت ناهمگنی می

 بندی جمع

 گردند. ارائه می اولبه مورت جد یکمنتایج برای مقایسه بهتر و 

 میدان حرارتی

295مطابق آنچه بیا  شد؛ دمای جسم برابر دمای ثابت مثات مرجع ) K  )باشد. می 

 میدان الکتریکی

قایسه منتایج پتانسیل الكتریكی را با استفاده از روش تحلیلی و اجزای محدود مورد  23-4 جدول 

 باعث ایجاد اختلاف شده است.گردد؛ فرض خطی بود  روش تحلیلی  ملاح ه میدهد.  قرار می

 در وسط استوانه مكانیكیبارگذاری  براینتایج پتانسیل الكتریكی  23-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

5997 5873 6471 7222 7742 FEM 
 2

hz   
1139 1588 1327 9179 9648 FSDT 

2321 1262 1238 1929 1955 FEM 

0z  
2276 2139 2421 2516 2616 FSDT 

186- 456- 637- 2292- 2482- FEM 
 2

hz  
62 1- 39- 112- 935- FSDT 

 میدان مکانیکی

جایی شعاعی را با استفاده از روش تحلیلی و اجزای محدود مورد مقایسه  نتایج جابه 12-4 جدول 

بترای تغییترات در    اولی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ی   ن ریهدهد؛ به دلیل فرض خطی بود   قرار می

روش تحلیلتی پتانستیل الكتریكتی را بتا       ضرایب روابط ستاختاری  و هم مرتاه ناودراستای ضخامت 

ی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهگردد؛  که ساب می کند بینی می پیشمقدار کمتری  و بااختلاف 
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بیشتری را بترای آ   بینی و مقادیر  جایی شعاعی را بیشتر تحت تأثیر بارگذاری مكانیكی پیش جابه اول

جتایی شتعاعی در روش تحلیلتی نیتز، یكتی از علتل ایجتاد         بود  برای جابه فرض خطی محاساه کند.

 باشد. شده توسط دو روش می بینی اختلاف در نتایج پیش

 در وسط استوانه مكانیكیبارگذاری  برایجایی شعاعی  نتایج جابه 12-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22247/2 22268/2 22239/2 22111/2 22155/2 FEM 
 2

hz   
22924/2 22945/2 22939/2 22443/2 22522/2 FSDT 

22258/2 22282/2 22127/2 22198/2 22179/2 FEM 

0z  
22182/2 22927/2 22962/2 22422/2 22467/2 FSDT 

22268/2 22232/2 22123/2 22151/2 22183/2 FEM 
 2

hz  
22156/2 22183/2 22913/2 22979/2 22419/2 FSDT 

طور که اشتاره شتد؛ فترض     شود. هما  آورده می اولمربوط به میدا  تنش در جددر ادامه نتایج 

میتدا  دمتایی، الكتریكتی و     بینتی نتتایج   خطی بود  در روش تحلیلی ساب ایجاد اختتلاف در پتیش  

ی میدا  تنش به کمت  روش تحلیلتی بته دلیتل استتفاده از روابتط        برای محاساهگردد.  میمكانیكی 

 شود. د آمده در نتایج بیشتر میگرادیا ، اختلاف به وجو

 در وسط استوانه مكانیكیبارگذاری  براینتایج تنش محیطی  12-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

921/8 127/3 181/22 518/22 341/21 FEM 
 2

hz   
248/3 952/22 756/22 965/29 272/25 FSDT 

733/3 391/8 287/8 511/7 323/6 FEM 

0z  
368/3 373/8 219/8 958/7 658/6 FSDT 

666/22 317/8 874/6 923/5 222/4 FEM 
 2

hz  
129/22 623/7 721/5 182/4 121/9 FSDT 
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 در وسط استوانه مكانیكیبارگذاری  براینتایج تنش محوری  11-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

826/5 934/6 234/7 328/7 895/8 FEM 
 2

hz   
941/4 887/4 519/5 151/6 263/7 FSDT 

436/6 328/5 412/5 378/4 572/4 FEM 

0z  
961/4 831/9 483/9 294/9 826/1 FSDT 

522/7 792/5 423/4 424/9 692/1 FEM 
 2

hz  
362/9 833/1 294/1 576/2 265/2 FSDT 

9-5-4 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

( ایجتاد  0باشد کته تغییترات دمتایی )    ای می نیز به گونهشرایط مرزی نوع دوم مورد مطالعه 

295گردد و دما در استوانه برابر دمای ثابت مثات مرجع ) نمی K باشد. ( می 

 رفتار الکتریکی

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 98-4 شكل 

ی تغییتر     اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع پتانسیل الكتریكی با استتفاده از ن ریته   98-4 شكل 

دهد. اثر شرایط مرزی نوع دوم و ثابت ناهمگنی بر توزیتع پتانستیل    ی اول نشا  می شكل برشی مرتاه
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باشد، با افتزایش ثابتت نتاهمگنی توزیتع پتانستیل الكتریكتی در        مشخص می الكتریكی در جسم کاملاً

 یابد. استوانه کاهش می

 رفتار مکانیکی

 .گیرد مورد مطالعه و بررسی قرار میجایی و میدا  تنش  اثر ثابت ناهمگنی بر روی میدا  جابه

 جایی الف( میدا  جابه

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  93-4 شكل 

دهد. با دور شد  از سر گیردار استوانه اثر ثابت نتاهمگنی بتر روی توزیتع     جایی شعاعی نشا  می جابه

جتایی شتعاعی در    گردد، افزایش ثابت ناهمگنی ساب کاهش توزیع جابته  جایی شعاعی نمایا  می جابه

 گردد. استوانه می

 

 ی میانی جایی شعاعی در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 93-4 شكل 

جتایی محتوری    اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بر روی توزیتع جابته   42-4 شكل 

جایی محوری در این حالت نسات به شرایط مرزی  اهمگنی بر روی توزیع جابهدهد. اثر ثابت ن نشا  می

 مشهودتر است. اولنوع 
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 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 42-4 شكل 

 ب( میدا  تنش

اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بر روی توزیتع تتنش شتعاعی نشتا       42-4 شكل 

دهد. در نزدیكی سر گیردار استوانه با افزایش ثابت نتاهمگنی رفتتار توزیتع تتنش شتعاعی شتدت        می

ثابت ناهمگنی بر روی توزیع تتنش شتعاعی کنتدا  مشتهود نیستت.      یابد و در سر آزاد استوانه اثر  می

 یابد. همچنین در نواحی دور از دو سر استوانه با افزایش ثابت ناهمگنی مقدار تنش شعاعی کاهش می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 42-4 شكل 
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 41-4 شكل 

توزیع تتنش محیطتی نشتا      اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بر روی 41-4 شكل 

 یابد. دهد، با افزایش ثابت ناهمگنی توزیع تنش محیطی در استوانه افزایش می می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 49-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شكل برشتی مرتاته     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 49-4 شكل 

ای در مقدار تنش  دهد، شرایط مرزی نوع دوم ساب کاهش قابل ملاح ه توزیع تنش محوری نشا  می

بت ناهمگنی در نواحی دور از دو سر استوانه بر روی تنش محتوری  محوری شده است، همچنین اثر ثا

 شود. به طور مشهودی دیده می
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 44-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شكل برشتی مرتاته     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 44-4 شكل 

دهد. تنش برشی در نواحی دور از دو سر استوانه، مخصوماً سر گیردار آ ،  توزیع تنش برشی نشا  می

 دارد.مستقل از ثابت ناهمگنی است و مقداری ناکیز در حدود مفر 

 بندی جمع

در این بخش نتایج از دو روش تحلیلی و اجزای محدود بته   شده  گزارشجهت بررسی کمی نتایج 

 گردند. مورت جدول ارائه می

 میدان حرارتی

بنابراین باشد،  شرایط مرزی نوع دوم مورد مطالعه نیز فاقد عامل ایجاد تغییرت دمایی در جسم می

تغییرات دمایی در استتوانه وجتود    وجود ندارد، در استوانه حرارتی نیز یبارگذاربا توجه به این امر که 

295ندارد و دما برابر دمای ثابت مثات مرجع است ) K .) 

 میدان الکتریکی

دست آمده برای پتانسیل الكتریكی را با استفاده از روش اجتزای محتدود و    نتایج به 19-4 جدول 

دهتد. عمتده دلیتل اختتلاف      مورد مقایسه و بررسی قترار متی   اولی  تغییر شكل برشی مرتاه ی   ن ریه

موجود در نتایج، ناسازگاری فرض خطی بود  روش تحلیلی برای تغییرات در راستای ضتخامت استت   
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های ناهمگن دور بود  این فرض از واقعیت حاکم بر مسأله نشا  داده شتد   تحلیل استوانهکه در فصل 

 و مورد بحث و بررسی قرار گرفت.

 بارگذاری مكانیكی در وسط استوانه براینتایج پتانسیل الكتریكی  19-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

5748 6425 7296 7312 8792 FEM 
 2

hz   
1122 1528 1851 9113 9692 FSDT 

1347 9941 9773 4142 4722 FEM 

0z  
2977 2548 2794 2392 1213 FSDT 

2891 1223 1424 1791 9242 FEM 
 2

hz  
559 588 626 691 617 FSDT 

 میدان مکانیکی

و اجتزای محتدود در استتوانه     تحلیلیرا با استفاده از روش  جایی شعاعی جابهنتایج  14-4 جدول 

؛ به دلیل فرض خطی بود ، روش تحلیلی پتانسیل الكتریكی ند گذشتهدهد. همان مورد مقایسه قرار می

تتأثیر بارگتذاری    جایی شعاعی را بیشتتر تحتت   کند و جابه بینی می ر پیشرا با اختلاف و با مقدار کمت

 کند. بینی می جایی شعاعی را با اختلاف و با مقدار بیشتر پیش به همین خاطر جابه داند، مكانیكی می

 ی در وسط استوانهبارگذاری مكانیك برایجایی شعاعی  نتایج جابه 14-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22183/2 22913/2 22976/2 22492/2 22435/2 FEM 
 2

hz   
22972/2 22412/2 22473/2 22547/2 22614/2 FSDT 

22137/2 22998/2 22986/2 22449/2 22528/2 FEM 

0z  
22951/2 22933/2 22454/2 22528/2 22532/2 FSDT 

22922/2 22949/2 22931/2 22443/2 22524/2 FEM 
 2

hz  
22994/2 22978/2 22492/2 22432/2 22557/2 FSDT 
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شوند. به دلیلتی کته قتالاً نیتز ذکتر گردیتد،        آتی نتایج مربوط به میدا  تنش ارائه می اولدر جد

 باشند. می مشهودی شود؛ نتایج محاساه شده از دو روش دارای اختلاف مشاهده می

 بارگذاری مكانیكی در وسط استوانه براینتایج تنش محیطی  15-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

228/22 297/22 145/21 692/29 282/25 FEM 
 2

hz   
469/3 683/22 212/21 756/29 532/25 FSDT 

392/3 399/8 275/8 922/7 625/6 FEM 

0z  
335/3 381/8 224/8 911/7 627/6 FSDT 

524/3 295/7 977/5 262/4 265/9 FEM 
 2

hz  
735/3 176/7 418/5 256/4 218/9 FSDT 

 بارگذاری مكانیكی در وسط استوانه براینتایج تنش محوری  16-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

832/1 338/1 226/9 198/9 953/9 FEM 
 2

hz   
834/2 266/1 152/1 493/1 615/1 FSDT 

925/2 217/2 217/2- 262/2- 171/2- FEM 

0z  
175/2 213/2 222/2- 229/2- 123/2- FSDT 

879/1- 931/1- 383/2- 648/2- 957/2- FEM 
 2

hz  
278/1- 827/2- 522/2- 142/2- 228/2- FSDT 

 های ناهمگن استوانه تحلیل الکتروترمومکانیکی 4-6
ضترایب  ی داختل در روابتط تحلیلتی بترای محاستاه       با اعمال ثوابت ناهمگنی مواد و خواص لایه

}شده و شاه بردار نیروی الكتروترمومكانیكی   دستگاه معادلات ساده }l    تحلیتل الكتروترمومكتانیكی ،

بایتد   (252-1 )و  (245-1 ) تتا  (83-1 )بنتابراین در روابتط   ؛ باشتد  مواد ناهمگن مشابه مواد همگن می

داخلی استوانه در ن ر گرفته شوند و روندی مشابه تحلیل مواد ی  ثوابت ناهمگنی به همراه خواص لایه



 های ناهمگن استوانه یلتحل

274 

 

 همگن برای حل در پیش گرفته شود.

2-6-4 ی عددی مطالعه 
هتای   عتددی متورت گرفتته در بختش     هتای  ی بهتر اثر ناهمگنی، همچو  مطالعته  برای مشاهده

ی  ی عددی تحلیل الكتروترمومكانیكی استتوانه  گذشته، بارگذاری، شرایط مرزی و هندسه برابر مطالعه

 شود. ن ر گرفته میدر  2-9 جدول ی داخلی برابر  لایهدر همگن و خواص 

ی ثوابتت   های گذشته؛ بترای بررستی بهتتر اثتر نتاهمگنی، کلیته       ی عددی تحلیل همچو  مطالعه

بررستتی بتترای [ 91-25بتتا توجتته بتته مراجتتع ] شتتوند و  در ن تتر گرفتتته متتی  nنتتاهمگنی برابتتر 

2, 1, 0, 1, 2n    شود. انجام می 

1-6-4 اولاستوانه با شرایط مرزی نوع  

 رفتار حرارتی

تحلیل  ی عددی مورت گرفته در مطالعه حرارتی بابه دلیل مشابه بود  بارگذاری و شرایط مرزی 

کته در بختش تحلیتل حرارتتی      باشتد  می گذشتهحرارتی، رفتار حرارتی استوانه در این بخش همچو  

 مورد بحث و بررسی قرار گرفت.

 رفتار الکتریکی

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 45-4 شكل 
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بتر روی توزیتع    اولی  مرتاته  تغییر شتكل  ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  45-4 شكل 

دهد. اثر ثابت ناهمگنی بر روی توزیع پتانسیل الكتریكتی در نقتاط دور از      میپتانسیل الكتریكی نشا

دو سر استوانه مشهود است و با افزایش ثابت ناهمگنی توزیتع پتانستیل الكتریكتی در جستم کتاهش      

 یابد. می

 رفتار مکانیکی

 گیرد. ار میمورد مطالعه قر سپس بر روی تنش جایی و بر روی میدا  جابه ابتدا اثر ثابت ناهمگنی

 جایی الف( میدا  جابه

جتایی شتعاعی    اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بتر روی توزیتع جابته    46-4 شكل 

 یابد. جایی شعاعی در جسم کاهش می دهد. با افزایش ثابت ناهمگنی توزیع جابه نشا  می

 

 ی میانی جایی شعاعی در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 46-4 شكل 

ی اول اثر ثابتت نتاهمگنی را بتر روی     ی تغییر شكل برشی مرتاه   با استفاده از ن ریه 47-4 شكل 

جتایی   دهد. ثابتت نتاهمگنی در نقتاط دور از دو ستر استتوانه جابته      جایی محوری نشا  میتوزیع جابه

جایی محوری در وسط استوانه مستقل از  کند، الاته مقدار جابه خوش اندکی تغییر میمحوری را دست

 ابت ناهمگنی است و مقداری ناکیز در حدود مفر دارد.ث
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 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 47-4 شكل 

 ب( میدا  تنش

. دهتد  ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بر روی تنش شعاعی نشا  میاثر ثابت  48-4 شكل 

ثابت ناهمگنی در نواحی نزدی  دو سر استوانه اثری مشهود ندارد و بتا دور شتد  از دو ستر استتوانه     

 شود. اثر ثابت ناهمگنی نمایا  می رفته رفته

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 48-4 شكل 

ی اول بتر روی   ی تغییر شكل برشتی مرتاته     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از ن ریه 43-4 شكل 

دهد. در نقاط دور از دو سر استتوانه بتا افتزایش ثابتت نتاهمگنی تتنش        توزیع تنش محیطی نشا  می

 یابد. محیطی افزایش می
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 43-4 شكل 

یع تتنش محتوری نشتا     اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بر روی توز 52-4 شكل 

دهد و در  گردد؛ ثابت ناهمگنی رفتار تنش محوری را به شدت تحت تأثیر قرار می دهد. مشاهده می می

جایی محوری رفتاری معودی یا نزولی پیدا  نزدیكی دو سر استوانه با تغییر ثابت ناهمگنی، توزیع جابه

 کند. می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 52-4 شكل 

اثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از روش تحلیلی بتر روی توزیتع تتنش برشتی نشتا        52-4 شكل 

نقاط دور از دو سر استوانه تأثیری بتر توزیتع تتنش برشتی نتدارد، در ایتن        دهد. ثابت ناهمگنی در می

 نواحی تنش برشی مقداری ناکیز، در حدود مفر دارد.
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 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 52-4 شكل 

 بندی جمع

 گردد. ارائه می اولمی، گزارشی از نتایج به مورت جدی ک برای بررسی بهتر و مقایسه

 میدان حرارتی

باشتد   متی  2-4 جدول با توجه به آنچه که در بخش رفتار حرارتی بیا  شد؛ نتایج این بخش برابر 

 که قالاً در جای خود مورد بحث و بررسی قرار گرفت.

 میدان الکتریکی

تغییر  ی   ن ریهرای پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش دست آمده ب نتایج به 17-4 جدول 

دهد. به دلیل سازگار ناتود    بررسی قرار می وو اجزای محدود مورد مقایسه  اولی  شكل برشی مرتاه

بینتی شتده توستط دو روش دارای اختتلاف      گردد؛ مقادیر پیش فرض خطی روش تحلیلی مشاهده می

 باشد. مشهودی می

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2

𝑥
𝐿𝐶  

𝜏 𝑧
𝑥

𝑃
𝑑
𝑒∗

 



 های ناهمگن استوانه یلتحل

273 

 

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  براینتایج پتانسیل الكتریكی  17-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

21358 22254 22177 22258 22982 FEM 
 2

hz   
1439 1842 9122 9533 9337 FSDT 

3662 8838 8497 8222 7826 FEM 

0z  
1319 9279 9494 9638 9362 FSDT 

29981 22539 8618 7924 6572 FEM 
 2

hz  
9951 9527 9657 9738 9314 FSDT 

 میدان مکانیکی

جایی شعاعی را بتا استتفاده از روش تحلیلتی و روش     دست آمده برای جابه نتایج به 18-4 جدول 

دهد. بته دلیتل نامناستب بتود  فترض تغییترات خطتی در روش         اجزای محدود مورد مقایسه قرار می

کند، همتین امتر    بینی می ا با اختلاف و مقداری اندک پیشتحلیلی، روش تحلیلی پتانسیل الكتریكی ر

جایی شتعاعی را   گردد؛ روش تحلیلی اثر پیزوالكتری  حاکم بر مجموعه را کمتر بایند و جابه ساب می

دست آمتده از روش   همین دلیل نتایج به بینی کند. به پیشمكانیكی ترموثیر بارگذاری بیشتر تحت تأ

 بینی شده است. اجزای محدود پیش ا مقدار بیشتری نسات به نتایجب تحلیلی دارای اختلاف است و

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  برایجایی شعاعی  نتایج جابه 18-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22228/2 22858/2 22772/2 22794/2 22794/2 FEM 
 2

hz   
22762/2 22823/2 22864/2 22318/2 22222/2 FSDT 

22229/2 22391/2 22813/2 22781/2 22779/2 FEM 

0z  
22823/2 22852/2 22833/2 22355/2 22223/2 FSDT 

22197/2 22228/2 22887/2 22826/2 22784/2 FEM 
 2

hz  
22857/2 22831/2 22394/2 22381/2 22296/2 FSDT 
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ی  ی مرتاته تغییر شتكل برشت   ی   ن ریهدست آمده برای میدا  تنش از دو روش  در ادامه نتایج به

 گیرد. بررسی قرار می مورد مقایسه و اولو اجزای محدود در جد اول

هما  طور که قالاً توضیح داده شد؛ فرض خطی بود  تغییرات در روش تحلیلی، تقریای از رفتار 

باشتد. در روش تحلیلتی هنگتام     راستتای ضتخامت متی   های الكتریكی، حرارتتی و مكتانیكی در    میدا 

تتر   گردد که ایتن امتر تقریتب موجتود را ضتعیف      ی میدا  تنش از روابط گرادیا  استفاده می محاساه

 گردد. شده می بینی ی اختلاف بیشتر در نتایج پیش کند و ساب مشاهده می

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  برایتنش محیطی  نتایج 13-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

988/15 422/27 271/29 522/22 586/22 FEM 
 2

hz   
959/22 575/22 226/29 646/24 487/26 FSDT 

763/21 212/3 352/7 562/7 161/7 FEM 

0z  
244/22 364/8 297/8 112/7 482/6 FSDT 

862/25- 291/2- 793/4 249/5 291/4 FEM 
 2

hz  
622/8 973/6 747/4 596/9 692/1 FSDT 

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  براینتایج تنش محوری  92-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

911/8 239/9 564/2 964/2- 212/2- FEM 
 2

hz   
816/2- 954/2- 829/2- 276/2- 519/2 FSDT 

288/22- 166/6- 226/9- 724/2- 728/2 FEM 

0z  
154/6- 744/4- 556/9- 692/1- 326/2- FSDT 

222/46- 825/26- 227/5- 361/2- 282/2 FEM 
 2

hz  
191/21- 229/8- 967/5- 555/9- 957/1- FSDT 
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9-6-4 استوانه با شرایط مرزی نوع دوم 

 رفتار حرارتی

ی  که قالاً توضیح داده شد؛ رفتار حرارتی در این حالت، برابتر رفتتار حرارتتی مطالعته     هما  طور

 مورد بررسی قرار گرفت. ( که3-4 شكل باشد ) عددی مورت گرفته در تحلیل حرارتی می

 الکتریکیرفتار 

بتر روی   اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  51-4 شكل 

اهمگنی بتر توزیتع   دهد. اثترات شترایط مترزی نتوع دوم و ثابتت نت       توزیع پتانسیل الكتریكی نشا  می

پتانسیل الكتریكی در جسم کاملاً مشهود است. با افزایش ثابت ناهمگنی توزیع پتانسیل الكتریكتی در  

 یابد. جسم کاهش می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی پتانسیل الكتریكی در لایه 51-4 شكل 

 رفتار مکانیکی

 شود. می ش انجامتنسپس بر روی جایی و  ی اثر ناهمگنی بر روی توزیع میدا  جابه مطالعهابتدا 

 جایی الف( میدا  جابه

تغییتر   ی   ن ریته بتا استتفاده از   جایی شعاعی  اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع جابه 59-4 شكل 

دهد. در نزدیكی سر گیتردار استتوانه اثتر ثابتت نتاهمگنی کنتدا         نشا  می اولی  شكل برشی مرتاه
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جتایی   ا در نواحی دور از سر گیردار استوانه با افتزایش ثابتت نتاهمگنی توزیتع جابته     مشهود نیست، ام

 یابد. شعاعی کاهش می

 

 ی میانی جایی شعاعی در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 59-4 شكل 

وی بتر ر  اولی  تغییر شكل برشتی مرتاته   ی   ن ریهاثر ثابت ناهمگنی را با استفاده از  54-4 شكل 

دهد. در نقاط دور از سر گیردار استوانه با افتزایش ثابتت نتاهمگنی     جایی محوری نشا  می توزیع جابه

 یابد. جایی محوری افزایش می جابه

 

 ی میانی جایی محوری در لایه اثر ثابت ناهمگنی بر روی جابه 54-4 شكل 

 ب( میدا  تنش

اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تنش شعاعی با استفاده از روش تحلیلی در جسم  55-4 شكل 
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 و ستر استتوانه مقتدار تتنش شتعاعی دکتار      دهد. با افزایش ثابت ناهمگنی در نواحی دور از د نشا  می

 گردد. میاندکی تغییرات 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش شعاعی در لایه 55-4 شكل 

نشتا    با استفاده از روش تحلیلی اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تتنش محیطتی   56-4 شكل 

گیر بر توزیع تنش محیطی دارد  گیردار استوانه ثابت ناهمگنی اثری کشم دهد. در نواحی دور از سر می

 یابد. افزایش میو با افزایش آ ، تنش محیطی 

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی در لایه 56-4 شكل 

با استفاده از روش تحلیلی اثر ثابت ناهمگنی را بر روی توزیع تتنش محتوری نشتا      57-4 شكل 

؛ در نتواحی دور از ستر   گتردد  شرایط مرزی نوع دوم باعث می .شود طور که مشاهده می دهد. هما  می
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توزیع  این نواحی با افزایش ثابت ناهمگنیکاهش یابد، همچنین در گیردار استوانه توزیع تنش محوری 

 کند. تنش محوری اندکی افزایش پیدا می

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش محوری در لایه 57-4 شكل 

دهتد.   با استفاده از روش تحلیلی اثر ناهمگنی را بر روی توزیع تنش برشی نشا  متی  58-4 شكل 

ثابتت نتاهمگنی    هما  طور که قالاً نیز گفته شد؛ تنش برشی در نواحی دور از سر گیردار مستتقل از 

در نواحی نزدی  سر گیتردار استتوانه اثتر ثابتت نتاهمگنی       ارد،ر ددر حدود مف است و مقداری اندک

 اندکی مشهود است.

 

 ی میانی اثر ثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در لایه 58-4 شكل 
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 بندی جمع

 حامل شود.ی کمی  گردد تا بررسی بهتر و مقایسه گزارشی به مورت جدول ارائه می

 میدان حرارتی

باشد کته در بختش تحلیتل     می 6-4 جدول طور که توضیح داده شد؛ نتایج این بخش برابر  هما 

 حرارتی مورد بحث و گفتگو قرار گرفت.

 میدان الکتریکی

ه برای توزیع پتانسیل الكتریكی را با استفاده از دو روش تحلیلی دست آمد نتایج به 19-4 جدول 

تغییترات در روش  دهد، به دلیتل فترض خطتی بتود       اجزای محدود مورد بررسی و مقایسه قرار میو 

 باشند. دست آمده از دو روش دارای اختلاف می نتایج بهتحلیلی، 

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  براینتایج پتانسیل الكتریكی  92-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )V  

21227 22414 3312 22242 22475 FEM 
 2

hz   
1642 1344 9177 9699 4226 FSDT 

7163 7944 7572 7819 8212 FEM 

0z  
1622 1841 9225 9986 9682 FSDT 

8482 7484 6313 6764 6336 FEM 
 2

hz  
1562 1793 1399 9242 9956 FSDT 

 میدان مکانیکی

را با استفاده از روش تحلیلی و اجزای محدود مورد بررستی  جایی شعاعی  نتایج جابه 14-4 جدول 

گردد، روش  دهد، مطابق آنچه قالاً نیز ذکر شد؛ فرض خطی روش تحلیلی ساب می و مقایسه قرار می

گردد اثر  همین امر ساب می ،بینی کند اختلاف و با مقدار کمتری پیش تحلیلی پتانسیل الكتریكی را با

ی بیشتتر تحتت اثتر بارگتذاری     جتایی شتعاع   پیزوالكتری  در روش تحلیلی کمتر دیتده شتود و جابته   
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 بینی گردد. پیش ترمومكانیكی

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  برایجایی شعاعی  نتایج جابه 91-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
z

U mm  

22634/2 22665/2 22671/2 22725/2 22758/2 FEM 
 2

hz   
22656/2 22721/2 22778/2 22859/2 22393/2 FSDT 

22735/2 22749/2 22799/2 22759/2 22737/2 FEM 

0z  
22635/2 22745/2 22825/2 22879/2 22352/2 FSDT 

22392/2 22897/2 22735/2 22788/2 22826/2 FEM 
 2

hz  
22799/2 22773/2 22891/2 22839/2 22369/2 FSDT 

گردند. به دلیل استتفاده   ارائه می اولدست آمده برای میدا  تنش به مورت جد ادامه نتایج بهدر 

دستت آمتده بترای       تنش اختلاف بیشتتری در نتتایج بته   ی میدا از روابط گرادیا  به من ور محاساه

 گردد. مشاهده می میدا  تنش

 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  براینتایج تنش محیطی  99-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )MPa


  

521/12 148/25 256/21 142/22 896/22 FEM 
 2

hz   
868/3 256/22 655/21 964/24 171/26 FSDT 

592/21 261/3 298/8 626/7 149/7 FEM 

0z  
228/22 374/8 267/8 156/7 525/6 FSDT 

892/22- 256/1 558/5 911/5 392/9 FEM 
 2

hz  
171/3 828/6 213/5 722/9 799/1 FSDT 
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 در وسط استوانه الكتروترمومكانیكیبارگذاری  براینتایج تنش محوری  94-4 جدول 

2n  1n  0n  1n   2n   ( )
x

MPa  

275/25 911/7 755/1 993/2 625/2- FEM 
 2

hz   
221/1 928/1 593/1 768/1 335/1 FSDT 

212/4 795/2- 259/2- 216/2 154/2 FEM 

0z  
922/2 242/2 224/2- 291/2- 142/2- FSDT 

269/11- 215/7- 661/2- 152/2- 922/2- FEM 
 2

hz  
421/1- 222/1- 678/2- 935/2- 251/2- FSDT 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5 فصل
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 گفتار پیش 5-2
و درمتد   شتود  های گذشته پرداختته متی   دست آمده در فصل بندی نتایج به در این فصل به جمع

ی ادهایپیشتنه  گردد. در انتها بتا  اختلاف در نتایج، با مانا قرار داد  نتایج روش اجزای محدود بیا  می

 .یابد  وهش در همین راستا این فصل خاتمه میبه من ور پ

 تحلیل حرارتینتایج بندی  جمع 5-1
ییتر شتكل   تغ ی ؛ فرض خطی بود  ن ریته دهد دست آمده برای تحلیل حرارتی نشا  می نتایج به

اجتزای محتدود و   ایجاد اختتلاف در نتتایج محاستاه شتده از دو روش      املی منشأ اولی  برشی مرتاه

 که در فصل سوم نیز به این موضوع پرداخته شد؛ این فرض به وی ه بترای  هما  طور باشد. تحلیلی می

 پتانسیل الكتریكی ناسازگار است.

جایی و دمایی را در استوانه همگن بدو  در ن ر گترفتن اثتر    میدا  جابه 9-5 شكل  تا 2-5 شكل 

ی همگتن بتا    ی مورد مطالعه در بخش تحلیل حرارتتی استتوانه   ای استوانهبر تنش-بت پیزوالكتری ثوا

آمتده از دو روش مشتاهده    بته دستت  خوبی میا  نتتایج   دهد؛ انطااق شرایط مرزی نوع اول نشا  می

اف مشتاهده  جایی محوری اندکی انحتر  گردد. در این حالت نیز در نزدیكی دو سر استوانه برای جابه می

 .سب بود  فرض خطی در نواحی نزدی  دو سر استوانه باشدناشی از نامنا  تواند گردد که می می

 

 ی همگن تحت بارگذاری حرارتی جایی شعاعی در استوانه جابه 2-5 شكل 
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 ی همگن تحت بارگذاری حرارتی جایی محوری در استوانه جابه 1-5 شكل 

 

 ی همگن تحت بارگذاری حرارتی توزیع دما در استوانه 9-5 شكل 

ینتی نتتایج پتانستیل    ب درمتد در پتیش   72اختلافتی حتدود   در فصل سوم بخش تحلیل حرارتی 

کته ذکتر گردیتد؛     همتا  طتور   جایی مشاهده شد. بینی نتایج جابه در پیش درمد 5الكتریكی و حدود 

ت املی ایجاد اختتلاف  الكتریكی کندا  مناسب نیست و عل فرض خطی بود  تغییرات برای پتانسیل

جز در نواحی کوکت  نزدیت     1-5 شكل و  2-5 شكل این اختلاف در  که یدرحالنیز همین امر است. 

 قابل مشاهده نیست.کندا  استوانه دو سر 

سویه دارند و به طور   شدگی ی  یدا  الكتریكی و مكانیكی جفتمعادلات میدا  دما با معادلات م

د نت ده های گذشته نشتا  متی   دست آمده برای میدا  دما در فصل توانند حل شوند. نتایج به جزا میم
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ا ایتن فترض بترای پتانستیل     امت ؛ باشتد  سازگار با میدا  دما متی فرض تغییرات خطی فرضی مناسب و 

جایی ایجاد شده در جسم بیشتتر تحتت اثتر میتدا       الكتریكی مناسب نیست، همچنین زمانی که جابه

جتایی شتعاعی ایجتاد     جایی، به ویت ه جابته   اختلاف بیشتری را در نتایج جابهالكتریكی باشد این فرض 

 .کند می

بتود  ضترایب    مرتاه نا همام برد از جمله: توا  ن ایج میالاته دلایل مختلفی را برای اختلاف در نت

سهم مربتوط بته    ترین یشب که غیرهخطای عددی موجود در تحلیل اجزای محدود و  ،روابط ساختاری

 .باشد ل میی او اهتغییر شكل برشی مرت ییهن رفرض خطی بود  در 

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه میدا  دما در لایه 4-5 شكل 

ایتن   دهتد.  نشا  می آمده برای میدا  دمایی به دستاختلاف نتایج  اثر ضخامت را در 4-5 شكل 

ی عددی مورت گرفته در بخش تحلیل حرارتتی   ایی با شرایط همانند مطالعهه نتایج مربوط به استوانه

همتا  طتور   متفاوت است.  ها آ  شعاع خارجید که نباش ل میی همگن با شرایط مرزی نوع او انهاستو

استتفاده   ستازی  بعتد  برای بینسات شعاعی خارجی به داخلی است که  kکه در فصل اول بیا  شد؛ 

بینتی   برای پتیش  لی او تغییر شكل برشی مرتاه ین ریهگردد؛  طور که مشاهده می شده است. هما 

1.5h هایی تا ضخامت در استوانه میدا  دمایی R باشتد و میتدا  دمتایی را بته ختوبی       مناسب می

 کند. بینی می پیش
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 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه پتانسیل الكتریكی در لایه 5-5 شكل 

 دهتد.  دست آمده برای پتانسیل الكتریكی نشا  می اثر ضخامت را در اختلاف نتایج به 5-5 شكل 

 بینتی  ل بترای پتیش  ی او ی تغییر شتكل برشتی مرتاته   ن ریه تحلیل گردد؛ هما  طور که ملاح ه می

های  دست آمده برای استوانه نتایج به کندا  مناسب نیست. های ضخیم پتانسیل الكتریكی در استوانه

 دا درمد اختلاف دارد، اگرکه با افزایش ضخامت درمتد اختتلاف کنت    65 در مرز جدار ضخیم حدود

 گردد. تر می د اما اختلاف بین نتایج بیشرس درمد می 72کند و به حدود  تغییر نمی

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه جایی شعاعی در لایه جابه 6-5 شكل 

دهتد.   جایی شعاعی نشا  متی  دست آمده برای جابه را در اختلاف نتایج بهضخامت اثر  6-5 شكل 

دست آمده برای استوانه با ضخامتی در مترز جتدار ضتخیم، در     جایی به گردد؛ میدا  جابه هده میمشا
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 یرخطتی غاین اختلاف ناشتی از   ،درمد است 5در حدود  دارای اختلافینواحی نزدی  دو سر استوانه 

هتا   جتایی در وستط استتوانه    است. نتایج جابه توانهجایی شعاعی در نزدیكی دو سر اس بود  توزیع جابه

یابد که بترای استتوانه بتا     بینی شده افزایش میدهند با افزایش ضخامت اختلاف مقادیر پیش نشا  می

1.5h R است. درمد 6 اختلاف نتایج در وسط استوانه در حدود 

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه جایی محوری در لایه جابه 7-5 شكل 

دهتد.   جایی محوری نشا  می دست آمده برای جابه اثر ضخامت را در اختلاف نتایج به 7-5 شكل 

دستت آمتده    امتی در مرز جدار ضخیم، نتایج بته ضخ با گردد؛ برای استوانه طور که مشاهده می هما 

کته   باشتد  متی  درمتد  12ی دو سر استوانه دارای اختلافی در حدود ی در نزدیكجایی محور برای جابه

باشتد. بتا افتزایش     جایی محوری در نزدیكتی دو ستر استتوانه متی     ت رفتار غیرخطی جابهتر به عل بیش

بتا   ای درمتد بترای استتوانه    92 اًحتدود  و بته مقتدار  شتود   رفته درمد اختلاف زیاد متی  ضخامت رفته

1.5h R،   د.رس میدر نزدیكی دو سر آ 

ی ن ریته جایی محوری را که با استفاده از  اثر پیزوالكتری  مشاهده شده در نتایج جابه 8-5 شكل 

نتتایج نشتا     دهد. ایسه و بررسی قرار میدست آمده است، مورد مق ی اول به تغییر شكل برشی مرتاه

تغییتر   ین ریته غالب استت و   سات به بارگذاری حرارتی در روش تحلیلیدهند؛ اثر پیزوالكتری  ن می

درمتد   9ی را نزدی  به اثتر پیزوالكتریت  بتا اختلافتی در حتدود      عجایی شعا شكل برشی نتایج جابه

 باشد. مختلف از جمله تقریب خطی میکند که این اختلاف ناشی از علل  بینی می پیش
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 FSDTبه دست آمده از  شعاعیجایی  جابه یجدر نتابررسی اثر پیزوالكتری   8-5 شكل 

  

 FSDTجایی محوری به دست آمده از  جابه یجدر نتابررسی اثر پیزوالكتری   3-5 شكل 

ی ن ریته جایی محوری را که با استفاده از  اثر پیزوالكتری  مشاهده شده در نتایج جابه 3-5 شكل 

مشتاهده  دهتد.   ت، مورد مقایسه و بررستی قترار متی   دست آمده اس ی اول به تغییر شكل برشی مرتاه

ل غالتب  ی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهجایی محوری در  گردد اثر بارگذاری حرارتی بر جابه می

جایی محوری به وی ه در نزدیكی مرزها نزدی  به اثتر بارگتذاری حرارتتی و بتدو  در ن تر       است. جابه

 شود. بینی می لیلی پیشگرفتن اثر پیزوالكتری  به کم  روش تح

 بندی جمعی  خلاصه

ی میتدا  دمتایی در استتوانه مناستب      ل برای مشتاهده اوی  تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریه -2
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 است.

ی پتانسیل الكتریكی منشأ املی ل برای او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهفرض خطی بود   -1

 است. اختلاف

ی  ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهبدو  در ن ر گرفتن اثر پیزوالكتری  برای تحلیل حرارتی  -9

 ل ابزاری سودمند است.او

 92 التی  12جایی را بتا اختلافتی حتدود     ل میدا  جابهی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریه -4

 2کمتر از مایی را با اختلافی درمد و میدا  د 72الی  62، میدا  الكتریكی را با اختلافی حدود درمد

ی اول باید  تغییر شكل برشی مرتاه ین ریهکند، بنابراین در طراحی با استفاده از  بینی می پیشدرمد 

 برای پتانسیل الكتریكی اندکی با احتیاط اعمال گردد. کاررفته بهضریب اطمینا  

را بیشتتر نزدیت  نتتایج اثتر      جایی شعاعی ی اول نتایج جابه تغییر شكل برشی مرتاه ی ن ریه -5

 کند. بینی می جایی محوری را بیشتر نزدی  نتایج اثر بارگذاری حرارتی پیش پیزوالكتری  و نتایج جابه

 تحلیل الکتریکی نتایج بندی جمع 5-9
جتایی   در میتدا  جابته   یریثتأبارگذاری الكتریكی بدو  در ن ر گرفتن اثر پیزوالكتری  در ماده، 

دست آمتده بترای پتانستیل     گزارش اثر ضخامت بر روی نتایج بهر این بخش تنها به . از این رو دندارد

های گذشته نیتز بیتا  شتد؛ معتادلات      شود. هما  طور که در فصل جایی پرداخته می الكتریكی و جابه

دستت   لكتریكی دارند بنابراین نتتایج بته  سویه با معادلات مكانیكی و ا شدگی ی  میدا  حرارتی جفت

 د.نباش میدا  حرارتی هما  نتایج بیا  شده در بخش گذشته می آمده برای

دهد.  دست آمده برای پتانسیل الكتریكی نشا  می اثر ضخامت را در اختلاف نتایج به 22-5 شكل 

ی عتددی متورت گرفتته در بختش تحلیتل       هایی با شرایط همانند مطالعه انهاین نتایج مربوط به استو

باشتند. مشتاهده    که دارای شعاعی خارجی متفاوت می الكتریكی استوانه با شرایط مرزی نوع اول است

درمد اختتلاف   52حدود  یمجدار ضخضخامتی در مرز  با دست آمده برای استوانه ؛ نتایج بهگردد می
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 82یابتد و بته حتدود     امت درمد اختلاف بین روش تحلیلی و عددی افتزایش متی  دارد، با افزایش ضخ

1.5hای با  درمد برای استوانه R رسد. می 

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه پتانسیل الكتریكی در لایه 22-5 شكل 

باشد  می أ املی اختلافبود  تغییرات در روش تحلیلی برای پتانسیل الكتریكی منشفرض خطی 

را جتایی   بترای میتدا  جابته   دست آمده  ریكی ناسازگاری این فرض نتایج بهت بارگذاری الكتکه به عل

 کند. می و دکار اختلاف بیشتری دهد تحت تأثیر قرار می

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه جایی شعاعی در لایه جابه 22-5 شكل 

دهتد.   جایی شتعاعی نشتا  متی    دست آمده برای جابه اثر ضخامت را بر روی نتایج به 22-5 شكل 

درمتد اختتلاف    55، در حتدود  جایی شعاعی برای استوانه با ضخامتی در مرز جدار ضتخیم  جابهیج نتا
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1.5hیابد و برای استوانه با دارد که این امر با افزایش ضخامت استوانه افزایش می R  درمتد   62به

 رسد. می

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه جایی محوری در لایه جابه 21-5 شكل 

 دهتد.  جایی محوری نشتا  متی   دست آمده برای جابه اثر ضخامت را بر روی نتایج به 21-5 شكل 

رستند. بترای استتوانه بتا      ترین مقدار خود متی ها به بیش اختلاف میا  نتایج در نزدیكی دو سر استوانه

باشد که با افزایش ضخامت استوانه درمد می 75ضخامتی در مرز جدار ضخیم، این اختلاف در حدود 

1.5hگردد و برای استوانه با  رفته زیاد می رفته R  رستد. رفتتار    درمتد متی   82ر حتدوداً  ، بته مقتدا

یجاد اختلاف جایی محوری در نزدیكی دو سر استوانه غیرخطی است که این امر نیز یكی از علل ا جابه

 دارد. را خطی بود  تغییرات اختلاف پتانسیل، نقش املی در ایجاد اختلافا فرض باشد ام در نتایج می

 بندی جمعی  خلاصه

تحت تأثیر  رای پتانسیل الكتریكی نتایج راض خطی بود  تغییرات بالكتریكی فر یبارگذاردر  -2

 کند. دهد و اختلاف مشهودی را در نتایج ایجاد می زیادی قرار می

بینی نتایج حامتل از بارگتذاری الكتریكتی     ل برای پیشی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریه -1

 کند. بینی می درمد پیش 82الی  52ی  بازهکندا  مناسب نیست و نتایج را با اختلافی بالا در 

منتد کتاربرد ضتریب    ل بترای طراحتی نیاز  ی او ی تغییر شكل برشتی مرتاته  ن ریهاستفاده از  -9

 باشد. اطمینا  بالا می
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ل کنتدا   ی او ی تغییتر شتكل برشتی مرتاته    ن ریته برای تحلیل الكتریكی دقیق، استفاده از  -4

ی بتالا استتفاده شتود، الاتته      تغییر شكل برشتی مرتاته   یریهن گردد از  مناسب نیست و پیشنهاد می

تغییترات پتانستیل    ین ریته ل را املاح نمود و در این ی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهتوا   می

 ی بالا در ن ر گرفت. [ از مرتاه92الكتریكی را همانند ]

 تحلیل مکانیکینتایج بندی  جمع 5-4
جایی شعاعی و محتوری را بتدو  در    دست آمده برای جابه نتایج به 24-5 شكل الی  29-5 شكل 

ی متورد مطالعته در بختش تحلیتل مكتانیكی       بترای استتوانه   تنش-ت پیزوالكتری ن ر گرفتن اثر ثواب

 گتردد؛ نتتایج بته    ده متی طور که مشاه هما  دهد. ی همگن با شرایط مرزی نوع اول نشا  می استوانه

ی خارجی  جایی شعاعی در لایه ترین اختلاف برای جابهباشند. بیش دست آمده دارای انطااق خوبی می

 درمد است. 22در نزدیكی دو سر استوانه حدود جایی محوری  درمد و برای جابه 5حدود 

 

 ی همگن تحت بارگذاری مكانیكی جایی شعاعی در استوانه جابه 29-5 شكل 
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 ی همگن تحت بارگذاری مكانیكی جایی محوری در استوانه جابه 24-5 شكل 

تواند ناشی از ناسازگار بود  فترض خطتی    می 24-5 شكل و  29-5 شكل در نتایج اختلاف اندکی 

اگر استوانه مورد مطالعه همسانگرد باشد اختلاف موجتود در نتتایج    الاته سر استوانه باشد، در نزدیكی

گردد؛ فرض خطی بود  تغییرات بترای میتدا     طور ملاح ه می هما  [.91و  16گردد ] کمتر نیز می

ایتن فترض بترای تغییترات      کته  یدرحتال ، باشتد  جایی و حرارتی فرض مناسب و نساتاً سازگار می جابه

 باشد. ت املی ایجاد اختلاف در نتایج میانسیل الكتریكی نامناسب است و علپت

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه پتانسیل الكتریكی در لایه 25-5 شكل 

دهتد. ایتن      متی دست آمده برای پتانسیل الكتریكی نشتا  اثر ضخامت را در نتایج به 25-5 شكل 

گرفته در بخش  ی عددی مورت مطالعههمانند  ها آ باشند که شرایط  هایی می هنتایج مربوط به استوان
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تنهتا دارای شتعاع    هتا  استت. ایتن استتوانه   ی همگن با شرایط مرزی نتوع اول   تحلیل مكانیكی استوانه

ای استوانه با ضخامتی در مرز گردد؛ نتایج پتانسیل الكتریكی بر ملاح ه می باشند. خارجی متفاوت می

1.5hبرای استوانه با  امر درمد اختلاف دارد که با افزایش ضخامت این 95جدار ضخیم، حدود  R ،

 رسد. میدرمد  42به حدود 

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت استوانهی میانی  جایی شعاعی در لایه جابه 26-5 شكل 

دهتد. نتتایج    جایی شعاعی نشا  متی  دست آمده برای جابهاثر ضخامت را در نتایج به  26-5 شكل 

درمد دارد که  72جایی شعاعی برای استوانه با ضخامتی در مرز جدار ضخیم، اختلافی در حدود  جابه

1.5hبا افزایش ضخامت این اختلاف برای استوانه با  R ، رسد. میدرمد  75به حدود 

 

 ها با شعاع خارجی متفاوت ی میانی استوانه در لایه جایی محوری جابه 27-5 شكل 
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. دهتد  جایی محوری نشتا  متی   دست آمده برای جابه اثر ضخامت را بر روی نتایج به 27-5 شكل 

جایی محوری برای استوانه با ضخامتی در مرز جدار ضخیم، دارای اختلاف اندکی در حتدود   نتایج جابه

شد که با افزایش ضخامت استوانه، این مقدار اندکی افزایش و به حدود با درمد در دو سر استوانه می 5

1.5hدرمد برای استوانه با  6 Rرسد. ، می 

جایی محتوری   به دلیل پلاریزه بود  استوانه در راستای شعاعی اثر پیزوالكتری  مجموعه بر جابه

باشتد، بنتابراین    أثر از بارگتذاری مكتانیكی متی   جایی محوری در استوانه بیشتتر متت   اندک است و جابه

جایی محوری را کمتتر   ناسازگاری موجود در فرض تغییرات خطی برای پتانسیل الكتریكی، نتایج جابه

 شود. جایی محوری با اختلاف کمتری محاساه می دهد و جابه تحت تأثیر قرار می

 ین ریهجایی شعاعی را که با استفاده از  اثر پیزوالكتری  مشاهده شده در نتایج جابه 28-5 شكل 

در  گتردد؛  دهتد. مشتاهده متی    شوند، مورد بررسی قرار می ی اول محاساه می تغییر شكل برشی مرتاه

جتایی شتعاعی غالتب     ی اول اثر بارگتذاری مكتانیكی بتر جابته     تغییر شكل برشی مرتاه ین ریهروش 

 شوند. بارگذاری مكانیكی محاساه می یرتأثباشد و نتایج بیشتر تحت  می

 

 FSDTدست آمده از  جایی شعاعی به جابه یجدر نتاتری  بررسی اثر پیزوالك 28-5 شكل 

جایی محوری را که با استفاده از روش تحلیلی  اثر پیزوالكتری  مشاهده شده در جابه 23-5 شكل 

جتایی محتوری اثتر     ؛ در جابته دهنتد  دهتد. نتتایج نشتا  متی     شود، مورد بررسی قترار متی   محاساه می

ستت و نتتایج بتا اختتلاف کمتی از نتتایج روش اجتزای محتدود         پیزوالكتری  در روش تحلیلی غالب ا
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 شود. بینی می پیش

 

 FSDTدست آمده از  جایی محوری به جابه یجدر نتاتری  بررسی اثر پیزوالك 23-5 شكل 

 بندی جمعی  خلاصه

ی اول برای تحلیل مكانیكی استوانه بدو  در ن ر گرفتن اثر  تغییر شكل برشی مرتاه ین ریه -2

 باشد. پیزوالكتری  مناسب می

ل برای پتانسیل الكتریكی ی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهفرض خطی بود  تغییرات در  -1

 باشد. مناسب نیست و منشأ املی ایجاد اختلاف در نتایج می

 42الی  95ی اول، پتانسیل الكتریكی را با اختلافی در حدود  یر شكل برشی مرتاهتغی ین ریه -9

جایی محوری را با اختلافتی انتدک در    درمد و جابه 75الی  72جایی شعاعی را با اختلاف  درمد، جابه

 کند. بینی می درمد پیش 5حدود 

بیشتر تحت اثر بارگذاری ی اول  تغییر شكل برشی مرتاه ین ریهجایی شعاعی در  جابه میدا  -4

 شود. گردد و اثر پیزوالكتری  مجموعه کمتر مشاهده می بینی می مكانیكی پیش

های دقیق باید فرض خطی بود  تغییرات برای پتانستیل الكتریكتی امتلاح و بتا      برای تحلیل -5

 های مرتاه بالا جایگزین شود. فرض
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 تحلیل الکتروترمومکانیکینتایج بندی  جمع 5-5
الكتری  و  ، ثواب دیتنش-اثر ثوابت پیزوالكتری  ن ر گرفتنبدو  در  12-5 شكل و  12-5 شكل 

جایی را در جسم مورد مقایسه و بررستی قترار    دست آمده از میدا  جابه نتایج به بارگذاری الكتریكی،

ی عتددی متورت گرفتته در بختش تحلیتل       همانند مطالعته ی مورد مطالعه شرایطی  دهد. استوانه می

گردد؛  طور که ملاح ه می ی همگن با شرایط مرزی نوع اول را، دارد. هما  الكتروترمومكانیكی استوانه

اختلاف مشتاهده   وباشد  جایی از انطااق خوبی برخوردار می دست آمده از دو روش برای جابه نتایج به

 .زدی  دو سر استوانه کندا  مشهود نیستبین نتایج جز در نواحی نشده 

 

 ی همگن تحت بارگذاری ترمومكانیكی جایی شعاعی در استوانه جابه 12-5 شكل 

 

 ی همگن تحت بارگذاری ترمومكانیكی جایی محوری در استوانه جابه 12-5 شكل 
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  ، دستگاه معادلته (73-1 )ی حاکم بر استوانه  طور که در فصل دوم بیا  شد؛ دستگاه معادله هما 

آمده  دست در مسأله بر قرار است. نتایج به امل جمع آثار ، بنابراینباشد دیفرانسیل با ضرایب ثابت می

ای  ویت ه  گیری یجهتدارای نو  باشد های گذشته می دست آمده در تحلیل در این بخش مجموع نتایج به

 .نیست

 بندی ی جمع خلاصه

ل برای تحلیل ی او ی تغییر شكل برشی مرتاهن ریهدست آمده با استفاده از  نتایج به -2

 باشد. ترموالاستی  مناسب می

دست آمده برای تحلیل الكتروترمومكانیكی برابر  رار بود  امل جمع آثار، نتایج بهبا توجه به برق -1

 باشد. ی، الكتریكی و مكانیكی میمجموع نتایج تحلیل حرارت

 یبندی کل جمع 5-6
بینی مناستای از رفتتار مستأله     ی اول زمانی پیش تغییر شكل برشی مرتاه ین ریهپر واضح است 

دهد که تغییرات موجود در راستای ضخامت خطی باشد با دور شد  مسأله از این وضعیت از  نشا  می

شود. علتل بستیاری از جملته اثتر شترایط       کاسته می هن ریبینی شده توسط این  مطلوبیت نتایج پیش

 .گردد توا  نام برد که منجر به رفتار غیرخطی در استوانه می مرزی، اثر پیزوالكتری  و ... را می

خطتی  پیزوالكتری  ستاب ایجتاد رفتتار غیر   مشاهده گردید؛ اثر هما  طور که در پ وهش حاضر 

ی اول با فرض خطی کندا  قتادر   ییر شكل برشی مرتاهتغ ین ریهگردد.  برای پتانسیل الكتریكی می

ی اثر پیزوالكتری  در مجموعه نیست و اگر بارگذاری مكانیكی یا حرارتی در مجموعه غالب  به مشاهده

گتردد؛ فترض    ، برای رفع این مشكل تومیه میکند بینی می ها پیشباشد نتایج را بیشتر تحت تأثیر آ 

ی بالا در ن تر   در راستای ضخامت را به مورت غیرخطی و از مرتاه الكتریكی تغییرات خطی پتانسیل

ن تر  بینی رفتار استتوانه بتدو  در    ی اول در پیش تغییر شكل برشی مرتاه ین ریه[. الاته 92گرفت ]

کند،  را به خوبی مشاهده می و دمایی جایی والكتری  ابزاری قدرتمند است و میدا  جابهاثر پیز یریگ
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جتایی و پتانستیل    شود اما میتدا  جابته   بینی می با ایجاد اثر پیزوالكتری  میدا  دمایی به خوبی پیش

 شود. بینی نمی الكتریكی کندا  مناسب پیش

ی  تغییر شتكل برشتی مرتاته    ین ریهبینی  پرداخته شد که پیش نیز در فصل کهارم به این نكته

اول برای میدا  تنش، الكتریكی و حرارتی به دلیل استفاده از روابط گرادیا  کندا  مناسب نیستت و  

بینی مناسب میدا  تنش، الكتریكی  کند. از این رو برای پیش بینی می نتایج را پیش با اختلاف بیشتری

ی بالا را استفاده کرد. مرتاه تغییر شكل برشی ین ریهو حرارتی باید 

 پیشنهادها 5-7
برخی که ارائه نمود  توا  پیشنهادهای مختلفی را میبا توجه به مطالعات انجام شده در این زمینه 

 از این پیشنهادها به قرار زیر است.

تغییر شتكل برشتی    ییهن رهای ناهمگن با استفاده از  تحلیل مگنتوالكترترمومكانیكی استوانه -2

 ل؛ی او مرتاه

تغییتر شتكل برشتی     ییته ن ربتا استتفاده از    FGPMهتای   تحلیل الكترترمومكانیكی استوانه -1

 ی نتایج آ  با پ وهش حاضر؛ ی بالا و مقایسه مرتاه

وابستگی ختواص   یرین ر گبا در  FGPMهای جدار ضخیم  تحلیل الكترترمومكانیكی استوانه -9

 جسم؛به میدا  دمایی در 

 ؛نامتقار  محوری های جدار ضخیم تحلیل سه بعدی حرارتی گذرا در استوانه -4

متقتار  محتوری بتا استتفاده از     نا FGPMهای جدار ضخیم  تحلیل الكترترمومكانیكی استوانه -5

 ی اول؛ تغییر شكل برشی مرتاه ییهن ر

 .FGPMهای جدار ضخیم  یا ارتعاشاتی استوانهو تحلیل کمانشی  -6

تحلیتل،  تغییتر در   ، کرا کته پیشنهادهای ارائه شده تنها بخش کوکكی از میا  موارد بسیار است

 گردد. ساب ایجاد موضوعات جدید برای پ وهش می هر کدام جنس و شرایط مرزیبارگذاری، هندسه، 
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