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 تقدیم 
 

 اولتن معلمم ، صمتمذ تا ن دوستم و  گانز دالقمتق  م بز 

مذ دم  با  ،ما مبان مذ دوان  با ،مذ ان  ش  با ان  شز ما ،ق رتش آسمان و ممتن را فااگافتز نکز   آ

 ،آن هز شنا ده  با ق م ها مان باای پتمودن آنچز وهم انگتز اسا ،ما مذ بتن  با د  گان ،قلب ما

 مذ بو م محبتش را و مذ پتما م راه ه ا تش را.

ها انسانذ  ک نو سن ه اسا و من گذ ها فاد، تق  م هاده ام. اما س ا معتق م « او » رسالز را بز 

هز دغ غز ر   و دوب م ستن واقعذ تا ن هتاب اسا. امت وارم هتاب من گذ من،  ما و همز هسانذ 

 با  .« او » دارن ، بز صورتذ نگا تز  ود هز لا ق تق  م هادن بز 

 



 د

 تشکر

بسذ  ا ساتز اساا ام اساتاد فاهت تاز شنااب « من لم  شکا الم لوق لم  شکا ال الق »بز مج اق 

راهنماا ذ هز با هاامتذ چون دور ت ، گلشن ساای علم و داناش را باا دکتر محمدباقر نظری  آقای

 تق  ا و تشکا نما م. ;های هار سام و سامن ه بارور سادتن  

ام اساتاد  « من لم  شکا المنعم من الم لوقتن لم  شاکا اللهاز عاز  و شا   »با حسب وظتفز و ام باب 

شان، بناه هاا ا  ام مساع ت های بذ  ائبزهز دکتر محمد جعفری  دانشمن  و پا ما ز ام شناب آقای

 ل تشکا را دارم.، هماباده ام

آرامش روحذ و آسا ش فکای فااهم نمودن  تا  باا م همچنتن ام پ ر و مادر عز ز، دلسوم و منابانم هز

را باز نحاو با حما ا های همز شانبز در محتطذ مطلوب ، مااتب تحجتلذ و نتز پا اان ناماز درساذ 

 .نما ممذ  سپاسگزاری ،احسن بز اتمام باسانم

 .سپاسگزارم ، اری نموده ان  هز بز نوعذ ماا در بز انجام رسان ن ا ن منم همز هسانذدر پا ان ام
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 مهندسکی مکانیککدانشاک ه  مکانیککر اتز  هار ناسذ ار  دانشجوی دوره  مجتبی حاجی محمدیا نجانب 

ضریب شدت تنش و تکنش ) پارامترهای دینامیکی شکستمحاسبه  دانشگاه صنعتذ  اهاود نو سن ه پا ان نامز

T) دکتر محمکد جعفکری راهنمائذتحا  در مواد مرکب تحت بار حرارتی با روش اجزای محدود توسعه یافته 

 متعن  مذ  وم .
 توسي ا نجانب انجام   ه اسا و ام صحا و اصالا بادوردار اسا . تحقتقات در ا ن پا ان نامز 

  پژوهشنای محققان د گا بز ماشع مورد استفاده استناد   ه اسا .در استفاده ام نتا ج 

 تاهنون توسي دود  ا فاد د گای باای در افا هتچ نوع م ر   اا امتتاامی در هاتچ شاا ارائاز  مطالب من رج در پا ان نامز

 نش ه اسا .

   دانشاگاه صانعتذ » باا ناام هلتز حقوق معنوی ا ن اثا متعلق بز دانشگاه صنعتذ  اهاود ماذ با ا  و مقاالات مسات اج

 بز چاپ دواه  رست  .«  Shahrood  University  of  Technology» و  ا «  اهاود 

  پا اان ناماز تأثتاگ ار بوده ان  در مقالات مست اج ام ن نتا ح اصلذ پا ان نامزحقوق معنوی تمام افاادی هز در بز دسا آم 

 رعا ا مذ گادد.

  ا بافتنای آننا ( استفاده  ا ه اساا ضاوابي و اصاول  نامز ، در مواردی هز ام موشود من ه )در هلتز مااح  انجام ا ن پا ان 

 ادلاقذ رعا ا   ه اسا .

  دستاسذ  افتز  ا استفاده   ه اسا در هلتز مااح  انجام ا ن پا ان نامز، در مواردی هز بز حومه اطلاعات   جذ افااد

                                                                                                                                                                     اص  رامداری ، ضوابي و اصول ادلاق انسانذ رعا ا   ه اسا .

                              خ                                                                                                                            تاری

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 ان نامز وشود دا تز با   . پا*  متن ا ن صفحز نتز با   در ابت ای نس ز های تکثتا   ه 

 

 

 

 

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر
  هلتز حقوق معنوی ا ن اثا و محجولات آن )مقالات مست اج ، هتاب ، بانامز های را انز ای ، نام افزار ها و

در علق بز دانشگاه صنعتذ  اهاود مذ با   . ا ن مطلب با   بز نحو مقتضذ تجنتزات سادتز   ه اسا ( مت

 تولت ات علمذ مابوطز ذها  ود .

 ب ون ذها ماشع مجام نمذ با   استفاده ام اطلاعات و نتا ج موشود در پا ان نامز. 

 



 و

 چکیده

 اود. لا ا ها در بارهای همتا ام مق ار ماورد انتظاار ماذباعث گست تگذ سامه ،هاوشود تا  در سامه

بستاری  ،ام طافذ بارسذ و پتشگو ذ رفتار ر   تا  و  کسا مواد ارتوتاوپتک، لامم و ضاوری اسا.

های حاارتذ  کذ ام حلت  تنشگتان ؛ تها تحا گااد ان دما و  ا دمای بالا قاار مذها و ما تنام سامه

محاسابز   افتز باایام روش المان مح ود توسعزدر ا ن پا ان نامز منمتا ن موضوعات منن سذ اسا. 

 صافحز . ا ه اساا اساتفاده تحا باار حاارتاذ ارتوتاوپتک صفحز در T ضاا ب   ت تنش و تنش

 ااا ي  ناوع بارگا اری و بز صورت تک لا ز مستطتلذ  ک  در نظا گافتز   ه اساا و ارتوتاوپتک

معلاوم و  ،طذ  ک فاا ن  انتقاال گاماا ،دمای سطححاوی تا ، ضلع  اسا هز در ا ن گونزمامی بز 

 و سز ضلع د گا عا ق فاض   ه ان  و مسالز در حالا دو بع ی بارسذ گاد  ه اسا. اسا sTباابا 

  ه اسا.  بکز المانذ ناحتاز معادلات تاموالاستتستتز غتاهوپ  در نظا گافتز در ا ن پا ان نامز 

ای ا جاد   ه اسا. باای ب سا آوردن ضاا ب   ت ای و هشا گاهح  با هارباد الماننای چنار گاه

هانش بکاار گافتاز  ا ه اساا. بااای حا  انتگااال مماانذ معاادلات انتگاال باهم ، Tو تنش  تنش

نتکلسون بکار  -روش هانک ،ذروش نتومار  و باای ح  ع دی معادلز ه ا ا گاما  ،الاستود نامتک

 باده   ه اسا.

بن ی و ح  معادلات مابوطز و اسات ااج هلتز مااح  ح  مسئلز ام شملز المان پا ان نامزدر ا ن  

و درساتذ  تحلت  حاضانتا ج  . باای بارسذ صحاانجام   ه اسا MATLABافزار نتا ج بز همک نام

در مقاالات د گاا مقا ساز  موشاودتحلتلذ و ع دی های ، نتا ج ب سا آم ه با دادهبانامز نو تز   ه

   ه دارد.نتا ج حاص  تطابق قاب  قبولذ با نتا ج و مقاد ا گزارشاسا،  گاد  ه

، (، روش المان مح ود توسعز  افتز، ضاا ب   ت تنش ارتوتاوپتک مواد ماهب ): های کلیدیواژه

 تنش حاارتذ ،Tتنش 
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 یست مقالات مستخرج از پایان نامهل

،   افتزمحاسبز ضاا ب   ت تنش د نامتکذ در مواد ماهب با روش اشزای مح ود توسعز  -2

 2902اسفن   تناان، دانشگاه صنعتذ امتاهبتا،  دوامدهمتن هنفاانس انجمن هوافضای ا اان

 استفاده ام روش المانسامی تا  در مواد ارتوتاوپتک با م لسامی ش    باای غنذ توابع -1

، منن سذ مکانتک ا اان المللذبتن هما ش سالانز بتسا و  کمتن،   افتزتوسعز مح ود

 2901 ارد بنشا ، تناان ،ا اان ،صنعتذ دواشز نجتاال  ن طوسذشگاه ندا

بتسا و ، بارسذ تاثتا ماو ز ناهمسانگادی و ماو ز تا  با  کسا د نامتکذ مواد ارتوتاوپتک -9

صنعتذ دواشز نجتاال  ن شگاه ندا، منن سذ مکانتک ا اان المللذبتن هما ش سالانز  کمتن

 2901 ارد بنشا ، تناان ،ا اان ،طوسذ

با روش المان  بارسذ د نامتکذ  ک تا  ا ستا در محتي مح ود دو بع ی ارتوتاوپتک -0

 (اوریتحا د، ) پژوهشذ مکانتک سامه ها و  اره ها -علمذ، مجلز  مح ود توسعز  افتز

محاسبز ضاا ب   ت تنش د نامتکذ در مواد ارتوتاوپتک تحا بار حاارتذ با روش المان  -5

 (تحا داوریپژوهشذ مکانتک تابتا م رس، ) –، مجلز علمذ   افتزمح ود توسعز
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 مقدمه -2-2

دتلذ بتشتا ام ساا ا ماواد منن ساذ متعاارف اساا،  ماهبام آنجا ذ هز مقاوما با واح  ومن مواد 

بساتاری ام نتامهاای . اسااهاای ادتاا توساعز  افتازهاربادهای منن سذ و صنعتذ ا ن مواد در سال

توانا  باا اساتفاده ام ماواد نمذفضا ذ، راهتورسامی، الکتاونتکاذ و غتااه صنعتذ صنا عذ مانن  صنا ع

 هایا ن مواد معمولا بز صورت لا ز، مواد ماهببا توشز بز مقاوما   ود.  ه، باآوردهمعمولذ  نادتز

هاای ناام  و ها باز صاورت ورقرتوتاوپتک دارن . رفتار ا ان لا از ون  هز رفتاری انام  سادتز مذ

ده ، ا جاد تا ن آستب در ا ن مواد هز در  اا ي م تلف رخ مذرا ج .با ن ها بستار هارآم  مذپوستز

دهن ه آن، ا جااد ها در اثا عواملذ چون وشود ضعف اولتز در مقاوماا ماواد تشاکت تا  اسا. تا 

هاا وشود تا  در ساامه . ون دستگذ، رست ن بز تسلتم و  ا وشود نقص در هنگام سادا حاص  مذ

ها و مشکلات تحلتا  ام و ژگذ  ود.بارهای همتا ام مق ار مورد انتظار مذ ها درباعث گست تگذ سامه

های ماادی آن در موا اای  ود هز و ژگذبودن آن اسا هز سبب مذدوردگذ ا ن مواد، ارتوتاوپتا 

 م تلف متفاوت گادد.

ا اتن . داساا اساساذ ابزارهاای ام  کذ  کسا مکانتک تا ، دارای اشسام طااحذ و تحلت  در 

دارد. لا ا بارساذ و  هااسامه و قطعات عما و ا منذ ارم ابذ در ایو ژه اهمتا تا  مورد در اطلاعاتذ

ی پتشگو ذ رفتار ر   تا  و  کسا مواد ارتوتاوپتاک ، لامم و ضااوری اساا. مطالعاات در ممتناز

ی اساا. در ا ان ما ت تغتتااات فاهتورهااگافتازی گ  تز انجامدر طذ دو دهز مواد ماهب کسا 

 اسا. های هلاستک بارسذ   هسامی تا  با روشم لو م تلف  ام  نوع بارگ اری 

ها علاوه با نتاوهای مکانتکذ در معاض بارگ اری ها و ما تناماومه در بستاری موارد، اشزای سامه

ای، اشازای دادلاذ ها در راهتاور نتاوگااه هساتزفشاار و لولازگتان . م امن تحاحاارتذ نتز قاار مذ

راهتورهای  تمتا ذ و ب نز هواپتماهای فوق سا ع در دماهاای باالا، تحاا گااد اان  ا    و تغتتاا 

های منن ساذ تاا ن موضاوعهای حاارتذ  کذ ام منمگتان . بناباا ن تحلت  تنشنوسانذ دما قاار مذ

هاای تا ن حالاتا ن و پتچتا هاسا. طبق تحقتقات  کسا تحا بارهاای حاارتاذ  کاذ ام ماساوم
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با  . با توشز بز مح ود ا دجوصتات ماواد ا زوتاوپتاک در دماهاای باالا، ها مذگست تگذ در سامه

هاای طااحاذ در ا ان ممتناز انت اب مواد با دواص مکانتکذ و حاارتذ قاب  قبول ام منمتا ن چالش

 با  . مذ

باا ذ با ا . موضوع اصلذ مورد بحث ، بارسذ رفتار تا  در مواد ارتوتاوپتک تحا بار حاارتاذ ما

و مح ود توسعز  افتز بز بارسذ رفتار تا  پادادتز و ضاا ب  ا ت تانش   دی المانروش ع هارباد

 .  ودمحاسبز مذ  Tتنش 

 پا اان نامازاساا. در ا ان   ه ک م ل ساده ولذ هارآم  درنظا گافتز ،سامی تا بز منظور م ل

 افتز و هارباد آن در م ل سامی تاا  د ناامتکذ باا  مح ود توسعز لمانابت ا روابي مابوط بز روش ا

های شابجا ذ و تنش در نزد کذ نو  تا  اسا. در ادامز، مت ان   هسامی نو  تا  ارائز توابع غنذ

ام متا ان هاای همکاذ و  Tو تنش  باای ب سا آوردن ضاا ب   ت تنش د نامتکذ بتان   ه اسا.

و  ، روش نتومار  بکار باده   ه اسااح  انتگاال ممانذباای هنش استفاده   ه اسا. انتگاال باهم

 باای ح  معادلز حاارتذ ام روش هاانک نتکلسون استفاده   ه اسا.

بن ی و ح  معادلات مابوطاز و اسات ااج هلتز مااح  ح  مسئلز ام شملز المان پا ان نامزدر ا ن 

و درساتذ  تحلت  حاضانتا ج  باای بارسذ صحا انجام   ه اسا. MATLABافزار نتا ج بز همک نام

در مقاالات د گاا مقا ساز  موشاودتحلتلذ و ع دی های ، نتا ج ب سا آم ه با دادهبانامز نو تز   ه

   ه دارد.نتا ج حاص  تطابق قاب  قبولذ با نتا ج و مقاد ا گزارشاسا،  گاد  ه
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 مروری بر تحقیقات انجام شده  -2-1

اهمتا و هارباد گستاده مواد ارتوتاوپتک در بستاری ام صنا ع ام شملز دودرو و هوافضا، بز نتام رو بز 

ها و باز و اژه تاا  باز هادن ناپتوستگذم لر   باای در  بنتا ام رفتار ا ن مواد منجا   ه اسا. 

 ،توساي قطعازتاا   علا ضاورت آن همتشز ام نظا طااحانذ هز با د  گاه مکانتک  کسا و تحم 

 مکانتاک در منام بساتار موضاوعات ام  کاذان  ام اهمتا داصذ بادودار بوده اسا. هادهطااحذ مذ

 محا ودالمان  روشوستلز  بز معمولا هار ا ن اسا هز داابذ و  کسا هایپ   ه سامیم ل شام ات

بنتناز  اساتفاده ا .  گافتاز هار بز ممتنز ا ن در متلادیگ  تز  قان دومنتمز  در هز  ودمذ انجام

همااه با رعا ا ا منذ هام  در طااحذ، مستلزم تحلت  رفتار ا ن مواد در  اا ي بحاانذ ا جاد   ه در 

ساامی و های ادتا شناا  ابتزها مذ با  . با ا ن اساس، بستاری ام تحقتقات انجام   ه در دهزآن

 تحلت  رفتار پتچت ه ا ن مواد اسا.

باااای حاا  تعاا ادی ام مشااکلات [، 9]و همکاااران 9سااذ، [1] 1کذل نتتساا، [2]2مو  لتشااو لذ

در ماواد  هاالاستتستتز تلاش هادن  هز با روش های تحلتلذ مانن  توابع م تلي بز بارسذ ناپتوستگذ

باا حا  تحلتلاذ مساالز مقا ار ماامی در ماواد   5و هاارلونذ 0ناهمسانگاد الاستتک پادادتن . نوبا  

تانش  ضا ب   ت[ 0] 7و لذ 6ستم. [8-7] ناهمسانگاد بز تجز ز و تحلت  د نامتکذ تا  پادادتن 

ام با اساتفاده  ، و  حاارتذ مذ با   هز در معاض دارای تا  لبز ای بتننا ا ا زوتاوپتک نوار دررا 

 ب سا آوردن . ذروش تابع ومن

، بز دجاوص در ماوارد مسائ  هلتز ع م امکان بز دسا آوردن راه ح  های تحلتلذ دربا توشز بز 

، 8های ع دی ام قبت  المان ماامیمذ با ن . روشپتچت ه منن سذ، روش های ع دی بنتا ن روش 

____________________________________________________________________ 
1 Muskelishvili 
2 Lekhnitskii 
3 Sih 
4 Nobile 
5 Carloni 
6 sim 
7 lee 
8 Boundary element method 
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در بستاری موارد توسعز  افتز ان  و ماورد هاارباد هاای منن ساذ قااار  1و المان مح ود 2ب ون المان

در دهز گ  تز  کسا د نامتکذ مواد ماهب  کذ ام ممتنز های مورد توشز محققتن بوده  گافتز ان .

های المان ماامی را بااای انتشاار تاا  و تجز از و تحلتا  ح ، راهآبادی و همکارانعلذ [.29اسا ]

روش الماان و همکارانش با اساتفاده ام  9سانچز [.22] د نامتکذ تا  در مواد ارتوتاوپتک ارائز هادن 

د نامتکذ قااار دارد  هز تحا بار ناهمسانگاد و مواد شام  الاستتک دو بع ی، همگن تا  در ، مامی

 .[21] ان را تجز ز و تحلت  نموده

همتاا در ، در مقا سز با روش المان مح ودذ هز دارد، ، صاف نظا ام تمام مزا ا  مامی المانروش 

بساتاری ام باناماز هاای دانشاگاهذ و در روش المان محا ود مذ رود.  ستستم های غتا دطذ بز هار

روش الماان محا ود قاادر  .دارای مح ود ا اسا ا ن روش نتزبا ا ن حال،  صنعتذ استفاده مذ  ود.

توان  بز آسانذ باا  ااا ي ماامی عماومذ و هن ساذ های غتا دطذ را تحلت  هن  و مذاسا ستستم

های المان مح ود با   با سطح تا  مطابق با   و باا  ، مشسامی تا ود، اما باای م لتطبتق داده

مح ود باای تجز ز و تحلت   کساا  المانروش  همکارانشاورتتز و   ود.گستاش تا  تطبتق داده

 مساائ  در المان مح ود عملکاد ارتقاء ب شت ن بز با ه فا ن روش [. 29] موضعذ را بارسذ نمودن 

  ک  توابع  ناسا ذ   ، سامیمحلذ  اوعهنگامذ هز نقطز . پتشنناد   ه اسا هانش سامیمحلذ

را در پتشاننادی روش  اود. آنناا تعا ف مذ آن نقطز اسا، نزد ک  هز لمان ها ذا درون در مناسب

 .استفاده هادن بع ی مسائ  دوبع ی و سز

گافتاز هادن تاا  باز هاار بز بع  باای م ل 2087المان مامی ام سال و  دالمان مح وهای روش

ولاذ مشاک  مشاتا  ا ان دو  ،ها ذ حاصا  گشاتزان  و در ها  ک ام ا ن دو روش نتز پتشافا  ه

 با  .بن ی و تغتتا مش در ها ماحلز ام ر   تا  مذروش، تطبتق تا  با مش
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  ، ا گافتز مذو همکارانش روش ب ون المان را هز در آن فقي گاه در محتي م ل درنظ 2بلتچکو

ا ستا و   کسامسائ   ارائز نموده ورا  1روش ب ون المان گالاهتنها  آن .[26-25] ن بنتانگ اری هاد

 توابع  ک  ح اق  مابعات متحا با پا ز  هز  ،ب ون المان گالاهتن روش. را بارسذ هادن  د نامتکذ

ام  ع دی م لو  هن سزآننا  مورد نظا دارد.  المان اتجال بز ب ون ،هاگاه ها درتننا نتام بز داده ،اسا

تا   ا ه   دادلذ و مامهای بتاونذ مامهای ام توصتفذ ها وگاه ای اممجموعز  ام  تننا مسئلز هز

، مکاانهاا در نقااط هامح اق  مابعات بوستلز ح اق  هادن مجموع باقتمان هاسا را بارسذ هادن . 

هتچ نتامی باز  ابکز  ود. ام آنجا ذ هز ا ن روش منجا بز تشکت   ک دستگاه معادلات گسستز مذ

 بن ی ن ارد، مذ توان گفا هز بز طور هام   ک روش ب ون  بکز اسا.

 ی بااای ان ام ش  اارائز هادن  چشم  0و بابوسکا 9ملنک هز ذتفکتک پتوستگاستفاده ام مفنوم   

 ، 5محا ود الماانواحا  روش  بنا یپتکاهنشان دادنا  هاز  هاآن. [27] م ل هادن تا  بوشود آورد

چگونز مذ توان  با بکارگتای سادتار معادلز د فاانست   بز روش های موثا و قوی ، مورد استفاده قاار 

تجز ز و تحلت  دقتق و گو اا بااای آننا ، مذ با  بع  معتبا  nاگا چز روش و تئوری آن ها در . گتاد

حا  و بنباود بااای و همکااران  در هماتن حاال، بلتچکاو . ک مسئلز  ک بع ی را بارسذ هاده انا 

 .[28توسعز دادن  ]روش ب ون المان گالاهتن  مشکلات  کسا د نامتکذ،

 در موشاود ساامیغنذ، بکارگتای نحوه آم  وشود بز تا  سامی م ل در هز توشنذ دردور بنبود

 توساعز محا ود لماانا روش عناوان تحا هز با  مذ هاناپتوستگذز ممتن در 6بن ی واح پتکاه روش

 [.20] باد نام همکارانش و بلتچکو ام توان مذ حومه ا ن پتشگامان ام .اسا   ه ا اره ب ان 7 افتز

 ون . در گاوه اول هز گاوه نما ش های ر   تا  بز دو گاوه هلذ تقستم مذدر حالا هلذ روش

 اود؛ با  ن تاتتاب هن ساز و  ود، تا  بز صاورت هن ساذ در نظاا گافتاز مذهن سذ نامت ه مذ
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هن . در گاوه دوم هز گاوه نما ش غتاهن ساذ نامتا ه م ل در حتن ر   تا  تغتتا مذ بن ی بکز

 ود؛ بلکز تأثتا حضور تا  در روابي  ود، هن سز تا  در حتن آنالتز بز صورت مستقتم وارد نمذمذ

 -هانش و  ا در روابي ستنماتتک هانش-توان  در روابي بنتاد ن تنش ود. ا ن تأثتا مذحاهم وارد مذ

 . )گتادتحا تأثتا قاار مذ B ماتا س ومو در حالا د C تغتتامکان لحاظ  ود. در حالا اول ماتا س

و  σ هاز در آن εBuو  σ=Cε :مح ود دار املمان بن ی اتوضتح ا نکز در فامول

εو u باا تاأثتا در  ها ذ هز کذ ام روش( های تنش، هانش، و تغتتامکان هستن .بز تاتتب بادار

با ا . در ا ان مح ود توساعز  افتاز مذ، روش المان گتادروابي ستنماتتک حضور تا  را در نظا مذ

  ود.اطااف تا ، حضور تا  م ل مذهای روش با افزودن درشز آمادی بز گاه

 مساا   در  افتز توسعز مح ودالمان  روش ام بار اولتن باای [،20] بلک و بلتچکو 2008 سال در 

  ابکز با ون توان  تا  مذ ر   سامی م ل روش ا ن ام استفاده با هادن . استفاده  کسا مکانتک

 المان تقا ب بز واح  بن یپتکاه قالب در داص توابع  کسای روش ا ن رد پ  اد. صورت مج د بن ی

 ام همچناتن و 2هو ساا   افتاز  تعماتمناپتوستز  تابع ام تا ، م لسامی باای گادد.مذ اضافز مح ود

 لحااظ محا ودالمان  م ل در تا  تا  ودمذ استفاده تا  نو  حومه هایمکان تغتتا دوبع ی توابع

 ما ل محا ودلمان ا در داص بن یمش گونزهتچ بز احتتاج ب ون تا  تا  ودمذ باعث ا ن هار.  ود

 ز ب حالات در آن گستاش و دل واه تا  مکان، مش ص مح ودالمان  مش  ک باای نتتجز در.  ود

رو اذ باا  نتاز و همکارانش 1ماوس .با  مذ اشاا مش قاب  تغتتا بز نتام ب وند نامتکذ  و استاتتکذ

 معافاذس مفناوم تفکتاک پتوساتگذ بن ی مج د ن ا ا را بااسااالمان مح ود هز نتام بز مش زپا 

 .[19] هادن 

و رواباي پا از  آننا را بتاان هاادسامی تا  و غنذهای اطااف شزئتات مابوط بز تعتتن گاه 9دالبو

ای ارائاز های چناار گااه های ساده با المانای واح  و تکتنز را باای م لشنا اضافز هادن توابع پلز
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ضااب ای ام حاص ای باا مجموعاز ک  گاهای ام توابع سامی ام ادغام مجموعزاساس غنذ[. 12] نمود

 در دطاذ هاایوابستگذبز منظور شلوگتای ام . اساسامی  ک  گافتزها و توابع غنذتوابع  ک  گاه

 بااایهاا ، دساتورالعم معاادلات ستساتم هلاذ ام در احتماالذ منحجا باز فااد هایحالا و تقا ب

 ا ه  مشا ص هن ساز باا ساامیغناذ در تواباع ناپتوساتگذ .  ه اسااغنذ هایام گاه ایمجموعز

 اساا. ا ه نشاان داده محا ود الماان ماش بز طور مساتق  ام ناپتوستز  ک مت انو  هماهنگ بوده

ها را بز روش المان مح ود توسعز  افتز بارساذ های چن   ادز و سوراخ و همکارانش تا  2دائوهس

آن  زافتز ا ان اساا هاز چاون معاادلات پا اهای روش المان مح ود توسعز   . ام و ژگذ[11] هادن 

را باز هماااه دواها  دا اا و  بااساس روش المان مح ود استان ارد استوار اسا ل ا تمام داواص آن

اطااف ناو  تاا  نتاز  تا و معمولذ )غتاتکتنز( دردر ا های نسبتاهمچنتن امکان استفاده ام المان

  ام در ا ن روش باای م ل هادن تا  درون  ک الماان پتوساتز )باز صاورت مساتق .با  متسا مذ

ها منتق  نمودن . با ا ن هار مش(، با استفاده ام مفنوم تفکتک پتوستگذ  اا ي مامی تا  را  بز گاه

 ،ایسامی گااهغنذ  اب  هز ا ن هارتا  بز صورت مجامی  افزا ش  مذهای اطااف درشات آمادی گاه

  ود.نامت ه مذ

  Jو انتگاااال  طا ااق روابااي انااا یسااام مناسااب ام و همکااارانش بااا اسااتفاده ام توابااع غنذدالبااو 

باای اولتن بار هارباد روش المان مح ود توسعز  افتز  .[19] پارامتاهای نو  تا  را بز دسا آوردن 

همچناتن آن هاا  [.10] و همکاارانش ارائاز  ا  1سوهمار های سز بع ی توسي در م ل هادن تا 

 را باای تا  مسطح سز بع ی ارائز هادن .  9  ت تنش ضاا ب

باا شان  سامی غنذ ها ذ هز با   انت اب گاهارائز معتار تش تص و  های دو بع ی در بارسذ تا 

ام  ،اساابتشتا نمود پت ا هاده های سز بع یشک  در م لم انجام  ود هار د واری بوده اسا و ا ن

نش در و همکاارا 2استلارساکاتوسي  1992در سال  0مجموعز بادارهای ماتبز ایا ن رو رو ذ بز نام 
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مجموعاز  روشارائاز هادنا .  هارآما آننا  ک الگاور تم [، 15]  ه اسا  بز هار باده حالا دو بع ی

عالاوه  استفاده مذ  ود. تا  نو  مح ، ام شملز تا  موقعتا باای نشان دادن بادارهای ماتبز ای

 اا  داده  ا ه  در سز بع  تا  ر   سامی م ل باای مجموعز بادارهای ماتبز ایالگور تم با ا ن، 

 مامهاای مدنماش ب ون المان مح ود ابيورو  حفاه ها م ل سامیروش  و همکارانش سوهمار .اسا

و  هاا سوراخ مح  نشان دادن باایرا  مجموعز بادارهای ماتبز ایروش و  [16] را ارائز هادن  دادلذ

 دطاذالاستوالاستتک  ع دی در های نمونزهمچنتن ام  .دادن  قاار استفاده مورد المان ها واسي های

 .استفاده هادن  روش ش    دقا باای نشان دادن بع ی دو

همکاارانش در حالاا ساز  و سوهمارتوسي  Fast Marching بز نام 1999روش د گای در سال 

روش های ع دی باای  بتز سامی ر   تاا  ساز بعا ی ها  آن .[18]اسا بز هار باده   ه بع ی 

 Fastو  روش الماان محا ود توساعز  افتاز مزدوج ش    باا اساتفاده ام. روش دادن مسطح پتشنناد 

Marching  .ارائز   ه اسا 

بااای ماواد  هانش،بااهمروش انتگاال را با استفاده ام   ت تنش  [، ضاا ب92] 9پائولتنوو  1هتم

را   ت تنش د ناامتکذ  ، ضاا بپائولتنوو  0سونگ ارتوتاوپتک ب سا آوردن . همچنتنماهب تابعذ 

توسعز  [.91]با استفاده ام روش انتگاال متقاب  بارسذ نمودن  تکباای مواد همگن و ناهمگن ا زوتاوپ

توساي  ،ماواد ارتوتاوپتاک درالمان مح ود توسعز  افتاز سامی باای تجز ز و تحلت  توابع ش    غنذ

 بااای ساامی ک مجموعز  کپارچز ام توابع غنذ اهآن .[95-99] اسارش   هو همکاران گزا اس پور

ضاا ب   ت تنش را  ،هنشتا  ارائز نمودن  و با استفاده ام روش انتگاال باهم نو  های اطاافالمان

 در مواد ارتوتاوپتک ب سا آوردن .
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مت ان های د نامتکذ نو  تا  و و ژگاذ هاای انتشاار تاا   1990و همکارانش در سال  2وانگ

 کساا  1929و بلتچکاو در ساال  1[. مناو لارد69] مواد ناهمسانگاد بارسذ نمودن  در د نامتکذ را

 .[97] بارسذ نمودن  مح ود توسعز  افتزالمان غنذ سامی  با روش تکد نامتکذ را باای مواد ا زوتاوپ

ارتوتاوپتک باز بارساذ پا ا اری تاا   مواد معتم ی و محم ی با استفاده ام همان توابع غنذ سامی

 بتز ساامی  1929معتم ی و محم ی در سال  [.98] پادادتز ان د نامتک و انتشار در  مواد ماهب 

مح ود توسعز  افتز  لمانتجز ز و تحلت  د نامتکذ تا  ثابا در مواد ارتوتاوپتک با استفاده ام روش ا

 .[90] را بارسذ نمودن 

 انا امه و  اک  در افتنا را بارسذ نمودن ، آن هاا  Tتنش  2079در سال  0هارلسون و 9لارسون

 متا ان 6هنکاکو  5بتگن آن، ام پس. [90] اسا وابستز T تنشمق ار  بزنو  تا   پلاستتک ناحتز

 [.02] نمودن  بارسذ را تا  نو  حومه پارامتای دو پلاستتک – الاستتک های

 را هاما  کپلاستت – الاستتک مواد در تا  نو  حومه های مت ان روی T تنش اثا هنکک و 7دو

 ناحتاز بااای  ادجذ عنوان زب هز هادن  ارائز را  Q-J تئوری 0 ذ و 8ادد بع ها[. 10هادن  ] مطالعز

  اذ و ادد همچناتن[. 09]  ا گافتاز نظا در بزرگ تسلتم ناحتز بز آن تب    مام و هوچک تسلتم

 بااد بکاار منن ساذ هاربادهاای در و گافا ان امه را چقامگذ توان مذ J-Qدادن  در تئوری  نشان

 النذ آ ا همگن، مواد باای. اسا   ه انجام و ا زوتاوپتک همگن مواد حتطز در فوق طالعات[. م00]

 بااای را T، تنش مکان تغتتا و تنش های مت ان در مستقتم های روش ام استفاده با نتز همکارانش و

 [.05] هادن  محاسبز م تلي مودو  I مود های بارگ اری
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 و تاا  نو  حومه  ه  محاسبز های همتا ام استفاده پا ز با فوق روش مث  مستقتم های روش

 بناا تا  نو  حومه تغتتامکان و تنش های مت ان تحلتلذ های عبارت در تا ، راستای در ب جوص

 ا نااو ام. دارد م اادی حساساتا تغتتامکان و تنش   ه محاسبز مقاد ا بز طبتعتا و اسا   ه نناده

 ورد اذ فام ام 1رادون و 2لتورم. گافتن  قاار توشز مورد پا ستار های انتگاال پا ز با انا ی های روش

 هاز J پا ساتار انتگااال ام 9فوریغ[. 60] هادن  استفاده T تنش محاسبز باای پا ستار های انتگاال

 مستا ام مستق  انتگاال ام همکارانش و 5هاردو و[ 70] اسا   ه ارائز همکارانش و 0هتشتموتو توسي

J تنش محاسبز باای T ، مود مکانتکذ بار تحا I  تنش 6بکا. [80] استفاده هادن T ام اساتفاده با را 

 پائولتنو و هتم [.00] هاد محاسبز(  β=  9) تا  راستای در ( yyσ - xxσ ) عمودی های تنش ادتلاف

  ااوع ماو ز روی را آن اثا و محاسبز مکانتکذ بارگ اری باای را T تنش هنش باهم انتگاال هارباد با

 را نتز در مواد ارتوتاوپتک Tتنش  علاوه با ضاا ب   ت تنش،آن ها  [.59  ]نمودن بارسذ تا  ر  

 بارسذ نمودن .

 بارگا اریباا  Tتانش  محاسبز باای را هنشباهم انتگاال نامتعادل فامولبن ی نتز هتم و 7هتسذ 

   ت ضاا ب محاسبز باای kJ هایانتگاال ام  8دگ[. 25] بادن  بکاردر مواد ا زوتاوپتک  پا ا حاارتذ

مساالز  کساا  [.59-51] هااد اساتفاده م اتلي ماود بارگا اری تحاا FGMs در Tتانش و تنش

مورد مطالعز  المان مح ود توسعز  افتز روش ام غتا ،تاموالاستتک نتز بز دوبذ توسي رو نای ع دی

هاادن  در م ل ، Jاستفاده ام انتگاال اب [55] 29و  و 0و لسون [،05] و همکاران  تز .اساز قاار گافت

 .استفاده هادن  هلاستک ام روش المان مح ود حاارتذ مسائ 
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 ساائ ، با استفاده ام روش المان ماامی بااای م[75] 9و باناشذ 1راون را ،[65] و همکاران 2پااساد

  کساا ،[05] و همکاران 0، دل اربا[85] پااساد و همکاران هادن .ها ذ ارائز ح راه کسا حاارتذ 

 باا و همکااران 5ناودا ارسذ هادنا .المان مامی ببا استفاده ام روش را  بع یسزتاموالاستتک گ را و 

اری حاارتاذ  بارگتا  تحا ت تنش  ضاا ب   استفاده ام روش المان مح ود باای بز دسا آوردن

حستنذ تنااناذ  .[61 - 69] را بارسذ نمودن  همگنناهمگن و  تابعذ آننا مواد، دادن انجام  تحقتقاتذ

بارگ اری د ناامتکذ با در مسائ   ا هوپلتنگ و ا ناسذتاثتو همکاران با استفاده ام روش المان مامی، 

و همکارانش روی تجز ز و تحلت   کسا حاارتاذ  6چن [.06-96دادن  ]حاارتذ را مورد مطالعز قاار 

 .[65]دارای تا  هار هادن ارتوتاوپتک  ماهب تابعذ ک نوار 

 بارساذ نمودنا  ماهاب تاابعذباای  کسا حاارتذ در مواد  باهم هنش را انتگاال  هتسذو  هتم

باز   7دافلوت توسي المان مح ود توسعز  افتز بز روشام  کسا تاموالاستتک  ذاستاتتکمثال [. 66]

باا  ااا ي ماامی حاارتاذ  ساز بعا ی ودو بع ی  وی مسائ  .بارسذ قاار گافاصورت شزئذ مورد 

مواد لا ز ضاا ب   ت تنش را در  ک  اسلامذممانذ و  .[67] روی وشوه تا  را بارسذ نمودم تلف 

[. 68] نمودنا  بارسذبا استفاده ام روش المان مح ود را اثا  و  حاارتذ  تحا ،تاه ار ماهب تابعذ

 افتاز بااای  ااوع  کساا  توساعز محا ودالماان اسالامذ و مماانذ پتااده ساامی روش همچنتن 

[ رفتار 79 ا عتذ و من ی ماده ] .[60] بارسذ نمودن  تکتاموالاستتک د نامتکذ را در مواد ا زوتاوپ

ها باای دادن . آن کسا مواد تابعذ تحا  و  های حاارتذ/ مکانتکذ را مورد مطالعز و بارسذ قاار 

ان . ادتاا، حستنذ و همکاران باا ا ن منظور ام معادلات تاموالاستتستتز هلاستک هوپ  استفاده نموده

 افتز بز محاسبز ضاا ب   ت تنش و بارسذ ر   تا  در مواد استفاده ام روش المان مح ود توسعز

 . [72ان  ]ماهب تابعذ ارتوتاوپتک تحا بار حاارتذ پا ا پادادتز

____________________________________________________________________ 
1 Prasad 
2 Raveendra 
3 Banerjee 
4 Dell'Erba 
5 Noda 
6 Chen 
7 Duflot 
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) ضااا ب  ا ت  تعتتن پارامتاهای د ناامتکذ  کساا طبق اطلاع نو سن ه، تا هنون گزار ذ ام

منتشا نش ه مح ود توسعز  افتز  ارتوتاوپتک تحا بار حاارتذ با روش المان در مواد ( Tتنش و تنش 

تحا بارگ اری  در محتي دو بع ی ارتوتاوپتک Tو تنش ، ضاا ب   ت تنش پا ان نامز در ا ن .اسا

 ارتوتاوپتاکنام   صفحز هنش محاسبز   ه اسا.با استفاده ام انتگاال مستق  ام مستا باهم حاارتذ

بز صورت تک لا ز مستطتلذ  ک  در نظا گافتز   ه اسا و نوع بارگ اری و  اا ي ماامی باز ا ان 

اسا و سز ضلع  sTبا گونز اسا هز در  ک ضلع دمای سطح، طذ  ک فاا ن  انتقال گاما، معلوم و باا

معاادلات تاموالاستتساتتز  د گا عا ق فاض   ه ان  و مسالز در حالا دو بع ی بارسذ گاد  ه اسا.

ای و هشاا غتاهوپ  در نظا گافتز   ه اسا.  بکز المانذ ناحتز ح  با هارباد المانناای چناار گااه

 ای ا جاد   ه اسا. گاه

ساامی تاا  در ماواد سامی بااای م لش    ام توابع غنذای مجموعزهمچنتن در ا ن پا ان نامز، 

 افتز ارائز   ه اسا. در روش پتشاننادی درشاز مح ود توسعز ارتوتاوپتک با استفاده ام روش المان 

با  نتز تاثتا ماو ز ناهمسانگادی و ماو ز تا با  . های قب  همتا مذآمادی اضافز   ه نسبا بز روش

 . ه اسا  روی ضاا ب   ت تنش د نامتکذ بارسذ گاد

ناو  تاا   سامیبا توابع غنذسامی تا  در م ل المان مح ود توسعز  افتزهارباد ، ب ش بع در 

 بنا یفامول   ه اسا.آورده نو  تا   حومهدر  تنشهای شابجا ذ و مت انو   ا  داده   ه اسا

. متا ان   ه اساا معافذدر ادامز  ،در مواد ارتوتاوپتک تا  باای تحلت  د نامتکذمکانتک  کسا 

بتاان گاد ا ه  Tو تنش  باای محاسبز ضاا ب   ت تنش د نامتکذ هنشباهم انتگاالهای همکذ و 

و  در معادلات الاستود نامتک گسستز باای انتگاال ممانذ، روش نتومار  بکار باده  ا ه اساااسا. 

ز منظور بارسذ دقا بدر ننا ا،  باای ح  معادلز حاارت ام روش هاانک نتکلسون استفاده   ه اسا.

مقا سز گاد ا ه با داده های موشود  ،م هب سا آ Tو تنش ضاا ب   ت تنش  مقاد ا نتا ج، صحاو 

 .اسا
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 :رفتار مکانیکی تک لایه ها -2-9

(2-2) jiji C        ,   6,...2,1, ji  

ijC  مذ با   هز دواص ماده را نشان مذ  6 × 6 متقارن ک ماتا س نام دارد و  الاستتکماتا س

 مذ با  .عضو مستق   12 دارایا ن ، بناباده 

(2-1) 
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ا ن ماواد  حز تقارن صادق اسا. نام، ب ون دا تن هتچ صفا زوتاوپتکا ن ماتا س باای مواد غتا 

 درا از هاای بز آن هز  ک شسم دارای  ک  ا چنا  صافحز تقاارن با ا با توشز  هلتنتک اسا.تای

ا ان ماواد  ،ارن با  گا دجوصتات مواد دارای  ک صفحز تقارا مذ توان ساده هاد.  ماتا س الاستتک

صافحز  Z = 0صفحز  در دستگاه م تجات هارتز ن،بز عنوان مثال اگا  مونوتاوپتک نامت ه مذ  ون .

 بز صورت م ا اسا: الاستتکبا  ، ماتا س  تقارن

(2-9) 
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اگا ماده نسبا بز دو صفحز تقارن دا تز با   حتما تقارن نسابا باز صافحز ساوم نتاز دواها  

باز  الاساتتکلا مااتا س وتاوپتک نام دارن . در ا ن حاتموادی هز دارای ا ن داصتا با   ار، دا ا

 صورت م ا اسا:
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(2-0) 
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در ماواد  ن ارنا . 13γ و  12γ ، 23γ هتچ ارتباطذ با هانش های با اذ 3σ و 1σ  ،2σ نامالتنش های 

همچنتن هتچ ارتباطذ بتن تنش های با ذ و هانش  هلتنتک ا ن مولفز ها بز هم ماتبي هستن .تای

 با ذ و صفحات هانشذ در صفحات م تلف وشود ن ارد.های نامال و همچنتن بتن تنش های 

ر تماام شناات اگا در ها نقطز ام ماده  ک صفحز وشود دا تز با ا  هاز داواص مکاانتکذ آن د

وتاوپتک صافحز ، ا ن ماده ا زوتاوپتک عاضذ  نامت ه مذ  ود. باای مثال اگا صفحز ا زمساوی با  

 گاه:با  ، آن 2-1

(2-5) 
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تقلت  مذ اگا تع اد صفحات تقارن بز تع اد نامح ودی باس ، تع اد ضاا ب غتا وابستز بز دو ع د 

  اب ، ا ن ماده ا زوتاوپتک  نامت ه مذ  ود:

(2-6) 
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بز عنوان مثاال مااتا س ناماذ . ، ماتا س نامذ ب سا مذ آ  الاستتکبا معکوس هادن ماتا س 

 ارتوتاوپتک بز صورت م ا اسا:باای ماده 

(2-7) 
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1E  ،2E ، 3E  مذ با ن .  9 و 1 ، 2در شنا های  م ول الاستتکبز تاتتب 
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 مقدمه: -1-2

  ود:بز طور هلذ باای ح  مسائ  فتز کذ ام سز روش استفاده مذ 

 2روش تحلتلذ -2

 1روش ع دی -1

  9روش تجابذ -9

های فتز کاذ ، بز محاسبز دقتق پارامتای معادلات د فاانسات  حااهم باا متا انروش تحلتلذدر 

 ود. درحالتکز در روش دوم بز ح  تقا بذ و چون مت ان حاارتذ، مت ان تنش و غتاه پادادتز مذهم

ما شگاهذ نتز با توشاز باز ا نکاز رفتاار واقعاذ  ود. روش تجابذ  ا آمع دی ا ن مسائ  پادادتز مذ

 گادد.هن ، روش مناسبذ محسوب مذمسئلز را در آمما شگاه بارسذ مذ

با اا ،  کااذ ام در ا اان متااان، روش حاا  عاا دی هااز روش المااان محاا ود م امجموعااز آن مذ

ی علاوه های ع دهای مورداستفاده در ح  مسائ  منن سذ اسا. استفاده ام روشپاهاربادتا ن روش

هاای متا اول، هاا ام طا اق روشای هز امکان تحلتا  آنآوردن امکان تحلت  مسائ  پتچت هبا فااهم

های تحلتلذ فااهم نبوده اسا، منجا بز افزا ش دقا و هاهش ممان تحلتا  بساتاری ام همچون روش

 اسا.مسائ  را ج در علوم منن سذ گاد  ه

روش المان محا ود توساعز  افتاز و هاارباد آن در د، در ا ن فج  دلاصز ای ام روش المان مح و

توساعز  مح ودالمان  روش درهادن تا  باای مواد ا زوتاوپتک و ارتوتاوپتک بتان   ه اسا.  م ل

 در اضافذ آمادی درشات عوض، در . ودنمذ منطبق تا  مث  دادلذ مامهای روی بن یمش  افتز،

 .اسا  ه با  ه توسي تا  آن گاهذتکتز ناحتز هز  ودمذ گافتز نظا در ها ذگاه

 

____________________________________________________________________ 
1 Analytical method 
2 Numerical method 
3 Experimental method 
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  محدود لمانروند تحلیل ا -1-1

با وشود ا نکز است ااج معادلات حاهم باای بتشتا مسائ  چن ان مشک  نتسا، ح  آنناا باز وساتلز 

ای های تحلتلذ تقا بذ راه چارهد وار اسا. در چنتن مواقعذ روش بس های تحلتلذ دقتق هاریروش

 آورن . را فااهم مذ

 عنذ تولتا  رونا ی مانظم شناا  ،های سنتذ حساب تغتتااتمح ود با همبود روشلمان روش ا

های دامنز فائق آم ه اسا. ا ان روش دارای ساز و ژگاذ اصالذ است ااج توابع تقا بذ باای م اناحتز

 ها   ه اسا.اسا هز باعث باتای آن با د گا روش

اضز ز نام المان عهای ساده بای ام م ادامنزچت ه هن سذ مسئلز بز صورت مجموعزدامنز پت -2

  ود.مذ

توان بز وستلز با استفاده ام نظا ز ساده هز ها تابع پتوستز را مذ المانتقا ب باای ها توابع  -1

  ود.های شبای بتان نمود، است ااج مذایتاهتب دطذ چن شملز

ای ( باز وساتلز باقاااری روابي شبای بتن ضاا ب نامعتن ) بز عبارت د گاا، مقااد ا گااه  -9

 آ  .ب سا مذ المانمنذ، باای ها معادلات حاهم ، اغلب بز صورت انتگاال و

 تقسیم بندی هندسه مساله به نواحی ساده  -1-1-2

لز ماوردنظا باز ناواحذ سااده ح ود ، هن سز مساالمان متن ماحلز تحلت  سامه با روش ابز عنوان اول

 تولت  المان در ا ن نواحذ اسا .  ود هز ا ن اما بز منظور تسنت  در بن ی مذتقستم

 المان در نواحی معرفی شدهایجاد  -1-1-1

توان ها نقطز درون هن سز ناحتز را با استفاده ام ، مذپس ام تقستم هن سز موردنظا بز تع ادی ناحتز

تاا ن عما ، های ناحتز تقا ب نمود. باای ا ن تقا اب مناسابوابع درونتابذ با حسب م تجات گاهت

 ای اسا.  ابذ چن  شملزاستفاده ام توابع درون
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ضالاع ار اضذ اگا ناحتز چنارضلعذ مورد نظا را توسي نگا ا دودطذ بز مابعذ متقارن با ام نظا 

تبا    نماا تم، هاز دساتگاه م تجاات ا زوپارامتا اک نامتا ه  ( η  ،ξ) در دستگاه م تجات  1 × 1

ز صورت م ا قاب  بتان ب بتن م تجات در دو دستگاه،رابطز  . ود و در  ک  نما ش داده   ه اسامذ

 :دواهن  بود

(1-2)   4
1i ii Xx        ,         4

1i iiYy           

 

 
 ( نگا ا تب    ناحتز چنارضلعذ مورد نظا بز  ک مابع2-1 ک  )

 

 اب باداری اسا هز بز نام توابع درون iΦم تجات نقاط گاهذ ناحتز بوده و  iYو  iX (2-1) زدر رابط

 گادن :گاهذ ساده بز فام م ا بتان مذ ون . ا ن توابع باای ناحتز چنار ا تابع  ک  نامت ه مذ

(1-1) T

)1)(1(
4

1
)1)(1(

4

1
)1)(1(

4

1
)1)(1(

4

1









   

ماباع تاساتم  ا ه، در دساتگاه  تاوان م تجاات هاا نقطاز دروناستفاده ام ا ن توابع، ماذاهنون با 

بنااباا ن باز ساادگذ  ( نگا اا. X , Y ا زوپارامتا ک را بز نقطز مشابز در م تجات اصلذ )ات جم ت

بنا ی بن ی نموده و ا ن تقستمای منظم و  ا غتامنظم تقستمتوان مابع م هور را بز صورت  بکزمذ

 را با نگا ا ذها  ه باای ها نقطز بز ناحتز اصلذ منتق  نمود. 

 معرفی خصوصیات مواد -1-1-9

 با  :بز صورت م ا مذ الاستتک، ماتا س اگا ماده مورد نظا ام نوع ا زوتاوپتک با   
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 (1-9) 
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  حالا هانش صفحز ای       

 دواه  بود. پواسونضا ب  ν و لاستتک ول اممق ار  Eهز در آن 

 بز صورت م ا مذ با  : الاستتک ماتا سبا  ، در صورتذ هز ماده ام نوع ارتوتاوپتک 

 (1-5) 
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(1-6) 
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C    حالا هانش صفحز ای                              

32231a   

321312c    

312321b    

31131d   

 12Gو  ضا ب پواساون y  ،ijνدر شنا  لاستتک ول ام x  ،2Eدر شنا  لاستتک ول ام 1Eهز در آن 

  با  .م ول با ذ مذ

 تیفمحاسبه ماتریس س -1-1-4

گادن  هز ا ان معاادلات ام د فاانستلذ بتان مذها بز صورت معادلات مکانها و تغتتاروابي بتن هانش

توان نشان داد هز  ون . با ا ن اساس، مذننا ا هوچک محاسبز مذ ک   ک شز بذستنماتتک تغتتا
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های تغتتا مکان بساتگذ دارنا . باا ا ان های دطذ در  ک شز هوچک بز مشتقات شزئذ مولفزهانش

  ود. سذ بز صورت معادلز م ا نو تز مذشا ذ بز فام ماتافاض رابطز بتن هانش و شابز

(1-7) 

    


















































































v

u

xy

y
0

0
x

e
th

xy

th

y

th

x

xy

y

x

thm













  

 بز صورت م ا تعا ف مذ  ود: هز بودههانش حاارتذ  }ε{thهانش مکانتکذ و  }m}εدر رابطز قب  

(1-8) 
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 با توشز بز نوع ماده و حالا صفحز بز صورت م ا تعا ف مذ  ود: λمق ار 

 ا زوتاوپتک:ماده 
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 ماده ارتوتاوپتک:
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  حالا تنش صفحز ای            

 (1-21) 
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  حالا هانش صفحز ای         

α  .   ضا ب انبساط حاارتذ مذ با 

 حال اگا تغتتا مکان ها درون ناحتز با استفاده ام توابع  ک  تقا ب مده  ون ، دواهتم دا ا:
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(1-92)  
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 دار م:باای المان چنار گاه ای اهنون با محاسبز مشتقات مولفز های شابز شا ذ 
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 بز نام ماتا س  اهوبتن  نادتز مذ  ود هز تابع هن سز المان اسا.  [J] هز در آن ماتا س

 {u}ماتا سذ اسا هز سز سطا دارد و تع اد ستون های آن بز تعا اد ساطاهای باادار  [B]ماتا س 

شاباز  -ا حساب مااتا س هاانشتذ بز صورت م ا بافتا س سمذ توان نشان داد هز ماوابستز اسا. 

 قاب  بتان اسا: ،[B]شا ذ گاه

(1-19)               
 

 
1

1

1

1

T

8333

T

3888 ddJ.tBCBdxdy.tBCBK   

با   محاسبز  ود را مذ توان  ( η ، ξ) انتگاال معافذ   ه در معادلز بالا هز در دستگاه م تجات 

با استفاده ام روش ع دی انتگاال گوس محاسبز نمود. در روش ع دی انتگاال گوس ، هافذ اسا هاز 

مقاد ا تابع تحا انتگاال را در نقاط داصذ درون المان هز نقاط گاوس دوانا ه ماذ  اون ، حسااب 

 ا مذ توان مق ار انتگاال را تعتاتن نموده و آننا را در ضاا ب ومنذ گوس ضاب هاد. با شمع ا ن مقاد

 نمود.

 تی کلفتی المان ها در ماتریس سفنصب ماتریس س -1-1-5

اتا س د گا هز بز عنوان ماتا س ا ن ماتا س ها در  ک م ،تذ المان هافبع  ام محاسبز ماتا س س

 تذ ه  م ل  نادتز مذ  ود، نجب مذ گادن .فس

 معرفی شرایط مرزی نیرو و جابجایی -1-1-6

 های مامی اعمال مذ  ود.شا ذ نتز بز المانبا توشز بز نوع مسئلز  اا ي مامی نتاو و شابز

 با ب سا آوردن  اا ي بالا مذ توان معادلز م ا را ح  نمود:

(1-12) FuK


  

 ب سا دواه  آم . u و در نتتجز بادار
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 محدود توسعه یافتهالمانسازی ترک با روش مدل -1-9

های دل واه در چاارچوب الاستتساتتز هادن گسستگذ ک روش غنذ سامی شنا م ل ب شدر ا ن 

مح ود بااای  اک ناپتوساتگذ باا تأهتا  باا روی لمان اسا.  ک تقا ب ادطذ دو بع ی تشا ح   ه

 اسا.سامی دل واه  ک  تا  ارائز   هم ل

ساامی محا ود، باا غنذلماان باا ا هاسامی تا ( باای م ل سنتذ در مقا سز با تقا ب هلاستک )

ساامی اساا. همچناتن غنذ ا ه، نماا ش داده، هن سز تا  بز صورت مستق  ام  ابکزناپتوستگذ

 اسا.، بز هار گافتز   ه، شنا محاسبز درسا ضاا ب   ت تنشسامینزد ک نو  تا  در تقا ب

 اود و در حالاا دو داده مذتابع  ک  نسبا د استان ارد بز ها گاه ام المان در روش المان مح و

ضاب تابع  ک  ها نقطز دادا  الماان در درشز آمادی دارد هز تاهتب دطذ حاص  1بع ی ها گاه 

در المان مح ود توسعز  توان  تغتتا مکان نقاط داد  المان را مش ص هن .ای مذهای گاهتغتتا مکان

های اطااف  ود و تننا درشات آمادی گاهمذ افتز ام همان توابع  ک  المان مح ود استان ارد استفاده 

  اودانجاام مذ با اساس مفنوم تفکتک پتوستگذ ( هز ا ن هار سامیغنذ هن  )تا  افزا ش پت ا مذ

 عنذ با اعمال توابع داص درشات آمادی هز بز واسطز ناپتوستگذ در مح  تاا  درون الماان  [،27]

 .هن ادتجاص پت ا مذ لمانای اطااف آن اآ   بز نقاط گاهبوشود مذ

هاا مشا ص سامی، مح  باداورد تاا  باا اضالاع الماانباای تعتتن نوع تابع مناسب شنا غنذ

هاای ساامی گاهای واح  شنا غنذگادد اگا تا  در دو ناحتز اضلاع  ک المان را بباد ام تابع پلزمذ

را قطع هن   ا بز عبارت د گا  اطااف آن المان استفاده دواه     و اگا تا  تننا  کذ ام اضلاع المان

سامی بز روش تابع تکتنز انجام دواه  های اطااف آن المان غنذنو  تا  داد  المان با   باای گاه

 گاد  .

المانذ اطااف آن گاه اناواع موقعتاا  زتن چن  المان مشتا  اسا در مجموعالبتز چون ها گاه ب

اباع مااتاب سامی دارشذ گاه ماوردنظا ام توغنذ هز باای دواه  آم نسبذ بتن تا  و المان بوشود 

 [.19د ]گادبالاتا استفاده مذ
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ان  ام طا ق مش ص   ه دا اههای اطااف تا  هز با الف( گاه -1-1بز عنوان مثال مطابق  ک  )

اطااف نو  تا  هز با مابع مش ص  ا ه ام طا اق تاابع  هگا چنار ون  و ای واح  غنذ مذتابع پلز

الماان  دوتاستم  ا ه هاز  Iالمانذ ماتبي با گاه  زب( مجموع -1-1در  ک  ) گادن .ذتکتنز غنذ م

ساامی ام طا اق ل ا  غنذ ،دوردالمان پا تن در دو نقطز باش مذ دو ود و بالا توسي تا  با  ه نمذ

  ود.در نظا گافتز مذ Iای واح  باای تابع پلز

المان بالا توسي تاا   دومش ص   ه اسا،  Jج( مجموعة المانذ ماتبي با گاه  -1-1در  ک  )

قطع نش ه، المان پا تن ام سما چپ در دو نقطز با  ه   ه و آدا ن المان فقي در  ک نقطز بااش 

  ود.سامی ام طا ق تابع تکتنز انجام مذغنذ Jدورده، بناباا ن باای گااااه 

 

 )ج(                                   )ب(                                       )الف(                       
 .سامی دارشذ شنا افزا ش درشات آمادی دارن ها ذ هز نتام بز غنذنما ش گاه( 1-1 ک  )

 

 سازی معادلاتبندی و گسستهفرمول -1-9-2

الاستوالاساتتک دطاذ را در ماواد ا زوتاوپتاک و در ا ن ب ش بز طور دلاصز معادلات حااهم بااای 

 ارتوتاوپتک ماور هاده و  ک  هاهش ماتبز  افتز متناظا را ارائز مذ دهتم.

 معادلات حاکم -1-9-2-2

 uΓ هایمتشک  ام ب ش Γرا ا غال هاده اسا. مام  Γبا مام  Ω دامنز t فاض مذ  ود شسم در ممان

روی  ū هاای معاتنشابجا ذنشان داده   ه اساا.  ( 9-1)همانطور هز در  ک  مذ با  ،  dΓ و tΓو 
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با ا ن فاض   dΓ  ود. مام دادلذذوارد م tΓ روی دامنز t̅ در حالتکز هشش عم  مذ نما  . uΓ دامنز

 استوار اسا هز ب ون هشش مذ با  .

 [:12]معادلات تعادل و  اا ي مامی باای بارگ اری عبارتن  ام  

(1-11) 

 

0.  b     in      

tn.       on   t  

0. ndon         

 چگالذ نتاوی حجمذ اسا. bتانسور تنش هو ذ و  σبادار نامال  کز مذ با  . در بالا  nهز 

 
 .( شسم با مامهای دادلذ تحا بارگ اری دارشذ9-1) ک  

 

( 25-1مطابق رابطاز )هانش -دلات شنبشذ  ام  شابجا ذاها و شابجا ذ هوچک ، معبا فاض هانش

 با توشز بز قانون هو  :دواه  بود. 

(1-19)      C  

 و ارتوتاوپتاک (0-1،  9-1) الاستتک اسا و در ب ش قب  باای ماواد ا زوتاوپتاک ماتا س [C] هز

مح ود توسعز  افتز هز توابع ناپتوستز در تمام تواباع لمان در ادامز ، روش ا تعا ف   .( 1-6،  1-5)

 نما تم.هن  ، معافذ مذای و درشات اضافذ آمادی را تاهتب مذ ک  گاه

 تقریب المان محدود توسعه یافته -1-9-1

مح ود استان ارد با بادذ توابع لمان غنذ سامی فضای ا،  افتز مح ود توسعزلمان ا  ه اصلذ در روش ا

گتا م. م ل  اام   اک ما ل مذای ام  ک دامنز تا  دورده را در نظا حال م ل ساده اضافذ اسا.



28 

محا ود لماان ا م ل عا دیقا تمح ود استان ارد و  ک تا  مستق  ام المان مذ با  . در حقالمان 

وشاود صافز نظاا ام تولت  مش هن سز دامنز ) اولب ش  تشکت    ه اسا،ام دو ب ش ، توسعز  افتز

تواباع مناساب با  مح ود لمانسامی تقا بذ اب ش دوم غنذ نز تا   ا ناپتوستگذ های د گا( وها گو

 .سامی ها عتب و نقص اساباای م ل

گاه در  Nبن ی م ل نمونز و دي گسستگذ را نشان مذ ده . مجموعز تمام (  بکز 1-1 ک  )  

 ایدهتم. توابع  ک  گااهنشان مذ J و I را با ENهای غنذ   ه و مجموعز گاه n بکز را با  n

1ii 
 

(  0-1هاز در  اک  )  Jهای متج  بز گاه دارن  هز با اشتماع المان iω گاه فشادهه ام  ک تکتز ها

بز منظو سنولا، اغلب بز ا ن م ا مجموعز ام دامنز بز عناوان  ون . ، مش ص مذاسانشان داده   ه

 م هاد.تگاه گاه ا اره دواهتکتز

 

 گاه  ک گاه( تکتز 0 -1 ک  ) 

 ایپایهروابط-1-9-1-2

دا تز مح ود ون م ل المان ( درباای محتي دو بع ی  ) 2Rفضای  در x  ک نقطز مذ  ودفاض 

 .، با ا اساا  ک المانهای تع اد گاه mو  mn,…,2n,1n={N{بز صورت  Nای گاه. و مجموعز با ت 

 :]28[ ود تعا ف مذبز صورت م ا  u(x)باای مت ان شابجا ذ غنذ   ه  ذتقا ب در ا ن صورت تابع

(1-10) 
J

Nn

J
JI

Nn

n
I

h uxxuxxu

E
JI

)()()()(  
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 درشاات Ju اساا وم ل المان محا ود  هلاستک در گاه آمادی درشات Iu، ( 01-1در رابطز ) هز 

ماباوط   ک  تابع Iϕ اسا. ح ودالمان مم ل استان ارد  بز مجموعز اضافذ تغتتا مکانذ نسبا آمادی

بااای نموناز . گتاادرا در باا مذ  ام  تمام نقاطذ اسا هز تا  ENسام و تابع غنذ ψ(x)و  n گاهبز 

غناذ  ψ(x)باوده و باا تاابع  EN ان ، در مجموعاز( مش ص   ه 1-1ها ذ هز با دا اه در  ک  ) گاه

   .گاددمذ تعتتن ناپتوستگذ نوع بز توشز با ψ(x)سامغنذ تابع هلذ طور بز  ون .مذ

هاادن  اک گسساتگذ دل اواه در  ناپتوستز اسا مذ توان  باای م ل dΓها تابعذ هز در ساتاسا 

(x)hu تغتتا علاماا تا  تا ن انت اب،  ک تابع ثابا اسا هز در طول ولذ  ا   ساده ،استفاده  ود

را در ساما د گاا  -2را روی  ک سما و  2گتا م هز مق ار ده . باای نمونز تابعذ را در نظا مذمذ

 دا تز با  . 

 اک تاا   اود هاز ساطح فاض مذدهتم.   مذرا در دو بع   ا H(x)حال ا جاد تابع ناپتوستز 

 (. 5-1)  ک ،  ودمش ص مذ 2S منحنذ اسا هز توسي دستگاه م تجات منحنذ وار 

 
 ی و مماسذ باای  ک تا   کنوادا.( نما ش م تجات عمود 5-1 ک  ) 

 

هنتم. مش ص ماذ x*را با  xبز   تا تا ن نقطز روی روی دامنز نزد ک xبا دا تن نقطز مفاوض 

ساامی ام طا اق تاابع باای غنذذ هنتم. را ا جاد م neو  seبادارهای مماسذ و عمود با منحنذ  x*در 

  . ودبز صورت م ا استفاده مذ Hای واح  ام  ک تابع دو مق اری پلز

(1-15) 














n

n

e;1

e;1
H  
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ای هز شناا را بز صورت محلذ روی امت اد تا  قاار داده بز گونز seاای استفاده ام تابع فوق محور ب

+  و 2بااباا  Hدارای  se (>0 ne )مثبا آن بز سما نو  تا  با   در ا ن  اا ي نقاط بالای محور 

 تابع هو سا   گو ن . H(x) بز تابع  ود.مذ  -2در غتا ا نجورت باابا 

 در مواد ایزوتروپیک سازی ترکمدلروابط مربوط به  -1-9-1-1

( بااای  10-1 سامی با غنذ ساامی ناپتوساتز )در ا ن ب ش، تغتتاات ا جاد   ه باای  ک تقا ب

ای روی  اک ای ام تاا  لبازدهتم. با مورد ساادههادن ناحتز نزد ک راس  ک تا  را نشان مذم ل

 گتاد:هنتم. تقا ب  ک  م ا را بز دود مذ( آغام مذ 6-1  بکز  کنوادا مانن   ک  )

(1-16) 
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l

l

l

kkI
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1

  

مجموعز وابستز بز نو  تا   Jهای وابستز بز ب ش درونذ تا  و مجموعز گاه I(،  16-1 در رابطز )

( مشا ص  6-1 بز تاتتب باا دا ااه و ماباع در  اک  ) Jو  Iهای مجموعز با  . باای نمونز، گاهمذ

lو   Ibان . در ا ن رابطز   ه
kC همچناتن در ا ان رابطاز، عباارت اول  ان .درشات آمادی گاهذ اضافذ

مابوط بز المان مح ود هلاستک مذ با   و عبارت دوم باای غنذ سامی المان ها ذ هز تا  آن ها را 

قطع نموده اسا؛ استفاده مذ  ود. عبارات سوم شنا غنذ سامی المان های حاوی نو  تا  بز هار 

هاای با ا  هاز ام شابجا ذناو  تاا  مذ توابع شابجا ذ دوبع ی نزد اک lF(x)باده مذ  ود. توابع 

 بتان دواه    . در ادامزها آ  . تعار ف دقتق ام ا ن مجموعزنزد ک نو  ب سا مذ

 
 ( تاهذ هز با روی  بکز قاار ن ارد. 6-1 ک  ) 
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 اود تاا بنتاا ن های اطااف نو  تا  ام طا ق تاابع تکتناز انجاام مذسامی دارشذ در گاهغنذ

های اطااف نو  تا  پت ا هن . عبارتذ هز ا جاد حالاا تکتناز در ي واقعذ شابجا ذتطبتق را با  اا 

 نما  نقاط اطااف تا  مذ
2

sinr
 با   هز مذ) θ , r (  م تجات قطبذ نقاط اطااف نو  تا  در

 دستگاه م تجات قطبذ واقع در نو  تا  اسا. 

 اود فز مذسامی اضاها عبارات د گای نتز بز عبارت مابوط بز تکتنزشوابالبتز باای افزا ش دقا 

ضااا ب موقعتا آن نقاط و  های نقاط اطااف نو  تا  باحسببتن شابجا ذ زهز ا ن عبارات ام رابط

 محلاذ های شابجا ذ با حسب م تجات قطبذا ن عبارت. آ ن در نو  تا  بز دسا مذ ش  ت تن

( r , θ )، [:20]  وددر نو  تا  بز صورت م ا بتان مذ 
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(1-17)  

 [:20] تعا ف مذ  ون  بز صورت م ا κو  μ ضاا ب   ت تنش و IIKو  IKهز 

 

 

 

 

 

(1-18) 
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ای باز شملازچنار در ننا اا تاابع دهن .هز متاد ن بالا را پو ش مذمذ با ن  توابعذ  lF(x) توابع

 [:20] گتادمورد استفاده قاار مذ تا   های اطااف نوسامی گاهصورت م ا باای غنذ

(1-10) 










2

cossin,
2

sinsin,
2

cos,
2

sin)},({ 4

1








 rrrrF ll

 

 ( مذ با ن .  7-1 ، مانن   ک  )م تجات قطبذ محلذ در نو  تا  ( r , θ ) هز

 تنش صفحز ای

 هانش صفحز ای



32 

 

 
 

 

 

 

 م تجات قطبذ محلذ نو  تا  (.7-1 ک  ) 

 

( را ماورد بارساذ قااار  8-1حال موردی ام تا  ادتتاری با دو نو  نشان داده   ه در  اک  ) 

 [:19آ   ]سادگذ بز  ک  عمومذ م ا در مذ ( بز 16-1 تقا ب )دهتم، مذ

 

 

(1-99)   
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مجموعز  Iبا ن . و مجموعز های غنذ   ه باای نو  تا  اول و دوم مذمجموعز گاه 2Jو  1Jهز 

نتساتن .  2Jو  1Jها ذ اسا هز توسي تا  قطع   ه و نتز متعلق بز هاتچ ها ام ام دو مجموعاز گاه

x1)(همچنتن توابع 
lF  و(x)2

lF  ( مذ با ن . 10-1همان توابع رابطز ) 

 

 م تجات قطبذ محلذ روی ها دو  نو  تا  (.8-1 ک  ) 
 

 در مواد ارتوتروپیک سازی ترکروابط مربوط به مدل -1-9-1-9

رونا  تحلتا  ماواد  ،گاد ا در ماواد ا زوتاوپتاک بارساذ  ،سامی تا روابي مابوط بز م لهنون تا 

مذ با  . با ا ن  تکسامی تا  در ا ن مواد نتز مشابز مواد ا زوتاوپروابي مابوط بز م لو ارتوتاوپتک 

ساامی در ناو  تاا  در ماواد و بز تباع آن تواباع غنذ نزد ک نو های مماسذ شابجا ذتفاوت هز 

x r 
θ 
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های مماسذ واقعذ نزد اک ناو  و متا ان شابجا ذ با  .ارتوتاوپتک با مواد ا زوتاوپتک  کسان نمذ

مذ با تعا اف تواباع تنش در حومه نو  تا  در شسم دو بع ی ارتوتاوپتک در معاض بارگ اری عمو

)2,μ1,μ(θijf   و)2,μ1,μ(θig [59بجورت م ا اسا] : 

(1-92) 
),,(g

r2
K),,(g

r2
Ku 21

II

iII21

I

iIi 





  

 (1-91) 
),,(f)r2(K),,(f)r2(K 21
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 μ1,μ(θig,2(و   θijf)μ1,μ,2( ایبا  . توابع ماو ازمذ IIو  Iضاا ب   ت تنش مود  IIKو  IKهز در آن، 

 .[95] ان بتان   ه بز صورت م ا
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 بز صورت م ا تعا ف مذ  ون : kqو  kpمق ار 

(1-09) 2,1kaaap k1612

2

k11k    

(1-00) 
2,1ka

a
aq 26

k

22
k12k 




 

  ر شز معادلز مش جز م ا مذ با  : μو 

(1-05) 0aa2)aa2(a2a 2226

2

6612

3

16

4

11    

با ان  هاز بااسااس فااض تانش اعضاء ماتا س نامذ هاهش  افتز صفحز مذ ija ( 05-1 ) در رابطز

 با ن .مذ ijS نامذبجورت تابعذ ام ماتا س   ا هانش صفحز ای ایصفحز

(1-06) 
ijij Sa                  ,       6,2,1, ji  تنش صفحز ای             

(1-07) 

33

33

S

SS
Sa

ji

ijij       ,    6,2,1, ji  هانش صفحز ای              

چنار ر شز ا ن معادلز را مذ توان دارد.   تلي( چنار ر شز م 05-1  ود هز معادلز  ماره )ثابا مذ 

 :انو م ا بجورت 

 

(1-08) 

yx i 111         ,     
13    

yx i 222         ,     24    

( را پو اش 92-1در مواد ارتوتاوپتک توابعذ در نظا گافتز ماذ  اون  هاز متااد ن ) lF(x)توابع 

 تاا   هاای اطاااف ناوسامی گاهای بز صورت م ا باای غنذچنار شملزهز در ننا ا تابع دهن .مذ

 [:99] گتادمورد استفاده قاار مذ
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sinr,)(g
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(1-00)  

  آ ن .( ب سا مذ52-1( و ) 59-1ام روابي ) kθ و θkg)(هز 

(1-59) 22 )sin()sin(cos)(  kykxkg   

(1-52) 
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 توابع غنی سازی جدید  -1-9-1-4

سامی تا  در مواد ارتوتاوپتاک باا سامی باای م لای ش    ام توابع غنذ، مجموعزپا ان نامزدر ا ن 

 افتز ارائز   ه اساا. در روش پتشاننادی درشاز آمادی اضاافز مح ود توسعز استفاده ام روش المان 

ا ن قسما توابع غنذ سامی ش    معافذ   ه اساا در  با  .های قب  همتا مذ  ه نسبا بز روش

   هز بز بارسذ ا ن توابع پادادتز مذ  ود.

لاهتن ام تواباع پا از م اا اساتفاده االمان گاباای تحلت  تا  در مواد ارتوتاوپتک با روش ب ون 2رائو 

مت ان هاای شابجاا ذ  ها اضافز   ه اسا و بتان هادسامی پا زنمود، هز در آن، شملز آدا باای غنذ

 [:17داده مذ  ون  ]( با انجام محاسبات شبای توسي رابطز م ا پو ش 92-1رابطز ) حومه نو  تا 

(1-15)   ]sin)i1(cosRe[r,x,x,1)x(p 21

T    

نشاانگا ب اش  Re اون  و در دستگاه م تجات قطبذ بز ماهز نو  تاا  تعا اف ماذ θو  rدر آن، 

سامی بجورت ب ش حقتقاذ (، اگا شملز غنذ51-1حقتقذ  ک ع د م تلي اسا. با توشز بز رابطز )

 در نظا گافتز  ود. در ا نجورت، auxZش ر متغتا م تلي همکذ 

(1-95)       sinisincosrsin)i1(cosrZ aux   

 بجورت م ا نتز قاب  بتان اسا.  auxZمتغتا 

(1-05)  iaux ReZ   

 هز در آن،

 

 

(1-55)  

   


























sincos

sin
arctan

sinsincos)(g

),(rgR

22  

 با ن .مذ  auxZسامی، ب شنای حقتقذ و موهومذ ش ر توابع غنذ

____________________________________________________________________ 
1 B.N. Rao 
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(1-65)  
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cos)(grZRe

aux

aux











 

مورد استفاده قاار تا  های اطااف نو  سامی گاهای بجورت م ا باای غنذدوشملزدر ننا ا تابع 

 گتاد:مذ
(1-75)  









 )(g
2

sinr,)(g
2

cosr)},r(F{ 2

1ll 





  

بز توابعذ هز در گ  اتز ارائاز هز نسبا  ،( دو تابع مذ با   57-1 سامی رابطز )تع اد توابع غنذ

درشاز  8های اطاااف الماان ناو  تاا  های قبلذ، درشز آمادی گاهبا  . در روشمذان  همتا   ه

با توشز بز گساتاش تاا  و افازا ش های پتشاون ه، ب جوص در تا ا ن اما [. 99] افاافزا ش مذ

باا توشاز در روش ارائز   ه  . ودمذه  ستستم درشز آمادی   ه، باعث افزا ش سامی های غنذگاه

درشز افزا ش مذ  0بز مق ار  تا  المان  ام  نو گاه های درشز آمادی بز توابع غنذ سامی ش   ، 

 اب ، در نتتجز با گستاش تا  و انتقال نو  تا  بز المان های مجاور، در ننا ا درشز آمادی مسالز 

قبا  باز شانس مااده نسبا بز حالا قبلذ هاهش مذ  اب . همچنتن توابع ارائز   ه با دلاف تواباع 

 ارتوتاوپتک وابستز نمذ با ن  و ام ا ن شنا با توابع غنذ سامی مواد ا زوتاوپتک مشابنا دارد.

 تی برای انواع المانفس هاستخراج رابط -1-9-9

حاصا  ام  هاار سامه و 1انا ی هانشذ ه  در حالا الاستتک ام طا ق شمع( Π ) 2انا ی پتانست  ه 

 آ  . نتاوهای دارشذ ) متماهز, سطحذ و حجمذ ( بز دسا مذ

(1-58) 
 
i

i

T

i
s

T

v

T

v

T PuTdsufdvudv
2

1
  

نتاوهاای  iPنتاوهاای ساطحذ و  T نتاوهای حجماذ، f شابجا ذ، u هانش، ε تنش، σ فوق زدر رابط

اناا ی  زرابط ود با  . در المان مح ود استان ارد هز حجم، توسي تع ادی المان م ل مذمتماهز مذ

 :گاددپتانست  ه  با حسب مش جات المان بز صورت م ا ارائز مذ

____________________________________________________________________ 
1 Total Potential Energy 
2 Total Strain Energy 
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(1-50) 
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T PuTdLuftdAutdAC
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e

eee

e

e PTfU  

و در حالا دو بع ی با توشاز  با  ماده اسا هز متقارن مذ الاستتکماتا س  C، ( 50-1 ) زرابطدر 

 با  .ض اما المان مذ tگادد و ای مش ص مذای و  ا هانش صفحزتنش صفحزحلت  بز نوع ت

تذ المان را باز فتوان ماتا س سمذ ، ی هانشذ المانانا زان مح ود استان ارد ام طا ق رابطدر الم

 .دسا آورد هز بز صورت م ا اسا

(1-69)     


dBCBK
T

e
h
  

 :حاص  مذ  ودهانش  ذ( رابطز تقا ب 25-1 در تعا ف هانش ) ( 16-1 با شا گز نذ تقا ب )
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eε  و گاههانش در ها u های اطاااف هاا الماان گاه های مابوط بز درشات آمادی متناظاشابجا ذ

ای آن بز هو مولفز با   افتز مذسامی   ه توابع  ک  توسعزگااد ان متقارن گسستز [B]و  با  مذ

 صورت م ا اسا:
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تأثتا درشات آمادی افزوده  ،ا قب ارائز   ه در قسم سامی دارشذتوشز بز معتار غنذ فقي با   با

هنا  و نتز تفاوت ماذ [B] گافتز  ود. ل ا ابعاد ماتا سدر نظا  [B]   ه بز ها گاه در ابعاد ماتا س

 در نظا گافتز  ود. [B] باای ها نوع گاه با   سنم مناسبذ در ماتا س

آمادی دواه  دا ا و سانم  زدرش 1 ،سامی ن ا تز با   در حالا دو بع ینتام بز غنذ i اگاگاه 

 :بز صورت م ا دواه  بود [B] آن در ماتا س
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آمادی  زدرش 0ا تز با   در حالا دو بع ی ای واح  دسامی ام طا ق تابع پلزنتام بز غنذ j اگاگاه

  :آ بز صورت م ا بز دسا مذ [B] دواه  دا ا و سنم آن در ماتا س
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آمادی  زدرشا 29سامی ام طا ق تابع تکتن دا تز با   در حالاا دو بعا ی نتام بز غنذ k گاه اگا

 :بز صورت م ادواه  بود [B] دواه  دا ا و سنم آن در ماتا س

 

 

(1-67) 

 

 
 
  



















x,k

l

kk

y,k

l

kk

y,k

l

kk

x,k

l

kk

x,i

y,i

y,i

x,i

4,3,2,1lk

)x(F

)x(F

0

)x(F

0

)x(F0

0B

















 

بناباا ن سنم  ها سز نوع هلذ گاه بز طور ش اگاناز در روش الماان محا ود توساعز  افتاز، درون 

 های اطاافبز نوع گاه هز با توشز ،( 67-1و  66-1و  65-1 روابيبز دسا آورده    )  [B] ماتا س

را باای آن المان ب سا آورد. البتاز ا ان امکاان وشاود دارد هاز  [B]توان ماتا س هلذ ها المان مذ

های م تلف با   ولذ چون های اطااف ها المان با توشز بز موقعتا نسبذ آن المان و تا  ام نوعگاه

 توان مااتا س هلاذل ا بز راحتذ مذ ،متناظا با آننا همواره  کسان اسا [B]تع اد سطاهای ماتا س 

[B] بااای  9 × 8 توانا  امسامی داارشذ مذمابوط بز ها المان را بز دسا آورد هز ابعاد آن در غنذ
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 (69-1) زرابطسپس ام طا ق  متغتا با  . ان ه نو  تا باای المان درباگت 9 × 09 تاالمان معمولذ 

 گادد.مابوط بز آن المان مش ص مذ ماتا س سفتذ

در  نقااط باداورد تاا  باا اضالاع الماان سامی دارشذ م تجات و درشاات آمادیدر روش غنذ

 ز اود و تنناا درشاات آمادی اضاافنمذتذ ها  الماان وارد فو در نتتجز در ماتا س س [B]ماتا س 

 .هن ای در اثا تا  را فااهم مذهای بتشتا گاههای اطااف المان امکان شابجا ذمنتسب بز گاه

تا  دورده هاز پاس ام تقساتم بنا ی  صفحزهای داد  المان ها  ک امتذ فع ماتا س سام شم

 .تذ ه  را بز دسا آوردفتوان ماتا س سان  مذز دسا آم هالمانذ ب

(1-68) 
e

eKK  

باای  8× 8 ام ،با  مذ [B]تذ المان هز وابستز بز ابعاد مااااتا س فب  نذ اسا ابعاد ماتا س س

توانا  ماذساامی داارشذ روش غنذدر  ان ه نو  تا باای المان درباگت 09 × 09 تاالمان معمولذ 

بااای هاا ناوع تذ فب  اثبات اسا هز همواره ماتا س ساما ام لحاظ ر اضذ بز راحتذ قا ؛متفاوت با  

 . ودتذ ه  نتز متقارن مذفس المان متقارن دواه  بود هز در نتتجز ماتا س

 جزئیات کاربردی -1-9-4

( و متنتمم هاادن اناا ی پتانسات ،  50-1( در معادلز انا ی پتانست  )  62-1با شا گ اری معادلز ) 

 :آ  بز دسا مذ م ا دستگاه معادلات با اساس روش المان مح ود توسعز  افتز بز فام هلذ 

(1-60) extfuK   

K با  ،ماتا س سفتذ ه  م ل اسا هز متقارن مذ u ای اساا هاز در آن، مجناولات گااه بادار

( و درشاات آمادی  گااه هاا  yو  xشابجا ذ در شناا  مجنولات مابوط بز درشات آمادی استان ارد )

 باادارنتاز   ext f صورت متوالذ قااار گافتاز اساا. ( بز وشوددر صورت  سامی ها گاه )ماتبي با غنذ

 نتاوهای مکانتکذ و نتاوهای حاارتذ اسا. و  ام  با  ها مذنتاوهای دارشذ اعمال   ه بز گاه

(1-79) thmext fff   
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  ود:باای ها گاه بز صورت م ا تعا ف مذ  ext fعبارت 

(1-72)  ;f;f;f;f;f;ff 4b

k

3b

k

2b

k

1b

k
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j
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i

ext   

 هز در آن:

(1-71)  
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(1-79) 
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 سازیانتخاب گره برای غنی -1-9-4-2

هاا سامی مناسب باای آنها و متعاقب آن تعتتن نوع غنذشنا تش تص موقعتا نسبذ تا  و المان

 ود هاز مش ص مذ . در ا ن ب ش[15] استفاده   ه اسامجموعز بادارهای ماتبز ای های ام روش

آ ا تا  بز صورت هام  المانذ را با  ه،  ا ا نکز نو  تا  در داد  المان اسا و  ا هلا تاا  دور ام 

های اطاااف آن الماان تشا تص داده مناسب باای گاه سامیغنذ با   و  با مبنای آن، نوعالمان مذ

دستگاه م تجاات متعاما   ام روش پا ان نامز، اب . در ا ن ها افزا ش مذ ود و درشات آمادی گاهمذ

ماهز م تجات محلاذ  ( 0-1)  ود. در ا ن روش مطابق  ک  استفاده مذ ( ψ - ϕ)  محلذ نو  تا 

(  ψ)  را در راستای تا  و باز ساما داارج ام آن و محاور(  ϕ )  محوردر نو  تا  قاار مذ گتاد، 

  ود.بز صورت راستگاد تعا ف مذ ϕ عمود با

 (ψ 0>)مقا ار  های پاا تن محاور،و گاهمذ با ن   (ψ 0 <)، دارای (ϕ )های بالای محور تمام گاه

  (ϕ 0<)هاای ساما راساا، دارای و گاه ( ϕ 0 >)، دارای (  ψ  )های سما چپ دارن . همچنتن گاه

 با ن . مذ
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)(دستگاه م تجات متعام  محلذ  نو  تا  (. 0-1 ک  )    

 

الماان توان تش تص داد هز آ اا تاا  ام های اطااف ها المان مذدر گاه ψو  ϕبا توشز بز علاما 

 در هاگاه م تجات تمامرا باش داده و  ا نو  تا  درون آن واقع اسا.  آن فاصلز دارد  ا ا نکز هاملا

 ود و سپس در ها الماان مقا ار بتشاتا ن و همتاا ن محاسبز مذ(  ψ - ϕش    )  م تجات محلذ

 گادد. تعتتن مذ ψو  ϕمق ار 

هوچکتا ام  max ϕ(، و  max . ψ  minψ  0 >)هوچکتا ام صفا  max ψدر  min ψ اگا در المانذ حاصلضاب

 هاایدرشاات آمادی گااه بااای افازا ش در نتتجز، هن تا  در دو نقطز المان را قطع مذصفا با  ، 

 0بز  1آمادی ام  درشات انجام مذ  ود و تع اد ای واح سامی بز روش تابع پلزغنذ ،المانا ن اطااف 

( و  max . ψ  minψ  0 >) هاوچکتا ام صافا max ψدر  min ψ اگاا حاصلضاابهمچناتن .  ابا افزا ش مذ

حاوی نو  تاا   آن المان(،  max . ϕ  minϕ  0 >)نتز هوچکتا ام صفا با    xma ϕدر  min ϕ حاصلضاب

 ا   دو  ا چن  المان بز طور همزمان  اط آدا را ارضاء هنن  هز در چنتن  اا طذ بااای مذ با  . 

هاا و ، با توشز بز م تجات ا ان گاههای مش ص   ههای المانپس ام  ناسا ذ گاه ،تش تص دقتق

در ننا ا بارسذ مذ  ود هز نو  تا  در ه ام المان واقع   ه اسا، موقعتا نو  تا , همچنتن 

 هاای اطاااف آن الماان درهز گاه ،گاددتننا  ک المان هز نو  تا  درون آن قاار دارد مش ص مذ

  اب . افزا ش مذ 29بز  1 ود و درشات آمادی آننا ام توسي تابع تکتن غنذ مذسامی غنذ
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علاوه با  اا طذ هز تا بز حال ارائاز گاد ا ه، های درونذ، المان زعباای قاار گافتن گاه در مجمو

المانذ اطاااف  زمجموع ، اط د گای نتز با   باقاار با  . وقتذ تا  المانذ را در دو ناحتز قطع هن 

و  2A د گا تا و در سما 1A سطح در  ک سما تا  ه ود. اگا ان امو ناحتز تقستم مذآن گاه بز د

 تعا ف اسا.قاب  ( 29-1)  های م ا طبق  ک  با  ، نسبا A المانذ آن گاه زسطح ه  مجموع

(1-75) 

A

A
r 1
1       ;     

A

A
r 2

2   

ح ف های درونذ المان زآن المان ام مجموعبا  ،  29-0 هوچکتا ام 2r  ا 1rاگا ها  ک ام نسبتنای 

ها حاصلز را توان سطح ها  ک ام المانها مذبن ی المانپس ام تقستم ( 29-1 )مطابق  ک   ود. مذ

سامی دارشذ را محاسبز هاد و معتار غنذ 2r ا   1r( مق ار  57-1 ) زتوشز بز رابطا بز دسا آورد و با 

 ها را بارسذ نمود.المان های اطاافگاه

       

 )ب(                                                     )الف(                                  

 نسبا بز موقعتا تا  ،تقستم سطح مجموعة المانذ بز دو سطح (29-1 ک  ) 
 

های مشتا  بتن چن  المان ممکن اسا ام نظا ها المان درشاات آمادی با توشز بز معتار فوق گاه

تعا اد  بتشاتا ن افتز، المان مح ود توسعز  روشتوشز بز اصول متفاوتذ هسب هن ، در ا ن موارد با 

  ود.آمادی باای آن گاه در نظاگافتز مذدرشات

سامی روش مناسب باای غنذ ،ها ها و افزا ش تع اد درشات آمادی آنگاه پس ام تش تص وضعتا

هاای سامی مناسب باای گاهذغنتوان ا مذهدر گاه  Hبا ب سا آوردن مق ار   ود. ها مش ص مذآن
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فاصلز تاا ناو  (  8-1)  نتز مطابق  ک  آمادی  زدرش 29های انجام داد. باای گاه آمادی را زدرش 0

هاا انجاام ساامی مطلاوب بااای ا ان گاه ود و غنذتعتتن مذ( θ ) و ماو ز با امت اد تا (  r ) تا 

سامی آننا و پارامتاهای مورد نتام شنا غنذ هاگادد. در پا ان ا ن قسما تع اد درشات آمادی گاهمذ

 .گاددمش ص مذ

 مثلث بندی دلانی -1-9-4-1

با ا  هاز روش هاای   کذ ام مسائ  ق  مذ و هلاستک هن سز محاسباتذ مثلاث بنا ی دلاناذ ماذ

محققان باای آن ارائز گاد  ه اسا. مثلث بن ی دلانذ، نوعذ مثلث بن ی اسا هز در  م تلفذ توسي

(   اط دا اه محتطاذ  ام  هتچ راسذ ام رئوس مثلث های د گا نبا   ) محتطذ ها مثلثآن دا اه 

  دواه  بود. و واضح اسا هز ا ن نوع مثلث بن ی  کتا

 اام   دا اه محتطذ ها مثلث( مش ص   ه اسا. در  ک  )الف(  22-1همانطور هز در  ک  ) 

،   0،  2با رئاوس )  دا اه محتطذ مثلثنمذ با  ، در  ک  )ب(  هتچ راسذ ام رئوس مثلث های د گا

 با  .گتاد هز ا ن حالا صحتح نمذرا نتز در با مذ 1( رأس  5

            
 )الف(                                                                          )ب(

 های دلانذ( . رسم مثلث22-1 ک  ) 
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افتن  و ها نقطز ام چن  ضلعذ فقي و هتچ دو مثلثذ روی هم نمذای اسا هز، مثلث بن ی بز گونز

 ده .ها، چن  ضلعذ اولتز را تشکت  مذگتاد. بز عبارت د گا، اشتماع مثلثفقي در  ک مثلث قاار مذ

سامی باز روش تاابع وقتذ تا  المانذ را در دو ناحتز قطع هن  و باای گاه اطااف آن  اا ي غنذ

  ود.د، مجموعة المانذ اطااف آن گاه بز دو ناحتز تقستم مذای واح  ا جاد  وپلز

 
 های استفاده   ه باای المان با  ه   ه با تا ( مثلث21-1 ک  ) 

 

هاای هاوچکتای ( لامم اسا تا ا ن المان باز مثلث21-1در  ک  ) ABCDباای مثال، باای المان 

بن ی باای ( ا ن مثلث29-1پ  اد. در  ک  )ها صورت گتای روی ا ن م ادامنزتقستم   ه و انتگاال

 المان نو  نشان داده   ه اسا.

گتاد، شنا دستتابذ بز نتا ج صاحتح، ها صورت مذگتای روی ا ن مثلثام آنجا هز عم  انتگاال 

نقطز گاوسذ در  29هنتم. در ا ن رسالز، سامی گاوسذ ماتبز بالاتا استفاده مذها، ام مابعدر ا ن مثلث

هاای با ا ه  ا ه نقطز گاوسذ در ها مثلث هوچکتا در المان 9لث هوچکتا باای المان نو  و ها مث

 استفاده   ه اسا.

 های بادورد هاده با تا  بز صورت م ا اسا:گتای ع دی باای المانرون  انتگاال

 های هوچکتابن ی دلانذ باای تشکت  مثلثا جاد مثلث .2

های نقاط گاوسذ محاسبز   ه و بز ستستم باای ها مثلث هوچکتا، م تجات و ومن .1

 م تجات اصلذ منتق    ه اسا.
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 های استفاده   ه باای المان نو  تا ( مثلث29-1 ک  ) 

 

 جاییمحاسبه میدان جابه -1-9-5

در مااح  قب  ب سا آم ه اسا، با توشز باز  ext fو بادار نتاو  Kتذ ه  با توشز بز ا نکز ماتا س سف

 شا ذ را ب سا آورد.( مذ توان مت ان شابز 60-1 معادلز )

(1-76)      ext1
fKu
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 فج  سوم

 

 

کنش روش انتگرال برهم

برای تحلیل شکست مواد 

 مرکب
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 مقدمه -9-2

های تحلتلذ و ع دی باای ب سا آوردن پارامتاهاای  کساا در ماواد ارتوتاوپتاک تاهنون روش

هنش  ک روش هارآم  باای محاسبز پارامتاهای  کسا ) ضااا ب  افتز اسا. انتگاال باهمگستاش 

هنش بااای انتگااال بااهم با  ؛ در ا ن فج ، روشهای دطذ مذدر ستستم ( Tو تنش    ت تنش

های همکذ، با  ک رهتافا واحا  و قابا  توساعز بااای های م تلف مت انارتوتاوپتک و انت اب مواد

های پا ستار همااه با هاارباد ا ن روش با پا ز انتگاال .گاددها فامولبن ی مذدطذ مت انهنش باهم

 .با  های همکذ توسعز  افتز اسا و  ام  روابي اساسذ مکانتک شام ات مذمت ان

هنش نتاممن  استفاده با استفاده ام انتگاال باهم Tو تنش  محاسبز پارامتاهای ضاا ب   ت تنش

  ان هانش و مت ان تنش اسا.همکذ نظتا مت ان شابجا ذ، مت هایام مت ان

 کنشبندی انتگرال برهمفرمول  -9-1

هنش دو حالا بارگ اری مستق  و قاب  قبول باای سامه حاوی هنش در واقع عبارت باهمانتگاال باهم

آ ا . در ا ان ب اش رونا  ب ساا آوردن های پا ستار الاستتستتز پ    مذهز در انتگاال ،تا  اسا

 . ودانتگاال م هور بارسذ مذ

 [:0] باای  ک تا  ب ون اعمال نتاو بز سطو  آن، بجورت م ا اسا  Jفام معمول انتگاال 

(9-2) 



ss

sjiijj dnuWJ )( 1,1
0

lim   

چگاالذ  Wبادار  کز و عماود رو باز داارج منحناذ و  jn ،تغتتامکانهای بادار مولفز iuدر ا ن رابطز 

 انا ی هانشذ مکانتکذ بجورت م ا اسا:

(9-1) 
)(

2

1

2

1 th

ijij

m

ijij ij
eW    

های سطح بجورت ع دی، مناسب اساا انتگااال دطاذ فاوق ب لت  محاسبز آسانتا و دقتقتا انتگاال

 ای معادل نو تز  ود.بجورت  ک انتگاال ناحتز

  ود:ای معادل انتگاال هانتوری م ا تعا ف مذبز  ک فام ناحتز Jباای تب    فام هانتوری انتگاال 
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(9-9)   qdmuWI jiijj )( 1,1   

 )  عناذ .با ا مذ Γ بادار  کز و عمود رو بز دارج هانتور imو   Γ sΓ̵   ++ ΓoΓ = Γ +-هز در آن، 

in = im  رویoΓ و in-=  im روی sΓ  ،در ا ن رابطز )q   مق ار  هز تابع ومنذ دل واه و همواری مذ با 

 هن .تغتتا مذ  oΓ روی q = 0 تا sΓ روی q = 1ام آن 

 
 [92] ایبز فام ناحتز Jتب    فام هانتوری انتگاال ( 2-9) ک 

 

 :[92عبارت م ا ب سا مذ آ  ] (9-9با ح گتای ام رابطز )

(9-0) 















































so
s

so
s

so
sss

qdmuWqdmuW

qdmuWqdmuW

qdmuWqdmuWI

jiijjjiijj

jiijjjiijj

jiijjjiijj

)()(lim

)()(lim

)(lim)(limlim

1,11,1
0

1,11,1
0

1,1
0

1,1
00







 

رابطز فاوق  اض ب ون تنش بودن سطو  تا ،اسا و ف q = 0مق ار  oΓو با توشز بز ا نکز روی مام  

 : ودبجورت م ا ساده مذ

(9-5) 



s

ss

qdmuWIJ jiijj )( 1,1
00

limlim   
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ای معادل بجورت م اا ب ساا انتگاال ناحتز q با هارباد قضتز د ور انس و با توشز تغتتاات تابع ومنذ

 آ  .مذ

(9-6)  
A

jjiij
A

jjiij qdAWudAqWuJ ,11,,11, )()(   

باای اعماال همزماان  Jناحتز محجور بز منحنذ اسا. باای  ک ستستم دطذ، انتگاال  A هز در آن،

 :های اصلذ و همکذ بجورت م ا قاب  بتان اسابارگ اری

 

 

(9-7) 
qdAuu

dAquuJ

jA
j

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

A
jj

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

s

,

11,1,

,11,1,

))((
2

1
))((

))((
2

1
))((





























 

انتگاال فوق را بز تاتتب تنش ، هانش و شابجا ذ در مت ان همکذ مذ با ن .  auxuو  auxσ  ،auxεهز 

 توان بز صورت م ا تجز ز نمود: مذ

(9-8) MJJJ auxs   

 گادد:بجورت م ا تعا ف مذ auxJ هز در آن

(9-0)     qdAWudAqWuJ
jA

j

auxaux

i

aux

ij
A

jj

auxaux

i

aux

ij

aux

,
11,,11,     

 هز در آن:

(9-29) aux

ik

aux

ik

auxW 
2

1
  

 [:92]  ودنتز بجورت م ا حاص  مذ Mهنش انتگاال باهم

(9-22)  
A

jji

aux

ij

aux

iij
A

jji

aux

ij

aux

iij qdAWuudAqWuuM ,1

int

1,1,,1

int

1,1, )()(   

  ود:هنش اسا و بجورت م ا تعا ف مذتابع چگالذ انا ی هانشذ مکانتکذ باهم intWن هز در آ

 

 

 

 (9-21) 

 m

ik

aux

ik

aux

ikikW  
2

1int
 

kl

aux

kl

aux

ijklijkl

aux

ijklijkl

aux

ijij CC       ,    klijijkl CC   

aux

ikikW int  
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هاای تاوان بجاورت عبارتهنش را مذهای همکذ، فام عمومذ انتگااال بااهمبستز بز انت اب مت ان

 .تا و قاب  تفستا بتان نمودساده

هنش بااای ماواد (  ام  دو عبارت ش اگانز اسا. انتگااال اول معاادل انتگااال بااهم 22-9رابطز ) 

همگن اسا. عبارت دوم  ام  مشتقات صا ح نسبا بز م تجز مکانذ اسا. ا ن نکتز قاب  ذها اسا 

با اعمال مشتق در انتگاال دوم و  .های مکانذ نتستن هز در مواد همگن، دجوصتات ماده تابع م تجز

هانش باز های اصلذ و همکذ، انتگااال بااهمو روابي سامگاری مت ان 0ij,jσ= بز رابطز تعادل با توشز

 :آ  صورت م ا ب سا مذ

(9-29)  
A

jji

aux

ij

aux

iij dAqWuuM ,1

int

1,1, )(   

هاا ب ساا آما ه اسا، هز در فج  قب  باای تماامذ گاه های بادار تغتتامکانمولفز iu در ا ن رابطز

 ijσ( مق ار تنش 19-1( و )25-1و شا گ اری در روابي ) بادار تغتتامکانهای مولفزاسا. و با توشز بز 

 .در ادامز معافذ مذ  ون های همکذ نتز شا ذآ  . مقاد ا تنش و شابزنتز ب سا مذ

 ضرایب شدت تنش -9-9

 مث  ،پارامتا های تنش و هانش حومه نو  تا  با  کهای ماسوم مکانتک  کسا، مت اندر تئوری

گادد. ام طاف د گا عملا  ک ناحتز ، ضا ب   ت تنش و  ا بام  گذ سطح تا  تعتتن مذ Jانتگاال

آ   هز هارباد پارامتاهای ذها  ا ه، باز انا امه نسابذ ا ان ناحتاز پلاستتک در نو  تا  بوشود مذ

هاز بجاورت هوچاک باودن ناحتاز  - 2بستگذ دارد. با فاض باقااری  ااا ي ناحتاز تسالتم هوچاک

های مش جز سامه دارای تا ، مث  طول تا ، طاول ساامه در راساتای ا سز با طولپلاستتک در مق

تاوان  کذ ام پارامتاهای ذها  ه بعنوان  ک دجوصتا مااده را مذ - ود تا  و ض اما تعا ف مذ

 های حومه نو  تا  بکار باد.باای توصتف مت ان

تاا  در  اک پتوساتار شاما  طور هز در فج  قب  بتان گاد  ، مت ان تنش در حومه نو  همان

 بجورت م ا اسا:
____________________________________________________________________ 

1 small-scale yielding (SSY) 
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(9-20) 
),,(f)r2(K),,(f)r2(K 21

II

ij
2

1

II21

I

ij
2

1

Iij 


  

 ضرایب شدت تنش های کمکیمیدان -9-9-2

 و تانش auxε ، هاانش auxu های همکذ شابجاا ذهنش نتاممن  هارباد مت انبکارگتای انتگاال باهم

auxσ و تنش   ب   ت تنشاضا –های همکذ م هور با حسب نوع همتا مورد محاسبز اسا. مت ان

T –  های همکذ را مذ های همکذ وشود دارد. مت انهای م تلفذ باای مت انانت اب . ودتعا ف مذ

های همکذ انت ابذ ها ساز قاانون بطور معمول مت ان ،توان بجورت تحلتلذ و  ا ع دی در نظا گافا

 .نما ن مکانتک شام ات را ارضا مذ

ا  ب ساا ارتوتاوپتک با در نظاگافتن دجوصتات مااده در ناو  تاهای م هور باای مواد مت ان

های م تجات دهارتذ در  ک پتوستار دو بع ی مواد ارتوتاوپتک و دستگاه ( تا 1-9آ ن .  ک  ) مذ

 ده .و قطبذ نو  تا  را نشان مذ

 
 قطبذ نو  تا  های م تجات دهارتذ ودو بع ی  ام  تا  و دستگاهپتوستار  (1-9 ک  )

 

 : ون های همکذ شابجا ذ و تنش بجورت م ا در نظا گافتز مذمت ان

 

(9-25) 
),,(f)r2(K),,(f)r2(K 21

II

ij
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1
aux

II21
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(9-26) 
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Ku 21

II
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II21
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auxهز در آن 
IK  وaux

IIK   ضاا ب   ت تنش مودهایI  وII  2( ایماو ازتوابع با ن . مذ,μ1,μ(θijf   و

)2,μ1,μ(θig  ان .در فج  قب  معافذ گاد  ه  

 استخراج ضرایب شدت تنش -9-9-1

 [:92] بجورت م ا قاب  بتان اسا IIKو  IKو ضاا ب   ت تنش هنش باهم رابطز بتن انتگاال

(9-27) aux

IIIIII

aux

I

aux

III

aux

II KKcKKKKcKKcM 221211 2)(2   

 

 

 

(9-28) )Im(
2

)Im(
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)
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21

2122
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a
c

aa
c

a
c

 

(  07-1 و ) ( 06-1 در روابي )با ن  هز اعضاء ماتا س نامذ هاهش  افتز مذ ija بالا در رابطز

 بتان   ه اسا. در فج  قب نتز  μو مق ار  بتان گاد  ه ان  ijSبجورت تابعذ ام ماتا س نامذ 

با ح  رابطز  IIKو  IK( ضاا ب   ت تنش  IIو مود  Iهای همکذ ) مود با انت اب مناسب مت ان

 آ  .م ا ب سا مذ

 

(9-20) )1,0(2

)0,1(2

2212

)2(

1211

)1(





aux

II

aux

IIII

aux

II

aux

IIII

KKKcKcM

KKKcKcM
 

 ب سا مذ آ  . IIK و IK مقاد ا M(2) و M(1) مجنول بالا با حسببا ح  دو معادلز ، دو 

 

 

(9-19) 2

122211

)1(

12

)2(
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2

122211

)2(

12

)1(

22

4

2

4

2

ccc

McMc
K

ccc

McMc
K

II
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 Tتنش  -9-4

همانطور هز ا اره    با فاض باقااری  اا ي ناحتز تسالتم هوچاک،  کاذ ام پارامتاهاای ذها ا ه 

بعنوان  ک دجوصتا ماده را مذ توان باای توصتف مت ان های حومه نو  تا  بکار باد. اما با فاض 
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های حومه نو  تاا   اک پاارامتا هاافذ بزرگ بودن ناحتز پلاستتک نو  تا ، باای تعتتن مت ان

تسا. ام ا ناو، مطالعات تجابذ و ع دی باای توصتف ا ن مت ان ها با دو پاارامتا انجاام  ا ه اساا. ن

  مذ با  . T کذ ام همتا ها ذ هز بعنوان پارامتا دوم  کسا مطا  اسا؛ تنش الاستتک 

ای ام تنش با مق ار ثابا اسا هز در شبنز تا  و موامی با سطح تا  اعمال مذ  ود و مولفز Tتنش 

 ک  و ان امه ناحتز پلاستتک نو  تا  و چقامگذ را هنتال مذ هن . بعالاوه، روی پا ا اری مساتا 

ر   تا  اثا قاب  توشنذ دارد. ب  نذ اسا هز تحلت   کسا باا دو پاارامتا اطلاعاات هااملتای در 

مورد نحوه گست تگذ سامه را ب سا مذ ده . بنااباا ن متا ان تانش در حاومه ناو  تاا  در  اک 

 :تار شام  در ا ن حالا بز ا ن صورت تعا ف مذ  ودپتوس

 

(9-12) j1i121

II

ij
2

1

II21

I

ij
2

1

Iij T),,(f)r2(K),,(f)r2(K  


 

 Tمولفز تنش غتا تکتن اساا. تانش  T با   ومذ IIو  Iضاا ب   ت تنش مود  IIKو  IKهز در آن، 

ماو ز  اوع و ر   تا  در بارگ اری مود م تلي تأثتا دارد. همچنتن پا ا اری مساتا تاا  در  روی

 گتاد. قاار مذ T تحا تأثتا تنش I بارگ اری مود

 Tتنش  کمکی هایمیدان  -9-4-2

توان بجورت تحلتلاذ های همکذ را مذهای همکذ وشود دارد. مت انهای م تلفذ باای مت انانت اب

 و  ا ع دی در نظا گافا. 

 
 اعمال  ک بار نقطز ای بز نو   ک تا  نتمز بذ ننا ا  (9-9 ک  )
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 بتننا اا نتماز تاا   اک نو  بز ای نقطز بار  ک اعمال ام حاص  هایمت ان Tتنش  محاسبز باای

 گافتاز نظاا در تانش و هاانش شابجا ذ، همکذ های مت ان بعنوان همگن ننا ا بذ محتي در واقع

 [:59ح  م هور بطور تحلتلذ و بجورت م ا باای مواد ا زوتاوپتک قاب  بتان اسا ].  ون مذ
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(9-19) 
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(9-10) 
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(9-15) 



 sincos2
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(9-16) 
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22 sincos
r

faux   

 1x نتز م تجز dگادد. نتاوی متماهزی اسا هز بز نو  تا  و در راستای آن اعمال مذ  fهز در آن 

 .ای اسا هز در راستای ا ن محور مقت    ه اسانقطز

در مواد ارتوتاوپتک دو د ا گاه وشاود دارد هاز در اداماز د ا گاه  Tباای تعا ف مت ان همکذ تنش 

 ل نتتسکذ توضتح داده مذ  ود:

 دیدگاه لخنتیسکی -9-4-1

باای تغتتا  ک  دو بعا ی ام  اک را  2099 مو  لتشو لذ در سالرو کاد  امول بن ی ل نتتسکذف

 ایصفحزم تجات  بزتننا ها تنش هز ،اساهاده اسا و فاضدادهتعمتم  شسم الاستتک ناهمسانگاد

 اساای استفاده   ه  ههمکذ  نادتز تنش  هایمت ان امبن ی ل نتتسکذ امولفدر بستگذ دارد. 

های همکذ، با توشاز باز م تجاات تنش .ان تعتتن گاد  ه نتز شابجا ذ همکذهای مت انو مشتقات 

 :[1] داده   ه اسا بز صورت م ا، ( r , θ )قطبذ 
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 همگن نامح ود تکارتوتاوپ صفحز نتمز بذ ننا ا در تا  ام  اا ي تعادل باای  ک Bو  Aبا واث

باز  Yو  Xاصالذ معادلات تعادل با توشز باز م تجاات دهاارتذ ( تعتتن مذ  ون . 0-9مانن   ک  )

 صورت م ا اسا:

 

 

(9-10) 
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 نتاوی نقطز ای اعمال   ه بز نو  تا  در راستای تا  در صفحز ارتوتاوپتک بذ ننا ا  (0-9  ک  )

 

 مت ان های همکذ تنش با توشز بز م تجات اصلذ بز صورت م ا اسا:
 

 

(9-99) 
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باز م تجاات  نساباشابجا ذ، مشتقات شابجا ذ  - هانش و روابي هانش - تنش روابي با استفاده ام

 [:59] مذ آ  بز دسا  بز  ا  م ا اصلذدهارتذ 
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 هز در آن:

  2

6612

23

22

2

12

4

111 cossin)aa2(cossinacossinasincosa)(H 
      

(9-91)  cossinacosa)(H 2

12

3

112 
 

را ماننا  ضااا ب  ا ت  Tبا توشز بز مت ان های همکذ ارائز   ه در ا ن روش مذ توان مق ار تنش 

 تنش ب سا آورد.

 : Tتنش  استخراج -9-4-9

 در مواد ا زوتاوپتک بز صورت م ا اسا: Mانتگاال  و T تنش رابطز

(9-99) 




 ET
f

ME
T tip

 

باای حالا تنش صفحز ای و  E  =*Eهز در آن 
)1(

E
2

  =*E  باای حالا هانش صفحز ای مذ

 با  .

 [:92در مواد ارتوتاوپتک نتز بز صورت م ا اسا] Mانتگاال  و T تنش رابطز

(9-90) 

11

tip

1

11 a

T

fa

M
T




 

 مق ار تغتتا دمای نو  تا  مذ با  . tipTΔمعافذ گاد  ه اسا و  1در فج   λمق ار 
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 مثال های عددی -9-5

موضوع مورد بحث در ا ن قسما ، بارسذ رفتار تا  در مواد ا زوتاوپتک و ارتوتاوپتک تحا بارهای 

با  ، هز ام روش ع دی المان مح ود توسعز  افتاز باز بارساذ رفتاار تاا  پادادتاز و مکانتکذ مذ

محاسبز مذ نما  . در ا ن قساما بااای بارساذ در حالا استاتتکذ را  Tو تنش  ضاا ب   ت تنش

 تکنو تز   ه، ابت ا مسائ  ا زوتاوپتک آورده   ه و سپس مسائ  ارتوتاوپ MATLABدرستذ بانامز 

 ح    ه اسا و با نتا ج د گا مقالات مقا سز گاد  ه اسا. 

ای فاض   ه اسا و همچنتن مق ار ضاا ب   ت تانش  اا ي صفحز پا ان نامزا ن  در تمام مسائ 

IK  وIIK  بع    ه ان . در تمامذ مسائ  مق ارمطابق فامول م ا بذ ( α ماو ز ناهمسانگادی با راستای )

 .((5-9) ک  ) ( ماو ز تا  با راستای افق در نظا گافتز   ه اسا β افق و )

1در صفحات دارای تا  ماهزی، مق ار 
InK  1و

InIK ب   ت تانش ماباوط باز ناو  تاا  اولاضا  

2و  )سما چپ(
InK  2و

InIK  و  مذ با ا . )سما راسا( دوم ضاا ب   ت تنش مابوط بز نو  تا

1T  مق ار تنشT  2در نو  تا  اول وT  مق ار تنشT .  در نو  تا  دوم مذ با 

 
 صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  ماهزی تحا تنش( 5-9 ک  )

 

(9-95)  a

K
K I

In     ,   
 a

K
K II

IIn   

w 

h 
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 یک در حالت استاتیکیترک لبه ای برای ماده ایزوتروپ -9-5-2

 h=  26واحا  و ارتفااع  w=  7بز عنوان اولتن مثال در ا ن ب ش،  ک صفحز ا زوتاوپتک باا عااض 

واح  اسا، صفحز تحا  a=  5/9ای بز طول رای تا  مستقتم لبزهز داواح  در نظا گافتز مذ  ود، 

  siP 6 29 =Eو ما ول الاستتساتتز  υ=  9/9( (. ضا ب پواسون 6-9قاار دارد )  ک  ) σتنش ثابا 

 ای فاض   ه اسا.مذ با   و حالا تنش صفحز

 
 )الف(                                   )ب(                                       )ج(                      

ای تحا تنش )الف( هن سز و بارهای وارده )ب( مشبن ی صفحز )ج( صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز (6-9 ک  )

 سامی نو  تا گسستز

 

های م تلاف مساتطتلذ، در شا ول باای تع اد المان IInKو  InK بع بذ مق ار ضاا ب   ت تنش

 .مقا سز گاد  ه اسانتا ج با نتا ج تحلتلذ  10 × 08( آورده   ه اسا. همچنتن باای مش 9-2)

 

 بن ی های م تلف باای ماده ا زوتاوپتکبع  در مشمقاد ا ضاا ب   ت تنش بذ (2-9) ش ول

IInK InK مش  درشز آمادی 

9 6500/1 618 10 × 21 

9992/9- 7596/1 1989 08 × 10 

9991/9- 7591/1 9021 06 × 96 

 

 

w 

h 
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 : [5] ارائز   هتحلتلذ با توشز بز ح  

(9-96) )(cos2  aCK I         

(9-97) )cos()sin(  aCK II   

 ام رابطز م ا ب سا مذ آ  : Cهز 

(9-98) 432 )(39.30)(72.21)(55.10)(231.012.1
w

a

w

a

w

a

w

a
C   

بع  هاادن معادلاز ب سا مذ آ  . با بذ Cمق ار  wو  a( و شا گز نذ مقاد ا 98-9با توشز بز معادلز )

( 2-9آ  . با توشاز باز شا ول )ب سا مذ 8160/1 در ماو ز تا  صفا درشز باابا InK( مق ار 9-96)

ب سا آم ه اسا. هز با ح  تحلتلذ تطاابق قابا  قباولذ دارد و  7596/1   هام روش ارائز InKمق ار 

 اسا. 57/1 % دطای آن

 یک در حالت استاتیکیبرای ماده ایزوتروپ مرکزیترک  -9-5-1

واح  در نظا گافتز ماذ  اود، هاز دارای تاا   w=  19 ک صفحز ا زوتاوپتک مابعذ با طول ضلع 

. (7-9) اک   قااار دارد σواح  اسا و صافحز تحاا تانش ثاباا  a1=  1مستقتم ماهزی بز طول 

مذ با   و حالا تنش صافحز ای فااض   siP 5 29 =Eو م ول الاستتستتز  υ=  9/9ضا ب پواسون 

  تا  ماهزی مذ توان  موا ای م تلفذ دا تز با  .   ه اسا.

 
 صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  ماهزی تحا تنش (7-9 ک  )

w 
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(  βو موا اای م تلاف تاا  )   89 × 89بااای ماش   IInKو  InK بذ بعا  مق ار ضاا ب   ت تنش

با  (0-9( و )8-9نتا ج در  ک  )  و( آورده   ه اسا 1-9محاسبز گاد  ه اسا، هز نتا ج در ش ول )

 مقا سز گاد  ه اسا. تحلتلذ ام روشنتا ج ب سا آم ه 

 

  ( β )م تلف تا  بع  در موا ای مقاد ا ضاا ب   ت تنش بذ (1-9) ش ول

 ماده ا زوتاوپتک با روش ارائز   ه باای

2
IInK 1

IInK 2
InK 1

InK   ماو ز تا
 (β ) 

0005/0- 0005/0 0039/0 0039/0 9 

0748/0 0756/0 9743/0 9739/0 29 

3280/0 3286/0 8884/0 8876/0 19 

4477/0 4480/0 7605/0 7597/0 99 

5064/0 5065/0 5906/0 5900/0 09 

5072/0 5070/0 4063/0 4059/0 59 

4545/0 4544/0 2548/0 2545/0 69 

3070/0 3069/0 0080/0 0079/0 79 

0855/0 0855/0 0303/0 0303/0 89 

5-00×8/0- 5-00×8/0- 5-00×2/0 5-00×2/0 09 

 

ب ساا ماذ آ ا . باا  2897/2 باابا Cمق ار  wو  aو شا گز نذ مقاد ا  (98-9) با توشز بز معادلز

 آ  .ب سا مذ IInKو  InKمق ار دقتق  (97-9و ) (96-9بع  هادن معادلز )بذ
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 ماده ا زوتاوپتک  باای  ( β )در موا ای م تلف تا   InKبع  مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (8-9)  ک 

 

 

 
 ماده ا زوتاوپتک باای  ( β )در موا ای م تلف تا   IInKبع  مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (0-9)  ک 

 

باا ( آورده  ا ه اساا و 9-9نتا ج در ش ول )و نتز محاسبز گاد  ه اسا  Tتنش  در ا ن مثال مق ار

همانطور هز د  ه مذ  اود، مقااد ا ب ساا  مقا سز گاد  ه اسا. تحلتلذ ام روشنتا ج ب سا آم ه 

تحلتلذ بز صورت م ا ب ساا با توشز بز ح   Tآم ه با مقاد ا تحلتلذ ادتلاف همذ دارد. مق ار تنش 

 : [5]مذ آ  

(9-90) )2cos(T 
 

 [5]روش تحلیلی

 ارائه شده نتایج

 [5]روش تحلیلی

 ارائه شده نتایج
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  ( β )م تلف تا  در موا ای  Tمقاد ا تنش  (9-9) ش ول 

 ماده ا زوتاوپتک با روش ارائز   ه و روش تحلتلذ باای

 ماو ز تا   ارائز   ه نتا ج روش تحلتلذ

 (β ) 2T 1T 

0- 0002/0- 0002/0- 9 

9397/0- 9998/0- 9989/0- 29 

777/0- 7770/0- 7737/0- 19 

5/0- 5079/0- 5093/0- 99 

0737/0- 0829/0- 0809/0- 09 

0793/0 0770/0 0779/0 59 

5/0 9922/0 9930/0 69 

777/0 7735/0 7737/0 79 

9397/0 9387/0 9387/0 89 

0 0 0 09 

 
 

 ای برای ماده ارتوتروپیک در حالت استاتیکیترک لبه -9-5-9

 ود هاز دارای تاا  مساتقتم در نظا گافتز مذ w1  =h و ارتفاع w با عاضارتوتاوپتک   ک صفحز

  اک  ) های بالا و پا تن قااار دارددر لبز σ اسا، صفحز تحا تنش ثابا  w5/9  =aای بز طول لبز

 GPa 66/0  =02Gو  02υ  ،GPa 8/220  =0E ،GPa 7/22  =2E=  12/9((. مش جات مااده 9-29)

 مذ با   و حالا تنش صفحز ای فاض   ه اسا.

با تع اد مش ( α موا ای م تلف ناهمسانگادی )باای   IInKو  InK بذ بع  تنشمق ار ضاا ب   ت 

آورده  اا ه اسااا.  (21 -9)( و 22-9) هایهااز نتاا ج در  ااک  ،اسااامحاسابز گاد  ه  89 × 269

[ مقا سز   ه اسا. هاز تطاابق 99توسي اس پور و همکارانش ]   ههمچنتن نتا ج با مقاد ا گزارش

   ود.ها د  ه مذقاب  قبولذ بتن مق ار آن
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 ای تحا تنش صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز (29-9 ک  )

 

باا افازا ش ماو از ناهمساانگادی، ابتا ا  IInKو  InK بذ بع  مطابق نتا ج، مق ار ضاا ب   ت تنش

درشاز و  05 ماو از ناهمساانگادی در I افزا ش  افتز و سپس هاهش مذ  اب . ضا ب   ت تنش مود

 .درشز بز مق ار ح اهثا دود مذ رسن  99 ماو ز ناهمسانگادی در IIضا ب   ت تنش مود 

 

 
 (α) ناهمسانگادیدر صفحز ارتوتاوپتک باای موا ای م تلف  InK بع مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (22-9) ک  

 

 

 

 

 [99اسدپور و همکاران ]

 ارائه شده نتایج

w 

h 
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 (α) ناهمسانگادیدر صفحز ارتوتاوپتک باای موا ای م تلف  IInK بع مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (21-9) ک  

 

( α باای موا ای م تلف ناهمساانگادی ) IInKو  InK بذ بع  تنشمق ار ضاا ب   ت در ا ن مثال 

( 29-9) هایدر  ک  نتا ج و ،اسامحاسبز گاد  هتوابع غنذ سامی ش    ارائز   ه نتز استفاده ام با 

، [99توسي اس پور و همکارانش ] مقاد ا گزارش   ه( آورده   ه اسا. همچنتن نتا ج با  20 -9 )و 

   ود.ها د  ه مذا آناد هز تطابق قاب  قبولذ بتن مق مقا سز   ه اسا،

 

 
 (α ) ناهمسانگادیدر  ک صفحز ارتوتاوپتک باای موا ای م تلف  InK بع مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (92-9) ک  

 با استفاده ام توابع غنذ سامی ش   

 

 [99اسدپور و همکاران ]

 ارائه شده نتایج

 [99اسدپور و همکاران ]

 ) توابع جدید( ارائه شده نتایج
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 (α) ناهمسانگادیدر  ک صفحز ارتوتاوپتک باای موا ای م تلف  IInK بع مقاد ا ضا ب   ت تنش بذ (02-9) ک  

 با استفاده ام توابع غنذ سامی ش   

 

 برای ماده ارتوتروپیک در حالت استاتیکی مرکزیترک  -9-5-4

هاز دارای تاا   اساا، ا هدر نظا گافتز واح   w=  19طول ضلع با ارتوتاوپتک مابعذ   ک صفحز

(. 25-9  ک ) قاار دارددر  σ صفحز تحا تنش ثابابا  . واح  مذ a1=  1بز طول  ماهزیمستقتم 

 GPa 66/0   =02Gو  02υ  ،GPa 8/220  =0E  ،GPa 7/22 =2E=  12/9مش جااااات ماااااده 

 با  .مذ

 
 (هن سز و بارهای وارده  )صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  ماهزی تحا تنش  (25-9 ک  )

 [99اسدپور و همکاران ]

 ) توابع جدید( ارائه شده نتایج

w 
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فا درشاز و در ها نو  تا  باای ماو ز ناهمسانگادی ص IInKو  InK بذ بع  تنش مق ار ضاا ب   ت

( آورده   ه 0-9های م تلف محاسبز گاد  ه و نتا ج در ش ول ) بن یمش ماو ز تا  صفا درشز، در

( باا نتاا ج 5-9، در ش ول )و حالا تنش صفحز ای 05 × 06مش  بااسا. مق ار ضاا ب   ت تنش 

هماانطور  ه اسا. [ مقا سز گاد 92[ و  هتم و پائولتنو ]90اس پور و همکارانش ]ا آم ه توسي ب س

  ود، نتا ج روش ارائز   ه با گزارش های قبلذ مطابقا دوبذ دارد.( د  ه مذ5-9هز در ش ول )

 

 های م تلف باای ماده ارتوتاوپتک بن یبع  در مشمقاد ا ضاا ب   ت تنش بذ (0-9) ش ول

2 درشز آمادی
IInK 1

IInK 2
InK 1

InK مش 

1588 9 9 1219/2 1299/2 96 × 95 

9171 9992/9- 9992/9 0580/9 0581/9 09 ×09 

0126 9992/9- 9992/9 0891/9 080/9 06 × 05 

 

 

 های د گابع  باای ماده ارتوتاوپتک با روشمقا سز مقاد ا ضاا ب   ت تنش بذ (5-9) ش ول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 روش IInK InK هاتع اد المان درشز آمادی

 [90اس پور و همکاران ] 928/2 9 1915 0178

 [92هتم و پائولتنو ] 007/9 9 1992 22791

 ارائز   ه نتا ج 080/9 9992/9 2089 0126
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 (  β=  0  در موا ای ناهمسانگادی م تلف و ماو ز تا  صفا درشز ) InK بذ بع  تنشضا ب   ت( 62-9 ک  )

 

 
 

 ( β=  0 در موا ای ناهمسانگادی م تلف و ماو ز تا  صفا درشز ) IInK بذ بع  تنش  ت ضا ب( 72-9 ک  )

 

را بااای  م تلافناهمسانگادی مابوط بز موا ای ضاا ب   ت تنش  (27-9( و )26-9های ) ک 

 . ده نشان مذ درشز دارد، ماو ز صفا تاهذ هز با افق 
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 ( α( در موا ای ناهمسانگادی م تلف ) β با حسب ماو ز تا  ) InK بذ بع  تنش( ضا ب   ت82-9 ک  )

 

 
 ( α( در موا ای ناهمسانگادی م تلف ) βبا حسب ماو ز تا  ) IInK بذ بع  تنش( ضا ب   ت02-9 ک  )

 

ا باا حساب ماو از ر IInKو  InK بذ بع  ( بز تاتتب ضاا ب   ت تنش20-9( و )28-9های ) ک 

دهن . نکتز قاب  توشز ا ن اسا هز در تمامذ ناهمسانگادی م تلف نشان مذ تا  با افق، باای موا ای

تقا با  IInK بذ بع   ب   ت تنش ار ضادرشز مق 09موا ای ناهمسانگادی باای تا  با ماو ز صفا و 

با  . باای درشز حساستا بز ماو ز ناهمسانگادی ناچتز مذ 09در تا  با ماو ز صفا و  کسان اسا و 

ماهز مم اسا. با مقا سز بتن موا ای  IInKدرشز مق ار  05 ای ناهمسانگادی در ماو ز تا  تمامذ موا
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درشاز همتاا ن  09( ، ماو از ناهمساانگادی 20-9( و )28-9ناهمسانگادی م تلف در نمودار  ک  )

 مق ار ضاا ب   ت تنش در موا ای تا  م تلف را داراسا.

 ( α باای موا ای م تلف ناهمسانگادی ) IInKو  InK بذ بع  تنشمق ار ضاا ب   ت در ا ن مثال 

هاز نتاا ج  ،اسامحاسبز گاد  هتوابع غنذ سامی ش    ارائز   ه نتز  با (، β )تا  و موا ای م تلف 

توساي اسا پور و   ا هتوابع غناذ ساامی ارائاز آورده   ه اسا. همچنتن نتا ج با  م ا هایدر  ک 

   ود.ها د  ه مذا آناد هز تطابق قاب  قبولذ بتن مق ، مقا سز   ه اسا،[ 90همکارانش ]

در ها نو  تا  باای ماو ز ناهمسانگادی صفا درشز  IInKو  InK بذ بع  مق ار ضاا ب   ت تنش

با نتا ج ب سا آم ه توسي اس پور و  (6-9اسا و در ش ول )و ماو ز تا  صفا درشز محاسبز گاد  ه

 ود، نتا ج روش ارائز  ا ه باا همانطور هز در ش ول د  ه مذ. [ مقا سز گاد  ه اسا90همکارانش ]

 گزار ات قبلذ مطابقا دوبذ دارد.

 
های باای ماده ارتوتاوپتک با روش ب سا آم ه ام توابع ش    بع مقا سز مقاد ا ضاا ب   ت تنش بذ (6-9) ش ول

 د گا

 

 

 

 

 

را باا حساب ماو از  IInKو  InK بذ بع  بز تاتتب ضاا ب   ت تنش (12-9)و  (19-9) های ک 

 اود درشز نشاان ماذ دهنا . هماانطور هاز ملاحظاز مذ 05تا  با افق ، باای ماو ز ناهمسانگادی 

 روش ارائز   ه و گزار ات قبلذ وشود دارد.ادتلاف ناچتزی بتن 

 

 روش IInK InK هاتع اد المان درشز آمادی

 [90اس پور و همکاران ] 928/2 9 1915 0178

 ارائز   ه توابع ش    0675/9 -926/9 2089 0280
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توابع ( با  = α 05 )  ناهمسانگادی در ماو ز(  β با حسب ماو ز تا  ) InK بذ بع  تنش( ضا ب   ت19-9 ک  )

 ش    ارائز   هغنذ سامی 

 

 
توابع ( با  = α 05 )  ناهمسانگادی در ماو ز(  β با حسب ماو ز تا  ) IInK بذ بع  تنش( ضا ب   ت12-9 ک  )

 ش    ارائز   هغنذ سامی 

 

 
. 

 ) توابع قبلی( ارائه شده نتایج

 ) توابع جدید( ارائه شده نتایج

 ) توابع قبلی( ارائه شده نتایج

 ) توابع جدید( ارائه شده نتایج
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در نو  تا  نتز باای ماو ز تا  صفا درشز و ماو ز ناهمسانگادی صافا درشاز در  T تنش مق ار

باا حا  تحلتلاذ  299 × 299مش بن ی های م تلف ب سا آم ه اسا و مق ار ب سا آم ه ام مش 

 [. 79ارائز   ه توسي گائو مقا سز گاد  ه اسا]

 
  با مش بن ی های م تلف باای ماده ارتوتاوپتک T( مقاد ا تنش 7-9ش ول)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 های د گاباای ماده ارتوتاوپتک با روش T( مقا سز مقاد ا تنش 8-9ش ول)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T مش هاتع اد المان 

908/9- 2089 06 × 05 

291/9- 9082 69 × 69 

255/9- 6102 89 × 89 

279/9- 7012 09 × 09 

269/9- 0915 06 × 06 

261/9- 0090 08 × 08 

260/9- 0892 299 × 299 

 روش T هاتع اد المان

 [79تحلتلذ] -267/9 -

 [59هتم و پائولتنو ] -260/9 2750

 روش ارائز   ه -260/9 0892
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 فج  چنارم

 

 

تحلیل دینامیکی ترک 

 ایستا
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 مقدمه: -4-2

 ام اساتفاده باا ارتوتاوپتاک ماواد ثاباا در تا  د نامتکذ تحلت  و تجز ز  بتز سامیبز ا ن قسما 

 مساائ  د ناامتکذ گساتاش در واقاعا ن هاار . ادتجاص  افتز اسا توسعز  افتز مح ود المانروش 

 تحلتا  و تجز ز باای توسعز  افتز مح ود لمانروش او ام  ارتوتاوپتک اسا هز بز تامگذ توسعز  افتز

 .استفاده مذ  ود مواد ارتوتاوپتک  کسا

قالب  ک پتکابن ی  در تا ، نو  نزد ک بز غنذ سامی توابع و هو سا   در ا ن قسما نتز ، توابع

 استفاده مذ  ود. هلاستک مح ود المان روش در تا  و نو  تا  م ل سامی ناپتوستگذ باایواح  

 انتگااال ام اساتفادهباا مانن  ب اش قبا   2ضاا ب   ت تنش د نامتکذ  کسا، دواص تعتتنباای 

  ود. مذ رم ابذا هنشباهم

 تاپتش ارتوتاوپتکمواد در  توسعز  افتز مح ود لماناموشود استاتتکذ  راه ح ، در ا ن پا ان نامز

 ضاا ب   ت تانش تحلت  و تجز زارائز   ، در ا ن قسما  ضاا ب   ت تنش تحلت  و تجز ز باای

 ،قب  هایب شدر  گستاش  افتز اسا. ارتوتاوپتکمواد  در ا ستا های تا  باای Tو تنش  د نامتکذ

 فامولاساتون اساا و  ا  داده  ا ه ارتوتاوپتک غنذ سامی و توابع توسعز  افتز مح ود لماناروش 

 غناذ ساامی بارساذ بز منظور. درادامز،    بارسذ ارتوتاوپتک باای مواد ام مکانتک  کسا اساسذ

 د ناامتکذ ضاا ب   ت تانش، روش ب سا آوردن آن استحکام بز منظور بارسذ و ارتوتاوپتک مواد

 ارائز دواهن     .

 معادلات حاکم -4-1

 در حالاا اساتاتتکذ شا ذبز بارسذ حالا استاتتکذ تا  پادادتز   ، و متا ان شاباز قب  در فج 

انتگااال شا ذ ب سا آم ه و زنتز با توشز بز مت ان شاب 9( ب سا آم ، در فج   76-1طبق معادلز ) 

 محاسبز گاد  .  Tو تنش    ت تنشضاا ب مقاد ا  هنشباهم

____________________________________________________________________ 
1 DSIFs 
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و  ااا ي ماامی و  ااا ي  معادلات حاهادر ا ن فج  ممان نتز وارد مسألز مذ  ود، در ا ن حالا 

 اولتز عبارتن  ام:

(0-2) 

 

ub  .     in      

tn .      on   t  

0. n      on   d  
)0(u)0t,x(u  

)0(u)0t,x(u   

 چگالذ نتاوی حجمذ اسا. bتانسور تنش هو ذ و  σبادار نامال  کز مذ با  . در بالا  nهز 

 گادد:مذ 1در فج   (60-1 گز ن معادلز ) همچنتن معادلز م ا شا 

(0-1) extfKuuM   

 

مااتا س شاام ، M آ نا . مااتا سب سا مذ 1مشابز فج   K تذو ماتا س سف  ext f مق ار بادار نتاو

 آ  .با   و مطابق م ا ب سا مذمذ

 برای انواع المان ماتریس جرماستخراج  -4-1-2 

 آ  :مذبز دسا  المان  بز صورت م ا شام هاماتا س 

(0-9) 



h

dNNM T

e ][][   

 افتاز سامی  ا ه تواباع  اک  توساعزگسستزاتا س م [N] و ماده اسا چگالذ ρ( ، 9-0) زدر رابط

 :ای آن بز صورت م ا اساهبا   و مولفزمذ

(0-0)    4321 b

k

b

k

b

k

b

k

a

j

u

i NNNNNNN   

 در ا ن رابطز:

(0-5) 










i

iu

i
0

0
N




 

(0-6) 










)x(H0

0)x(H
N

jj

jja
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(0-7) 











 )x(F0

0)x(F
N

k

l

kk

k

l

kk

4,3,2,1l

bl
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تأثتا درشات آمادی افزوده   ه بز هاا  ،1فج  ارائز   ه در  سامیبا توشز بز معتار غنذ فقي با  

هن  و باای ها نوع نتز تفاوت مذ [N] در نظا گافتز  ود. ل ا ابعاد ماتا س [N] گاه در ابعاد ماتا س

 در نظا گافتز  ود. [N] مناسبذ در ماتا سگاه با   سنم 

آمادی دواه  دا ا و سانم  زدرش 1 ،سامی ن ا تز با   در حالا دو بع ینتام بز غنذ i اگاگاه 

 :بز صورت م ا دواه  بود [N] آن در ماتا س

(0-8) 










i

i

i
0

0
N




 

آمادی  زدرش 0در حالا دو بع ی  ا تز با  ای واح  دسامی ام طا ق تابع پلزنتام بز غنذ j اگاگاه

  :آ بز صورت م ا بز دسا مذ [N] دواه  دا ا و سنم آن در ماتا س

(0-0) 










)x(H0

0)x(H

0

0
N

jj

jj

i

i

j 






 

آمادی  زدرشا 29 ،سامی ام طا ق تابع تکتن دا تز با   در حالاا دو بعا ینتام بز غنذ k اگاگاه

 :م ادواه  بودبز صورت  [N] دواه  دا ا و سنم آن در ماتا س

(0-29) 










 )x(F0

0)x(F

0

0
N

k

l

kk

k

l

kk

i

i

4,3,2,1l

bl

k







 

بناباا ن سنم ها سز نوع هلذ گاه بز طور ش اگاناز در روش الماان محا ود توساعز  افتاز، درون 

ها  های اطااف( هز با توشز بز نوع گاه 29-0و  0-0و  8-0 بز دسا آورده    ) روابي [N] ماتا س

 المان ب سا آورد. را باای آن [N] توان ماتا س هلذالمان مذ

های اطااف ها المان با توشز بز موقعتا نسبذ آن المان و تا  البتز ا ن امکان وشود دارد هز گاه 

متناظا با آننا همواره  کسان اسا ل ا  [N] های م تلف با   ولذ چون تع اد سطاهای ماتا سام نوع

، ساامیسا آورد هز ابعاد آن در غناذمابوط بز ها المان را بز د [N] توان ماتا س هلذبز راحتذ مذ

ماباوط باز آن  شام ماتا س ( 9-0 ) زرابطسپس ام طا ق  متغتا با  . 1 × 09 تا 1 × 8 توان  اممذ

  ود.ه  م ل مونتا  مذ شامگادد هز در ماتا س المان مش ص مذ
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هز پس ام تقستم بنا ی الماانذ باز دساا  صفحز های داد تک تک المان شامام شمع ماتا س 

مشاابز روش مونتاا   شاامهاای  ه  را بز دسا آورد. شماع مااتا س شامتوان ماتا س مذ ،ان آم ه

 .با   های سفتذ ها المان در ماتا س سفتذ ه  مذماتا س

(0-22) 

      


e

eMM  

 [N] ساامی  ا هگسساتز المان هز وابستز باز ابعااد ماااااتا س شامب  نذ اسا ابعاد ماتا س 

اما ام لحاظ ر اضذ باز  .توان  متفاوت با  سامی مذباای روش غنذ  09 × 09 تا  8 × 8 ام ،با  مذ

باای ها نوع المان متقارن دواه  بود هز در نتتجز  شامذراحتذ قاب  اثبات اسا هز همواره ماتا س 

 . وده  سامه نتز متقارن مذ شامماتا س 

 حل معادله دینامیکی -4-9

 حاهاا توسعز  افتز مح ود المان معادلات ممانذ باای  کپارچز سامی نتومار در ا ن مطالعز، روش 

 بتان   ه بز طور همزمان گسستز ننا ذ معادلات ، n در ها ماحلز ممانذ. گتاد مذ قاار استفاده مورد

 :اسا

(0-21) 
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و  M ، Kبا ن . ها مذبز تاتتب بادار شابجا ذ، بادار ساعا و بادار  تاب گاه nüو  nu ،nu̇هز در آن 

C ،با ن . مذ متاا ذ ماتا س و تذسف بز تاتتب ماتا س شامF  بادار نتاو وtΔ  افزا ش ممان در ها

 در نظا گافتز مذ  ون . =15/9βو  α=5/9با  . در ا نجا، پارامتاهای مذ( nگام )

 اود، ( حا ف مذ 21-0 نتاز ام معادلاز ) C بز دلت  ع م وشود متاا ذ در مسألز ، مااتا س متاا اذ

 بناباا ن معادلات بز  ک  م ا دواه  بود:
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(0-29) 
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 در حالت دینامیکی ارتوتروپیک برای مواد کنشبر همانتگرال  -4-4 

بز  iüρ = i+Xij,jσ با اعمال معادلز حاها( و 20-9با مشتق گتای ام عبارت داد  انتگاال دوم رابطز )

های اصلذ و همکذ، انتگااال ام روابي سامگاری مت انو استفاده  شای معادلز تعادل باای مت ان اصلذ

هنش در حالاا باز انتگااال بااهم شملازک   ن  ابا اضافز . آ  هنش بز صورت م ا ب سا مذباهم

مانن  قبا   نتز های همکذ. مت اندواه  آم ب سا هنش در حالا د نامتکذ اال باهماستاتتکذ، انتگ

 .[92] با ن مذ

(0-26) qdAuudAqWuuM
A

aux

ii
A

jji

aux

ij

aux

iij   )()( 1,,1

int

1,1,
  

های بادار  تاب اسا، هز در ب ش قبلذ مولفز iü و اسا، های بادار تغتتامکانمولفز iu در ا ن رابطز

-1)و شا گ اری در روابي  های بادار تغتتامکانمولفزها ب سا آم ه اسا. با توشز بز باای تمامذ گاه

رابطاز باتن  وهای همکاذ شا ذآ  . مقاد ا تنش و شابزنتز ب سا مذ ijσمق ار تنش ( 01-1( و )25

باا انت ااب مناساب  بتان   ه اساا. قب در فج   IIKو  IKو ضاا ب   ت تنش هنش باهم انتگاال

 آ ن .ب سا مذ 9مشابز فج   IIKو  IK( ضاا ب   ت تنش IIو مود  Iهای همکذ )مود مت ان

 مثال های عددی-4-5

در مواد ا زوتاوپتک  Tو تنش  بحث در ا ن قسما، تعتتن ضاا ب   ت تنش د نامتکذموضوع مورد 

با  ، هز ام روش ع دی المان مح ود توسعز  افتز اساتفاده  ا ه و ارتوتاوپتک تحا بار مکانتکذ مذ

نو اتز  ا ه، ابتا ا مساائ  ا زوتاوپتاک  MATLABاسا. در ا ن قسما باای بارسذ درستذ بانامز 

 ح    ه اسا و با نتا ج د گا مقالات مقا سز گاد  ه اسا.  تکآورده   ه و سپس مسائ  ارتوتاوپ
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 در حالت دینامیکی روپیکای برای ماده ایزوتترک لبه - 4-5-2

در نظاا گافتاز ماذ  اود، هاز دارای تاا   m 29  =wو  m 0  =h ابعااد ک صفحز ا زوتاوپتک باا 

قاار دارد ) اک    MPa 69759 = σاسا، صفحز تحا تنش ثابا  m 5  =aای بز طول مستقتم لبز

ماذ   =3m/Kg 7899 ρو   PaG 199 =Eو ما ول الاستتساتتز   υ=  9/9 ( (. ضا ب پواساون0-2)

 و حالا هانش صفحز ای در نظا گافتز   ه اسا. با  .

 
 ( ای تحا بار د نامتکذ  ) هن سز و بارهای اعمالذصفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز (2-0 ک  )

 

 
 های م تلف در ماده ا زوتاوپتکدر ممان IK مق ار ضا ب   ت تنش (1-0 ک  )

 

محاسبز  299× 59با مش  های م تلفباای ممان IK مق ار ضا ب   ت تنش د نامتکذ

( آورده   ه اسا و با مقاد ا ب سا آم ه ام رابطز تحلتلذ ارائز 1-0و نتا ج در  ک  ) اساگاد  ه

 ارائه شده نتایج

 [21روش تحلیلی]

w 

h 
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هز تطابق قاب  قبولذ بتن ح  ارائز   ه و مقاد ا  ،اسا[ مقا سز گاد  ه17] 2فان   ه توسي 

 گزارش   ه د  ه مذ  ود.

بز داد  ناحتز  s 99916/9  =t در روش ارائز   ه در لحظز شبنز موج( 1-0مطابق  ک  )

مق ار ضا ب   ت و  رست ه تا نو  بز  s 99990/9  =t در روش تحلتلذ در لحظز وگتای انتگاال

 . ر   مذ هن  اوع بز بز طور ناگنانذ ام صفا  تنش

 در حالت دینامیکی روپیکای برای ماده ارتوتترک لبه - 4-5-1

 ود هز دارای تا  در نظا گافتز مذواح   w=  51 وواح   h1=  09 ابعادبا ارتوتاوپتک   ک صفحز

((. 9-0)مطابق  ک ) قاار دارد σ اسا، صفحز تحا تنش ثابا واح  a=  21ای بز طول مستقتم لبز

 و GPa 70/8 =02Gو  02υ  ،GPa 9/228  =0E  ،GPa 8/50  =2E=  989/9 مش جااات ماااده

3m/Kg9920=ρ .مماانذ باابااهای گامهمچنتن  مذ با   و  اا ي تنش صفحز ای فاض   ه اسا 

lc3

a
t  زو  ک بار نت

lc10

a
t   هز، نظا گافتز   ه اسا در 


22

1

C
c   22مذ با   وC  مولفاز

 .(σ = C ε)مذ با  ،  الاستتکماتا س 

 

 
 ای تحا بار د نامتکذ )هن سز و بارهای وارده ( صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز (9-0 ک  )

 

____________________________________________________________________ 
1  Freund 

w 

2h 
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محاسبز   78 × 69با مش های م تلف باای ممان InK بذ بع   ب   ت تنش د نامتکذمق ار ضا

آورده   ه اسا. بعلاوه، نتا ج ب سا آم ه با ضا ب   ت تانش  (0-0 ک  ) نتا ج درو  اساگاد  ه

 [ مقا سز گاد  ه اسا.21ارائز   ه توسي سانچز و همکارانش ] InKد نامتکذ 

 
در ماده ماو ز ناهمسانگادی صفا درشز  اب های م تلفدر ممان InKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ (0-0 ک  )

 ارتوتاوپتک

 

 
در ماده  م تلفناهمسانگادی  وا ایم با های م تلفدر ممان InKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ (5-0 ک  )

 ارتوتاوپتک

 

روش ارائه شده 

(XFEM) 

[ 21سانچز و همکاران ]

(BEM) 

 htcl 

 htcl 
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های م تلف و باای موا ای در ممان InK بذ بع د نامتکذ  در ا ن مثال مقاد ا ضا ب   ت تنش

های ممانذ باابا ب سا آم ه اسا. گامناهمسانگادی م تلف 
lc3

a
t   .در نظا گافتز   ه اسا

( مق ار ضا ب   ت تنش بتشتنز در ماو ز ناهمسانگادی صفا درشز همتا ن 5-0مطابق  ک  )

 مق ار را دارد. 

ش  ا  غنذ ساامی های م تلف با توابع باای ممان InK بذ بع  مق ار ضا ب   ت تنش د نامتکذ

هاز  بلذ( آورده   ه اسا و با نتا ج ب سا آم ه ام توابع غنذ سامی ق6-0محاسبز و نتا ج در  ک  )

 [ ارائز   ه اسا، مقا سز گاد  ه اسا.90توسي اس پور و همکاران ]

 

 
در ماده ماو ز ناهمسانگادی صفا درشز  اب های م تلفدر ممان InKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ (6-0 ک  )

 ارتوتاوپتک با توابع غنذ سامی ش   
lc10

a
t  

 

و در دو  290 × 89با استفاده ام مش  های م تلفممان در نتز ، در حالا د نامتکذ Tمق ار تنش 

 ممانذهای حالا م تلف با گام
lc3

a
t  و

lc10

a
t    (  رسام  6-6محاسابز گاد ا ه و در  اک )

 .اساگاد  ه

 ارائه شده )توابع جدید( نتایج

 (قبلیارائه شده )توابع  نتایج

 htcl 
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 در ماده ارتوتاوپتک های م تلفدر ممان Tتنش د نامتکذ مق ار  (7-0 ک  )

 

 ترک مرکزی برای ماده ارتوتروپیک در حالت دینامیکی - 4-5-9

 ود هز دارای تا  ماهزی واح  در نظا گافتز مذ = w 19واح  و  h =1 09 ابعاد ک صفحز با 

 (.(8-0)قاار دارد ) ک   σاسا، صفحز تحا تنش  کنوادا  واح  8/0a=1مستقتم بز طول 

 GPa 70/8  =02Gو  02υ  ،GPa 9/228 =0E  ،GPa  8/50 =2E=  989/9 بز تاتتب مش جات ماده

 همچنتن مذ با   و  اا ي تنش صفحز ای فاض   ه اسا. =3m/Kg9920ρ و
lc50

a
t   در نظا

هز گافتز   ه اسا، 

22

1

C
c   22مذ با   وC مذ با  ،  مولفز ماتا س الاستتک)ε C = σ(. 

با م تلف  ناهمسانگادی در ممان های م تلف و باای موا ای بذ بع  در ا ن مثال ضاا ب   ت تنش

رسم گاد  ه اسا و با نتا ج ب سا آم ه ام روش المان مامی  ومحاسبز   59 × 299استفاده ام مش 

همانطور هز ام ه اسا.   مقا سز ( ( 29-0) و (0-0)های )  ک [ 21توسي سانچز و همکاران ]

 ها مش ص اسا نتا ج انطباق قاب  قبولذ دارن . ک 

 

 htcl 
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 هن سز و بارهای وارده( ) ای تا  ماهزی تحا بار د نامتکذصفحز ارتوتاوپتک دار( 8-0 ک  )

 

 

 
 )الف(                                                                            )ب(

های م تلف و موا ای التاف در تا  با ماو ز صفا درشز در ممان InK بع مق ار ضا ب   ت تنش بذ( 0-0 ک  )

 سانچز و همکاران ب( روش ارائز   هالف( م تلف در ماده ارتوتاوپتک 

 htcl  htcl 

w 

2h 
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 )ب( )الف(                                                                         

های م تلف و موا ای التاف در تا  با ماو ز صفا درشز در ممان IInKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ( 29-0 ک  )

 سانچز و همکاران ب( روش ارائز   هالف( م تلف در ماده ارتوتاوپتک 

 

ضاا ب   ت تنش  رویقاب  توشنذ  اثا ارتوتاوپتک مواد ماو ز ناهمسانگادی در ،نتا جمطابق 

  اح اهثا  نشان داده   ه اسا، مق ار های بالادر  ک   همانطور هز ،نمونزبز عنوان د نامتکذ دارد. 

باای موا ای م تلف ناهمسانگادی متفاوت ، هاوقوع آن و ممانضاا ب   ت تنش د نامتکذ  ح اق 

 مذ با  .

رسذ گاد  ه و همانطور هاز د ا ه با نسبا بز راستای افق، تا  با ماو ز صفا درشزصفحز دارای 

مذ  ود، نتا ج ب سا آم ه هاملا تطابق دوبذ با مقاد ا گزارش   ه دارد. در ادامز صافحز باا هماان 

 ذ قاار گافتز اسا.درشز نسبا بز افق مورد بارس 05دجوصتات و دارای تا  با ماو ز 

ماو ز تا  نتز در مق ار ضاا ب   ت تانش بساتار حاائز  (21-0( و )22-0) هایبا توشز بز  ک 

بتانگا تاثتا ماو ز تاا  باا روی مقااد ا حا اهثا و  (21-0( و )22-0)های اهمتا اسا. نمودار  ک 

 مذ با  . هاضاا ب   ت تنش و ممان وقوع آنح اق  مق ار 

 

 htcl  htcl 
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های م تلف و موا ای التاف درشز در ممان 05در تا  با ماو ز  InKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ (22-0 ک  )

 م تلف در ماده ارتوتاوپتک با روش ارائز   ه

 

 
های م تلف و موا ای التاف درشز در ممان 05در تا  با ماو ز  IInKبع  مق ار ضا ب   ت تنش بذ (12-0 ک  )

 م تلف در ماده ارتوتاوپتک با روش ارائز   ه

 

(، در حاالتذ  = 9α در ماو ز ناهمسانگادی صفا درشاز )( 29-0 ک  ) با توشز بز بز عنوان مثال

در صورتذ هز ، در تمامذ ممان ها باابا صفا اسا IInK(، مق ار  = 9β ) هز ماو ز تا  باابا صفا اسا

(. (21-0)هنا  ) اک  ( باا گ  اا مماان تغتتاا مذ = 05β درشاز ) 05مق ار آن باای ماو ز تا  

 htcl 

 htcl 
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و مماان وقاوع  InK حا اق   ااح اهثا  (، مق ار = 9α همچنتن در ماو ز ناهمسانگادی صفا درشز )

(، متفااوت  = 9β )  نسبا بز ماو ز تا  صفا درشاز(،  = 05β درشز  ) 05ها، نتز در ماو ز تا  آن

غناذ های م تلاف باا تواباع باای ممان IInKو  InK بذ بع  ب   ت تنش د نامتکذا مق ار ضا اسا.

[ 21نتا ج ب سا آما ه ام روش الماان ماامی توساي ساانچز و همکااران ]سامی ش    محاسبز و با 

 اسا.مقا سز گاد  ه (  (20-0( و )29-0)های  ک )

 
 )الف(                                                                    )ب(                             

های م تلف و موا ای التاف در تا  با ماو ز صفا درشز در ممان InK بع مق ار ضا ب   ت تنش بذ( 92-0 ک  )

 ارائز   ه توابع ش   سانچز و همکاران ب( الف( م تلف در ماده ارتوتاوپتک 

 

 
 )ب(                               )الف(                                                                 

های م تلف و موا ای التاف در تا  با ماو ز صفا درشز در ممان IInK بع مق ار ضا ب   ت تنش بذ( 02-0 ک  )

 ارائز   ه توابع ش   سانچز و همکاران ب( الف( م تلف در ماده ارتوتاوپتک 

 

 htcl  htcl 

 htcl  htcl 
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( و 62-0صفا درشز و در  اک  ) باای ماو ز ناهمسانگادی InK(، مق ار 52-0همچنتن در  ک  )

نتا ج ب سا آم ه ام توابع غنذ ساامی  درشز، 05باای ماو ز ناهمسانگادی  IInKو  InKمق ار ( 0-72)

ها مشا ص مقا سز گاد  ه اسا. همانطور هز ام  ک  بلذا ج حاص  ام توابع غنذ سامی قبا نت ش   

 دارن . اسا نتا ج انطباق قاب  قبولذ 

 
در توابع غنذ سامی ارائز   ه و توابع قبلذ، در تا  با  InK بذ بع  مقا سز مق ار ضا ب   ت تنش( 52-0 ک  )

 درشز های م تلف و موا ای ناهمسانگادی صفاماو ز صفا درشز، در ممان

 

 
در توابع غنذ سامی ارائز   ه و توابع قبلذ، در تا  با  InK بذ بع  ( مقا سز مق ار ضا ب   ت تنش62-0 ک  )

 درشز 05های م تلف و موا ای ناهمسانگادی ماو ز صفا درشز، در ممان

 ارائه شده )توابع جدید( نتایج

 (قبلیارائه شده )توابع  نتایج

 ارائه شده )توابع جدید( نتایج

 (قبلیارائه شده )توابع  نتایج

 htcl 

 htcl 



88 

 
در توابع غنذ سامی ارائز   ه و توابع قبلذ، در تا  با  IInK بذ بع  ( مقا سز مق ار ضا ب   ت تنش72-0 ک  )

 درشز 05های م تلف و موا ای ناهمسانگادی ماو ز صفا درشز، در ممان

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ارائه شده )توابع جدید( نتایج

 (قبلیارائه شده )توابع  نتایج

 htcl 
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 فج  پنجم

 

 

 تحلیل حرارتی ترک

 ایستا
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 مقدمه: -5-2

 همتا و بوده متماهز مکانتکذ های بارگ اری تحاارتوتاوپتک  مواد رفتار با بتشتا علمذ های بارسذ

 تااهنون. اساا  ا ه پادادتاز ا ن ماواد در با تا  حاارت انتقال اثا نظتا ،ها پ   ه سا ا بارسذ بز

 ت ر ج بز[. 61-69] اسا   ه انجام ماهب تابعذ مواد در حاارت انتقال تحلت  ممتنز در ها ذفعالتا

 . گافا قاار توشز مورد نتز مواد ا ن در حاارت انتقال ماهب، مواد دانش توسعز با و

بارگا اری حاارتاذ ها علاوه با نتاوهای مکانتکذ در معاض ها و ما تندر بستاری موارد، اشزای سامه

ای، اشازای دادلاذ راهتورهاای ها در راهتور نتاوگاه هساتزفشار و لولزگتان . م امن تحانتز قاار مذ

 تمتا ذ و ب نز هواپتماهای فوق سا ع در دماهای بالا، تحا گااد ان      و تغتتا نوسانذ دما قااار 

 های منن سذ اسا.موضوع تا نهای حاارتذ  کذ ام منمگتان . بناباا ن تحلت  تنشمذ

های گست تگذ تا ن حالاتا ن و پتچت ه کسا تحا بارهای حاارتذ  کذ ام ماسوم ،طبق تحقتقات

انتقاال حااارت در اشساام شاما  باز صاورت ها ا ا گاماا ذ اساا. قاانون اول  با  .ها مذدر سامه

 در شام ات مذ با ن .  تامود نامتک و قانون ه ا ا گاما ذ فور ز، معادلات حاهم با توم ع دما

 هدایت حرارتی در مواد ارتوتروپیک -5-1

 تعادل انا ی گاما ذ در  ک پتوستار شام  را بز صورت م ا بتان مذ هن : ،قانون اول تامود نامتک

(5-2) 
t

T
cQqdiv



 )(  

 T ناخ تولت  انا ی دادلذ در پتوستار در واح  حجم و ممان واح ، Q بادار  ار حاارتذ ، q هز در آن

اساا. قاانون تجاباذ ها ا ا  ظافتا گاماا ذ و اژه c چگالذ شامذ و ρ مت ان اسکالا دمای مطلق،

های دما ماباوط های بادار  ار حاارتذ را بز گااد انگاما ذ فور ز در  ک شام  غتا همسانگاد مولفز

 مذ هن .

(5-1) )T(gradKq cond  
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باای  ک شام  غتا همسانگاد اساا. در حالاا  حاارتذه ا ا  ضاا ب ماتا س condK در ا ن عبارت،

با  ، اما باای گستاه هم دما ذ، مذ توان ا ن ضاا ب را با تابع دما مذ condK های ماتا سهلذ، مولفز

و مااتا س ضااا ب ها ا ا  q حاارتاذتقا ب قاب  قبولذ مستق  ام دما و ثابا فاض نمود. بادار  ار 

 بز صورت م ا تعا ف مذ  ون :ای در حالا صفحز condK حاارتذ

(5-9) 










y

x

q

q
q  

(5-0) 










yyyx

xyxxcond

KK

KK
K  

  اط اولتز معادلز حاهم بز صورت م ا اسا:

(5-5) ),,()0,,,( 0 zyxTzyxT        in  t=0 

 ( بز صورت  کذ  ا تاهتبذ ام  اا ي م ا اسا:2-5) اا ي مامی نتز مطابق  ک  

 با  : sT طذ فاآ ن  انتقال گاما معلوم و باابا 1S دمای سطح -2

(5-6) 
sTtzyxT ),,,(     on  1S    &  t>0 

 :طذ فاآ ن  انتقال دما 2S  ار حاارتذ منتق    ه ام سطح -1

(5-7) qnq  .     on  2S    &  t>0 

 مذ با  . 2S بادار  کز عمود با سطح در ها نقطز ام n هز در آن ،     

 شام  با ستالذ بز صورت همافا تبادل گاما دا تز با  . 3S روی سطح -9

(5-8) 0)(.  TThnq     on  3S   

 دمای محتي اسا. T∞ وضا ب همافا  h در ا ن عبارت ،

 در معاض تابش قاار دا تز با  .  4S سطح -0

(5-0) 
rqTnq   4.     on  4S    &  t>0 

ضا ب ش ب سطح مامی  αثابا تابش سطح مامی ،  ε بولتزمن،-ثابا استفان σدر ا ن عبارت ، 

 ناخ  ار حاارتذ واح  سطح اسا هز بز سطح مامی مذ رس . rqو 
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  اا ي مامی م تلف اعمال   ه در حالا هلذ (2-5 ک  )

 

 حل عددی معادله هدایت گرمایی -5-9

بن ی مسائ  ه ا ا گاما ذ در پتوستار شام  با اساتفاده ام روش باقتمانا ه ب ش ، فامول در ا ن

هاای گتاد. فام گسستز معادلات حاهم با ها ا ا گاماا ذ و قابلتامذلاهتن مورد بحث قاار اومنذ گ

  ود.ا ن روش باای اعمال  اا ي مامی م تلف نتز بارسذ مذ

 فرم ضعیف معادلات حاکم: -5-9-2

 بن ی مذ  ود. اگا لاهتن فامولافام ورد ذ معادلات ه ا ا گاما ذ با مبنای روش گ ،در ا ن ب ش

   : Ω→Rη 0 =  افتز  ود، بطور کز روی  ااط اساساذتابع آممون بق ر هافذ همواری در نظا گη 

لاهتن، با عمود هادن توابع آممون با باقتمان ه معادلز تعادل گاماا ذ، رابطاز م اا ابا  . طبق روش گ

 آ  :ب سا مذ

(5-29) 
0)( 
















d
t

T
cQqdiv   

 :گافتن رابطز با درنظا توان فام ضعتف رابطز بالا را ب سا آورد.گاوس، مذبا استفاده ام قضتز انتگاال 

(5-22)    .. qqq   
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 ( بز صورت م ا نو تز مذ  ود.29-5عبارت اول رابطز )

(5-21)   


 qddqqd .  

طااف راساا رابطاز  اول( عبارت  د ور انس - ار بطور مشابز، با استفاده ام قضتز انتگاال گاوس )

  ود:( بز انتگاال مامی تب    مذ5-21)

(5-29) 


 qdndqqd ..   

 ( منجا بز معادلز م ا مذ  ود:29-5( در رابطز )29-5شا گز نذ رابطز )

(5-20) 







ndqdQqdd

t

T
c ..   

قساما ماام ماذ ( روی ها 0-5( تا )6-5مطابق با  اا ي مامی مسألز هز  کذ  ا تاهتبذ ام روابي )

ها ذ ام مام  کستز ماذ انتگاال روی مام ا ن معادلز )عبارت آدا( بز انتگاال روی قسما توان  با  .

طاذ فاآ نا   1S دمای سطحفقي  اط مامی اول در نظا گافتز   ه اسا و  ،در ا ن پا ان نامز  ود.

، فاام و ع م تولتا  اناا ی دادلاذ با لحاظ هادن  اط مامی .با  مذ  sT معلوم و باابا ،انتقال گاما

 ضعتف معادلز ه ا ا گاما ذ بز صورت م ا نو تز مذ  ود.

(5-25) 
  





r

dn.qqd.d
t

T
c



  

( باز هام 1-5)های م تلاف باا رابطاز طبق قانون تجابذ فور ز، گااد ان دما و  ار حاارتذ در شنا

( ، فام ضعتف معادلز حااهم باا ها ا ا 25-5در معادلز ) (1-5)با شا گز نذ رابطز مابوط مذ  ون . 

 گاما ذ بز صورت م ا نو تز مذ  ود.

(5-26) 
  





r

dn.qTdK.d
t

T
c cond



  

 گسسته سازی معادلات حاکم -5-9-1

 با استفاده ام تقا ب هنتاو چ مذ توان فضای ممان و مکان را باای مت ان دما ام  ک  گا تفکتک نمود.

(5-27) )(),,(),,,( tTzyxtzyxT        in  t=0 
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های ناحتز در ها نقطز ام ناحتز ح ، متغتا مت ان ) در ا نجا دما ( با استفاده ام پارامتاهای گاهذ گاه

 گاهذ مابوط بز نقطز مورد نظا تقا ب مده مذ  ود:تکتز

(5-28) 

  )1n()n1(

n

1n

2

1

n1n21

h ... 



 



























 









   

های ناحتاز بادار دمای گاه θگاهذ و های ناحتز تکتزتع اد گاه nبادار توابع  ک ،  Φدر ا ن عبارت، 

-ب لت   کساان باودن تاابع تقا اب و تاابع آمماون در روش باابنوفگاهذ نقطز مورد نظا اسا. تکتز

در فاآ ن  گسستز سامی معادلات ام تابع تقا ب بز شای ها دو تابع استفاده نمود.  لاهتن ، مذ تواناگ

 ( بز صورت م ا اسا:28-5فام ورد ذ معادلز )

(5-20) 
)1n()n1(

h

   

 گااد ان دما با استفاده ام مت ان دمای ت متنذ بز صورت م ا تقا ب مده مذ  ود:

(5-19) 

  )1n(

th

)n2(

n

1

n

n

1

1

n

1

n1

h B

y

x

y

x

y

x




























































































 

















 



  

 آ  :فام ورد ذ گااد ان دما بز صورت م ا ب سا مذ

(5-12) 

  )1n(

th

)n2(

n

1

n1

h B

y

x











































 





   

 آ  :( بز صورت م ا ب سا مذ26-5(، عبارت دوم رابطز )12-5( و )19-5روابي )با در نظا گافتن 

            
e

thcondTthT

e

thcondTthhcondTh

ee

dTBKBdTBKBdTK.


  

(5-11)  

 مذ توان عملگا انتگاالگتای را بز صورت م ا منتق  نمود:

(5-19) 
      










e

thcondTthTcondT Td]BKB[dTK.
e
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  ود:بز صورت م ا تعا ف مذ حاارتذ ها المان طبق ا ن رابطز، ماتا س سفتذ

(5-10)  
e

dBKBK thcondTthth

e



 

تأثتا درشات  ،سامیتوشز بز معتار غنذ فقي با   با. اسا ماتا س عملگا گااد ان ]thB[،  در روابي بالا

تع اد توابع غنذ سامی ناو  در نظا گافتز  ود.  ]thB[ آمادی افزوده   ه بز ها گاه در ابعاد ماتا س

 بز صورت م ا تعا ف مذ  ود:تابع مذ با   و  1تا  در مت ان حاارتذ، 

 

(5-15) 








 2

cosr,
2

sinr),r(F
2

1l

th

l


  

th[ باای ها نوع گاه با   سنم مناسبذ در ماتا س با توشز بز درشات آمادی اضافز   ه، 
IB[  در نظاا

th[ هز گافتز  ود
IB[ ماتا س عملگا گااد ان گاهذ اسا. 

 

(5-16) 

   2b

k

1b

k

a

j

u

i

th

I BBBBB   

آمادی دواه  دا اا و سانم آن در  زدرش 2 مت ان دما، ؛سامی ن ا تز با  نتام بز غنذ i اگاگاه 

th[ ماتا س
IB[ بز صورت م ا دواه  بود: 

 

(5-17) 









y,i

x,i

iB



 

آمادی دواه   زدرش 1 مت ان دما، ؛ا تز با  ای واح  دسامی ام طا ق تابع پلزنتام بز غنذ j اگاگاه

th[ دا ا و سنم آن در ماتا س
IB[ آ بز صورت م ا بز دسا مذ:  

 

 

(5-18) 

 
  













y,jjy,i

x,jjx,i

j )x(H

)x(H
B




 

آمادی دواها   زدرشا 9 متا ان دماا، ؛سامی ام طا ق تابع تکتن دا تز با  نتام بز غنذ k گاه اگا

th[ دا ا و سنم آن در ماتا س
IB[ بز صورت م ادواه  بود: 

 

 

(5-10) 

 
  














y,k

l

kky,i

x,k

l

kkx,i

2,1lk
)x(F

)x(F
B
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بناباا ن سنم ها سز نوع هلذ گاه بز طور ش اگاناز در روش الماان محا ود توساعز  افتاز، درون 

هاای باز ناوع گاه هز باا توشاز ،( 10-5و  18-5و  17-5 روابيبز دسا آورده    )  ]thB[ ماتا س

ساامی هز ابعاد آن در غنذ ؛آوردرا باای آن المان ب سا  ]thB[توان ماتا س هلذ ها المان مذ اطااف

  متغتا با  . ان ه نو  تا باای المان درباگت 1 × 21 تاباای المان معمولذ  1 × 0 توان  اممذ

های ه  مسألز و درشات آمادی اضاافز  ا ه، مااتا س با توشز بز اسکالا بودن مت ان دما و تع اد گاه

 سفتذ حاارتذ ه  ب سا مذ آ  .

(5-99) 
e

th

e

th KK

 

  ود:( بز صورت م ا بتان مذ19-5با در نظاگافتن تعا ف فوق، رابطز )

(5-92)     TKdTK. thTcondT 



 

( قابا  بتاان اساا. باا اساتفاده ام تقا اب 26-5های د گا رابطاز )بز طور مشابز، فام گسستز عبارت

  ود:( بز صورت م ا نو تز مذ26-5هنتاو چ عبارت اول رابطز )

(5-91) 







dTcd

t

T
c  

 

 ، فام گسستز رابطز بالا بز صورت م ا مذ با  : ηبز شای تابع آممون  θبا شا گز نذ تابع تقا ب 

(5-99)     






 dcTdTcd
t

T
c hThhTh 

 

 عبارت فوق بز صورت م ا قاب  بتان اسا.

 

(5-90) 

(5-95) 

(5-96) 

  TdcdTcd
t

T
c

e

TT

e

T

ee

 


   













 
 

e

dcC Tth

e




 

e

th

e

th CC

 

( ، معادلز گسستز حاهم باا ها ا ا گاماا ذ باز  اک  م اا 26-5با شا گز نذ روابي فوق در رابطز )

 آ  :ب سا مذ

(5-97) 0TKTC thth   
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ام  (97-5) ه  ستستم اسا. در ا ن مطالعز، باای حا  معادلاز حاارتذ تذماتا س سف thK هز در آن

 نتکلسون استفاده   ه اسا.  -روش هاانک

(5-98)              1nththnth1nththth TtKC2tffTtKC2
n 

   

 بررسی ترک در میدان ترموالاستیک -5-4

های گاما ذ دما و  ار حاارتذ، و الاساتتک تانش، هاانش و  در ا ن ب ش، دجوصتات محلذ مت ان

در مسائ  تاموالاستتک دطذ در مواد همگان، رواباي  ود. تغتتامکان در حومه نو  تا  بارسذ مذ

حضور  ار حاارتذ باعث ا جااد مت ان تنش با روابي مشابز در مسائ  الاستتک  کسان اسا. بناباا ن، 

های تنش و تغتتامکاان  دجوصتات محلذ مت ان بناباا ن ود. ذ ش    و  ا تغتتا درشز آن نمذتکتن

توان دجوصتات محلذ تنش و تغتتامکان مکانتکذ اسا و مذ حاارتذ در حومه نو  تا  دقتقا مشابز

  ها را با استفاده ام بسي تابع و ژه و لتامز بتان نمود. ا ن همتا

 برای شکست حرارتی کنشبرهمانتگرال  -5-4-2

. باای هاا دو حالاا، تانش و بتان مذ  ود هنشباهمانتگاال  در ا ن ب ش، فامولبن ی فام دوبع ی

 .بجورت م ا مذ با   Mهنش انتگاال باهمای فام هانش صفحز

(5-90)  
A

jji

aux

ij

aux

iij
A

jji

aux

ij

aux

iij qdAWuudAqWuuM ,1

int

1,1,,1

int

1,1, )()( 

تابع چگالذ انا ی هانشاذ  intW. و با ن های تنش و تغتتامکان مذلفزتاتتب مو بز iu و ijσن هز در آ 

 : ودهنش اسا و بجورت م ا تعا ف مذمکانتکذ باهم

(5-09)  m

ik

aux

ik

aux

ikik

int

2

1
W    

بااای حالاا  M انتگااال،  ij,jσ=  0 و اعمال معادلز تعادل دوم گتای ام عبارت داد  انتگاالبا مشتق 

 آ  . صورت م ا در مذبز استاتتکذ

(5-02)  
A

ji

aux

ij

aux

jiij
A

jji

aux

ij

aux

iij qdAWuudAqWuuM )()( 1,
int

1,1,,1

int

1,1,   
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 هانشبز شای معادلز تعادل استفاده  ود، انتگاال باهم üρ = i+Xij,jσ در صورتذ هز ام معادلز حاها

 بز صورت م ا ب سا مذ آ  : باای حالا د نامتکذ

 
A

1,
int

j1,i

aux

ij

aux

j1,iij

aux

1,ii
A

j,j1

int

1,i

aux

ij

aux

1,iij qdA)Wuuuu(dAq)Wuu(M    

(5-10)  

iü  مولفز های بادار  تاب وρ   عبارت انتگاال دوم  ام  مشتق شزئذ. چگالذ مذ با intW  نسبا بز 

1x ود: ای ا ن عبارت بز  ک  م ا نو تز مذاسا. باای ها دو حالا تنش و هانش صفحز  

(5-09) 

l

aux

lk

aux

lk

ij

ij x

W

x

W

x

W

x

W

exp1

int

1

int

1

int

1

int



































 






 

aux ای، رابطازدر مح وده الاستتک دطذ باای ها دو حالا تنش و هانش صافحز

ijij

intW   و  

ij

aux

ij

intW   .هوچاک،ننا اا تغتتامکان باذ-با توشز بز ا ن رابطز و رابطز هانش باقاار اسا   

  2uu i,jj,iij ( را مذ09-5رابطز ) :توان بز صورت م ا بتان هاد 

(5-00) 

l

ji

aux

ij

aux

jiij
x

W
uu

x

W

exp1

int

1,1,

1

int


















  

 .های مکانذ نتستن در مواد ا زوتاوپتک و ارتوتاوپتک دجوصتات ماده تابع م تجزام طافذ چون 

(5-05) 

1

int

exp1

int )(

)( x

T

T

W

x

W

l




















 

صاورت م اا باز ایصفحزو حالا  عادلز سادتاری باای  ک پتوستار شام م، (19-1) توشز بز رابطزبا 

 اسا:

(5-06) 

 

(5-07) 

)T(Q jjiji           i,j =1,2,3 


































12

22

11

3

2

1













   ,    

































3

2

1

12

22

11

2 











   

( در رابطاز 06-5با شاا گز نذ رابطاز ) .اسا  ه تعا ف  (21 -1( تا )0-1)در روابي  λدر رابطز بالا 

(5-09:) 
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(5-08) 

   

   

    aux

12233232131

aux

22323222121

aux

11313212111

aux

12123322321131

aux

22122322221121

aux

11121322121111

aux

1212

aux

2222

aux

1111

aux

ikik

int

TQQQ2TQQQ

TQQQQ2QQ2

Q2QQQ2QQ

2W

















 

  : ΔTبا مشتق گافتن ام رابطز بالا نسبا بز 

(5-00) 
 

    aux

12233232131

aux

22323222121

aux

11313212111

int

QQQ2QQQ

QQQ
)T(

W













 

 :(06-5با استفاده ام رابطز ) ام طافذ

(5-59) 
j

aux

iij

aux

ijij

int

QQ
)T(

W








   

(5-52) aux

iij

aux

j Q    

 

 (5-51) 
i

aux

i

int

)T(

W








      

 بجورت م ا ب سا مذ آ  :استاتتکذ حالا باای  Mهنش انتگاال باهمفام در نتتجز 

(5-59) 
   














A 1

aux

ii
A

j,j1

int

1,i

aux

ij

aux

1,iij qdA
x

)T(
)(dAqWuuM


  

 باای حالا د نامتکذ نتز بجورت م ا دواه  بود: Mهنش انتگاال باهم

(5-50) 
   














A 1

aux

ii

aux

1,ii
A

j,j1

int

1,i

aux

ij

aux

1,iij qdA
x

)T(
)(uudAqWuuM


   

 بتان   ه اسا. 9در فج   Tو تنش   IIKو  IKو ضاا ب   ت تنش هنش باهم رابطز بتن انتگاال

مشابز  Tتنش و   IIKو  IK( ضاا ب   ت تنش  IIو مود  Iهای همکذ ) مود با انت اب مناسب مت ان

 آ ن .ب سا مذ 9فج  

 مثال های عددی -5-5

در مواد ارتوتاوپتک  Tتنش و  موضوع مورد بحث در ا ن قسما ، تعتتن ضاا ب   ت تنش د نامتکذ

تحا بار حاارتذ با استفاده ام روش ع دی المان مح ود توسعز  افتز مذ با  . در ا ن قساما بااای 



000 

نو تز   ه، ابت ا مساالز ا زوتاوپتاک آورده  ا ه و ساپس مساائ   MATLABبارسذ درستذ بانامز 

 ح  گاد  ه اسا. تکارتوتاوپ

 تحت بار حرارتی )شبه استاتیکی( وپیکرای برای ماده ایزوتترک لبه - 5-5-2

ای لبز ود هز دارای تا  در نظا گافتز مذ = mm 2 wو عاض  = mm 0 hبا طول  دو بع یصفحز 

 سااد ماذ  اود. eTΔ =  -29 باز انا امه. صفحز در لبز چپ بز سااعا ((1-5) ک  )مستقتم اسا 

 تمامذ لبز های د گا عا ق و  اا ي هانش صفحز ای در نظا گافتز   ه اسا. 

ضاا ب  ، =3Kg/m9920ρ، چگاالذ  GPa 199  =E، م ول الاستتستتز  υ=  9/9ضا ب پواسون 

ضاا ب ها ا ا  و K.J/kg 062  =C، ظافتا گاما ذ و اژه  K 6- 29 × 68/6  =α-1انبساط حاارتذ 

استفاده   ه اسا و مق ار ضا ب  69 × 269در ا ن مثال ام مش  مذ با   . =W/m.K 27k حاارتذ

 مطابق فامول م ا بذ بع    ه اسا. tو ممان  IK  ت تنش 

(5-55) 

TWE

K
K I

In





       ,      eTTT  0  

(5-56) 
2cW

kt


 

 

 

 
 ای تحا بارگ اری حاارتذ صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز (1-5 ک  )

Δ 

w 

h 



000 

( نشان داده 9-5ذ نقاط در راستای عاضذ صفحز در ممان های م تلف در  ک  ) نمودار تغتاات دما

   ه اسا.

 

 نمودار تغتتاات دما در راستای عاضذ در ممان های م تلف  (9-5 ک  )

 

در مساالز تاموالاستتساتتز دو بعا ی  هاای م تلافبااای ممان InK بذ بع  مق ار ضا ب   ت تنش

 τدر ا ن نمودار محور  .(0-5با استفاده ام راه ح  تحلتلذ ارائز   ه اسا ) ک   [0]توسي لذ و ستم 

لگار تمذ بوده و ممان بذ بع  را نشان مذ ده  و نمودار ها باای تاا  هاای باا طاول متفااوت رسام 

 گاد  ه اسا.

 

 

 

 

 

 

 



002 

 
با حسب ممان بذ بع  باای طول تا  های  InK بذ بع  ضا ب   ت تنشتغتتاات نمودار نتمز لگار تمذ  (0-5) ک  

 [0با روش تحلتلذ ]ای در صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز متفاوت

 

( رسم 6-5( و )5-5طول تا  های متفاوت در  ک  های )باای  InK بذ بع  ضا ب   ت تنشمق ار 

تحلتلذ مقا سز گاد  ه اسا. در ا ن نمودار ها، ام المان چنار گاه ای استفاده  ا ه گاد  ه و با روش 

 اسا.

 
تاوپتک دارای در صفحز ا زو با حسب ممان بذ بع  InK بذ بع  ضا ب   ت تنشنمودار نتمز لگار تمذ  (5-5 ک  )

  =mm 9/9 a ای بز طولتا  لبز

 ارائز   ه نتا ج

 [0] روش تحلتلذ



003 

 
در صفحز ا زوتاوپتک دارای  با حسب ممان بذ بع  InK بذ بع  ضا ب   ت تنشنمودار نتمز لگار تمذ  (6-5 ک  )

 =mm 0/9 aای بز طول تا  لبز

 

( رسام 8-5( و )7-5طاول تاا  هاای قبلاذ در  اک  هاای )باای نتز  IK ضا ب   ت تنشمق ار 

 مقا سز گاد  ه اسا.گاد  ه و با روش تحلتلذ 

 
ای بز طول در صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز با حسب ممان بذ بع  IKضا ب   ت تنش نمودار  (7-5 ک  )

mm 0/9 a= 

 

 ارائز   ه نتا ج

 [0] روش تحلتلذ

 ارائز   ه نتا ج

 [0] روش تحلتلذ
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ای بز طول در صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز با حسب ممان بذ بع  IKضا ب   ت تنش نمودار  (8-5 ک  )

mm 5/9 a= 

 

با اساتفاده ام روش  InKو  IK( نشان مذ دهن ، تغتتاات 8-5( تا )5-5هز نمودار  ک  های ) همانطور

ع دی، مشابز روش تحلتلذ مذ با  . اما مق ار نمودار های ع دی همتا ام حالا تحلتلذ مذ با  . ام 

، با استفاده ام المان های هشا گاه ای بز صورت عا دی   = mm 0/9 a ا ن رو، صفحز با طول تا  

ناچتزی افزا ش  افتز اسا. در ح    ه اسا. در ا ن حالا مق ار ضا ب   ت تنش ، بز مق ار دتلذ 

دو روش قبلذ،  عنذ المان چنار گاه ای و المان هشا گاه ای، ابعاد المان ها در سااسا صفحز  کسان 

بود. باای بالا بادن دقا روش ع دی ارائز   ه، ام المان های با ان امه متغتا استفاده   ه اسا. بااای 

صفحز بز نو  تا  نزد ک مذ  ون ، هوچک تا مذ  ود. ا ن منظور ابعاد المان ها ها چز ام لبز های 

 استفاده   ه اسا. 69 × 269(( در ا ن حالا نتز ام مش 0-5)مطابق  ک  )

با استفاده ام انواع المان بنا ی محاسابز   mm 0/9 = a  طول تا باای  IK ضا ب   ت تنشمق ار 

( رسم گاد  ه و با روش تحلتلذ مقا سز گاد  ه اسا. همانطور هاز در  اک  29-5  ه و در  ک  )

مش ص اسا، با استفاده ام المان هشا گاه ای با ان امه متغتا، نمودار حاص  ام روش ع دی با تقا ب 

 دتلذ م اد بز ح  تحلتلذ نزد ک مذ با  .

 

 ارائز   ه نتا ج

 [0] روش تحلتلذ
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 المان های هشا گاه ای با ان امه متغتا (0-5 ک  )

 

 
ای بز طول در صفحز ا زوتاوپتک دارای تا  لبز با حسب ممان بذ بع  IKضا ب   ت تنش نمودار  (29-5 ک  )

mm 0/9 a= با المان های م تلف 

 

 

 

 ایالمان چهار گره

 ایالمان هشت گره

 ای با اندازه متغیرالمان هشت گره

 [3] روش تحلیلی



006 

 
در صفحز ا زوتاوپتک  با حسب ممان بذ بع  InK بذ بع  ضا ب   ت تنشنتمز لگار تمذ نمودار  (22-5 ک  )

 با المان های م تلف =mm 0/9 aای بز طول دارای تا  لبز

 

 تحت بار حرارتی )دینامیکی( روپیکای برای ماده ایزوتترک لبه - 5-5-1

ا ن بار در حالا د نامتکذ ح    ه اسا. در ا ان حالاا  = mm 0/9aباای طول تا   2-5-5مثال 

(  60-1 ( شا گز ن معادلز ) 1-0 مولفز ا ناسذ نتز در نظا گافتز   ه اسا. بز عبارت د گا معادلز )

توشز بز دقا بالای روش ع دی با المان هشا گاه ای و ان امه متغتا ، ام ا ان الماان گاد  ه اسا. با 

 ها در ا ن مثال استفاده   ه اسا.

رسام گاد ا ه و باا حالاا  ابز  IK( نمودار تغتتاات ضا ب   ت تنش د ناامتکذ 12-5در  ک  ) 

ا، مولفاز ا ناساذ ( مش ص اسا21-5استاتتکذ مقا سز گاد  ه اسا. همانطور هز در نمودار  ک  )

 تغتتای ناچتزی در مقاد ا ضا ب   ت تنش نسبا بز حالا  بز استاتتکذ ا جاد هاده اسا.

 

 

 

 

 ایالمان چهار گره

 ای با اندازه متغیرالمان هشت گره

 [3] روش تحلیلی
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ای بز طول تاوپتک دارای تا  لبزدر صفحز ا زو با حسب ممان بذ بع  IKنمودار ضا ب   ت تنش  (12-5 ک  )

mm 0/9 a= در حالا د نامتکذ 

 

 
در صفحز ا زوتاوپتک  با حسب ممان بذ بع  InKنمودار نتمز لگار تمذ ضا ب   ت تنش بذ بع   (92-5 ک  )

 درحالا د نامتکذ =mm 0/9 aای بز طول دارای تا  لبز

 

 

 

 

 

 شبه استاتیکی

 دینامیکی

 استاتیکی شبه

 دینامیکی



008 

 ای برای ماده ارتوتروپیک تحت بار حرارتی ترک لبه - 5-5-9

 ود هز دارای در نظا گافتز مذ = mm 2 wو عاض  = mm 0 hبا طول  ارتوتاوپتک دو بع یصفحز 

باز . صفحز در لبز چپ باز سااعا ((02-5) ک  ) اسا = mm 0/9aتا  لبز ای مستقتم بز طول 

ساد مذ  ود. تمامذ لبز های د گا عا ق و  اا ي هانش صفحز ای در نظا گافتز  eTΔ =  -29 ان امه

   ه اسا. 

 ،  02υ  ،17/9  =03υ  ،12/9  =30υ  ،20/9  =32υ  ،aGP 96/226 =0E=  18/9مش جات مااده 

GPa09/09 =2E  وGPa 12/98 =02G 3 وm/Kg8990=ρ .  باز  ضاا ب انبسااط حاارتاذ و مذ با

 ، ظافتاا گاماا ذ و اژه  K 6- 29 × 5/7 =1α  ،1-K6- 29 × 8 =2α، 1-K6- 29 × 0 =3α-1 تاتتاب

J/kg.K 775  =C ضا ب ه ا ا حاارتذ و W/m.K 81/10= 1k  ،W/m.K 15/12= 2k .   در  مذ با

 مطابق فامول م ا بذ بع    ه اسا. tاستفاده   ه اسا و مق ار ممان  69 × 269ا ن مثال ام مش 

(5-57) 
2cW

tk xx


 

 

 
 ای تحا بارگ اری حاارتذصفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز (20-5 ک  )

  

( با حسب ممان بذ بع  رسم گاد  ه اسا. در ا ان 25-5در  ک  ) IKضا ب   ت تنش د نامتکذ 

مثال ضاا ب   ت تنش د نامتکذ باای موا ای ناهمسانگادی م تلف نتز محاسبز گاد  ه و در  ک  

w 

h Δ 
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( د  ه ماذ  اود باا افازا ش 26-5همانطور هز در نمودار  ک  )( رسم   ه اسا. 27-5( و )5-26)

نتز افزا ش مذ  اب . مطابق  اک   IK ماو ز ناهمسانگادی مق ار بتشتنز ضا ب   ت تنش د نامتکذ

نتز افزا ش مذ  IIK ماو ز ناهمسانگادی مق ار بتشتنز ضا ب   ت تنش د نامتکذبا افزا ش ( 5-28)

درشاز مشاابز ماو از ناهمساانگادی  09در ماو ز ناهمسانگادی  IIK ق ار، تغتتاات م IK  اب . با دلاف

صفا درشز مذ با  . باای مقا سز بنتا نمودارها ، نمودار نتمز لگار تمذ ضاا ب   ت تنش در  اک  

در مثال ذها   ه، بتشتنز ضاا ب   ت تنش د نامتکذ در ماو ز  ( آورده   ه اسا.20-5و) (5-27)

 دارای همتا ن مق ار اسا. ناهمسانگادی صفا درشز

 
 ای بز طولدر صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز با حسب ممان بذ بع  IKنمودار ضا ب   ت تنش  (52-5 ک  )

mm 0/9 a= در حالا د نامتکذ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



000 

 
 ایبا حسب ممان بذ بع  در صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز IK  نامتکذنمودار ضا ب   ت تنش د  (62-5 ک  )

 در موا ای ناهمسانگادی م تلف

 

 

 
با حسب ممان بذ بع  در صفحز ارتوتاوپتک  IK د نامتکذ ضا ب   ت تنش نتمز لگار تمذ نمودار  (72-5 ک  )

 در موا ای ناهمسانگادی م تلف ایدارای تا  لبز

 



000 

 
 ایبا حسب ممان بذ بع  در صفحز ارتوتاوپتک دارای تا  لبز IIK د نامتکذ   ت تنشنمودار ضا ب  (82-5 ک  )

 در موا ای ناهمسانگادی م تلف

 
با حسب ممان بذ بع  در صفحز ارتوتاوپتک  IIK د نامتکذ ضا ب   ت تنش نتمز لگار تمذ نمودار  (02-5 ک  )

 در موا ای ناهمسانگادی م تلف ایدارای تا  لبز

 

ساعا افزا ش و پس ام های ابت ا ذ اعمال  و ، ضاا ب   ت تنش بزدهن  در مماننشان مذنتا ج 

صورت ساما شذ بز لباز  اب . اعمال  و  حاارتذ بزرست ن بز مق ار بتشتنز، تا مق ار پا ا هاهش مذ
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 ود. در  ک نقطز ثاباا ام صافحز، ابتا ا تانش چپ صفحز باعث ا جاد موج تنشذ حجمذ در آن مذ

 ود اما با رست ن موج ناگنان تغتتا علاماا اطا تغتتا نما ذ دما بز آرامذ تا مق ار بتشتنز م اد مذب 

هن . ضاا ب   ت تنش نتز تاا قبا  ام رسات ن آرامذ تغتتا مذده . پس ام عبور موج نتز تنش بزمذ

آننا تا رست ن بز   ابن  اما با عبور موج و تغتتا علاما تنش، مق ارموج تنش بز نو  تا  افزا ش مذ

هن . ممان متناظا با مق ار بتشتنز با م اد   ن ماو ز ناهمسانگادی افازا ش مق ار پا ا هاهش پت ا مذ

  اب .مذ

و  69 × 269 باا اساتفاده ام ماش  های م تلفممان نتز، در Tدر ا ن مثال مق ار د نامتکذ تنش 

 .اسااد  هگ( رسم  19-5ان امه متغتا محاسبز گاد  ه و در  ک  ) 

 

 
 تحا بار حاارتذ در ماده ارتوتاوپتک های م تلفدر ممان Tتنش  د نامتکذ مق ار (19-5 ک  )
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 م شفج  

 

 

  هانتیجه گیری و پیشنهاد
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 خلاصه نتایج -6-2

هاای در محتي ایباای تحلت  د نامتکذ تا  لبز ، روش المان مح ود توسعز  افتزپا ان نامزدر ا ن  

با آوردن مثال های متع د، دقا بز هار رفتز اسا.  تحا بارگ اری حاارتذ دوبع ی ام مواد ارتوتاوپتک

و تطابق قاب  قباولذ باتن نتاا ج ارائاز  روش ع دی ارائز   ه با روش های د گا مقا سز گاد  ه اسا

در صافحز  Tو تانش  . در انتناا مقااد ا ضاا ب  ا ت تانش  ه و گزارش هاای د گاا وشاود دارد

 ارتوتاوپتک تحا بارگ اری حاارتذ ب سا آم ه اسا.

طبق نتا ج، در مواد ارتوتاوپتک نتز مانن  مواد ا زوتاوپتک در ابت ای اعمال  او  حاارتاذ، ضااا ب 

ا ان   ابا .  ت تنش سا عا تا  ک مق ار ح اهثا افزا ش  افتز و سپس با ساعا همتای هاهش ماذ

 های ابت ا ذ تغتتا دمای صفحز اسا.  تا  در ممانمسالز نشانگا امکان ا جاد ر 

بعلاوه، در مواد ارتوتاوپتک مق ار بتشتنز ضاا ب   ت تنش و ممان وقوع آن بز ماو ز ناهمساانگادی 

 . وابستز بوده و متزان وابستگذ در چن  مثال بارسذ گاد  ه اساهاملا 

 در مساائ  باا بارگا اری مکاانتکذ شدر ا ن مطالعز، تاثتا ماو ز تا  روی مقاد ا ضاا ب  ا ت تان

-های ارائز   ه نتز تطابق قاب  قبولذ بتن نتا ج تحلت  و مقاد ا گزارشبارسذ   ه اسا. نتا ج مثال

 ده .  ه نشان مذ

در روش الماان ش    معافذ  ا ه و  سامیتوابع غنذ، تا  سامیم لدر ا ن مطالعز، باای همچنتن 

 ا ه  بکار بااده د نامتکذ و استاتتکذمکانتکذ در دو حالا ی های توسعز  افتز باای بارگ ارمح ود 

بز عنوان مز ا توابع ش    مذ توان بز ا ن نکتز ا اره هاد هز در توابع غنذ سامی قبلذ، درشز  اسا.

ب جوص در تاا  هاای در  افا، ا ن اما درشز افزا ش مذ 8های اطااف المان نو  تا  آمادی گاه

در روش ارائاز  . اودماذه  ستساتم درشز آمادی باعث افزا ش با توشز بز گستاش تا  حال ر  ، 

 1ساامی درشز افزا ش مذ  اب  و تواباع غنذ 0بز مق ار المان  ام  نو  گاه های   ه درشز آمادی 

با  . در نتتجز با گستاش تا  و انتقال نو  تا  بز الماان هاای مجااور، در ننا اا درشاز تابع مذ

 سالز نسبا بز حالا قبلذ هاهش مذ  اب . آمادی م
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توابع ش    ارائز   ه با دلاف توابع قب  بز شنس ماده ارتوتاوپتک وابستز نمذ با ن  و ام ا ن شنا 

 با توابع غنذ سامی مواد ا زوتاوپتک مشابنا دارد.

 پیشنهادات عملی بر اساس نتایج حاصل از پایان نامه  -6-1

  ع دی ارائز   ه در ا ن رسالز، مذ توان با اطمتنان بتشتا، ام ا ن با توشز بز دقا بالای روش

 روش در ح  مسائ  مکانتک  کسا استفاده هاد.

  با توشز بز مز ا های توابع غنذ سامی ش    ارائز   ه در ا ن مطالعز، استفاده ام ا ن تواباع

 هارا ذ بتشتای دواه  دا ا.

 ب   ت تنش انت اب شنا ماو از التااف حاائز با توشز بز اثا ماو ز ناهمسانگادی، روی ضاا 

 اهمتا اسا.

 پیشنهاد موضوع برای پژوهش های بعدی -6-9

 بارسذ ضاا ب   ت تنش در مواد ارتوتاوپتک تحا بارگ اری تاهتبذ حاارتذ و مکانتکذ 

 بارسذ اثا هوپلتنگ دما با روی ضاا ب   ت تنش در مواد ارتوتاوپتک تحا بار حاارتذ 

   در مواد ارتوتاوپتک تحا بارگ اری حاارتذبارسذ ر   تا 
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Abstract 

Existence of cracks in the structure, causes structural failure at loads less than the 

expected ones. So investigating the behaviour of crack in orthotropic materials, is 

essential. On the other hand, many of the structures and machinery are exposed the 

temperature gradient or high temperature. According to the research, the thermal failure 

is one of the conventional failure mode of structures. In this thesis, the Extended finite 

element method is implemented to compute the dynamic fracture parameters (stress 

intensity factors and T stress) in 2D orthotropic media under thermal loading. a single 

layer orthotropic rectangular plane is considered. this plane is exposed to cooling 

thermal shock at the cracked side, other sides are assumed insulated. 

In this thesis, The uncoupled thermoelasticity equations are considered. 

Isoparametric four-node and eight-node rectangular elements are used to discrete 

governing equations. The dynamical stress intensity factors and Tstress are computed 

by the interaction integral method. The Newmark method is used for the time 

integration of the equilibrium equations and the Crank–Nicolson scheme is applied to 

solve the classical heat conduction equations. 

In this thesis, a MATLAB code is developed to carry out all stages of the calculations 

from mesh generation to post-processing. In several numerical examples, dynamic 

stress intensity factors (SIFs) and T stress are compared to the analytical and numerical 

reports. is drawn an analogy between obtained results and other numerical or analytical 

method. proposed results and the reported results are in good agreement. 
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