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  چکیده:

 از لنگرها، و نیروها در برابر لحاظ رفتاري از که هستند خمیده اي سازه هاي کلّی، طور به پوسته ها   

 گذشته ي از مختلف هاي بکارگیري تئوري و رفتارها این مطالعه ي  .برخوردارند اي مطلوب ویژه مقاومت

 ادامه همچنان کاربرد، دلیل فراوانی به و گرفته قرار زیادي دانشمندان توجه امروز مورد به تا دور چندان نه

 به همواره دانش پژوهان و دارند ویژه تري اهمیت استوانه اي، پوسته هاي پوسته ها، انواع میان د. ازدار

 در را مقاومت آنها بتوانند که بوده اند پوسته ها از دسته این ه يدّاو م جداره روي بر تغییرات اعمال دنبال

به همین منظور در این رساله سعی بر آن بوده تا به  .کاهش دهند را آنها وزن و افزایش بارگذاري ها برابر

تحلیل استوانه هاي با ضخامت ثابت تحت بارگذاري هاي فشاري، دورانی و شار حرارتی با شرایط مرزي 

مختلف در حالت متقارن محوري بپردازیم، و تا آنجا که مقدور است اثر هر یک از این عوامل در جابه جایی 

در استوانه را مورد بررسی قرار دهیم. در ابتدا ضمن مروري بر تئوري هاي مربوط  ها و تنش هاي ایجاد شده

به این سازه ها به بررسی اجمالی کارهایی که تا کنون در این زمینه انجام شده است پرداخته و گذري به 

استخراج  خواهیم داشت. در بخش اوّل در ابتدا با FGپیشینه ي پژوهش هاي صورت گرفته در رابطه با مواد 

با تغییرات توانی  (FG)مواد ناهمگن  معادلات حاکم بر استوانه هاي جدار ضخیم به کمک روش انرژي براي

خواص در راستاي ضخامت تحت بارگذاري فشاري و بدست آوردن معادلات نهایی، براي یک مسئله نمونه 

محاسبه شده و در ادامه جهت مقادیر جابه جایی شعاعی، جابه جایی محوري، تنش محوري و تنش برشی 

اطمینان، جواب هاي بدست آمده با نتایج حاصل از مدلسازي توسط نرم افزار انسیس مقایسه شده است. به 

منظور دست یافتن به اثر بارگذاري فشاري در این بخش نتایج حاصل از چند بارگذاري فشاري با مقادیر 

دوم با اضافه کردن دوران به بارگذاري فشاري اثر این متفاوت نیز مورد بررسی قرار گرفته است. در بخش 

عامل در جابه جایی و تنش هاي ایجاد شده در استوانه بررسی شده و مشابه بخش قبل پس از حل معادلات 

مربوطه پاسخ هاي حاصل از دو روش مذکور مورد مقایسه قرار گرفته است. در بخش سوم که به عنوان 

نظر گرفته شده بارگذاري حرارتی را نیز به مجموعه ي بارگذاري ها اضافه می  بخش پایانی در این رساله در

 کنیم تا اثر این نوع بارگذاري نیز مورد بحث و بررسی قرار گیرد.
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مقایسه نتایج بین دو روش استفاده شده نشان میدهد که تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اولّ در     

بل قبولی برخوردار است، هر چند که با اضافه شدن دوران به بارگذاري بارگذاري اوّل و دوم از دقت خوب و قا

فشاري در سرعت هاي بالا از دقت حل تحلیلی کاسته می شود ولی با اضافه شدن شار حرارتی به مجموعه 

ي بارگذاري از دقت حل به حدي کاسته میشود که دیگر پاسخ هاي این روش قابل قبول نخواهد بود. عامل 

ی تواند به این مسئله دامن زده باشد فاصله گرفتن جابه جایی از فرض خطی در نظر گرفته شده اصلی که م

توسط تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول است، و لذا لازم است براي رسیدن به پاسخ هایی با دقت بیشتر 

 از تئوري تغییر شکل برشی با مرتبه هاي بالاتر استفاده کرد.

 هاي جدار ضخیم،تغییرات توانی خواص، تئوري تغییر شکل برشی استوانه واژگان کلیدی:

  



 د

 

 مطالب فهرست

 ها پوسته تحلیل روشهای بر مروری :1 فصل

 2                                                                                                ه             مقدم 1-1

                                                       2                                                                                          دسته بندي پوسته ها 1-2

 4                                                                                     تئوري پوسته هاي نازک   1-9

  5    تئوري غشایی                                                                                                 1-9-1

 6                                                                                                   خمشی تئوري 1-9-2

 3                                                                                      کلفت هاي پوسته تئوري 1-4

  11                                                                                 خطی ي الاستیسیته تئوري 1-4-1

 11                                                                                    برشی شکل تغییر تئوري 1-4-2

 12                                                                    (FGM) خواص تابعی تغییرات با مواد 1-5

 FG                                                                                            14مواد ویژگیهاي 1-5-1

 FG                                                                                         15 مواد ي تاریخچه 1-5-2

  FG                                                                                 11  مواد  تولید فرآیندهاي 1-5-9

 FG                                                                                    11مواد ریاضی مدلسازي 1-5-4

 21                                                                                           پیشینه ي پژوهش 1-6

 25                                                                                                    جمع بندي 1-1
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 FGM ای استوانه های پوسته الاستیک تحلیل:2 فصل

  21                                                                                                              مقدمه 2-1

 21                                                                                      برشی شکل تغییر تئوري 2 -2 

 92                                                                       ناهمگن هاي استوانه الاستیک تحلیل 2-9 

 94                                                                        الاستیسیته  مدول ناهمگنی توزیع 2-9-1 

  91                                                            فشاري بارگذاري تحت استوانه الاستیک حل 2-9-2

 41                                                                                                مطالعه ي موردي 2-4

 41                                                                                      گیردار دوسر ي استوانه 2-4-1

 54                                                                       آزاد یکسر -گیردار یکسر ي استوانه 2-4-2

  66                                                   فشاري بارگذاري تحت ناهمگن هاي استوانه عددي حلّ 2-5

  61                                                                                               نتایج ي مقایسه 2-5-1

 12                                                                                                        جمع بندي 2-6

 FGM چرخان ای استوانه های پوسته تیکالاس تحلیل : 3 فصل

  15                                                                                                             مقدمه  9-1

  15                                                               ناهمگن چرخان هاي استوانه الاستیک تحلیل 9-2

  11                                                                                       چگالی ناهمگنی توزیع 9-2-1

  11                                            فشاري بارگذاري تحت چرخان هاي استوانه الاستیک حل 9-2-2
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 14مطالعه ي موردي                                                                                                 9-9

                                                                                       84گیردار دوسر ي استوانه 9-9-1

                                                                        88آزاد یکسر - گیردار یکسر ي استوانه 9-9-2

                                               92داخلی فشار تحت ناهمگن چرخان هاي استوانه عددي حل 9-4

                                                                                                93نتایج ي مقایسه 9-4-1

                                                                                                         98جمع بندي 9-5

 FGM چرخان ای استوانه های پوسته ترموالاستیک تحلیل : 4 فصل

 111                                                                                                            مقدمه 4-1

                                                                 100ناهمگن هاي استوانه ترموالاستیک تحلیل 4-2

                                                                   103حرارتی انبساط ضریب ناهمگنی توزیع 4-2-1

                                                                               105حرارت انتقال ي معادله حلّ  4-2-2

       109                                      فشاري بارگذاري تحت چرخان استوانه ترموالاستیک حل 4-2-9

                                                                                               111موردي ي مطالعه 4-9

                                                                                     112 گیردار دوسر ي استوانه 4-9-1

                                                                   117آزاد یکسر - گیردار یکسر ي استوانه 4-9-2

                                                122 ترکیبی بارگذاري تحت ناهمگن هاي استوانه عددي حلّ 4-4

                                                                                           123نتایج ي مقایسه 4-4-1
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                                                                                                       128بندي جمع 4-5

 گیری نتیجه و بندی جمع : 5 فصل

                                                                                                              130مقدمه 5-1

                                                                                    130گیري نتیجه و بندي جمع 5-2

  FGM                                                    132 اي استوانه هاي پوسته الاستیک تحلیل :اولّ حالت

 FGM                                            133چرخان اي استوانه هاي پوسته الاستیک تحلیل :دوم حالت

 FGM                                      134چرخان اي استوانه هاي پوسته ترموالاستیک تحلیل :سومّ حالت

                                                                                                         135پیشنهادها 5-9
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 ها شکل فهرست

 41 استخوان يك مقطع  نماي 1-1 شکل

 41 (41) مواد مختلف در خواص تغييرات  ي مقايسه 1-2 شکل

 41 (41در ژاپن ) FGMساختار گروههاي پروژهی ساخت  3-4شکل 

 FG(41) 41 مواد توليد گوناگون روشهاي بندي دسته 1-4 شکل

 31 ثابت جدار ي استوانه  پروفيل 2-1 شکل

 33 خارجی و داخلی فشار تحت ثابت جدار ي استوانه  پروفيل 2 -2 شکل

 31 شعاعی راستاي در الاستيسيته مدول بعد بی توزيع 2 -3 شکل

𝑥در داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 2 -4 شکل = 𝐿 2⁄  

 13 گيردار دوسر حالت براي

𝑥 در خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 2-5 شکل = 𝐿 2⁄ 

 13 گيردار دوسر حالت براي

 براي x=L/2 - در خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع   2-6شکل

 دوسرگيردار حالت

𝑥 در داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2-7 شکل = 𝐿 2⁄ 

 11 گيردار دوسر حالت براي

𝑥 در خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2-8 شکل = 𝐿 2⁄ 

 11 گيردار دوسر حالت براي

𝑥 در خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2 -9 شکل = 𝐿 2⁄ 

 11 گيردار دوسر حالت براي

 داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2-10 شکل

 14 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2-11 شکل
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 14 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2 -12 شکل

 11 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2-13 شکل

 11 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2 -14 شکل

 
 14 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2 -15 شکل

 
 14 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2-16 شکل

 
 11 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2 - 17 شکل

 
 11 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2 -18 شکل

 

 13 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت به ازاي

 به خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2 -19 شکل

 13 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي

  خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2 -20 شکل

 54  گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2 -21 شکل

 11 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به
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 x=L/2 در  داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 2 -22 شکل

 11 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

  x=L/2 در خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 2 -23 شکل

 11 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 براي x=L/2  در خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 2 -24 شکل

    آزاد يکسر گيردار يکسر حالت

 x=L/2 در داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2 -25 شکل

 15 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 x=L/2 در خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2- 26 شکل

 15   آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

 x=L/2 در خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 2 -27 شکل

 14 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

  داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2 -28 شکل

 14  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2 -29 شکل

 14  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  داخلی فشار تحت ناهمگن استوانهی مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2 -30 شکل

 62  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به
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  داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2 -31 شکل

 11  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2 -32 شکل

 63 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2 -33 شکل

 13  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2 -34 شکل

 64 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  خارجی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2 -35 شکل

 11 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 به خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن استوانهی مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 2 -36 شکل

 11 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي

 

  و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 2 -37 شکل

 11  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به m خارجی

 

  خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 2 -38 شکل

 11  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به
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  خارجی و داخلی فشار تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 2 -39 شکل

 66 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 داخلی فشار تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 2 -40 شکل

 x=L/2  70 در گيردار دوسر حالت براي

 

 داخلی فشار تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 2-41 شکل

 n=(-1 ) 11 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي

 

 داخلی فشار تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 2 -42 شکل

 n=(-1)  14 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي

 داخلی فشار تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 2 -43 شکل

 n=(-1) 14   ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 داخلی فشار تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 2 -44 شکل

 n=(-1)  11 ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

 15  فشاري بارگذاري تحت ثابت جدار چرخان ي استوانه پروفيل 3 -1 شکل

 

 54 شعاعی راستاي در چگالی بعد بی توزيع 3 -2 شکل

 

 x=L/2 در داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 3 -3 شکل

 51 گيردار دوسر حالت براي

 



 م

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 3 -5 شکل

 88 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 3 -6 شکل

 55  گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 3 -7 شکل

 89 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 3 -8 شکل

 54 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

 x=L/2 در داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 3 -9 شکل

 90 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

 x=L/2 در داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع41 3 -شکل

 44 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

 به داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 3 -11 شکل

 92 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي

 

 به داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 3 -12 شکل

 41  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي

 



 ن

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 3 -13 شکل

 43  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  داخلی فشار تحت چرخان ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 3- 14 شکل

 93 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

 فشار تحت چرخان ي استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 3 -15 شکل

 x=L/2 41 در گيردار دوسر حالت براي داخلی

 

 فشار تحت چرخان ي استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 3 -16 شکل

 n=(-1) 41 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي داخلی

 

 فشار تحت چرخان ي استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 3 -17 شکل

 n=(-1) 41 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي داخلی

 

 فشار تحت چرخان ي استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 3 -18 شکل

 n=(-1) 98 ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي داخلی

 فشار تحت چرخان ي استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 3 -19 شکل

 n=(-1) 45 ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي داخلی

 

 103 حرارتی و مکانيکی بارگذاري تحت ثابت جدار ي استوانه پروفيل 4 -1 شکل

 

 411  شعاعی راستاي در حرارتی انبساط ضريب بعد بی توزيع 4 -2 شکل



 س

 

 

 x=L/2 در ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 4 -3 شکل

 441 گيردار دوسر حالت براي

 

 x=L/2 در ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 4 -4 شکل

 116 گيردار دوسر حالت براي

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 4 -5 شکل

 441 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 4 -6 شکل

 118 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 4 -7 شکل

 445 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 4 -8 شکل

 444 گيردار دوسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

 x=L/2 در ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه در شعاعی جايی جابه نرمال توزيع 4 -9 شکل

 411  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 

 x=L/2 در ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه در محيطی تنش نرمال توزيع 4 -10 شکل

 411 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي



 ع

 

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در شعاعی جايی جابه توزيع 4 -11 شکل

 411  آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محوري جايی جابه توزيع 4 -12 شکل

 411 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در محيطی تنش توزيع 4 -13 شکل

 413 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

  ترکيبی بارگذاري تحت ناهمگن ي استوانه مختلف هاي لايه در برشی تنش توزيع 4 -14 شکل

 123 آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي n=(-1) ناهمگنی ثابت ازاي به

 

 ترکيبی بارگذاري استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 4 -15 شکل

 x=L/2  411 در گيردار دوسر حالت براي

 ترکيبی بارگذاري تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 4 -16 شکل

 n=(-1) 411 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي

 ترکيبی بارگذاري تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 4 -17 شکل

 n=(-1)  411 ناهمگنی ثابت ازاي به گيردار دوسر حالت براي

 ترکيبی بارگذاري تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه شعاعی جايی جابه 4 -18 شکل

 n=(-1)  415 ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي

 ترکيبی بارگذاري تحت استوانه در FSDT و FEM روشهاي با شده محاسبه محوري جايی جابه 4 -19 شکل

 n=(-1)  415 ناهمگنی ثابت ازاي به آزاد يکسر گيردار يکسر حالت براي
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 فهرست علایم و اختصارات

 

 𝑼𝒓                                                                                                                                              جابجایی شعاعی
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 هاپوسته های تحلیلمروری بر روش

 
 

 

 

 مقدمه 1-1

 دنیاي فیزیکی در که هستند هاسازه انواع ترینمتنوع و تریناز فراوان اي،پوسته هايسازه یا 1هاپوسته   

 اجزاي و نیز حیوانات و انسانها سر يجمجمه مانند طبیعی اشکال در هاپوسته .شوندمی پیدا ما اطراف

 صنایع مختلف: ساختمانی، در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و لاک جانوري مانند اندام محافظ

 و هاپرتابه هواپیماها، و ي خودروهابدنه ها،لوله ها،سقف همانند: فضا و هوا نظامی، خودروسازي، نیروگاهی،

 .شوندمی تولید هاسفینه و هاموشک ها، کنندهپرتاب

 و برابر نیروها در مقاومت و رفتاري کیفیت جهت از که هستند خمیده هايسازه کلّی، طور به هاپوسته

 پیچیدگی مطلوبیت رفتاري، به تناسب .گیرندمی قرار هاسازه تکاملی يمرتبه بالاترین در شده، وارد لنگرهاي

 اساس بر هاتحلیل پوسته براي موجود تقریبی  تحلیلی هاي باشد. روشمی اهمیت حائز نیز آنها تحلیل

                                                 
1. Shells 
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 دلیل به اياستوانه هايها، پوستهپوسته انواع میان دهند. از می تشکیل را هاپوسته تئوري که است فرضیاتی

 تا دور چندان نه يگذشته از هاگونه پوسته این رفتار يبرخوردارند. مطالعه ترياهمیت ویژه از کاربرد، فراوانی

 هندسه روي بر تغییرات اعمال پیگیر پژوهاندانش .دارد ادامه همچنان و بوده دانشمندان توجه مورد امروز به

 و افزایش حرارتی و مکانیکی هايتنش انواع برابر را در آنها مقاومت بتوانند که اندبوده هاپوسته يماده و

 دهند.  کاهش را آنها وزن امکان، درصورت

 

 هاپوسته بندیدسته 1-2

 .شوندمی بنديدسته رفتاري و مادي هندسی، دیدگاه از هاپوسته بخش، این در

 هندسی: دیدگاه از -الف

 ياز صفحه خارج راست خط امتداد در مادي سطح یا منحنی یک انتقال از :1انتقال از حاصل يپوسته

 .شودمی حاصل قوس،

 قوس، حاصل يصفحه در واقع محور حول مادي سطح یا منحنی یک دوران از :2دوران از حاصل يپوسته

 .شودمی

 21/1از  کوچکتر آن 4میانی سطح انحناي شعاع به ضخامت نسبت که ايپوسته :9نازک جدار يپوسته

 .باشد

  21/1 از بزرگتر آن میانی سطح انحناي شعاع به ضخامت نسبت که اي: پوسته5کلفت جدار يپوسته

 باشد.

 مادی:  دیدگاه از -ب

 نقاط تابع موقعیت و است یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته يماده مکانیکی خواص :1همگن يپوسته

 .باشدنمی

                                                 
2. Shell of Translation 

 1. Shell of Rotation 

2. Thin Shell 

3. Midsurface 

4. Thick Shell 



9 

 

 موقعیت تابع و نیست یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته يماده مکانیکی : خواص 2ناهمگن يپوسته

 .باشدمی نقاط

) مکانیکی خواص :9همسانگرد يپوسته , )E  نقطه، هر به مربوط مختلف جهات در پوسته يماده 

 .یکسان است

)مکانیکی خواص :4ناهمسانگرد يپوسته , )E  نقطه، هر به مربوط مختلف جهات در پوسته يماده 

 .یکسان نیست

 

 رفتاری: دیدگاه از -ج

 باري، کوچکبی و بارداري شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی: جابه5کوچک هاي شکل تغییر با پوسته

 هندسی(. نظر از خطی است)رفتار

 باري، کوچکبی و بارداري شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی جابه :6بزرگ هاي شکل تغییر با پوسته

 هندسی(. نظر از غیرخطی نیست)رفتار

هوک  عمومی قانون از کرنش-تنش روابط و پذیرند بازگشت هاشکل : تغییر1کشسان رفتار با پوسته

 مادي(. نظر از خطی کنند)رفتارمی پیروي

 عمومی هوک قانون از کرنش-تنش روابط و ناپذیرند بازگشت هاشکل : تغییر1مومسان رفتار با پوسته

 مادي(. نظر از خطی کنند)رفتار غیرنمی پیروي

 

 نازك هایپوسته تئوری 1-3 

 تئوري .باشدمی 21/1 از کوچکترR  میانی سطح شعاع به hپوسته  ضخامت نسبت نازک، هايپوسته در

                                                                                                                                                        
5. Homogeneous Shell  

6. Inhomogeneous(Heterogeneous) Shell 

7. Isotropic Shell 

8. Anisotropic Shell 

1. Small Deflection 

2. Large Deflection 

3. Elastic Behavior 

4. Plastic Behavior 
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 بودن دلیل کوچک به کلیّ طور است. به شده بنا خطی يالاستیسیته تئوري مبناي بر هاپوسته از دسته این

 روابط سازيبا ساده بلکه شود؛نمی استفاده بعدي سه يالاستیسیته تئوري دیگر، ابعاد به نسبت بعد یک

 هايتئوري نتایج آورند. دقتدست میهب نازک هايپوسته تحلیل براي تقریبی-تحلیلی هايروش الاستیسیته،

(1151کیرشهف ) را فرضیات دارد. اولین الاستیسیته روابط سازيساده يدرجه به بستگی شده ارایه

(Kirchhoff) (1114) ارون .شد گرفته بکار هاپوسته بسط تئوري در آن از پس که کرد هئارا هاورق يدرباره 

(Aron)فرضیات بر مبتنی را هاپوسته تئوري(Kirchhoff) (1111نبود. لوو ) کامل وي اما کار کرد، معرفی 

(Love )نازک هايپوسته کلاسیک تئوري عنوان به اکنون کرد که هارائ را نازک هايپوسته عمومی معادلات 

Love)تئوري یا Kirchhoff)  ( 1312) رایسنر .است مشهور(Reissner ) فرضیات از استفاده با(Love ) 

Fl)(1392) فلوگهنمود.  هارائ را 1متقارن محوري دوران از حاصل هايپوسته تحلیل gge )ü  است کسی اولین 

 عنوان به وي کرد. معادلات هارائ کوچک خیزهاي کردن لحاظ با را ي دومرتبه تقریب با هاپوسته تئوري که

-ساده با باشد. می حلّ قابل خاص هايحالت در فقط و شود می شناخته هاي نازکپوسته استاندارد معادلات

Fl)آیند. نظریاتمی بدست صفر و یک يمرتبه تقریب ها باپوسته تئوري آنها سازي gge )ü بیرنه توسط 

(1344 )(Byrne) (1351) نقدي .شد تکمیل(Naghdi)  بنديفرمول را نازک هايپوسته خطیغیر تئوري 

 اصل از استفاده با را هاپوسته بنديفرمول (Sanders) (1353) باشد. سندرزمی آنها مشکل بکارگیري که کرد

 مختلط شکل به را هاپوسته ينظریه يهارائ امکان (Novozhilov)(1364و نووژیلف ) ه کردارائ مجازي کار

 .شدند نوشته تريفشرده صورت به معادلات ترتیب بدین و داد نشان

 کرد: بنديتقسیم گونهبدین توانمی را نازک هايپوسته عمومی تئوري

  2)غشایی تئوري( صفر يمرتبه تقریب با تئوري -1

 9)خمشی تئوري( یک يمرتبه تقریب با تئوري -2

 [1])فلوگه تئوري( دو يمرتبه تقریب با تئوري -9

 
                                                 
1. Axisymmetric Shell of Revolution 

2. Membrane Theory 

3. Bending Theory 
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 غشایی تئوری 1-3-1

 )نیروهاي غشایی( محوري نیروهاي تواند می فقط که است بعدي دو 2تار یک مکانیکی، دیدگاه از 1غشاء

 توانند لنگرهاينمی فیزیکی نظر از و است کم خیلی آنها 9خمشی سختی که هاییپوسته .کند تحمل را

 عمدتا   نازک، هاياغلب پوسته در داخلی نیروهاي شوند. میدانمی تحلیل تئوري این با کنند، تحمل را خمشی

 کافی پوسته ایستایی تأمین تعادل براي غشایی نیروهاي جهت ازاین و شود می تشکیل غشایی نیروهاي از

 جاییجابه با پوسته جاییجابه غشایی، تئوري در .است معین ایستایی نظر از پوسته دیگر عبارتی به و هستند

 و عمودي تنش از پوشیچشم با  5ايصفحه کرنش و 4ايتنش صفحه حالت در مسایل و توصیف میانی سطح

 [.2شوند] می شعاعی، تحلیل راستاي در عمودي کرنش

xN,محوري ) متقارن اياستوانه يپوسته براي معادلات  N طول(: واحد بر محوري نیروهاي 

(1-1)                                                                                                 
x

x

r

dN
P

dx

N
P

R




 


 


 

 ثابت  pداخلی یکنواخت فشار تحت اياستوانه مخزن در طولی تنش که شود می نتیجه بالا معادلات از

 با: است بیشینه( برابر )تنش محیطی تنش و است

(1-2)                                                                         

.x

x

N const

N PR
N PR

h h

PR

h


 





  







   



 

                                                                                  

 استوانه:  شعاعی جاییجابه و

(1-9)                                                                                          
2

2(1 )r

PR
U

Eh
                                                                    

 

 

 

                                                 
4. Membrane 

5. String 

1. Bending Stiffness 

2. Plane Stress 

3. Plane Strain 
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 خمشی تئوری 1-3-2

و  برشی نیروهاي محوري، نیروهاي بر علاوه که است بعدي دو 2تیر یک مکانیکی، دیدگاه از 1ورق

 از نظر و باشند توجه قابل آنها خمشی سختی که هاییکند. پوسته تحمل تواندمی نیز را خمشی لنگرهاي

توسط مقدماتی تیرها يشوند. فرضیهمی تحلیل تئوري این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهاي بتوانند فیزیکی

Navier توسط سپس و هارائKirchhoff و شد داده تعمیم هاورق مورد درLove تئوري فرضیات، باهمین 

 .نمود بنديصورت را خمشی

 به عبارتی و نیستند کافی خمشی نیروهاي آوردن دستهب براي تنهایی به تعادل معادلات کلّی، حالت در

 میطانی جایی سططحجابه با پوسته جاییجابه نیز، خمشی تئوري است. در نامعین ایستایی نظر از پوسته دیگر،

Loveکلاسیک( را فرضیات )تئوري خمشی تئوري و غشایی تئوري شود. فرضیاتتوصیف می Kirchhoff 

 [:2از] عبارتند که نامندمی

 ؛)نازک يپوسته( است کوچک واحد، با مقایسه در میانی سطح انحناي شعاع به پوسته ضخامت نسبت -1

 ؛)کوچک خیز( هستند کوچک پوسته، ضخامت با مقایسه در خیزها -2

 تنش( پوشی است چشم قابل تنش، هايمؤلفه سایر به نسبت میانی سطح بر عمود تنش يمؤلفه -9

 ؛)ايصفحه

 عمود و همچنان مستوي شکل، تغییر و بارگذاري از پس پوسته، میانی سطح بر عمود مستوي مقاطع -4

می گرفته نظر در صفر میانی، برسطح عمود کرنش يمؤلفه و برشی يهاکرنش فرض، این مانند. بامی باقی

 .)ايصفحه کرنش( شوند

xN,محوري ) متقارن اياستوانه يپوسته براي معادلات N  طول، واحد بر محوري نیروهايxQ  نیروي 

 طول(:  واحد بر خمشی لنگر  xMطول و واحد بر برشی

                                                 
1. Plate 

2. Beam 
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(1-4)                                                                                           
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 ، ثابتPداخلی یکنواخت فشار تحت اياستوانه مخزن در طولی تنش که شود یم نتیجه بالا معادلات از

 با: است برابر بیشینه( )تنش محیطی تنش و است

(1-5)                                           
2

2

.x

x x

x

N const

NdQ d M
N P R P R

dx dx h
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(1-6)                                                               
3

2

( )

12(1 )

Eh x
D





            ,

2

2

d w
M D

dx
                                                            

Dخمشی و  سختیw شود: ( نتیجه می5-1ي )رابطه در جایگذاري باشد. بامی استوانه شعاعی خیز 

(1-1)                                                                   
2 2

2 2 2
( ) xNd d w Eh
D w P

dx dx R R
                                                              

 شود:( به صورت زیر تبدیل می1-1ي )براي یک پوسته با ضخامت ثابت، رابطه

(1-1)                                                                            
4

4 2

xNd w Eh
D w P

dx R R
                                                                                                      

 تر این معادله عبارتست از:شکل ساده

(1-3)                                                                                 
4

4

4
4 xNd w P

w
D RDdx

                                                                           

 که در آن:

(1-11)                                                                                
2

4

2 2 2

3(1 )

4

Eh

R D R h





                                                                                    

( شرایط تغییر مکان حاکم را 3-1ي ))معکوس طول( است. معادله 1Lداراي بعد  پارامتر هندسی 

دهد. در حالت عدم حضور بار محوري اي مدور با بارگذاري متقارن نشان میي استوانهبراي یک پوسته
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0xN  باشد. حل عمومی سیل با ضرایب ثابت مین( یک معادله دیفرا3-1ي )است. در این حالت معادله

 توان به صورت زیر نوشت:ي فوق را میمعادله

(1-11)              1 2 3 4( cos sin ) ( cos sin ) ( )x x

hw e C x C x e C x C x f x         

)با فرض اینکه  )f x ي غشایی را نظریهي اخیر باشد. توجه شود که نتایج بیانگر حل خصوصی معادله

 ي خمشی در نظر گرفت.هاي خصوصی معادلات نظریهبه صورت حل توانهمواره می

 

 کلفت هایپوسته تئوری 1-4

Lam) (1152لامه) بار اولین )é دقیق  حلّ  ،1بعدي)مستوي( دو يالاستیسیته تئوري از استفاده با

 را وهمسانگرد همگن يماده از داخلی یکنواخت فشار تحت ثابت جدار با محوري متقارن کلفت هاياستوانه

( 1391) گالرکین .است داشته فراوانی کاربرد مهندسی مختلف مسایل حلّ در نیز تاکنون [، که9کرد] ارایه

(Galerkin ) ولاسف  .دست آوردهب الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را کلفت هايپوسته روابط

(1343)(Vlassov) ارایه کلفت هايبراي پوسته حلیّ قابل معادلات خطی، يالاستیسیته تئوري از استفاده با 

 براي را 2برشی شکل تئوري تغییر دورانی، اینرسی و عرضی برش اثر لحاظ با (Naghdi)(1356) کرد. نقدي

Mirsky)(1351) هرمان و [. میرسکی4نمود] گذاريپایه کلفت هايپوسته hermann) تئوري بکارگیري با 

 پن[. گرینس5کردند] هئارا را اي کلفتاستوانه هايپوسته ارتعاشی تحلیل اول، يمرتبه برشی شکل تغییر

(1361)(Greenspon) کلفت و نازک هايپوسته مختلف هايبا تئوري را کلفت ياستوانه يویژه مقادیر 

 [. 6نمود] مقایسه

 کرد: بنديتقسیم گونهبدین توانمی را کلفت هايپوسته عمومی تئوري

 خطی يالاستیسیته تئوري  -1

 برشی شکل تغییر تئوري  -2

 

                                                 
1. Plane Elasticity 

2. Shear Deformation 



3 

 

 خطی یالاستیسیته تئوری 1-4-1

 دستهب را مجهول 15 نتوامی که وجود دارد معادله 15 بعدي، سه يالاستیسیته تئوري در کلیّ طور به

 شش جایی( وجابه-)کرنش سینماتیک يمعادله شش )تنش(، تعادل يمعادلهسه  از: عبارتند معادلات آورد؛

 شش تنش(، متقارن )تانسور تنش يمؤلفه ششاز:  عبارتند مجهولات و کرنش(-رفتاري )تنش يمعادله

 سه يالاستیسیته جایی(. تئوريجابه )بردار جاییجابه يمؤلفه سه و کرنش( متقارن )تانسور ي کرنشمؤلفه

شود  می دقیق حلّ به منجر و کندمی توصیف کامل طور به را هاپوسته رفتاري مشخصات بعدي هرچند

-فرضیات ساده با است. ناپذیرامکان آنها کارگیريهب عملا  و باشدمی پیچیده بسیار آن معادلات حلّ ولیکن

استوانه براي تحلیل را بعدي)مستوي( دو يالاستیسیته تئوري و داد کاهش را بالا معادلات توانمی ايشونده

 مرکزي محور بر عمود مستوي مقاطع که شود می فرض مستوي، يالاستیسیته تئوري در .برد بکار ها

حقیقت  در .مانندمی باقی استوانه محور بر عمود و مستوي همچنان شکل، تغییر و فشار اعمال از استوانه، پس

-جابه هاي نازک،پوسته کلاسیک تئوري برخلاف اما شودمی گرفته نظر در صفر برشی تنش و برشی کرنش

 ياستوانه براي  Laméرا تئوري شود. ایننمی گرفته نظر در میانی سطح جاییجابه پوسته، از نقطه هر جایی

آورد.  بدست هااستوانه در تنش را توزیع و برد بکار همسانگرد و همگن يماده از محوري متقارن ثابت جدار

 [.1است] مشهور کلفت هاياستوانه کلاسیک تئوري به  Laméتئوري

 از: است عبارت ثابت جدار ضخیم ياستوانه بر حاکم دیفرانسیل معادله

(1-12)                                   
2

2

2 2

1 1
0 0r r

r r r r

d u du
u or r u ru u

dr r dr r
                                                                                           

 با:  است برابر ruاستوانه  جاییجابه و

   (1-19)                                                                                         2
1r

C
u C r

r
                                                                                                        

r 1استوانه،  شعاع 2,C C آیندمی دستهب مرزي شرایط با که هستند معادله هايثابت. 
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 برشی شکل تغییر تئوری 1-4-2

 با مجموع بلکه شودنمی توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته از نقطه هر جاییجابه تئوري، این در

 هر يکلّی فاصله طور به .شودمی بیان میانی سطح به نسبت نقطه آن جاییجابه و میانی سطح جاییجابه

)تقارن محور تا پوسته از نقطه )r میانی سطح شعاع با است برابر( )R سطح از آن نقطه يفاصله علاوه به 

)میانی )z:یعنی ، 

(1-14)                                                                                            , 1
z

r R z
R

                                   

 توخالی: ياستوانه شعاعی جاییجابه لامه، تئوري اساس بر

(1-15)                                                              2 2
1 1( )

( )
r

C C
u C r C R z

r R z
    


 

 نوشت: توانمی تیلور بسط کمک به

(1-16)    

2 3
22 2 2 2

( ) , 11 1 12 3 2 3

2
0 1 2

C C C Cz z z
u C R z C R C z zr

R R RR R R R

u u u z u zr

            

    

     
     

                                                                          

اگر  .نوشت توانمی  zحسب بر ايجمله چند یک صورت به را شعاعی جاییجابه بالا، يرابطه براساس

0z   ،0شود گرفته نظر در اول يجمله فقط است. اگر میانی سطح جاییجابه نشانگر باشدu uبا ، تحلیل 

 هايپوسته یک در يمرتبه )تئوري خمشی تئوري مشابه که شود می کلفت هايپوسته صفر يمرتبه تقریب

0شود گرفته نظر در جمله دو اگر و نازک( 1u u u z می کلفت هايیک پوسته يمرتبه تقریب با ، تحلیل-

 [.6باشد]می نازک( هايپوسته در دو يمرتبه )تئوري فلوگه تئوري مشابه که شود

 و اینرسی دورانی اثرات نیز و پیچش خمش، برش، اثرات محوري، نیروهاي اثر بر علاوه تئوري، این در  

 اول يمرتبه شکل برشی تغییر تئوري به یک يمرتبه تقریب با گرفت. تئوري نظر در توانمی را حرارتی میدان

-می هادر ورق  Mindlinتئوري و تیرها در  Timoshenkoتئوري تعمیم که دارد شهرت هرمان-میرسکی

 از: است عبارت تئوري این در جاییجابه [. میدان1]باشد
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(1-11)                                                                    0 1
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 تغییر شکل، از پس میانی، سطح بر عمود و مستوي مقاطع اول، يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري در

 شوند.نمی نظرگرفتهدر صفر برشی تنش و برشی کرنش یعنی نیستند، عمود الزاما  اما مانندمی باقی مستوي

 اینکه دلیل به ولیکن شود، مسایل می دقیق حلّ به منجر بعدي، سه يالاستیسیته تئوري کارگیريهب هرچند

 يالاستیسیته تئوري از استفاده مواردخاص( با از غیر )بهضخیم  هايپوسته براي کاملی حلّ راه هیچ تاکنون

 جداره، انواع با مختلف ايپوسته هايسازه براي تحلیل برشی شکل تغییر تئوري است، نشده هارائ بعدي سه

 .باشدمی مناسبی روش ،1محوري حتّی نامتقارن مرزي، شرایط و بارگذاري انواع مواد، انواع

 

 (FGM2)خواص  تابعی تغییرات با مواد 1-5

 حرارتی، مقاومت مقاومت مکانیکی، قبیل: مقاومت از خواص یکنواختی دلیل به همسانگرد و همگن مواد

 فضا، و هوا درصنایع نظامی، هاییمحدودیت ... و خستگی و خزش برابر در مقاومت سایش، و خوردگی برابر در

 با جدید مواد از که اندتلاش بوده در همواره دانشمندان روازاین. کنندمی ایجاد ... و خودروسازي گاز، و نفت

 در 1351يدهه آغاز و 1341 يپایان دهه در 9ها()کامپوزیت مرکبّ مواد يکنند. ایده استفاده برتر خواص

 فیزیکی خواص که آیندمی وجودهب ي ناهمسازماده چند یا دو ترکیب از مرکبّ شد. مواد عملی دریایی صنایع

-لایه مرز در گسستگی ایجاد و تنش تمرکز باعث رفتارمواد، سنخیت عدم دارند. این ناسازگار گاهی و متفاوت

 ناهمگن متالورژي)میکروسکوپی(، دیدگاه از هاشود. کامپوزیتحرارتی می و مکانیکی توأم بارگذاري اثر در ها

 .شوندمی يتلقّّّ ناهمسانگرد و همگن مکانیکی )ماکروسکوپی(، ازدیدگاه ولیکن هستند، ناهمسانگرد و

 پس از و [3کرد] بنديلفرمو را مرکبّ اجسام يالاستیسیته تئوري (Lekhnitskii) (1351لخنیتسکی)

  (Vinson)(1314) نمودند. وینسون هارائ را یکامپوزیت هايپوسته و هاورق بر حاکم هايتئوري دیگران، وي

                                                 
1. Nonaxisymmetric 

2. Functionally Graded Materials 

1. Composite Material(Composites) 
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 بین و برد کارهکامپوزیتی ب هايپوسته استاتیکی تحلیل در را برشی شکل تغییر تئوري و کلاسیک تئوري

  .داد انجام ايمقایسه روش دو نتایج

 ناگهانی رفتار تغییر موجب درنتیجه که آنهاست خواص و مواد ناگهانی تغییر مرکّب، مواد يعمده اشکال

 تابعی با تغییرات مواد. شد ریزيپی مواد خواص تدریجی تغییر يایده لذا شود،می هالایه مرز در ویژههب مواد

مثال  عنوان است. به وجود داشته استخوان مانند زنده هايارگانیسم ساختار در (FG) هدفمند مواد یا خواص

 استحکام از دارد، ضربه قبیل از عوامل خارجی برابر در مناسبی مقاومت به نیاز که بیرونی يلایه در استخوان

 شرایط تا باشدمی نرم کاملا  که درونی يتا لایه شودمی کم آن سختی از تدریج به و است برخوردار بیشتري

 تدریجی و پیوسته کاملا  صورت به خواص رو تغییرات باشد. ازاین داشته را غذایی مواد جذب براي مناسب

 .گیرندمی نظر در همسانگرد را ولیکن آنها هستند ، ناهمگنFGشود. مواد می ایجاد

 
نماي 1-1شکل   استخوان یک مقطع 

 

 FG  مواد هایویژگی 1-5-1

داراي ویژگی ها()کامپوزیت ناهمسانگرد مواد و ها()ایزوتروپ همگن مواد با مقایسه در  FGناهمگن مواد

 :[11]باشندمی زیر شرح به هاي

 حرارتی، آثار هايتنش کاهش با مواد گونه این درحقیقت بالا. دمایی گرادیان برابر در زیاد مقاومت -1

 هايکه تنش نواحی در توانمی  FGمواد کمک دهند. به می کاهش توجهی قابل نحو به را آنها منفی

  .کرد کنترل را آنها رسند،می بحرانی حالت به حرارتی
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 تا افزایش داد را مواد استحکام توانمی FG مواد کمک به .بالا مکانیکی بارهاي برابر در زیاد مقاومت -2

 شود. جلوگیري زیادي حدود تا 1شکست حتیّ و مومسان يناحیه به اجسام ورود از

 ازاجسام بسیاري است. در جامد اجسام در تنش تمرکز ، کاهش FGمواد هايویژگی ترینمهم از یکی -9

 هايلبه شود، مانندمی ایجاد جسم ی ازنقاط در تنش تمرکز هندسی، خاص هايشکل وجود دلیل به

 صورت را به تنش تمرکز آثار توانمی FG مواد کمک ها. بهگشودگی و هاسوراخ نزدیکی و جسم

   .داد کاهش گیريچشم

 است.  FGهدفمند مواد شود، ترک رشد یا ایجاد مانع که ماده خواص تغییر براي ترکیب بهترین -4

 ي تردلایه شدن جدا احتمال شود، انجام جدا هايلایه صورت به نرم مواد روي بر 2ترد پوشش اگر -5

 .پذیردمی انجام تدریجی و پیوسته تغییرات با کار ، این FGمواد کمک است. به زیاد بسیار

 شود.آن می مختلف هايلایه بین استحکام ، موجبFG مواد ساختار در خواص تدریجی تغییرات  -6

 در نوعی ناهماهنگی الیاف، و زمینه ساختارهاي بین تداخل کامپوزیتی، مرکبّ مواد در که درصورتی

 حرارتی معرض بارهاي در کامپوزیت مواد که هنگامی مثال عنوان کند. بهمی ایجاد مکانیکی خواص

 داخل مقاطع ضعیف و هالایه در سپس و ایجاد الیاف و زمینه مرز در ابتدا ترک، گیرند،می قرار بالا

 و حرارتی خواص مکانیکی، در موجود پیوستگی دلیل ، به FGمواد شود. درمی منتشر الیاف و زمینه

شوند. می ماده باعث استحکام که کنندمی پیدا ايپیوسته حالت آنها گرادیان و هاتنش مغناطیسی،

 .دهدمی نشان را FGM و کامپوزیت ایزوتروپ، مواد در خواص تغییرات بین ي( مقایسه2-2) شکل

                                                 
1. Fracture 

1. Brittle Coating 
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يمقایسه 2-1شکل  [11مختلف] مواد در خواص تغییرات   

 

 FGمواد  یتاریخچه 1-5-2

 از مطرح و ژاپن فضاي و هوا سازمان در 1314در همکارانش و (Niino)نینو توسط  FGMياولیه مفهوم

 ي ملیّپروژه اول يمرحله [.12و11شد] شروع کشور این در FGM تولید سنجیامکان مطالعات 1316

 مواد، گروه: ساخت سه پروژه، این در .شد انجام ژاپن در 1311-13هاي سال (( طی FGMگسترش ))فناوري

 از استفاده با بود که جدید يماده یک تولید پیشنهادي، يداشتند. نظریه همکاري مواد ارزیابی و پردازش

 ضریب و بالا مقاومت مکانیکی با فلزات و مناسب حرارتی گرادیان تحمل و بالا حرارتی مقاومت با هاسرامیک

 دمایی شرایط تا پذیرد فلز انجام به سرامیک از ماده تدریجی تغییرات که ايگونه به مناسب، حرارتی هدایت

  .شود ارضاء شاتل درونی يجوشکاري لایه و مکانیکی شرایط نیز و فضایی شاتل يدماغه بیرونی يلایه
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ساختار 9 -1شکل  هايگروه  يپروژه  در  FGMساخت  [12ژاپن]   

 

 11 تا 1 ضخامت و میلیمتر 91 قطر به قطعاتی سازيآماده و ساخت که پروژه هدف به یابیدست از پس

 يدرجه 1111حدود  در دمایی اختلاف و کلوین يدرجه 2111 حدود در دماهایی تحمل به قادر که میلیمتر

 اختیار در 1331در  جهانی سمپوزیوم اولین در را خود هايپژوهش نتایج ژاپنی، دانشمندان بودند، کلوین

 به مربعی ورق ساخت منجر به که شد انجام 1331-31در  ژاپن ملیّ يپروژه دوم يدادند. مرحله قرار همگان

 میلیمتر 51 قطر به کرهنیم یک فضایی و يسفینه يدماغه پایینی قسمت در استفاده براي میلیمتر 911 ابعاد

 و برگزار 1332 ، در FGMجهانی [. دومین سمپوزیوم19]شد سفینه يدماغه مخروطی نوک در استفاده براي

 شد. فراگیر  FGMهايتحلیل سازه ویژههب ، و FGمواد روي بر مطالعات آن، از پس

 

 FG مواد تولید یندهایفرآ 1-5-3

-تولید نیمه روش هنوز و بوده تخصصی هايآزمایشگاه يمحدوده در  FGمواد تولید یندهايفرآ تاکنون

 عمده گروه به دو توانمی را موجود تولید هايروش کلیّ طور است. به نشده هارائ اقتصادي يصرفه با صنعتی

 [.11کرد] تقسیم
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بنديدسته 4-1شکل  هايروش  FG [11]مواد تولید گوناگون   

 این .گویندمی ساختمانی فرایندهاي آن به که لایه،لایه صورت به  FGمواد تولید فرایندهاي اول: گروه

-می مواد پیشرفته ساخت اتوماسیون يزمینه در شده انجام شگرف هايپیشرفت از اينتیجه یندها،آفر نوع

 انجام شده ریزيروش برنامه یک با مواد شدنانباشته توسط تدریجی تغییرات ساختمانی، یندهايآفر باشد. در

 تغییرات هرگونه یا و هر شکل به توانمی را FG مواد هايمدل گروه، این در ساخت هايروش شود. بامی

 ندارد. این وجود تدریجی چگونگی تغییرات در محدودیتی گونههیچ دلیل همین کرد. به سازگار دلخواهی

 آنها، با  FGمواد تولید ها،روش این مثبت فراوان نکات وجود شود. بامی طراّحی در پذیريفانعطا موجب نکته

 (4-1)شکل د. درشومی برابر چند آن ها، مشکلاتدقتّ افزایش با که است دشوار و گیروقت پرهزینه، بسیار

  .است شده داده نشان گروه این هايروش

 دریک جزء تدریجی تغییرات ایجاد براي انتقال يپدیده بر مبتنی FG مواد تولید یندهايفرآ دوم: گروه

 تدریجی تولید تغییرات براي حرارت انتقال یا اتمی انتشار سیال، جریان از یندهافرآ نوع باشند. اینمی مواد از

 طول در جامد انتشار حالت و سیال گیرند. جریانمی بهره موجود هايترکیب یا محلیّ ریزساختارهاي در
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 ايگونه به ترتیب این به .باشدمی آلیاژي مواد ساخت در هاکریستال تفکیک گويپاسخ جامدسازي، یندآفر

 پذیريانعطاف انتقال، یندتولید فرآ هايآیند. روشمی دستهب تدریجی تغییرات ایجاد براي هاییروش دیگر،

 گروه هايروش از ترمناسب بسیار وهزینه، زمان لحاظ از ولی ندارند را ساختمانی فرایندهاي تولید هايروش

  .باشندمی اول

 

  FG مواد ریاضی سازیمدل 1-5-4 

 به صورت آنها مغناطیسی و حرارتی مکانیکی، خواص و باشندمی ناهمگن اساسا    FGمواد اینکه به توجه با

 در آن از و مدل کرد ریاضی، يپیوسته تابع یک با را خواص تغییر توانمی کند،می تغییر تدریجی و پیوسته

،  FGمواد حرارتیو  مکانیکی خواص سازيمدل در مرسوم روش گرفت. بهره عددي و تحلیلی هايروش

 عبارات در باشد. معمولا  ماده می در خواص ي پیوسته توزیع بیان براي نمایی تابع یا توانی تابع یک از استفاده

 چگالی و حرارتی انبساط ضریب حرارتی،هدایت ، ضریب1(E)کشسانی مدول تغییرات خواص، توزیع به مربوط

 که است پواسون نسبت مقدار آن، کنند. دلیللحاظ نمی ، را(2(پواسون نسبت تغییرات و گیرندمی نظر در را

 ماده یعنی کرد، پوشیچشم جسم در آن ناچیز تغییرات توان ازمی که ايگونه به باشد،می هم به نزدیک بسیار

 .گرفت درنظر ایزوتروپ( FG همسانگرد) ناهمگن را

  (Horgan & Chan)(1333چان) و [، هورگان14توانی] تابع (Obata & Noda)(1334نودا) و اُباتا

[، 11توانی] تابع (Tutuncu)(2111[، توتونچو)16توانی] تابع (Yang)(2111[، یانگ)15توانی] تابع

 (2116آکیز) و [،  اراسلان13توانی] ( تابع2119همکاران) و اري[، جب11ّتوانی] تابع (Tarn)(2111تارن)

(Eraslan &  Akis) (2116ژیفاي) و جونهونگو  [21نمایی] تابع(Hongjun & Zhifei) [21تابع نمایی] را 

  .بردند کارهب تحلیلی هايروش در

 شود:( در نظر گرفته می11-1ي )صورت رابطهتابع توانی در اکثر مراجع به 

                                                 
1. Elasticity Modulus 

2. Poisson s Ratio 
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(1-11)                                                                                           ( )
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P z P
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aP و مشخصّ يلایه یک در و ...( حرارتی )مکانیکی، ماده خاصیتn است ناهمگنی ثابت. 

 خواص دلخواه دیگرّ  آلیاژي عناصر برخی افزودن با که است 1سرامیک-فلز ، تلفیق FGماده ترینرایج

 با  FGMورق یک براي ايهویژ ي، رابطه(Praveen & Reddy)(1331) ردي و شود. پراوینمی تأمین

 [: 22نمودند] بیان زیر صورت به ورق در را خواص تغییر ایشان .کردند هارائ hثابت  ضخامت

(1-13)                                                                               ( ) n

c m mP z P P V P                                                                                             

mP فلز، خواص cP سرامیک و خواصV  باشدمی جسم در حجمی نسبت. 

(1-21                )                                                   1
,

2 2 2

z h h
V z

h

 
     
 

           

0n اگر    ،2 اگر آید؛می بدست سرامیک همگن ورق باشدz h  ،اگر و فلزي خاصیت باشد 

2z h ،گرادیان  معرض در آن بالایی يلبه که اجسامی در ماده آید. اینمی دستهب سرامیک خاصیت باشد

 .است مفید بسیار دارند، قرار مکانیکی بارهاي تحت آن پایینی يلبه و بالا دمایی

 نمود: بیان زیر شکل به خاصیت دو براي ترکلیّ صورت به توانمی را بالا يرابطه

(1-21 )                                                                               1 2 2( ) nP z P P V P            

1P 2وP توخالی جدار ياستوانه یک براي رابطه مثال عنوان باشد. بهمی مختلف يلایه دو در خواص 

 شود:می نوشته زیر صورت به ثابت،

(1-22                                                                            )
0( ) ( )
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iE   وoE يماده مدول یانگ ترتیب، بهFG  باشدمی استوانه خارجی و داخلی شعاع در. 

                                                 
3. Metal-Ceramic 
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و نیز تابع  ردي و پراوین مشابه تابع توانیابع تسه مدل تابع توانی ساده،  (Tutuncu)(3211توتونچو)

تابع  ي ناهمگنبراي خواص ماده (Shao)(2111)[. شاوُ 29ارائه کرد] سرامیک-فلز تلفیقنمایی به صورت 

  [:24کرد] هارائ (29-1ي )به صورت رابطه نمایی

(1-29)                                                                                  
1 2

1 2
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  mrوبه ترتیب شعاع داخلی و خارجی استوانه  2rو   1rاده،ثابت ناهمگنی م imکه در این رابطه 

 .باشدمیي خارجی استوانه خواص لایهoAمیانگین شعاع داخلی و خارجی و 

Keles)(2111کلس و کانکر)و همچنین  [52](Tutuncu)(1211توتونچو) & Conker)[62] غییرت 

 بیان نمودند: ي زیرطبق رابطهتابع نمایی  صورت به را استوانه يجداره در خواص

(1-24                )                                                                              0( ) rA r A e            

 .باشدمیي خارجی استوانه نیز خواص لایه oAثابت ناهمگنی ماده و  شعاع استوانه، rکه در آن  

 

 پژوهش یپیشینه 1-6

 بیان 4-1بخش در که گونههمان مختلف، هايروش به همسانگرد و همگن اياستوانه هايپوسته تحلیل

 ولی گردد،پیش برمی قرن نیم حدود به ناهمسانگرد هاياستوانه است. تحلیل طولانی نسبتا   قدمت داراي شد،

 هاياستوانه روي بر شده مطالعات انجام بخش، این است. در اخیر يدهه به مربوط ناهمگن هاياستوانه تحلیل

 شود.می گزارش پروژهرابطه با موضوع  در ناهمگن و همگن

ي الاستیسیته تئوري از استفاده با 1152 در Laméبار اولین براي همگن: هایاستوانه خصوص در

 تحت فشار همسانگرد و همگن مواد از ثابت جدار با محوري متقارن ضخیم هاياستوانه دقیق حلّ مستوي،

 هايپوسته حاکم بر روابط 1391در Galerkin[.1و9کرد] هارائ را ايصفحه کرنش حالت در داخلی یکنواخت

 تئوري از با استفاده 1343در Vlassov آورد. دستهب الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم

 اثر لحاظ با 1356 در Naghdiکرد. هارائ ضخیم هايپوسته براي حلّ قابل معادلات خطی، يالاستیسیته
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 [.4گذاري نمود]پایه ضخیم هايپوسته براي را برشی شکل تغییر تئوري عرضی، برش

Mirsky &Hermann هايتحلیل پوسته اول، يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري کارگیريهب با 1315 در 

 هايتئوري با Greensponرا کلفت ياستوانه يویژه مقادیر 1361[. در5کردند] هارائ را ضخیم اياستوانه

 [.6نمود] مقایسه یکدیگر با و محاسبه ،ضخیم و نازک هايپوسته مختلف

Ziv &  Perl پاسخ  محدود، تفاضل عددي روش و هرمان-میرسکی تئوري کارگیريهب با 1319در

& Suzuki [.12آوردند] دستهب را بلند نیمه هاياستوانه ارتعاشی  Takahashi از  استفاده با 1311 در

 نها را بهآ و استخراج را متغیر جدار همگن هاياستوانه بر حاکم ارتعاشی معادلات برشی، شکل تغییر تئوري

 [.12گرفتند] نظر در را سري از جمله 51 ،همگرایی براي کردند. ایشان حل فریبینیوس سري کمک

Takahashi &  Suzuki بر  حاکم ارتعاشی معادلات برشی، شکل تغییر تئوري از استفاده با 1316 در

 از جمله 111 لحاظ با فریبینیوس سري کمک به را آنها و آورده دستهب را متغیر جدار همگن هايمخروط

 جدار با و همسانگرد همگن هاياستوانه معادلات  2119 در همکاران و چیایپک[. 23کردند] حلّ  سري،

[. 91کردند] حل 1تئوري اغتشاشات کمک به و استخراج اول، ي مرتبه برشی شکل تغییر تئوري با را متغیر

-مرتبه برشی شکل تغییر تئوري با متغیر را جدار با همسانگرد و همگن هايمخروط معادلات 2111 در ایشان

 عمومی حلّ 2113 در همکاران و . قناّد[91]حلّ کردند اغتشاشات تئوري کمک به و استخراج دوم، ي

 تئوري تغییر شکل برشیبر مبناي  را همسانگرد و همگن هاي مخروطی شکل ناقص جدار ضخیمپوسته

نژاد با استخراج زمانیاد و قنّنیز  2111 در سال[. 92]نمودند هارائ اغتشاشات تئوري کمک به ي اولمرتبه

 هاي جدار کلفت همگن و همسانگرد بر مبناي تئوري تغییر شکل برشی، دستگاهمعادلات حاکم بر استوانه

گیردار حل  سرثابت حاصل را براي شرایط مرزي دو ضرایب با خطی ناهمگن معادلات دیفرانسیل

 با همسانگرد و همگن مخروطی شکل ضخیمهاي جدار پوسته معادلات نیز  2111 چی درایپک .[99]ندنمود

 .[94]حلّ کرد اغتشاشات تئوري کمک به و استخراج سوم يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري با متغیر را جدار

 ،1331در  FGMجهانی سمپوزیوم اولین از پس ناهمگن: هایاستوانه خصوص در

                                                 
1. Perturbation Theory 
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  Fukui & Yamanaka کلفت جدار هايلوله بر حاکم الاستیک روابط 1332 درFGM  را داخلی فشار تحت 

حلّ  کوتا-رانگ عددي روش به را آنها و استخراج لامه معادلات کمک به ايصفحه کرنش در حالت

& Obata [.95کردند]  Noda توخالی يکره و استوانه در را پایدار حرارتی هايتنش 1334 درFGM  

نازک  هايپوسته ارتعاشات 1333 در Loy & Reddy [.14آوردند] بدست را بهینه يماده و استخراج

حلّ  ریتز-ریلی روش کمک به را آنها و استخراج کیرشهف-لوو تئوري از استفاده با را FGM اياستوانه

Horgan[.96کردند] &Chan توخالی ياستوانه یک بر حاکم معادلات 1333 درFGM  حالت کرنش در را 

 همین با 1333 در ایشان [.14آوردند] بدست را تنش توزیع و استخراج لامه معادلات کمک به ايصفحه

 مخازن حلّ دقیق  2111 در  Tutuncu[.91کردند] بررسی  FGMدوار دیسک یک در را هاتنش روش،

 هارائ را داخلی فشار یکنواخت تحت الاستیسیته مدول توانی توزیع با  FGMثابت جدار کروي و اياستوانه

 به را تنش توزیع و استخراج تئوري لامه کمک به ايصفحه کرنش حالت در را استوانه معادلات کردند. ایشان

 نمودار و محیطی تنش نمودار و ایشان، رابطه يمقاله آورد. در بدست مشخصه معادله مثبت هايریشه ازاي

 همکاران و اري[. جب11ّاست] شده نیز استفاده پسین هايپژوهش از برخی در که است اشتباه شعاعی تنش

 در و [13متقارن] بارهاي تحت  FGMي توخالیاستوانه یک در حرارتی و مکانیکی هايتنش 2112 در

 .بدست آوردند [را91حرارتی] نامتقارن بارهاي تحت 2119

Hongjun & Zhifei توخالی ياستوانه دقیق حلّ  2116 درFGM یانگ در مدول نمایی تغییرات با 

 گرفتن تغییرات نظر در با 2111 در همکاران و Zhifei [.21کردند] ارایه همگن هايلایه با شعاعی راستاي

 با حلّ  و کردن، تحلیل ايلایه چند روش با را FGMي استوانه خطی، و توانی صورت به کشسانی مدول

Tutuncu [39بردند]پی نامبرده يمقاله اشتباه به درنتیجه و مقایسه .Tutuncu يمقاله مشابه 2111 در 

 هارائ یانگ، مدول توزیع نمایی با ولیکن ايصفحه کرنش حالت در را  FGMياستوانه تحلیل پیشین،

با تغییرات  FGهاي توخلاي تشکل شده از مواد مکانیکی استوانهتحلیل ترمو  2111در  Shao [.25کرد]

هاي مکانیکی و افزایش خطی دماي مرزي را با انتقال معادلات دیفرانسیل حاکم به نمایی خواص تحت بار

نیز توزیع  2113در Tutuncu. [24]ها انجام دادندي لاپلاس و استفاده از روش حل به کمک سريحوزه
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با تغییرات نمایی و توانی  FGMي توخالی مربوط به دیسک، استوانه و کره جایی و مقادیر تنشمیدان جابه

ي مستوي و روش تابع متممّ توسط تئوري الاستیسیتهخواص ماده در راستاي شعاع تحت فشار داخلی را 

بعدي بر اساس تحلیل تانسوري، سه ي دستگاه معادلاتبا ارائه 2113و قنّاد در  نژادنیزما [.29]تعیین نمود

-با انحناي دلخواه و ضخامت متغیر در راستاي نصف حاصل از دوران  FGMکلفت جدارهاي پوسته رفتار

 مبناي بر را  FGMکلفت جدار هاياستوانه عمومی حلّ 2111 در همکاران و قنّاد .[41]النهّاري بررسی کردند

 کرنش اي،صفحه تنش در شرایط مختلط و مضاعف حقیقی، هايریشه ازاي به مستوي يالاستیسیته تئوري

 [. ایشان41کردند] تصحیح را آن و نشان داده را Tutuncuيمقاله اشتباه و هارائ بسته ياستوانه و ايصفحه

 را آن نتایج و ارایه برشی، شکل تغییر تئوري برمبناي را  FGMکلفت جدار هاياستوانه عمومی حلّ 2111 در

تحلیل ترموالاستیک  عارفی و رحیمی 2111در [.42مقایسه نمودند] مستوي يالاستیسیته تئوري حلّ با

 بارا تحت فشار داخلی  با تغییرات توانی خواص مکانیکی در راستاي شعاعی FGMهاي جدار ضخیم استوانه

 2111در  [.49]ي اول در حالت کرنش مسطح انجام دادنداستفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

Keles & Conkerي توخالی ناهمگن حل گذراي هدایت حرارتی به صورت هذلولوي براي استوانه و کره

اثر  2111و همکاران در  قربانپور .[26]با تغییرات نمایی خواص را ارائه نمودند FGتشکیل شده از مواد 

با  FGPMي چرخان جدار کلفت مکانیکی یک استوانه ناهمگنی را بر روي رفتار الکتریکی، حرارتی و

تغییرات توانی خواص تحت فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات حاصل را براي این استوانه حل 

 .[44]کردند

 

 بندیجمع 1-7

 ،متفاوت انتهایی شرایط و یکنواخت فشار ثابت، جدار با ناهمگن و همگن تکلف هاياستوانه تحلیل براي

 و ي مستويالاستیسیته تئوري از توانمی نشود، خارج بعدي دو يالاستیسیته حالت از مسأله که ايبه گونه

 و متغیر جدار با وناهمگن همگن کلفت هاياستوانه تحلیل براي ولیکن کرد استفاده برشی شکل تغییر تئوري

 همچنین با توجه به اینکه در .است برشی شکل تغییر تئوري از استفاده مناسب، روش یکنواخت،غیر فشار یا



29 

 

درنظر گرفته  تنش برشی و برشی کرنش ي مستويالاستیسیته تئوريبر خلاف  برشی شکل تغییر تئوري

تر شرایط مرزي مختلف مناسبها تحت براي تحلیل استوانه برشی شکل تغییر تئوريشود، استفاده از می

ها و با توجه اینکه تاکنون ي آندهندهي تشکیلها و همچنین مادهبه دلیل اهمیت تحلیل پوستهباشد. می

 تحت خواص با تغییرات نمایی FGM کلفت جدار هايحل تحلیلی با استفاده از روش انرژي براي استوانه

ي حل پژوهش با ارائهه نشده است، در این همزمان ارائ هاي فشاري، حرارتی و دورانی به طوربارگذاري

برشی،  شکل تغییر تئوري به کمک انتهایی مختلفشرایط  جدار ضخیم با اياستوانه هايپوستهتحلیلی براي 

به منظور بررسی صحت نتایج صورت پذیرفته  حل عددينتایج  ي بین نتایج حاصل از حل تحلیلی باامقایسه

 است.

 در شده انجام مطالعات کلفت، و نازک هايپوسته تئوري مرور ضمن ،پژوهشاین  اول ابتدا درفصل

تعریف و  (FGM)خواص  تابعی تغییرات با همچنین مواد .است هدشاي ارائه هاي استوانهخصوص پوسته

و ها مورد بررسی قرار گرفته سازي آنها، فرآیندهاي تولید و مدلهاي آنضمن بیان تاریخچه و ویژگی

هاي جدار ارائه شده است. فصل دوم شامل استخراج معادلات حاکم بر استوانه FGي پژوهشی مواد پیشینه

خواص تحت بارگذاري فشاري شامل  نمایی با تغییرات FGM يضخیم با استفاده از روش انرژي براي ماده

ي موردي، نتایج و مطالعهمعادلات نهایی بیان و با انجام  روش حلّسپس  باشد.می فشار داخلی و خارجی

به منظور بررسی  جایی براي شرایط مرزي مختلف آورده شده است.مربوط به توزیع تنش و جابههاي نمودار

نتایج دو روش حل  نیز ارائه شده وي مورد نظر مدلسازي عددي استوانهصحت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، 

 اي چرخان، با استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهحلیل سوم براي تفصل در است.  شده مقایسه با یکدیگر

متقارن محوري تشکیل شده از مواد ناهمگن  جدار ضخیم چرخان هاياستوانه دیفرانسیل حاکم بر معادلات

تحت  ايهاي استوانهي حلّ عمومی پوسته، ضمن ارائهي اولتئوري تغییر شکل برشی مرتبه بر مبناي

ي چرخان تحت ي موردي براي استوانهجایی به صورت مطالعهتوزیع تنش و جابه فشاري،دورانی و بارگذاري 

به کمک  نتایج حاصل از حلّ تحلیلینهایتا  داخلی و شرایط مرزي مختلف ارائه شده است.  یکنواخت فشار

تحلیل  به منظوردر فصل چهارم نیز  اند.عددي مقایسه شدهحاصل از حلّ روش تغییر شکل برشی با نتایج 
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 جدار ضخیم هاياستوانه دیفرانسیل حاکم بر معادلات اي، پس از استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهترمو

، حلّ عمومی ي اولتئوري تغییر شکل برشی مرتبه متقارن محوري تشکیل شده از مواد ناهمگن بر مبناي

ي موردي براي استوانه صورت مطالعهارائه و به  حرارتیي و هاي تحت بارگذاري فشارهاي استوانهپوسته

ي حلّ سپس با ارائهتحت فشار داخلی و شار حرارتی یکنواخت براي شرایط مرزي مختلف ارائه شده است. 

 اند.عددي مقایسه شدهحاصل از حلّ با نتایج  نتایج حاصل از حلّ تحلیلیي مورد نظر، عددي براي استوانه

ها نشان داده ي اول در تحلیل ترموالاستیک استوانهبرشی مرتبه تئوري تغییر شکلهمچنین عدم قابلیّت 

فشاري و  هاي چرخان تحت بارگذاريشده است. در فصل پنجم نیز به منظور تحلیل ترموالاستیک استوانه

هاي جدار کلفت در حالت تقارن محوري با شار حرارتی یکنواخت، با استخراج معادلات حاکم بر استوانه

اي براي شرایط هاي استوانهي سوم، حلّ عمومی پوستهوسط تئوري تغییر شکل برشی مرتبهضخامت ثابت ت

مقایسه حاصل از حلّ عددي نتایج نهایتا  نتایج حاصل از حلّ تحلیلی با  ئه شده است.انتهایی دوسر گیردار ارا

ها در فصل ي پیشنهادبندي نهایی و ارائه،جمعگیرينتیجه و صحت روش حل مورد تایید قرار گرفته است.

 ششم انجام شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2فصل
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 FGMای های استوانهتحلیل الاستیک پوسته

  
 

 

 

 

 

 

 

 مقدمه 2-1

باشند و همواره اي میاي جدار کلفت داراي اهمیت ویژههاي استوانهها، پوستهاز میان انواع پوسته

اند تا ها بودهي این دسته از پوستهروي ضخامت و مادهپژوهان به دنبال اعمال تغییرات بر مهندسان و دانش

هاي وارد شده افزایش داده و در صورت امکان، وزن آنها را کاهش دهند. بتوانند مقاومت آنها را در برابر نیرو

 شوند.هاي توپ استفاده میهاي جدار ضخیم در مخازن تحت فشار و لولهاستوانه

تئوري تغییر شکل برشی به طور ي مستوي و ي تئوري الاستیسیتهایسهمق معرفی و در این فصل ابتدا به

دیفرانسیل  معادلات اي، با استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهبراي تحلیل  سپسشود. مختصر پرداخته می
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تئوري  متقارن محوري تشکیل شده از مواد همگن و ناهمگن بر مبناي هاي جدار ضخیماستوانه حاکم بر

داخلی و  یکنواخت تحت فشار FGMهاي جدار ضخیم ، حلّ عمومی استوانهلي اوّ کل برشی مرتبهتغییر ش

افزار المان محدود نرمي حلّ عددي توسط نهایتا  با ارائهخارجی و شرایط مرزي مختلف ارائه شده است. 

Ansys ش تغییر شکل به کمک رو نتایج حاصل از حلّ تحلیلیتحت فشار داخلی و خارجی،  براي استوانه

 اند.عددي مقایسه شدهحاصل از حلّ برشی با نتایج 

 

 تئوری تغییر شکل برشی 2-2

-می فرض به آن اشاره شد نیز طور که در فصل اولها، همانمستوي در استوانه يالاستیسیته تئوري در

 و مستوي همچنان تغییر شکل، و اعمال فشار از پس استوانه، مرکزي محور بر عمود مقاطع مستوي که شود

هاي ایجاد شده نسبت به محور استوانه متقارن بوده و مانند و تغییر شکلمی باقی محور استوانه بر عمود

-نمی نظر گرفته در تنش برشی و برشی کرنش حقیقت کند. درنها در امتداد طول استوانه تغییر نمیآ مقدار

کند، به همچنین تغییر مکان شعاعی در امتداد محیط ثابت است ولی در راستاي شعاعی تغییر می .شوند

)عبارت دیگر تغییر مکان شعاعی فقط تابع شعاع  )rU r به دلیل عدم وجود تنش برشی، باشد. بنابراینمی 

شود که خطوط هاي نازک فرض میستهباشند. در تئوري کلاسیک پوهاي اصلی میهاي عمودي، تنشتنش

جائی هر مانند و جابهمی ي میانی، پس از تغییر شکل همچنان راست و عمود باقیراست و عمود بر صفحه

شود. در این تئوري نیز از تنش برشی و ي میانی در نظر گرفته میجائی صفحهنقطه از پوسته، همان جابه

ي میانی، پس برشی، خطوط راست و عمود بر صفحه شکل تغییر در تئوري شود.پوشی میکرنش برشی چشم

 شوند.مانند ولی الزاما عمود نیستند، یعنی تنش و کرنش برشی لحاظ میاز تغییر شکل راست باقی می

)محور تقارن از پوسته از نقطه هر ي، فاصله(1-2)شکل اگر مطابق )r يصفحه شعاع مجموع را برابر با 

)میانی )R میانی يصفحه از نقطه آن يفاصله و( )z :در نظر بگیریم  

(2-1)                                                                             
2 2

h h
z      ،r R z  

 باشد: استوانه طول Lو ضخامت hهمچنین 
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(2-2)                                                                                  0 x L   ،  o ih r r  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
پروفیل 1-2شکل  ياستوانه   ثابت  جدار 

 با: است برابر استوانه جایی شعاعیجابه مستوي، يالاستیسیته تئوري اساس بر
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 (2-9)                                                                       
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 شود:می نوشته زیر صورت جائی شعاعی بهتیلور، جابه بسط کمک به و 
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 نوشت: توانمی درنتیجه نهایتا 

(2-5  )                                                                                2

0 1 2 ...ru u u z u z    

 توانمی zحسب بر ايجمله چند یک به صورت را استوانه شعاعی جاییجابه( 5-2) يرابطه اساس بر

0zنوشت که حالت   است. ي میانیجایی صفحهبیانگر جابه 

(، اشاره شده در فصل اولي اول )مرتبه هرمان_میرسکی یک طبق تئوري يمرتبه تقریب با استفاده از

 از: محوري عبارتند متقارن ي جدار ضخیم در حالتبراي استوانه جاییمیدان جابه

(2-6)                                                                                     0

( ) ( )

( ) ( )

x

z

U u x x z

U

U w x x z







 



  

 

 از: عبارتند تقارن محوري حالت در سینماتیک روابط اساس بر هاهمچنین مقادیر کرنش

(2-1)                                                            

x
x

z

z
z

x z
xz

U du d
z

x dx dx

U w
z

r R z R z

U

z

U U dw d
z

z x dx dx









 


 


   


   
  



  


    
      

   

 

 ها بر حسب مقادیر کرنش عبارتند از:و همسانگرد تنش ناهمگنبر اساس روابط رفتاري براي مواد 
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(2-1)                                              

1
( )

1
(1 )(1 2 )

1

( )

2(1 )

x x

z z

xz xz

E r

E r

 

   

    
 

   

 


   
    

               

 
 

 

 داریم:نویسی براي خلاصه با تعریف پارامتر جدید 

(2-3)                                                                

( ) (1 ) ( )

1 2
( )

2

1

(1 )(1 2 )

i i j k

xz xz

E r

E r

      


  


 


      








  

 

 با: برابرند تنش هايمنتجه حسب بر محوري نیروهاي

(2-11)                                                                          
2

2

1

1

x

x h

h

z

z

R

R

z

N

N dz

N z

 








  
  

       
   

   
     

  

                                                                        

 با: برابرند تنش هايمنتجه حسب بر خمشی لنگرهاي

(2-11)                                                                       
2

2

1

1

x

x h

h

z

z

R

R

z

M

M zdz

M z

 








  
  

       
   

   
     

  

  

 با: است برابر برشی تنش حسب بر برشی نیروي

(2-21)                                                                               
2

2

1

h

x xz

h
R

z
Q K dz



 
  

 
 

 با: است برابر برشی تنش حسب بر پیچشی لنگر و

(2-91 )                                                                          
2

2

1

h

xz xz

h
R

z
M K zdz
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 های ناهمگنتحلیل الاستیک استوانه 2-3

-( در نظر می2-2ي جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجی را به صورت شکل )ي استوانهیک پوسته

 گیریم:

 
پروفیل 2-2شکل  ياستوانه   ثابت تحت فشار داخلی و خارجی جدار 

 

 یعنی: است، برابر خارجی نیروهاي کار با تغییرات کرنشی انرژي مجازي، تغییرات کار اصل اساس بر

(2-41)                                                                                                   U W  

 کرنشی: با تعریف انرژي
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(2-51        )
   

*

*

2 2 2 2

( )

1 1
( )

2 2

1 1 2
( ) (1 )( ) 2 ( )

2 2

V

T

x x z z xz xz

x z x z x z xz

U U dV

dV rdrd dx R z dxd dz

U

E r

 

  

 

         


            

 



  



    



           



 

 :شامل فشار داخلی و خارجی خارجی نیروهاي کار تعریف و

(2-61)                                                                 

 

 
2

0 0

( )

sf

S

L

i i o o z

W f u dS

dS rd dx R z dxd

W P r P r U dxd



 




 




  

  




 

 

 ي:محدوده در و با انتگرالگیري

(2-11)                                                                       0 x L    ,   
2 2

h h
z     

خارجی براي استوانه تحت فشار داخلی و خارجی  نیروهاي کار کرنشی و تغییرات انرژي براي تغییرات

 داریم:

(2-11)                       

2 /2

*

0 0 /2

/2

0 /2

1

( ) 1
2

L h

h

L h

x x z z xz xz

h

z
U R U dzdxd

R

U z
R dzdx

R



 

  


       







 
  

 

 
      

 

  

 

 

(2-13)                                            
 

2

0 0

0

( )

2 2 2

L

i i o o z

L

i o

W P r P r U dxd

W h h
P R P R w z dx



  


 



 

    
         

    

 



 

 حساب اصول بکارگیري نیز ( و13-2) ( و11-2روابط ) ( در1-2ي )رابطه هايکرنش با جایگذاري

 داشت: خواهیم یتحت فشار داخلی و خارج اياستوانه يپوسته کار مجازي براي یک اصل و وردشی

(2-21)                                                                                                  
2 2

U W 
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(2-21 )                                   

0

0

2 2

2 2 2 2

x

x
x

x
i o

xz
z i o

dN
R

dx

dM
R RQ

dx

dQ h h
R N P R P R

dx

dM h h h h
R M RN P R P R

dx









  



   
         
    


            
    

 

(2-22)                                                       
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( هم شرایط مرزي 22-2) ي کمکیدهند. رابطه( همان معادلات اصلی ما را تشکیل می21-2روابط )

 بایست در هر دو انتهاي استوانه صفر باشند.که می دکنمورد نظر را تبیین می

 

 توزیع ناهمگنی مدول الاستیسیته 2-3-1

و ضریب  E، مدول الاستیسیتهM(FG(هاي تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد در استوانه

ها و بالاخص در این بررسی، به باشند که در اکثر تحلیلمی rبعدتوابعی از مختصات شعاعی بی پواسون 

شود. با در نظر گرفتن توزیع نمایی براي مدول ی ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته میعلت تغییرات جزئ

-2ي )به صورت رابطه rبعد به صورت تابعی از مختصات شعاعی بیي استوانه در طول جدارهلاستیسیته 

 ( خواهیم داشت:29

(2-92)                                                                                              ( )
n

iE r E r 

irکه در این رابطه  r r بعد است. همچنین مختصات شعاعی بیiE ي شعاع مدول الاستیسیته

0nکه باشد نیز ثابت ناهمگنی ماده می nنه و داخلی استوا  جایگذاريبا  ي همگن است.همان ماده 

rمقدار  R z  داریم: (29 -2)ي در رابطه  

(2-42)                                                                                      ( )

n

i

i

R z
E z E

r

 
  

 
 

ي در استوانه بعدمختصات شعاعی بیبعد شده را نسبت به ي بی( توزیع مدول الاستیسیته9-2شکل )

 دهد.نشان میازاي مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف ناهمگن و همسانگرد به
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بعد مدول الاستیسیته در راستاي شعاعیتوزیع بی 9-2شکل   

 

آن باید نیروها و لنگرها  د. براي حلّ باشدستگاه معادلات دیفرانسل می در حقیقت یک (21-2معادلات )

-2) روابطدر  (24-2ي )جایگذاري رابطه هاي تنش و با( به منتجه19-2( تا )11-2را با استفاده از روابط )

هاي میدان لفه( بر حسب مؤ1-2هاي کرنش و سپس به کمک روابط )لفه( به مؤ3-2استفاده از روابط )( و 3

آید که می دستهب ثابت ضرایب با خطی ناهمگن معادله دیفرانسیل 4 یک دستگاه جایی نوشت. نهایتا جابه

  نوشت: زیر صورت توان آنرا بهمی

(2- 62)                                                                      
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
    

که در آن بردار مجهول y باشد:( می21-2ي )جایی به صورت رابطههاي میدان جابهشامل مولفه 

(2- 12)                                                                                     
T

y u w   

نیز قسمت ناهمگن دستگاه معادلات به صورت بردار نیروي  (21-2ي )رابطه F دهد.را نشان می 

0

0/5

1

1/5

2

2/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

E
/

E
i

r/ri

n=-2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2
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0

0

1

2 2

2 2 2 2

i o
i

i o

h h
F P R P R

E

h h h h
P R P R



 
 
 
    

        
    

    
      

    

                                                              (21-2) 

هاي ماتریس( 26-2در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و    
4 4

C


متقارن و   
4 4

B


پادمتقارن هستند که  

 آورده شده است: n=(-1) زاي ثابت ناهمگنیهاي غیر صفر مربوط به آنها به ادر ادامه درایه

(2-23)                                                                                               11 1A h                                                       

 (2-91)                                                                                          
3

22 1
12

h
A        

(2-91)                                                                                                     33A h                                                  

(2-92)                                                                                                  
3

44
12

h
A                                                                                                                                                                          

(2-99)                             12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0A A A A A A A A A A          

13 31B B                                                                                              (94-2) 

(2-95)                                                                               14 412B h R B     

(2-96)                                                                       23 32B h h R B        

(2-91)                                                                            24 42B R h R B                               

(2-91)                                             11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B                                                              

(2-93)                                                                                                  22C h                                        

(2-41)                                                                                            33 1C                                                           

(2-41)                                                                            34 431C R C                                                             

(2-42)                                                                           2

44 2 1C R h R                                                            

(2-49)                      11 12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0C C C C C C C C C C C                                                                 

,که پارامترهاي  ,   شوند:به صورت زیر تعریف می 

(2-44)                                                                                   1 2

2
K




 
  

 
                                                          

(2-45)  

 
ln o

i

r

r
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(2-46) 

 

K این شود.می وارد برشی تنش عبارت در پوستهي ههندس به بسته که است 1برشی تصحیح ضریب 

 هاستوان براي استاتیک حالت در ضریب
5

6
K  [45]در نظر گرفته شده است. 

 

 تحت بارگذاری فشاری استوانه الاستیک حل 2-3-2

 ناهمگن خطی معادله دیفرانسیل 4 ( یک دستگاه26-2ي )توضیح داده شد، دستگاه معادلههمانطور که 

را به صورت  معادلات دستگاه این خصوصی است. اگر حلّ  عمومی و حلّ  باشد که دارايثابت می ضرایب با

 ي زیر بنویسیم:ساده شده

(2-41)                                                                             A y B y C y F    

 :داریم

(2-41)                                                                                            
g p

y y y  

دستگاه فوق مقدار  عمومی حلّ براي    mxy e گذاریم، داریم:می آن معادلات در را 

(2-43)                                                                        2 0mxe m A mB C      

0با توجه به اینکه 
mxe  توان نوشت:می 

(2-51)                                                                                     2 0m A mB C   

-ي مزدوج حاصل میشده که به صورت سه جفت ریشهمحاسبه  imي فوق، مقادیر ویژه معادله حلّ از

ن عدد حقیقی و دو جفت دیگر اعداد مختلط به صورت مزدوج شوند. از این سه جفت ریشه، یک جفت آ

ي متناظر با مقادیر ویژه i(، بردارهاي ویژه 43-2ي )معادله در ي حاصلمقادیر ویژه دادن قرار باباشند. می

 عمومی عبارتست از: آیند. در نهایت حلّمیدست فوق به

(2-51)                                                                                     
6

1

im x

ig i
i

y C e


 

                                                 
 Shear Correction Factor 1. 

2 2

h

h h
R R
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دست آوردن باشند، براي بهمیي حاصل شامل اعداد مختلط با توجه به این نکته که مقادیر ویژه

ي مربوط به اعداد مختلط اکم بر بردارهاي ویژهي متناظر با این اعداد مختلط، باید از روابط حبردارهاي ویژه

 .[41-46]استفاده کرد

یعنی بردار نیروي (26-2)خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات  حل براي F ي براي یک استوانه

جواب  یکنواخت، مقدار ثابتی است، لذا یو خارج یمتقارن محوري با ضخامت ثابت و تحت فشار داخل

توان با معکوس کردن ماتریسباشد. بنابراین مینمی xاز خصوصی تابعی C ي زیر جواب طبق معادله

 خصوصی را به دست آورد.

(2-52)                                                                            
1

C y F y C F


       

ناپذیري )منفرد بودن( ماتریساما با توجه به معکوس C به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد 

سري از  در اولین معادله رین منظودشود. ب، این مشکل حل میهاي ضرایب معادلاتی در ماتریستغییرات

 کرده و خواهیم داشت: گیري، از طرفین آن انتگرال(21-2معادلات )

(2-59 )                                                                                                  0x CRN  

duولیکن ندارد وجود uعبارت  ،مشخص است (62-2) همانطور که در معادلات dx  در معادلات وجود

duدارد. با در نظر گرفتن  dx به عنوان پارامتري جدیدي به نامv گیري از طرفین اولین معادله از و انتگرال

 سري معادلات داریم:

(2-54)                                                                                             7u vdx C                                                                                   

 کند:بنابراین دستگاه معادلات قدیم به صورت زیر تغییر می

(2-55)                                                    
            

   

2

2

T

d d
A y B y C y F

dx dx

y w  


  


 

 

که در آن بردار نیرویی  F باشد:با توجه به انتگرالگیري از طرفین اولین معادله، به صورت زیر می 
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(2-56)                                                  

0

0

2 2

2 2 2 2

n

i

i o

i

i o

C

r h h
F P R P R

E

h h h h
P R P R



 
 
 
    

        
    

    
      

    

             

جایی را هاي میدان جابهتوان مولفهي موردي میمعادلات فوق به صورت مطالعه دستگاه بنابراین با حلّ

 . دست آوردبه

-( بیان می22-2) يتوسط رابطه (2-2اي نشان داده شده در شکل )ي استوانهبراي پوستهشرایط مرزي 

د مقادیرشوند. به عبارتی بای u w  و N M Q Mx x xz xz انتهاي استوانه طوري در  دو در

6مجهول  6( برابر صفر باشد. با داشتن 22-2) ينظر گرفته شوند که همواره رابطه 1, ,C C  در جواب

7ثابت  2عمومی و  0,C C انتهاي استوانه  دوتوان با اعمال شرایط مرزي مختلف در در جواب خصوصی، می

دست آوردن ثوابت مجهول، با به نهایتا  ثابت مجهول را محاسبه کرد. 1شرط مرزي در هر سمت،  4شامل 

بردار مجهول y حسب متغییرهايبر (41-2ي )توسط رابطه جایی است،هاي میدان جابهکه شامل مولفه

,z x دست جایی شعاعی و طولی را بهتوان میدان جابهمی (6-2) يآیند. با استفاده از رابطهدست میبه

 را نیز محاسبه کرد.  لنگرنیرو و  ،، کرنشمقادیر تنش (19-2( تا )1-2) آورده و با استفاده از روابط

 

 ی موردیمطالعه 2-4

 ضخیم جدار استوانه یک ،حلّ تحلیلی نتایج از آمده دستهب نمودارهاي بررسی و موردي يمطالعه براي

mm41ir داخلی شعاع به (2-2مطابق شکل ) ثابتبا ضخامت  ناهمگن و همسانگرد  شعاع خارجی ،

mm61or ،  طولmm111L  گیریم. مدول را در نظر می و توزیع نمایی مدول الاستیسیته

GPa211iEدر سطح داخلی استوانه برابر  الاستیسیته   9/1و نسبت پواسون   تحت سه حالت را

 :گیریممی نظر در زیر بارگذاري

MPa11iPفشار یکنواخت داخلی  -1   

MPa11oPفشار یکنواخت خارجی  -2   
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MPa11iPفشار یکنواخت داخلی  -9   و خارجیMPa11oP   

 سریکسر گیردار و )ب( اي با شرایط انتهایی )الف( دوي استوانههاتحلیل مورد نظر بر روي پوسته

صورت  Maple 11افزار نویسی توسط نرماز طریق برنامهحل تحلیلی  ک سر آزاد انجام شده است.ی-گیردار

 .[43]ه استگرفت

 

 ی دوسر گیرداراستوانه 2-4-1

 داریم: (22-2)ي گیردار با توجه به رابطه دوسر ط مرزيایبراي شر

 (2-51                                                 )     
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

u

x

x L w

 

 

    

    









 

-دست میجایی بههاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مؤلفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

شوند. در جایی محیطی و همچنین تنش محیطی محاسبه میجایی شعاعی، جابهآیند. نهایتا  مقادیر جابه

راي سه هاي مختلف بnدر راستاي جداره به ازاي  جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 6-2( تا )4-2هاي )شکل

 حالت بارگذاري ذکر شده در وسط استوانه براي حالت دوسر گیردار نشان داده شده است. 

ي همگن از نظر مقدار جایی استوانه نسبت به مادههاي منفی جابهnهمانطور که مشخص است به ازاي 

اخلی و تحت شد، ولیکن این نسبت در استوانه تحت فشار دباکمتر می هاي مثبتn به ازايبیشتر است و 

ي ناهمگن مشابه تغییرات جایی در مادهماند یعنی تغییرات جابهفشار خارجی در طول جداره تقریبا  ثابت می

جایی شعاعی بستگی دارد. همچنین جابه nي همگن است و میزان تفاوت به مقدار جایی در مادهجابه

باشد. با توجه به مقادیر مثبت و در فشار خارجی داراي مقدار منفی میاستوانه براي فشار داخلی داراي 

جایی شعاعی استوانه تحت (، جابه55-2حضور عبارات مربوط به فشار در بردار ناهمگنی دستگاه معادلات )

شعاعی استوانه تحت فشار  جایی، از مجموع جابه1فشار داخلی و خارجی نیز با استفاده از اصل جمع آثار

توان دریافت که اثر فشار خارجی بر ( می6-2آید. با توجه به شکل )خارجی به دست می خلی و تحت فشاردا

در این  باشد.جایی شعاعی داراي مقادیر منفی میهاي مختلف جابهnیعنی به ازاي  کندغلبه میداخلی فشار 

                                                 
1. Superposition  



93 

 

به ي همگن از نظر مقدار بیشتر و جایی استوانه نسبت به مادههاي منفی جابهn به ازاينوع بارگذاري نیز 

ازاي ثوابت ناهمگنی مختلف در جایی شعاعی بهباشد. همچنین نسبت جابهکمتر می هاي مثبتn ازاي

اختلاف  ي داخلی دارايي خارجی نسبت به لایهاستوانه تحت فشار داخلی و خارجی ثابت نمانده و در لایه

 باشد.ي همگن میبیشتري از ماده
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تحت فشار داخلی در  ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 4-2شکل  x=L/2  

 براي حالت دوسر گیردار

 
 

تحت فشار خارجی در  ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 5-2شکل  x=L/2  

 براي حالت دوسر گیردار

 

 
تحت فشار داخلی و خارجی در  ناهمگني جایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 6-2شکل  x=L/2  

 براي حالت دوسر گیردار
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ي ناهمگن را در راستاي جداره به ازاي ( نیز توزیع نرمال تنش محیطی استوانه3-2( تا )1-2هاي )شکل

nدهد.در وسط استوانه براي حالت دوسر گیردار نشان می هاي مختلف براي سه حالت بارگذاري ذکر شده 

محیطی استوانه تحت فشار داخلی مثبت و براي فشار خارجی داراي مقادیر  که مشخص است تنشهمانطور 

ي داخلی جداره، هاي منفی در نیمهnباشد. در استوانه تحت فشار داخلی، تنش محیطی به ازاي منفی می

هاي مثبت nباشد و به ازاي ي همگن میي خارجی جداره، کمتر از مادهي همگن و در نیمهبیشتر از ماده

ي همگن ي خارجی جداره، بیشتر از مادهي همگن و در نیمهي داخلی جداره، کمتر از مادهبرعکس در نیمه

محیطی، رفتار مشابهی با استوانه تحت  است. استوانه تحت فشار خارجی نیز با توجه به منفی بوده تنش

دهد. تنش هاي مختلف در طول جداره از خود نشان میnفشار داخلی از نظر مقدار تنش محیطی به ازاي 

هاي محیطی براي استوانه تحت فشار داخلی و خارجی نیز با استفاده از اصل جمع آثار، از مجموع تنش

شود که فشار خارجی اثر غالب را داشته و سبب محیطی حاصل از فشار داخلی و فشار خارجی حاصل می

ي داخلی هاي منفی در نیمهnابن بارگذاري نیز تنش محیطی براي  شود. درمنفی شدن تنش محیطی می

باشد و به ي همگن میي خارجی جداره، کمتر از مادهي همگن و در نیمهجداره، از نظر مقدار بیشتر از ماده

ي خارجی ي همگن و در نیمهاز نظر مقدار کمتر از ماده ي داخلی جداره،هاي مثبت برعکس در نیمهnازاي 

ي همگن تحت باشد. مشخص است که تنش محیطی مربوط به استوانهي همگن میاره، بیشتر از مادهجد

 ي میانی استوانه، رفتار تنش محیطیي لایهباشد. در محدودهمی -1فشار داخلی و خارجی برابر مقدار ثابت

ي مثبت و در نیمه nي داخلی استوانه مقادیر باشد. در نیمهي همگن میي ناهمگن همانند رفتار مادهماده

ي داخلی، استفاده منفی سبب کاهش تنش شده که با توجه به بزرگتر بودن تنش در لایه nخارجی مقادیر 

باشد. در استوانه تحت فشار داخلی و خارجی نیز به دلیل اینکه تر میهاي مثبت مناسبnاز مواد ناهمگن با 

خارجی به ازاي ثوابت ناهمگنی مثبت و منفی داراي مقادیر تقریبا  یکسانی  ي داخلی وتنش محیطی لایه

 شود.ي استوانه توصیه میجدارهي همگن با توجه به ایجاد تنش ثابت در طول باشند، استفاده از مادهمی
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تحت فشار داخلی در  ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  1-2شکل  x=L/2  

سر گیرداربراي حالت دو  

 
تحت فشار خارجی در  ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  1-2شکل  x=L/2 

 براي حالت دوسر گیردار
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داخلی و خارجی در  تحت فشار ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  3-2شکل  x=L/2 

 براي حالت دوسر گیردار

 

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی شعاعی، جابه جاییتوزیع جابه( 21-2( تا )11-2هاي )شکل

ي مختلف براي سه حالت بارگذاري ذکر شده در وسط در پنج لایه n=(-1)ازاي را در راستاي طول استوانه به

براي استوانه تحت فشار  جایی و تنش محیطیجابهمقادیر  دهد.استوانه براي حالت دوسر گیردار نشان می

 یابد. تنشاز نظر مقدار کاهش می ي خارجیي داخلی به سمت لایهرجی، از لایهداخلی و تحت فشار خا

داراي  ي خارجی براي استوانه تحت فشار داخلیهاي نزدیک به لایهدر نقاط اطراف مرز و در لایه محیطی

نقاط و ي تنش محیطی در بقیه باشد.مقادیر منفی و براي استوانه تحت فشار خارجی داراي مقادیر مثبت می

ي نقاط استوانه تحت فشار داخلی مثبت و براي استوانه تحت فشار خارجی منفی شعاعی در کلیه جاییجابه

جایی استوانه تحت فشار خارجی نسبت به بزرگتر بودن مقادیر تنش و جابه باشند؛ با توجه به این نکته ومی

تنش محیطی  جایی شعاعی وجابه مقادیراستوانه تحت فشار داخلی، استفاده از اصل جمع آثار منجر به 

شود که شود. برآیند دو فشار داخلی و خارجی سبب میمنفی براي استوانه تحت فشار داخلی و خارجی می

ي ي داخلی به سمت لایهاستوانه تحت فشار داخلی و خارجی از لایه جایی شعاعی و تنش محیطی درجابه
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جایی محوري همانند دو بارگذاري دیگر داراي حداکثر مقدار ه جابهحالیکاز نظر مقدار کاهش یابد در جیخار

جایی شعاعی و تنش محیطی در باشد. با فاصله گرفتن از دو انتهاي استوانه، جابهي داخلی میخود در لایه

رز جایی محوري براي نقاط دور از مباشند. جابهاي میي استوانههر لایه داراي مقادیر ثابتی در طول پوسته

اي با یکدیگر ندارند؛ در حالیکه در نقاط اطراف دو انتهاي استوانه، هاي مختلف تفاوت قابل ملاحظهدر لایه

برشی در طول استوانه به غیر از نزدیکی دو انتهاي آن، داراي مقادیر  عکس این پدیده صادق است. تنش

هاي انتهایی استوانه تحت تأثیر شرایط دهد که تنش برشی در نزدیکی مرزمی باشد. این امر نشانصفر می

ي داخلی داراي بیشترین مقدار تنش برشی در لایه آید. در استوانه تحت فشار داخلیمرزي به وجود می

شود؛ در حالیکه مقدار منفی ایجاد می x=Lتنش برشی مثبت و در نزدیکی مرز  =1xاطراف مرز  است که در

 =1xي خارجی بیشترین مقدار را دارا بوده و نزدیکی مرز در لایهدر استوانه تحت فشار خارجی تنش برشی 

باشد. همچنین در استوانه تحت فشار داخلی و مثبت می مقدار داراي x=Lداراي تنش برشی منفی و مرز 

ي داخلی ي خارجی و بخشی از نیمههاي نیمهبراي لایه =1xخارجی مقادیر تنش برشی در اطراف مرز 

عکس این پدیده اتفاق  x=Lباشند. در اطراف مرز ي داخلی مثبت میهاي نزدیک به لایهمنفی و براي لایه
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ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 11-2شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   

 
  ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 11-2شکل 

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   
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ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  12-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 
ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  19-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 

 
ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 14-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   
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ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی هتوزیع جاب 15-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 

 
ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  16-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   
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ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  11-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   
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داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 11-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  گیرداربراي حالت دوسر    

 
داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 13-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   
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داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  21-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 
داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  21-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 

    سر آزادیک -گیردار سری یکاستوانه 2-4-2

 داریم: (22-2)ي با توجه به رابطه سر آزادیک -گیردار سریک ط مرزيایبراي شر

 (2-51)                                       
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

N M Q Mx x xz xz

x

x L

     

    







 

-دست میجایی بههاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مؤلفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

شوند. در همچنین تنش محیطی محاسبه میجایی محیطی و جایی شعاعی، جابهآیند. نهایتا  مقادیر جابه

هاي مختلف براي nدر راستاي جداره به ازاي  جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 24-2( تا )22-2هاي )شکل

جایی شود که مقادیر جابهسه حالت بارگذاري ذکر شده در وسط استوانه نشان داده شده است. مشاهده می

سر گیردار سر آزاد اختلاف اندکی نسبت به حالت دویک-سر گیردارکدر وسط استوانه براي حالت ی شعاعی

شود؛ یعنی جایی از نظر مقدار میدارد. در واقع عدم وجود قید در انتهاي آزاد استوانه سبب افزایش جابه
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-سر گیردارتحت فشار خارجی براي شرایط انتهایی یک جایی شعاعی منفی مربوط به استوانهجابه مقادیر

یابد ولی در رفتار استوانه تغییري سر آزاد نسبت به شرایط انتهایی دوسر گیردار از نظر مقدار افزایش مییک

کند. براي استوانه تحت فشار داخلی و نیز استوانه تحت فشار داخلی و خارجی نیز همین مطلب ایجاد نمی

 صادق است.

   



52 

 

-براي حالت یک x=L/2تحت فشار داخلی در  ناهمگني جایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 22-2شکل 

سر آزادیک-سر گیردار

براي حالت  x=L/2در  تحت فشار خارجی ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 29-2شکل 

 سر آزادیک-سر گیرداریک
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در  خارجیداخلی و  تحت فشار ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 24-2شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 

ي ناهمگن را در راستاي جداره به ( نیز توزیع نرمال تنش محیطی استوانه21-2( تا )25-2هاي )شکل

-سر گیرداربراي حالت یکبارگذاري ذکر شده در وسط استوانه را براي هاي مختلف براي سه حالت nازاي 

سر یک-سر گیردارهاي محیطی براي شرایط انتهایی یکمشخص است که تنش دهد.نشان می سر آزادیک

 دهند.اي نداشته و رفتار مشابهی نشان میآزاد نسبت به حالت دوسر گیردار اختلاف قابل ملاحظه
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در  تحت فشار داخلی ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  25-2شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 
در  تحت فشار خارجی ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  26-2شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  
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در  داخلی و خارجی تحت فشار ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  21-2شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی جایی شعاعی، جابهتوزیع جابه( 93-2( تا )21-2هاي )شکل

ي مختلف براي سه حالت بارگذاري ذکر شده نشان در پنج لایه n=(-1)ازاي  را در راستاي طول استوانه به

سر انتهایی یکاي تحت شرایط ي استوانهجایی شعاعی، تنش محیطی و تنش برشی پوستهجابه دهد.می

نیز در سمت گیردار استوانه مشابه شرایط  در طول استوانه تا نزدیکی انتهاي آزاد آن و سرآزاد،یک-گیردار

جایی شعاعی در انتهاي آزاد استوانه را تحت تأثیر تنش باشد. تئوري تغییر شکل برشی جابهدوسر گیردار می

اي کمتر از انتهاي استوانه گیردار )در فاصله ابه سمتاي مشبرشی اندک موجود در نزدیکی آن، داراي قلهّ

اي کمتر از دهد. تنش محیطی نیز به طور مشابه در سمت آزاد و در فاصلهگیردار( نشان می سمت نسبت به

گیردار نسبت به مقدار متوسط موجود در طول استوانه در هر لایه کاهش  سمت انتهاي استوانه در مقایسه با

جایی جابه باشد.ي دوسر گیردار میجایی محوري در انتهاي گیردار استوانه همانند استوانهرفتار جابهیابد. می

تحت تأثیر قیود موجود در سمت گیردار آن براي  محوري با اندکی فاصله از انتهاي گیردار در طول استوانه
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-باشد که این مقادیر براي لایهمی داراي مقادیر منفی و فشار خارجی داراي مقادیر مثبت حالت فشار داخلی

جایی محوري براي استوانه تحت فشار داخلی و با توجه به این مطلب، جابه باشد.هاي مختلف یکسان می

شود، به دلیل بزرگتر هاي حاصل از فشار داخلی و فشار خارجی ایجاد میجاییخارجی که از برآیند جابه

باشد. در انتهاي آزاد ها میداراي مقدار مثبت یکسان براي تمام لایهبودن مقادیر مثبت ناشی از فشار خارجی 

گیرند. براي استوانه تحت ي اندکی میهاي مختلف با یکدیگر فاصلهجایی محوري لایهجابهاستوانه مجددا  

ت جایی شعاعی و همچنین کمتر بودن تفاوفشار خارجی نیز به دلیل بالاتر بودن مقادیر تنش محیطی و جابه

جایی شعاعی و کاهش تنش محیطی در هاي ایجاد شده در توزیع جابههاي مختلف، قلهّاین مقادیر در لایه

باشد. در استوانه تحت فشار داخلی و خارجی به دلیل ایجاد تر میسمت آزاد استوانه در نمودارها نامحسوس

یجاد شده در طول استوانه )در جایی شعاعی و تنش محیطی اتنش برشی بسیار کم در سمت آزاد آن، جابه

ي اندک از انتهاي گیردار( تا انتهاي استوانه براي هر لایه ادامه پیدا کرده و در رفتار آن تغییري ایجاد فاصله

 شود. نمی
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ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 21-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 23-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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داخلیي ناهمگن تحت فشار استوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  91-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
ي ناهمگن تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  91-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 

 

 

-0/1

0/1

0/3

0/5

0/7

0/9

1/1

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

X/L

Z=-h/2 Z=0 Z=+h/2

𝝉
𝒙
𝒛

/𝑷

-1/8

-1/6

-1/4

-1/2

-1

-0/8

-0/6

-0/4

-0/2

0

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

U
r/

ri
*1

0
0

0

X/L

Z=-h/2 Z=-h/4 Z=0 Z=+h/4 Z=+h/2



53 

 

ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه مختلفهاي لایه درجایی شعاعی توزیع جابه 92-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 99-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  49-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
ي ناهمگن تحت فشار خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  95-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-گیردارسر براي حالت یک   

 
 
 

 

داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 96-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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داخلی و خارجیي ناهمگن تحت فشار استوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 91-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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داخلی و خارجی ي ناهمگن تحت فشاراستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  91-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
ي ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجیاستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  93-2شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 

 های ناهمگن تحت بارگذاری فشاریحلّ عددی استوانه 2-5

یکی از این  شود.افزاري است که در قالب یک بسته ارایه میهاي نرمروش اجزاء محدود، متکی به برنامه

نامه از است. در این پایان Ansysکنند، ها که کاربرد فراوانی دارد و کاربران بسیاري از آن استفاده میبسته

توضیح داده شده  FGMي ي مدلسازي استوانهاستفاده شده است. در این بخش نحوه Ansys 11افزار نرم

یر شکل برشی با نتایج عددي حاصل از روش است. همچنین نتایج مربوط به حلّ تحلیلی توسط روش تغی

 هاي همگن و ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجی مقایسه شده است. اجزاء محدود در استوانه

ي انتخاب شده است که گزینه plane 8nod 82از نوع  solidبندي استوانه، المان براي المان

 axisymmetric 1ضلعی با اضلاع خمیده و داراي  4ین المان مربوط به این المان فعال شده است. مقطع ا 

-باشد )یکی جابهي آزادي هر گره، دو میگره در وسط اضلاع( است که درجه 4گره در رئوس و  4) 1گره
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اي، جایی در راستاي محوري(. این المان براي مسائل تنش صفحهجایی در راستی شعاعی و دیگري جابه

باشد. استوانه به می 1616دارد. ماتریس سفتی المان مذکور  اي و متقارن محوري کاربردکرنش صفحه

میلیمتر به صورت یک  111ي ثابت به طول میلیمتر با جداره 61میلیمتر و شعاع خارجی  41شعاع داخلی 

زي شده باشد، مدلساي یک مقطع عرضی از استوانه در حالت متقارن محوري میمستطیل که نشان دهنده

اي در نظر گرفته شده است، با ي استوانهاست. براي ایجاد خواص ناهمگنی که به صورت شعاعی در پوسته

بسته در هر لایه  ي مساوي و نسبت دادن خواص مدول الاستیسیتهلایه 21ي استوانه به تعداد تقسیم جداره

ي ، نهایتا  پوسته(29-2ي )طبق رابطه به صورت تابع نمایی ي داخلیلایه از لایههر  ي مرکزبه فاصله

شود. این هم چسبیده تشکیل میي همگن و همسانگرد )ایزوتروپ( بهاستوانه 21اي مورد نظر از استوانه

ها، حد میانگین چپ و راست مزر دو اند و خواص در محل اتصال لایههم پیوستهها در محل اتصال بهلایه

اي اعمال شرایط مرزي موجود در دو انتهاي استوانه بسته به شرایط انتهایی، شوند. برنظر گرفته میلایه در

سر گیردار، کنیم. براي شرایط مرزي دوهاي موجود در سر استوانه را مقید میدرجات آزادي مربوط به گره

براي کنیم. همچنین هاي موجود در دو انتهاي استوانه را مقید میي درجات آزادي مربوط به گرهکلیه

هاي موجود در سمت آزاد استوانه، یک سر آزاد، بدون اعمال قید بر روي گره -دارشرایط مرزي یک سر گیر

کنیم. براي دار استوانه را همانند قسمت قبل مقید میهاي موجود در سمت گیردرجات آزادي مربوط به گره

ی و خارجی مقطع استوانه در حالت هاي موجود در مرز داخلبارگذاري فشاري نیز با در نظر گرفتن گره

 [.51توان فشار داخلی و خارجی را اعمال کرد]متقارن محوري، می

 

 ی نتایجمقایسه 2-5-1

در ادامه به منظور بررسی صحت نتایج حل تحلیلی، نتایج حاصل از تئوري تغییر شکل برشی و نتایج 

-نتایج جابه( 41-2( و )41-2هاي )شکل آورده شده است. در Ansysافزار حاصل از حل عددي به کمک نرم

تحت فشار داخلی و  به ترتیب در استوانه FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش بعدبی جایی شعاعی

براي شرایط انتهایی  x=L/2ي استوانه و در در طول جداره ثوابت ناهمگنی مختلف ازايفشار خارجی به
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جایی شعاعی محاسبه شده در شکل نیز مشخص است مقادیر جابهگیردار آورده شده است. همانطور که دوسر

هاي مختلف داراي انطباق nي استوانه به ازاي ي اول در وسط جدارهتوسط تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

( نیز حاوي 42-2شود. شکل )هاي کوچکتر این انطباق بیشتر میnباشد که براي خوبی با روش عددي می

تحت فشار داخلی براي سه  در استوانه FSDTو  FEM هايعی محاسبه شده با روشجایی شعانتایج جابه

باشد. توزیع می n=(-1)گیردار و ثابت ناهمگنی در طول استوانه تحت شرایط انتهایی دوسر  مختلف يلایه

ي ي مختلف در طول استوانهمحوري محاسبه شده توسط دو روش عددي و تحلیلی براي سه لایه جاییجابه

( نشان داده شده است. با 49-2در شکل ) n=(-1)سر گیردار تحت فشار داخلی به ازاي ثابت ناهمگنی دو

 FSDTو  FEMهاي ي میانی بیشترین انطباق بین روشتوان دریافت که در لایهتوجه به این نمودارها می

باشد. دلیل خارجی کمتر میي ي داخلی بیشتر و در لایهوجود دارد. اختلاف موجود بین دو روش در لایه

 استفاده از( به دلیل 5-2ي )ي بالاتر در بسط تیلور رابطهاین اختلاف صرف نظر کردن از جملات مرتبه

 باشد. می ي اولمرتبه هرمان_میرسکی یک طبق تئوري يمرتبه تقریب

روش  حاصل از دو و محوري شعاعی هايجاییجابه ( به ترتیب توزیع45-2( و )44-2هاي )در شکل

FEM  وFSDT سر گیرداردر طول استوانه تحت فشار داخلی و شرایط انتهایی یک مختلف يدر سه لایه-

در انتهاي  جایی شعاعیبراي جابه FEMنشان داده شده است. روش  n=(-1)سر آزاد براي ثابت ناهمگنی یک

بینی کرده در قسمت میانی استوانه پیشجایی در آزاد استوانه یک افزایش اندک را نسبت به مقدار جابه

 کند.بینی میجایی را پیشیک افزایش و سپس کاهش مقدار جابه FSDTحالیکه در روش 
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هاي جایی شعاعی محاسبه شده با روشجابه 41-2شکل  FEM و   FSDT در استوانه تحت فشار داخلی    

  x=L/2براي حالت دوسر گیردار در 

  
FEM هايمحاسبه شده با روش شعاعیجایی جابه 41-2شکل  و   FSDT در استوانه تحت فشار داخلی   

براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) 
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FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 42-2شکل  و   FSDT در استوانه تحت فشار داخلی    

 n=(-1)براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی 

  
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 49-2شکل  و   FSDT در استوانه تحت فشار داخلی   

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -سر گیرداربراي حالت یک  n=(-1) 
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FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 44-2شکل  و   FSDT در استوانه تحت فشار داخلی   

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -گیردارسر براي حالت یک n=(-1) 

 

به ازاي  FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش ( حاوي نتایج تنش محیطی2-2) و( 1-2)جدول 

فشار داخلی و فشار حالت بارگذاري  دوي داخلی و میانی استوانه براي ثوابت ناهمگنی مختلف در دو لایه

محاسبه شده  همانطور که مشخص است اختلاف بین مقادیر تنش محیطیباشد. می فشار خارجی _داخلی 

شود باشد. مشاهده میمیدر سطح میانی استوانه کمتر و در سطح داخلی بیشتر  FSDTو  FEM هايبا روش

-مگاپاسکال می  -11ي همگن تحت فشار داخلی و خارجی داراي مقدار برابر که تنش محیطی در استوانه

 باشد.
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 تحت فشار داخلی در استوانه FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش محیطیتنش  1-2ل جدو

 x=L/2در گیردار براي حالت دو سر 

2+n  1+n  1n  1- n  2- n   MPa 

61/199 53/161 36/211 53/251 31/231 FEM سطح داخلی 

ir r 14/156 69/139 11/295 22/219 12/995 FSDT 

11/153 11/153 14/156 11/151 24/144 FEM سطح میانی 

r R 25/162 33/153 62/155 91/143 95/141 FSDT 

 

 در استوانه تحت فشار داخلی و خارجی FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش محیطیتنش  2-2جدول 

 x=L/2در  گیرداربراي حالت دو سر 

2+n  1+n  1n  1- n  2- n   MPa 

44/62- 69/11- 34/13- 43/31- 19/112- FEM سطح داخلی 

ir r 11/51- 11/61- 11/11- 66/31- 155/111- FSDT 

14/13- 91/11- 11/11- 12/13- 19/11- FEM سطح میانی 

r R 11/11- 11/11- 11/11- 113/13- 111/11- FSDT 

 

 

 بندیجمع 2-6

ي جدار کلفت با ضخامت ثابت، فشار داخلی یکنواخت همانطور که در طول فصل اشاره شد، در استوانه

جایی شعاعی منفی در جابه جایی شعاعی مثبت و فشار خارجی یکنواخت نیز باعث ایجادسبب ایجاد جابه

استوانه تحت فشار داخلی و خارجی یکنواخت از برآیند دو بارگذاري شامل فشار داخلی و شود. استوانه می

جایی و تنش ناشی از فشار شود؛ بنابراین با توجه به بزرگتر بودن مقادیر جابهفشار خارجی حاصل می

شود. در جایی منفی میخارجی نسبت به فشار داخلی، فشار خارجی اثر غالب را داشته و سبب ایجاد جابه

هاي ایجاد شده در وسط توان به وضوح مشاهده کرد که تنشمورد تنش محیطی این بارگذاري نیز می

باشند. براي استوانه تحت هر سه حالت بارگذاري، مواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی استوانه منفی می

الیکه مقادیر ثابت ناهمگنی شود در حي همگن میجایی در استوانه نسب به مادهمثبت سبب کاهش جابه
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شود. در مورد تنش محیطی نیز همانطور که اشاره ي همگن میجایی نسب به مادهمنفی باعث افزایش جابه

شد، استفاده از مواد ناهمگن با ضریب ناهمگنی مثبت در استوانه تحت فشار داخلی و استوانه تحت فشار 

باشد. در مورد استوانه تحت فشار داخلی و می ترخارجی به دلیل کاهش تنش محیطی بیشینه مناسب

شود. ي ناهمگن میي همگن سبب کاهش تنش محیطی بیشینه نسبت به مادهخارجی نیز استفاده از ماده

ي خارجی مقادیر تنش محیطی و برشی و ي داخلی به سمت لایهدر استوانه تحت فشار داخلی از لایه

یابد. در مورد استوانه تحت فشار خارجی نیز به غیر از اهش میهاي شعاعی و محوري کجاییهمچنین جابه

ي خارجی افزایش ي داخلی به سمت لایهي موارد رفتار مشابهی دارند. تنش برشی از لایهتنش برشی، بقیه

جایی شعاعی از یابد. براي استوانه تحت فشار داخلی و خارجی مقادیر تنش محیطی، تنش برشی و جابهمی

جایی محوري رفتاري مشابه دو یابد، ولیکن در مورد جابهي خارجی افزایش میلی به سمت لایهي داخلایه

سر آزاد نسبت به حالت دوسر گیردار در یک-سر گیرداردهد. شرایط  انتهایی یکبارگذاري دیگر نشان می

گذارد. رفتار نتایج حاصل میجایی محوري تأثیر اندکی بر ي استوانه به غیر از جابهانتهاي گیردار آن تا نیمه

به دلیل کاهش  باشد.تا نزدیکی انتهاي آزاد مشابه رفتار آن در نقاط دور از مرز در طول استوانه می پوسته

شود که تئوري در سمت آزاد استوانه، در انتهاي آزاد تغییر کمی در رفتار استوانه مشاهده می تنش برشی

جایی کنند. در مورد جابهبینی میرات را تا حدودي متفاوت پیشتغییر شکل برشی و حلّ عددي این تغیی

جایی محوري با حرکت محوري نیز به دلیل عدم وجود قید در سمت آزاد استوانه، یک افزایش در مقدار جابه

شود. در مجموع مطابقت قابل قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ عددي در به سمت آزاد استوانه مشاهده می

باشد. با ي داخلی کمتر میي میانی بیشتر و در لایهحت فشار وجود دارد. این مطابقت در لایهي تاستوانه

-ي اول براي تحلیل الاستیک استوانهتوجه به آنچه در این فصل گفته شد، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

 باشد.هاي جدار ضخیم تحت بار فشاري مناسب می
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 FGM چرخان ایهای استوانهالاستیک پوستهتحلیل 
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 مقدمه 3-1

باشند. لذا بررسی و تحلیل تنش در آنها در هاي دوّار داراي کاربرد بسیار وسیعی در صنعت میاستوانه

در آنها استفاده  FGهایی که مواد شرایط مختلف کاري از اهمیت بسزایی برخوردار است. همچنین اکثر سازه

هاي ها، سازههاي هوافضایی، موشکنیازمند به مقاومت بالا در شرایط کاري هستند از قبیل سازهشوند و می

باشند؛ از اینرو تحلیل و دوار واقع در رآکتورهاي اتمی و ... به غیر از نیروهاي مکانیکی داراي دوران نیز می

خالی یا توپر، تأثیر اي توهاي استوانهبررسی این بارگذاري در مورد این مواد حایز اهمیّت است. در اکثر محور

 باشد. دوران عامل مهم ایجاد تنش در استوانه می

دیفرانسیل حاکم  معادلات اي چرخان، با استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهبراي تحلیل  در این فصل

تئوري  متقارن محوري تشکیل شده از مواد همگن و ناهمگن بر مبناي جدار ضخیم چرخان هاياستوانه بر

 یکنواخت تحت فشار FGMهاي چرخان جدار ضخیم ، حلّ عمومی استوانهي اولتغییر شکل برشی مرتبه

ي چرخان براي استوانه Ansysافزار المان محدود نرمنهایتا  با انجام حلّ عددي توسط داخلی ارائه شده است. 

حاصل از حلّ به کمک روش تغییر شکل برشی با نتایج  نتایج حاصل از حلّ تحلیلیشار داخلی، تحت ف

 اند.عددي مقایسه شده

 

 چرخان ناهمگن هایتحلیل الاستیک استوانه 3-2

( در 1-9ي جدار ضخیم چرخان تحت فشار داخلی و خارجی را به صورت شکل )ي استوانهیک پوسته

با  کرنشی انرژي مجازي، تغییرات کار اصل اساس بره در فصل دومّ نیز بیان شد همانطور ک گیریم.نظر می

 یعنی: است، برابر خارجی نیروهاي کار تغییرات

(9-1)                                                                                                         U W  
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پروفیل 1-9شکل  ي چرخاناستوانه  بارگذاري فشاري  ثابت تحت جدار   

 

 کرنشی: با تعریف انرژي

(9-2            )
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*
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 :و سرعت دورانی و خارجی شامل فشار داخلی خارجی نیروهاي کار تعریف و

 (9-9)                                                                   

   

( )

( )

sf bf

S V

W f u dS f u dV

dS rdxd R z dxd

dV rd drdx R z dzdxd

 

 

    



  
   



 

 
 باشد:آن نیروي حجمی حاصل از دوران با سرعت ثابت به صورت زیر میکه در 

(9-4)                                                                          2 2( ) ( )( )bff r r z R z     

 

 آید:خارجی به صورت زیر به دست می نیروهاي نهایتا  کار

(9-5)                  
2 2 /2
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 ي:محدوده در و با انتگرالگیري
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(9-6)                                                                           0 x L      ,    
2 2

h h
z     

با سرعت دورانی  ي چرخانبراي استوانهخارجی  نیروهاي کار کرنشی و تغییرات انرژي براي تغییرات

 داریم: و خارجی تحت فشار داخلیثابت 

(9-1)                              
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 و وردشی حساب اصول بکارگیري نیز ( و1-9) ( و1-9روابط ) ( در1-2ي )رابطه هايکرنش با جایگذاري

 داشت: خواهیم و خارجی تحت فشار داخلی اي چرخاناستوانه يپوسته کار مجازي براي یک اصل

(9-3)                                                                                                        
2 2
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 (9-11)                                                          
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

 

شرایط مرزي  نیز( 11-9) ي کمکیدهند. رابطه( همان معادلات اصلی ما را تشکیل می11-9روابط )

 .کنددر هر دو انتهاي استوانه صدق بایست که می دکنمورد نظر را تبیین می
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 توزیع ناهمگنی چگالی  3-2-1

، ضریب پواسون E، مدول الاستیسیتهM(FG(هاي تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد در استوانه

 و چگالی بعدتوابعی از مختصات شعاعی بیr ها و بالاخص در این بررسی، باشند که در اکثر تحلیلمی

شود. با در نظر گرفتن توزیع توانی براي مدول به علت تغییرات جزئی، ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته می

به صورت روابط  rبعدبه صورت تابعی از مختصات شعاعی بی ي استوانهدر طول جدارهالاستیسیته و چگالی 

 ( خواهیم داشت:19-9( و )9-12)

(9-12)                                                                                                   ( )
n

iE r E r 

(9-19)                                                                                                   ( )
n

ir r  

irکه در این رابطه  r r بعد است. همچنین مختصات شعاعی بیiE  وi مدول  به ترتیب

0nکهباشد نیز ثابت ناهمگنی ماده می nو چگالی در شعاع داخلی استوانه و الاستیسیته  ي همان ماده

rمقدار  جایگذاريبا  همگن است. R z  داریم: (19-9( و )12 -9) وابطدر ر 

(9-14)                                                                                           ( )

n

i

i

R z
E z E

r

 
  

 
 

(9-15)                                                                                           ( )

n

i

i

R z
z

r
 

 
  

 
 

ي ناهمگن و در استوانه بعدمختصات شعاعی بیبعد شده را نسبت به وزیع چگالی بی( ت2-9شکل )   

 دهد.همسانگرد به ازاي مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان می
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بعد چگالی در راستاي شعاعیتوزیع بی 2-9شکل   

 

نیروها و د. براي حل آن باید باشدستگاه معادلات دیفرانسیل می در حقیقت یک (11-9معادلات )  

در  (14-9ي )جایگذاري رابطه هاي تنش و با( به منتجه19-2( تا )11-2لنگرها را با استفاده از روابط )

-( بر حسب مولفه1-2هاي کرنش و سپس به کمک روابط )لفه( به مؤ3-2استفاده از روابط )( و 3-2)روابط 

 دستهب ثابت ضرایب با خطی ناهمگن نسیلمعادله دیفرا 4 یک دستگاه جایی نوشت. نهایتا هاي میدان جابه

  نوشت: زیر صورت توان آنرا بهآید که میمی

(9- 11)                                                                          
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
    

که در آن بردار مجهول  F باشد:( می25-2ي )به صورت رابطهجایی هاي میدان جابهشامل مولفه 

(9- 11)                                                                                         
T

y u w   

صورت بردار نیروي همچنین قسمت ناهمگن دستگاه معادلات به F داده  ( نشان13-9ي )در رابطه

 شده است:

0

0/5

1

1/5

2

2/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
r/ri

n=-2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2

𝝆
/𝝆

𝒊
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 (9-13                  ) 

0

/2

/2

/2

/2

0

2 2( )
2 2

2 2( )
2 2 2 2

n

i

i o i

i

i o i

h

h

h

h

n
R z

ri

n
R z

ri

C

r h h
F P R P R R z dz

E

h h h h
P R P R z R z dz

 


 





 
 
 

 
 
 

 
 
 
    

          
    

    
        

    

 

هاي ماتریس( 11-9در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و    
4 4

C


متقارن و   
4 4

B


پادمتقارن هستند که  

 آورده شده است:  n=(-1)ثابت ناهمگنیهاي مربوط به آنها به ازاي در ادامه درایه

(9-21)                                                                                                   11 1A h                                                       

(9-21)                                                                                                 
3

22 1
12

h
A                                                         

(9-22)                                                                                                         33A h                                                       

(9-29)                                                                                                      
3

44
12

h
A                                                        

 (9-42)
              12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0A A A A A A A A A A          

(9-25)                                                                                               13 31B B                                                         

(9-26)                                                                                    14 412B h R B     

(9-21)                                                                           23 32B h h R B        

(9-21)                                                                                 24 42B R h R B      

(9-23)                                                 11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B        

(9-91)                                                                                                      22C h  

(9-91)                                                 11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B        

(9-92)                                                                                               33 1C     

(9-99)                                                                                 34 431C R C       

(9-94)                                                                               2

44 2 1C R h R      

(9-95)                          11 12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0C C C C C C C C C C C           

,که پارامترهاي  ,   شود:به صورت زیر تعریف می 

(9-96)          1 2
, ln

2

o

i

r
K

r
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(9-91)   

 

K این شود.می وارد برشی تنش عبارت در پوستهي ههندس به بسته که است برشی تصحیح ضریب 

 هاستوان براي استاتیک حالت در ضریب
5

6
K  .در نظر گرفته شده است 

 

 تحت بارگذاری فشاری های چرخاناستوانه الاستیک حل 3-2-2

 خطیناهمگن  معادله دیفرانسیل 4 ( یک دستگاه11-9) توضیح داده شد، دستگاه معادلههمانطور که 

را به صورت  معادلات دستگاه این خصوصی است. اگر حلّ  عمومی و باشد که داراي حلّ ثابت می ضرایب با

 ي زیر بنویسیم:ساده شده

(9-91)                                                                                 A y B y C y F    

 :داریم

(9-93)                                                                                                
g p

y y y  

دستگاه فوق مقدار  عمومی حل براي    mxy e گذاریم، داریم:می آن معادلات در را 

(9-41)                                                                            2 0mxe m A mB C      

0با توجه به اینکه 
mxe  توان نوشت:می 

(9-14)                                                                                         2 0m A mB C   

-ي مزدوج حاصل میشده که به صورت سه جفت ریشهمحاسبه  imي فوق، مقادیر ویژهمعادله حل از 

-ت آن عدد حقیقی و دو جفت دیگر آن نیز اعداد مختلط مزدوج میشوند. از این سه جفت ریشه، یک جف

ي متناظر با مقادیر ویژه i (، بردارهاي ویژه41-9ي )معادله در ي حاصلمقادیر ویژه دادن قرار باباشند. 

 آیند. در نهایت حل عمومی عبارتست از:میدست فوق به

(9-42)                                                                                         
6

1

im x

ig i
i

y C e


 

2 2

h

h h
R R
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دست آوردن باشند، براي بهمیي حاصل شامل اعداد مختلط با توجه به این نکته که مقادیر ویژه

ي مربوط به اعداد مختلط بط حاکم بر بردارهاي ویژهي متناظر با این اعداد مختلط، باید از روابردارهاي ویژه

 استفاده کرد.

یعنی بردار نیروي (11-9)خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات  حل براي F ي براي یک استوانه

جواب  یکنواخت، مقدار ثابتی است، لذا یو خارج یمتقارن محوري با ضخامت ثابت و تحت فشار داخل

توان با معکوس کردن ماتریسباشد. بنابراین مینمی xاز ی تابعیخصوص C ي زیر جواب طبق معادله

 خصوصی را به دست آورد.

(9-49)                                                                                 
1

C y F y C F


   

ناپذیري )منفرد بودن( ماتریساما با توجه به معکوس C  به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد

سري ین منظور در اولین معادله از شود. بدهاي ضرایب معادلات، این مشکل حل میی در ماتریستغییرات

 و خواهیم داشت: کرده گیري، از طرفین آن انتگرال(11-9معادلات )

(9-44 )                                                                                                       0x CRN  

duولیکن ندارد وجود uعبارت  ،مشخص است (11-9) همانطور که در معادلات dx  در معادلات وجود

duدارد. با در نظر گرفتن dx به عنوان پارامتري جدیدي به نامv گیري از طرفین اولین معادله از و انتگرال

 سري معادلات داریم:

(9-45)                                                                                                  7u vdx C  

 کند:بنابراین دستگاه معادلات قدیم به صورت زیر تغییر می

(9-46)                                                         
            

   

2

2

T

d d
A y B y C y F

dx dx

y w  


  


 

 

که در آن بردار نیرویی F باشد:با توجه به انتگرالگیري از طرفین اولین معادله، به صورت زیر می 
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 (9- 41)                  

0
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R z

ri

n
R z

ri
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جایی را میدان جابه هايتوان مولفهي موردي میمعادلات فوق به صورت مطالعه دستگاه بنابراین با حلّ

 . دست آوردبه

-( بیان می11-9) يتوسط رابطه (1-9اي نشان داده شده در شکل )ي استوانهبراي پوستهشرایط مرزي 

شوند. به عبارتی باید مقادیر u w  و N M Q Mx x xz xz انتهاي استوانه طوري در  دو در

6مجهول  6( برابر صفر باشد. با داشتن 22-2) ياره رابطهنظر گرفته شوند که همو 1, ,C C  در جواب

7ثابت  2عمومی و  0,C C انتهاي استوانه  دوتوان با اعمال شرایط مرزي مختلف در در جواب خصوصی، می

دست آوردن ثوابت مجهول، با به نهایتا  ثابت مجهول را محاسبه کرد. 1شرط مرزي در هر سمت،  4شامل 

بردار مجهول y بر حسب متغییرهاي (41-2ي )توسط رابطه جایی است،هاي میدان جابهلفهکه شامل مؤ

,z x دست ی را بهجایی شعاعی و طولتوان میدان جابهمی (6-2) يآیند. با استفاده از رابطهدست میبه

 را نیز محاسبه کرد.  لنگرنیرو و  ،، کرنشمقادیر تنش (19-2( تا )1-2) آورده و با استفاده از روابط

 

 ی موردیمطالعه 3-3

مطابق شکل  ثابتبا ضخامت  ناهمگن و همسانگرد ضخیم جدار استوانه یک ،به منظور مطالعه موردي

mm41ir داخلی شعاع به (9-1)  شعاع خارجی ،mm61or  طول ،mm111L   و توزیع توانی

در سطح  ( داراي مدول الاستیسیته و چگالی15-9( و )14-9طبق روابط ) مدول الاستیسیته و چگالی

GPa211iEداخلی استوانه به ترتیب برابر    و
3

kg

m
1161i   9/1و نسبت پواسون ثابت   تحت را

MPa11iPفشار یکنواخت داخلی    و سرعت دورانی ثابتrpm11111  گیریم. در نظر می 
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 سریکاي با شرایط انتهایی )الف( دوسر گیردار و )ب( ي استوانههاتحلیل مورد نظر بر روي پوسته

صورت  Maple 11افزار نویسی توسط نرماز طریق برنامه حل تحلیلی سر آزاد انجام شده است.کی-گیردار

 گرفته است.

 

 سر گیرداری دواستوانه 3-3-1

 داریم: (11-9)ي گیردار با توجه به رابطه سر دو ط مرزيایبراي شر

(9-41                                                      )     
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

u

x

x L w

 

 

    

    









 

-جایی به دست میهاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مؤلفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

شوند. در جایی محیطی و همچنین تنش محیطی محاسبه میجایی شعاعی، جابهآیند. نهایتا  مقادیر جابه

ي چرخان انههاي مختلف براي استوnدر راستاي جداره به ازاي  جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 9-9) شکل

 تحت فشار داخلی در وسط استوانه براي حالت دوسر گیردار نشان داده شده است. 

 
چرخان تحت فشار داخلی در  ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 9-9شکل  x=L/2 

 براي حالت دوسر گیردار

 

هاي nي ناهمگن را در راستاي جداره به ازاي ( نیز توزیع نرمال تنش محیطی استوانه4-9) شکل

 دهد.براي شرایط انتهایی دوسر گیردار نشان می در وسط استوانه مختلف براي بارگذاري ذکر شده
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 x=L/2چرخان تحت فشار داخلی در  ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  4-9شکل 

 براي حالت دوسر گیردار

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی را شعاعی، جابه جاییتوزیع جابه( 1-9( تا )5-9هاي )شکل

-ي مختلف تحت بارگذاري فشاري و دورانی نشان میدر پنج لایه  n=(-1)ازاي در راستاي طول استوانه به

  دهد.

 
ي ناهمگن چرخان تحت فشار داخلی استوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 5-9شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1r/ri

n=- 2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2

𝝈
𝜽
/𝑷

0

2

4

6

8

10

12

14

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

U
r/

ri
*1

0
0

0

X/L

Z=-h/2 Z=-h/4 Z=0



19 

 

 
ي ناهمگن چرخان تحت فشار داخلی استوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 6-9شکل   

n=(-1)به ازاي ثابت ناهمگنی  براي حالت دوسر گیردار   

 

 
ن تحت فشار داخلیچرخا ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  1-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   
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چرخان تحت فشار داخلی ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  1-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   

 

 

 سر آزاد  یک -گیردار سریکی استوانه 3-3-2

 داریم: (11-9)ي با توجه به رابطه سر آزادیک -گیردار سریک ط مرزيایشر براي    

 (9-43)                                            
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

N M Q Mx x xz xz

x

x L

     

    







 

-جایی به دست میهاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مولفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

شوند. در جایی محیطی و همچنین تنش محیطی محاسبه میجایی شعاعی، جابهر جابهآیند. نهایتا مقادی

هاي مختلف براي بارگذاري فشاري و nدر راستاي جداره به ازاي  جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 3-9) شکل

 سر آزاد نشان داده شده است.یک-سر گیرداردورانی در وسط استوانه براي شرایط انتهایی یک
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در  چرخان تحت فشار داخلی ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 3-9شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 

 

هاي nي ناهمگن را در راستاي جداره به ازاي ( نیز توزیع نرمال تنش محیطی استوانه11-9) شکل

 دهد.نشان میدر وسط استوانه  مختلف براي بارگذاري ذکر شده
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در  چرخان تحت فشار داخلی ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  11-9شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

       

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی جایی شعاعی، جابهتوزیع جابه( 14-9( تا )11-9هاي )شکل     

سر یک-سر گیرداري مختلف براي شرایط انتهایی یکدر پنج لایه n=(-1)ازاي  را در راستاي طول استوانه به

 .دهدنشان می آزاد

 

 

ي ناهمگن چرخان تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 11-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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ي ناهمگن چرخان تحت فشار داخلیاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 12-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 

 
چرخان تحت فشار داخلی ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  19-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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چرخان تحت فشار داخلی ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  14-9شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 

 

 های چرخان ناهمگن تحت فشار داخلیحل عددی استوانه 3-4

توضیح داده شده است. همچنین نتایج مربوط به حلّ  FGMي مدلسازي استوانهي در این بخش نحوه

هاي همگن و تحلیلی توسط روش تغییر شکل برشی با نتایج عددي حاصل از روش اجزاء محدود در استوانه

 ناهمگن تحت فشار داخلی داراي سرعت دورانی ثابت مقایسه شده است. 

ي انتخاب شده است که گزینه plane 8nod 82از نوع  solidبندي استوانه، المان براي المان

axisymmetric   1ضلعی با اضلاع خمیده و داراي  4مربوط به این المان فعال شده است. مقطع این المان 

جایی باشد )یکی جابهي آزادي هر گره، دو میگره در وسط اضلاع( است که درجه 4گره در رئوس و  4گره )

اي، کرنش جایی در راستاي محوري(. این المان براي مسائل تنش صفحهدیگري جابهدر راستی شعاعی و 

باشد. استوانه به شعاع می 1616اي و متقارن محوري کاربرد دارد. ماتریس سفتی المان مذکور صفحه

میلیمتر به صورت یک  111ي ثابت به طول میلیمتر با جداره 61میلیمتر و شعاع خارجی  41داخلی 

باشد، مدلسازي شده ي یک مقطع عرضی از استوانه در حالت متقارن محوري میمستطیل که نشان دهنده

اي در نظر گرفته شده است، با ي استوانهاست. براي ایجاد خواص ناهمگنی که به صورت شعاعی در پوسته
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و چگالی در هر  دادن خواص مدول الاستیسیته ي مساوي و نسبتلایه 21ي استوانه به تعداد تقسیم جداره

(، 15-9و ) (14-9به صورت تابع نمایی طبق روابط ) ي داخلیلایه از لایههر  ي مرکزبسته به فاصلهلایه 

هم چسبیده تشکیل ي همگن و همسانگرد )ایزوتروپ( بهاستوانه 21اي مورد نظر از ي استوانهنهایتا  پوسته

ها، حد میانگین چپ و اند و خواص در محل اتصال لایههم پیوستهدر محل اتصال به هاشود. این لایهمی

شوند. براي اعمال شرایط مرزي موجود در دو انتهاي استوانه بسته به نظر گرفته میراست مزر دو لایه در

براي شرایط مرزي کنیم. هاي موجود در سر استوانه را مقید میشرایط انتهایی، درجات آزادي مربوط به گره

کنیم. هاي موجود در دو انتهاي استوانه را مقید میي درجات آزادي مربوط به گرهدوسر گیردار، کلیه

هاي موجود در سمت سر آزاد، بدون اعمال قید بر روي گرهیک -دارسر گیرهمچنین براي شرایط مرزي یک

دار استوانه را همانند قسمت قبل مقید ت گیرهاي موجود در سمآزاد استوانه، درجات آزادي مربوط به گره

هاي موجود در مرز داخلی مقطع استوانه در حالت کنیم. براي بارگذاري فشاري نیز با در نظر گرفتن گرهمی

هاي موجود در توان فشار داخلی را اعمال کرد. همچنین با در نظر گرفتن کل گرهمتقارن محوري، می

 شود. ت دورانی ثابت به مجموعه وارد میاي، یک سرعي استوانهپوسته

 

 ی نتایجمقایسه 3-4-1

در ادامه به منظور بررسی صحت روش حلّ تحلیلی ارائه شده، نتایج حاصل از روش تئوري تغییر شکل 

-نتایج جابه( 15-9آورده شده است. در شکل ) Ansysافزار برشی و نتایج حاصل از حلّ عددي به کمک نرم

-در طول جداره براي ثوابت ناهمگنی مختلف FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش عدببی جایی شعاعی

توان گیردار آورده شده است. با توجه به این نمودار میبراي شرایط انتهایی دوسر x=L/2ي استوانه و در 

و  FEMهاي ي میانی همانند استوانه تحت فشار داخلی بیشترین انطباق بین روشدریافت که در لایه

FSDT ي خارجی کمتر ي داخلی بیشتر و در لایهوجود دارد. همچنین اختلاف موجود بین دو روش در لایه

تحت بارگذاري فشاري و دورانی بیشتر از استوانه  باشد. قابل ذکر است که میزان این اختلاف در استوانهمی

ردهاي معمولی سرعت بسیار بالایی است در کارب 𝑟𝑝𝑚 11111باشد. البته سرعت تحت بارگذاري فشاري می
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دور در دقیقه( اثر دوران در مقایسه با  9611و  1111و در ادامه خواهیم دید که براي سرعت هاي معمولی)

 اثر فشار بسیار ناچیز بوده و رفتار استوانه مشابه فصل قبل است.

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 15-9شکل  و   FSDT ي چرخان تحت فشار داخلی براي در استوانه 

 x=L/2حالت دوسر گیردار در 

 

 يدر سه لایه FSDTو  FEM هايجایی شعاعی محاسبه شده با روشنتایج جابه( حاوي 16-9شکل )

-جابهباشد. توزیع می n=(-1)گیردار براي ثابت ناهمگنی در طول استوانه تحت شرایط انتهایی دوسر  مختلف

-ي دوي مختلف در طول استوانهمحوري محاسبه شده توسط دو روش عددي و تحلیلی براي سه لایه جایی

 ( نشان داده شده است.11-9در شکل ) n=(-1)سر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی 
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FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 16-9شکل  و   FSDT ي چرخان تحت فشار داخلیدر استوانه   

براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) 

 

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 11-9شکل  و   FSDT ي چرخان تحت فشار داخلیدر استوانه   

براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) 

 

روش  حاصل از دو و محوري شعاعی هايجاییجابه ( به ترتیب توزیع13-9( و )11-9هاي )در شکل

FEM  وFSDT سر آزاد براي یک-سر گیرداردر طول استوانه تحت شرایط انتهایی یک مختلف يدر سه لایه

 نشان داده شده است.  n=(-1)ثابت ناهمگنی 

0

2

4

6

8

10

12

14

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

U
r/

ri
*1

0
0

0

X/L

FSDT FEM

Z=-h/2

Z=0

Z=+h/
2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

U
x

/
ri

*1
0

0
0

X/L

FSDT FEM

Z=+h/2

Z=0

Z=-h/2



32 

 

  
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 11-9شکل  و   FSDT داخلیي چرخان تحت فشار در استوانه   

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -سر گیرداربراي حالت یک  n=(-1) 

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 13-9شکل  و   FSDT ي چرخان تحت فشار داخلیدر استوانه   

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -سر گیرداربراي حالت یک  n=(-1) 

 

به ازاي ثوابت  FSDTو  FEM هايي محاسبه شده با روشنتایج تنش بیشینه ( حاوي1-9)جدول 

 گیرداربراي حالت دو سري چرخان تحت فشار داخلی ي داخلی و میانی استوانهناهمگنی مختلف در دو لایه

ي چرخان تحت فشار داخلی و یکسان و تنش محیطی حاصل از استوانه ( مقادیر2-9باشد. در جدول )می

نشان داده شده است. همانطور  FSDTتوسط روش  گیرداربراي حالت دو سر با سرعت هاي متفاوت دوران
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که مشخص است دوران با سرعت هاي معمول تأثیر چشمگیري در مقایسه با اثرات فشار ندارد ولی در 

با توجه به سرعت هاي بالا اثر این عامل چشمگیر بوده و حتی در مواردي اثر غالب را دارد، که این مطلب 

 ( قابل مشاهده است.1-9نتایج جدول)

 تحت فشار داخلی ي چرخاندر استوانه FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش محیطیتنش  1-9جدول 

 x=L/2در گیردار براي حالت دو سر 

2+n  1+n  1n  1- n  2- n  
P

 

11/91 61/96 15/95 16/99 11/92 FEM سطح داخلی 

ir r 11/93 51/91 51/99 41/96 54/95 FSDT 

13/49 11/94 22/21 63/21 11/16 FEM سطح میانی 

r R 15/49 39/99 93/21 93/21 16/15 FSDT 

 

گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی  سرهاي مختلف براي حالت دوتحت بارگذاريمحاسبه شده  محیطیتنش  2-9جدول 

n=(-1)  درx=L/2 

 

 

 

 بندیجمع 3-5

رفتار شود که هاي نه چندان زیاد، مشاهده میبا توجه با تأثیر بسیار کم بارگذاري دورانی براي سرعت

-باشد. به عبارتی میاستوانه تحت بارگذاري دورانی و فشاري مشابه رفتار استوانه تحت بارگذاري فشاري می

ي چرخان با سرعت دورانی پایین تحت فشار توان از نتایج مربوط به فصل دوم براي بررسی رفتار استوانه

ي جدار کلفت با ضخامت ثابت، دوران با استفاده کرد. همانطور که در طول فصل نیز اشاره شد، در استوانه

1- n  
P

 

11/9 rpm1111 

 داخلیسطح 

ir r 
13/1 rpm9611 

41/96 rpm11111 

15/2 rpm1111 

 سطح میانی

r R 
26/4 rpm9611 

93/21 rpm11111 
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شود. به عنوان جایی شعاعی بسیار اندکی میهاي نه چندان زیاد سبب ایجاد جابهسرعت ثابت براي سرعت

هاي در وسط استوانه براي لایه rpm9611جایی شعاعی ایجاد شده توسط دوران با سرعت ثابت مثال، جابه

مقدار باشد. همچنین حداکثر می mm115/1حدود )=n-(1نی و خارجی به ازاي ثابت ناهمگنی داخلی، میا

باشد. قابل ذکر است می MPa9کمتر از  rpm9611تنش محیطی ایجاد شده توسط دوران با سرعت ثابت

باشد. با توجه به اینکه جملات دوران در سطح داخلی بیشتر از سطح میانی می که میزان تنش حاصل از

ي براي استوانه توانشود، میمربوط به فشار و دوران در بردار ناهمگنی دستگاه معادلات حاکم ظاهر می

هاي دورانی و فشاري به طور جداگانه، چرخان تحت فشار داخلی با در نظر گرفتن هر یک از بارگذاري

نهی با یکدیگر جمع نمود. در حقیقت معادلات حاکم را حل کرده و نتایج حاصل را با استفاده از اصل برهم

بردار ناهمگنی F در مجموع شود. در نقش بردار نیرویی شامل نیروهاي سطحی و حجمی ظاهر می

هاي دورانی و فشاري وجود تحت بارگذاري همطابقت قابل قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ عددي در استوان

باشد. با توجه به آنچه در این فصل ي داخلی کمتر میي میانی بیشتر و در لایهدارد. این مطابقت در لایه

هاي جدار ضخیم چرخان ي اول براي تحلیل الاستیک استوانهگفته شد، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

 باشد.تحت بارگذاري فشاري مناسب می

 

 

 

 

 4فصل
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 FGMچرخان  ایهای استوانهالاستیک پوستهترموتحلیل 

  
 

 

 

 

 

 

 

 مقدمه 4-1

هاي حرارتی آنها در شرایط ویژه بود و مقاومت منحصر به فرد در ابتدا به منظور کاربرد FGطراحی مواد 

در برابر بارهاي حرارتی، دانشمندان را بر آن داشت تا به بررسی و تحلیل  (FGM)هاي جدار ضخیم استوانه

 عملکرد آنها در مسائلی که به مقاومت مکانیکی و حرارتی بالا نیاز دارند، بپردازند.

 دیفرانسیل حاکم بر معادلات اي، با استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهبراي تحلیل ترمودر این فصل 

تئوري تغییر شکل  متقارن محوري تشکیل شده از مواد همگن و ناهمگن بر مبناي ار ضخیمجد هاياستوانه

داخلی و شار حرارتی  یکنواخت تحت فشار FGMهاي جدار ضخیم ، حلّ عمومی استوانهي اولبرشی مرتبه

تحت  ستوانهبراي ا Ansysافزار المان محدود نرمي حل عددي توسط نهایتا با ارائهیکنواخت ارایه شده است. 

به کمک روش تغییر شکل برشی با نتایج  نتایج حاصل از حلّ تحلیلیفشار داخلی و شار حرارتی یکنواخت، 

 اند.عددي مقایسه شدهحاصل از حلّ 
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 ی ناهمگنهاالاستیک استوانهتحلیل ترمو 4-2

حرارتی در شعاع ي جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجی و با حضور منبع ي استوانهیک پوسته

 گیریم.( در نظر می1-4داخلی و خارجی استوانه را به صورت شکل )

 با تغییرات کرنشی انرژي مجازي، تغییرات کار اصل اساس برهمانطور که در فصول قبلی نیز بیان شد 

 یعنی: است، برابر خارجی نیروهاي کار

(4-1)                                                                                                          U W  

 کرنشی: با تعریف انرژي

(4-2                                               )

   

*

*

( )

1 1
( )

2 2

V

T

x x z z xz xz

U U dV

dV rdrd dx R z dxd dz

U  

 

         

 



  

     




 

 
پروفیل 1-4شکل  ياستوانه  تحت بارگذاري مکانیکی و حرارتی  ثابت جدار   

 

ها بر هاي حرارتی، تنشبر اساس روابط رفتاري براي مواد ناهمگن و همسانگرد و با در نظر گرفتن کرنش

 حسب مقادیر کرنش عبارتند از:
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(4-9)                        

1
( ) ( ) ( ) ( )

1
(1 )(1 2 ) 1 2
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x x
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xz xz

E r r E r T r

E r

 

   


    
  

   

 


   
     

                 

 
 

 

)که در آن  )T r ي استوانه بوده وتابع توزیع اختلاف دما در طول جداره( )r  نیز ضریب انبساط

 نویسی داریم:براي خلاصه با تعریف پارامتر باشد. حرارتی می

 (4-4)                                        

( ) (1 ) ( ) ( )(1 ) ( )

1 2
( )

2

1

(1 )(1 2 )

i i j k

xz xz

E r r T r

E r

        


  


 


         








   
 ( براي انرژي کرنشی خواهیم داشت:2-4ي )( در رابطه4-4ي )با جایگذاري مقادیر تنش از رابطه

(4-5)                               
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1
( ) (1 )( ) 2 ( )

2

1 2
( ) ( )(1 )( )

2

V

x z x z x z

xz x z

U U dV

dV rdrd dx R z dxd dz

E r

r T r

  



 

           


     

 



  

       


         



 

 :شامل فشار داخلی و خارجی خارجی نیروهاي کار تعریف و   

(4-6)                                                                        

 

 
2

0 0

( )

sf

S

L

i i o o z

W f u dS

dS rd dx R z dxd

W P r P r U dxd



 




 




  

  




 

 

 ي:محدوده در و با انتگرالگیري   

(4-1)                                                                              0 x L     ,  
2 2

h h
z     

فشار  ي تحت شار حرارتی وخارجی براي استوانه نیروهاي کار کرنشی و تغییرات انرژي براي تغییرات   

 داریم: و خارجی یکنواخت داخلی
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(4-1)                              
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(4-3)                                                  
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 و وردشی حساب اصول بکارگیري نیز ( و3-4) ( و1-4روابط ) ( در1-2ي )رابطه هايکرنش با جایگذاري   

 داشت: خواهیم و خارجی فشار داخلی شار حرارتی و تحتاي استوانه يپوسته کار مجازي براي یک اصل

(4-11)                                                                                                      
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(4-12)                                                           
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( هم شرایط مرزي 12-4) ي کمکیدهند. رابطه( همان معادلات اصلی ما را تشکیل می11-4روابط )

 بایست در هر دو انتهاي استوانه صفر باشند.که می دکنمورد نظر را تبیین می

 

 حرارتی انبساط یبضرناهمگنی توزیع  4-2-1

، ضریب پواسون E، مدول الاستیسیتهM(FG(هاي تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد در استوانه

 و ضریب انبساط حرارتی بعد توابعی از مختصات شعاعی بیr ها و باشند که در اکثر تحلیلمی

شود. با در نظر گرفتن ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته می جزئی تغییراتاین بررسی، به علت بالاخص در 
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به  ي استوانه )شعاع استوانه(در طول جدارهتوزیع توانی براي مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی 

 ( خواهیم داشت:29-2ي )به صورت رابطه rبعد ی از مختصات شعاعی بیصورت تابع

(4-19)                                                                                                   ( )
n

iE r E r 

 (4-14)                                                                                                  ( )
n

ir r  

irکه در این رابطه  r r بعد است. همچنین مختصات شعاعی بیiE  وi مدول  به ترتیب

که باشد نیز ثابت ناهمگنی ماده می nدر شعاع داخلی استوانه و ضریب انبساط حرارتی و  الاستیسیته

0n  مقدار  جایگذاريبا  ي همگن است.همان مادهr R z  داریم: (14-4( تا )19 -4) وابطدر ر 

(4-15)                                                                                           ( )

n

i

i

R z
E z E

r

 
  

 
 

(4-16)                                                                                           ( )

n

i

i

R z
z

r
 

 
  

 
 

ي در استوانه بعدمختصات شعاعی بیبعد شده را نسبت به ( توزیع ضریب انبساط حرارتی بی2-2شکل )

 دهد.ناهمگن و همسانگرد به ازاي مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان می

 
در راستاي شعاعی ضریب انبساط حرارتیبعد توزیع بی 2-4شکل   

 

0

0/5

1

1/5

2

2/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
r/ri

n=-2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2

𝜶
/𝜶

𝒊
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 ی انتقال حرارت حلّ معادله 4-2-2

که در قسمت قبل توضیح داده شد، براي یک استوانه تحت تاثیر منبع حرارتی در اطراف آن همانطور 

ي استوانه باعث ایجاد (، در نظر گرفتن انتقال حرارت به صورت هدایت در داخل جداره1-4مطابق شکل )

بایست نظر می ي موردالاستیک استوانهشود. براي انجام تحلیل ترموهاي حرارتی در داخل استوانه میکرنش

ي استوانه تعیین اي، تابع توزیع اختلاف دما در طول جدارهي استوانهي انتقال حرارت پوستهبا حلّ معادله

اي در نظر بگیریم؛ در شرایطی که تولید حرارتی و شود. براي این منظور اگر یک المان در مختصات استوانه

بایست شار ورودي و به اصل پایستگی انرژي می گذشت زمان وجود ندارد )شرایط یکنواخت(، با توجه

خروجی در این المان ثابت باشد. با توجه به فرض متقارن محوري بودن بارگذاري و عدم وجود گرادیان دما 

 در راستاي ضخامت، فقط شار حرارتی در راستاي شعاع وجود دارد، از این رو داریم:

(4-11)                                                                                                      r r drq q  

 که در آن:   

(4-11)                                                                           r
dT dT

q kA k hrd
dr dr

    

  k و ضریب هدایت حرارتی h از طرفی نیز داریم:باشد. می جاییضریب جابه 

(4-13)                                                  r
r dr r r

dq d dT
q q dr q k hrd dr

dr dr dr


 
     

 
 

 خواهیم داشت: ي انتقال حرارت را به صورت زیرمعادله با توجه به روابط بدست آمده،   

(4-21)                                                                                               0
d dT

kr
dr dr

 
 

  
 با حلّ در پاسخها و با ثابت فرض کردن مقدار آن،  kدر این تحلیل به دلیل اثر ناچیز تغییرات    

 :( داریم21-4) دیفرانسیلي معادله

(4-21)                                                                                           1 2( ) ( ) T r c ln r c

 
و سططح خطارجی در  iTشرایط مرزي براي توزیع دما به نحوي است که سطح داخلی در معرض دمطاي 

 :استقرار گرفته  oTمعرض دماي 

(4-22)                                                                         ( ) , ( )
i or r i r r oT r T T r T  
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نه به ي استوادر طول جداره ( توزیع دما22-4ي )در نهایت پس از اعمال شرایط مرزي طبق رابطه

 شود:به صورت زیر محاسبه می صورت تابعی از شعاع استوانه

(4-92)                                                                               
( ) ln

( )

ln

i o

o

o

i

o

r
T T

r
T r T

r

r

 
  

  
 
 
 

 

) یعنی عبارت توزیع اختلاف دما ،ي کرنش حرارتیبا توجه به اینکه در معادله )T z شود،ظاهر می 

 :کنیمصورت زیر بازنویسی میبه  را (29-4ي )معادله

(4-42)                                                       

( ) ln

( )

ln

,

i o

o

o

i

o

i i ref o o ref

R z
T T

r
T z T

r

r

T T T T T T

  
   

    
 
 
 

     

 

 باشد.دماي محیط )مرجع( می refTکه در آن 

باشند. براي حل آن باید نیروها و لنگرها در حقیقت یک دستگاه معادلات دیفرانسل می (11-4معادلات )

در  (16-4( و )15-4ي )جایگذاري رابطه هاي تنش و با( به منتجه19-2( تا )11-2را با استفاده از روابط )

( بر حسب 1-2هاي کرنش و سپس به کمک روابط )( به مولفه24-4) ي( و استفاده از رابطه4-4)روابط 

 ثابت ضرایب با خطی ناهمگن معادله دیفرانسیل 4 جایی نوشت. نهایتا یک دستگاههاي میدان جابهمولفه

  نوشت: زیر صورت توان آنرا بهآید که میمی بدست

(4- 52)                                                                      
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
    

که در آن بردار مجهول  y باشد:( می26-4ي )جایی به صورت رابطههاي میدان جابهشامل مولفه 

(4- 62)                                                                                     
T

y u w   

همچنین قسمت ناهمگن دستگاه معادلات به صورت بردار نیروي  F ( نشان داده شده 21-4ي )در رابطه

  است:
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0

0

2/2 /2
2 2( ) 1

2 2
/2 /2

/2
2 2( ) 1

2 2 2 2
/2

C

n nn h hr h h R z R zi P R P R R z dz E T z dzF oi i i iE r ri i ih h

nhh h h h R z R z
P R P R z R z dz Eoi i i ir ri ih

    


    

      
                    

     
                 

 
          

 

 
      


   

2/2
2

/2

nh
R z T z dz

h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 


(4- 12)  

جملات حاصل در بردار ناهمگنی F ناشی از بارگذاري  شامل دو بخش حاصل از بارگذاري حرارتی و

و درنظر گرفتن  (4-4)باشند. جملات مربوط به بارگذاري حرارتی با توجه به روابط رفتاري مکانیکی می

هاي سوم و چهارم قسمت ناهمگن هاي حرارتی، درعبارت انرژي کرنشی وارد شده که نهایتا  در مؤلفهکرنش

شوند. جملات مربوط به بارگذاري مکانیکی نیز در نقش نیروهاي حجمی ظاهر می (25-4)دستگاه معادلات 

 شود.از جملات مربوط به کار نیروهاي خارجی حاصل می

هاي ماتریس( 24-4در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و    
4 4

C


متقارن و   
4 4

B


پادمتقارن هستند که  

 ي مربوط به آنها آورده شده است:هادر ادامه درایه

(4-21)                                                                                                   11 1A h                                                       

(4-23)                                                                                                 
3

22 1
12

h
A                                                         

(4-91)                                                                                                         33A h                                                       

(4-91)                                                                                                      
3

44
12

h
A                                                        

 (4-92) 
    12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43 0A A A A A A A A A A A A                                                                  

(4-99)                                                                                               13 31B B                                                         

(4-94)                                                                                    14 412B h R B            

 (4-95)                                                                         23 32B h h R B                                                               

(4-96)                                                                                 24 42B R h R B      

(4-91)                                                 11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B                                  

(4-91)                                                                                                       22C h                                                        

(4-93)                                                 11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B                                                              
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(4-41)                                                                                                33 1C                                                           

(4-41)                                                                                34 431C R C                                                             

(4-42)                                                                               2

44 2 1C R h R                                                            

(4-49)                          11 12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0C C C C C C C C C C C                                                                 

,که پارامتر ,   شود:به صورت زیر تعریف می 

 (4-44)                                                                             1 2
, ln

2

o

i

r
K

r


 

  
    

   
                                                                    

 
 

(4-45)                                                                                    

2 2

h

h h
R R



 
 
 
   

    
   

                                                          

 

   K ضریب این شود.می وارد برشی تنش عبارت در پوستهي ههندس به بسته که است برشی تصحیح ضریب 

 هاستوان براي استاتیک حالت در
5

6
K  .در نظر گرفته شده است 

 تحت بارگذاری فشاری  استوانه چرخان ترموالاستیک حل 4-2-3

 ناهمگن خطی معادله دیفرانسیل 4 ( یک دستگاه25-4ي )توضیح داده شد، دستگاه معادلههمانطور که 

را به صورت  معادلات دستگاه این حل خصوصی است. اگر حل عمومی و باشد که دارايثابت می ضرایب با

 ي زیر بنویسیم:ساده شده

(4-46)                                                                                  A y B y C y F    

 :داریم   

(2-41)                                                                                                
g p

y y y  

دستگاه فوق مقدار  عمومی حل براي    mxy e گذاریم، داریم:می آن معادلات در را 

(2-41)                                                                             2 0mxe m A mB C      

0با توجه به اینکه 
mxe  توان نوشت:می 

(2-34)                                                                                          2 0m A mB C   
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-ي مزدوج حاصل میشده که به صورت سه جفت ریشهمحاسبه  imي فوق، مقادیر ویژه معادله حل از

-جفت آن عدد حقیقی و دو جفت دیگر آن نیز اعداد مختلط مزدوج میشوند. از این سه جفت ریشه، یک 

ي متناظر با مقادیر ویژه i(، بردارهاي ویژه 41-4ي )معادله در ي حاصلمقادیر ویژه دادن قرار باباشند. 

 آیند. در نهایت حل عمومی عبارتست از:میفوق به دست 

(4-51)                                                                                         
6

1

im x

ig i
i

y C e


 

باشند، براي به دست آوردن میي حاصل شامل اعداد مختلط با توجه به این نکته که مقادیر ویژه

ي مربوط به اعداد مختلط بط حاکم بر بردارهاي ویژهي متناظر با این اعداد مختلط، باید از روابردارهاي ویژه

 استفاده کرد.

یعنی بردار نیروي (25-4)خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات  حل براي F ي براي یک استوانه

یکنواخت، مقدار ثابتی است،  یو خارج یفشار داخل شار حرارتی و متقارن محوري با ضخامت ثابت و تحت

توان با معکوس کردن ماتریس باشد. بنابراین مینمی xاز خصوصی تابعیجواب  لذا C ي زیر طبق معادله

 جواب خصوصی را به دست آورد.

(4-51)                                                                                 
1

C y F y C F


   

ناپذیري )منفرد بودن( ماتریساما با توجه به معکوس C  به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد

سري منظور در اولین معادله از  بدینشود. ، این مشکل حل میهاي ضرایب معادلاتی در ماتریستغییرات

 کرده و خواهیم داشت: گیريین آن انتگرال، از طرف(11-4معادلات )

(4-52 )                                                                                                       0x CRN  

du ولیکن نداردوجود  uعبارت  ،مشخص است (52-4) همانطور که در معادلات dx در معادلات وجود

duدارد. با در نظر گرفتن  dx به عنوان پارامتري جدیدي به نامv گیري از طرفین اولین معادله از و انتگرال

 سري معادلات داریم:

(4-59)                                                                                                  7u vdx C                                                                                   

 کند:بنابراین دستگاه معادلات قدیم به صورت زیر تغییر می
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 (4-54)                                                        
            

   

2

2

T

d d
A y B y C y F

dx dx

y w  


  


 

 

که در آن آن بردار نیرویی F باشد:با توجه به انتگرالگیري از طرفین اولین معادله، به صورت زیر می 

 

     

 

0

0

2/2 /2
2 2( ) 1

2 2
/2 /2

/2
2 2( ) 1

2 2 2 2
/2

C

n nn h hr h h R z R zi P R P R R z dz E T z dzF oi i i iE r ri i ih h

nhh h h h R z R z
P R P R z R z dz Eoi i i ir ri ih

    


    

      
                    

     
                 

 
          

 

 
      


   

2/2
2

/2

nh
R z T z dz

h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 


)55 -4( 

 

دست جایی را بههاي میدان جابهلفهتوان مؤي موردي میه صورت مطالعهلات فوق ببنابراین با حل معاد

 . آورد

-( بیان می12-4) يتوسط رابطه (1-4اي نشان داده شده در شکل )ي استوانهبراي پوستهشرایط مرزي 

شوند. به عبارتی باید مقادیر u w  و  N M Q Mx x xz xz انتهاي استوانه طوري  دو در

6مجهول  6( برابر صفر باشد. با داشتن 12-4) ينظر گرفته شوند که همواره رابطهدر 1, ,C C  در جواب

7ثابت  2عمومی و  0,C C انتهاي استوانه  دوتوان با اعمال شرایط مرزي مختلف در در جواب خصوصی، می

دست آوردن ثوابت مجهول، با به نهایتا  ثابت مجهول را محاسبه کرد. 1شرط مرزي در هر سمت،  4شامل 

بردار مجهول y بر حسب متغییرهاي (46-2ي )توسط رابطه جایی است،هاي میدان جابهلفهکه شامل مؤ

,z x دست جایی شعاعی و طولی را بهتوان میدان جابهمی (6-2) يرابطهآیند. با استفاده از به دست می

را نیز  لنگرو ، کرنش، نیرو مقادیر تنش (19-2) ( تا11-2و ) (1-2) (،4-4) آورده و با استفاده از روابط

 محاسبه کرد. 
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 ی موردیمطالعه 4-3

 جدار استوانه یک ،حل تحلیلی نتایج از آمده دستهب نمودارهاي بررسی و موردي يمطالعه براي          

mm41irداخلی شعاع به (1-4مطابق شکل ) ثابتبا ضخامت  ناهمگن و همسانگرد ضخیم  شعاع ،

mm61orخارجی   طول ،mm111L   و توزیع نمایی مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی

در سطح داخلی استوانه به ( داراي مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی 16-4( تا )15-4طبق روابط )

GPa211iEترتیب برابر مقادیر   و
1

C
 6-1112i   9/1و همچنین نسبت پواسون ثابت   را

MPa11iPفشار یکنواخت داخلی تحت  سرعت دورانی ،rpm 9611   دماي سطح داخلیC125

iT   و دماي سطح خارجی برابر دماي محیطC25oT  گیریم.در نظر می 

 سریکسر گیردار و )ب( شرایط انتهایی )الف( دواي با ي استوانههاتحلیل مورد نظر بر روي پوسته

صورت  Maple 11افزار نویسی توسط نرمحلّ تحلیلی از طریق برنامه ک سر آزاد انجام شده است.ی -گیردار

 گرفته است.

 

 سر گیرداری دواستوانه 4-3-1

 داریم: (12-4)ي گیردار با توجه به رابطه سر دو ط مرزيایبراي شر

 (4-56    )                                                       
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

u

x

x L w

 

 

    

    









 

-جایی به دست میهاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مولفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

 شوند. جایی محیطی و همچنین تنش محیطی محاسبه میشعاعی، جابهجایی آیند. نهایتا  مقادیر جابه

هاي مختلف براي بارگذاري nدر راستاي جداره به ازاي  جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 9-4) در شکل

هاي n( مشخص است به ازاي 9-4همانطور که از شکل ) در وسط استوانه نشان داده شده است. ترکیبی

-کمتر می هاي مثبتn ه ازايبي همگن از نظر مقدار بیشتر است و جایی استوانه نسبت به مادهمنفی جابه

ماند ولیکن در استوانه تحت در طول جداره تقریبا  ثابت می فشار داخلی شود. این نسبت در استوانه تحت

ي ناهمگن مشابه تغییرات جایی در مادهماند یعنی تغییرات جابهدر طول جداره ثابت نمی بارگذاري ترکیبی
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 باشد. ي همگن نمیجایی در مادهجابه

 
تحت بارگذاري ترکیبی در  ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 9-4شکل  x=L/2 

 براي حالت دوسر گیردار

 

هاي مختلف nي ناهمگن را در راستاي جداره به ازاي ( توزیع نرمال تنش محیطی استوانه4-4) شکل   

ي داخلی در نیمه هاي منفیnدهد. تنش محیطی براي در وسط استوانه نشان می براي بارگذاري ذکر شده

 هاي مثبتnباشد و برعکس براي ي همگن میجداره، بیشتر از ماده همگن و در نیمه خارجی کمتر از ماده

 nي داخلی استوانه مقادیر در نیمه ي همگن است.ي داخلی کمتر و در نیمه خارجی بیشتر از مادهدر نیمه

-منفی سبب کاهش تنش شده که با توجه به بزرگتر بودن تنش در لایه nي خارجی مقادیر مثبت و در نیمه

تر بار فشاري به تنهایی مناسب تحت هاي منفی بر خلاف استوانهnي خارجی، استفاده از مواد ناهمگن با 

 باشد. می
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 x=L/2 بارگذاري ترکیبی در تحت ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  4-4شکل 

 براي حالت دوسر گیردار

 

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی را جایی شعاعی، جابهتوزیع جابه( 1-4( تا )5-4هاي )شکل

براي شرایط انتهایی  بارگذاري ترکیبیي مختلف براي لایه سهدر  n=(-1)ازاي  در راستاي طول استوانه به

ي داخلی به ، از لایه براي استوانه تحت بارگذاري ترکیبی تنش محیطی مقدار دهد.دوسر گیردار نشان می

جایی شعاعی بین هر لایه اختلاف مقادیر جابه همچنین یابد.از نظر مقدار کاهش می ي خارجیسمت لایه

هاي نزدیک به در نقاط اطراف مرز و در لایه محیطی کمتر از بارگذاري فشاري است. تنش n=(-1)براي 

-باشد. مقادیر جابهداراي مقادیر تنش مثبت می ي استوانه تحت بارگذاري بارگذاري ترکیبیي داخلی برالایه

جایی محوري همانند باشد. جابهي نقاط در استوانه تحت بارگذاري ذکر شده مثبت میشعاعی در کلیه جایی

ن از دو انتهاي استوانه، باشد. با فاصله گرفتي داخلی میدو بارگذاري دیگر داراي حداکثر مقدار خود در لایه

-اي میي استوانهجایی شعاعی و تنش محیطی در هر لایه داراي مقدار ثابتی در طول پوستهمقادیر جابه

اي با یکدیگر ندارند؛ هاي مختلف تفاوت قابل ملاحظهجایی محوري براي نقاط دور از مرز در لایهباشند. جابه

برشی در طول استوانه به  وانه، عکس این پدیده صادق است. تنشدر حالیکه در نقاط اطراف دو انتهاي است

دهد که تنش برشی در نزدیکی می باشند. این امر نشانغیر از نزدیکی دو انتهاي آن، داراي مقادیر صفر می

0

2

4

6

8

10

12

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
r/ri

n=-2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2

𝝈
𝜽
/𝑷



113 

 

-آید که در تئوري تغییر شکل برشی این تنشهاي انتهایی استوانه تحت تأثیر شرایط مرزي به وجود میمرز

 شوند.. برشی لحاظ میهاي 

 

 
بارگذاري ترکیبی ي ناهمگن تحتاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 5-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   
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به ازاي ثابت ناهمگنی بارگذاري ترکیبی  ي ناهمگن تحتاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 6-4شکل 

n=(-1) براي حالت دوسر گیردار 

شکل              

بارگذاري ترکیبی به ازاي ثابت  تحت ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  4-1

 براي حالت دوسر گیردار n=(-1)ناهمگنی 

 
بارگذاري ترکیبی تحت ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  1-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) براي حالت دوسر گیردار   

 

 سر آزاد   یک -گیردار سریکی استوانه 4-3-2

 داریم: (12-4)ي با توجه به رابطه سر آزادیک -گیردار سریک ط مرزيایبراي شر
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 (4-51)                                            
0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

0 wu

N M Q Mx x xz xz

x

x L

     

    







 

-جایی به دست میهاي میدان جابهي ثوابت مجهول، مولفهذکر شده و محاسبه ط مرزيایشربا اعمال 

شوند. در جایی محیطی و همچنین تنش محیطی محاسبه میجایی شعاعی، جابهآیند. نهایتا مقادیر جابه

 ترکیبیهاي مختلف براي بارگذاري nاره به ازاي در راستاي جد جایی شعاعیتوزیع نرمال جابه( 3-4) شکل

ي ناهمگن را در ( نیز توزیع نرمال تنش محیطی استوانه11-4) در وسط استوانه نشان داده شده است. شکل

برخلاف فشار  دهد.در وسط استوانه نشان می هاي مختلف براي بارگذاري ذکر شدهnراستاي جداره به ازاي 

حاصل از دو شرط انتهایی مورد بررسی در  جایی شعاعیجابهبین مقادیر  که اختلافشود داخلی مشاهده می

 باشد.وسط استوانه قابل توجه می

 

0

0/5

1

1/5

2

2/5

3

3/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

U
r/

ri
*1

0
0

0

r/ri

n=-2 n=-1 n=0 n=+1 n=+2



112 

 

بارگذاري ترکیبی در  تحت ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع نرمال جابه 3-4شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 
بارگذاري ترکیبی در  تحت ي ناهمگنی در استوانهمحیطتوزیع نرمال تنش  11-4شکل  x=L/2 

سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک  

 

جایی محوري، تنش محیطی و تنش برشی جایی شعاعی، جابهتوزیع جابه( 14-4( تا )11-4هاي )شکل

 دهد.نشان میي مختلف لایه سهدر  n=(-1)ازاي  به ترکیبی براي بارگذاري را در راستاي طول استوانه

شود که در نزدیکی انتهاي آزاد استوانه براي این بارگذاري یک کاهش و سپس افزایش قابل مشاهده می

تنش محیطی نیز به طور مشابه در سمت آزاد استوانه  دهد.جایی شعاعی رخ میملاحظه در مقدار جابه

جایی یابد. جابهافزایش می نسبت به مقدار متوسط موجود در طول استوانه در هر لایه کاهش و سپس

در  سرآزاد،یک-سر گیرداراي تحت شرایط انتهایی یکي استوانهشعاعی، تنش محیطی و تنش برشی پوسته

باشد. نیز در سمت گیردار استوانه مشابه شرایط دوسر گیردار می طول استوانه تا نزدیکی انتهاي آزاد آن و

تحت تأثیر قیود موجود در سمت گیردار آن  اي گیردار در طول استوانهجایی محوري با اندکی فاصله از انتهجابه

هاي مختلف یکسان است. در انتهاي باشد که این مقادیر براي لایهمیداراي مقادیر مثبت  براي بارگذاري ترکیبی

رشی نیز در گیرند. تنش بي اندکی میهاي مختلف با یکدیگر فاصلهجایی محوري لایهجابهآزاد استوانه مجددا  
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 کند.ها داراي مقدار منفی شده که نهایتا  به سمت صفر میل میي لایهنزدیکی انتهاي آزاد استوانه براي همه

 

 

 
بارگذاري ترکیبی ي ناهمگن تحتاستوانه هاي مختلفجایی شعاعی در لایهتوزیع جابه 11-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 

 
بارگذاري ترکیبی ي ناهمگن تحتاستوانه هاي مختلفدر لایه محوريجایی توزیع جابه 12-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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بارگذاري ترکیبی تحت ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه محیطیتوزیع تنش  19-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   

 
بارگذاري ترکیبی تحت ي ناهمگناستوانه هاي مختلفدر لایه برشیتوزیع تنش  14-4شکل   

به ازاي ثابت ناهمگنی   n=(-1) سر آزادیک-سر گیرداربراي حالت یک   
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 ترکیبیبارگذاری های ناهمگن تحت حلّ عددی استوانه 4-4

هاي حرارتی و مکانیکی توضیح داده تحت بارگذاري FGMي ي مدلسازي استوانهدر این بخش نحوه

شده است. همچنین نتایج مربوط به حل تحلیلی توسط روش تغییر شکل برشی با نتایج عددي حاصل از 

یکنواخت مقایسه  هاي همگن و ناهمگن تحت فشار داخلی ثابت و شار حرارتیروش اجزاء محدود در استوانه

 شده است. 

  axisymmetricي انتخاب شده که گزینه plane 8nod 82از نوع  solidبندي استوانه، المان براي المان

گره در  4گره ) 1ضلعی با اضلاع خمیده و داراي  4مربوط به این المان فعال شده است. مقطع این المان 

جایی در راستی باشد )یکی جابهآزادي هر گره، دو میي گره در وسط اضلاع( است که درجه 4رئوس و 

اي و اي، کرنش صفحهبراي مسائل تنش صفحه جایی در راستاي محوري(. این المانشعاعی و دیگري جابه

ي نظر گرفته شده براباشد. المان در می 1616متقارن محوري کاربرد دارد. ماتریس سفتی المان مذکور 

 axisymmetricي با گزینه plane 8nod 77از نوع  solidي استوانه، المان تحلیل توزیع حرارت در جداره

ي ثابت به طول میلیمتر با جداره 61میلیمتر و شعاع خارجی  41شده است. استوانه به شعاع داخلی  انتخاب

ستوانه در حالت متقارن ي یک مقطع عرضی از امیلیمتر به صورت یک مستطیل که نشان دهنده 111

ي باشد، مدلسازي شده است. براي ایجاد خواص ناهمگنی که به صورت شعاعی در پوستهمحوري می

ي مساوي و نسبت دادن لایه 21ي استوانه به تعداد اي در نظر گرفته شده است، با تقسیم جدارهاستوانه

به صورت تابع  ي داخلیلایه از لایههر  ي مرکزبسته به فاصلهو چگالی در هر لایه  خواص مدول الاستیسیته

ي همگن و استوانه 21اي مورد نظر از ي استوانه(، نهایتا  پوسته16-4و ) (15-4نمایی طبق روابط )

اند و خواص هم پیوستهها در محل اتصال بهشود. این لایههم چسبیده تشکیل میهمسانگرد )ایزوتروپ( به

شوند. براي اعمال شرایط حد میانگین چپ و راست مزر دو لایه در نظر گرفته میها، در محل اتصال لایه

هاي موجود در سر مرزي موجود در دو انتهاي استوانه بسته به شرایط انتهایی، درجات آزادي مربوط به گره

اي موجود هي درجات آزادي مربوط به گرهکنیم. براي شرایط مرزي دو سر گیردار، کلیهاستوانه را مقید می

سر آزاد، بدون اعمال یک -دارسر گیرکنیم. همچنین براي شرایط مرزي یکدر دو انتهاي استوانه را مقید می



116 

 

دار هاي موجود در سمت گیرهاي موجود در سمت آزاد استوانه، درجات آزادي مربوط به گرهقید بر روي گره

هاي موجود در ري فشاري نیز با در نظر گرفتن گرهکنیم. براي بارگذااستوانه را همانند قسمت قبل مقید می

توان فشار داخلی را اعمال کرد. همچنین براي اعمال مرز داخلی مقطع استوانه در حالت متقارن محوري، می

هاي موجود در اي، با در نظر گرفتن کل گرهي استوانهپوسته شرایط دمایی موجود در سطح داخلی و خارجی

استوانه، مقدار اختلاف دماي مربوط به هر یک از این سطوح را با دماي محیط به  سطوح داخلی و خارجی

 کنیم. عنوان بارگذاري حرارتی اعمال می

 ی نتایجمقایسه 4-4-1

در ادامه به منظور بررسی صحت روش حل تحلیلی ارائه شده، نتایج حاصل از روش تئوري تغییر شکل 

-نتایج جابه( 15-4آورده شده است. در شکل ) Ansysافزار نرم برشی و نتایج حاصل از حلّ عددي به کمک

-در طول جداره براي ثوابت ناهمگنی مختلف FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش بعدبی جایی شعاعی

 .آورده شده است x=L/2ي استوانه و در 

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 15-4شکل  و   FSDT در استوانه بارگذاري ترکیبی   

 x=L/2براي حالت دوسر گیردار در 

 

 يدر سه لایه FSDTو  FEM هايجایی شعاعی محاسبه شده با روشنتایج جابه( حاوي 16-4شکل )
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-جابهباشد. توزیع می n=(-1)گیردار براي ثابت ناهمگنی در طول استوانه تحت شرایط انتهایی دوسر  مختلف

-ي دوي مختلف در طول استوانهمحوري محاسبه شده توسط دو روش عددي و تحلیلی براي سه لایه جایی

( نشان داده شده است. همانطور که قبلا  اشاره شد 11-4در شکل ) n=(-1)سر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی 

و  FEMهاي ین روشي میانی کمترین اختلاف بتوان دریافت که در لایه( می16-4با توجه به نمودار )

FSDT باشد. همچنین مشخص است ي خارجی میي داخلی بیشتر از لایهوجود دارد؛ این اختلاف در لایه

ي ها در لایهگاهي کمی از تکیهحاصل از روش عددي در طول استوانه در فاصله جایی شعاعیکه مقدار جابه

بسیار کمی دارند که همین عامل باعث شده تا ي میانی اختلاف جایی ایجاد شده در لایهخارجی با جابه

ي ( بر یکدیگر منطبق باشند. قابل ذکر است که این مقدار در لایه16-4هاي هر دو لایه در شکل )جایی جابه

با یکدیگر  FSDTو  FEMجایی محوري نتایج حاصل از دو روش باشد. براي جابهداخلی اندکی بیشتر می

هاي داخلی و میانی در نزدیکی دو انتهاي استوانه اندکی اختلاف بین دو انطباق قابل قبولی دارند که در لایه

 شود.روش مشاهده می
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FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 16-4شکل  و   FSDT در استوانه تحت بارگذاري ترکیبی   

ت ناهمگنی براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثاب n=(-1) 

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 11-4شکل  و   FSDT در استوانه تحت بارگذاري ترکیبی   

 n=(-1)براي حالت دوسر گیردار به ازاي ثابت ناهمگنی 

 

روش  حاصل از دو و محوري شعاعی هايجاییجابه ( به ترتیب توزیع13-4( و )11-4هاي )در شکل

FEM  وFSDT سر آزاد براي یک-سر گیرداردر طول استوانه تحت شرایط انتهایی یک مختلف يدر سه لایه

در  جایی شعاعیبراي جابه FSDTو  FEMهاي نشان داده شده است. در اینجا روش n=(-1)ثابت ناهمگنی 

در طول استوانه  جایی محوري نیز با حرکتکنند. در جابهبینی میانتهاي آزاد استوانه رفتار مشابهی را پیش

 شود.به سمت انتهاي آزاد آن، فاصله کمی بین دو روش ایجاد می
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FEM هايمحاسبه شده با روش جایی شعاعیجابه 11-4شکل  و   FSDT در استوانه تحت بارگذاري ترکیبی   

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -سر گیرداربراي حالت یک n=(-1) 

 
FEM هايمحاسبه شده با روش جایی محوريجابه 13-4شکل  و   FSDT ت در استوانه تحت بارگذاري ترکیبی براي حال 

سر آزاد به ازاي ثابت ناهمگنی یک -سر گیرداریک n=(-1) 

 

به ازاي ثوابت  FSDTو  FEMهاي ( حاوي نتایج تنش محیطی محاسبه شده با روش1-4جدول )

باشد. همانطور براي شرایط انتهایی دوسر گیردار می ي داخلی و میانی استوانهناهمگنی مختلف در دو لایه

در سطح  FSDTو  FEM هايکه مشخص است اختلاف بین مقادیر تنش محیطی محاسبه شده با روش

باشد. براي توجیه اختلاف نسبتا  زیاد بین مقادیر تنش میمیانی استوانه کمتر و در سطح داخلی بیشتر 

در  به این نکات ضروري است که اولّا  ي داخلی توجهلی در لایهمحیطی حاصل از دو روش عددي و تحلی

( 1-2جایی محاسبه شده و سپس با استفاده از روابط )هاي میدان جابهابتدا مؤلفه FSDTاستفاده از روش 

ه آید؛ دوّما  همانطور که قبلا  اشارمقادیر کرنش و نهایتا  با استفاده از روابط رفتاري توزیع تنش به دست می

باشد. ي داخلی میجایی محاسبه شده توسط این روش داراي اندکی خطا به خصوص در لایهشد میدان جابه

شود، سپس جایی به کرنش، خطاي ناشی از این تبدیل در مقادیر کرنش ایجاد میدر حقیقت با تبدیل جابه

-ته ضروري است که عمل مشتقشوند. توجه به این نکمیمقادیر تنش با استفاده از روابط رفتاري محاسبه 

هاي شعاعی و محوري بیشتر از شود، به همین دلیل خطاي موجود در تنشگیري سبب افزایش خطا می

جایی نیز به همراه ي ناشی از تقریب توزیع جابهباشد. خطاي اولیههاي محیطی میخطاي موجود در تنش
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 شود.می FSDTو  FEMخطاي اشاره شده منشأ ایجاد اختلاف بین دو روش 

 

 بارگذاري ترکیبی تحت در استوانه FSDTو  FEM هايمحاسبه شده با روش محیطیتنش  1-4جدول 

 x=L/2گیردار در براي حالت دو سر 

2+n  1+n  1n  1-n  2-n   MPa 

95/12 11/15 11/11 12/22 41/91 FEM سطح داخلی 

ir r 16/521 13/513 13/595 15/564 64/615 FSDT 

99/412 65/231 12/212 19/163 92/111 FEM سطح میانی 

r R 15/111 69/544 26/491 56/961 11/919 FSDT 

 

 بندیجمع 4-5

هاي الاستیک پوستهدر تحلیل ترمو FSDTبا توجه به آنچه در قسمت قبلی بیان شد، استفاده از روش 

استفاده ( و 5-2ي )ي بالاتر در بسط تیلور رابطهبه دلیل صرف نظر کردن از جملات مرتبه چرخان اياستوانه

باشد. در حقیقت با توجه به مناسب نمی لي اوّمرتبه هرمان_میرسکی یک طبق تئوري يمرتبه تقریب از

ي استوانه به صورت جایی شعاعی را در طول جدارهي اولّ توزیع جابهاینکه تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

رکیبی داراي تحت بارگذاري ت شعاعی در استوانه جاییگیرد و توجه به این نکته که جابهخطی در نظر می

باشد، استفاده از تئوري تحت بارگذاري فشاري می یک توزیع غیرخطی با انحناي زیادتري نسبت به استوانه

باشد، در حالیکه اي مناسب نمیهاي استوانهالاستیک پوستهي اولّ براي تحلیل ترموتغییر شکل برشی مرتبه

گذاري فشاري مناسب اي تحت بارهاي استوانههدقت نتایج حاصل از این روش براي تحلیل الاستیک پوست

ي باشد. در بارگذاري حرارتی شرایط انتهایی تأثیر بیشتري نسبت به دو بارگذاري دیگر بر رفتار پوستهمی

ي داخلی به جایی محوري نیز در بارگذاري حرارتی همانند بارگذاري فشاري از لایهگذارد. جابهاي میاستوانه

یابد. با توجه به اینکه جملات مربوط به فشار دوران و شار حرارتی در بردار خارجی کاهش میي سمت لایه

ي تحت فشار و شار حرارتی یکنواخت با براي استوانه توانشود، میناهمگنی دستگاه معادلات حاکم ظاهر می

حاکم را حل کرده و هاي حرارتی و فشاري به طور جداگانه، معادلات در نظر گرفتن هر یک از بارگذاري

نهی با یکدیگر جمع نمود. در حقیقت بردار ناهمگنینتایج حاصل را با استفاده از اصل برهم F  در نقش
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در مجموع مطابقت قابل شود که در این میان بارگذاري حرارتی نقش غالب را دارد. بردار نیرویی ظاهر می

ي میانی هاي حرارتی و فشاري به غیر از لایهتحت بارگذاري عددي در استوانه قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ

-ي داخلی به بیشترین مقدار خود میاستوانه وجود ندارد. اختلاف موجود بین نتایج عددي و تحلیلی در لایه

 رسد. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5فصل

 
 

 گیریبندی و نتیجهجمع
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 مقدمه 5-1

هاي داخلی و خارجی، متقارن محوري، به دلیل مقاومت بالا در برابر انواع فشارهاي جدار ضخیم استوانه 

-اند. دستهاي متنوع دیگر کاربرد فراوانی در صنعت پیدا کردهنیروها و لنگرها، گرادیان دمایی و بارگذاري

ي ورد علاقهها با تغییرات هندسه، ماده و بارگذاري مهاي مختلف تحلیل این گروه از پوستهیابی به روش

ي روش حل باشد. در همین راستا در این رساله سعی شده است تا با ارائهپژوهشگران و نیاز صنعتگران می

هاي جدار کلفت با ضخامت ثابت در حالت تقارن تئوري تغییر شکل برشی براي استوانه تحلیلی بر مبناي

دورانی شامل چرخش با سرعت ثابت  ريفشاري شامل فشار داخلی و خارجی، بارگذا محوري تحت بارگذاري

ي استوانه ناشی از گرادیان دما، اثر هریک از حرارتی به صورت شار حرارتی یکنواخت در جداره بارگذاري و

اي بررسی شود. ي استوانهجایی پوستهها و شرایط مرزي مختلف بر روي مقادیر تنش و جابهاین بارگذاري

ت و ضعف آن بیان شده است. در این فصل ضمن شکل برشی و نکات قوّ  هاي تئوري تغییرهمچنین قابلیت

مربوط به هر فصل صورت  گیري جامعی از مباحثهاي صورت گرفته در این رساله، نتیجهبندي کارجمع

 شده است. ارائه پذیرفته است و نهایتا  پیشنهادهایی براي ادامه و تکمیل کار نیز

 

 گیریبندی و نتیجهجمع 5-2

هاي جدار کلفت )با جدار ثابت یا متغیّر( در حالت متقارن محوري تحت انواع طور کلی تحلیل استوانهبه 

فشار شعاعی، نیروهاي دورانی، حرارتی و ... ( با شرایط انتهایی مختلف با  ها )شامل فشار محوري،بارگذاري

ستگاه معادلات ناهمگن با استفاده از اصل کار مجازي بر مبناي تئوري تغییر شکل برشی، منجر به د
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یکنواختی در بارگذاري )فشار شود. وجود هرگونه غیرجایی میهاي میدان جابهمجهولاتی شامل مؤلفه

محوري  يي جدار متغیرّ و ...( و همچنین ایجاد مؤلفهي پوسته )مخروط نقص، استوانهمتغییر( و جداره

شود، در غیر اینصورت دستگاه معادلات ناهمگن با یّر میبارگذاري منجر به دستگاه معادلاتی با ضرایب متغ

ي تئوري تغییر شکل برشی مورد شود. تعداد معادلات دستگاه حاصل وابسته به مرتبهضرایب ثابت حاصل می

یک دستگاه  منجر به nي باشد. استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبهاستفاده می 2 1n   معادله

دیفرانسیل ناهمگن شامل  4 1n  شود. حل دستگاه معادلات دیفرانسیل حاصل با تکنیک به مجهول می

براي ضرایب ثابت و یا استفاده از تئوري اغتشاشات براي ضرایب متغیرّ با اعمال  کار گرفته شده در این رساله

هاي میدان مجهول مربوط به مسائل مقدار ویژه و نهایتا  مؤلفه ي ضرایبجر به محاسبهشرایط مرزي، من

ي مربوط به جواب عمومی دستگاه ي مشخصهي حاصل از حل معادلهشود. مقادیر ویژهجایی میجابه

 ابطروباشند. استفاده از هاي مزدوج شامل مقادیر حقیقی و مختلط میمعادلات حاکم، به صورت جفت ریشه

شود؛ نهایتا  با استفاده از روابط رفتاري توزیع هاي تانسور کرنش میي مؤلفه، منجر به محاسبهسینماتیک

شود. توجه به این نکته ضروري است که در استفاده از تئوري تغییر اي تعیین میي استوانهتنش در پوسته

هاي کرنش و تنش به طور درحالیکه مولفهشود، جایی به طور مستقیم محاسبه میشکل برشی، میدان جابه

در  آیند.جایی محاسبه شده به دست میو رفتاري از میدان جابه سینماتیک روابطاستفاده از غیر مستقیم با 

ي مقادیر کرنش منشأ ایجاد خطا در محاسبه سینماتیک روابطجایی در گیري از میدان جابهاین میان مشتق

جایی بهبود ي میدان جابهي تئوري تغییر شکل برشی، تقریب اولیهفزایش مرتبهشود. با امی تنش و نهایتا 

شود. در بارگذاري فشاري شامل فشار داخلی و خارجی و بارگذاري دورانی یافته و منجر به نتایج دقیقتر می

هاي حرارتی در باشد. در مورد بارگذاريي اولّ داراي دقت قابل قبولی میمرتبه استفاده از تئوري تغییر شکل

جایی از حالت خطی و حالت گذرا و پایدار ناشی از شار حرارتی درون جسم، به دلیل دور شدن توزیع جابه

-افزایش انحناي تابع متناظر با این توزیع، استفاده از تقریب خطی موجود در تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

شود. افزایش جملات مراتب بالاتر ورد نظر میي اولّ سبب افزایش اختلاف بین حل دقیق و حل تحلیلی م

این تئوري به توزیع حقیقی  جایی حاصل ازدر تئوري تغییر شکل برشی سبب نزدیکتر شدن توزیع جابه
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شود. در ادامه نتایج مربوط به هر فصل به طور ي مورد نظر شامل ورق، پوسته، تیر و ... میموجود در سازه

 مجزّا بیان شده است.

 

 FGMای های استوانهاوّل: تحلیل الاستیک پوستهحالت 

ي جدار کلفت با ضخامت ثابت، فشار داخلی یکنواخت همانطور که در فصل دومّ اشاره شد، در استوانه

جایی شعاعی منفی در جابه جایی شعاعی مثبت و فشار خارجی یکنواخت نیز باعث ایجادسبب ایجاد جابه

فشار داخلی و خارجی یکنواخت نیز که از برآیند دو بارگذاري شامل فشار شود. استوانه تحت استوانه می

جایی و تنش ناشی از فشار شود؛ با توجه به بزرگتر بودن مقادیر جابهداخلی و فشار خارجی حاصل می

باشد. براي استوانه تحت هر سه حالت جایی منفی میخارجی نسبت به فشار داخلی، داراي مقادیر جابه

ي هبه مادّ تجایی در استوانه نسب، مواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش جابهبارگذاري

-ي همگن میهبه مادّ  تجایی نسبشود در حالیکه مقادیر ثابت ناهمگنی منفی باعث افزایش جابههمگن می

ستوانه تحت فشار شود. در مورد تنش محیطی نیز استفاده از مواد ناهمگن با ضریب ناهمگنی مثبت در ا

باشد. در مورد تر میداخلی و استوانه تحت فشار خارجی به دلیل کاهش تنش محیطی بیشینه مناسب

ي همگن سبب کاهش تنش محیطی بیشینه نسبت استوانه تحت فشار داخلی و خارجی نیز استفاده از ماده

ي خارجی مقادیر لی به سمت لایهي داخشود. در استوانه تحت فشار داخلی از لایهي ناهمگن میبه ماده

یابد. در مورد استوانه تحت هاي شعاعی و محوري کاهش میجاییتنش محیطی و برشی و همچنین جابه

ي موارد رفتار مشابهی دارند. براي استوانه تحت فشار داخلی و فشار خارجی نیز به غیر از تنش برشی، بقیه

ي خارجی ي داخلی به سمت لایهجایی شعاعی از لایهخارجی مقادیر تنش محیطی، تنش برشی و جابه

 دهد. شرایطجایی محوري رفتاري مشابه دو بارگذاري دیگر نشان مییابد، ولیکن در مورد جابهافزایش می

ي استوانه به سر آزاد نسبت به حالت دوسر گیردار در انتهاي گیردار آن تا نیمهیک-سر گیردارانتهایی یک

تا نزدیکی  رفتار پوسته شودگذارد و باعث میمحوري تأثیر اندکی بر نتایج حاصل می جاییغیر از جابه

جایی محوري نیز به دلیل باشد. در مورد جابهانتهاي آزاد مشابه رفتار آن در نقاط دور از مرز در طول استوانه 
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رکت به سمت آزاد جایی محوري با حعدم وجود قید در سمت آزاد استوانه، یک افزایش در مقدار جابه

ي تحت شود. در مجموع مطابقت قابل قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ عددي در استوانهاستوانه مشاهده می

 باشد. ي داخلی کمتر میي میانی بیشتر و در لایهفشار وجود دارد. این مطابقت در لایه

 

 FGM چرخان ایهای استوانه: تحلیل الاستیک پوستهدوّمحالت 

شود که رفتار هاي نه چندان زیاد، مشاهده میبا تأثیر بسیار کم بارگذاري دورانی براي سرعت با توجه

-باشد. به عبارتی میاستوانه تحت بارگذاري دورانی و فشاري مشابه رفتار استوانه تحت بارگذاري فشاري می

دورانی پایین تحت فشار ي چرخان با سرعت توان از نتایج مربوط به فصل دوم براي بررسی رفتار استوانه

ي جدار کلفت با ضخامت ثابت، دوران با استفاده کرد. همانطور که در طول فصل نیز اشاره شد، در استوانه

شود. به عنوان جایی شعاعی بسیار اندکی میهاي نه چندان زیاد سبب ایجاد جابهسرعت ثابت براي سرعت

هاي در وسط استوانه براي لایه rpm9611جایی شعاعی ایجاد شده توسط دوران با سرعت ثابت مثال، جابه

مقدار باشد. همچنین حداکثر می mm115/1حدود )=n-(1داخلی، میانی و خارجی به ازاي ثابت ناهمگنی 

باشد. قابل ذکر است می MPa9کمتر از  rpm9611ت ثابتتنش محیطی ایجاد شده توسط دوران با سرع

باشد. با توجه به اینکه جملات که میزان تنش حاصل از دوران در سطح داخلی بیشتر از سطح میانی می

ي توان براي استوانه، میشودمربوط به فشار و دوران در بردار ناهمگنی دستگاه معادلات حاکم ظاهر می

هاي دورانی و فشاري به طور جداگانه، چرخان تحت فشار داخلی با در نظر گرفتن هر یک از بارگذاري

با توجه به . نهی با یکدیگر جمع نمودمعادلات حاکم را حل کرده و نتایج حاصل را با استفاده از اصل برهم

براي  توانشود، میناهمگنی دستگاه معادلات حاکم ظاهر میاینکه جملات مربوط به فشار و دوران در بردار 

هاي دورانی و فشاري به طور ي چرخان تحت فشار داخلی با در نظر گرفتن هر یک از بارگذارياستوانه

حاکم، نتایج  بردار ناهمگنی معادلات در نقش بردار نیرویی شامل نیروهاي سطحی و حجمی در جداگانه

در مجموع مطابقت قابل قبولی بین حل تحلیلی نهی با یکدیگر جمع نمود. اصل برهم حاصل را با استفاده از

در سرعتهاي دورانی پایین وجود دارد ولی این  هاي دورانی و فشاريتحت بارگذاري و حل عددي در استوانه
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ي داخلی ي میانی بیشتر و در لایهاین مطابقت در لایه مطابقت با افزایش سرعت دورانی کاهش می یابد.

ي اول براي تحلیل باشد. با توجه به آنچه در این فصل گفته شد، تئوري تغییر شکل برشی مرتبهکمتر می

-مناسب می در سرعتهاي دورانی پایین هاي جدار ضخیم چرخان تحت بارگذاري فشاريالاستیک استوانه

 باشد.

 

 FGM چرخان ایهای استوانهالاستیک پوستهترمو: تحلیل سوّمحالت 

هاي الاستیک پوستهدر تحلیل ترمو FSDTبا توجه به آنچه در این فصل بیان شد، استفاده از روش 

 تقریب استفاده ازي بالاتر در بسط تیلور و به دلیل صرف نظر کردن از جملات مرتبه چرخان اياستوانه

حقیقت با توجه به اینکه تئوري باشد. در مناسب نمی ي اولمرتبه هرمان_میرسکی یک طبق تئوري يمرتبه

ي استوانه به صورت خطی در نظر جایی شعاعی را در طول جدارهل توزیع جابهي اوّ تغییر شکل برشی مرتبه

 و دورانی تحت بارگذاري حرارتی و فشاري شعاعی در استوانه جاییگیرد و توجه به این نکته که جابهمی

باشد، استفاده از تحت بارگذاري فشاري می ر نسبت به استوانهداراي یک توزیع غیرخطی با انحناي زیادت

در باشد. اي مناسب نمیهاي استوانهالاستیک پوستهل براي تحلیل ترموي اوّتئوري تغییر شکل برشی مرتبه

ي خارجی مقادیر تنش محیطی و برشی و همچنین داخلی به سمت لایه ياستوانه تحت شار حرارتی از لایه

از  هاها و تنشجایی؛ در حالیکه در استوانه تحت فشار داخلی، جابهرفتار مشابهی ندارندشعاعی  جاییجابه

  کنند.ي خارجی کاهش پیدا میي داخلی به سمت لایهلایه

 

 FGMچرخان  ایهای استوانهالاستیک پوستهترمو: تحلیل چهارمحالت 

باشد، ولیکن در از دقت مطلوبی برخوردار می FSDTي میانی روش همانطور که اشاره شد در اطراف لایه

گیرد. این مسئله در مورد فاصله می PETبینی شده توسط روش هاي داخلی و خارجی از توزیع پیشلایه

جایی شعاعی در شود؛ دلیل این امر فاصله گرفتن توزیع جابهاستوانه تحت بارگذاري حرارتی تشدید می

باشد. در حقیقت تقریب یک تابع هذلولوي با یک و افزایش انحناي آن می ي استوانه از حالت خطیجداره
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اي براي با در نظر گرفتن یک توزیع چند جمله HSDTباشد. در حالیکه در روش توزیع خطی منشأ خطا می

شود. در حقیقت اضافه کردن هر یک از هاي شعاعی و محوري، این تقریب بهبود بخشیده میجاییجابه

iهاي عبارت

iz u  وi

iz w میانی یعنی  هاي لایهجاییبه جابه
0u  0وw جایی، هاي میدان جابهدر مولفه

ي الاستیسیته سبب نزدیکتر شدن توزیع حاصل از تئوري تغییر شکل برشی به حلّ دقیق حاصل از تئوري

هاي محوري و شعاعی سبب بهبود مقادیر تنش جاییي جابهشود. این افزایش دقت در محاسبهمستوي می

به طور مستقیم و با حل دستگاه معادلات  جاییهاي جابهي مؤلفهشود. دلیل این امر محاسبهمحیطی نیز می

در  باشد.به دست آوردن مقادیر تنش می ي کرنش از روي مقادیر حاصل و نهایتا حاکم و سپس محاسبه

ي داخلی به سمت هاي مختلف از لایهnازاي جایی شعاعی بهشود که جابهبارگذاري حرارتی مشاهده می

جایی شعاعی از ي استوانه، جابهي خارجی جدارهباشد. سپس در نیمهي میانی در حال افزایش میلایه

ي استوانه با جایی در طول جدارهیابد. مقدار حداکثر جابهخارجی کاهش میي ي میانی تا لایهنزدیکی لایه

کند. با توجه به نتایج حاصل در بارگذاري ي خارجی میل میافزایش ثابت ناهمگنی ماده به سمت لایه

ي در ي ناهمگن با ثابت ناهمگنی منفی که سبب کاهش تنش محیطی بیشینهترکیبی، استفاده از ماده

شعاعی، استفاده از  جاییباشد درحالیکه در مورد جابهتر میي همگن مناسبشود، نسبت به مادهمیاستوانه 

توان بیان شود. در مجموع میجایی درون استوانه میماده با ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش مقادیر جابه

نی دستگاه معادلات نهایی هاي فشاري، دورانی و حرارتی در بردار ناهمگداشت که اثر هر یک از بارگذاري

ها را به تنهایی در نظر توان هر یک از این بارگذاريشود. بنابراین با استفاده از اصل جمع آثار میظاهر می

جایی و تنش حاصل از هر یک از این گرفته و در نهایت نتایج بارگذاري ترکیبی از مجموع مقادیر جابه

. در میان انواع بارگذاري، شار حرارتی بیشترین اثر را نسبت به دو ها به تنهایی به دست خواهد آمدبارگذاري

با توجه به آنچه در این فصل گذارد. بارگذاري دیگر داشته و کمترین تأثیر را دوران بر روي نتایج نهایی می

از هاي جدار ضخیم تحت هریک ي بالا )سومّ( براي تحلیل استوانهگفته شد، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

ي اولّ باشد و نسبت به تئوري تغییر شکل برشی مرتبههاي حرارتی، دورانی و فشاري مناسب میبارگذاري

ي میانی به سمت با حرکت از لایهدهد و میزان دقت نتایج را به خصوص در بارگذاري حرارتی افزایش می
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 باشد. تر میهاي داخلی و خارجی، این کاهش خطا ملموسلایه

 

 پیشنهادها 5-3

انجام شده و آنچه در این پژوهش ارائه  در رابطه با موضوع این رساله با توجه به کارهایی که در گذشته

توان دریافت که تئوري تغییر شکل برشی داراي قابلیّت بسیار فراوانی در تحلیل مسائلی است که شد، می

ها و استفاده از ر جهت تکمیل این بررسیباشند. به همین منظوهاي کلاسیک قادر به حل آنها نمیتئوري

اي پیشنهادات زیر هاي استوانههاي موجود در روش انرژي با توجه به کاربرد وسیع و متنوع پوستهقابلیّت

 گردد:ارائه می

هاي محوري، خمشی، پیچشی و برشی با استفاده از گذارياي تحت بارهاي استوانهتحلیل پوسته-1

 رشیتئوري تغییر شکل ب

با  از نظر هندسه، بارگذاري و شرایط مرزي نامتقارن محوري حالت اي درهاي استوانهپوستهتحلیل -2

 استفاده از تئوري تغییر شکل برشی

 با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی تحت فشار متغیرّ در طول استوانه ايهاي استوانهپوستهتحلیل -9

 در حالت گذرا با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی اياستوانههاي بررسی انتقال حرارت پوسته -4

با  تحت دوران با سرعتهاي بالا و دست یابی به رفتار این پوسته ها ايهاي استوانهپوستهتحلیل -5

 مرتبه هاي بالاتر استفاده از تئوري تغییر شکل برشی

ه از تئوري تغییر شکل برشی در دستگاه اي با مقاطع بیضوي با استفادهاي استوانهپوسته تحلیل -6

 گونبیضی

هاي پلاستیک با اي ناهمگن با کنترل میزان تنش و تغیر شکلهاي استوانهپوسته سازيبهینه -1

 استفاده از تئوري تغییر شکل برشی
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