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و

تعهد نامه

سازه دانشكده عمران ومعماري –اينجانب عادل عبدالهي دانشجوي دوره كارشناسي ارشد رشته عمران 

دانشكده عمران و معماري دانشگاه صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه توسعه يك روش مناسب براي 

: شومبازيافت تنش در تحليل ايزوژئومتريك تحت راهنمايي دكتر بهروز حسني متعهد مي

.لت برخوردار استيان نامه توسط اينجانب انجام شده و از صحت و اصااتحقيقات در اين پ�

در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استنايان نامه تا كنون  �

.توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدركي استفاده نشده است

كليه حقوق مادي مترتب از  نتايج مطالعات ، آزمايشات و نو آوري ناشي از تحقيق موضوع اين �

متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد) رساله ( ن نامه پايا

در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته �

. يا استفاده شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاقي انساني رعايت شده استو 
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ز

:چكيده

پرداخته اجزاي محدودبازيافت تنش درروشهاي برخي به بررسي و معرفي ابتدا در اين پايان نامه 

روشهاي متعارف بازيافت مقايسه با برخي درLPپس از بررسي روشهاي موجود روش . استشده

ليل اين امر كارايي د. ديگرددر تحليل ايزوژئومتريك انتخاب به منظور توسعهاجزاي محدود، درتنش

ايزوژئومتريك است كه براي استفاده در روش تحليل استفاده از قيد باقيمانده معادله تعادل بالا و 

توابع پايه نربز كه از و ايزوژئومتريكروشدر اين راستا اصول تحليل در. رسدمناسب به نظر مي

سپس روابط و معادلات . شده استمعرفي بطور خلاصه باشد،ين محيط ميادر ملزومات تحليل 

تعريف در در اين مرحله . شوندسازگار با تحليل ايزوژئومتريك بازنويسي ميLPاستفاده شده در روش 

،گيري از روابطمشتقبدست آوردن نرم خطا، نوشتن معادله تعادل، تابع خطا وميدان تنش بازيافتي، 

نويسي روش دك،پس از تعيين روابط. از اصول تحليل ايزوژئومتريك پيروي شده استبطور دقيق 

. شده استبرنامه اصلي تحليل ايزوژئومتريك اضافه به و در محيط برنامه نويسي انجام شده مربوطه 

باشد، براي مقايسه كارآيي و صحت روش از سه مثال شناخته شده كه حل دقيق آنها در دسترس مي

صفحه ) 2در انتهاي آن واردهتير طره تحت بار) 1: مثالهاي بررسي شده عبارتند از. گرديداستفاده 

نتايج حاصل از برنامه به روش . صفحه تركدار تحت كشش) 3ي حفره در مركز آن اداروتحت كشش

LPبازيافتبا روشSPR مقايسه از پارامترهاي نرم براي. مقايسه شده استمحيط ايزوژئومتريك در

در بررسي .در برخي نقاط استفاده شده استبازيافتيخطاي انرژي، شاخص تاثير و بررسي تنش

ه مناسب توابع جدرانتهادر. شده استمشاهده SPRخروجيهاي برنامه بهبود در نتايج نسبت به روش 

تعيين LPبه روش ي ذكر شده نربز به منظور بازيافت تنش در محيط ايزوژئومتريك براي مثالها

.ديگرد

نرم ، تحليل ايزوژئومتريك، شاخص تاثير، بازيافت تنشاجزاي محدود، تخمين خطا، :كلمات كليدي

خطاي انرژي
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معرفي•

با پيچيده تر شدن . شوندهمگام با رشد علوم و فناوري، مسائل مهندسي نيز روز به روز پيچيده تر مي

تحليلي ديگر جوابگوي نيازهاي روز افزون جوامع مسائل و لزوم حل سريعتر و دقيق تر آنها، روشهاي 

ند در كنار توسعه مباني علوم، روشهاي عددي را اهبا چنين نگرشي، محققان همواره سعي كرد. نيستند

.             نيز توسعه بخشند

توان به روش از مهمترين اينها مي. دراين مسير، روشهاي متعددي توسط محققين ابداع گشته است

هاي محدود، روش اجزاي محدود، روش احجام محدود، روش المانهاي مرزي و همچنين روش  تفاضل

هر كدام از اين روشها موارد كاربرد . است، اشاره كردها ترين روشايزوژئومتريك كه از جملة جديد

وشها و ابداع روشهاي جديد هنوز هم محققان درصدد رشد و توسعه اين رخاص خود را دارند و

روش اجزاي محدود يكي از روشهايي است كه كاربرد فراواني در حل مسائل بسياري از . هستند

هاي توسعه اين روش را بايد در ريشه. به خصوص مسائل مكانيك جامدات داردهاي مهندسي ورشته

كورانت معادله پواسون پيچش را توسط آنچه 1943در سال . ميلادي جستجو كرد1940اوائل دهه 

روش. اي وي مدتها ناشناخته ماندشود، حل كرد، اما كارهانهاي مثلثي خطي ناميده ميامروز الم

در سال . دارد1957اجزاي محدود به شكل امروزي آن، ريشه در كارهاي ترنر و همكاران وي در سال 

را بر اين روش نهاد؛ و كاربرد اين روش براي حل معادلات »اجزاي محدود«، كلاف نام 1960

.]1[شدپيشنهاد1توسط زينكويچ1965اي درسال ل پارهديفرانسي

1 Zienkiewicz
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اند و هنوز روشها و تكنيكهاي كتابهاي فراواني در زمينه اجزاي محدود نوشته شدهتاكنون مقالات و

همان آغاز مدل سازي رخدادهاي فيزيكي توسط كامپيوتر اما ازشوند؛ جديدي در اين زمينه مطرح مي

سازي محيط پيوسته و گسستهمحاسبات عددي درخطاهايو شكل گيري مباني اجزاي محدود وجود 

.منشأ اصلي نگراني بوده است

چگونه ممكن است كه بتوان خطا را اندازه گرفت، كنترل كرد وبطور موثر و قابل توجه مقدارآنرا كم 

كرد؟

متخصصان اين  كه از آغاز بكارگيري روشهاي عددي در مسائل مختلف علوم و مهندسي، ليسوا

خطا را اندازه گرفت، كنترل كرد و مقدار آن توان با آن روبرو بوده اند اين است كه چگونه ميها رشته

.را كاهش داد

توسط آقاي هيوز است كه در چند سال اخير نوظهور روشي با توجه به اينكه روش ايزوژئومتريك

.اني صورت نگرفته استدمطرح شده است، به همين دليل بر روي تخمين خطا در اين روش كار چن

توان از ميد در زمره روشهاي عددي قرار دارد واجزاي محدوروش ايزوژئومتريك همانند روش

تحليل محدود استفاده كرده و در روشدر اجزاي در زمينه تخمين خطا كارهاي انجام شده 

تاريخچه تخمين خطا و يبه همين دليل در ادامه كلياتي درباره.ايزوژئومتريك پياده سازي نمود

.گرددخطاها در اجزاي محدود مطرح مي

ها در روش اجزاي محدودخطا•

با توجه به آنچه در قسمت قبل آمد، منابع خطا در روش . روش اجزاي محدود يك روش تقريبي است

:]2[توان به سه گروه عمده تقسيم كردرا مياجراي محدود 

شود كه درحالت اين خطا از آنجا ناشي مي: خطاي ناشي از تقريب زدن دامنه حل مسأله- 1

براي مثال، يك . توان دامنه حل مسأله را با المانهاي مورد نظر به طور كامل پوشانيدكلي نمي

هر ، ثلثي خطي به طور كامل مدل نمودتوان با المانهاي ماي شكل را هيچگاه نميصفحه دايره



مقدمه

4

.ديك شدزنشبكه اجزاي محدود مي توان تا حد لازم به هندسه دقيق مسئله نمودنچند با ريزتر

ها بستگي به سخت افزار و نرم افزار مورد از خطادسته اين : خطاي ناشي از گرد كردن اعداد - 2

شود، محدودي از ارقام يك عدد در رايانه ذخيره مياز آنجا كه تعداد . استفاده براي محاسبات دارد

استفاده از اين عدد در محاسبات باعث ايجاد خطا خواهد شد و به علت اينكه محاسبات معمولا به 

حل ميصورت زنجيروار به نتايج مراحل قبل وابسته است، اين موضوع باعث گسترش خطا در تما

ها را از خطادستهر نمودن شبكه المان بندي معمولا اين تبر خلاف ساير انواع خطاها، ريز. گرددمي

از خطاها، بايد به صورت سخت افزاري و يا نرم افزاري تعداد دستهبراي كاهش اين . كندتشديد مي

شود، افزايش داد كه اين كار با افزايش حافظه مورد نياز از يك عدد را كه در رايانه نگهداري ميميارقا

.ن زمان حل همراه استو همچنين بالا رفت

عمده ترين منبع خطا در روش اجزاي محدود بوده و ناشي از :خطاي ناشي از گسسته سازي - 3

خطاها نيز با ريزتر كردن ازدستهاين . باشدتقريب زدن ميدان جابجايي به وسيله توابع شكل مي

.يابدشبكه المان بندي و بالا بردن درجه توابع شكل مورد استفاده، كاهش مي

به معادلات الاستيسيته از آن جمله در حلديفرانسيل تخطا در حل عددي معادلادستهسه اين 

. شودبدست آوردن مقدار جابجايي هر گره وارد ميروش تغيير مكان براي 

گسسته آنچه از اين پس در اين تحقيق به عنوان خطا مورد بحث قرار خواهد گرفت، خطاي ناشي از 

سازي است و بنابراين همواره فرض بر آن خواهد بود كه دامنه حل به طور كامل توسط المانهاي مورد 

.گيردمياستفاده پوشيده شده و محاسبات نيز به صورت كاملا دقيق انجام 

برآورد خطا مي پيشينه عل•

هايي است كه توسط از تخمين خطا بيان شد، مقالهمي هايي كه در آن يك روش عمواز اولين مقاله

.نوشته شده است1910در سال 1ريچاردسون

1L.F. Richardson
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L2روش تصوير . آغاز شدتكنيكهاي مختلف بازيافت ارايه 1980تا1970حد فاصل سالهاي  
از 1

در تابع مينيمم مربعات خطاي ميدان تنش در آن با استفاده ازكهباشد اولين روشها در اين زمينه مي

. ]3- 6[باشدبرخوردار ميكميكارآيياين روش در نزديك مرزها از  . گرددكل دامنه تعيين مي

معمولا كيفيت ودرستي روشهاي تخمين خطا به وسيله مقايسه بين معيار خاصي از خطاي واقعي و 

البته امكان محاسبه خطاي دقيق براي يك سري مسائل خاص كه . گرددخطاي تقريبي بررسي مي

در اين راستا، نسبت خطاي تقريبي به خطاي واقعي . ل دقيق آنها در دسترس است، وجود داردح

.]7[ارائه شد1981در سال 3شود كه اين نسبت اولين بار توسط بابوشكاناميده مي2شاخص تأثير

huZand ienkiewiczZ (ZZ(ارايه گرديد كه روش4روشي توسط زينكويچ و زو1989در سال 

اي با تقريب خطا در مسائل خمش صفحه، روشي را براي اصلاح المان بندي طي مقالهآنها.شدناميده 

از اين پس اين دو .شد بر مبناي آناليز تطبيقي ارائه كردندمثلثي كه طي آن بعد المانها ريزتر مي

را در برآورد SPR5روش1992محقق تحقيقات زيادي در آناليز تطبيقي، انجام دادند و در سال 

ادن و 1993در .آناليز تطبيقي، طي دو مقاله معروف ارائه كردندخطاي حل المانهاي محدود و

در واقع روش .ها در برآورد خطا را با اضافه كردن قيود تعادل اصلاح كردندروش مانده6همكارانش

SPR همان روشZZين روش استفاده شده اين تحقيق از هر دو  اين نامها براي اباشد، كه در مي

.]8- 11[است

يك روش بازيافت كه در آن مربعات باقيمانده تعادل 7برگ و عبدالوهابويZZبلافاصله بعد از روش 

bdulvahabAberg and iW(WA(گردد، را با نام اضافه ميZZبعنوان پارامتر خطا به معادلات روش 

انتخاب ZZبراي المان يك و دو بعدي چند جمله ايي با درجات  بالاتر نسبت به روش . ارايه نمودند

.]12-13[گرددسرعت همگرايي در اين روش ميو باعث افزايش صحت وشده

1L2 Projection Method
2Effectivity Index
3Babuska
4Zienkiewicz-Zhu
5Superconvergent Pach Recovery
6Ainsworth and Oden
7Wiberg and Abdulvahab
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را ارايه دادند، كه در آن بجاي استفاده از WAيك روش بازيافت تنش مشابه روش 1بليكر و بليتشكو

. بخشيدچند جمله ايي استفاده از نقاط مشترك در چند جمله ايي جواب را بهبود ميدرجات بالاتر

.]14[گرددميهموارايي روشي را ارايه نمود كه ميدان تنش توسط گراديان نقاط گره2سپس تسلر

برومند و زينكويچ روش قدرتمند ديگري در برآورد خطا ارائه كردند كه نسبت به روشهاي 1997در 

اين روش قابل استفاده در اكثر مسائل به ويژه مسائل پلاستيك . داراي هيچ محدوديتي نبودقبلي 

در سال LP3در ادامه روشي با نام .]15- 16[آيداست كه اين ويژگي يك مزيت مهم به شمار مي

. ]17[گرددتوسط لي و همكاران ارايه مي1997

هدف و تشريح مسأله در اين تحقيق•

با توجه به اينكه در عصر حاضر روشهاي عددي به ويژه روش اجزاي محدود گستردگي زيادي در علوم 

آيد، اعتماد كرد، مختلف و صنعت پيدا كرده است، در صورتي كه نتوان به نتايجي كه از آن بدست مي

باعث وشده صحت تمام كارهايي كه از اجزاي محدود در آنها استفاده شده است با مشكل مواجه 

پرداختن به وژئومتريكو ايزاز اينرو در كنار فراگيري علم اجزاي محدود.گردميمي گدرترديد و سر

ميزان آنرا كاهش داد ضروري به نظر روشهايي كه به كمك آنها بتوان خطاي موجود را تخمين زد و

.رسدمي

ااز آنهي در مورد هر كدام هاي خطا و كلياتتقسيم بندي برآورد كنندهدر فصل اولدر اين تحقيق

شد و مقالات زيادي به آنها اشاره در ادامه فصل برخي روشهاي معروف كه در مقدمه . گرددارايه مي

معيارهايي براي بيان كارآيي و كنترل و شوددرباره آنها مطرح گرديده، بطور خلاصه شرح داده مي

يلي روش فصل دوم به معرفي و شرح تفصدر .گرددزيافت در حل مسئله ارايه ميتاثير روشهاي با

LPدر انتهاي فصل دوم روش . شودپرداخته ميLPو روش بازيافت مينيمم مربعات متحركبازيافت

1Blacker and Belytschko
Tessler2

3Lee & Park
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توجه به با . شده استو كارآيي و صحت آن تاييد مين خطا مقايسهبا برخي روشهاي معروف و موثر تخ

نتخاب تحليل ايزوژئومتريك ادر روشسعه وبعنوان روشي مناسب به منظور تآنتاييد كارآيي 

ودر فصل سوم به معرفي مختصري در ارتباط با تاريخچه تحليل ايزوژئومتريك پرداخته.گرددمي

، كه در محيط ايزوژئومتريك بعنوان شده استمعرفياسپلاين و نربز-بيسپس منحني و سطوح 

فرمول بندي روش و و وژئومتريك مطرح در ادامه فصل روش تحليل ايز. توابع پايه كاربرد دارند

در فصل چهارم روش بازيافت . ي ماتريسي نمودن روابط جهت برنامه نويسي شرح داده شده استنحوه

LP جهت استفاده درتنشبازيافتمعادلات مربوط به روشتمام و در محيط ايزوژئومتريك ارايه

الگوريتم و فلوچارتي براي روش بازيافت تنش در تحليل در ادامه. بيان شده استتحليل ايزوژئومتريك 

م ج، در فصل پنLPافزاري براي روش بازيافت پس از تهيه كد نرم. شده استايزوژئومتريك ارايه 

ايي مقايسه.شودبا پارامترها و بررسي خروجيها تاييد ميآنكارآيي شده ومثالهايي با اين برنامه حل 

و بهبودگرفتهت قبلي در محيط ايزوژئومتريك توسعه يافته است، صورت كه در تحقيقاSPRبا روش 

در آخر نيز نتيجه گيري كلي و ارايه پيشنهاد جهت تحقيقات در آينده .شده استنتايج مشاهده در 

، كه اميد است براي كساني كه علاقمند به كار در اين زمينه هستند قابل استفاده شده استارايه 

.باشد
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مقدمه-1-1

گيرند كه از قرار مي2ينپيشو1ينهاي خطا در دو دسته پساز نظر يك تقسيم بندي برآورد كننده

هاي بسيار مهم در كاربرد روش اجزاي خطا به صورت يكي از جنبهينبين آنها موضوع برآورد پس

در اين نوع برآورد، پس از هر بار حل مسأله با روش اجزاي محدود، با . ]18[محدود، در آمده است

خطا، اطلاعاتي شيندر صورتي كه برآورد پي. شوداستفاده از مقادير محاسبه شده، خطا برآورد مي

همچنين اطلاعاتي اجمالي درباره رفتار خطا، . دهدهاي مختلف ارائه ميري حلدرباره همگرايي وپايدا

درباره مقدار خطا در يك ميدهد اما هيچ اطلاعات ككند، ارائه ميهاي شبكه تغيير ميكه متغيرميمادا

.كندمسئله خاص ارائه نمي

:گيرند عمده زير قرار ميدستهدر تقسيم بندي مشابه روشهاي تخمين خطا در دو 

هاي خطا قبل از حل مسأله، بر اساس خواص حل دقيق آن از برآورد كنندهدستهاين : استقرايي-1

حالتي كه ابعاد المانهاي به كار رفته (مانند هموار بودن و غيره، اطلاعاتي در مورد نرخ حدي همگرايي 

هاي از برآورد كنندهدستهبه لحاظ كاربرد محدود، اين . آورندفراهم مي) كندبه سمت صفر ميل مي

.شوندري به كار برده مينظخطا بيشتر در تحقيقات 

محدود و با يهاي خطا، با استفاده از نتايج يك حل اجزااز برآوردكنندهدستهاين : استنتاجي- 2

. دهنداستفاده از فرضيات اوليه، تخميني از توزيع خطاي يك كميت در دامنه حل مسأله ارائه مي

كنند، از اي در كاربردهاي عملي مهندسي ايفا ميهاي خطاي استنتاجي امروزه نقش عمدهندهبرآوردكن

. هاي خطا مورد توجه قرار گرفته استاز برآوردكنندهدستهاين رو در اين تحقيق تنها اين 

اولين اينها تخمين خطا بر اساس . خطا به روش استنتاجي، دو رويكرد عمده وجود دارددر برآورد 

كه امروزه تأكيد بر استفاده از آن    روش ديگر. باشدشهاي باقيمانده است كه ادامه كار بابوشكا ميرو

1 posteriori estimation of error
2 priori estimation of error
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پيشتاز 2است، كه در اين زمينه انس ورس و اٌدن1هاي خود تعادليباشد، استفاده از روش وصلهمي

.]19[گيرنده قرار مينيز در اين دست) گراديان(روشهاي برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش . باشندمي

)گراديان(روشهاي برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش -1-2

به دست آوردن مقادير پس از حل معادله ديفرانسيل الاستيسيته توسط روش اجزاي محدود و

مورد نظر ) گراديان ميدان(جابجايي در هر گره، در صورتي كه به دست آوردن مقادير دقيق تنش 

براي مثال در هر گره كه چهار المان مربعي شكل . هاي بازيافت تنش استفاده نمودباشد، بايد از روش

به وسيلة اجزاي محدود نسيلبه آن متصل باشد، فقط يك مقدار جابجايي پس از حل معادلة ديفرا

موجود بوده، ولي براي مشتق اول و تنش، به دليل ناپيوسته بودن شيب در آن گره، از هر المان متصل 

. چهار مقدار مختلف براي آن گره وجود خواهد داشتبه گره مذكور مقداري متفاوت، يعني در مجموع

توان به اهميت بحث بازيافت مياز اينجا. باشداين موضوع براي كلية مرزهاي المانها نيز صادق مي

زيرا قاعدتا بايد فقط يك مقدارمشخص، نزديك به حل دقيق، براي مشتق اول يا تنش . تنش پي برد

در هر گره موجود باشدكه به دست آوردن اين مقدار، با استفاده از عمليات تكميلي بازيافت تنش به 

. باشد، كه خود شامل روشهاي مختلفي استور ميروي نتايج حاصل از حل روش اجزاي محدود مقد

پيوسته و هموار نمودن ميدان تنش يا به طور كلي بازيافت تنش روشي به منظور بالا بردن دقت، و

در اين روش با استفاده از حل روش اجزاي . گراديان ميدان به دست آمده از حل اجزاي محدود است

ليلي در هر گره يا در نقاط دلخواه روي دامنه محاسبه محدود، يك جواب نزديك به حل دقيق يا تح

.ردكه دقت بالاتري نسبت به حل اولية اجزاي محدود داشودمي

:شود اين ميدان تنش بهبود يافته، به صورت زير تعريف مي

)1 -9(**σ = Nσ

*كه در آن 
σ مقادير گرهي اين ميدان وNبا استفاده از اين . توابع شكل مورد استفاده در المانها است

1 self-equilibrating patches
2 Ainsworth and Oden
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:شود ميدان بهبود يافته، خطاي بازيافت به صورت زير تعريف مي

)1 -10(=* *
σ he σ -σ

براي تنش روشهاي متعددي براي بازيافت . باشدتنش ناشي از اجزاي محدود ميhσكه در رابطه بالا 

برخي از روشهاي متعارف و شناخته شده بطور در ادامه اين فصل، .حل اجزاي محدود وجود دارد

.شودمختصر ارايه مي

1روش ميانگين گيري-1- 1-2

در حال شده است، استفادهابي تنش براي بازي1974در سال 2روشي كه توسط هينتن و كمپبل

ها محدود براي به دست آوردن يك مقدار واحد تنش در گرهحاضر نيز در برخي نرم افزارهاي اجزاي 

.]20[رودبه كار مي

در روش موضعي پيشنهاد شده ابتدا مقادير . سراسري و موضعي پيشنهاد شده استبراي آن دو  روش

پس از آن با استفاده از برونيابي تنش در نقاط گوسي به وسيله روش اجزاي محدود به دست آمده و

ميانگين تنش حاصل . آيدها به دست ميمربعي با چهار نقطه گوسي، مقادير تنش در گرهدر هر المان

گردد و مياز المانهاي متصل به هر گره پس از عمل برونيابي به عنوان مقدار بهبود يافتة آن تعريف

:مطابق رابطه داريم

)1 -11(
1*

i h X ii i

τσ σ
ρ τ ξ

= ∑
∈

hكه در آن 
τσ تنش محاسبه شده در المانτ در محل گرهiام بعد از عمل برونيابي وiρ تعداد

سرعت بالا در مسائل ساده كه شبكه اين روش با وجود سادگي و. باشدميامiالمانهاي متصل به گره 

.باشدبرخوردار مييي قابل قبولي آكاراز المان بندي منظم است، 

1 Averaging Method
2 Hinton and Campbell 
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2Lروش تصوير -2- 1-2

اين روش از اولين روشهاي .]21[را پيشنهاد كردند2Lروش تصوير 1971در سال 1اودن و براچلي

:در اين روش با كمينه كردن عبارت زير . شودبازيافت تنش محسوب مي

)1 -12(( ) ( )T d= Ω∏ ∫
Ω

* *
h hσ - σ σ -σ

:آيد روي دامنه حل، مقادير گرهي ميدان تنش بازيافتي به صورت زير بدست مي

)1 -13(1 T
hd−

Ω

 
= Ω 

 
∫

*
σ A N DB u

:كه در آن 

)1 -14(T d
Ω

= Ω∫A N N

البته . باشدة حل ميدامنΩتنش به دست آمده از حل اجزاي محدود و hσتنش بازيافتي و σ*و 

.شوداستفاده مييي محدودي داشته و با ابداع روشهاي جديدتر به ندرت از آن آاين روش كار

SPRروش بازيافت تنش بر مبناي نقاط فوق هم گرا -3- 1-2

و گام بسيار بلندي در بازيافت توسط زينكويچ و زو ابداع شد1992اين روش بازيافت تنش در سال 

ي برآورد خطا امروزه اين روش به عنوان يكي از بهترين و موثرترين روشها برا. ]9[تنش برداشته شد

كه در آنها تنش است نقاطي برمبناي استفاده ازاساس اين روش. رودميكارمهندسي بدر مسائل

در اين نقاط .باشدبدست آمده از تحليل تقريبي نسبت به ساير نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي

مرتبه همگرايي گراديان يك تابع، يك مرتبه از مقداري كه از تقريب تابع شكل مربوط به حل تقريبي 

به همين دليل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا گفته مي شود كه اولين بار . انتظار مي رود، بالاتر است

.]2[مطرح شده است2توسط بارلو

بر روي گراديان حاصل از مجهولاي با ضرايب دراين روش با برازش يك ميدان به صورت چند جمله

1 Oden and Brauchli
2 Barlow



تخمين خطا و بازيافت تنش در اجزاي محدوداولفصل 

13

. شود، ميدان گراديان بهبود يافته تعيين مي1گروه المانهاي متصل به هر گرهدرروش اجزاي محدود 

:شوداين ميدان به صورت زير فرض مي

)1 -15(*
p Paσ =

*در روابط فوق 
pσ ،تنش بهبود يافتهPهاي حداكثر هم درجه با توابع شكل ايمجموعة تك جمله

) 17-1(ه مقادير مجهول مطابق رابط) 16- 1(مجهول هستند، با كمينه كردن تابع ضرايبaالمان و 

.آيددست ميب

)1 -16(* 2 2

1 1
( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ) )

n n

h i i p i i h i i i i
i i

F a x y x y x y p x y aσ σ σ
= =

= − = −∑ ∑

)1 -17    (1a A b−=

:شوندبه صورت زير تعريف مي bوA) 17-1(در رابطة 

)1 -18(
1

( , ) ( , )
n

T
i i i i

i
A P x y P x y

=

=∑

)1 -19(
1

( , ) ( , )
n

T
i i h i i

i
b P x y x yσ

=

=∑

مختصات نقاط فوق همگرا iyو ixتنش به دست آمده از روش اجزاي محدود، hσدر اين روابط، 

.است2تعداد المانهاي موجود در هر ناحيهnو pΩيا نقاط بهينه نمونه گيري گراديان در 

به وسيلة يك تابع شكل خطي كه ) 15-1(از رابطة pΩهاي موجود در ، سهم گرهaپس از محاسبه 

واضح است كه اين سهم براي گره اصلي ).2-1شكل (شودام است، محاسبه ميiمركز آن بروي گره 

هاي مياني، يعني عمليات فوق براي گره. باشداي برابر صفر ميها گوشهگرهبرابر واحد و براي ساير 

اي هاي گوشهگيرد و سهم حاصل از عمليات به روي گرهاند انجام نميهايي كه در رئوس واقع نشدهگره

.گرددبراي آنها منظور مي

1 node
2 patch
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هامحاسبة سهم گره1- 1شكل 

REPها زير دامنهروش بازيافت تنش بر مبناي تعادل در-4- 1-2

در اين روش بر خلاف روش . ]15[توسط برومند و زينكويچ ابداع شد1997اين روش بازيافت در سال 

SPRاساس كار در اين روش، معادل قرار . احتياج به مشخص نمودن نقاط فوق همگرا در المان نيست

دادن نيروهاي عمل كننده بر يك گروه از المانها براي ميدان تنش حاصل از روش اجزاي محدود و 

يك زير) واقع در گوشه هر المان(iحول گره SPRاگر مانند روش . است1ميدان تنش بهبود يافته

توان به صورت زير به دست در نظر گرفته شود، برآيند نيروهاي عمل كننده بر آن را ميpΩدامنة 

:آورد 

)1 -20(
p

T
p hF B dσ

Ω

= Ω∫

بر اين گروه از المانها حجميبرآيند اثر نيروهاي باقيمانده دامنه و نيز اثر نيروهاي pFدر رابطه بالا، 

:توان براي ميدان تنش بازيافتي تعريف نمودهمين كميت را مي. است

1 Improved Stress Field
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)1 -21(* *

p

T
pF B dσ

Ω

= Ω∫

:شود در اين روش ميدان تنش به صورت زير تعريف مي

)1 -22(

1

2* .

D

ap
ap

Pa

ap
σ

σ

  
  
  = =           

��

بعد ميدان Dσايهاي هم درجه با توابع شكل به كار رفته در المان و مجموعه تك جملهpكه در آن 

و pFدو كميتبه منظور برابر قراردادن . تنش است
*
pFتعريف 23-1تابعي همانند به صورت تقريبي

.توان ضرايب مجهول را محاسبه نمودآن مين با كمينه كردشده و 

)1 -23(* *

p p p p

T
T T T T

h hB d B d B d B dσ σ σ σ
Ω Ω Ω Ω

   Π = Ω− Ω Ω− Ω   
   ∫ ∫ ∫ ∫

:اگر تابع فوق به صورت زير نوشته شود

)1 -24(( ) ( )T
p pHa F Ha FΠ= − −

:كه در آن

)1 -25(
p

TH B P d
Ω

= Ω∫

:شوندمي، ضرايب مجهول به صورت زير محاسبه )24- 1(با كمينه كردن رابطه 

)1 -26(( ) 1T T
pa H H H F

−
=

كمتر از تعداد مجهولات )24- 1(اما از آنجايي كه گاهي تعداد معادلات نهفته در كمينه كردن رابطه 

به همين منظور، رابطه بالا به صورت زير اصلاح        . از رابطه فوق امكان پذير نيستaاست، محاسبه 

:گرددمي

)1 -27(
1

T T T Ta H H H H H F H Fp
i i p

τ τ τ τ
τ ρ τ ρ

   
   
   
   
      
   

−

= + +∑ ∑
∈ ∈

Fكه در آن  τ) نيروهاي عمل كننده بر روي المانτ (گرددبه صورت زير تعريف مي:
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)1 -28(T
hF B d

τ

τ τσ
Ω

= Ω∫

.است) استفاده از نقاط فوق همگرا(يي اين روش قابل مقايسه با روش قبل آكار

معيارهاي بيان خطا-1-4

بدست آمده ي در حالت كلي، خطا عبارت است از اختلاف بين حل دقيق و حل تقريبي كه به روش

:آيدبصورت زير بدست ميدر اجزاي محدود بنابراين خطاي حل تنش . است

)1 -29(heσ σ σ= −

توان از اما به دليل عدم دسترسي به ميدان تنش واقعي مي. ميدان تنش دقيق استσكه در آن

كه اين ميدان تنش جديد توسط يكي از روشهاي بازيافت تنش نموداستفاده بهبود يافتهميدان تنش 

:شودبنابراين خطاي تقريبي بصورت زير محاسبه مي. بدست آمده است

)1 -30(*
heσ σ σ= −

كند ضمن اينكه اين مقدار ممكن است از رابطة اخير مقدار خطاي تقريبي را در يك نقطه برآورد مي

اي بهتري براي بيان آن بنابراين براي درك بهتر خطا از معياره. نظر عددي، كوچكتر از صفر باشد

.شودمياستفاده 

:]2[مهمترين معيارهاي بيان خطا عبارتند از

1معيار خطاي انرژي- 1

2Lمعيار خطاي - 2

مفهوم نرم-1-4-1

ازاي تابع مفروض به ) aوb(را بر روي بازه gو fتوابع براي پي بردن به مفهوم نرم، ابتدا ضرب داخلي

( ) 0w x .گيريمرا در نظر مي≤

1 Energy Norm
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)1 -31(, ( ). ( ). ( )
b

w a
f g f x g x w x dx〈 〉 = ∫

فضاي سه بعدي و رابطه ضرب داخلي با طول بردارها در آنجا، در اينجا نيز همراه با با ايده گرفتن از 

: ]22[كنيمبردارها را مطرح مي) تعميم مفهوم طول(ضرب داخلي، مفهوم نرم 

:شودبه صورت زير تعريف ميfنرم بردار 

)1 -32(1
2,f f f= 〈 〉

معيار انرژي-1-4-2

را در نظر بگيريم) 1-1(اگر مجددا معادله ديفرانسيل 

)1 -33(0Lu b on+ = Ω

طبق تعريف، نرم انرژي براي مسائل الاستيسيته با معادله رفتاري فوق به كمك رابطه زير بيان 

:شودمي

)1 -34(
1 1
2 2

( )T T TU u Lu d u S DS u d
Ω Ω

   
= Ω = Ω   

   
∫ ∫

)1 -35(
1
2

( ) ( )TU Su D Su d
Ω

 
= Ω 

 
∫

)1 -36(
1
2

T D dε ε
Ω

 
= Ω 

 
∫

)1 -37(
1
2

1T D dσ σ−

Ω

 
= Ω 

 
∫

:]2[شودو نرم انرژي براي خطاها براي يك مسئله الاستيسيته خطي توسط روابط زير بيان مي

)1 -38(
1 1
2 2

( ) ( )T T
h he e Le d u u L u u d

Ω Ω

   
= Ω = − − Ω   

   
∫ ∫



تخمين خطا و بازيافت تنش در اجزاي محدوداولفصل 

18

)1 -39(
1
2

( ) ( )T
h hD dε ε ε ε

Ω

 
= − − Ω 

 
∫

)1 -40(
1
2

( ) ( )T
h h dε ε σ σ

Ω

 
= − − Ω 

 
∫

)1 -41(
1
2

1( ) ( )T
h hD dσ σ σ σ−

Ω

 
= − − Ω 

 
∫

����درصد خطاي نسبي -1-4-3
باشد و لذا معمولا خطا به بيان خطا به صورت مقدار مطلق، عملا شاخص مناسبي براي درك آن نمي

:شوددرصد خطاي نسبي نرم انرژي با رابطة زير بيان مي. شودصورت نسبتي از مقدار كل بيان مي

)1 -42(
0

0100
e
U

η = ×

از طرفي همانطور كه قبلا بحث شد، ميدان تنش، كرنش و يا جابجايي به طور دقيق در دست نيست، 

:پس در محاسبه معيار خطا بايستي از ميدان تنش اصلاح شده استفاده كرد

)1 -43(
1
2

* 1 *( ) ( )T
h he e D dσ σ σ σ−

Ω

 
≈ = − − Ω 

 
∫

L2معيار -1-4-4

:شوندمكان، تنش و كرنش به صورت روابط زير تعريف ميبراي خطاي تغيير L2نرم 

)1 -44(
2

1
2

( ) ( )T
u h hL
e u u u u d

Ω

 
= − − Ω 

 
∫

)1 -45(
2

1
2

( ) ( )T
h hL

e dσ σ σ σ σ
Ω

 
= − − Ω 

 
∫

)1 -46(
2

1
2

( ) ( )T
h hL

e dε ε ε ε ε
Ω

 
= − − Ω 

 
∫
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دهند كه به ما اين اجازه را مي) 46- 1(و ) 45-1(و ) 44-1(بنابراين نرمهاي تعريف شده در روابط 

. توجه خود را روي كميت مورد نظر متمركز نمائيم

خطا1جذر مجموع مربعات-1-4-5

مورد نظر باشد Ωبراي يك ناحية اگر جذر مجموع مربعات خطاي تنش به صورت نرماليزه شده

.] 2[باشدمقدار آن از رابطه زير قابل محاسبه مي

)1 -47(2

1
2 2
L

RMS

e
e

σ
σσ

 
 ∆ = =

Ω 
 

)1 -48(

1
2T

RMS

dσ σ
σ Ω

 Ω
 

=  Ω 
 

∫

:خطاي نسبي نرماليزه شده تنش عبارت است از

)1 -49(
0

0100RMS

RMS

eση
σ

= ×

يا فقط يك المان محاسبه شوند در توانند بر روي كل دامنه، جزئي از دامنه وهر يك از نرمهاي بالا مي

:شودخطاي كل به صورت زير محاسبه مياين صورت 

)1 -50(2
2

1

m

i i

e e
=

=∑

.باشدتعداد اجزاي شبكه ميmكه در آن 

����شاخص تأثير-1-4-6
توان معيار خطاي دقيق و تقريبي را براي بعضي مسائل خاص كه حل دقيق مسئله موجود است مي

نسبت معيار خطاي تقريبي به معيار خطاي واقعي، بيانگر همگرايي به سمت حل واقعي . بدست آورد

1Root mean square
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.شودباشد كه اين نسبت شاخص تأثير ناميده مياست و معياري براي بيان دقت محاسبه گر خطا مي

)1 -55(e

e
θ =

.يي مناسب است كه شاخص تاثير به سمت واحد ميل نمايدآهنگامي يك محاسبه گر خطا داراي كار

ير براي محاسبه خطا و مقايسه روشها و ارزيابي و شاخص تاثدر اين تحقيق بيشتر از نرم خطاي انرژي 

.شده استاستفاده اآنه



دومفصل 

روشهاي بازيافت تنش در 

اجزاي محدود
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مقدمه- 2-1

با توجه به اينكه در عصر حاضر روشهاي عددي به ويژه روش اجزاي محدود گستردگي زيادي در علوم 

آيد، اعتماد كرد، مختلف و صنعت پيدا كرده است، در صورتي كه نتوان به نتايجي كه از آن بدست مي

باعث شود واز اجزاي محدود در آنها استفاده شده است با مشكل مواجه ميصحت تمام كارهايي كه

از اينرو در كنار فراگيري علم اجزاي محدود پرداختن به روشهايي كه به .گرددميگمي درترديد و سر

.رسدكمك آنها بتوان خطاي موجود را تخمين زد و نيز ميزان آنرا كاهش داد ضروري به نظر مي

توان از روشهاي تخمين خطا و به قدمت اجزاي محدود نسبت به روش ايزوژئومتريك ميبا توجه 

بازيافت اجزاي محدود استفاده نموده و روشهاي مناسب را جهت پياده سازي در روش تحليل 

.ايزوژئومتريك انتخاب نمود

رآيي روشها سپس كا. در اين فصل به مطالعه برخي از روشهاي مرسوم بازيافت تنش خواهيم پرداخت

دو . گرددرا با هم مقايسه نموده و يك روش جهت توسعه در محيط تحليل ايزوژئومتريك انتخاب مي

بعنوان روشهاي (LP)ك و روش لي و پار1(MLSI)روش بازيافت درونيابي مينيمم مربعات متحرك 

، (SPR)ا مگربازيافت معرفي شده  و مقايسه با جزئيات ميان سه روش بازيافت توسط نقاط فوق ه

.                                                                                                                            شودانجام ميLPو روش بازيافت (REP)بازيافت توسط تعادل ناحيه محلي 

محدود و انتخاب آن بعنوان روش مناسب جهت در اجزاي LPهدف از اين مقايسه تاييد كارآيي روش 

.باشدتوسعه در تحليل ايزوزئومتريك مي

١Moving least square intepolants (MLSI)
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(MLSI)روش بازيافت درونيابي مينيمم مربعات متحرك -2-2

معرفي-2-2-1

يك تكنيك ساده و دقيق به منظور بازيافت تغييرمكان و مشتقات آن روش مينيمم مربعات متحرك

اين تكنيك مبتني بر درونيابي محلي با استفاده از تغيير مكانهاي گرهي . باشدمانند كرنش مي

تجربيات و آزمونهاي عددي بر . گردددر بسياري از موارد همگرايي كرنش در آن حاصل مي. باشدمي

.نمايندمتحرك در مسايل حوزه هاي مختلف كارآيي آن را تاييد ميروي روش مينيمم مربعات

براي سالهاي زيادي براي هموار كردن شكستگي در آناليز تنش بطور گسترده از تكنيك هاي  ميانگين 

كه توسط ادن و 2Lو تصوير عمومي]4[گرديد، همانند روش هينتن و كامبلگيري استفاده مي

بعد از آن زينكويچ و زو تكنيكي ارايه دادند كه در آن بازيافت تنش و كرنش . ]5[براكلي ارائه شد

.]9[پذيرفتايها در ناحيه هاي محلي بوسيله نقاط فوق همگرا صورت ميتوسط انطباق چندجمله

ي بندي اجزادرونيابي مينيمم مربعات متحرك، به منظور انطباق ميدان تغييرمكان محلي بر مش

.]23[آينداز گراديان مقادير درونيابي شده تغيير مكان بدست ميها كرنش. باشدمحدود مي

روش بازيافت -2-2-2

گسسته سازي توسط . گيريمرا در نظر ميГو مرزΩبه منظور شرح روش، مسئله اي با ميدان 

در نظر گرفته و در آن  ) 1-2(يك مش فرضي همانند شكل . روشهاي اجزا محدود انجام گرفته است

)با سيستم مختصات عمومي  , )x yبراي محاسبه مشتق يك ناحيه محلي . مشخص شده استgΩ

)گيريم، كه مختصات محلي در نظر ميgRو شعاع دامنه gxبا مركز  , )x y 1-2(همانند شكل (

.تعريف شده است
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ناحيه محلي مشخص شده بمنظور محاسبه مشتق1- 2شكل 

*( )u xاساس روش مينيمم مربعات متحرك انطباق . باشدتغيير مكان درونيابي شده در دامنه مي

.باشدمي) 1-2(توسط مينيمم مربعات وزن دار بر طبق رابطه 

)2 -1 (
*( ) ( ) ( )i iu x P x a x=

( )P x : ايي و جملات چند جملهa : شامل ضرايبي وابسته بهxبراي مثال در حالت خطي . باشدمي

.نشان داده شده استaو P، ماتريسهاي )3-2(و در حالت درجه دو در رابطه ) 2-2(رابطه 

)2 -2                      ([ ] [ ]1 2 3 41 , T
i iP x y xy a a a a a=                                 =

)2 -3    ([ ]2 2
1 2 3 4 5 61 , T

i i
P x y xy x y a a a a a a a =                          = 

. ايي است كه تغيير مكان آن در حل استفاده شده استشماره ناحيهaدر درايه هاي ماتريس iانديس 

دهد، كه را نتيجه مي) 4- 2(، رابطه aاستفاده از مينيمم مربعات وزن دار در بدست آوردن ضرايب 

. باشدتابع وزن ميw(x)و gΩتعداد گره ها در ناحيه محلي Nدرآن 

)2 -4                                                 (2

1

( ( )) ( )( ( ) ( ) )
N

h
i I I i iI

i
S a x w x P x a x u

=

= −∑

( )h
iu xΙءتغيير مكان جزi در گرهΙبوده و تمام( )h

iu xΙ در ناحيه محليgΩتابع وزن . باشندمي

و با فاصله گرفتن از مركز دهدرخ ميgxبايست تابعي مثبت باشد، كه مقدار ماكزيمم در مركز مي
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gxدر نظر ) 5-2(به طور مثال در اين مطالعه تابع وزني همانند رابطه . يابدبطور يكنواخت كاهش مي

.شده استگرفته

)2 -5   (
2 2 2( / ) ( / )( ) m mc x x y yw x e
 − + =

mكه در آن  Ix Max x=،m Iy Max y= و( 1, ..., ), I NI Ix y در ناحيه محلي مختصات گره=

در  c=3كند، كه در اين مسئله در رابطه تابع وزن سرعت كاهش آن را كنترل ميcضريب . باشدمي

.نظر گرفته شده است

)با مينيمم نمودن تابع  ( ))iS a x مقادير( )ia x گرددتعيين مي) 6- 2(از رابطه.

)2-6                                                                             (1( ) ( ) ( )i ia x A x b x−=

:كه در آن

)2 -7                       (
1 1

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )
N N

T T h
I I I i I I iI

i i
A w x P x P x b x w x P x u

= =

=       =∑ ∑

شرط .باشدوابسته به تعداد گره هاي موجود در ناحيه محلي مي) 7- 2(در رابطه Aرتبه ماتريس 

تعداد ضرايب ( cNوجود حداقل تعداد گره در ناحيه محلي به اندازهAداشتن جواب براي ماتريس 

( )ia x (هر چند شرط بالا براي داشتن معكوس ماتريس . باشدميAباشد اما كافي نيست، لازم مي

4بترتيب cNبراي حالت خطي و درجه دو . زيرا ممكن است، گره ها در يك امتداد قرار گرفته باشند

با توجه به تاثير ناچيز آن xبه aباشد در محاسبات مشتق از وابستگي لازم بذكر مي. باشدمي6و 

.صرفنظر شده است

uحال با مشتق گيري از . لا محدوديتي در انتخاب ناحيه محلي و مركز آن وجود ندارددر حل با

.گرددكرنش تعيين مي9-2بدست آمده، همانند تحليل اجزاي محدود مطابق رابطه 

2 -9* *( ) ( )x Du xε =

)*اپراتور ديفراسيل وDدر رابطه بالا  )u xباشدتغيير مكان درونيابي شده مي.
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.نماييمبراي روشن شدن روش مينيمم مربعات متحرك در ادامه چند مسئله را بررسي مي

:مثال هاي عددي-2-2-3

)در اين بخش مقايسه اي مابين كرنش بدست آمده از تحليل اجزاي محدود  )h xε و كرنش حاصل از

)*درونيابي مينيمم مربعات متحرك )xε گرددميانجام.

) 10-2(مطابق رابطه ) h(در آن قرار داردgxاندازه الماني كه وαتوسط ضريب gRدر همه مثالها 

.تعريف شده است

)2 -10(gR hα=

و كنترل Aكنترل كران پايين به منظور جلوگيري از يكتايي ماتريس) 10-2(ابطه در رαضربب 

بدين منظور در مسائل مطرح شده در اين . كران بالا در حفظ فاصله از مركز ناحيه را بر عهده دارد

2αبخش .در نظر گرفته شده است=

اي بترتيب براي تحليل اجز2Lبه روش تصوير) 11-2(در ناحيه محلي توسط روابط iخطاي المان 

.شودمحدود و حل بازيافت تعيين مي

)2 -11         (
1/2

* * *( ) ( )
i

T
ie dε ε ε ε

Ω

 = − − Ω  ∫
1/2

( ) ( )
i

h h T h
ie dε ε ε ε

Ω

 = − − Ω  ∫
.باشدمربوط به حل دقيق مسئله ميεكه

بترتيب براي تحليل ) 12-3(و ) 11-2(طبق رابطه هاي Mبندي با تعداد المان خطاي كلي مش

.گرددمحدود و حل بازيافت تعيين مياجزاي 

)2 -12                                      (
1/2

2

1

( )
M

h h
i

i
e e

=

 
=  

 
∑

1/2
* * 2

1

( )
M

i
i

e e
=

 
=  

 
∑

پذيرد، با توجه به اينكه در تكنيك بازيافت مينيمم مربعات متحرك، درونيابي تغيير مكان صورت مي

بترتيب براي تحليل اجزاي محدود و حل بازيافت تعيين ) 14- 2(و ) 13-2(طبق روابط 2Lنرم خطا 

.شده است

)2 -13(
1/2

2

1

( )
M

h h
i

i
e e

=

 
=  

 
∑

1/2
( ) ( )h h T h

i i
e u u u u d

Ω
 = − − Ω ∫
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)2 -14                        (
1/2

* * 2

1

( )
M

i
i

e e
=

 
=  

 
∑

1/2
* * *( ) ( )T
i i
e u u u u d

Ω
 = − − Ω ∫

.گردددر ادامه براي مقايسه روشها از علائم ذيل استفاده مي

FE1 :تحليل احزاي محدودZZ :روش بازيافت توسط نقاط فوق همگرا زينكويچ و زو

AN2 : 3براي حل دقيق تجربيDI : درونيابي مينيمم مربعات متحركروش بازيافت توسط

مسئله تير يك بعدي-2-3-1- 2

گيريم، كه را در نظر مي) 15- 2(با معادله نشان داده شده در رابطه xمتر در راستاي 3تيري بطول 

.باشدمي) 16-2(شرايط مرزي آن همانند  رابطه 

)3 -15(
2

2 0d u b n
d x

+ =        ο  Ω

)3 -16((0) 0, ( ) 52u u L nο=  =        Γ

.باشدمي) 17-2(حل دقيق مسئله مطابق رابطه 

)2 -17 (
32 34( )

3 3
u x x x= +    

]در اين مسئله  ] [ ]/ ,D d dx u u= .گرفته شده استرا در نظر =    

بعدي بودن مسئله همانگونه كه در ايي استفاده شده در مينيمم مربعات متحرك بعلت يك چند جمله

.باشدميxنشان داده شده است، وابسته به ) 18-2(رابطه 

)2 -18        (
21P x x =  

همگرايي و سرعت همگرايي براي . استفاده شده است12و 6، 3بندي با تعداد اعضاي سه حالت مش

كرنش هاي بدست آمده از . نماييدمشاهده مي) 2-2(دو حالت بازيافت و اجزاي محدود را در شكل 

1Finite element
2Analytical 
3 Displacement interpolation
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تر برخوردار بوده و سرعت همگرايي آن نيز يك درجه بالاFEروش از دقت بالاتري نسبت بهDIروش 

.باشدمي

همانگونه كه در شكل . دهدالمان را نشان مي6بندي با نيز نمودار كرنش براي حالت مش) 3-2(شكل 

.باشدنزديك ميحتي در نقاط مرزي نيز بسيار به حل دقيق DIنماييد، كرنش ملاحظه مي

مقايسه كرنش در طول تير3-2شكل سرعت همگرايي روشها 2- 2شكل 

مسئله لاپلاس-2-3-2- 2

را در نظر گرفته و تنها شرط ) 19- 2(معادله دو بعدي لاپلاس با ميدان مربعي واحد مطابق رابطه 

.آورده شده است) 20-2(مرزي مسئله در رابطه 

)2 -19(, , 0xx yyu u b on+ + =         Ω

)2 -20(0u on=         Γ

.باشدمي) 21- 2(حل دقيق معادله لاپلاس همانند رابطه 

)2 -21(( , ) (1 ) (1 )(1 2 7 )u x y x x y y x y= − − + +

شامل المان ها مش. در اين مسئله دو بعدي براي هر گره يك درجه آزادي در نظر گرفته شده است

در دو جهت بكار رفته 16و 8، 4تعداد المان سه مش منظم با . باشندچهارگرهي چهارضلعي مي

.است
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2چند جمله ايي  21P x y xy x y =      4-2(در شكل . براي حل استفاده شده است (

yنمودار كرنش در جهت ) 4- 2(شكل . مقايسه شده استZZدقت و سرعت روش بازيافت با روش 

با توجه به گسسته بودن مشتق در اجزاي . دهدالمان نشان مي8براي مش با y=0.5در امتداد 

براي مقدار +FEو y=0.5براي مقدار كمتر از -FEمحدود، مقدار مشتق در مرز المان گره داخلي با 

DIنماييد، مقادير همانگونه كه در شكل ملاحظه مي. باشددر شكل مشخص ميy=0.5بيشتر از

.باشندپيوسته و بسيار نزديك به حل دقيق مي

yمقايسه كرنش در جهت 5- 2شكل سرعت همگرايي روشها               4- 2شكل 

بدين . شوددر روش بازيافت بررسي ميαضربب المان تاثير 8بندي با در ادامه براي حالت مش

.شودرا مطابق رابطه زير تعريف ميβمنظور پارامتر 

)2 -22(
*

h

e
e

β =

مقدار ) 6- 2(شكل . باشدنزديك باشد، نشان از ضعف روش بازيافت مي1به βهر چه مقدار پارامتر 

2.5αدر حالت . دهدميايي نشان چندجملهرا براي حالتهاي مختلف βپارامتر  به حالت بهينه =

0.5βرسيده و مقدار . خواهد شد=

بهبود سرعت . نشان داده شده است) 7-2(درجه دوم سرعت همگرايي در شكل Pدر حالت استفاده از 
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دودرجه Pمقايسه سرعت همگرايي در حالت 

0.3ν d=12، عمق L=48، طول=

در اين مسئله بردار تغييرمكان، اپراتور ديفرانسيل 

0

, 0

x
u

u D
v y

y x

 ∂
 
∂ 

   ∂
=       =      =   ∂   

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

المان چهارگرهي

3 3

12 6 1( ),xx yy yy
P PL x d y
d d

γσ σ σ= − −        =     = −   

يروشها

30

.باشددو روش ديگر قابل ملاحظه مينسبت به 

مقايسه سرعت همگرايي در حالت 7-2شكل αبه ضريبروشميزان وابستگي بهبود

تير كنسول

73مدول الاستسيته تير ايزوتروپيك با 10E = ، ضريب پواسون×

در اين مسئله بردار تغييرمكان، اپراتور ديفرانسيل . نماييدرا ملاحظه مي) 8-2(در شكل 

.باشدمي) 23- 2(و بردار كرنش مطابق رابطه 

,
x x

y y

x y

y

y x

ε
ε ε

ε

 
 
   
   =       =      =   
     
 
 

4مشخصات تير با مش 8- 2شكل  المان چهارگرهي1×6

.حل دقيق ميدان تنش مسئله در زير نشان داده شده است

2 2
3 3

12 6 10, ( )
4xx yy yy

P PL x d y
d d

σ σ σ= − −        =     = −   

دومفصل 

نسبت به  DIهمگرايي 

ميزان وابستگي بهبود6- 2شكل 

تير كنسول- 2-3-3- 2

تير ايزوتروپيك با

در شكل Pو بار وارده 

و بردار كرنش مطابق رابطه 

)2 -23(

حل دقيق ميدان تنش مسئله در زير نشان داده شده است

)2 -24(
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.مرزي را ارضا نمايدايي باشد كه بتواند شرايط بايست ويژگي المان بگونهدر تحليل اجزاي محدود مي

2بندي با درجه دو و سه نوع مشPدر اين مسئله 8× ،4 16× ،8 با المان چهارگرهي بطور ×32

FEبهتر از DIدهد، كه سرعت همگرايي روش نشان مي) 9-2(شكل . شبكه مربعي استفاده شده است

4كرنش برشي براي حالت ) 10- 2(در شكل . باشدبهتر ميZZو مقدار ناچيزي از روش  در ×16

حتي در سطح آزاد بسيار نزديك به حل DIكرنش برشي روش . نشان داده شده است x=6عمق 

. باشددقيق مي

المان چهار گرهي به دو المان مثلثي گردد، كه با تبديل هر المان مثلثي خطي نيز در حل استفاده مي

. نشان داده شده است) 11-2(درجه دوم سرعت همگرايي در شكل Pبا استفاده از . پذيردصورت مي

.باشدقابل ملاحظه ميFEنسبت به روش  DIدقت و سرعت همگرايي 

المان24براي حالت  x=6كرنش برشي در 10- 2شكل سرعت همگرايي با المان چهارگرهي9- 2شكل 
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سرعت همگرايي و دقت با المان مثلثي11- 2شكل 

مسئله ترك-2-3-4- 2

(0,1)مسئله ترك با فرض الاستيك خطي در دامنه مربعي  (0,1)Ω = . در نظر گرفته شده است×

10گردد، بصورت يكنواخت مشاهده مي) 12-2(سازي همانگونه كه در شكل گسسته انجام ×10

.گرفته است
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ناحيه نزديك ترك با المان چهارگرهيبنديمش12- 2شكل 

نتايج حل تجربي و در تحليل ترك،Iيروهاي معادل گرهي در مرزها و استفاده از مدنبا استفاده از 

)دقيق آن در سيستم مختصات قطبي , )r θبا مركز( 0.5, 0.5)x y= آورده شده ) 25- 2(در رابطه =

.است

)2 -25(

1 3cos (1 sin sin ),
2 2 22

1 3cos (1 sin sin ),
2 2 22

1 3cos sin cos ,
2 2 22

xx

yy

xy

r

r

r

θ θ θσ
π

θ θ θσ
π

θ θ θτ
π

= −

= +

=

باشد،مي)  26- 2(تابع درونيابي مطابق روابط 

[ ]1 ( , ) ,P x y xy f r θ=

)2 -26(
1/2

21( , ) 1 2sin cos
2 2 2 2

rf r for uθ θθ κ
µ π

   = − +             

1/2
21( , ) 1 2cos sin

2 2 2 2
rf r for vθ θθ κ

µ π
   = + −             

/كه در آن 2(1 )Eµ ν= 3)و براي حالت تنش مسطح + 4 ) / (1 )κ ν ν= − بندي مش. باشدمي+
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,5.5باشد، و مقادير مي) 12-2(استفاده شده در حل مسئله همانند شكل  1.0Eα = 0.3υو = =

.براي پارامترها در نظر گرفته شده است

از آنجا كه در حل دقيق مسئله . نشان داده شده است) 13-2(مولفه هاي كرنش سه روش در شكل 

0.499y، بمنظور جلوگيري از آن دهدترك يكتايي رخ مي 0.5yبجاي = در حل استفاده شده =

.باشدكرنش بازيافت از تطابق خوبي با حل دقيق در تمام دامنه برخوردار مي. است

,FEنمودار سه مولفه كرنش براي سه روش 13- 2شكل  DI, AN

LPروش بازيافت تنش -2-3

معرفي-2-3-1

در روش حاضر . شودها استفاده ميدر اين روش بازيافت از مقادير تنش تحليل اجزاي محدود در گره

هاي گسسته فوق همگرا و استفاده از ميدان تنش بازيافتي با استفاده از تابع مينيمم مربعات در نقطه
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در واقع تنش اجزا محدود . گرددباقيمانده معادله تعادل در روش كار مجازي در هر ناحيه تعيين مي

در اكثر موارد اين ضعف به اين دليل است كه اتصال . باشد و در مرزها دقت بالايي نداردگسسته مي

نمايد كه روش ارايه دهد و خطا در محاسبات وارد ميقسمتهاي مختلف توسط المانهاي مرزي رخ مي

.دهدشده در اين بخش تا حدودي آنرا كاهش مي

توسط لي و همكاران پيشنهاد شده 1997گردد، كه در سال ارايه ميLPخش روشي با نام در اين ب

WAو  ZZدر ادامه اين بخش بعد از معرفي روش كارآيي آن در مقايسه با روشهاي . ]17[است

توان براي هر ناحيه اختياري معادلات تعادل را به روش مي WAهر چند در روش . ارزيابي شده است

.]24[دهدنشان ميWAرا نسبت به LPمجازي تشكيل داد اما نتايج صحت و كارآيي روشكار 

LPروش بازيافت تنش -2-3-2

تنشهاي اجزاي محدود در برخي نقاط كه به نقاط فوق همگرا معروف هستند از دقت بالايي برخوردار 

همپوشاني كه توسط نقاط هايي بابازيافت تنش در ناحيهZZهمانطور كه اشاره شد، در روش . هستند

هاي محلي با استفاده از نقاط فوق همگرا واقع در اطراف ناحيه. شودتعيين ميفوق همگرا ساخته شده

براي دو المان خطي و چهار ضلعي دوبعدي نقاط ) 14-2(بعنوان مثال در شكل . شوندآن ساخته مي

تنش بازيافت . مشخص شده استهمگرا به منظور ساخت ناحيهاي، نقاط گاوس و نقاط فوقگره

.گرددهمانند رابطه زير تعريف مي

)2 -27                             (p Paσ =

در حالت . باشدبردار ضرايب كه مجهول ميaو جه مشخصرتابع چندجمله اي با دPدر رابطه بالا 

و در حالت دو بعدي كه داراي ) 28-2( مانند رابطه Pباشد، يك بعدي كه تنش داراي يك مولفه مي

.خواهد بود) 29- 2(باشد، همانند رابطه سه مولفه تنش مي
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)ب()الف(

ناحيه المان در حالت )الف)، نقطه اتصال ناحيه ×،نقطه گاوسOايينقطه گره(نمايش نقاط در المان14- 2شكل 

ناحيه المان چهارگرهي2) بيك بعدي

.

)2 -28                                                            (
2 31, , , ,..., pP x x x x=   

 )2-29                                                                       (

0 0

0 0

0 0

p

P p

p

=

 
 
 
 

.باشدميبراي حالت دو بعدي برابر مقدار ذيل Pكه در آن 

1 121, , , , ,..., , ,..., ,p p p pP x y x xy x x y xy y 
  

− −=

.شوداستفادهPجملات انتخاب ميدان تنش مناسب از تمام بهتر است با

مربعات و نوشتن تعادل در نقاط فوق همگرا و مينيممبا استفاده از روش aضرايب مجهول بردار 

.شودخطا تعيين مي) 30- 2(رابطهابتدا با استفاده از.شودمين با معادله تعادل تعيينآتفاضل 

)2 -30 (( , ) ( , ) ( , ) ( , )p i i h i i i i h i ie x y x y P x y x y
i

σ σ σ= − = −

خطاي نقاط گسسته فوق eiتنش منتسب به ناحيه وpσوتنش اجزاي محدودhσدر رابطه بالا
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.همگرا خواهد بود

تواند معادله تعادل را ارضا نمايد، به همين دليل قيد ايي نميدر حالت كلي درجات بالاتر چند جمله

.شوددر نظر گرفته مي) 31- 2(ادل به روش كار مجازي همانند رابطه معادله تع

)2 -31(T f 0T T T

V S V

dV u dS u dVδ δε σ δ δΠ = − − =∫ ∫ ∫

:كه در آن

δε :       بردار كرنش مجازيuδ :               بردار تغيير مكان مجازيf :             بردار نيروي پيكره

T :               بردار نيروي سطحيV :                                        حجمS :        سطح مرز

:آيدرا قرار دهيم باقيمانده معادله تعادل بدست ميpσدر معادله بالاσحال اگر بجاي

)2 -32(T f 0
p p p

T T T

residual p

V S V

dV u dS u dVδ δε σ δ δΠ = − − =∫ ∫ ∫

:كه در آن

δε :            بردار كرنش مجازيuδ :         بردار تغيير مكان مجازيf:             بردار نيروي پيكره

T :                بردار نيروي سطحيVp :                        حجم ناحيهS p :       سطح مرز ناحيه

.گرددمشخص مي) 31-2(رابطه ميان تغيير مكان مجازي و كرنش مجازي توسط روابط 

)2 -33      (N pu qδ δ=

B pqδε δ=

qدر روابط بالا  pδها، بردار تغيير مكان مجازي گرهBو تغييرمكان -ماتريس كرنشN ماتريس تابع

.باشدشكل مي

:نماييمرا جداگانه تعيين مي) 32-2(حال جمله هاي معادله 
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.جمله اول معادله اينگونه تعيين شده است

)2 -34                             (( )
p p

T T T T
p p p

V V

dV q B PdV a q Caδε σ δ δ= =∫ ∫

p

T

V

C B PdV= ∫

.شدخواهد) 35- 2(جمله دوم و سوم معادله همانند رابطه 

)2 -35                                                (

T f
p p

T T T
p p

S V

u dS u dV q Fδ δ δ+ =∫ ∫

T f
p p

T T
p

S V

F N dS N dV= +∫ ∫�

:كه در آن

N� :ماتريس تابع شكل تعريف شده بر روي سطع در مرز ناحيه

pF :گردداي محدود تعيين ميبردار نيروي كه از حل اجز.

را نتيجه ) 36-2(در عبارت باقيمانده معادله تعادل رابطه ) 35-2(و ) 34-2(با جايگزيني روابط 

.   دهدمي

)2 -36                                            (( )T T
residual p p p eqq Ca F q Rδ δ δΠ = − =

R Ca Feq p= −

براي هر نقطه و تعادل eiبا تعريف باقيمانده تنشaبه منظور محاسبه ضرايب مجهول در بردار 

)از روش مينيمم مربعات، تابعReqباقيمانده )F aشودهمانند زير تعريف مي:

)2 -37                                                                 (
1

( )
n

T T

i i eq eq
i

F a e e R Rβ
=

= +∑
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1

( ) ( ) ( ) ( )
n

T T

h h p p
i

Pa Pa Ca F Ca Fσ σ β
=

= − − + − −∑

جمله مربوط ZZباشد كه نسبت به روش پارامتر خطا مي: βتعداد نقاط نمونه برداري و nكه در آن 

.به آن اضافه شده است

و معادله بدين منظور مشتق گرفته ،مينمم گردد) 37-2(بايست رابطه به منظور محاسبه ضرايب مي

:را نتيجه خواهد داد) 38- 2(

( )
0

dF a

da
=

)2 -38(
1 1

( )
n n

T T T T
h p

i i

P P C C a P C Fβ σ β
= =

+ = +∑ ∑

با استفاده از با روشهاي حل معادله همانند روش حذفي گاوس قابل محاسبه خواهد aماتريس ضرايب 

.شودبازيافتي تعيين ميميدان تنش ) 27- 2(، با جاگذاري در رابطه aبا محاسبه ماتريس ضرايب . بود

:مثال هاي عددي-2-3-3

.انتخاب شده استZZدر مقايسه با روش  LPروش كارآييچهار مثال عملي به منظور ارزيابي 

المانهاي خطي دو گرهي و سه گرهي . باشدمسايل يك بعدي و دو بعدي كه حل دقيق آنها موجود مي

. گرهي خطي براي مسئله دو بعدي در نظر گرفته شده است4براي مسئله يك بعدي و المانهاي 

وش براي مسئله دوم از نتايج ر. در نظر گرفته شده است) β=1(پارامتر خطا براي مسائل مقدار واحد 

WAاستفاده شده استنيز .

مسئله يك بعدي-3-3-1- 2

:نماييمرا بعنوان مثال اول بررسي ميمعادله يك بعدي با شرايط مرزي در زير
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)2 -39(( ) 0 (0,1)
d du

f on I I
dx dx

+ =                     =

(0) 0 (1)u and u u=                    =

چهار حل دقيق خطي، uو fبراي چهار حالت مختلف  براي ) 40-2(با توجه به تعريف تنش رابطه 

.نشان داده شده است) 41-2(درجه دو، درجه سه و درجه چهار رابطه 

)2 -40(
du
dx

σ =

5 5exact xσ = +

210 5 5exact x xσ = − +

3 237 59.8 17.8 5exact x x xσ = − + − +

)2-41(4 3 2127 236 125 21 5exact x x x xσ = − + − + +

:نتايج المان خطي

ZZبا توجه به اينكه در المان دو گرهي خطي يك نقطه فوق همگرا وجود دارد، براي حل به روش 

توان از چند ميLPدر صورتيكه براي حل به روش . ميدان تنش  خطي در نظر گرفته شده است

نتايج قابلداراي ZZو LPدر حالت خطي روشهاي . استفاده شود) دو يا سه(اي با درجه بالاتر جمله

.بدين منظور در اين بخش مقايسه ميان درجات دو، سه و چهار صورت گرفته است. باشندقبول مي

در نظر گرفته شده است، كه از Iدو المان در دامنه LPو  ZZبه منظور مشاهده تفاوت ميان روشهاي 

نواخت در هر دو شكل مش يكنواخت و غيريك. توان نتايج را به كل دامنه گسترش داداين دامنه مي

.باشدبراي حالت غير يكنواخت طول المان اول دو برابر المان دوم مي. حل استفاده شده است

در حالت مش يكنواخت بهمراه توزيع تنش اجزاي LPو ZZتوزيع تنش روش هاي ) 15-2(شكلهاي 

.دهندمحدود در حالت درجه دو و سه را نشان مي
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)ب()   الف(

3در حالت درجه ) ب2در حالت درجه) توزيع تنش الف15- 2شكل 

نتايج بهتري شود،انتخاب ميZZايي با درجات بالاتر از روش با توجه به اينكه چندجملهLPدر روش 

يكي از آنها نمايش  p=3و  p=2حالت براي حل درجه دو با توجه به تفاوت اندك ميان. آيدبدست مي

آيد، از نمايش با توجه به اينكه در حالت مش غيريكنواخت نيز همين نتايج بدست مي. داده شده است

.آنها صرفنظر شده است

براي ها در حالت ريز نمودن مش x=1سرعت همگرايي بازيافت تنش در نقطه مرزي  ) 16-2(شكل 

LPبا توجه به شكلها سرعت همگرايي در روش . هددحل دقيق درجه دو، سه و چهار را نشان مي

براي هر سه حالت برابر ها باشد كه اندازه ريز نمودن مشباشد، لازم بذكر ميميZZبيشتر از روش 

.شودديده نمي p=3و  p=2در حل دقيق درجه دو تفاوت زيادي مابين حالتهاي . باشدمي
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)ج)                                                (ب()                                 الف(

4در حالت درجه ) ج3در حالت درجه) ب2در حالت درجه) الف x=1سرعت همگرايي در 16- 2شكل 

نتايج المان درجه دو

ايتوان يك چند جملهيمZZمطابق روش . وجود دارددر اين حالت دو نقطه فوق همگرا در المان

توان از درجات بالاتر استفاده ميLPبا توجه به اينكه در روش.بر روي المان در نظرگرفتسهدرجه 

هر دو روش در استفاده از در . شوداستفاده ميميدان تنشبراي چهارو سهدرجه حالتدر اين ،نمود

بررسي چهارو سه درجات به همين دليل در اينجا. باشدنتايج قابل قبول ميدوحل خطي و درجه 

.شده است

براي المان دو ZZو LPتفاوت توزيع تنش بازيافت با حل دقيق و تحليل اجزاي محدود در روشهاي 

بهتر از روش LPرود نتايج روش ميهمانطور كه انتظار .نشان داده شده است) 17-2(بعدي در شكل 

ZZدر روش .باشدميLP تفاوت چنداني ميانP=4 وp=5  وجود ندارد.

) 19- 2(در يك نقطه مرزي و شكل ،3سرعت همگرايي در حالت حل دقيق درجه ) 18-2(شكل 

.دهدميدر دو نقطه را نشان دوسرعت همگرايي در حالت حل دقيق درجه 

بعلاوه با بالارفتن درجه . باشدكمتر ميLPباشد ميزان خطا در روش ميهمانگونه در شكلها مشخص 

مشخص درجه چهار نسبت به درجه پنجكه در حالت ،يابدميي ميزان خطا كاهش اچندجمله

.باشدمي
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)ب()  الف(

در حالت حل دقيق ) ب3در حالت حل دقيق درجه ) الفتوزيع تنش بازيافتي و تحليل اجزاي محدود17- 2شكل 

2درجه 

3براي حالت حل دقيق درجه  x=1سرعت همگرايي بازيافت تنش براي المان درجه دو در گره  18- 2شكل 
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x=1در )ب(x=0.5در) الف(

سرعت همگرايي بازيافت تنش المان درجه دو  براي حالت استفاده از حل دقيق درجه دو 19- 2شكل 

بعديدو مسئله - 3-3-2- 2

(0,1)مسئله دو بعدي با معادله تعادل و تابع تنش ايري را  بعنوان مسئله دوم در دامنه  (0,1)Ω = ×

.آورده شده است) 40-2(تابع تنش ايري در رابطه . نماييمبررسي مي

)2 -42                                                                (
4 4 4

4 2 2 4
2 0

x x y y
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

:نماييدشرايط مرزي در دامنه مربع  واحد را در ذيل ملاحظه مي

)2 -43      (
, 0, 0

, 1, 1xx xx yy yy xy xy

u u v v along x y
along x yσ σ σ σ σ σ

=                =      =   =

=            =     =      =   =

.نشان داده شده است) 44-2(توسط تابع تنش ايري بدست آمده و در رابطه مولفه هاي تنش
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)2 -44                                                        (

2

2

2

2

2

xx

yy

xy

y

x

x y

σ

σ

σ

∂ Φ

∂

∂ Φ
=

∂

∂ Φ
−

∂ ∂

 
 
  
  

   
   
   

 
 

:با توجه به تنش صفحه ايي مسئله، تابع تنش ايري مسئله به شرح ذيل خواهد بود

)2 -45 (
2 2 3 2 2 3

4 3 2 2 3 4

1.19 1.06 1.78 0.64 2.08 3.09 2.82

0.44 0.037 3.39 1.93 0.69

x xy y x x y y x y

x x y x y xy y

Φ = + − + − + +

      − + + − −

.نشان داده شده است) 25-2(تنش هاي حل دقيق بدست آمده از تابع تنش ايري در شكل 

xyσتنش )ج(xxσتنش ) ب(yyσتنش )الف(

ميدان تنش دقيق درجه دو20- 2شكل 

32و16، 8، 4، 2هاي يكنواخت با تعداد المانهاي برابر در اين مسئله المان خطي چهارگرهي با مش

درجه LPخطي و براي روش ZZميدان تنش بازيافت براي روش . استاستفاده شده x,yدر راستاي 

.دو در نظر گرفته شده است

براي . نشان داده شده است) 23- 2(الي ) 21-2(سرعت همگرايي براي سه مولفه تنش در شكلهاي 

ميزان . باشدسه مولفه تنش سرعت همگرايي براي دو روش يكسان ميبراي هر(0.5,0.5)نقطه داخلي 

سرعت LPدر روش (1,1)ي براي نقطه مرز.باشديكسان ميxyσخطا در اين نقطه بغير از مولفه 

بغير ازZZدر مقايسه با روش LPميزان خطاي روش . باشدبالاتر ميZZهمگرايي نسبت به روش 
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.باشد، كمتر مي)تعداد دو المان در هر راستا(بندي درشت در مشyyσمولفه 

(1,1)در نقطه ) ب((0.5,0.5)در نقطه ) الف(

xxσسرعت همگرايي بازيافت تنش مولفه21- 2شكل 

(1,1)در نقطه ) ب((0.5,0.5)در نقطه ) الف(

yyσتنش مولفهسرعت همگرايي بازيافت 22- 2شكل 
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(1,1)در نقطه ) ب((0.5,0.5)در نقطه ) الف(

xyσسرعت همگرايي بازيافت تنش مولفه23- 2شكل 

در مركز آناييصفحه با حفره- 3-3-3- 2

نشان داده شده است، يك صفحه بينهايت با يك حفره با شعاع ) 24- 2(مسئله دو بعدي كه در شكل 

aباشد، كه تنش كششي واحد در راستاي در مركز آن ميx شودبر آن وارد مي .

تنش بازيافت براي ميدان. در حل مسئله استفاده شده است) 25- 2(بندي همانند شكل چهار نوع مش

.در نظر گرفته شده استدودرجه LPبراي روش خطي وZZروش 

هندسه صفحه مربع مسئله با بار وارده24-2شكل
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)نقاط براي مطالعه همگرايي: �(مش هاي استفاده شده در تحليل مسئله 25-2شكل

و نقطه مرزي با  (x=1.73205,y=1)براي  مقايسه و كنترل تنش بازيافت از نقطه داخلي با مختصات 

و در نقطه مرزي بترتيب مقدار دقيق  تنش در نقطه داخلي. استفاده شده است) x=0,y=1(مختصات 

}برابر  }0.891 0.141 0.244xx yy xyσ σ σ= = − = }و − }3 0 0xx yy xyσ σ σ= = .باشدمي=

.دهدميبندي را نشان سرعت همگرايي تنش را در نقطه داخلي براي چهار نوع مش) 30-2(شكل 

سرعت همگرايي مولفه هاي تنش در نقطه داخلي با تغيير نوع مش26-2شكل

بندي را براي نقطه مرزي با چهار نوع مشxسرعت همگرايي مقدار تنش در راستاي ) 27- 2(شكل 

سريعتر رخ ZZنسبت به روش LPشود، همگرايي در روش دهد، همانطور كه ملاحظه مينشان مي
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.دهدمي

در نقطه مرزي با تغيير نوع مشxxσسرعت همگرايي مولفه تنش 27-2شكل

مقايسه روشهاي  بازيافت - 2-4

معرفي-1- 2-4

كه همان روش  (SPR)سه روش بازيافت توسط نقاط فوق همگراكارآييبررسي تفاوت در اين بخش 

كه از (LP)و روش بازيافت لي و پارك (REP)، بازيافت توسط تعادل ناحيه (ZZ)زينكويچ و زو 

. پذيردباشند، صورت ميمهمترين و موثرترين روشهاي بازيافت تنش در اجزاي محدود مي

با. بطور مناسب ارزيابي شودها مسايل مختلف دو بعدي الاستيك بررسي شده تا رفتار و كارآيي روش

در ها و تاثير اين روشكارآييREP, SPR, LPروش سهانجام يك سري مطالعات عددي بر روي 

با توجه به اينكه نحوه انجام هر روش در اين تحقيق و تحقيقات ذكر . شده استقايسهبازيافت تنش م

.نماييمشده در مرجع بيان شده است، از ذكر مجدد آنها در اين بخش صرفنظر مي
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وارد ارزيابي روشهام-2- 2-4

شده در روش بازيافت تنشاي استفاده مرتبه چند جمله)1

ه منظور توليد ميدان تنش درجه چند جمله اي استفاده شده ب،سه طرح بازيافتدر اين قسمت براي 

نيايي تغيير مكان، تعداد جملات توابع دروpربايست حداقل برابميكه . گيريمميدر نظر qرا بازيافت

ترم ششترم براي المان هاي خطي و سهباشد، بطور مثالاي كامل ميدر حالت چندجملهالماندر

.خواهد شدبراي المان هاي چهار ضلعي

در pمعمولا برابر با qدر يك ناحيه SPRدر روش به علت محدود نمودن تعداد نقاط نمونه برداري

ايي بگونهنقاط تعداداگرLPوREPروش دو دركند مينتايج عددي پيشنهاد .شودمينظر گرفته 

قت و سرعت همگرايي را افزايش دهد ددتوان، ميباشدPمقداربيشتر ازواحد2يا q1باشد كه مقدار 

).و چهارضلعيسه گرهي خطيترم براي حالت 6براي مثال (

:پايداري ماتريس بازيافت)2

بازيافت شكل ماتريس محل نقاط نمونه برداري مناسب نباشد در روشتجربيات قبلي وقتي با توجه به

بايست ميبه همين خاطر تعداد نقاط .گردديكتاايب رشود ماتريس ضميباعث بگونه ايست كه

.ايي باشند كه ماتريس ضرايب داراي جواب باشدبگونه

روري براي پايداري اما يك شرط  ضدهد، ميمسائل رخ در اكثرپايداري مسئله REPروش در

تعداد LPبراي روش . ي كافي در ناحيه قرار گرفته باشدان هاتعداد الماين است كهماتريس بازيافت

، شوديكتاآيد كه ماتريس بازيافت ميبه ندرت پيش دارد، در اين حالت معادله ارضاتاثير درها المان

در محاسبات اين است كهآخرين نكته از پايداري ماتريس. بزرگتر باشدpدرجه از ودqحتي زمانيكه

.بايست كنترل گرددمرتبه آن ميبهر حال در روش بازيافت ترانسفورماسيون مختصات محلي و واقعي

بايست اندازه، ميشديكتاهرگاه ماتريسحاصل شود و اطمينان قابل اعتماد بودن تنش بازيافتاز 

. يابدافزايش محلي يا تعداد نقاط موجود در ناحيه ناحيه 
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شكل ناحيه)3

حداقل تعداد المان در ناحيه وجودروشهاي بازيافتهشكل ناحيه براي هميك معيار پذيرفته شده

براي .ناحيه را جدا كرده و شرايط لازم پايداري ماتريس بازيافت را كنترل نمائيمبدين منظور. باشدمي

. عبور نكندناحيه از گره مياني باشد وها ، گوشهها فقط شامل گرهها المان هاي چهار ضلعي ناحيه

گاهي اوقات براي دقت و صحت بهتر ميدان تنش بازيافت ه،بنابراين وابسته به نوع المان استفاده شد

به . شودميروي مرز برونيابي از نقاط دروني انجام ها براي گره. در نظر بگيريميمتوانميهر ناحيه را ن

.بايست ارضا گرددميپايداري شرايطدليل همين 

دقت ميدان تنش بازيافتعوامل تاثيرگذار بر -3- 2-4

SPRروش )1

نمونه برداري در ناحيه نقاطو محدوددقت و سرعت همگرايي ميدان تنش وابسته به تنش اجزاي 

ساخت درنقاط نمونه برداريانتخاب بهينهبه منظورهمگرايي ميدان تنش اجزاي محدود. باشدمي

سرعت براي درجه تنش بازيافتيqادير بزرگتراستفاده از مقبا . باشدميوري ضرميدان تنش بازيافت 

در حالت كلي استفاده از معادلات تعادل اضافه و . كندمينتغييراجزاي محدود نسبت بههمگرايي

م منيياستفاده از م،روش بازيافتدر. دارا افزايش دبازيافتتوان صحت ميدان تنشمينيروهاي مرزي 

افزايش زيرا اين نقاط در هر حال سبب،ضروري استبمنظور انطباقبرداريمربعات نقاط نمونه 

باشند، بويژه زماني كه نقاط نمونه برداري فقط نقاط فوق همگرا،سرعت همگرايي تنش بازيافت

.شوندمي

REPروش )2

بازيافت وابسته به صحت و همگرايي ميدان تنش،شودميوقتي روشهاي محلي بازيافت استفاده 

.  باشدمينيزاما وابسته به موارد ذيل. خواهد بودزيود مراستفاده از معادلات تعادل و قي
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بودن حل دقيقهموارمش اجزاي محدود و •

ترم هاي استفاده شده در چند جمله اي به منظور انطباق به روش كمترين مربعات•

اندازه ناحيه مورد استفاده•

. دنگذارميد بالا بر روي يكديگر تاثير موار،دگردمياستفاده REPوقتي روش 

از در ناحيه هاي بزرگ، با استفاده qبه جاي استفاده از مقادير بالاي در اين روشدر حالت كلي 

.را بهبود بخشيدبازيافتدقت و كارآيي روشتوانميدر ناحيه هاي كوچك qمقادير كوچك

LPروش )3

سرعت همگرايي ،باشدميمحدودنقاط نمونه برداري از تنش اجزاي بازيافتروشدر كهاز آنجايي

توان مييك موردي كه .باشدميهاي نمونه برداري تنش بازيافت وابسته به ميزان همگرايي تنش

سرعت همگرايي بازيافت تنش شبيه به دربويژه،LPباشد رفتار روشpبرابر qانتظار داشت اگر 

SPRاگردر اين حال . شودميq دقت .نيز ممكن است افزايش يابدافزايش پيدا كند، سرعت همگرايي

.وابسته استبندي مشكمتر به REPروشبامقايسه درLPروش 

:مثال هاي عددي- 4- 2-4

سازگار با روش تحليل اجزاي ميبعدي يكي از مسئله هاي عموواز آنجا كه بدون شك مسئله تنش د

.استانتخاب شدهمطالعه عدديبراي باشد، ميمحدود

:توان موارد زير را برشمرديل اصلي مطالعات عددي ميدلااز 

.گرددميسه روش وقتي پارامترهاي مختلف بازيافت استفاده كارآييارزيابي )1

ــاثير )2 ــواري ت ــنش      هم ــت ت ــهاي بازياف ــي روش ــرعت همگراي ــحت وس ــر ص ــق ب ــواب دقي در ج

LPو REPروشهاي

بندي در روش اثر نوع مش)3
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آن را روش بازيافت و سرعت همگرايياثري كهديگرپارامتر، η*پارامتربراي مقايسه علاوه بر استفاده 

باشد، كه مطابق رابطه زير تعيين ام ميiبندي مشسرعت همگرايي ازاستفادهدهد،نشان مي

.گرددمي

.
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* * * 1 * 1, ( ) ( ) ,T T
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.باشدام ميiبندي مشتعداد درجات آزادي فعال: iNADOFكه در آن

نخواهد مقدار ثابت بنديكوچك نمودن اندازه مشنسبت سرعت همگرايي براي هرگام در حالت كلي

.بود

صفحه تركدار تحت كشش ) 2صفحه سوراخدار ) 1: مدلهاي استفاده شده براي مقايسه

ه و كاربرد بعضي از جزئياتقايسحدود م-1- 4- 2-4

چهار : T6المان چهارگرهي، : Q4، خطييالمان مثلث:T3المان چهار نوعه عددي قايسدر اين م

ن هاي انتخاب شده بدون  شك لماا. گرهي استفاده شده است9المان : L9و ) گرهي6( ضلعي

كاملا ها بنابراين نقاط بهينه نمونه برداري براي المان. باشندميدر مسائل دو بعدي ها معروفترين المان

.باشندميمشخص 

براي هر نوع . شودميبازيافت تنش استفاده كارآييپارامترهاي متفاوتي براي ارزيابي براي روشها

مورد  q=p,p+1,p+2كه qمقدار متفاوت براي سهالمان ترم هاي چندجمله اي كامل استفاده شده 

عدماستفاده و يادو حالت ،بعلاوه براي درجه هاي مختلف چندجمله اي.قرار گرفته استامتحان

و سه از مرزاستفاده دربراي حل اجزا محدود .در نظر گرفته شده استناحيه هاي مرزي از استفاده 

از مرز SPRبراي روش .خواهد شدمختلف بازيافت حالت6ي اجملهچندمورد استفاده براي درجه

.شوداستفاده نمي
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.آورده شده است)1-2(در جدول REPو LPپارامترهاي استفاده شده در روش هاي 

REPو LPحالتهاي مختلف حل مسايل با دو روش 1- 2جدول 

نتايج مطالعات عددي-2- 4- 2-4

نوع 4براي هر نوع المان .استفاده شده استمش يكنواخت و مش سازگار تطبيقي هر دو مسئلهبراي

) 29-2(و ) 28-2(براي دو مسئله در شكل هاي كه اولين و آخرين حالت را ،مش استفاده شده است

. نشان داده شده است

گرهي 4بندي المان مش) ب(بندي المان مثلثيمش) الف(

نحوه مش بندي صفحه سوراخدار28- 2شكل 
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بندي المان مثلثيمش) الف(

گرهي4بندي المان مش) ب(

تركدارنحوه مش بندي صفحه 29- 2شكل 

براي بندي هاي مشابه، مش هاي تحليل اجزاي محدودبا مشها روشبه منظور مقايسه كارآيي

براي تعيين نرم خطا در هر مرحله از حل تقريبي اجزاي محدود. زيافت تنش نيز استفاده شده استبا

نرم خطا براي حالت هاي مختلف ،بندي يكنواخت و تطبيقيمشبراي هر روش. استفاده شده است

. گرددميتعيين 

REPو LPبرروي روش qتاثير درجه چندجمله اي )1

REPروش •

المانها صحت مش بازيافتي هباشد براي همميهمواركه حل دقيق 1دهد براي مسئله مينتايج نشان 

دقت qمقادير بالاي T3تواند بهبود يابد، تنها در المان ميبنديمشبدون توجه به نوع qبا افزايش 

قتي و. باشدميمورد استفاده بنديمشوابسته به نوع المان و qمقادير بهينه . را كاهش داده است

q=p،بايست از المان ميباشدT3 براي هردو المان . استفاده نمودL9  وQ4 مقدارq=p+1  مقادير

.دهدميبهتري را نتيجه 

 q=p+2نواختبراي مش يك. باشدميبنديمشنتايج وابسته به نوع  T6در حالت استفاده از المان 

با المان بازيافت تنشدر داده وبهترين نتايج را q=pبراي مش تطبيقي . شودبهتري مشاهده مينتايج 

.دهدرا نشان ميسرعت همگرايي دربهبود قابل توجه pبزرگتر از q،مثلثي

. شاهده شودمqمقادير بزرگتر در زني Q4تواند در المانميدر سرعت همگرايي ها هرچند اين افزايش

بهبود قابل qاستفاده از مقادير بزرگتر . داخل دامنه مسئله قرار داردين درنقطه تك2براي مسئله 
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در REPسرعت همگرايي صفحه سوراخدار در حل به روش

)گرهي

REPدر صفحه تركدار به روش 

با در حالت كلي صرف نظر از نوع المان افزايش در صحت بازيافت تنش 

نتيجه بهتري براي هر دو  q=p+1زمايش شده 

ي خطي سرعت همگرايي كمبعلاوه در برخي از حالات در المانها

يروشها
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سرعت همگرايي صفحه سوراخدار در حل به روش.توجهي در دقت و سرعت همگرايي دارد

.نشان داده شده است

گرهي6چهار ضلعي (T6با المان ) الف(

)چهار  گرهي(Q4با المان ) ب(

در صفحه تركدار به روش سرعت همگرايي30- 2شكل 

LP:

در حالت كلي صرف نظر از نوع المان افزايش در صحت بازيافت تنش صفحه سوراخدار

pزمايش شده آها براي همه المان.دهدنشان مي

بعلاوه در برخي از حالات در المانها.حالت مش يكنواخت و تطبيقي دارد

دومفصل 

توجهي در دقت و سرعت همگرايي دارد

نشان داده شده است) 30-2(شكل 

Pروش •

صفحه سوراخدارنتايج براي 

بالا بردن مقدار

حالت مش يكنواخت و تطبيقي دارد
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براي مش يكنواخت و مسئلهوسرعت همگرايي د. المان چهار ضلعي اينگونه نيستشده و براي

.نشان داده شده است)2- 2(در جدول  SPRدر مقايسه با روش LPتطبيقي به روش 

تاثيري بر qيكنواخت استفاده ميگردد مقدار مشصفحه تركدار هنگامي كه ازدر REPروشهمانند 

ت سرع. يابدميكاهش 0.25همگرايي به سرعتبازيافتي ندارد ويدان تنشسرعت همگرايي م

qسرعت همگرايي بالا با مقادير بزرگتر ، هرچند در اين روش يابدهمگرايي با مش تطبيقي بهبود مي

نمايش داده شده ) 2-31(در شكل LPبه روش صفحه تركدار سرعت همگرايي در . آيدميبدست 

.است

)*درصد كلي پارامتر همگرايي 2- 2جدول  )R η با استفاده از دو روش 1در مسئلهSPR وLP
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)گرهي9المان (L9با المان ) الف(

)المان مثلثي خطي(T3با المان ) ب(

سرعت همگرايي در صفحه تركدار به روش 31- 2شكل 

دومفصل 
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تاثير استفاده از ناحيه مرزي در تنش بازيافت)2

توان مينتايج بدست آمدهبا توجه به . گذاردبتنهايي تاثيري در جواب نميهاي مرزي ناحيهاستفاده از

طرح مورد استفادهمقابلدر تاثير زيادي حل دقيق و نرميكه در حالت كلي نوع المان نتيجه گرفت

در ناچيزبهبودناحيه مرزي مقدار ودرجه دوالمان در استفاده ازصفحه سوراخداردر.جواب داردبر 

دن سايز ناحيه در اطراف مرز باشد، كه درممكن است دليلش كوچك بو. دهدرخ ميش بازيافتتن

.قابل مشاهده خواهد بود)3- 2(جدول 

η*بر پارامتر خطاي نسبي در دو روش مرزي تاثير شرايط 3- 2جدول 

LPو SPR,REPمقايسه ميان سه روش بازيافت  )3

ي در حالت. باشدميشبيه به يكديگر بسيارسرعت همگرايي همه روشها ،شودمياستفاده q=pزمانيكه

.يابدميافزايش مي مقدار كLPو REPهايروشدرسرعت همگرايي ،باشدميهموارحل دقيقكه 

.آيدبدست ميميدان تنش فوق همگرا براي همه روشها شودهرچند وقتي مش تطبيقي استفاده 

در نرم خطا كهنتيجه گرفتتوان مياز نتايج عددي .باشدميqه روش وابسته به مقدارسهمگرايي 

باشد و مش q>pكه زمانيكهبويژه،باشدميSPRو LPاغلب بيشتر از روش هاي REPروش 

د وقتي ندهمينتايج عددي نشان .نمائيدميمشاهده را )4-2(نتايج در جدول .يكنواخت استفاده شود

q=p در صفحه سوراخدار روشدگردمياستفاده ،LP دقت ميدان ،باشدميبهتر از دو روش ديگر

.باشدميREPروش بهتر از SPRروش  نش درت

باشد و از كارآيي يكديگر ميشبيه به بسيارLPو SPRدو روش ازنتايج بدست آمده در صفحه تركدار
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را نشان q=pخلاصه حالت )5-2(جدول .باشندبرخوردار ميREPروش بهو دقت بهتري نسبت

.داده و در هر حالت بهترين جواب  مشخص شده است

بدون ناحيه مرزيη*مقايسه سه روش توسط پارامتر خطاي نسبي 4- 2جدول 

و اي صفحه سوراخدار استفاده شود با تركيب مناسب درجه چند جملهبراي pوقتي مقادير بزرگتر  

REPبراي روش . جواب شودبهبود باعث تواند ميدراكثر مواردLPروش ،هاي مرزياستفاده از ناحيه

صفحه براي . شودميمشاهده نSPRت و سرعت همگرايي برتري سيستماتيك نسبت به دقنسبت به 

برخي در حاليكه در نشدهمشاهده SPRدر مقابل REPتركدار برتري محسوسي در استفاده از روش

.شودمشاهده ميLPروش دربهبودهاي قابل توجهيموارد

توان، تخمين خطا با قابليت اعتماد بالا ميq=pكه براي هر سه روش در حالت باشدشايان ذكر مي

.براي تحليل اجزاي محدود انجام شود

به منظور ارزيابي كارآيي روش و اينكه بتوان از روش بعنوان تخمين كننده استفاده شود شاخص تاثير 

Θ شودتعريف مي) 47-2(را مطابق رابطه.
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)2-47                 (
e
e

Ω

Ω

Θ =

eكه در آن
Ω

eونرم خطاي حل اجزاي محدود :
Ω

.باشندمينرم خطاي حل دقيق : 

براي حالت هاي مختلف نشان Θمقادير)6-2(در جدول . باشدمييكنزديك بهΘدر اكثر موارد

.داده شده است

بندي،براي آخرين مشη*مقايسه سه روش توسط پارامتر خطاي نسبي 5- 2جدول 

بدون ناحيه مرزي با مشخص نمودن بهترين جواب

جزئيات انجام روش براي يك درجه مشابه كهدهدمينشان ها محاسبات  مورد نياز براي روشدر انتها

به بيان ديگر در اين حالت . باشدميسريعترنسبت به دو روش ديگر SPRبراي چند جمله ايها روش 

(CPU)استفاده از مركز محاسبات كامپيوتر نياز بهSPRتر از يشبREP30%و LP20%روش

.يابددر نتيجه به همان نسبت زمان محاسبات افزايش مي.هستند
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شاخص تاثير براي حالت مختلف6- 2جدول 

نتيجه گيري و جمع بندي-2-5

و مينيمم مربعات متحرك معرفي شد، كه هر دو روش از LPدر اين فصل دو روش بازيافت تنش 

با دو روش معروف و LPبا توجه به اينكه در روش . باشندروشهاي موثري در بازيافت تنش مي

تواند انتخاب مناسبي جهت توسعه در تحليل پركاربرد مقايسه شده و نتايج قابل قبولي داشته مي

.ايزوژئومتريك باشد

در استفاده از .تنش مقايسه شده در بخش آخر كاركردي شبيه يكديگر دارندهر سه روش بازيافت 

در. شودو صحت به دو روش ديگر ترجيح داده مياز نظر دقتLPروش ايچندجملهبالاتر اتدرج

SPRروش دقيقي نسبت بهميدان تنش بازيافت LPو REPدو روش همواربا حل دقيق ائليمس

با استفاده از درجات LPشبيه به روش SPRتر در درجات پائينصحت تنش بازيافتي .نمايندايجاد مي

مرتبه بالاتربه عبارت ديگر اگر . باشديتواند انتخاب مناسبميLPو SPRهر دو روش .باشدميبالا 

در SPRبا توجه به اينكه روش . شودميترجيح داده LPروش استفاده نماييمرا ها ايچند جمله
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با توجه به نتايج مقايسه و LPتحقيقات قبلي در محيط تحليل ايزوژئومتريك توسعه يافته است، روش 

استفاده از باقيمانده معادله تعادل، بعنوان روش مناسب جهت توسعه در محيط ايزوژئومتريك انتخاب 

.گرددمي



سومفصل 

روش تحليل  ايزوژئومتريك
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مقدمه-1-٣

در اين فصل به توضيح روش تحليل ايزوژئومتريك بعنوان يك روش نوپا در روشهاي عددي پرداخته 

كه پرداختن باشدعلي رغم جديد بودن روش، روشي گسترده با تعاريف و جزئيات فراوان مي. شودمي

. باشدبه صورت كامل بر مفاهيم آن در اين تحقيق مورد نظر نمي

شود و در برخي موارد كه براي در اين فصل بصورت كلي به توضيح روش ايزوژئومتريك پرداخته مي

ها تحليل، منحنيكلياتي در مورد محيط. شودباشد، به جزئيات نيز پرداخته ميروش بازيافت لازم مي

در . شودورد استفاده در روش ارايه شده و نحوه استفاده از اين سطوح در تحليل بيان  ميو سطوح م

آخر نحوه بكارگيري روش كار مجازي براي تحليل ايزوژئومتريك ارايه شده و فرمول بندي روش براي 

.گرددتحليل مشخص مي

كه به نوعي در ارتباط با در اين فصل به بررسي مفاهيم مورد استفاده در روش تحليل ايزوژئومتريك 

.شودباشد، پرداخته ميروش بازيافت مي

روش ايزوژئومتريك -3-2

از جمله . اندبا پيشرفت سريع علوم و تكنولوژي، روشهاي عددي توسعه و تنوع چشمگيري يافته

بر مفهوم تحليل ايزوژئومتريك. را نام برد»روش تحليل ايزوژئومتريك«جديدترين اين روشها مي توان 

زمان . باشدهاي هندسه كامپيوتري، روش اجراي محدود و روش تفاضل محدود ميگرفته از روش

ها روي كاغذ قبل از ورود كامپيوتر ابتدا طرح. ها شده استطولاني نيست كه كامپيوتر وارد طراحي

1كامپيوتربه كمكمهندسيبا ورود كامپيوتر، ايده . گرفتپياده شده و سپس تحليل روي آن انجام مي

% 80در حال حاضر اين مرحله . هاي مناسب براي تحليل در كامپيوتر آماده گرديدمطرح شد و فايل

. باشددهد و در مسايلي با هندسه پيچيده تر اين زمان بيشتر ميزمان طراحي را بخود اختصاص مي

1 Computer Aided Engineering
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ح در يك مرحله هاي ايجاد روش ايزوژئومتريك انجام دو مرحله توليد و تحليل طريكي از ايده

بدون داشتن طرح دقيق از مدل و مش بندي تطبيقي رسيدن به جواب با دقت بالا غير . باشدمي

.]25[بايست طرح و تحليل با هم ارتباط دو سويه داشته باشندباشد و ميممكن مي

با توجه با . ]26[ايده روش ايزوزئومتريك  توسط هيوز و همكارانش مطرح گرديد2005در سال  

هاي زيادي بر روي آن رابطه طرح و تحليل اين روش مورد استقبال قرار گرفت و تحقيقات و پژوهش

هدف اصلي تحقيقات پر نمودن گپ ميان طراحي و تحليل بود، بطوريكه . بويژه در اروپا صورت گرفت

كه انجام توامان طراحي و ICADA1ميليون دلار صرف پروژهايي با عنوان 5سال مبلغ 5در مدت 

سرانجام با توجه به قابليت اعتماد و دقت بالا مورد پذيرش قرار . تحليل توسط كامپيوتر بود، هزينه شد

.]25[گرفت

اي نه هاي منحصر به فرد و مناسبي است كه شايد در آيندهتحليل ايزوژئومتريك، بالقوه داراي ويژگي

وجود .ددي متداول نظير اجزاي محدود و نقاط محدود شودچندان دور بتواند جايگزين روشهاي ع

برخي معايب در روش اجزاي محدود، از جمله وجود خطا در تعريف مرزهاي مسائل با هندسه پيچيده 

، تغييرات شديد در بارگذاري، تغييرات خواص مصالح و نيز نياز به توليد مكرر شبكه المانها در برخي 

تفاوت تعريف مرز در اجزاي 1- 3بعنوان نمونه شكل . باشدن روش ميمسائل از جمله علل ابداع اي

گردد در دهد، همانگونه كه ملاحظه ميمحدود و ايزوژئومتريك را براي مرزي داراي انحنا را نشان مي

.تر وجود داردتحليل ايزوژئومتريك دقت بالايي در مرزهاي پيچيده

در ايزوژئومتريك) ب(در اجزاي محدود                    )الف(

]26[نحوه مدل نمودن مرز در تحليل ايزوژئومتريك و اجزاي محدود1- 3شكل 

1 Integrated Computer Aided Design and Analysis
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تواند براي باشد كه ميروش ايزوژئومتريك داراي بعضي مفاهيم مشترك با روش اجزاي محدود مي

هاي مختلف علوم و مهندسي، از جمله ديفرانسيل جزئي حاكم در حوزهمعادلاتحل مسائل

دليل . در اين روش از تكنيكهاي طراحي به كمك كامپيوتر استفاده شده است. يسيته، به كار رودالاست

اينكه روشهاي طراحي به كمك كامپيوتر تاكنون در روش اجزاي محدود به صورت گسترده وارد نشده 

اي آغاز پيدايش روشه. باشداست مربوط به اختلاف زماني، در پيدايش اين دو نسبت به يكديگر مي

ميلادي بوده است در حالي كه روشهاي طراحي به كمك 1960تا 1950اجزاي محدود در سالهاي 

.]26[شكل گرفته اند1980تا 1970كامپيوتر بعدها در حدود سالهاي 

. باشدمي1هاي نسبي غير يكنواختاسپلاين-اي كه در اين روش معرفي شده است بر اساس بيايده

ها و اسپيلاين و نربز در تعريف دقيق منحني-از خواص توابع پايه بيدر اين روش ضمن استفاده

.سطوح، از آنها جهت درونيابي و تقريب سازي نيز استفاده مي شود

اسپلاين -ها و سطوح بيدر ادامه جهت آشنايي بيشتر با مفاهيم روش ايزوزئومتريك، به معرفي منحني

.شوديك پرداخته ميو نربز و همچنين فرمولبندي روش ايزوژئومتر

اسپلاين و نربز-بي-3-2-1

ن و نربز پرداخته ياسپلا-يو سطوح بهايمنحنياز، به معرفين بخش به طور خلاصه و در حد نيدر ا

.شوديشنهاد ميپ]27[شتر، مراجعه به مراجع يبييآشنايبرا. شوديم

شوند، كه ا درجه معلوم نمايش داده ميايي بها را با يك چندجملهدانيم اغلب منحنيهمانطور كه مي

باشند، بطور مثال هنگامي كه از تعداد زيادي نقطه قصد برازش اينگونه نمايش داري معايبي مي

كه اين امر . بايست از درجات بالاتر استفاده نماييمتر ميمنحني داشته باشيم و يا در اشكال پيجيده

ها براحتي قابل ن قابليت كنترل محلي در اين منحنيدر ضم. باعث افزايش حجم محاسبات خواهد بود

.باشدانجام نمي

1 Non-Uniform Rational B-splines(NURBS)



روش تحليل  ايزوژئومتريكسومفصل 

68

تعريف 1)ناحيه(در يك فضاي پارامتري هااسپيلاين- بي. ساخته مي شوندهااسپلاين-نربزها از بي

يك بردار . مذكور دامنة مدلسازي شده را به چندين زير دامنه تقسيم مي كنندنواحي. شوندمي

.]27[شوديل مير تشكيمختصات به صورت زيك سرياز يك بعدييپارامتريدر فضا2گرهي

)3 -1({ }, , ..., , 1, 2, ..., 11 2 1 1 i n pn p i iξ ξ ξ ξ ξΞ = ≥ = + ++ + +

اسپلاين به -تعداد توابع شكل تشكيل دهنده بيnدرجه چند جمله اي و pامين گره، iξiكه در آن

نوع خاصي از مختلفي از بردارهاي گره اي وجود دارد ولي در اين بحث فقط ازانواع .شمار مي رود

اين نوع بردارها به فرم . استفاده مي كنيم) 4يا باز(3بردارهاي گره اي بنام بردارهاي گره اي نامتناوب

:زير نشان داده مي شوند

)3 -2(� 1 1
1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p
p p

a a b bξ ξ+ − −
+ +

  Ξ =  
  

���

)كه با pاسپلاين از درجه امين تابع پايه اي بيiدر اين صورت  ),N i p ξشود بصورت نشان داده مي

:]36[شودزير تعريف مي

)3 -3(

( ) 1 1
,0 0

if i iN i otherwise

ξ ξ ξ
ξ

≤ < +=




( ) ( ) ( )1
, , 1 1, 1

1 1 1

i piN N Ni p i p i p
i i i p i

ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−− + +
= +− + −− −+ + + +

:]27[بصورت زير تعريف مي شودPاسپلاين از درجه -با استفاده از تعاريف بالا، منحني بي

1 Patch
2 Knot Vector
3 Nonperiodic knot vector
4 Open
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)3 -4(( ) ( ),
0

n

i p i
i

C N P a bξ ξ ξ
=

= ≤ ≤∑

( )ξC است كه در آن 1اييك منحني چند جمله اي قطعه{ }iP نقاط كنترلي و( ){ },i pN ξ توابع

0aبا فرض)2- 3(اسپيلاين هستند، كه روي بردار گره اي نامتناوبي بصورت رابطه -پايه اي بي و=

1b .تعريف مي شوند=

1nدرجه توابع پايه،  pاگر 1mتعداد نقاط كنترلي و + ها باشند، آنگاه مي توان رابطه تعداد گره+

1m n p= + . باشدبراي سطوح نيز رابطه در هر دو جهت برقرار مي. را براي آنها نوشت+

:]27[شوديف مير تعرين بصورت زياسپلا-يسطوح ببه طرز مشابهي 

)3 -5(( ) ( ) ( ), , ,
0 0

,
n m

i p j q i j
i j

S N N Pξ η ξ η
= =

= ∑∑

:كه در آن

)3 -6(� � � �1 1 1 1
1 1 1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1 , 0,...,0, ,..., ,1,...,1q s q p r p
q q p p

η η ξ ξ+ − − + − −
+ + + +

      = Ξ =   
      

H

1rدارايΞبطوري كه بردار گره اي  1sداراي Hگره و+ .گره مي باشد+

:]27[شودبصورت زير تعريف مي pيك منحني نربز از درجه

)3 -7(( )
( )

( )

,
0

,
0

n

i p i i
i
n

i p i
i

N w P
C a b

N w

ξ
ξ ξ

ξ

=

=

= ≤ ≤
∑

∑

}كه در آن }iP،نقاط كنترلي{ }iwنقاط كنترل ووزن( ){ },i pN ξاسپلاين از -توابع پايه اي بي

.شوندتعريف مي)2- 3(كه بر روي بردار گره اي بصورت رابطههستند،pدرجه 

1 Piecewise polynomial curve
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باشد، بصورت زير qاز درجه η، و در جهت pاز درجهξو در نهايت، يك سطح نربز كه در جهت 

:]27[شودتعريف مي

)3 -8(( )
( ) ( )

( ) ( )

, , , ,
0 0

, , ,
0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j
i j
n m

i p j q i j
i j

N N w P
S

N N w

ξ η
ξ η ξ η

ξ η

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑

}در عبارت فوق },i jPشبكه نقاط كنترلي مي باشد كه در دو جهت تعريف شده است؛ همچنين

{ },i jwها و وزن( ){ },i pN ξ و( ){ },j qN ηاسپلاين هستند كه بر روي - توابع پايه اي بي

اگر توابع پايه اي نسبي )8- 3(در رابطه.تعريف شده اند)6-3(هاي گره اي به صورت رابطه بردار

:اي را بصورت زير تعريف كنيمقطعه

)3 -9(( ) ( ) ( )

( ) ( )
, , ,

,

, , ,
0 0

, i p j q i j
i j n m

k p l q k l
k l

N N w
R

N N w

ξ η
ξ η

ξ η
= =

=

∑∑

:خواهيم داشت

)3 -10(( ) ( ), ,
0 0

, ,
n m

i j i j
i j

S R Pξ η ξ η
= =

= ∑∑

yوxشبكه نقاط كنترلي و سطح نربز بدست آمده از آن با توابع پايه درجه دو در جهت 1- 3شكل در 

.شودمشاهده مي
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سطح نربز) ب(شبكه نقاط كنترلي) الف(

.]26[به آن با توابع پايه درجه دومربوطشبكه نقاط كنترلي و سطح نربز 2- 3شكل 

بندي روش ايزوژئومتريكفرمول-3-2-2

به منظور تحليل يك محيط پيوسته در ايزوژئومتريك، بايد آن محيط را به يك محيط گسسته تبديل 

.پذيردصورت مينقاط كنترلي نربز نمود، اين عمل در روش ايزوژئومتريك با استفاده از 

به همراه نقاط كنترلي و همانطور كه در بخش قبل اشاره شد، سطوح نربز از يكسري توابع پايه

نقاط كنترلي تشكيل دهنده شبكه اي از نقاط هستند و يك رويه . هاي گره اي تشكيل شده استبردار

توان تعريف اي، با مشخص نمودن نقاط كنترلي آن مينربز را در صورت معلوم بودن بردارهاي گره

.نمود

محاسبه و ، در نقاط كنترلي )تغيير مكان(بطور كلي در روش ايزوژئومتريك مقدار مجهول مسئله 

.شودسپس به وسيلة توابع پايه اي نربز براي بقيه نقاط محاسبه مي

شوند كه مولفه هاي  اول و دوم  مختصات  اين  نقاطدر اين روش نقاط كنترلي طوري انتخاب مي

),x yP P( اين نقاط              ، بتوانند هندسه مسئله را برآورد كنند؛ در اينصورت مولفة سوم مختصات

)zP (اي نربز، نشان دهندة شود كه درونيابي بين اين نقاط به وسيله توابع پايهطوري محاسبه مي

xyتوان رويه اي تشكيل داد كه تصوير آن روي صفحة تغيير مكان آن نقطه باشد؛ در حقيقت مي

نشان دهندة مجهول xyنسبت به صفحه) z(هندسه مسئله و ارتفاع رويه در هر نقطه نشان دهندة 

.باشد) تغيير مكان(مسئله در آن نقطه 
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اگر هر مولفة تغيير مكان در دامنه مسئله به صورت يك صفحه در نظر گرفته شود در اينصورت با 

توان صفحة مربوط به هر مولفة تغيير مكان را در حالت دو بعدي به صورت فهوم نربز مياستفاده از م

:زير نمايش داد

)3 -11(
( )
( ) , ,

,
ˆ

, i j i j
i j

u x y
R

v x y

  = ≈ = 
  

∑∑u u P

i,در رابطه بالا jP بردار مولفه هاي سوم مختصات نقاط كنترلي نربز در جهتu وvباشد كه به مي

i,. رودعنوان تنها پارامتر مجهول براي تعيين صفحة هر مولفة تغيير مكان به شمار مي jR توابع ،

.اي نربز هستند كه عملكردي شبيه توابع شكل در اجزاي محدود دارندپايه

0(همچنين با در نظر گرفتن دستگاه مختصات نرمال  , 1ξ η≤ :داريم) ≥

)3 -12(
( )
( )

( )

( )

, ,
0 0

, ,
0 0

,
,

, ,

n m

i j u i j
i j

n m

i j v i j
i j

R
u

v R

ξ η
ξ η

ξ η ξ η

= =

= =

 
     = =   

    
  

∑∑

∑∑

P
u

P

باشند؛ در اينصورت به دليل خاصيت بازة تاثير توابع نربز، تنها تعداد محدودي از اين توابع غير صفر مي

:معادل است با)12-3(رابطه 

)3 -13(
( )
( )

( )

( )

, ,

, ,

,
,

, ,

ji

k l u k l
k i p l j q

ji

k l v k l
k i p l j q

R
u

v R

ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

= − = −

= − = −

 
     = =   

    
  

∑ ∑

∑ ∑

P
u

P

:باشدبه صورت زير مي)13- 3(فرم ماتريسي رابطه 

)3 -14(.=u R P

ماتريس توابع پايه اي نسبي نربزRماتريس ستوني تغيير مكان هاي نقاط كنترلي، uدر رابطه بالا 
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:باشندنقاط كنترلي به صورت زير ميماتريس ستونيPو 

)3 -15(,
, ,

Ti j
i j i ju v =  u

)3 -16(( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0
0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R
R R R

ξη ξη ξη
ξη ξη ξη

− − −

− − −

 
= 
 

R

)3 -17(, , , , , ,... ...
T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P− − − − − − =  P

:شودبعد از محاسبه تغيير مكانها ماتريس كرنش به صورت زير محاسبه مي

)3 -18(ε =Lu

براي مسائل دو بعدي بصورت زير باشد كه عملگر ديفرانسيل ميLبردار تغيير مكان و uدر اين رابطه 

:شودتعريف مي

)3 -19(

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
 ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

L

:شودماتريس كرنش به صورت زير محاسبه مي)14-3(با جايگذاري رابطه 

)3 -20(ε = BP

B=كه در آن  LRباشدمي.

با فرض وجود رفتار خطي كشسان، رابطة بين تنش ها و كرنش ها خطي و بصورت زير همچنين 
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:شودمحاسبه مي

)3 -21(( )0 0σ ε ε σ= − +D

ماتريس كشساني است كه براي مسائل Dو كرنش اوليه0ε، تنش پسماند0σ)21-3(در رابطة 

:باشدتنش مسطح به صورت زير مي

)3 -22(
( )

2
1

2

1 0
1 0

1
0 0

E

ν

ν
ν

ν −

 
 =  −
  

D

در ادامه همانند روش اجزاي محدود با استفاده از رهيافت كار مجازي به تشكيل ماتريس سختي 

.پردازيممي

نيروهاي سطحيtونيروهاي كالبديΩ،bمرزهاي مسئله مورد نظر با دامنة Γدر صورتي كه 

:باشد، با استفاده از روش كار مجازي داريم

)3 -23(0
TT Td d dδ δ δ

Ω Ω Γ
Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ε σ u b u t

:داريم)20-3(و )14- 3(با جايگذاري روابط 

)3 -24(0T T T T T Td d dδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫P B σ P R b P R t

δبا حذف همچنين  P خواهيم داشت)21- 3(و استفاده از رابطة:

)3 -25(0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ=∫ ∫ ∫ ∫ ∫0B Dε B Dε B σ d R b R t

:داريم)20-3(و با جايگذاري رابطة 
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)3 -26(0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0B DBP B Dε B σ d R b R t

:شودبه صورت زير نوشته مي)26-3(تنش و كرنش اوليه رابطه در صورت عدم وجود 

)3 -27(=KU F

نيروهاي خارجي Fو ) تغيير مكان ها(مجهولات مسئله U،)سختي(ماتريس ضرايب Kكه در آن

:شوندباشند؛ كه بصورت زير تعريف ميوارده بر زير دامنه مي

)3 -28(T d
Ω

= Ω∫K B DB

)3 -29(T Td d
Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫F R b R t

.شوندمحاسبه مي)  تغيير مكان ها(مجهولات مسئله )27-3(و در نهايت با حل دستگاه معادلات 

در . شودميدر روش ايزوژئومتريك از توابع شكل مشابهي براي تقريب هندسه و تحليل مسئله استفاده 

اين صورت، نقاط كنترلي و بردار گرهي يكساني براي مدلسازي هندسي مسئله و همچنين تقريب تابع 

:شودبنابراين هندسه مسئله نيز به صورت زير تعريف مي. رودمجهول به كار مي

)3 -30(
( ) ( )

( ) ( )

, ,
0 0

, ,
0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j
i j

n m

i j y i j
i j

x R P

y R P

ξ η ξ η

ξ η ξ η

= =

= =

=

=

∑∑

∑∑

ξ,كه در آن  ηمختصات نرمال هستند مولفه هاي), 10 ξ η≤ ,، و )≥ ,,y i j x i jP P به ترتيب اولين و

.باشنددومين مؤلفه هاي مختصات نقاط كنترلي مي

. ودشدر اين روش براي حل عددي انتگرال ماتريس سختي از روش انتگرال گيري گوس استفاده مي
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بدين منظور نياز به المان بندي دامنة مسئله داريم، تا بتوانيم از نقاط گوس و وزن هاي ارائه شده براي 

عمل المان بندي در ايزوژئومتريك با استفاده از دهانه هاي . المان هاي چهارضلعي استفاده كنيم

]بطوري كه هر زير مجموعه بصورت. پذيرداي نربز انجام ميگره ] [ ]1 1, ,i i i iξ ξ η η+ نربزالمانيك ×+

.نمونه اي از اين المان بندي نشان داده شده است3-3شكل در . شودناميده مي

]26[المان هاي ساخته شده به وسيله دهانه هاي گره اي نربز3-3شكل 

:شودماتريس سختي هر زير دامنه بصورت زير ارائه ارائه مي)28-3(مطابق رابطة 

)3 -31(( ) ( ), ,
patch

T
patch dξ η ξ η

Ω
= Ω∫∫K B DB

)كه در آن  ),ξ ηBشودبصورت زير تعريف مي:

)3 -32(

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

B LR

x,نسبت به Rبنابراين براي حل انتگرال ماتريس سختي به مشتقات  y در دستگاه مختصات كلي

نياز داريم؛ كه براي ارتباط بين دستگاه مختصات كلي و فضاي پارامتري نربز، ژاكوبين زير را تعريف 

:كنيممي
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)3 -33(1

x y

x y
ξ ξ

η η

∂ ∂ 
 ∂ ∂ =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J

:بنابراين داريم

)3 -34(1
1

x

y

ξ

η

−

∂ ∂ 
   ∂∂   =   ∂ ∂   

∂   ∂   

RR

JR R

كه در آن 
ξ

∂
∂
R و

η
∂
∂
Rرا )31-3(توان رابطه بنابراين مي. باشندمشتقات جزئي توابع پايه اي نربز مي

:بصورت زير نوشت

)3 -35(( ) ( ) 1, , det
patch

T
patch d dξ η ξ η ξ η

Ω
= ∫∫K B DB J

در المان هاي چهار ضلعي نقاط . باشددر اينصورت نياز به مقدار تابع داخل انتگرال در نقاط گوس مي

مشخص شده است، بنابراين نياز به يك نگاشت 1گوس در دستگاه مختصات نرمان يا سرنديپيتي

ام را به دستگاه مختصات نرمال iباشد كه مختصات نقاط ارائه شده در دستگاه سرنديپيتي المان مي

)زيردامنه نربز  ),ξ ηگيري باعث ايجاد ژاكوبيني بصورت زير اين نگاشت در انتگرال. منتقل كند

:شودمي

)3 -36(2 2,r r d d drds

s s

ξ η

ξ η
ξ η

∂ ∂ 
 ∂ ∂= = 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J J

1- Serendipity coordinate
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:كه در آن

)3 -37(
( )

( )

1

1

1 , 0
2

10 ,
2

i i

i i

r r

s s

ξ ηξ ξ

ξ η η η

+

+

∂ ∂
= − =

∂ ∂
∂ ∂

= = −
∂ ∂

به فرم نهايي زير در دستگاه مختصات سرنديپيتي المان نوشته )35-3(بنابراين رابطه  ماتريس سختي

:شودمي

)3 -38(( ) ( )
1 1

1 21 1
, , det detT

patch r s r s drds
− −

= ∫ ∫K B DB J J



چهارمفصل 

در LPبازيافت تنشتوسعه روش

تحليل ايزوژئومتريك
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مقدمه-4-1

. شوددر اين فصل به شرح توسعه يك روش بازيافت تنش در محيط تحليل ايزوژئومتريك پرداخته مي

در اجزاي محدود بطور LPروش . در اجزاي محدود مي باشدLPايده اين روش برگرفته شده از روش 

در اين فصل. دلايل انتخاب اين روش در فصل دوم بررسي گرديد. كامل در فصل دوم شرح داده شد

در اين روش ميدان تنشي . شودبندي آن در تحليل ايزوژئومتريك پرداخته ميبه توسعه روش و فرمول

اين ميدان تنش در . گيريمايي نريز در پارامترهاي مجهول تنش بازيافتي در نظر مياز ضرب توابع پايه

عي كه از دو جز  تشكيل با استفاده از مينيمم نمودن تاب) شودكه توسط المانها ساخته مي(هايي ناحيه

يك جز اين تابع مجموع مربعات اختلاف تنش ايزوژئومتريك با تنش . شودشده است تعيين مي

با مينيمم نمودن تابع مذكور . باشدبازيافت و جز ديگر، باقيمانده معادله تعادل در روش كارمجازي مي

ايي كه براي ميدان ه به رابطهبا مشخص شدن پارامترها با توج. شودپارامترهاي مجهول تعيين مي

. گردد، تنش بازيافتي در هر نقطه در دامنه مسئله براي ما مشخص خواهد شدتنش بازيافت ارايه مي

تعريف ميدان تنش بازيافت- 4-2

به همين منظور سه مولفه . بايست تنش بازيافتي را در محيط ايزوژئومتريك تعريف نماييمابتدا مي



ارايه نتايجپنچمفصل 

81

.گرددتعريف مي1-4متريك همانند رابطه تنش در محيط ايزوژئو

,

11
*

,
1 1

( , )
yx

i j

nn

x i j x
i j

R u v Pσ
++

= =

= ∑ ∑

)4 -1(
,
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*

,
1 1

( , )
yx

i j

nn

y i j y
i j

R u v Pσ
++

= =

= ∑ ∑

,

11
*

,
1 1

( , )
yx

i j

nn

xy i j xy
i j

R u v Pσ
++

= =

= ∑ ∑

در yراستايتعداد نقاط كنترل در  (ny+1)و xدر راستايتعداد نقاط كنترل  (nx+1)در روابط بالا

نقاط به ترتيب مولفه سوم Pxyو Px ،Pyنربز و ) همان توابع شكل(ايي توابع پايهRهر ناحيه، 

در رابطه بالا هر نقطه كنترل داراي . مي باشندxyو yو xدر جهت كنترل مربوط به هر مولفه تنش 

باشد، كه دو مولفه اول آن موقعيت نقاط كنترل را نشان داده و مولفه سوم با قرار گرفتن سه مولفه مي

با توجه به موقعيت هندسي نقاط بخشي از . نمايددر روابط بالا سطح تنش در آن راستا را ايجاد مي

نقاط كنترل در بدست آوردن تنش در آن نقطه تاثير گذار بوده و همه نقاط كنترل در تعيين تنش در 

باشد و در هر م ميدر روابط بالا توابع پايه نربز و محل نقاط كنترلي معلو. شودآن نقطه استفاده نمي

با مشخص شدن سه مولفه تنش براي هر نقطه . باشدكدام از روابط مولفه سوم نقاط كنترل مجهول مي

. شودميدان تنش براي سه جهت تعيين مي) مجهولات(كنترل

توسعه فرمول بندي روش بازيافت در محيط ايزوژئومتريك-4-3

يزوژئومتريك توسط برنامه نوشته شده حل شده و براي شروع بازيافت تنش ابتدا مسئله در محيط ا

پس از . شودشوند، در ادامه عمل بازيافت بر روي ميدان تنش حاصل انجام ميها تعيين ميتنش

.شودبندي روش ارايه ميتعيين مقادير تنش و تعريف ميدان تنش بازيافت روند بازيافت و فرمول

.آيدبدست مي2-4همگرا از رابطه يك، خطا در نقاط فوقبا توجه به در اختيار داشتن تنش ايزوژئومتر

)4 -2                       (
,

11
*

,
1 1

( , ) ( , ) ( , )( , )
yx

i i iso i i iso i ii j

nn

i j
i j

e x y x y x yi R u v Pσ σ σ
++

= =
= − = −∑ ∑
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خطاي نقاط گسسته eiتنش بازيافت منتسب به ناحيه وσ*تنش ايزوژئومتريك وisoσكه در آن

تعداد نقاط كنترل در بترتيب (ny+1)و  (nx+1)در رابطه بالا همچنين . فوق همگرا خواهد بود

بايست براي رابطه بالا مي. باشندمينيز مختصات نقاط گاوس yiو xiناحيه و هر برايyو xراستاي 

درجه توابع پايه تنش بازيافتي در برخي با بالارفتن . تمام نقاط فوق همگرا واقع در ناحيه محاسبه شود

حالات عدم ارضاي معادله تعادل مشاهده شده و در نتيجه شرط باقيمانده معادله تعادل نيز در تعيين 

با استفاده از روش كار مجازي و انرژي پتانسيل كمينه عبارت . ]17[شودتنش بازيافت وارد مسئله مي

.ودشبرابر با صفر قرار داده مي4-3رابطه 

4 -3T f 0T T T

V S V

dV u dS u dVδ δε σ δ δΠ = − − =∫ ∫ ∫

حال با جاگذاري ميدان تنش بازيافتي تعريف شده  به جاي تنش در رابطه بالا و در نظر گرفتن 

.خواهد شد4-4بازنويسي شده و همانند رابطه 3-4جابجايي و كرنش مجازي رابطه 

)4 -4(
*

p p p

T T T

residual

V S V

dV dS dVδ δ σ δ δΠ = − −∫ ∫ ∫ε u T u f

:كه در آن

δ ε :            بردار كرنش مجازيδ u :         بردار تغيير مكان مجازيf :             بردار نيروي پيكره

T :                بردار نيروي سطحيVp :                        حجم ناحيهS p :       سطح مرز ناحيه

) 5-4(ايي نربز توسط روابط رابطه ميان تغيير مكان مجازي و كرنش مجازي در محيط توابع پايه

.گرددمشخص مي

)4 -5                 (pδ δ=u R q

pδ δ=ε B q

بردار عملگر ديفرانسيل بر روي B، ردار تغيير مكان مجازي در نقاط كنترل بpδqكه در روابط بالا 
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δايي نربز وبردار توابع پايهRايي نربز ،توابع پايه εباشندكرنش در نقطه مورد نظر مي.

جملات دوم و گردد، بطوريكه جمله اول را بعنوان ترم اول و مجموعدر دو ترم تعيين مي4-4رابطه 

و تنش بازيافتي 5- 4ترم اول رابطه با جاگذاري رابطه . شوندسوم را بعنوان ترم دوم در نظر گرفته مي

.خواهد بود6-4بصورت رابطه 

)4 -6                            (
* ( )

p p

T T T T
p p

V V

dV q dV qδε σ δ δ= =∫ ∫ B R P CP

p

T

V

dV= ∫C B R

تعيين ) 7-4(در مجموع جملات دوم و سوم رابطه5- 4قراردادن رابطه با4- 4در ادامه ترم دوم رابطه 

:گرددمي

)4 -7(
p p

T T T
p p

S V

dS dVδ δ δ+ =∫ ∫u T u f q F

p p

p

T T

S V

N dS N dV= +∫ ∫F T f�

در محيط Fpبراي تعيين . ]17[باشدميLPمطابق با رابطه مقاله روش Fpرابطه ارايه شده براي

استفاده 8- 4مقاله آقاي برومند در اين زمينه، مطابق رابطه ايزوژئومتريك از رابطه ارايه شده در 

.]15[شودمي

)4-8(
p

p
T

iso
V

dVσ= ∫F B

ودن و جاگذاري آنها در باقيمانده معادله تعادل و پس از مرتب نم4-4پس از تعيين دو ترم رابطه حال 

:رابطه نتيجه بصورت رابطه زير در مي آيد

)4 -9         (( )T T
residual p p p eq eq pqδ δ δ =Π = = ⇒ R CP - Fq CP - F R

و باقيمانده معادله تعادل در 2-4بايست تابعي تعريف گردد كه در آن  مجموع خطا در رابطه حال مي

در نتيجه مجموع باقيمانده معادله تعادل با ضريب بتا و مجموع مربعات خطا در . آن مينيمم گردد
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ورده شده است آ10-4كه در رابطه Fتابع . شودنقاط گسسته گاوس را بعنوان تابع در نظر گرفته مي

باشد كه با شرط مينيمم تنها مجهول در اين تابع مولفه سوم نقاط كنترل مي. بايست مينيمم شودمي

.شودشدن تابع مذكور تعيين مي

)4 -10(
1

,( )
n

T T

i i eq eq
i

i jP e e β
=

= +∑F R R

باشد، كه از ضرب تعداد مقادير نقاط ميyو xتعداد نقاط گاوس در هر دو راستاي nدر رابطه بالا 

)Pi,j(حال اگر از رابطه بالا نسبت به مولفه سوم نقاط كنترل . شودگاوس در هر راستا تعيين مي

پس از مشتق گيري و مرتب نمودن جملات با توجه به مجهول . مشتق گرفته و برابر صفر قرار دهيم

.خواهد شد11-4مسئله نتيجه همانند رابطه 

)4 -11                          (
1 1

, , ,( )
n n

T T T T
iso p

k k
i j i j i jR R Rβ σ β

= =

+ = +∑ ∑C C P C F

براي بدست آوردن مجهولات ميدان تنش بازيافتي چهار جمله معادله بالا در محيط تحليل 

پس از تعيين قسمت سمت چپ معادله و معكوس . شودايزوژئومتريك براي هر مولفه تنش تعيين مي

به همين منظور جملات معادله در . آيندجهولات بدست مينمودن و ضرب در سمت راست معادله م

. شوندفرم ماتريسي نوشته شده و محاسبه مي

تعيين جملات معادله بازيافت-4-4

را بصورت پارامتري همانند زير نوشته و در ادامه شيوه تعيين پارامترها را شرح 11-4معادله رابطه 

.شودداده مي

4 -12
 
 
 

E = A + C

F = B + D
(A + C)P = (B + D) >> E = PF >>

ابتدا نحوه . شوددر ادامه چهار پارامتر موجود در رابطه بالا جداگانه تعيين شده و در رابطه قرار داده مي
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.شودتعيين پارامترهاي سمت چپ معادله و سپس پارامترهاي سمت راست آن بيان مي

Aپارامتر -4-4-1

با توجه به . ايي نربز تعيين مي گرددرابطه بالا كه مربوط به هندسه تحليل و توابع پايهابتدا جمله اول 

آيد، بنابراين براي هر سه جهت با استفاده از مقادير توابع پايه نربز در نقاط گاوس بدست ميAاينكه 

كنترل تعيين و در نقاط گاوس بايست براي تمام نقاط اين جمله مي. باشدتنش يكسان مي

.انتگرالگيري صورت پذيرد

. خواهد بود13-4همانند رابطه Rدر يك ماتريس سطري نوشته شود، ماتريس Ri,jحال اگر تمام  

)4 -13                         (1,1 1,2 1,( 2,1 2,2 2,( 1) (( 1),( 1))1), ,..., , , ,..., ,...,
x x yxn n n nR R R R R R R+ + ++

 =  R

Rدر ماتريس  R،  ضرب ترانهاده ماتريس Aبه ماتريسذكر اين نكته ضروري است كه براي محاس

نه كه در فصل قبل اشاره شد به دليل وجود .همانگ. براي تمام نقاط گاوس در هر ناحيه صورت پذيرد

نيـز در  Rماتريسباشند و محدودي از اين توابع غير صفر ميخاصيت بازه تاثير توابع نربز، تنها تعداد 

تعداد عناصر غير صفر براي هـر نقطـه گـاوس    . شودهر نقطه گاوس براي مقادير غير صفر محاسبه مي

كـه  باشد، با توجـه بـه اين  مي (Py+1)*(Px+1)نربز در مسئله بوده و برابر وابسته به درجات توابع پايه 

 (Py+1)*(Px+1)]×[(Py+1)*(Px+1)تعدادآيد، در ترانهاده آن بدست ميRاز ضرب ماتريسAماتريس

شود، به همين ترتيب كل دامنه مسئله طي شده و مـاتريس تغيير ميدستخوشAاز عناصر ماتريس

Aشودكامل مي.

غير صفر هستند و در توليد Rاز عناصر ماتريس (py+1)*(px+1)در واقع براي هر نقطه گاوس تعداد

yو xايي نربز در راستاي بترتيب مرتبه توابع پايه (py+1)و (px+1)كه. موثر خواهند بودAماتريس

Aماتريستمامي المانهابدين ترتيب با محاسبه عناصر ماتريسها براي همه نقاط گاوس در . باشندمي

.گرددميكامل

)4 -14                                                                       (1

N
T

i =
= ∑A R R
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از ضرب تعداد نقاط گاوس در دو راستاي فضاي انتگرالگيري در هر ناحيه تعيين Nدر رابطه بالا 

شود، كه تعداد نقاط گاوس در هر راستا با توجه به تعداد المان و تعداد نقاط گاوس مورد استفاده مي

.شودبراي انتگرالگيري در هر المان تعيين مي

استفاده شده و سپس با استفاده Rماتريس ذكر اين نكته ضروري است كه در هر نقطه از فرم كامل

هاي مشترك ماتريس با مقادير قبلي آن از حاصل ضرب ترانهاده ماتريس در خودش، مقادير درايه

Aبراي تمام نقاط گاوس در ناحيه، ماتريسAبا تكرار عمليات محاسبه ماتريس. شوندجمع مي

.شودبتدريج كامل مي

Cپارامتر - 4-4-2

كه مقدار آن در حالت دو بعدي براي هر مولفه . باشدميCنياز به محاسبه ماتريس Cبراي محاسبه 

Tتنش برابر d
Ω

= Ω∫C B R خواهد بود، جهت محاسبه انتگرال به روش گاوس لازم است كه مقدار

TBحاصلضرب Rهمانگونه كه در فصل قبل اشاره شد، ماتريس . در نقاط گاوس محاسبه شودB از

.گردداعمال عملگر ديفرانسيل بر روي توابع پايه نربز تعيين مي

4 -15

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

B LR R

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0

0 , ... 0 , ... 0 ,
i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R

R R R

ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η
− − −

− − −

=
 
 
 

R

ξ,بردار گرهي است در جهت شمارنده بازهjو iدر رابطه بالا  η در فضاي نربز كه، نقطه گاوس

براي هر يك از مولفه هاي تنش به صورت زير Cبراي محاسبه ماتريس . مربوطه در آن بازه قرار دارد

در برنامه تعريف شده و ) 17- 4(مطابق رابطه Rlocalدر ابتدا ماتريس . روابط را تعريف مي كنيم

) 15- 4(مطابق رابطه . شودايي نربز براي هر نقطه گاوس در آن ذخيره ميمقادير غير صفر توابع پايه
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با اعمال . گرددامه تحليل ايزوژئومتريك دو بعدي تشكيل ميدر برن16- 4به صورت رابطه Bماتريس 

در واقع مقادير . شوندعملگر ديفرانسيل در برنامه براي هر نقطه مقادير غير صفر وارد محاسبات مي

براي هر ناحيه در درايه Cبصورت محلي براي هر نقطه گاوس تعيين شده و سپس در ماتريس كلي 

.ودشمربوط به آن قرار داده مي

4 -16

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

,

, ,

,

,

, ,

, .

,

, , .

0 . . , 0

0 . . . 0 ,

. . , ,

i p j q

i p j q

i p j q i p j q

i j

i j

i j i j

R
x

R
y

R R
y x

R
x

R
y

R R
y x

ξ η

ξ η

ξ η ξ η

ξ η

ξ η

ξ η ξ η

− −

− −

− − − −

∂

∂

∂

∂

∂ ∂

∂ ∂

∂

∂

∂
=

∂

∂ ∂

∂ ∂

 
 
 
 
 
 
 
  

B

به ترتيب Rlocal، با ضرب ترانهاده سطر اول، دوم و سوم آن در Bپس از مشخص شدن ماتريس 

در نهايت مقادير محلي محاسبه شده در ماتريس . شودمحلي محاسبه ميCxyو Cx  ،Cyماتريس 

.مربوط به هر مولفه تنش قرار مي گيرندCسراسري 

4 -17, 1, , ,, ,..., ,...,
x y x y ylocal i P j P i P j P i j P i jR R R R− − − + − −

 
  

=R

. شودبراي سه جهت تعيين ميCپس از ضرب ماتريسها، ماتريس 

بدست 18- 4براي سه جهت از روابط Cدر سه جهت، ماتريسCپس از تعيين ماتريس سراسري 

.آيدمي

4 -18* * , * * , * *T T T
x x x y y y x y x y x yβ β β= = =C C CC C C C C C
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Eپارامتر -4-4-3

كه توان از روابط زير بدست آورد را مي11- 4سمت چپ معادله Cو Aهايبا بدست آمدن ماتريس

.برابر با جمع دو ترم اول رابطه براي سه جهت است

4 -19

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

x x

y y

x y x y

i j i j i j
i j i j i j

i j i j i j

= +

= +

= +

E A C
E A C

E A C

Bپارامتر -4-4-4

براي بدست . تعريف شده استBماتريس11-4سازي جمله اول سمت راست معادله جهت ذخيره

ايي نربز در نقاط گاوس هاي ماتريس نياز به مقادير تنش ايزوژئومتريك نقاط و توابع پايهآوردن درايه

ارايه شد، نمونه برداري از حل ايزوژئومتريك Rبراي 13-4با توجه به تعريفي كه در رابطه . باشدمي

Bبراي تعيين ماتريس 20-4توان از روابط هاي نوشته شده در اين زمينه ميمهو استفاده از برنا

. استفاده نمود

4-20* * *T T T
x x iso y y iso xy xy isoσ σ σ= <> = <> =B R B R B R

Dپارامتر -4-4-5

در قسمتهاي Cرسد، با توجه به اينكه ماتريس نوبت تعيين قسمت آخر معادله مي11-4در معادله 

. باشدميFpتنها نياز به بدست آوردن Dقبلي تعيين شده است، براي تعيين 

زمينه بازيافت توسط همانطور كه در ابتداي فصل نيز اشاره شد، با استفاده از مقالات و تحقيقات در 

.توان از رابطه زير تعيين نمودرا ميFpتعادل ناحيه مقدار 

4 -21p

T
isodσ

Ω

= Ω∫F B

در هر بازه از محيط تحليل ايزوژئومتريك در برنامه تحليل دو بعدي ايزوژئومتريك بصورت TBماتريس

مي باشد، كه در ماتريس تنش هاي بدست آمده براي نقاط گاوس در هر المان ضرب مي 23-4رابطه 
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كه با ازاي هر نقطه گاوس در هر المان مقادير جديد با مقادير قبلي جمع مي شوند، لازم بذكر. شود

دستخوش تغيير خواهد شد، كه با طي Fpاز درايه هاي ماتريس  (Py+1)*(Px+1)*2است تعداد 

در انتها براي نقاط كنترل دو . خواهد بود (ny+1)*(nx+1)*2برابر Fpنمودن كل دامنه مرتبه ماتريس 

.گرددمولفه نيرو تعيين مي

4 -22

0 0

0 0

( 1 ) * ( 1 ) 1 ( 1 ) * ( 1 ) 1

( 1 ) * ( 1 ) 1 ( 1 ) * ( 1 ) 1

(0, ) 0 (2, )

0 (1, ) (2, )

. . .

. . .

. . .

(0, ) 0 (2, )

0 (1, ) (2, )

P P P P
x y x y

P P P P
x y x y

T

B j B j

B h B h

B j B j

B h B h

+ + − + + −

+ + − + + −

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

B

.آورده شده است24- 4در رابطه BTهاي ماتريس برخي از درايه

4 -23( )
0 ,

(0, ) ,
i p j q

B j R
x

ξ η
− −

=
∂

∂
( )

0 ,
(2, ) ,

i p j q
B h R

x
ξ η

− −
=

∂

∂

( )
0 ,

(1, ) ,
i p j q

B h R
y

ξ η
− −

=
∂

∂
( )

0 ,
(2, ) ,

i p j q
B j R

y
ξ η

− −
=

∂

∂

:در سه جهت تعيين مي گرددDاز روابط ذيل ماتريس Fpبا محاسبه ماتريس 

4 -24* * ** , * , *T T T
p p px x y y x y x yβ β β= = =D C F D C F D C F
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Fپارامتر -4-4-6

گردد، همانگونه كه در ذخيره ميFدر ماتريس 11-4حال مجموع دو ترم سمت راست معادله 

براي Fهاي ماتريسهاي دو ماتريس با هم جمع شده و در درايهشود درايهمشاهده مي25- 4رابطه 

.شودهر جهت ذخيره مي

4 -25

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

x x x

y y y

xy xy xy

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

= +

= +

= +

F B D

F B D

F B D

تعيين مجهولات-4-5

مجهول براي محاسبه پارامترهاي . رسدنوبت به محاسبه مجهولات مي11-4با تعيين جملات معادله 

. گردداستفاده مي26-4از روابط 

4 -26

1

1

1

x x x

y y y

xy xy xy

−= ×

−= ×

−= ×

P E F

P E F

P E F

.شودبراي هر جهت مشخص مي26- 4باشد، توسط رابطه ماتريس مجهولات كه همانند ذيل مي

4-271,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nP P P P P P P =  P

در 1-4با بدست آوردن مجهولات و با داشتن مختصات هندسي هر نقطه تنش بازيافتي توسط روابط 

.شودآن نقطه محاسبه مي
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مقدمه-55-1

بهبود جهت به عنوان يك روش توسعه يافته  LPبازيافت تنشدر اين فصل به بررسي كارآيي روش 

روش همانطور كه در فصول قبل نيز اشاره شد.شودميپرداختهتحليل ايزوژئومتريكدرميدان تنش 

به .داردقرار ) گراديان(وشهاي برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش ردر دستهLPتخمين كننده خطاي 

مثالهايي در نظر گرفته شده است كه حل تئوري آنها در تحليل ،منظور بررسي كارآيي روش

.باشدالاستيسيته موجود مي

از پارامترهاي نرم خطاي تقريبي، نرم خطاي دقيق، شاخص تاثير و مولفه تنش مسطح براي مقايسه 

ايي براي تحليل ه چندجملهبهترين درجLPدر ارتباط با روش بازيافت . استفاده شده است

. شودايزوژئومتريك و بازيافت تنش آن در هر مثال تعيين مي

باشد، براي مقايسه كارآيي و صحت روش از سه مثال شناخته شده كه حل دقيق آنها در دسترس مي

) 2تير طره تحت بار وارده در انتهاي آن ) 1: مثالهاي بررسي شده عبارتند از. استفاده شده است

نتايج هر يك از مسايل . صفحه تركدار تحت كشش) 3حه تحت كشش و داراي حفره در مركز آن صف

در انتها نيز . شودبطور جداگانه ارايه شده و درجه مناسب به منظور بازيافت تنش  تعيين مي

.گيري كلي و برخي پيشنهادات در راستاي ادامه تحقيق ارايه شده استنتيجه
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تيموشنكوتير طره -5-2

در شرايط نتايج گرفته شده از مدلسازي يك تير الاستيك خطي ايزوتروپيكبررسيدر اين قسمت به

.شودبراي چند حالت پرداخته ميهاي آن تنش مستوي توسط تحليل ايزوژئومتريك و بازيابي تنش

.نشان داده شده است1-5شكل مدل هندسي تير در 

:سه تير طره در اين آناليز به صورت در نظر گرفته شده استمربوط به مصالح و هندپارامترهاي 

10 , 2 , 300 , 1500 , 0.15L D P E ν= = = = =

تير طره در شرايط تنش مستوي1- 5شكل 

شده ارايهزير به صورت 1توسط تيموشنكو و گوديرتنشهاي دقيق مسئله با توجه به حل تحليلي آن 

.]28[است

)5 -1(( )
x

P L x y
I

σ −
= −

)5 -2(0yσ =

)5 -3(
2

2( )
2 4xy
P D y
I

σ = −

كه در آن
3

12
DI .باشدمي=

بررسي فرضيات حل مسئله در روش تحليل ايزوژئومتريك-2-1- 5

و  76تير به روش ايزوژئومتريك از دو نوع آرايش نقاط كنترلي با تعداد براي مدلسازي و تحليل اين 

.استفاده شده است2-5لهمانند شكدو ناحيه مشابهدر105

1 Timonshenko and Goodier
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ايي نربز براي توابع پايهp=3و p=1  ,p=2همچنين براي تحليل ايزوژئومتريك از سه درجه متفاوت 

به .استفاده شده استمشخصربز از تعداد نقاط گاوسايي ناستفاده شده و براي هر درجه توابع پايه

p=3از نه نقطه گاوس و براي درجه p=2از چهار نقطه گاوس، براي درجه p=1اين ترتيب براي درجه 

�از شانزده نقطه گاوس استفاده شده است

نقطه كنترل76) الف

نقطه كنترل105) ب
تير طرهمورد استفاده در مدلسازيآرايش نقاط كنترل2- 5شكل 

ايي نربز بر با توجه به اينكه آرايش، تعداد نقاط كنترل و همچنين درجه استفاده شده براي توابع پايه

گذارد، در نتيجه شش آرايش مختلف براي بردارهاي تاثير ميξوηدر جهاتروي بردارهاي گرهي 

شود،نقطه كنترل مشاهده مي105و 76بترتيب براي 5-5و 4- 5گرهي به صورتي كه در اشكال 

.شوددر هر جهت تعيين مي4- 5تعداد مولفه بردارهاي گرهي با استفاده رابطه .وجود دارد

m =n+p+1 5-4

ايي نربز و تعداد نقاط تعداد بردارهاي گرهي، درجه توابع پايهبترتيب n+1, p, m+1كه در رابطه بالا 
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باشد، با توجه به مشخص بودن تعداد نقاط كنترل و درجه توابع پايه تعداد كنترل در هر راستا مي

.شودهاي بردارهاي گرهي در هر جهت در محيط نربز تعيين ميمولفه

{ } { }0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 , 0 0 0.3 0.7 1 1u v= =
)1(

{ } { }0 0 0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 0.8 0.9 1 1 1 , 0 0 0 0.5 1 1 1u v= =
)2(

{ } { }0 0 0 0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1 1 1 1 , 0 0 0 0 1 1 1 1u v= =
)3(

توابع پايه3درجه ) 3توابع پايه 2درجه ) 2توابع پايه 1درجه ) 1نقطه كنترل76) الف

{ } { }0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 , 0 0 0.3 0.5 0.7 1 1u v= =
)1(

{ }
{ }
0 0 0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.5 0.625 0.750 0.875 1 1 1

0 0 0 0.335 0.665 1 1 1

u

v

=

=
)2(

{ } { }00000.10.20.30.50.70.80.91111 , 00000.51111u v= =
)3(

توابع پايه3درجه ) 3توابع پايه 2درجه ) 2توابع پايه 1درجه ) 1نقطه كنترل105) ب

مورد استفاده در مدلسازي تير طرهبردارهاي گرهي3- 5شكل 

بر طبق آرايش نقاط كنترلي و درجات آزادي مربوط به نقاط كنترل موجود شرايط مرزي تكيه گاهي

نيز مابين درجات آزادي نقاط كنترل Pنيروي خارجي وارده . شودمياعمال 3-5و 2-5ل اشكادر مرز

.شودمي Pانتهاي تير توزيع شده و جمع نيروهاي وارد بر نقاط كنترل انتهايي تير برابر با مقدار

SPRو LPبررسي شاخص تاثير در روشهاي بازيافت -5-2-2

براي هر دو روش نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير هر المان 1- 5جدول در
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شاخص تاثير نسبت نرم .نشان داده شده استكل هندسه مسئله و همچنين براي بازيافت تنش  

ر همگرايي حل به سمت حل واقعي است و باشد كه بيانگخطاي تقريبي به نرم خطاي دقيق مي

هر مقدار كه اين شاخص به سمت يك ميل . رودمعياري براي بيان دقت محاسبه گر خطا به شمار مي

شود، در حالت همانگونه كه مشاهده مي. نمايد، نشان از مناسب و كارا بودن روش بازيافت خواهد بود

.در نتايج كلي حاصل شده است1%بهبود 1نقطه كنترل با درجه 76استفاده از 

دهد، نرمهاي خطا و شاخص تاثير براي حالتهاي ديگر تير طره را نشان مي5-5الي 2- 5جداول 

افزايش مقدار شاخص تاثير و نزديك شدن آن به سمت در تمام حالتها شودهمانطور كه ملاحظه مي

.شوديك مشاهده مي

در شاخص تاثير بيشترين افزايش3درجه نربزبع پايهنقطه كنترل با توا105از تفادهسادر حالت 

در واقع ذكر اين نكته ضروري . باشداما مقدار شاخص تاثير براي اين حالت پايين مي. شودمشاهده مي

است كه در انتخاب روش بازيافت  علاوه بر درصد افزايش شاخص تاثير به ميزان قابل قبول بودن آن 

.بايست توجه نمودنيز مي

را براي پنج حالت SPRبه روش نسبتLPدرصد افزايش شاخص تاثير در روش 6-5در جدول 

.شودهمانطور كه اشاره شد در همه موارد  افزايش مقدار شاخص تاثير ديده مي. دهدتحليل نشان مي
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براي هر دو روش  p=1درجهو نقطه كنترل76نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير براي 1- 5جدول 
نقاط گاوس4بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.3229.130.40011.3428.351
1.02134.041.03434.4733.352
0.62030.030.58628.3448.403
0.49823.150.53324.7746.504
1.44414.461.43314.3510.015
0.31912.050.28610.8337.826
0.69613.640.67413.2119.607
1.06812.111.05511.9511.338
0.81513.110.79512.7816.089
0.8199.620.8299.7411.7510
1.00311.111.00711.1511.0711
1.13411.951.14212.0410.5412
0.9729.860.9699.8310.1413
0.99910.350.99810.3410.3714
1.04011.041.03811.0210.6115
1.0059.461.0069.479.4116
1.0069.631.0069.639.5717
1.0019.771.0029.789.7618
0.9848.640.9848.648.7819
0.9798.640.9798.648.8320
0.9748.670.9748.678.9021
1.0878.741.0878.748.0422
1.0858.731.0858.738.0423
1.0828.721.0828.728.0624
0.6534.770.6534.777.3025
0.6534.760.6534.767.3026
0.6524.760.6524.767.3027
0.6334.130.8605.626.5328
0.6124.000.7584.956.5329
0.6334.131.0947.146.5330
1.1196.431.0436.005.7531
1.1196.431.0746.175.7432
1.1196.430.9725.595.7533
0.9634.810.9864.935.0034
0.9634.810.9774.884.9935
0.9634.811.0085.045.0036
1.0134.271.0054.244.2237
1.0124.261.0084.244.2138
1.0134.270.9984.214.2239
0.9943.440.9973.453.4640
0.9973.450.9993.453.4641
0.9943.440.9993.463.4642
1.0072.701.0062.702.6843
0.9942.660.9932.662.6844
1.0072.701.0052.702.6845
0.7241.870.7241.872.5946
1.0532.011.0532.011.9147
0.7241.870.7251.872.5948
0.6961.720.6961.722.4849
2.1552.122.1552.120.9950
0.6961.720.6961.722.4851
0.4751.860.4751.863.9352
2.8661.952.8661.950.6853
0.4751.860.4751.863.9354

مجموع0.796415.140.805419.90521.67
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براي هر دو روش p=2و درجه نقطه كنترل76براي نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير2- 5جدول 
نقاط گاوس9بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.38531.550.47038.56821
0.31532.390.45046.36102.962
0.22410.230.41018.7745.753
0.25913.130.33517.0050.704
0.2453.430.4125.7714.025
0.6827.250.7407.8610.636
0.8614.081.2635.994.747
0.6843.560.3862.015.218
0.9733.941.0284.164.049
1.0764.251.1474.533.9510
1.0203.020.9972.952.9611
1.1423.411.1803.532.9912
0.8782.700.8542.633.0713
0.9542.820.9512.812.9514
0.4663.180.4533.096.8115
0.4803.280.4833.306.8416
0.5573.470.6514.066.2317
0.5563.470.5903.686.2318
0.7282.500.9083.123.4419
0.7282.500.6852.353.4420
0.8351.870.9082.042.2421
0.8351.870.8381.882.2422
0.8502.320.9132.492.7323
0.8502.320.8282.262.7324
0.7292.080.7252.062.8525
0.7292.080.7342.092.8526
0.7181.730.7191.732.4127
0.7181.730.7181.732.4128
0.7831.840.7821.842.3529
0.7831.840.7841.842.3530
0.7283.030.7293.034.1631
0.7283.030.7283.034.1632

مجموع0.422169.900.518208.54402.45
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براي هر دو  p=1و درجه نقطه كنترل105براي نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير3- 5جدول 
نقاط گاوس4روش بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.58420.880.62922.4835.771
0.69121.320.73022.5330.852
0.69121.320.67920.9630.853
0.58420.880.65823.5235.774
1.08317.511.02116.5016.175
0.7159.340.6588.6013.066
0.7159.340.6027.8713.067
1.08317.511.05817.1016.178
0.7506.980.7797.259.319
1.15810.201.18010.408.8110
1.15810.201.20210.608.8111
0.7506.980.7627.099.3112
1.0518.841.0428.778.4113
0.9828.390.9768.348.5514
0.9828.390.9708.298.5515
1.0518.841.0478.818.4116
0.9887.870.9907.897.9717
1.0038.021.0058.048.0018
1.0038.021.0078.058.0019
0.9887.870.9897.887.9720
1.0037.491.0027.497.4721
0.9977.450.9967.457.4722
0.9977.450.9967.447.4723
1.0037.491.0037.497.4724
1.0046.981.0046.996.9625
1.0067.001.0067.006.9626
1.0067.001.0067.006.9627
1.0046.981.0046.996.9628
0.9796.310.9796.316.4429
0.9796.310.9796.306.4430
0.9796.310.9796.306.4431
0.9796.310.9796.316.4432
1.0856.431.0856.435.9333
1.0856.431.0856.435.9334
1.0856.431.0856.435.9335
1.0856.431.0856.435.9336
0.6513.520.6513.525.4137
0.6513.520.6513.525.4138
0.6513.520.6513.525.4139
0.6513.520.6513.525.4140
0.6253.060.9824.814.9041
0.6153.010.8434.134.9042
0.6153.011.0325.054.9043
0.6253.060.7333.594.9044
1.1154.891.0054.404.3845
1.1154.891.0474.594.3846
1.1154.890.9904.344.3847
1.1154.891.0804.734.3848
0.9653.730.9983.863.8649
0.9653.730.9863.813.8650
0.9653.731.0033.883.8651
0.9653.730.9763.773.8652
1.0113.391.0003.353.3553
1.0113.391.0043.363.3554
1.0113.390.9993.353.3555
1.0113.391.0073.373.3556
0.9972.831.0002.832.8357
0.9962.820.9982.832.8358
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SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.9962.821.0002.832.8359
0.9972.820.9982.832.8360
1.0002.320.9992.322.3261
1.0022.321.0012.322.3262
1.0022.321.0012.322.3263
1.0002.321.0002.322.3264
0.9871.810.9881.811.8365
0.9961.800.9961.801.8066
0.9961.800.9971.801.8067
0.9871.810.9871.811.8368
0.7041.260.7041.261.7969
1.1181.431.1181.431.2870
1.1181.431.1181.431.2871
0.7041.260.7041.261.7972
0.6701.190.6701.191.7873
1.6121.171.6121.170.7274
1.6121.171.6121.170.7275
0.6701.190.6701.191.7876
0.5021.110.5021.112.2177
1.1531.101.1531.100.9578
1.1531.101.1531.100.9579
0.5021.110.5021.112.2180

مجموع0�869464�040�881470�54533�91

براي هر دو  p=3نقطه كنترل و درجه 105نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير براي 4- 5جدول 
نقاط گاوس16روش بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

يبيتقرينرم خطاθريشاخص تاث
در هر المان

يبيتقرينرم خطاθريشاخص تاث
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شمار
ه 

0.19418.640.21420.5095.891
0.19418.640.30329.0195.892
0.65612.110.66412.2618.463
0.65612.110.71413.1818.464
1.3127.621.2917.505.815
1.3127.621.1846.885.816
2.0366.832.0116.743.357
2.0366.831.8616.243.358
1.9373.841.9183.801.989
1.9373.841.8213.611.9810
0.9661.620.9461.591.6811
0.9661.620.9301.561.6812
0.9151.980.8991.952.1613
0.9151.980.9021.952.1614
0.5412.830.5332.795.2315
0.5412.830.5402.835.2316
0.5062.670.8034.245.2817
0.5062.670.5602.955.2818
0.7131.530.7101.522.1419
0.7131.530.8541.832.1420
0.5200.880.3950.661.6821
0.5200.880.6321.061.6822
0.4350.850.3300.651.9623
0.4350.850.5050.991.9624
0.1070.210.0770.151.9725
0.1070.210.1360.271.9726
0.1110.170.0930.141.4927
0.1110.170.1240.181.4928
0.0850.150.0770.141.8129
0.0850.150.0880.161.8130
0.0850.210.0800.202.5331
0.0850.210.0840.212.5332

مجموع0�405124�270�449137�75306�88
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براي هر دو p=2و درجه نقطه كنترل105براي نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير5- 5جدول 
نقاط گاوس9روش بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

ينرم خطا
در هر دقيق 

شماره 
المان

0.33916.940.36318.1449.961
0.20313.370.19612.8765.832
0.33916.940.51625.7749.963
0.62410.990.64311.3317.614
0.2644.490.2554.3416.985
0.62410.990.4467.8517.616
1.3404.961.3895.143.707
1.3384.771.2204.353.578
1.3404.960.9813.633.709
0.7375.290.7475.367.1710
1.1016.071.0725.915.5211
0.7375.290.6694.807.1712
0.9286.320.9326.356.8113
0.6893.790.7013.855.5014
0.9286.320.8916.066.8115
0.6481.760.6461.752.7116
0.6281.770.6221.752.8217
0.6481.760.6691.812.7118
0.6741.700.6741.702.5319
1.2871.351.2851.351.0520
0.6741.700.6751.702.5321
0.3301.570.3311.574.7522
0.2621.170.2631.174.4623
0.3311.570.3281.564.7524
0.4101.910.4682.184.6525
0.4601.620.4751.673.5226
0.4101.910.6603.074.6527
0.8611.811.1272.372.1128
0.7301.510.7411.542.0729
0.8611.810.7271.532.1130
0.3770.720.4170.801.9131
1.7450.631.7700.640.3632
0.3770.720.3620.691.9133
0.6141.630.5961.582.6634
0.6131.510.6111.512.4735
0.6151.630.6331.682.6636
0.8182.050.8322.092.5137
1.0551.891.0561.901.8038
0.8172.050.8112.032.5139
0.4470.730.4420.721.6340
0.5970.780.5960.781.3141
0.4470.730.4490.731.6342
0.3140.490.3140.491.5643
0.5930.640.5930.641.0844
0.3140.490.3140.491.5645
0.3580.680.3580.681.8846
0.8441.010.8441.011.2047
0.3580.680.3580.671.8848

مجموع0.476165.470.493171.62347.80
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در تير طرهSPRنسبت به LPدرصد رشد شاخص تاثير براي روش 6- 5جدول 

تعداد نقاط كنترل مورد C.Pتعداد نقاط گاوس انتگرالگيري و g.pدرجه توابع پايه، pدر جدول 

.باشندميمسئله استفاده در مدل نمودن 

نمايش و مقايسه كانتورهاي نرم خطا براي حالات مختلف تحليل-5-2-3

پرداخته مسئلهدر دامنه هندسه انرژيخطايكانتور نرمپس از بررسي شاخص تاثير به بررسي 

و نرم خطاي دقيق در نقاط  SPR، نرم خطاي تقريبي به روش LPنرم خطاي تقريبي به روش .شودمي

به منظور برداشت نقاط از هندسه مسئله در هر بازه بردار گرهي  براي . گردندبرداري تعيين مينمونه

242نقطه و در كل 121يه شود، كه براي هر ناحنقطه در نظر گرفته مي11هر ناحيه در هر جهت 

با استفاده از اين نقاط و انجام عمليات . برداري شده براي هندسه مسئله خواهد شدنقطه نمونه

براي پنج حالت در نظر گرفته . اندبندي و درونيابي كانتورهاي مربوط به هر حالت ترسيم شدهمثلث

.آورده شده است8- 5ي ال4-5اشكال شده در تير طره كانتورهاي نرم خطاي انرژي در
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.

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 4براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=1و درجه نقطه كنترل76كانتور نرم خطا براي 4- 5شكل 

خطاي دقيقنرم ) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

)ب()               الف(.

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل76برايكانتور نرم خطا5- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(



ارايه نتايجپنچمفصل 

104

. .

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 4براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=1و درجه نقطه كنترل105كانتور نرم خطا براي6- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

.
)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل105كانتور نرم خطا براي7- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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 .
)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 16براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=3و درجه نقطه كنترل105كانتور نرم خطا براي 8- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

كانتورهاي نآمقدار و خطا حل، در تشخيص مشودملاحظه مي9- 5الي 4- 5همانطور كه در اشكال 

مقادير حداكثر نرم خطا و بازه .نزديك شده استSPRنسبت به روش به نرم خطاي دقيق LPروش  

به منظور روشن شدن موضوع مقادير حداكثر و . كندبه حالت دقيق ميل ميLPمقادير خطا در روش 

در همه موارد بغير از مورد . درصد كاهش مقدار فاصله با حل دقيق در جدول زير نشان داده شده است

.شوداول بهبود حل مشاهده مي

مقادير حداكثر نرم خطا در تير طره7- 5جدول 

LPبازيافت تنش به روش منظوربهينه به درجهتعيين - 5-2-4

به همين منظور .شودميپرداختهه براي بازيافت تنش در تير طره بهينبه تعيين درجهدر اين بخش

با مراجعه به منابع به اين نتيجه . شودبرداري از تير طره براي مقايسه انتخاب ميچند نقطه نمونه
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. ]23[تواند انتخاب مناسبي باشددر مدل مسئله مي y=1توان دست يافت، كه وسط تير يعني مي

:دشوبرداري با مختصاتهاي زير براي بررسي انتخاب ميهنقطه نمون8ن بنابراي

1: (2,1) 2: (2.5,1) 3;(3,1) 4: (3.5,1) 5: (4,1) 6: (4.5,1) 7: (5,1)

برداري، نوبت به تعيين درجه مناسب توابع پايه براي دو حالت پس از انتخاب نقاط مناسب نمونه

در اين نقاط مقادير تنش از مدل سه بعدي بدست آمده از . رسدنقطه كنترل مي105و 76استفاده از 

باشد كه در نمودارها شماره نقاط نشان دهنده موقعيت قابل ذكر مي. شودكانتور تنش استخراج مي

.باشدهندسي آنها مي

د، شوهمانگونه كه ملاحظه ميxبراي تنش 9- 5در شكل :نقطه كنترل76استفاده از ) لحالت او

ايي نربز توابع پايه1براي درجه با جمع نمودن قدر مطلق مقادير اختلاف تنش بازيافت با حل دقيق، 

و yبررسي تنش در راستاهاي با . جوابهاي بهتري از دو درجه ديگر داردمقدار كمتري بدست آمده و 

xyو 2هاي نسبت به درجه1، كه در حالت استفاده از توابع درجه گرددنيز مشاهده مي

.باشدتر ميتنش بازيافت به حل دقيق نزديك3

نقطه 76براي اين حالت نيز همانند حالت استفاده از :نقطه كنترل105استفاده از ) دومحالت 

شود، نتايج  ملاحظه مي15-5ايي نربز همانگونه كه در شكل توابع پايه1اده از درجه كنترل، استف

.را دارد3و 2همگراتر  به حل دقيق  نسبت به درجه 

بهتر است از توابع LPتوان نتيجه گرفت، براي تير طره استفاده از روش از حالتهاي بررسي شده مي

.استفاده شود1ايي نربز با درجه پايه
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)الف(

)ب(

)ج(

توابع پايه در حالت استفاده ازدرجهنمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 
تنش در راستاي ) جyتنش در راستاي )بxراستاي 
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نمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 9- 5شكل 
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تنش ) الف.نقطه كنترل105توابع پايه در حالت استفاده از

xyتنش در راستاي 

�20

�15

�10

�5

0

5

10

15

20

25

30

1

��
� �

� �
�	

�

�8

�6

�4

�2

0

2

4

6

8

10

1

��
� �

� �
�	

��

0

50

100

150

200

250

300

350

1

��
� �

� �
�	

��
���

108

)الف(

)ب(

)ج(

توابع پايه در حالت استفاده ازدرجهنمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 

تنش در راستاي ) جyتنش در راستاي )بxدر راستاي 
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نمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 10- 5شكل 
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صفحه نامحدود سوراخدار-3- 5

ايي صفحه نامحدود داراي يك حفره دايرهنتايج گرفته شده از مدلسازي يك بررسيدر اين قسمت به

.شوددو طرف تحت تنش واحد كشيده شده پرداخته ميكه از10-5شكل در وسط آن، همانند شكل 

xتحت تنش واحد در جهت صفحه نامحدود سوراخدار11- 5شكل 

باYوXبا فرضيات انجام شده در تحليل الاستسيته در صورت استفاده از خاصيت تقارن در دو جهت 

شعاع واحد در گوشه آن همانند ايي ربع دايره به واحد با حفره5توان يك مربع به ضلع دقت خوبي مي

.نهايت جايگزين نمودبا مدل صفحه بي11- 5شكل 

مشخصات و شرايط مرزي دامنه مدلسازي شدة صفحه نامحدود سوراخدار12- 5شكل 

1σاين صفحه تحت تنش كششي قرار گرفته و با فرض شرايط تنش مسطح جوابهاي xدر جهت =
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و ضريب E=1000مصالح به صورت الاستيك خطي ايزوتروپيك با ضريب يانگ . مسئله تعيين شده است

0.3νپواسون با توجه به فرضيات و نوع مصالح مدل حل دقيق آن در . در نظر گرفته شده است=

.�28[مختصات قطبي در ذيل آورده شده است

)5 -5(
2 4

2 4

3 31 ( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2x

a a
r r

σ θ θ θ= − + +

)5 -6(
2 4

2 4

1 3( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2y

a a
r r

σ θ θ θ= − − −

)5 -7(
2 4

2 4

1 3( sin 2 sin 4 ) sin 4
2 2xy

a a
r r

σ θ θ θ= − + +

بررسي فرضيات حل مسئله در محيط تحليل ايزوژئومتريك-5-3-1

در محيط تحليل ايزوژئومتريك از دو نوع آرايش نقاط كنترلي سوراخداربراي مدلسازي و تحليل صفحه

.استفاده شده است14-5و 13-5در دو ناحيه مشابه همانند اشكال 90و  63با تعداد 

از  p=1ايي نربز در نظر گرفته شده و براي درجه براي توابع پايهp=3و  p=1  ,p=2سه درجه متفاوت 

از شانزده نقطه گاوس استفاده شده است p=3از نه نقطه گاوس و درجه  p=2چهار نقطه گاوس، درجه 

با توجه به اينكه  تحليل ايزوژئومتريك صفحه سوراخدار براي دو دسته از نقاط كنترل و سه درجه 

هاي برنامه بازيافت تنش و تحليل تنش درخروجيپذيرد، در آخر ايي نربز صورت ميمتفاوت توابع پايه

.ودمحيط ايزوژئومتريك شش حالت خواهد ب
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نقطه كنترلي مورد استفاده در مدلسازي صفحه سوراخدار63آرايش 13- 5شكل 

نقطه كنترلي مورد استفاده در مدلسازي صفحه سوراخدار90آرايش 14- 5شكل 

ايي نربز بر با توجه به اينكه آرايش و تعداد نقاط كنترل و همچنين درجه استفاده شده براي توابع پايه

گذارد، در نتيجه سه آرايش مختلف بردارهاي گرهي تاثير ميξوηدر جهاتروي بردارهاي گرهي 

. خواهيم داشت15-6و 15-5نقطه كنترل همانند شكل 90نقطه كنترل و سه آرايش براي 63براي 

.شوددر هر جهت مشخص مي4- 5تعداد بردارهاي گرهي از رابطه 
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{ } { }0 0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1 1 , 0 0 0.3 0.7 1 1u v= =
)1(

{ } { }0 0 0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 1 1 1 , 0 0 0 0.5 1 1 1u v= =

)2(

{ } { }0 0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.7 0.8 1 1 1 1 , 0 0 0 0 1 1 1 1u v= =

)3(

توابع پايه3درجه) 3توابع پايه2درجه) 2توابع پايه 1درجه) 1.نقطه كنترل63)الف

{ } { }0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 , 0 0 0.3 0.5 0.7 1 1u v= =

)1(

{ } { }0 0 0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .5 0 .7 0 .8 0 .9 1 1 1 , 0  0  0  0 .3 0 .7 1 1 1u v= =

)2(

{ } { }0 0 0 0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 1 1 1 1 , 0 0 0 0 0.5 1 1 1 1u v= =

)3(
توابع پايه3درجه) 3توابع پايه 2درجه) 2توابع پايه 1درجه) 1.نقطه كنترل90)ب

رد استفاده در مدلسازي صفحه سوراخداربردارهاي گرهي مو15- 5شكل 

SPRوLPبررسي شاخص تاثير در روشهاي بازيافت -5-3-2

براي هر دو روش بازيافت تنش قريبي و شاخص تاثير انرژي در حالت دقيق، تنرم خطاي 8- 5جدول در

هر مقدار كه اين شاخص به سمت .نشان داده شده استكل دامنه مسئلهو همچنين براي در هر المان  

نقطه كنترل با 63در حالت استفاده از . يك نزديك شود، نشان از كارا بودن روش بازيافت خواهد بود

.شودمشاهده مي0.833به 0.722بهبود شاخص تاثير از مقدار 1بكار بردن توابع پايه درجه 

امه نتايج نهايي شاخص تاثير كل براي حالتهاي ديگر حل مسئله در صفحه سوراخدار را نشان در اد

مشاهده 1افزايش شاخص تاثير و ميل آن و نزديك شدن به سمت مقدار در تمام حالتها .دهدمي

.گرددمي
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براي هر دو روش  p=1درجهو نقطه كنترل63نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير براي 8- 5جدول 
نقاط گاوس4بازيافت تنش براي 

SPRLPExact

θريشاخص تاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.8190.00251.1780.00360.00311
0.9020.00450.8620.00430.00502
0.8500.00111.7240.00220.00133
0.8330.00200.7790.00180.00244
0.5620.00050.6160.00050.00085
0.9830.00181.0430.00190.00186
0.9490.00200.9390.00200.00217
0.5340.00040.7410.00060.00088
0.9380.00140.9160.00140.00159
0.9320.00170.9350.00170.001810
0.5480.00040.4880.00030.000611
0.9160.00120.9230.00120.001312
0.9140.00140.9130.00140.001613
0.5930.00030.6200.00030.000514
0.8140.00110.8120.00110.001315
0.9590.00130.9590.00130.001316
0.8240.00030.8310.00030.000417
0.5250.00080.5250.00080.001618
1.0630.00031.0610.00030.000319
0.2680.00060.2680.00060.002220
0.3460.00110.3460.00110.003121
0.5480.00070.5480.00070.001322
0.5430.00130.5080.00120.002323
0.4920.00270.7780.00430.005624
0.6250.00131.590.00320.002025
2.1830.00112.6910.00140.000526
0.7110.00121.1160.00180.001627
0.8300.00110.9500.00130.001328
0.9560.00130.9120.00120.001329
0.8920.00100.9450.00110.001130
1.0680.00101.0610.00100.001031
0.8880.00090.8710.00090.001032
1.0490.00091.0510.00090.000933
0.8170.00080.8220.00080.001034
0.9660.00030.9680.00030.000335
1.8470.00101.8460.00100.000636
0.5330.00060.5320.00060.001237
0.3150.00030.3150.00030.000838
0.3320.00050.3320.00050.001439
0.2150.00040.2150.00040.001940
مجموع0�7270�050�8330�05180�0621

بازيافت نيز باشد، در اين مواقع پس از در انتخاب روش بازيافت در برخي موارد تشخيص خطا ملاك مي

بايست با استفاده از روشهايي در قسمتهايي كه خطا از حد مجاز پوشي نبوده و ميخطا قابل چشم

.بيشتر بوده، ميزان خطا را كاهش داده و به حد مجاز برسانيم

سبب بهبود شاخص تاثير در كل LPشود، در همه حالات روشمشاهده مي9-5همانگونه در جدول 

حالت اول مقدار شاخص تاثير در هر دو روش از ميزان قابل قبولي برخوردار است، در. دامنه شده است

باشد كه با توجه به مقدار بالاي شاخص تاثير، روش بازيافت در اين مي% 15ميزان افزايش در اين حالت 
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قدار شاخص ايي نربز مبا افزايش درجه توابع پايهحالت كلي در .باشدحالت از كارآيي بالايي برخوردار مي

يابد، كه يكي از دلايل آن بالا رفتن دقت حل ايزوژئومتريك و نزديك شدن مقادير آن تاثير كاهش مي

.به حل دقيق باشد

در كل هر دو روش بازيافت تنششاخص تاثير در شش حالت، براينرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و 9- 5جدول 
دامنه

معيار شاخص تاثير علاوه بر در نظر گرفتن ميزان افزايش در انتخاب روش مناسب بازيافت توسط

بطور مثال در مورد سوم جدول   . بايست در نظر گرفته شودشاخص تاثير، مقدار شاخص تاثير نيز مي

% 151افزايش LPدر روش 3از درجه زبنرنقطه كنترل و بكارگيري توابع پايه63با استفاده از 9- 5

بايست ديگر موارد را نيز به ود، اما با توجه به مقدار كم شاخص تاثير ميششاخص تاثير مشاهده مي

.نظر گرفتدر بازيافت حالتمنظور انتخاب بهترين 

نمايش و مقايسه كانتورهاي نرم خطا براي دو روش بازيافت- 5-3-3

كانتور و بعد از بررسي شاخص تاثير در صفحه سوراخدار براي المانهاي در نظر گرفته شده، به بررسي

نرم خطاي تقريبي .شودنرم خطاي انرژي براي حالت تقريبي و دقيق در كل دامنه مسئله پرداخته مي

برداري تعيين و نرم خطاي دقيق در نقاط  نمونهSPR، نرم خطاي تقريبي به روش LPبه روش 

بندي و لثدر نظر گرفته شده در صفحه سوراخدار كانتور نرم خطا كه از مثپنج حالت.شوندمي

.نشان داده شده است20-5الي 16-5برداري ايجاد شده، در اشكال درونيابي در نقاط نمونه
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)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 4براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=1و درجه نقطه كنترل63كانتور نرم خطا براي 16- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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.

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل63برايكانتور نرم خطا17- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 4براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=1و درجه نقطه كنترل90كانتور نرم خطا براي18- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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.

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل90كانتور نرم خطا براي19- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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)ب()                 الف(

)ج(
گاوسنقاط 16براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=3و درجه نقطه كنترل90كانتور نرم خطا براي 20- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

نسبت LPروش  نآخطا و همچنين مقدار حلدر تشخيص مشود ملاحظه ميهمانطور كه در اشكال

و طيف نرم خطا حداكثرمقادير LPدر حالت استفاده از روش بازيافت .داشته استبهبود SPRبه روش 

حداكثر خطا و . به مقادير نرم خطا در  حالت دقيق نزديك شده استبدست آمده براي مقادير خطا 

در همه موارد كاهش . نشان داده شده است10- 5درصد كاهش مقدار فاصله با حل دقيق در جدول 

فاصله 3رد علاوه بر كاهش جهت خطا نيز تغيير يافته و در مو2و 1شود، در موارد فاصله مشاهده مي

.مقادير حداكثر صفر شده است
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مقادير حداكثر نرم خطا در صفحه سوراخدار10- 5جدول 

LPبازيافت تنش به روش منظوربهينه به درجهتعيين -5-3-4

بهينه درجهتعيين در صفحه سوراخدار نوبت بهLPحال پس از بررسي صحت وكارآيي روش بازيافت 

برداري از صفحه سوراخدار براي مقايسه انتخاب به همين منظور چند نقطه نمونه.رسدميبراي بازيافت 

. ]23[تواند انتخاب مناسبي باشدميy=xيعني نقاط بر روي نيمساز ربع اولبه منظور مقايسه.شودمي

:گرددبرداري با مختصاتهاي زير بر روي نيمساز ربع اول براي بررسي انتخاب مينقطه نمونه7ن بنابراي

1(1,1)  2(1.5,1.5)  3(2,2)      4(2.5,2.5) 5(3,3) 6(3.5,3.5)          7(4,4)

براي دو حالت استفاده برداري درجه مناسب توابع پايهبا استفاده از مقادير تنش بازيافتي در نقاط نمونه

.شودمقادير تنش از مدل سه بعدي آن استخراج  مي. شودنقطه كنترل تعيين مي90و 63از 

همانگونه كه ملاحظه xبراي تنش 21- 5در شكل :نقطه كنترل63استفاده از ) حالت اول

در مورد تنش در . گر داردايي نربز جوابهاي بهتري از دو درجه ديتوابع پايه1درجه استفاده از گردد، مي

جوابها به حل دقيق نزديكتر از ساير مراتب 1ايي با درجه نيز در استفاده از توابع پايهyراستاي 

نيز داراي 1براي درجه xyنتايج تنش در راستاي . نمايش داده شده است32- 5باشد، كه در شكل مي

ايي نقطه كنترل استفاده از توابع پايه63از در استفاده. باشدمقادير بهتر و همگرا به حل دقيق  مي

همانگونه كه در بررسي شاخص تاثير نيز نتيجه گرفته شد، داراي نتايج بهتري از ساير 1درجه 

.باشدهاي توابع نربز ميدرجه



ارايه نتايج

) الف.نقطه كنترل63توابع پايه در حالت استفاده از 
xyتنش در راستاي 
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)الف(

)ب(

)ج(
توابع پايه در حالت استفاده از درجهنمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 

تنش در راستاي ) جyتنش در راستاي )بxتنش در راستاي 
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پنچمفصل 

نمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 21- 5شكل 

�����
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براي اين حالت نيز نمودارهاي تنش در سه جهت در نقاط 

1براي درجه xش در جهت نتايج تن

مقادير به 3در حالت درجه xyو yاي 

صفحه سوراخدارتوان نتيجه گرفت، براي 

3نقطه كنترل درجه 90و 1ايي نربز با درجه 
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براي اين حالت نيز نمودارهاي تنش در سه جهت در نقاط :نقطه كنترل90استفاده از 

نتايج تن. نشان داده شده است23- 5برداري بررسي شده و در شكل 

اي هدر تنش.باشدمي3و 2همگرا  به حل دقيق نسبت به درجه 

توان نتيجه گرفت، براي از حالتهاي بررسي شده مي. باشدحل دقيق نزديك مي

ايي نربز با درجه نقطه كنترل توابع پايه63براي LPاستفاده از روش 

.رسدمناسب به نظر مي

)الف(

)ب(

2 3 4 5 6 7

�����

p=1

p=2

p=3

1 2 3 4 5 �����

p=1

p=2

p=3

پنچمفصل 

استفاده از ) دومحالت 

برداري بررسي شده و در شكل نمونه

همگرا  به حل دقيق نسبت به درجه 

حل دقيق نزديك مي

استفاده از روش 

مناسب به نظر مي
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)ج(
تنش ) الف.نقطه كنترل90توابع پايه در حالت استفاده از درجهنمودار تنش بازيافت و حل دقيق براي سه 22- 5شكل 

xyتنش در راستاي ) جyتنش در راستاي )بxدر راستاي 

صفحه تركدار تحت تنش-4- 5

در . گرددرسي ميبر23-5شكل دنتركدار همانصفحه نتايج گرفته شده از مدلسازيدر اين قسمت 

ايي كه داراي يك اين مثال رفتار تخمين كننده خطا، در برآورد خطاي بدست آمده از تحليل مسئله

معمولا مسائل با نقطه تكين، به علت . گرددمتريك بررسي مينقطه تكين است، در محيط تحليل ايزوژئو

بالا بودن خطاي آلودگي، مسائل خوبي جهت بررسي كارايي تخمين كننده هاي خطا به شمار نمي 

با توجه . روند؛ اما هدف از اين مثال همان طور كه گفته شد، بررسي رفتار تخمين كننده خطا مي باشد

عنوان يك نقطه تكين، داراي خطاي زيادي نسبت به ساير نقاط است، لذا به اين نكته كه نوك ترك به 

در صورتي كه . يك تخمين كنندة خطاي مناسب بايد به طور نسبي قادر به نمايش اين توزيع خطا باشد

بهبود شبكه با توجه به نتايج بدست آمده از تخمين كنندة خطا مورد نظر باشد، تخمين كنندة خطايي 

تواند برنامه را در هر مرحله به بهبود محلي شبكه در اطراف نوك ري مناسب باشد ميكه داراي رفتا

.]30[ترك راهنمايي كند

اضلاع اين مربع به . شودمشاهده ميPمشخصات صفحه مربعي تحت تنش كششي 24-5شكل در 

شود ترك از وسط همانطور كه ملاحظه مي. فرض شده استaو گسترش ترك به ميزان  2aطول 
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.رودصفحه شروع و تا انتهاي صفحه پيش مي

صفحه مربعي تركدار تحت تنش كششي قائم23- 5شكل 

نتايج 23-5شكل بازشدگي ترك در مد اول و بر اساس سيستم مختصات قطبي نشان داده شده در 

.]29[دباشتحليلي آن به صورت زير مي

)5 -8(3cos 1 sin sin
2 2 22

I
xx

K
r

θ θ θσ
π

 = − 
 

)5 -9(3cos 1 sin sin
2 2 22

I
yy

K
r

θ θ θσ
π

 = + 
 

)5 -10(3sin cos cos
2 2 22

I
xy

K
r

θ θ θσ
π

=

:شودبه صورت زير تعريف ميIKكه در آن فاكتور شدت تنش

)5 -11(
IK P aπ=

پارامترهاي به كار . گيردجهت مدلسازي عددي، به علت تقارن تنها نيمي از دامنه مورد تحليل قرار مي

.باشندرفته در حل مسئله به صورت زير مي

P =10E =1000    ;0.3ν = ;2a = 10 ;=طول ضلع مربع
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در تحليل ايزوژئومتريكصفحه تركدار بررسي فرضيات حل مسئله -4-1- 5

. درجه يك، دو و سه صورت پذيرفته استايي نربز تحليل مسئله با روش ايزوژئومتريك براي توابع پايه

استفاده 27- 5الي 24-5در تحليل با روش ايزوژئومتريك از چهار آرايش نقاط كنترل، همانند اشكال 

.شده است

براي بررسي اثر افرايش درجه توابع شكل در كارايي تخمين كننده خطا، تعداد نقاط كنترل را در هر 

و با ) P(با افزايش درجه توابع شكل  m=P+n+1توجه به رابطه شود؛ لذا باچهار مدل ثابت فرض مي

باشد، با توجه به ثابت بودن مي P+1توجه به اينكه تعداد تكرار عضوهاي صفر و يك بردار گرهي، برابر با 

.يابدتعدا نقاط كنترل، از تعداد عضوهاي غير صفر بردار گرهي در هر دو جهت يكي كاهش مي

در صفحه تركداردر تحليل به روش ايزوژئومتريكنقطه كنترل66نحوه قرارگيري 24- 5شكل 

در صفحه تركداردر تحليل به روش ايزوژئومتريكنقطه كنترل91نحوه قرارگيري 25- 5شكل 
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در صفحه تركدار در تحليل به روش ايزوژئومتريكنقطه كنترل120نحوه قرارگيري 26- 5شكل 

در صفحه تركداردر تحليل به روش ايزوژئومتريكنقطه كنترل190نحوه قرارگيري 27- 5شكل 

شود، افزايش نقاط كنترلي در نزديكي نوك ترك كه داراي خطاي همانطور كه در اشكال مشاهده مي

.باشد، انجام شده استبيشتري نسبت به ساير نقاط مي

با توجه به اينكه آرايش و تعداد . در دو ناحيه استفاده شده استتوابع شكل نربز3و 2، 1از سه درجه 

ηايي نربز بر روي بردارهاي گرهي در جهاتاستفاده شده براي توابع پايهدرجهنقاط كنترل و همچنين 

28- 5ل در شك. شودايجاد ميگرهيبردارنقطه كنترل سه دسته هر تعدادبرايگذاشته وتاثير ξو

ايي نربز و تعداد نقاط كنترل در درجه توابع پايه. بعضي از حالات بردارهاي گرهي نشان داده شده است

. كندهاي بردارهاي گرهي را تعيين ميهر راستا تعداد مولفه



ارايه نتايجپنچمفصل 

127

{ } { }0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 , 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1u v= =

)الف(

{ } { }0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1 , 0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1u v= =

)ب(

{ } { }0 0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1 1 , 0 0 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1 1u v= =

)ج(

{ } { }000.20.30.40.50.60.70.80.911 000.20.30.40.50.60.70.80.911u v= =

)د(
و درجه 66تعداد نقطه كنترل ) الف.صفحه تركداردر مدلسازي چهار تركيب بردارهاي گرهي مورد استفاده28- 5شكل 
1درجه و 190تعداد نقطه كنترل ) د3و درجه 120تعداد نقطه كنترل )ج2و درجه 91تعداد نقطه كنترل )ب1

گاهي و وارد نمودن نيروي خارجي از نقاط كنترل واقع در مرز به منظور اعمال شرايط مرزي تكيه

از نقاط كنترل 30-5نقطه كنترل همانند شكل 66بعنوان نمونه در حالت تحليل با . استفاده شده است

.استفاده شده استگاهيمرزي به منظور اعمال شرايط تكيه

نقطه كنترل66بادر تحليل به روش ايزوژئومتريكعمال شرايط مرزيانحوه 29- 5شكل 

SPRوLPبررسي شاخص تاثير در روشهاي بازيافت - 5-4-2

نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير هر المان براي هر دو روش 11-5در جدول 

شود، همانگونه كه مشاهده مي. بازيافت تنش  و همچنين براي كل هندسه مسئله نشان داده شده است

در جدول 0.212به 0.197بهبود شاخص تاثير از مقدار 1نقطه كنترل با درجه 66در حالت استفاده از 

براي ساير حالات مورد استفاده در تحليل ايزوژئومتريك، شاخص تاثير كل دامنه . شودمشاهده مي

.نشان داده شده است12- 5مسئله در جدول 
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براي هر دو روش  p=1درجهو نقطه كنترل66رم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير براي ن11- 5جدول 
نقاط گاوس4بازيافت تنش براي 

SPRLPExact
شاخص 

θريتاث
يبيتقرينرم خطا

در هر المان
θريشاخص تاث

يبيتقرينرم خطا
در هر المان

دقيق ينرم خطا
در هر المان

شماره 
المان

0.2890.00410.2350.00330.01421
0.1920.00660.2480.00860.03462
0.1620.00570.2690.00950.03543
0.4070.00800.5380.01050.01964
0.1880.00550.2080.00610.02935
0.0980.00570.0940.00550.05856
0.0380.00260.0310.00210.06807
0.2050.00980.2200.01060.04798
0.2720.01030.2730.01030.03789
0.1740.01210.1750.01220.069710
0.0840.00780.0810.00750.092011
0.2440.02680.2420.02660.109812
0.8780.03090.8800.03100.035213
0.2440.00880.2430.00880.036214
0.1340.00780.1340.00780.058015
0.1590.01310.1600.01320.082616
0.0650.00850.0660.00850.130217
0.1320.02990.1320.02990.225718
0.3560.00980.5970.01650.027619
0.2960.01020.5320.01840.034620
0.3690.01360.5520.02040.036921
0.3850.01750.4510.02050.045422
0.3770.01740.3350.01540.046123
0.3740.01300.4270.01480.034724
0.2310.01390.2500.01510.060325
0.2180.01610.2230.01650.073926
0.3400.02670.3590.02820.078427
0.1730.01000.1810.01040.057728
0.1800.00590.1990.00650.032929
0.1130.00750.1080.00720.066730
0.0570.00470.0550.00460.082531
0.1500.01200.1550.01240.080032
0.1780.01150.1760.01140.064533
0.2490.00500.2410.00490.020234
0.1730.00880.1770.00900.050735
0.1130.00760.1160.00780.066936
0.2160.01560.2140.01550.072337
0.1320.00830.1330.00830.062638
0.3700.00540.3720.00540.014639
0.3330.00810.3330.00810.024340
0.3230.01000.3240.01010.031141
0.1920.00950.1920.00950.049342
مجموع0.1970.47230.2120.50872.3990
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حالت، براي هر دو روش بازيافت تنش در كل دامنه12نرم خطاي دقيق، نرم خطاي تقريبي و شاخص تاثير در 12-5جدول 

گردد مقادير شاخص تاثير براي صفحه تركدار نسبت به ملاحظه مي10- 5همانطور كه در جدول 

افزايش مقدار شاخص SPRبه روش نسبتLPدر هر حال در روش . باشندمثالهاي ديگر كمتر مي

.شودتاثير براي همه حالات مشاهده مي

حالت آرايش نقاط 4شاخص تاثير براي نربز در مقدارتاثير افزايش درجه توابع پايه30-5در شكل 

در هر حالت با افزايش درجه توابع پايه درصد افزايش مقادير شاخص تاثير نيز . كنترل آورده شده است

.يابدافزايش مي

تاثير افزايش درجه توابع پايه بر درصد افزايش شاخص تاثيرنمودار 30- 5شكل 
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ا براي دو روش بازيافتنمايش و مقايسه كانتورهاي نرم خط-5-4-3

، نرم خطاي LPبراي سه حالت نرم خطاي تقريبي به روشبررسي كانتور نرم خطا در صفحه تركدار، 

به منظور برداشت نقاط . شوندبرداري تعيين ميو نرم خطاي دقيق در نقاط  نمونهSPRتقريبي به روش 

برداري شده در هندسه مسئله در نقطه نمونه242نقطه و در كل 121در اين مسئله نيز براي هر ناحيه 

ور باشد، در اين قسمت كانتبا توجه به اينكه موارد حل در صفحه تركدار زياد مي. شودنظر گرفته مي

.برخي از حالات بررسي شده است

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل66برايكانتور نرم خطا31- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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)ب()               الف(

)ج(

گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل91برايكانتور نرم خطا32- 5شكل 
خطاي دقيقنرم ) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

)ب()               الف(

)ج(
گاوسنقاط 9براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=2و درجه نقطه كنترل120برايكانتور نرم خطا33- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(
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)ب()                 الف(

)ج(
گاوسنقاط 16براي هر دو روش بازيافت تنش براي p=3و درجه نقطه كنترل190كانتور نرم خطا براي 34- 5شكل 

نرم خطاي دقيق) ج(، LPنرم خطاي تقريبي به روش ) ب(، SPRنرم خطاي تقريبي به روش ) الف(

نزديكي : توان مواردي همانندكارآيي روش بازيافت با استفاده از كانتور نرم خطا، ميبه منظور تعيين 

خطاي حل دقيق، نزديكي بازه هاي تغيير در كانتور نرم خطا و حداكثر خطاي روش بازيافت به حداكثر 

. تشخيص نقاطي كه داراي خطاي زيادي باشد را مد نظر قرار داد

LPبازيافت تنش به روش ظورمنبهينه به درجهتعيين -5-4-4

بهينه براي بازيافت تنش در درجهبه تعيين ، LPحال پس از بررسي صحت وكارآيي روش بازيافت 

برداري از صفحه تركدار به همين منظور چند نقطه نمونه.شودميپرداختهLPبه روش صفحه تركدار

در مدل مسئله xدر اين مسئله  خطي نزديكي ترك و موازي محور . گرددبراي مقايسه انتخاب مي

.]23[باشدبرداريبه منظور انجام نمونهتواند انتخاب مناسبيمي

، 66براي چهار حالت استفاده از برداري درجه مناسب توابع پايهحال پس از انتخاب ناحيه مناسب نمونه
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تعداد المانها در فضاي نربز با توجه به 11- 5در جدول . شودمينقطه كنترل تعيين 190و 120، 91

.ايي نربز نشان داده شده استتعداد نقاط كنترل و درجه توابع پايه

تعداد المانهاي تشكيل شده در فضاي نربز13- 5جدول 

توابع پايه بدليل كاهش بازه ها در فضاي نربز درجهگردد، با افزايش همانگونه كه در جدول ملاحظه مي

حال به .شودشود، كه در مقايسه حالات مختلف اين نكته در نظر گرفته مياز تعداد المانها كاسته مي

.شودبررسي حالات مختلف استفاده ار نقاط كنترل و بررسي تنشها پرداخته مي

در (x=5,y=4.9)ايي با مختصات نقطهبراي اين حالت:نقطه كنترل66استفاده از ) حالت اول

براي سه درجه xyو y, xنمودار تنش در سه جهت . در نظر گرفته شده استxyسيستم مختصات 

گردد، ملاحظه مي35- 5همانگونه كه در شكل . نشان داده شده است35-5ايي نربز در شكل توابع پايه

ل ايزوژئومتريك بهبود يافته و به مقدار دقيق براي هر سه جهت تنش با افزايش درجه مقدار تنش تحلي

نتايج بهتري را نسبت به دو درجه ديگر 3درجه در اين حالت استفاده از توابع پايه. شودآن نزديك مي

نربز مقادير تحليل ايزوژئومتريك توان دريافت كه با افزايش درجه توابع پايهبا توجه به شكل مي. دارد

.شوندديك مينيز به مقادير دقيق نز
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)الف(

)ب(

)ج(
تنش در )الف(نقطه كنترل66با استفاده از (x=5,y=4.9)نمودار تنش بازيافت و تنش تحليلي در نقطه35- 5شكل 

xyتنش در جهت )ج(، yتنش در جهت )ب(، xجهت 
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در (x=5,y=4.9)ايي با مختصات براي اين حالت نقطه:نقطه كنترل90استفاده از) دومحالت 

گردد، براي ملاحظه مي36-5همانگونه كه در شكل . در نظر گرفته شده استxyسيستم مختصات 

اما براي تنش . با افزايش درجه مقدار تنش در نقطه به مقدار دقيق نزديك شده استxتنش در جهات 

ر تحليل ديده ايي ميان تنش سه درجه مورد استفاده دتفاوت چندان قابل ملاحظهyدر جهت 

.نتايج بهتري را نسبت به دو درجه ديگر دارد3درجه در اين حالت استفاده از توابع پايه.شودنمي

)الف(

)ب(
تنش در )الف(نقطه كنترل90با استفاده از (x=5,y=4.9)نمودار تنش بازيافت و تنش تحليلي در نقطه36- 5شكل 

yتنش در جهت )ب(، xجهت 
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در (x=5,y=4.9)ايي با مختصات براي اين حالت نقطه:نقطه كنترل120استفاده از)سومحالت 

با افزايش yو xبراي تنش در جهات 37-5در شكل . در نظر گرفته شده استxyسيستم مختصات 

1نتايج استفاده از درجه yاما براي تنش در جهت . درجه مقدار تنش به مقدار دقيق نزديك شده است

نتايج بهتري را 3ايي درجه در اين حالت استفاده از توابع پايه.باشدمي3و2ايي بهتر از درجه توابع پايه

.نسبت به دو درجه ديگر در بر خواهد داشت

)الف(

)ب(

تنش در )الف(نقطه كنترل120با استفاده از(x=5,y=4.9)نمودار تنش بازيافت و تنش تحليلي در نقطه37- 5شكل 
yتنش در جهت )ب(، xجهت 
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در (x=5,y=4.9)ايي با مختصات براي اين حالت نقطه:نقطه كنترل190استفاده از) چهارمحالت 

براي سه درجه توابع yو xنمودار تنش در سه جهت . در نظر گرفته شده استxyسيستم مختصات 

با افزايش درجه مقدار yو xبراي تنش در جهات . نشان داده شده است38-5ايي نربز در شكل پايه

نتايج بهتري را 3ايي درجه در اين حالت استفاده از توابع پايه.شودتنش به مقدار دقيق نزديك مي

.نسبت به دو درجه ديگر را در بر خواهد داشت

)الف(

)ب(

تنش در )الف(نقطه كنترل190با استفاده از (x=5,y=4.9)نمودار تنش بازيافت و تنش تحليلي در نقطه38- 5شكل 
yتنش در جهت )ب(، xجهت 
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گيري و ارايه پيشنهاداتنتيجه-5-5

همچنين در . در اين بخش به جمع بندي و بيان خلاصه نتايج حاصل از اين پژوهش پرداخته شده است

اجزاي محدود انتها چندين پيشنهاد جهت ادامه پژوهش در زمينة تخمين خطا و بازيافت تنش در روش

. و ايزوژئومتريك ارائه شده است

نتايج بدست آمده از روش بازيافت-5-5-1

اصول به كار رفته در تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك معرفي شد و توسعه يك هشدر اين پژو

با توجه به اينكه . روش جهت برآورد خطا و بهبود ميدان تنش بدست آمده از اين روش پرداخته شد

بالقوه داراي ويژگي هاي رود وروش ايزوژئومتريك يكي از روشهاي جديد در تحليل سازه ها به شمار مي

اي نه چندان دور بتواند جايگزين روشهاي در آيندهرسد به نظر مينحصر به فرد و مناسبي است كهم

نتايج بدست آمده از روش بازيافت داراي عددي متداول نظير اجزاي محدود و نقاط محدود گردد لذا

. اهميت بالايي است

:باشدبه طور خلاصه نتايج بدست آمده به صورت زير مي

رشد داشته و به مقدار يك SPRنسبت به روش LPوارد شاخص تاثير در روش در بيشتر م- 1

.نزديك شده است

باشد و در همه حالات همانگونه كه مي805/0در تير طره شاخص تاثير كل در بهترين حالت - 2

نيز نشان داده شده است افزايش شاخص تاثير نسبت به روش ديگر ديده 6-5در جدول 

مقادير حداكثر . طاي تقريبي با نرم خطاي دقيق تشابه قابل قبولي داردكانتور نرم خ. شودمي

براي استفاده از . باشدبه مقادير دقيق حداكثر خطا نزديك ميSPRخطا نيز نسبت به روش 

. شودتوصيه مي1روش بازيافت در تير طره بكاربردن توابع پايه نربز از درجه 

بوده و ميزان 833/0الي 189/0دير شاخص تاثير از در مسئله صفحه سوراخدار بازه تغيير مقا- 3

در اين مسئله نيز تطابق و تشابه قابل قبولي در نرم خطا و . باشدمي% 151تا % 6رشد نيز از 
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در اين مسئله براي استفاده .شودمقادير حداكثر خطاي تقريبي با نرم خطاي دقيق مشاهده مي

نقطه كنترل توابع پايه درجه سه مناسب 93براي توابع پايه درجه يك و نقطه كنترل63از 

. باشدمي

كمترين . شوددر صفحه تركدار نيز رشد مقادير شاخص تاثير براي همه حالات مشاهده مي- 4

با توجه به نوع مسئله . در مقادير شاخص تاثير  مشاهده شد% 72و بيشترين آن % 2رشد 

با كاهش درجه . باشده ديگر كمتر ميمقادير شاخص تاثير در اين مسئله نسبت به دو مسئل

رشد يافته و مقادير حداكثر SPRتوابع پايه نريز درصد افزايش شاخص تاثير نسبت به روش 

روش براي تشخيص خطا در مورد مسئله . خطاي تقريبي به مقادير دقيق آن نزديك شده است

كراري بهبود شبكه را ترك مناسب بوده و توانايي استفاده به عنوان يك راهبر جهت فرآيند ت

براي انجام روش بازيافت در مورد اين مسئله استفاده از توابع پايه نربز با درجه . باشددارا مي

.شودسه توصيه مي

توان از روش ميدر نهايت با توجه به نتايج گرفته شده از حل مثالهاي مطرح شده در اين پژوهش 

و مهندسي جهت برآورد خطا و بهبود ميدان تنش به عنوان راه حلي ساده LPتخمين كنندة خطاي 

.بدست آمده از تحليل مسائل به روش ايزوژئومتريك نام برد

ارائه پيشنهادات-5-5-2

روشهاي تخمين خطا در تحليل ايزوژئومتريك  با توجه به نو بودن روش تحليل از قابليتهاي فراواني 

شاخه از دانش داراي ظرفيت زيادي جهت ابداع و هنوز اين . باشدبراي تحقيق و پژوهش برخوردار مي

هاي  تخمين خطا در روش اجزاي محدود با ايده. باشدنوآوري براي بهتر شدن الگوريتمهاي موجود مي

در ادامه به چند پيشنهاد . باشندتوجه به قدمت آن مناسب براي توسعه در تحليل ايزوژئومتريك مي

. ه شده استجهت پيشبرد اين موضوع در آينده اشار

دار به جاي روش حداقل مربعات، در ترم اول تابع خطا استفاده از روش حداقل مربعات وزن- 1
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.براي تعيين پارامترهاي مجهول تنش بازيافت

.استفاده از روشهاي ديگر تخمين خطا در اجزاي محدود و توسعه آن در تحليل ايزوژئومتريك- 2

. نباشد، اعمال شرايط مرزي چگونه صورت پذيرددر حالتي كه نقاط كنترل منطبق بر روي مرز - 3

به جاي توابع پايه نربز، جهت داشتن امكان بهبود محلي شبكة T-Splineاستفاده از توابع - 4

.تحليل ايزوژئومتريك

.بررسي تاثير تعداد و نحوه آرايش نقاط كنترل بر روي تنش بازيافت- 5

.ش بازيافت تنشميدان تنش بر روي كارآيي روبررسي تاثير هموار بودن - 6
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اجراي برنامه تحليل ايزوژئومتريك و 

گرفتن خروجي

استفاده از تنش ايزوژئومتريك و 

تعريف ميدان تنش بازيافت

تشكيل معادله كار مجازي با 

كرنش حاصل از تحليلو تنش 

محاسبه خطا در نقاط

تشكيل تابع با هدف مينيمم نمودن 

خطا با دو رابطه بالا 

��تشكيل معادله روش 

تعيين پارامترهاي مربوط به 

,معادله روش  , , )(A C B D

تعيين مجهولات مربوط به ميدان 

تنش بازيافت

نمونه برداري و استخراج مقادير تنش از 

ميدان تنش

شاخص (محاسبه پارامترهاي سنجش خطا

تاثير، نرم انرژي تنش دقيق و تنش بازيافت، 

)مقادير خطا براي هر المان

چاپ خروجيها در فايلهايي با فرمت متني 

به منظور استفاده و مقايسه روش بازيافت 

با  روشهاي قبلي

: تهيه فايل ورودي شامل

مشخصات هندسي مصالح، تعداد 

نقاط گاوس و مختصات آنها، 

فلوچارت برنامه و روند كلي انجام بازيافت تنش
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Abstract
In this thesis, first some methods of Stress Recovery in Finite Elements are 

surveyed & introduced. After surveying existing methods, the LP method 

was chosen comparing to some common Stress Recovery methods in Finite 

Elements, in order of development in Isogeometric Analysis. The reason of 

this is high efficiency & using the residual of equilibrium equation term 

that seems to be appropriate for using in Isogeometric Analysis method. 

For this purpose, the basics of   Isogeometric analysis & NURBS basic 

functions which are the essentials in this environment are introduced 

briefly. Then the relations & equations used in LP method are re-written 

compatible to Isogeometric Analysis. After determining the relations, 

coding   method was done in programming environment & was added to 

basic program of Isogeometric analysis.

In order to compare efficiency & veracity of the method, three known 

examples which their accurate solutions were available were used.

1) Cantilever beam       2)    Hole in infinite plate     3) Fracture problem

The results of LP method program are compared to SPR recovery method 

in Isogeometric environment. In the comparison, Energy Error Norm, 

Effectivity Index & surveying recovery stress parameters at some parts are 

used. In surveying the program’s outputs, an improvement in results is 

observed comparing to SPR method. At the end appropriate degree of

NURBS functions was defined with LP method, in order to recovery stress 

in Isogeometric environment for mentioned examples.

Key Words: Finite elements, Error estimation, Stress recovery, Efficiency 

index, Isogeometric analysis, Energy error norm.


