
  أ

 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  



  ب

 

  

  عمران و معماري دانشكده  

  گروه عمران

  

  بهينه سازي همزمان شكل و توپولوژي لايه تقويتي سازه هاي پوسته اي  

  

  حسين قاسم نژاد مقري

  

  :استاد راهنما

  دكتر بهروز حسني

  

  :استاد مشاور

  سيد مهدي توكليمهندس 

  

  پايان نامه ارشد جهت اخذ درجه كارشناسي ارشد 

 1388تير 



  ت

 

 دانشگاه صنعتي شاهرود

  دانشكده عمران و معماري

  گروه سازه

  

  آقاي حسين قاسم نژاد مقري پايان نامه كارشناسي ارشد

 بهينه سازي همزمان شكل و توپولوژي لايه تقويتي سازه هاي پوسته اي: تحت عنوان

توسط كميتـه تخصصـي زيـر جهـت اخـذ مـدرك كارشناسـي ارشـد                                           ............................  در تاريخ

  .مورد پذيرش قرار گرفت...................................... مورد ارزيابي و با درجه 

 

 اساتيد راهنما امضاء اساتيد مشاور امضاء

  :نام و نام خانوادگي    : نام و نام خانوادگي 

  :نام و نام خانوادگي    :نام و نام خانوادگي  

  

نماينده تحصيلات  امضاء

 تكميلي

 اساتيد داور امضاء

  :نام و نام خانوادگي    :نام و نام خانوادگي  

  :نام و نام خانوادگي  

  : نام و نام خانوادگي 



  ث

 

  تقديم به               

  پدرگرامي

  و       

  مادر عزيزم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



  ج

 

  تشكر و قدرداني

هاي گرانقدرشان  خاطر راهنمايي فرزانه آقاي دكتر بهروز حسني به دانم از استاد در آغاز لازم مي

. ام نامه نبوده شك بدون پشتيباني و هدايت ايشان قادر به ارائه اين پايان بي. كمال تشكر را داشته باشم

  .مشان را از خداوند بزرگ خواستار موفقيتسربلندي، عزت و 

ها و  كمك. همچنين از دوست و استاد عزيزم آقاي مهندس توكلي نهايت تشكر را دارم

  .داشته است رسالههاي ايشان به عنوان استاد مشاور نقش بسزايي در پيشرفت اين  راهنمايي

خصوص آقايان دكتر  بهاز كليه اساتيد دانشكده عمران و معماري دانشگاه صنعتي شاهرود، 

خاطر زحماتي كه در رشد و  جاري به كيهاني، دكتر احمدي، دكتر علايي، دكتر نادري و دكتر كلات

  .موفقيت و سربلنديشان را آرزومندم نمايم و اند، صميمانه تشكر مي ارتقاي سطح علمي اينجانب داشته

اند، تشكر و  ه امور زندگي بودهدر پايان از خانواده عزيزم كه همواره ياور و پشتيبانم در هم

  .نمايم داني مي قدر

  حسين قاسم نژاد مقري                                                                           

   1388 تير ماه                                                                           
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  واگذارياقرارنامه و 

باشد و  مي اينجانبنامه نتيجه تحقيقات  مندرج دراين پـايانمطالب  شود بدين وسيله تأييد مي

  .شده استذكر  تفاده از نتايج ديگران مرجع آندر صورت اس

ي ناشي از تحقيق موضوع اين نوآور و ، آزمايشاتوق مادي مترتب از  نتايج مطالعاتكليه حق

  .شاهرود مي باشدصنعتي  متعلق به دانشگاهنامه  پايان

  حسين قاسم نژاد مقري                                                                                 

  1388 تير ماه                                                                                
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  چكيده

اي صورت گرفته و ضمن رسيدن به  سازي سازه هاي زيادي در بهينه پيشرفتهاي اخير  در دهه

است طوري كه مسائل جديد و معيارهاي طراحي  سازي گسترش يافته نتايج مطلوب ابعاد مسائل بهينه

  .سازي به وجود آمده است متنوعي براي بيان مسائل بهينه

پس از . ژي بهينه به دست مي آيد  ولواي اين است كه ابتدا توپ سازي سازه روش معمول در بهينه

سازي  شود؛ طوري كه درحين بهينه سازي شكل سازه انجام مي آن با ثابت نگه داشتن توپولوژي، بهينه

  .پولوژي ثابت مي ماندشكل، تو

صورت  سازي شكل و توپولوژي را براي سازه به شود كه بهينه نامه روشي معرفي مي در اين پايان

هاي سطحي روي سازه  كننده گيري بهينه سخت دست آوردن نحوه قرار هدف به. هدد همزمان انجام مي

سازي شكل صفحه  نامه همزمان با بهينه با استفاده از روش معرفي شده در اين پايان. اي است پوسته

  .شود هاي سطحي نيز بهينه مي مياني پوسته، توپولوژي سخت كننده

مصالح هر المان توسط مواد . محدود استسازي اجزا  روش حل مسئله برمبناي گسسته

مقياس به  هاي ريز پارامترهاي هندسي حفره. شوند مقياس مستطيلي مدل مي هاي ريز مصنوعي با حفره

. گيرند سازي مورد استفاده قرار مي سازي توپولوژيك در فرايند بهينه عنوان متغير طراحي در گام بهينه

عنوان  توليد شده و نقاط كنترلي توليدكننده سطح بههندسه پوسته با استفاده از سطوح نربز 

سازي در هر بخش با استفاده  مسئله بهينه. شوند سازي شكل استفاده مي متغيرطراحي در قسمت بهينه

هاي عددي  روش مورد نظر براي مثال. شود هاي متحرك و تحليل حساسيت حل مي از روش مجانب

 . اند كار گرفته شده و نتايج بيان شده به

  اي، لايه تقويتي سازه پوسته شكل، سازي، توپولوژي، بهينه: كلمات كليدي
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  ليست مقالات مستخرج از پايان نامه

 ، هشتمين"اي با استفاده از قيد تنش هاي صفحه سازي توپولوژيك لايه تقويتي سازه بهينه"

  1388 ارديبهشت دانشگاه شيراز،المللي مهندسي عمران،  كنگره بين
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  مقدمه 1

در  .سازي علمي است كه امروزه مورد توجه بسياري از محققين و مهندسين قرار دارد بهينه

برداري شود كه بيشترين  است كه از منابع محدود طوري بهرهاين سازي  هبهينحالت كلي هدف از 

به دست آوردن بهترين طراحي ممكن بر اساس  ،ي بهينهحهدف يك طرا .كارايي را داشته باشد

كمبود منابع مواد اوليه باعث ايجاد تقاضا براي وزن سبك و . معيارهايي است كه طراح در نظر دارد

  .ها است سازي وزن و هزينه سازه بهينهاين موضوع بيان كننده اهميت . شود ميهزينه پايين 

 سازي بهينه از عبارتند كه نمود بندي دسته مختلف رده سه در توان مي را سازي بهينه مسائل

 مناسب كردن تعداد پيدا اصلي هدف ها، سازه توپولوژي سازي بهينه در. سازه ابعاد  و شكل توپولوژي،

 به دست توپولوژي، بهينه سازي از هدف خرپا، يك مورد در مثال عنوان به. باشد مي اآنه محل و ها حفره

 هدفها  سازه شكل سازي بهينه در .باشد ميو نحوه ارتباط آنها با هم  خرپا اعضاي بهينه تعداد آوردن

 لح نظر بگيريد، در را خرپايي اگر مثال براي. است سازه مرزهاي موقعيت بهترين كردن پيدا اصلي

 مكاني بهترين موقعيت آن جواب كه شود مي اي مساله حل به منجر خرپا، شكل سازي بهينه مساله

 خرپا اعضاي سر دو هاي گره مختصات سازي، بهينه مساله طراحي متغيرهاي و بود خواهد خرپا هاي گره

به  مفهوم به خرپايي سازه براي يك كه است ابعاد سازي بهينه سازي، بهينه مسائل ديگر نوع. مي باشد

 .هر يك از اعضا است  نياز مورد مقطع سطح حداقل آوردن دست

زيادي كرده و كاربردهاي  هاي اخير پيشرفت هاي توپولوژي در دهه سازي شكل و بهينه

شكل هدف سازي  بهينهدر . آميزي در بهينه كردن مسائل علمي مهندسي داشته است موفقيت

طراحي است، با اين فرض كه بارگذاري و شرايط مرزي مشخص يابي به بهترين هندسه از دامنه  دست

و همچنين  ]2[و دينگ ]1[هاي هافتكا و جاندليتوان در كار را ميسازي  بهينهمعرفي اين نوع از . باشد

با اين حال . رسد اول اين روش بسيار كلي به نظر ميدر نگاه . مطالعه نمود ]3[اولف و روزواني

  .به بهينه كردن يك قالب اوليه با توپولوژي مشخص است شكل تنها قادرسازي  بهينه
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هستيم كه قادر به ايجاد تغيير در تعداد، سازي  بهينهبنابراين در حالت كلي نيازمند روش هاي 

هاي مربوط به اين نوع  هاي اخير تكنيك در سال. اي باشند عناصر سازه موقعيت و نحوه ارتباط

در يكي از . زيادي براي حل مسئله توپولوژي وجود دارد روش هاي. اند سازي معرفي شده بهينه

سازه روش حل بر مبناي استفاده از ريز صورت گرفت، ]4[كيكوچي تحقيقات اوليه كه توسط بندسو و 

1يك روش جايگزين براي آن، روش قانون تواني يا . بوده است
SIMP ها،  علاوه بر اين روش. ]5[است

ابع هدف مورد سازي كار خارجي يا ديگر تو براي مسائل حداقل مبناي شهود نيزهاي بر  برخي روش

  ).]6[ژي و استيون(اشاره كرد  هاي تكاملي توان به روش ها مي از ميان اين روش .اند استفاده قرار گرفته

  .ه كردعاين رساله مراج ]7[توان به مرجع توپولوژي ميسازي  بهينهبراي مرور كلي بر 

براي پيدا كردن دو مسئله ذكر شده شكل و توپولوژي ب هر حاضر مربوط به تركي رساله

توپولوژي، سازي  بهينهدر مسائل سنتي . باشد اي مي وستههاي سطحي سازه پ كننده موقعيت سخت

يقات هاي اخير بيشتر تحق چنانچه در سال. گيرد ماده در يك محدوده ثابت صورت مي همواره توزيع

شده است؛ به اين صورت كه عمل  سازي بهينههاي  اگانه تكنيكگيري جدانجام شده، بر مبناي به كار

به عنوان يك پيش پردازنده انجام شده و سازه بهينه به عنوان يك سازه  توپولوژي سازي بهينه ابتدا

اولهوف و (شكل با روش تغييرات مرزي مورد استفاده قرار گرفته است  سازي بهينهپايه جهت 

  ). ]9[؛ لين و چااو]8[همكاران

شكل و  سازي بهينهشود كه به صورت همزمان عمل  اين رساله روشي تركيبي معرفي مي در

 سازي انرژي كرنشي مسئله حداكثرسازي سختي توسط يك مسئله حداقل. دهد توپولوژي را انجام مي

رو از يك  اين از. شود ميو توپولوژي تقسيم شكل  مسئله تركيب شده، به دو زير مسئله. شود ميحل 

؛ به طوري كه در مرحله اول با انجام يك شود مياستفاده  سازي بهينهاي براي  تكراري دو مرحلهروش 

شكل، هندسه پوسته بهبود مي يابد و در مرحله دوم توزيع بهينه لايه تقويتي روي  سازي بهينهگام 

                                                 
1 Solid Isotropic Material with Penalization 



4 

 

  .كند به يك جواب بهينه ادامه پيدا مي اين كار تا همگرا شدن. گيرد پوسته انجام مي

توپولوژي با استفاده از  سازي بهينهخاطر زياد بودن متغيرهاي طراحي، معمولا مسائل  به

معيار بهينگي از دهه هاي  روش  .شوند حل مي 1سازي، مثل معيار بهينگي هاي غير مستقيم بهينه روش

 سازي بهينهريزي رياضي در حل مسائل  هاي برنامه لادي به عنوان جايگزيني براي روششصت مي

ريزي رياضي به سرعت در حال پيشرفت  هاي برنامه امروزه روش. اند اي مورد استفاده قرار گرفته سازه

هاي  روش مجانب .شوند اي استفاده مي سازه سازي بهينهبوده و به صورت گسترده در مسائل 

است كه قادر به حل مسائل با تعداد متغيرهاي  سازي بهينههاي  يكي از روش ]MMA (]10(2متحرك

  .شود هاي معيار بهينگي استفاده مي اين رساله از اين روش به جاي روشدر . باشد مياحي زياد طر

در اين فصل ضمن . گيرد توپولوژي مورد بررسي قرار مي سازي بهينهدر فصل دوم اين رساله 

ار سپس انواع معي. شوند توپولوژي بيان مي سازي بهينهمعرفي مدل مواد مورد استفاده، تعاريف مسئله 

توپولوژي بيان شده و نحوه تعريف مدل مصالح براي لايه تقويتي سازه شرح  سازي بهينهطراحي براي 

شكل با استفاده از روش  سازي بهينهدر فصل سوم ضمن شرح مختصري از . شود ميداده 

 .گيرد وژي به تفصيل مورد بررسي قرار ميهمزمان شكل و توپول سازي بهينهمرزي، الگوريتم   تغييرات

هاي متحرك را كه  ضي پرداخته و در پايان روش مجانبريزي ريا هاي برنامه فصل چهارم به شرح روش

فصل پنجم در مورد تحليل سازه . دهد اده شده است، مورد بررسي قرار ميدر اين پايان نامه از آن استف

وع المان، توابع از قبيل ن ها فصل اطلاعات مربوط به تحليل سازهدر اين . به روش اجزا محدود است

فصل ششم در مورد  .شود مياند، شرح داده  كه در اين رساله استفاده شده... شكل، درجات آزادي و 

ي ها و سطوح، معرف نحوه تعريف پارامتريك منحني. كند حوه توليد شكل مطالبي را بيان مين

نامه  در فصل هفتم پايان در نهايت. شندبا لاين و نربز از مطالب اين فصل ميهاي بزير، بي اسپ منحني

 .گيرند و نتايج آنها مورد بررسي قرار ميهايي حل شده  مثال

                                                 
1 Optimality Criteria 
2 Method of Moving Asymptotes 
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  سازي توپولوژيك بهينه 2

  مقدمه 2.1

. سازي توپولوژي پيدا كردن بهترين چيدمان سازه در يك دامنه مشخص است هدف از بهينه

اي كه قرار است  گاهي و حجم سازه ائل بارهاي اعمالي، شرايط تكيهتنها مقادير معلوم در اين نوع مس

اي مجهول  در اين نوع مسائل ابعاد فيزيكي، شكل و نحوه ارتباط عناصر سازه. باشند تشكيل شود، مي

  .هستند

  مدل هاي مواد 2.2

ز يكي ا. باشد سازي ابعاد و شكل مي اي از بهينه ها تركيب پيچيده سازي توپولوژيك سازه بهينه

سازي سازه بوسيله تغييرات مرزي وجود دارد اين است كه در طرح نهايي،  مشكلاتي كه در بهينه

يابي كامل يك سازه  عبارت ديگر براي بهينهه ب. كند توپولوژي جسم نسبت به جسم اوليه تغيير نمي

  .بايستي توپولوژي آن مشخص باشد

ا روش تغييرات مرزي به چندين بار يابي شكل ب هاي بهينه معمول استفاده از تكنيك طوره ب

بنابراين اعمال تغييرات توپولوژي جسم با استفاده از اين . سازي نيازمند است تغيير مش در حين بهينه

هايي در جسم  بتوانيم سوراخ يدها با سازي توپولوژيك سازه در بهينه. نمايد روش بسيار پيچيده مي

هاي  مضاف بر اينكه بر خلاف روش. مرزي شدني نيست وجود آوريم كه انجام آن با روش تغييرات  هب

اي از قسمتهاي هندسي  وسيله مجموعهه توانند ب سازي شكل كه در آنها مرزهاي طراحي مي بهينه

سازي توپولوژيك اين كار با استفاده  تعريف شوند، در مسئله بهينه.. ) ها و  مثل خطوط ، سهمي( ساده 

  .باشد پذير نمي نجاماز تعداد محدودي از پارامترها ا

معرفي يك تابع براي مشخص ساختن چگالي مواد در جسم با در نظر گرفتن مواد مركب 

اند،  صورت پريوديك در اين جسم پخش شدهه هاي ريز كه ب مشتمل بر تعداد نامحدودي از سوراخ
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ند و پيچيدگي ك سازي ابعادي تبديل مي ها را به يك مسئله بهينه سازي توپولوژيك سازه مسئله بهينه

هاي  در واقع استفاده از ايده بكارگيري جسم سلولي با ريزسازه. شود اين مسائل تا حدودي برطرف مي

، طبيعت بودن يا نبودن مواد در توپولوژي جسم را از مقياس ماكروسكپي به مقياس 1پريوديك

  .گردد و باعث پايداري حل مي نمودهميكروسكپي رهنمون 

توان به دو دسته تقسيم  هاي فوق وجود دارد كه آنها را مي رفي ريزسازهراههاي زيادي براي مع

. باشند مي 3هاي داخلي ها با حفره و دسته دوم ميكروسلول 2اي هاي مركب لايه دسته اول ريزسازه. نمود

در مورد مواد . رود براي محاسبه خواص مكانيكي ماكروسكپي اين مواد بكار مي 4سازي تئوري همگن

دار اين  هاي حفره حل شود و براي ميكروسلول تحليليصورت  هتواند ب سازي مي عادله همگناي م لايه

  .شود وسيله روشهاي عددي مثل روش اجزاء محدود حل مي همعادله معمولا ب

شود كه هر  بندي آن به المانهاي محدود، فرض مي در عمل پس از انتخاب فضاي مرجع و تقسيم

عنوان  هها ب پارامترهاي هندسي اين ريزسازه. باشد ختار خاص خود ميالمان شامل مواد سلولي با سا

بايستي توجه كرد كه مسئله در يك . گيرند سازي مورد استفاده قرار مي متغيرهاي طراحي مسئله بهينه

شود و بنابراين در تحليل به روش المان محدود، مدل المان محدود در حين  فضاي ثابت حل مي

  .كند تغيير نمي سازي الگوريتم بهينه

. سازي توپولوژيك گسسته وجود دارد راه حل ديگري نيز براي مدل كردن مواد در مسائل بهينه

در اين روش بودن يا نبودن مواد با استفاده از تابع تقريب مناسبي كه تابع چگالي مصالح مصنوعي 

با استفاده از . شود ق ميبه اين نوع مواد معمولا مواد مصنوعي اطلا. گردد شود، مشخص مي ناميده مي

دست  هسازي ب توان خواص مكانيكي ماكروسكپي مواد را بدون استفاده از معادلات همگن اين مواد مي

سازي را  دست آمده از معادلات همگنه ليكن اين كار دقت كمتري نسبت به خواص مكانيكي ب. آورد

                                                 
1 Periodic Micro Structures 
٢ Rank Layered Material 
٣ Rectangular Microscale Voids 
٤ Homogenization Theory 
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  .دهد نتيجه مي

دار  اي از مواد خلل و فرج صورت توده هكار رفته ب هالذكر مصالح ب با استفاده از مدلهاي مواد فوق

ها متغيرهاي  سازي تعريف شده با اين روش پارامترهاي هندسي حفره در مسئله بهينه. شود مدل مي

وجود آيد،  هها ب هاي اين ريزسازه كه در قسمتي از جسم تنها حفره در صورتي. باشند طراحي مسئله مي

وجود نيايد در  هها حفره ب كه در اين ريزسازه د خواهد شد و در صورتياي ايجا در توپولوژي جسم حفره

با توجه به اينكه در اين فصل از مواد مصنوعي با . آن محل توپولوژي جسم حاوي مواد جامد است

هاي داخلي و سپس مواد  ها با حفره شود، ابتدا ميكروسلول دار استفاده مي هاي حفره ميكروسلول

  .شوند ث ميمصنوعي در ادامه بح

  هاي ريزمقياس مستطيلي حفره 2.2.1

ها، شكل ريزسازه يكي از مهمترين مسائلي است كه بايستي به آن توجه  در انتخاب ريزسازه

 را 1تا  0اي باشد كه چگالي مواد در ريزسازه بتواند كل مقدار  گونهه ب دشكل انتخاب شده باي. كرد

مانع از آن خواهد ) بعدي و يا كروي در حالت سه( هاي دايروي براي مثال استفاده از حفره. پوشش دهد

صورت حفره ه طور كامل به ب) ويا مكعب مستطيل در حالت سه بعدي(شد كه سلول مستطيل شكل 

از طرف ديگر شكل حفره بايستي با كمترين تعداد پارامتر تعريف شود تا ميزان متغيرهاي . درآيد

هاي مستطيل شكل  در مركز  لولهاي مربعي با حفرهس. سازي به حداقل برسد طراحي در مسئله بهينه

هاي  بعدي ميكروسلول در فضاي سه). )1- 2(شكل (باشند  ترين شكل براي اين منظور مي آنها ساده

  .گيرند هاي مكعب مستطيل شكل در مركز آنها مورد استفاده قرار مي مكعب شكل با حفره

مقدار مثبت و بسيار كوچك است نشان داده شود آنگاه اندازه  كه εاگر بعد سلول مربعي با 

سلول واحد را در دستگاه مختصات ميكروسكپي ) 2- 2( شكل. گردد مشخص مي bεو  aεسوراخ با 

سبه صورت زير محا هبا استفاده از اين مدل سطح اشغال شده توسط مواد جامد ب. دهد نشان مي

 .شود مي
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)2 -1(  ∫Ω Ω−=Ω d)ab(s 1  

10كه در اين رابطه  ≤≤ a  10و ≤≤ b  وΩ  فضاي طراحي وsΩ  قسمت جامد فضاي

  .دهد طراحي را نشان مي

 د نسبت به محورهاي مختصات توانن هاي ريزمقياس در جسم سلولي مي در حالت كلي سوراخ

  

  

 ]14[هاي مستطيلي  ها با حفره ميكروسلول) 1-2 ( شكل 

  

  ]14[سلول واحد با حفره مستطيلي در مختصات ميكروسكوپي ) 2-2 ( شكل 

. گذارد بر ماتريس الاستيسيته تاثير مي θدرنظر گرفته شوند كه اين انحراف زاويه  دار صورت زاويهه ب

با توجه به نكات . شود عنوان يك متغير طراحي در نظر گرفته ميه ب θبنابراين در محاسبات زاويه 

سازي  باشد كه متغيرهاي طراحي مسئله بهينه مي θو  bو  aداراي مقادير  Ω∈xفوق هر نقطه 

  .باشند مي

)2 -2(  )(cc,)(bb,)(aa xxx ===  
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شده، تقريب  سازي وسيله توابع ثابتي در هر المان از فضاي طراحي گسسته هدر عمل اين توابع ب

در نتيجه ماتريس . شود بنابراين ابعاد و زاويه يك ريزسازه در هر المان ثابت فرض ميشوند و  زده مي

بنابراين در فضاي دوبعدي اگر دامنه به . الاستيسيته همگن شده نيز براي هر المان ثابت خواهد بود

N المان محدود تقسيم شودN3 سازي توپولوژيك سازه وجود دارد ه بهينهمتغير طراحي در مسئل.  

زيرا سوراخ مستطيل شكل در  ؛شود ها از نوع مواد ايزوتروپيك فرض مي قسمت جامد ريزسازه

مسطح  مسائل تنش(در مسائل الاستيسيته دوبعدي . آورد وجود مي هجسم سلولي حالت ارتوتروپيك را ب

 .صورت زير برقرار استه قانون هوك ب) مسطح و كرنش

 

)2 -3(  
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12

22

11

66

2212

1211

12

22

11

200

0

0

ε

ε

ε

σ

σ

σ

c

cc

cc

  

,ijσ )2,1كه در اين رابطه =ji ( ،تنشهاijε  كرنشها وijc  اعضاء ماتريس سختي كاهش يافته

تابعي از   Cتيسيته توجه شود كه براي مواد با ساختمان سلولي اعضاء ماتريس الاس. باشند مواد مي

a,b,θ باشند مي. 

)2 -4(  ),b,a( θ= CC  

در مسائل  θشود و تاثير  سازي محاسبه مي وسيله تئوري همگنه ب a,bبه  Cوابستگي 

 .شود صورت زير اعمال مي هاز قاعده چرخش ب دوبعدي با استفاده

)2 -5(  )().b,a().(),b,a( T θθ=θ RCRC  

تاثير پارامترهاي طراحي بر ماتريس الاستيسيته در . ماتريس چرخش است Rكه در اين رابطه 

اي توجه كرد كه در مسائل دوبعدي بر دبه اين نكته نيز باي. شود هاي بعدي مفصلا بحث مي بخش

 .است a,bسلول واحد تابع چگالي ، تابعي از 

)2 -6(  
sρ)ba()b,a(ρρ −== 1  

 .باشد چگالي مواد جامد مي sρكه در اين رابطه 
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 مواد مصنوعي 2.2.2

صورت موادي كه در يك فضاي طراحي توزيع  هكه شكل و توپولوژي يك سازه را ب در صورتي 

 xتوصيف كرد كه اين تابع در هر نـقطه χوسيله تابع  هتوان ب در نظر بگيريم سازه را ميشوند  مي

 .شود صورت زير تعريف مي هب

)2 -7(  





ΩΩ∈

Ω∈
=χ

materialno\if

materialif
)(

s

s

x

x
x

0

1
  

  :توان نوشت ايزوتروپي براي قسمت جامد ميوجود  با فرض

)2 -8(  
0

0

CxxC

xx

)()(

)()(

χ=

ρχ=ρ
  

0و 0ρكه در اين رابطه 
C باشند به ترتيب چگالي و ماتريس الاستيسيته قسمت جامد همگن مي. 

شود و بنابراين در هر المان از  سازي مي گسسته xχ)(سازي تابع در حل عددي مسئله بهينه

اما اين فرمولبندي بسيار پرهزينه است و . باشند ها متغيرهاي طراحي مسئله ميxχ)(فضاي طراحي

بجاي تابع  xξ)(ترين راه براي رفع اين مشكل جايگزين كردن تابع پيوسته ساده. شود پيشنهاد نمي

 :ميباشد بنابراين xχ)(گسسته

)2 -9( 

)2 -10(  

0ρξ=ρ )()( xx 

0
CxxC )()( ξ=  

10كه در اين رابطه ≤ξ≤ )(x وΩ∈x توجه شود كه مطابق رابطه . باشند مي)حجم ) 10- 2

 :آيد صورت زير بدست مي هب Vمواد

)2 -11(  ∫Ω Ωξ= d)(V x  

شوند اما در اين  سازي مي شدن الگوريتم بهينه سبب ساده) 11-2(و ) 10- 2(اگرچه روابط 

از نقطه نظر مهندسي حلي كه . حالت جواب سازه بهينه شده داراي نواحي خلل و فرج دار زيادي است

از اينرو بهتر است كه نواحي خلل . تر است منجر به وجود فقط قسمت جامد و يا فقط حفره شود عملي
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مطرح  اين ايده بوسيله رزواني. گيرد حذف شوند تعلق مي xξ)(بهاي كه  و فرج دار با استفاده از جريمه

 :يابد صورت زير تغيير مي هب) 11- 4(بنابراين رابطه . گرديد

)2 -12(  0
CxxC

µξ= )()(  

 .باشد مي) 9و  3معمولا بين ( 1عامل جريمه و بزرگتر از  µكه در اين رابطه

هاي مصنوعي با بعضي پارامترهاي هندسي در  براي ساختن ريزسازه ξبع چگالي مصنوعيتا

هاي مستطيل  عنوان مثال براي ساختن جسم سلولي شامل سلولهاي واحد با حفره هب. ارتباط است

 :شود صورت زير در نظر گرفته مي هب xξ)(شكل ،

)2 -13(  )(b)(a)( xxx −=ξ 1  

شود كه مصالح حاوي تعداد زيادي  كار رفته فرض مي هطور كه اشاره شد در مدل ب همان

a)(هاي مستطيلي بوده و پارامترهاي شكل با حفره هاي مربع سلول x و)(b x  در هر المان ثابت

 :صورت زير است هس الاستيسيته مدل مواد مصنوعي ببا فرض ايزوتروپيك بودن مصالح، ماتري. باشد مي

 

)2 -14(  


















ν−

ν

ν

ν−

−
=

µ

2
1

00

01

01

1

1
2

)(
)(

)ab(E
C  

بعدي در محيطهاي پيوسته با فرض مواد ايزوتروپيك، ماتريس الاستيسيته مصنوعي  براي مسائل سه

  :باشد صورت زير مي هب

 

)2 -15(  



























ν−

ν−

ν−

ν−

νν−

ννν−

ν−ν+
−

=
µ

221

0221

00221

0001

0001

0001

211

1

/)(

/)(.sym

/)())((

)abc(E
C  

  .باشد در سلول مكعب شكل مي zعد حفره در جهتب cكه در اين رابطه
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  ها سازي توپولوژيك سازه مدل رياضي براي مسائل بهينه 2.3

و  Ωكار برده شده در دامنه هيك مسئله كلي الاستيسيته خطي تحت اثر نيروهاي حجمي ب

كه تغييرمكانها  dΓشامل Γداراي مرز Ωسطح دامنه . گيريم نظر ميرا در  tΓنيروهاي سطحي در 

همچنين فرض . باشد اند مي كار برده شدهه كه بارهاي سطحي در آن ب tΓاند و در آن تعريف شده

  :شود كه مي

)2 -16(  
0=Γ∩Γ

Γ=Γ∪Γ

dt

dt  

كارگيري روش تغييرمكان مجازي، معادلات تعادل با مساوي قرار دادن كار مجازي داخلي و  هبا ب

ميدان تغييرمكان كه تعادل سازه الاستيك را  uبا فرض اينكه . شوند دست آورده ميه خارجي ب

  :توان نوشت مكان مجازي مجاز سينماتيكي باشد ميميدان تغيير vكند باشد و تعريف مي

)2 -17(  { }donand))(H(where Γ=Ω∈=∈ 0vvvVVv
31  

  :توان نوشت مي dΓپس براي يك سازه ارتجائي با مرز ثابت 

)2 -18(  ∫∫∫ ΓΩΩ
Γ+Ω=Ωε

t
ddd))()(( TTT vtvfuCvε  

ي براي كار گيري از تحليل حساب تغييراتي و تابع نماها و استفاده از فرم انرژي دوخط با بهره

  :صورت زير نوشته توان ب را مي )18- 2( داخلي و فرم بارخطي براي كار خارجي رابطه

)2 -19(  Vvvvu ∈∀= ,)(),(a �  

  :كه در اين رابطه

)2 -20(  

)2 -21(  

∫Ω Ω= d))(().(),(a T
uCεvεvu  

∫∫ ΓΩ
Γ+Ω=

t
d.d.)( vtvfv�  

گرفته اين است كه ها كه در اين فصل مورد بحث قرار  سازي سازه هدف از مسئله بهينه

مينيمم بودن مقدار كار خارجي . ترين سازه ممكن را با استفاده از يك مقدار مصالح معين بيابيم سخت
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زيمم بودن سختي عمومي يك سازه را فراهم ك، ما�u)(با ميدان تغييرمكان حقيقي و يا مينممم بودن

صورت زير ساخته ه عنوان تابع هدف به ب �u)(با قرار دادن ها سازي سازه بنابراين مسئله بهينه. كند مي

  :شود مي

)2 -22( 

nsrestrictiodesignand

atoSubject

Minimize

Vvvvu

u

∈∀= )(),(

)(

�

�

  

a),(كه در اين رابطه محدوديتهاي طراحي،  vu  و)(u� باشند توابعي از متغيرهاي طراحي مي .

سازي توپولوژيك پارامترهاي هندسي سوراخهاي  راحي مسئله بهينهچنانكه قبلا ديديم متغيرهاي ط

در مصالح  θو  bو aي ابراي مثال پارامتره(باشند  ريزمقياس مصالح فرض شده براي مسئله مي

  ).شكل  هاي مستطيل شامل سلولهاي مربعي با سوراخ

  :آيد دست مي همعادله زير ب )19-2( در رابطه vبجاي ∋vuگزين كردنبا جاي

)2 -23(  )(),(a uuu �=  

a),(شود كه يادآوري مي uu
2

شود  نشان دهنده انرژي كرنشي است بنابراين نتيجه گرفته مي 1

از سوي ديگر انرژي پتانسيل كل را . معادل مينيمم كردن انرژي كرنشي است �u)(كه مينيمم كردن 

  :صورت زير نوشت هتوان ب مي

)2 -24(  )(),(a)( uuuu �−=Π
2

1  

  :توان نوشت دررابطه فوق مي )23- 2( با جايگزيني رابطه

)2 -25(  )()( uu �
2

1
−=Π  

زيمم كردن انرژي كمعادل ما �u)(كردن شود كه مينيمم  از رابطه فوق چنين نتيجه مي

  :صورت زير نوشت هتوان ب را مي )22- 2(بنابراين مسئله كلي بهينه سازي . باشد پتانسيل كل مي
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)2 -26(  

  nsrestrictiodesignand

)(),(atoSubject

)(Maximize

Vvvvu

u

∈∀=

Π

�  

  .صورت زير نوشت هتوان ب را مي )26- 2( با استفاده از اصل مينيمم كردن انرژي پتانسيل رابطه

)2 -27(  

  nsrestrictiodesigntosubject

design

)(minmax

Vv

u

∈

Π

  

ست كه اين روش كلي است ا سازي بر اساس انرژي پتانسيل كل آن دليل ساختن مسئله بهينه

اي با  حال آنكه در مورد مسئله. كند ميترين سازه تعريف  سازي را براي سخت شه مسئله بهينهو همي

ترين  ، سختيروهاي حجمي و سطحير و در غياب نصفهاي مرزي از قبل تعريف شده غير تغييرمكان

 بايددهد ولي در بيشتر موارد ديگر انرژي كرنشي  زيمم رخ ميكسازه در حالت انرژي كرنشي ما

عنوان تابع ه با اطمينان در همه مسائل ب �u)( توان از انرژي كرنشي و يا بنابراين نمي. مينيمم شود

  .بهره گرفت هدف

و  a  ،bنظر گرفتن  هاي مستطيل شكل استفاده شود با در ل مواد با سوراخكه از مد در صورتي

θ شود صورت زير بيان مي هب )27-2(سازي  عنوان متغيرهاي طراحي مسئله بهينهه ب:  

 

)2 -28(  

  10

1

≤≤

Ω≤Ω−=Ω

Π

∈θ
−

Ω

β

∫
b,aand

d)ab(tosubject

)(

Vv

min

,b,a

max

ss

v

  

sكه

−
Ω معادل است با   )28-2(معادله . باشد حد بالاي حجم مصالح جامد مي:  

 

)2 -29(  

  10

1

≤≤

Ω≤Ω−=Ω

Π

∈θ
−

Ω

β

∫
b,aand

d)ab(tosubject

)(

Vv

min

,b,a

max

ss

v

  

  .سازي توپولوژيك مورد بررسي قرار مي گيرد در بخش بعدي نوع ديگري از مسائل بهينه
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  سازي توپولوژيك با در نظر گرفتن قيد تنش بهينه 2.4

هاي  هاي زياد، تعداد متغير تقسيم دامنه طراحي به المان به خاطر كاربرد روش اجزا محدود و

هاي  به همين خاطر استفاده از روش. باشد سازي توپولوژيك زياد مي طراحي در مسائل بهينه

طور  هاي معيار بهينگي به رو روش از اين. عملي به نظر آيد ريزي رياضي ممكن است كمي غير برنامه

ها، در مسائل كلاسيك  هاي اين روش اند و به خاطر محدوديت ده شدهگونه مسائل استفا گسترده در اين

  .است در نظر گرفته شده) قيد حجمي(سازي توپولوژيك تنها يك نوع قيد  بهينه

سازي  ريزي رياضي مانند روش خطي هاي برنامه اي از روش هاي اخير دسته در سال

توان  مي  .اند اده قرار گرفتهمورد استف  (MMA) و روش مجانب هاي متحرك  (CONLIN)1محدب

هاي آن به كمك روش  مسئله هاي متحرك و حل زير هاي روش مجانب نشان داد كه استفاده از تقريب

ريزي رياضي تعريف  هاي برنامه استفاده از روش]. 12[انجامد به نتايجي مشابه معيار بهينگي مي 2دوگان

سازي  در اين قسمت مسئله بهينه. مي سازد هاي مختلف را ممكن سازي با قيد مسائل متنوع بهينه

  .شود توپولوژيك براي حداقل كردن وزن با در نظر گرفتن قيد تنش معرفي مي

   (SIMP)معيار تنش براي مدل مصالح مصنوعي 2.4.1

. توان به راحتي قيد تنش را اعمال كرد مي 0- 1توپولوژي با فرمول بندي  طراحي مسائل براي

 قبل  حالت شكل قيد تنش ديگر به سادگي، كنيم بينابين را معرفي مي ولي زماني كه مصالح با چگالي

  .نيست

بايد تا حد امكان ساده ) چگالي- همانند رابطه سختي(معيار تنش براي مدل مصالح مصنوعي 

براي مصالح مصنوعي با  3به همين خاطر از معيار تنش فن ميزز. باشد و همگرايي آن را نيز حفظ كند

   .شود استفاده مي µاعمال ضريب جريمه 

                                                 
١ CONvex  LINearization 
2 Dual Method 
3Von Mises 
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)2 -30(  
lVM σρσ µ≤  

اين قيد به معني كاهش محدوده مقاومت با فاكتور
µρ شود  طور كه مشاهده مي همان. مي باشد

ر ديگر براي آن مغاير با فيزيك انتخاب يك مقدا. است اختيار شده  µبراي قيد تنش نيز فاكتور جريمه

  ].12[مسئله است

سازي كلاسيك با قيد تنش شامل پيدا كردن وزن حداقل سازه با اقناع قيد تنش  مسئله بهينه

با در نظر گرفتن اينكه سازه در تعادل الاستيك با . است) باقي ماندن تنش ها در محدوده مجاز(

  .ندي زير را به كار گيريمب توانيم فرمول باشد، مي بارهاي وارد شده مي

)2 -31(  

  
1

min

min

.

1 1, ,

N

e e

e

VM e l e

s t

e Nµ

ρ

σ ρ σ ρ ρ

=

Ω

=

≤ ≤ ≤ =

∑
K.U f

…

  

  .توان مثلا در گره مياني هر المان محدود در نظر گرفت كه تنش هر المان را مي

  روش هاي حل 2.4.2

 اعمال  د تا تمهيدات خاصي را در حل مسائل با قيد تنششو ميباعث  1"تكيني"وجود مسئله 

در فضاي  2ل مسائل خرپا پيش آمد و منجر به يك بي قاعدگياين مسئله ابتدا در ح ].12[كنيم

) حذف يك يا چند المان(فتد كه تغيير در توپولوژي سازه آ ميتكيني به اين خاطر اتفاق . طراحي شد

دهد و باعث  باعث حذف قيد متناظر با آنها شده و در نهايت فضاي طراحي مسئله را تغيير مي

سازي  هاي كلاسيك بهينه اين امر به اين معني است كه روش .دشو در فضاي طراحي مي 3حالتي چند

حالته قرار دارند،  اي را كه در اين نواحي چند توانند نقاط بهينه ديگر نمي 4تاكر كانمبتني بر شرايط 

سازي قادر نخواهد بود نقاط با چگالي كم را  به عبارت ديگر يك الگوريتم استاندارد بهينه. پيدا كنند

                                                 
١ Singularity 
٢ Irregularity 
٣ degeneracy 
٤ Kuhn-Tucker Condition 
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  .كند و به توپولوژي بهينه درست برسدكاملا حذف 

بندي را طوري تغيير دهيم كه بهتر به  يك روش براي رفع اين مشكل اين است كه فرمول

در ابتدا توجه كنيم كه در يك مسئله طراحي توپولوژي، قيدهاي تنش تنها زماني . جواب همگرا شود

توانيم آن را به صورت  از قيد ميρ<0براي حذف شرط . شوند كه ماده وجود داشته باشد اعمال مي

   :زير بنويسيم

)2 -32(  
0)1( ≤−

l

VM

σρ
σ

ρ
µ

  

ها  نظر گرفتن نيروها به جاي تنش اي در يك خرپا، اين شرط به معني در براي اجزاي ميله

گري نيز نويسي فرمول به اين شكل كافي نيست و نياز به اعمال تغييرات دي متاسفانه باز]. 12[است

ارائه شد،  ]12[ 3و ژو 2كه توسط چنگ 1سازي يك روش اين است كه قيدها را با روش رها. هست

   :باشد رابطه جديد به اين صورت مي. بازنويسي كنيم

)2 -33(  ρρερε
σρ

σ
ρ µ ≤=−≤− min

2)1()1(
l

VM  

 هاي بالا، داراي فضاي طراحي خواهد بود، مسئله با قيدε<0به ازي هر. مشخص است εكه مقدار

)1(ضريب. حالتي نيست كه ديگر چند ρ− شود  دهد كه قيد تنش واقعي زماني اعمال مي اطمينان مي

سازي عادي، امكان رسيدن به نقطه مينيمم هاي بهينه بنابراين با استفاده از الگوريتم. باشد ρ=1كه

*

ερ هايي يك به يك  سازي، نگاشت بندي رها چنگ و ژو نشان دادند كه فرمول. وجود خواهد داشت

اين . آورد سازي شده و جواب بهينه آنها به وجود مي و فضاي طراحي رها εسازي ميان پارامتر رها

}{اي طراحي، دنباله فضاهε→0يعني اينكه وقتي εΩ و جواب بهينه آنهاερ  به سمت مسئله اصلي

  .شود حالتي و جواب بهينه آن همگرا مي چند

                                                 
١ Relaxation 
٢ Cheng 
٣ Guo 
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سازي متناسب با  اي از مسائل بهينه بنابراين روند رسيدن به جواب نهايي شامل حل دنباله

. استفاده كرد 2و توابع جريمه 1هاي توابع مانع توان از روش مي. بودخواهد  εپارامترهاي نزولي

2توان با استفاده از همچنين مي

min ερ −610يا  −410به−110و با كاهش تصاعدي حداقل چگالي از  =

2را با تقسيم متواليتوان اين كار  مي]. 13[مسئله را حل كرد

min ερ ) 2مثل( بر يك ضريب معلوم =

شوند را افزايش  براي اينكه مجموعه نقاط شروع كه منجر به پيدا كردن نقطه تكين مي. انجام داد

  ]. 13[دهيم، بايد چگالي حداقل انتخابي به اندازه كافي بزرگ باشد

هاي تنش طوري نوشته شوند كه  بايد قيد  (MMA)هاي متحرك براي استفاده از روش مجانب

ها را به صورت زير بازنويسي  براي اين منظور قيد. سازي اين روش باشند هاي تقريب متناسب با راه حل

  :]13[كنيم مي

)2 -34(  1≤+− ε
ρ
ε

σρ
σ
µ

l

VM  

اين شكل مربوط به يك مسئله . مشاهده نمود (3-2)توان در شكل  سازي را مي مسئله رها

حالتي و  فضاي طراحي چند) الف(در قسمت . باشد مي 2xو 1xسازي با دو متغير طراحي هبهين

توجه شود كه نقطه بهينه با حذف متغير. شوند هاي مسئله اوليه به همراه نقطه بهينه مشاهده مي قيد

2x طور كه  همان. است  ط شدني از فضاي طراحي با هاشور مشخص شدهمجموعه نقا. آيد به دست مي

، همان مسئله )ب(در قسمت . شود نقطه بهينه تنها با يك خط با نقاط شدني مرتبط است مشاهده مي

طور كه از شكل پيدا است، نقطه بهينه در اين  همان. شود سازي شده مشاهده مي بندي رها با فرمول

هاي استاندارد  ي قرار گرفته است و رسيدن به آن از طريق الگوريتمحالت در مجموعه نقاط شدن

 .باشد سازي ممكن مي بهينه

                                                 
١ Barrier Function 
٢ Penalty Function 
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  1سازي توپولوژيك لايه تقويتي بهينه 2.5

 سازي توپولوژي ن در فرايند بهينهخواهيم مدل سلولي را معرفي كنيم كه از آ در اين بخش مي

   با استفاده از نظريه مونتاژ. كنيم ه مياي استفاد اي و پوسته هاي صفحه لايه تقويتي براي سازه

  .توان مورد استفاده قرار داد را مي )4-2(مدل سلولي شكل ] 14[2ها لايه

  

  ]11[فضاي طراحي مسئله پس از رهاسازي ) ب(فضاي طراحي چندحالتي ) الف) (3-2 ( شكل 

  

  ]14[سلول پايه به همراه لايه تقويتي ) 4-2 ( شكل 

                                                 
1 Topological Reinforcement Optimization 
2 Assembling Plies 
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در اين مدل لايه ايزوتروپيك مياني معرف سازه اصلي و لايه هاي بالايي و پاييني تشكيل 

هاي مستطيلي را مورد  براي لايه تقويتي مدل ميكروسلولي با حفره. دهنده لايه تقويتي هستند

گيري آنها پارامترهاي  ها و جهت قرار همانگونه كه قبلا اشاره شد ابعاد حفره. دهيم استفاده قرار مي

هاي بالايي و پاييني از ماده يكسان  رو با فرض اينكه در هر المان محدود لايه از اين. سلولي خواهند بود

eeeسازي در هر المان محدود اند، متغيرهاي طراحي مسئله بهينه تشكيل شده ab ,,θبايد . خواهند بود

) ,ab(هاي ميكروسكوپي  توجه داشت كه در اين مدل فرض بر اين است كه با وجود تغيير ابعاد حفره

ضخامت سازه اصلي و  0tسازي،  در حين پروسه بهينه
1t در  .مانند ضخامت لايه تقويتي ثابت باقي مي

به وسيله يك الگوريتم ) با يك ارتفاع ثابت(گيري لايه تقويتي  نتيجه اندازه، محل و نحوه قرار

به خاطر حفظ تقارن، لايه تقويتي در هر دو طرف سازه در . سازي توپولوژي، مشخص خواهند شد بهينه

  .شود نظر گرفته مي

  :دست آورد ر بهتوان از رابطه زي هاي تقويتي را مي حجم اشغال شده توسط لايه

)2 -35(  ( ) ( )( )∫Ω Ω−=
0

,,11 dyxbyxatVs  

  .محدوده لايه مياني از سازه اصلي است 0Ωكه 

يعني تنها يك لايه سلولي با ضخامت (، صفر در نظر گرفته شود 0tاگر ضخامت لايه مياني 
1t

اي همراه با سوراخ خواهد شد كه  اي شبكه ازي توپولوژي، يك سازه پوستهس نتيجه بهينه) داشته باشيم

  .شود نظر گرفتن سه لايه سلولي نيز محقق مي اين امر با در. ناميد "پيكره بهينه پوسته"توان آن را  مي
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  بهينه سازي همزمان شكل و توپولوژي 3

  مقدمه 3.1

به اين . شوندم بهينه ميه صورت جدا از سازي معمولاً شكل و توپولوژي بهدر مسائل بهينه

شكل در نظر  سازي بهينهسازي توپولوژي به عنوان سازه پايه براي  صورت كه سازه حاصل از بهينه

ي آن اي در حالتي كه شكل صفحه ميانسازي توپولوژي لايه تقويتي سازه پوستهبهينه. شودگرفته مي

زيرا . ثابت است لزوماً به معني رسيدن به بهترين جواب يا حتي يك جواب مناسب نيست) سازه پايه(

ه پاسخ بهتري براي توزيع ماده در نظر گرفتن شكل جديدي براي سازه پايه ممكن است منجر ب

  ]15[.شودب

ي روشي شكل با استفاده از تغييرات مرز سازي بهينهدر اين فصل ما پس از شرح مختصر 

  .كندمعرفي خواهيم كرد كه به صورت همزمان شكل و توپولوژي سازه را بهينه مي تركيبي را

  سازي شكل سازه با استفاده از روش تغييرات مرزيبهينه 3.2

كل اوليه سازه و مدل او ش. انجام شد] 16[يچ سازي شكل توسط زينكوو ارها در بهينهاولين ك

پوشي از مدل هندسي د تبديل كرده و با چشمحدوم اجزامحاسباتي  صورت يك مدل طراحي را به

د واقع بر ر اين حالت مختصات نقاط اجزا محدود. كرد بر روي مدل محاسباتي كار مسئله، منحصراً

نظر  اين كار خود مستلزم در. شدته مينظرگرف اي طراحي مسئله درسازه به عنوان متغيره يروي مرزها

همچنين بعد از چند . رفتبود كه از اشكالات مهم آن به شمار مي گرفتن تعداد زيادي متغير طراحي

بار تكرار و ايجاد تغييرات طراحي، مرزهاي شكل هندسي مورد نظر نرمي و يكنواختي خود را از دست 

هاي  اياز چند جمله ]16[پس از آن باويكاتي . شدجالب پديدار مي ي نه چندانهاي داده و اغلب شكل

اي جمله اين حالت ضرايب چندر د. ه نمودادها استفمودن شكل هندسي سازهجبري براي بيان ن

عث كاهش اي بابه كار بردن چند جمله. شديعنوان متغيرهاي طراحي مسئله در نظر گرفته م به

هاي با  اي ممكن بود كه استفاده از چند جمله شد، اماسازي ميمسئله بهينه متغيرهاي طراحي در
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  .ناپايداري عددي و نوسان در شكل سازه شوددرجات بالاتر سبب 

با استفاده از اين  .اندنربز اين مشكلات برطرف شده اسپلاين وهاي  منحنيامروزه با استفاده از 

  . و سطوح مختلفي توليد كرد هامنحنيتوان با تعداد بسيار اندك متغيرهاي طراحي مي هامنحني

  توليد شكل 3.2.1

در تحقيق حاضر از . ، تعريف هندسه استل بهينهراحي شكاولين مرحله در تعريف مسئله ط

با تعداد كمي از شود بتوانيم اين كار سبب مي. شودسطوح نربز براي توليد سطح پوسته استفاده مي

دهد تا بعد از بهبود ميهمچنين اين امكان را  ؛هاي پيوسته ايجاد كنيمشكلمتغيرهاي طراحي 

شكل جديد پوسته با حفظ پيوستگي و نيز مدل اجزا  ،سازيههاي بهينمتغيرهاي طراحي در دوره

  .محدود جديد توليد شوند

ه را از طريق بهبود محل قرارگيري طبيعت پارامتريك مدل طراحي امكان كنترل شكل ساز 

توان تنها تعداد محدودي از متغيرهاي طراحي، مي تعدادبه منظور كاهش . كندكنترلي ايجاد مينقاط 

هاي با حركت نقاط كنترل در جهت .طراحي در نظر گرفت يرا به عنوان متغيرها نقاط كنترلي

طراحي  گيري نقاط كنترلي به عنوان متغير هاي قرار محل. آيدهاي متفاوتي به دست ميشكل ،مشخص

سازي شكل مستقل از هم هستند و هر مجموعه از متغيرهاي طراحي بهينه. شونددر نظر گرفته مي

  .ايجاد طراحي متفاوتي از شكل خواهد شد آنها منجر به

  سازي بهينهمسئله  3.2.2

چگونگي تعريف مسئله . باشداز مراحل بسيار مهم اين كار مي سازي بهينه مسئله تعريف

قت جواب حاصل شده و همچنين دستيابي يا عدم دستيابي سازي تأثير بسياري در سرعت و د بهينه

  .داشتبه جواب بهينه خواهد 

توان  ميان مي از اين. مد نظر قرار دادتوان شكل مي سازي اوتي را در مسائل بهينهمتفتوابع هدف 

ع براي تواب. را نام برد.... تابع يكنواخت بودن تنش، تابع تمركز تنش و  كرنشي،تابع وزن، تابع انرژي 
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. تعريف كردرا ... مربوط به حركت نقاط كنترلي و ، قيود تغيير مكان، قيود توان قيود تنشقيد نيز مي

به عنوان تابع هدف و محدوده حركت نقاط  كرنشيتابع انرژي  ،شكل يسازدر اين رساله براي بهينه

  .شوندمي در نظر گرفتهكنترلي به عنوان قيد 

طور كه اشاره شد براي تعريف هندسه سطح پوسته در اين رساله از سطوح نربز استفاده  همان

با  .شوندليدكننده سطوح به عنوان متغير طراحي پذيرفته ميلذا موقعيت نقاط كنترلي تو. شودمي

در نتيجه تابع هدف و توابع . شودتغيير در محل قرارگيري نقاط كنترلي، تغيير شكل پوسته اعمال مي

  .قيد نيز وابسته به نقاط كنترلي هستند

  سازي شكل و توپولوژيتركيب بهينه 3.3

 سازي بهينهشود كه در آن مسئله وشي معرفي مييشتر اشاره شد در اين رساله رطور كه پ همان

هاي كنندهشوند و از اين روش براي پيدا كردن موقعيت سختشكل و توپولوژي با هم تركيب مي

  .اي استفاده خواهيم كردهاي پوستهسطحي يا همان لايه تقويتي سازه

  معيار طراحي 3.3.1

ازي را سظر براي مسئله بهينهاي مورد ندر اين قسمت به طور مختصر معيارهاي طراحي سازه

سازي وجود هاي مختلفي براي طرح يك مسئله بهينهاشاره شد روش همانطور كه قبلا. دهيمشرح مي

ع هدف و قيد متفاوتي  ند توابتوانمي ها هر كدام از روش. مورد استفاده قرار گيرد دتواندارد كه مي

هاي يكي از شيوه. كنيماده مياي حداكثر استفهدر اين رساله ما از معيار سختي ساز .باشند داشته

بر سازه، در شده  هكار انجام شده توسط نيروهاي واردكردن دست آوردن سختي حداكثر، حداقل  به

توان از آن استفاده كرد حداقل انرژي بندي جايگزين ديگري كه ميفرمول. باشدشرايط تعادل مي

سازي  صورت حداقل توان بهسازي كار خارجي را مي اقلاز اين رو مسئله حد]. 17[كرنشي سازه است

  .كنيمما همين شيوه را اتخاذ ميدر اين رساله . انرژي كرنشي سازه بازنويسي كرد
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  فرمول بندي 3.3.2

 XU)(سازي انرژي كرنشي  صورت مسئله حداقل سازي بر مبناي حداكثر سختي به مسئله بهينه

توان اين مسئله را به مي. شودمي بيانكند، ه مورد استفاده را محدود ميتحت قيدي كه حجم كل ماد

 :اين صورت نوشت

)3 -1(  

maxmin

max)(

)(

iii XXX

VVtoSubject

UMinimize

≤≤

≤X

X

 

XU)(كه .  باشندبردار متغيرهاي طراحي مي Xحجم مصالح و  XV)( ،انرژي كرنشي سازه  

ها به دست آمده در فصل دوم به تفصيل ح مورد استفاده كه با استفاده از نظريه مونتاژ لايهمدل مصال

در اين . شودهاي متحرك استفاده ميسازي از روش مجانب براي انجام بهينه. شرح داده شده است

در اين تقريب بر اساس علامت مشتقات . شودسازي در نقطه تكرار  تقريب زده مي روش مسئله بهينه

از جواب . شودمسئله حل مي گيرد و مسئله تقريب زده شده به عنوان يك زيرنقطه تكرار صورت مي

توضيحات بيشتر در مورد اين روش در فصل . شود براي تقريب در مرحله بعدي استفاده مي مسئله زير

   .چهارم اين رساله آمده است

سازي همزمان شكل و مسئله بهينه .دهدسازي همزمان را نشان ميفلوچارت بهينه) 1-3(شكل 

در اولين حلقه . شوداي حل مياي دنبالهها با استفاده از يك روش دو مرحلهكننده توپولوژي سخت

طور كه  همان. ايند دست مي كنند بهمتغيرهاي طراحي بهينه شده كه شكل سطح پوسته را تعريف مي

در حلقه . توليد كننده سطوح نربز هستند يلنقاط كنترپيشتر اشاره شد اين متغيرهاي طراحي همان 

. شوندكننده روي سطح پوسته بهينه ميدهنده سخت توزيع ماده تشكيلهاي مصالح براي دوم، چگالي

  .يابدادامه مي همگرا شونداين روند تا زماني كه شكل و توپولوژي همزمان به يك پاسخ درست 

هاي داخلي كم رارها در حلقههتر است تعداد تكبه منظور جلوگيري از تغييرات زياد در طراحي ب

 .گيريماين رساله، تعداد تكرارها در هر حلقه را برابر يك مي رهاي حل شده دبراي مثال ].15[باشد
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با وجود . سازي توپولوژي همراه خواهد بودسازي شكل با يك تكرار بهينهبنابراين هر تكرار بهينه

نشان داده شده است كه براي مسائل مختلف بسيار در برخي شرايط، بودن اين انتخاب  محافظه كارانه

  ].18[ كندخوب كار مي

  

  ]15[سازي همزمان شكل و توپولوژي  فلوچارت بهينه) 1-3 ( شكل 

  تحليل حساسيت  3.3.3

هاي متحرك استفاده مجانب سازي از روشهمانطور كه اشاره شد در اين رساله براي بهينه

ريزي رياضي است كه با استفاده از مقادير و هاي برنامههاي متحرك يكي ازروشروش مجانب. شود  مي

سازي را هاي مشتقات تابع هدف و توابع قيد نبست به هر يك از متغيرهاي طراحي، عمل بهينهعلامت

در اين رساله . باشيمد مشتقات توابع مذكور ميسازي نيازمنرو در هر سيكل بهينه از اين. دهدانجام مي

 .كنيم د براي محاسبه مشتقات استفاده ميهاي محدو ما از روش تفاوت
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  روش بهينه سازي 4

  مقدمه 4.1

توان به چند  شود را مي هاي حلي كه معمولا براي تعيين طرح بهينه به كار گرفته مي روش

با توجه به تحقيقات و . اند ريزي رياضي به وجود آمده ها بر اساس برنامه اين روش. دبخش تقسيم كر

ها به  هاي بسيار مناسبي براي اين روش در نتيجه الگوريتم. ها بسيار مفيد هستند كاربرد زياد، اين روش

  .اند وجود آمده

است كه در هاي محاسباتي گراني  هاي تقريبي كاهش هزينه انگيزه اصلي در توسعه روش

يابد حل مسئله  از طرفي هنگامي كه ابعاد مسئله افزايش مي. كند هاي ديگر نمود پيدا مي روش

  .توان به اين مشكل غلبه كرد هاي تقريبي مي عملي است كه با به كارگيري روش سازي گاه غير بهينه

ز زني، روش دوگان ا هاي تقريب در اين فصل پس از شرح مفاهيم بهينه سازي و روش

اي پرداخته و در  ريزي دنباله هاي برنامه سپس به معرفي روش. شود ريزي رياضي شرح داده مي برنامه

هاي متحرك كه در اين رساله از آن  سازي محدب و در نهايت روش مجانب هاي خطي ادامه روش

  .گيرند شود، مورد بررسي قرار مي استفاده مي

  بندي كلي  فرمول 4.2

  طراحي متغيرهاي 4.2.1

توان به عنوان متغير  شود كه بعضي از آنها را مي هايي بيان مي اي توسط كميت سازهيك سيستم 

هايي كه در حين اين پروسه ثابت هستند  كميت. طراحي براي پروسه بهينه سازي در نظر گرفت

سازي تغيير  هاي بهينه اين پارامترها توسط الگوريتم. شوند ناميده مي 1هاي از پيش تعيين شده پارامتر

                                                 
١ Preassigned parameters 
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. شوند ناميده مي 1شده نيستند، متغيرهاي طراحي هايي كه از پيش تعيين كميت. واهند كردنخ

بنابه تجربه . دهند هاي طراحي يك طرح را تشكيل مي شده و متغير مجموعه پارامترهاي از پيش تعيين

ه اين توان گفت ب اند و مي ها از پيش تعيين شده هايي، تعدادي از كميت خاطر  محدوديت طراح يا به

كننده خواص  توانند بيان متغيرهاي طراحي مي. شود سازي تا حد زيادي مختصر مي خاطر مسئله بهينه

  ]:20[زير براي سازه باشند

  خواص مكانيكي يا فيزيكي مصالح سازه - 1

 هاي يك سازه توپولوژي سازه يا نحوه ارتباط اعضا يا تعداد المان - 2

 هندسه يا ساختار يك سازه - 3

 ا اندازه سازهابعاد مقطع عرضي ي - 4

  قيود 4.2.2

مسلما برخي . دهند هر يك از مجموعه مقادير متغيرهاي طراحي، يك طرح سازه را تشكيل مي

. اي ملاحظات رفتاري، طرح غير قابل قبولي هستند ها قابل استفاده و برخي ديگر به دليل پاره از طرح

براي به دست آوردن يك . يندگو اگر يك طرح تمام الزامات خود را بر آورده كند به آن طرح شدني مي

از نقطه نظر فيزيكي . شود هايي بايد برآورده شوند كه به آنها قيد گقته مي محدوديت 2شدني طرح

  :توانيم دو نوع قيد داشته باشيم مي

شوند و به دلايل غير رفتاري محدوده تغييرات  قيودي كه بر متغيرهاي طراحي اعمال مي - 1

قيد تكنولوژيكي يك حد . شوند ناميده مي  3تكنولوژيكي كنند، قيود متغيرها را محدود مي

اي است كه مقدار  براي متغيرهاي طراحي است، يا رابطه) همانند بالا و پايين(تعيين شده 

توان شيب حداقل يك سقف، يا  براي مثال مي. كند نسبي گروهي از متغيرها را ثابت مي

                                                 
1 Design variables 
2 Feasible Design 
3 Technological constraints 
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 .را نام بردضخامت حداقل يك صفحه يا ارتفاع حداكثر يك پوسته 

حدود اعمال . گويند آيند قيود رفتاري مي به قيودي كه از شرايط رفتاري سازه به دست مي - 2

هايي از  ها و يا مقاومت كمانشي در يك سازه نمونه هاي حداكثر، تغيير مكان شده بر تنش

 .اين نوع قيد هستند

ها بيان  اي از نامساوي توان توسط مجموعه هاي طراحي و رفتاري را مي از نقطه نظر رياضي قيد

 :نمود

)4 -1(  ( ) 0 1,...,j gg j n≤ =X  

  .بردار متغيرهاي طراحي است Xهاي نامساوي و تعداد قيد gnكه 

  :هاي تساوي با شكل كلي زير بيان شوند اي بايد قيد سازي سازه اغلب در مسائل بهينه

)4 -2(  ( ) 0 1,...,j hh j n= =X  

كه 
hn توان از قيدهاي تساوي براي حذف  در بسياري از مواقع مي. هاي مساوي است تعداد قيد

گرچه در مواقع خاص اين كار ممكن است . متغيرها و در نهايت كاهش تعداد آنها استفاده نمود

  .گير باشد پيچيده و وقت

  1فضاي طراحي 4.2.3

مجموعه (ها  هاي طراحي يك بعد در فضاي طراحي هستند و هر يك از طرح از متغير هر يك

هايي كه تنها دو متغير  در حالت. دهند اي را در فضاي طراحي تشكيل مي نقطه) هاي طراحي متغير

بعدي  nمتغير، يك فضاي  nدر حالت كلي با .  يابد داريم فضاي طراحي به يك صفحه كاهش مي

ظر گرفتن تنها قيود نامساوي،  مجموعه مقادير متغيرهاي طراحي كه معادله ن با در. داريم

( ) 0jg =X اين سطح فضا را به دو . دهند كنند سطحي را در فضاي طراحي تشكيل مي را اقناع مي

                                                 
1 Design space 
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0jgاي كه  ناحيه: كند ناحيه تقسيم مي 0jgو بقيه نواحي كه  ≤ طرحي كه همه قيود را اقناع . ≥

. دهند را تشكيل مي 1هاي شدني ناحيه شدني شود و مجموعه طرح كند، طرح شدني ناميده مي مي

)جاهايي كه(نقاط داخل ناحيه شدني  ) 0 1,...,j gg j n< =X  (شوند ناميده مي 2هاي نامقيد طرح .

)ي از شروط هاي شدني كه حداقل يك طرح(نقاط روي سطح  ) 0jg =X كنند آورده مي را بر (

)فضايي كه دو يا چند قيد زير. شوند ناميده مي 3هاي مقيد طرح ) 0jg =X كند  براي آنها صدق مي

)ام jدر صورتي كه در يك نقطه طراحي براي قيد . شوند فصل مشترك ناميده مي ) 0jg =X  آن

)قيد فعال و در صورتي كه  ) 0jg <X شود ، غير فعال ناميده مي  .  

  تابع هدف 4.2.4

براي انتخاب بهترين طرح از ميان بينهايت طرح موجود در ناحيه شدني نياز به تعريف يك تابع 

. سازي مورد نظر است ليات بهينهتابع هدف، تابعي است كه كمترين مقدار آن در عم. هدف داريم

كننده وزن، هزينه  مي باشد كه ممكن است بيان Xمعمولا يك تابع غير خطي از متغيرهاي طراحي

)معمولا فرض بر اين است كه تابع هدف. باشد... مربوط به سازه يا  )z f= X البته براي . مينيمم شود

)آيد، چون جايي كه كه نياز به ماكزيمم داريم مشكلي پيش نميمواقعي  )f− X ،مينيمم شود( )f X 

  .ماكزيمم خواهد شد

)4 -3(  ( ) ( )max min[ ]f f= − −X X  

در حالت كلي تابع هدف بيان كننده . سازي است انتخاب تابع هدف گام مهمي در عمليات بهينه

سازي است، زيرا به  وزن مهمترين تابع هدف مورد استفاده در بهينه. همترين ويژگي يك طرح استم

هزينه تابع . ولي حداقل وزن هميشه ارزانترين گزينه نيست. شود راحتي به صورت كمي تعريف مي

ر هدفي است كه اهميت بالاتري در عمل دارد، ولي معمولا به دست آوردن يك تابع واقعي وزن بسيا

                                                 
1 Feasible Region 
2 Unconstrained Design 
3 Constrained Design 
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با توجه به اهميت . همچنين سختي سازه ممكن است به عنوان تابع هدف مطرح باشد. مشكل است

  .شود هريك از موارد ذكر شده تابع هدف مورد نظر ساخته مي

  رابطه سازي رياضي 4.2.5

سازي، انتخاب بهينه از متغيرهاي طراحي است به طوري كه تابع هدف مورد نظر  مسئله بهينه

براي هر مجموعه مقادير داده شده از متغيرهاي . اي از قيدها برآورده شوند مينيمم شود و مجموعه

توان با در نظر گرفتن قواعد  مي. تواند توسط معادلات تحليل محاسبه شود طراحي رفتار سازه مي

اي از معادلات ضمني براي  بندي رياضي حذف كرده و به دسته محاسباتي اين معادلات را از فرمول

هاي ساده وجود خواهند  هاي معين استاتيكي يا سازه توابع قيد صريح تنها براي سازه. قيدها رسيد

  . داشت

توان مساله طرح بهينه را از نظر  توانند حذف شوند، مي با اين فرض كه تمام قيود مساوي مي

  :هاي طراحي به صورتي تعريف كرد كه معادلات زير برقرار باشند رياضي به انتخاب متغير

)4 -4(  ( ) minz f= →X  

( ) 0 1,...,j gg j n≤ =X  

  :سازي بايد به نكات زير توجه شود بندي يك مساله بهينه در فرمول

تواند به اين فرم  هر قيد نامساوي مي. بيان شوند" ≥0"تمام قيود نامساوي بايد به صورت - 1

  .تبديل شود

كردن آن در يك عدد مثبت ثابت تغيير كند، طرح  ه ضرباگر مقدار تابع هدف به وسيل - 2

 .كند بهينه تغيير نخواهد كرد، اگرچه مقدار تابع هدف تغيير مي

توان در يك عدد ثابت مثبت ضرب كرد بدون اينكه اثري در جواب  قيود نامساوي را نيز مي - 3

 .بهينه داشته باشد

و همچنين با حذف قيود،  شود افزايش تعداد قيدها موجب جمع شدن محدوده شدني مي - 4



34 

 

هاي شدني  شود، طرح هنگامي كه محدوده شدني جمع مي. يابد محدوده شدني گسترش مي

 .يابد كمتري وجود خواهد داشت و در پس آن مقدار حداقل تابع هدف افزايش مي

  سازي بهينهمفاهيم  4.3

وان به چند ت شوند را مي هاي حلي كه معمولا براي تعيين طرح بهينه به كار گرفته مي روش

هاي بسياري  الگوريتم .اند به وجود آمده 1ريزي رياضي ها براساس برنامه اين روش. بخش تقسيم كرد

  .است وجود آمده  ها به براي اين روش

ئله در يك نقطه بهينه مطلق ريزي رياضي، جواب بهينه يك مس هاي مبتني بر برنامه در روش

اي نقاط بهينه نسبي، علاوه بر نقاط بهينه  ز مسائل سازهدر برخي ا. دست خواهد آمد فرد به منحصربه

ريزي رياضي  ممكن است به دليل ماهيت  اكسترمم نسبي در برخي مسائل برنامه. مطلق وجود دارند

  .ها به وجود آيد تابع شكل و قيد

 در. تقسيم كرد 3و تعيين حداقل مقيد 2توان به دو گروه تعيين حداقل نامقيد سازي را مي بهينه

سازي مقيد،  سازي نامقيد، قيد وجود ندارد و حل مسئله ساده تر به نظر مي رسد؛ اما در بهينه بهينه

  .قراري توابع قيد و رسيدن به جواب بهينه خواهد بود بندي بر اساس بر فرمول

  حداقل نامقيد 4.3.1

)اگر شرايط زير براي  )f X  در*X را باشد،برق*X يك نقطه حداقل نسبي است:  

( )( )f f∗ ≤X X )4 -5( 

  :صورت زير نوشت توان به را برحسب جملات درجه دوم مي X∗حول  fبسط سري تيلور تابع 

                                                 
1 Mathematical  programming 
2 Unconstrained  minimum 
3 Constrained minimum 
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( ) * * *1

2

T Tf f f≅ +∇ ∆ + ∆ ∆X X X H X  )4 -6( 

است كه با  fبردار مشتقات اول يا بردار گراديان  ∇f. شوند محاسبه مي X*در  H*و∇f*و f* كه

G شود و ايش داده مينمHاست 1ماتريس مشتقات دوم يا ماتريس هسيان: 

1

G f ,...,T T

n

f f

X X

 ∂ ∂
≡ ∇ =  

∂ ∂ 
 

)4 -7( 

2 2

1 2 1

2 2

2

1

.

H .

.

n

n n

f f

X X X X

f f

X X X

 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
 

=  
 
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

�

�

 

  

  

)4 -8( 

  :هاي طراحي به صورت زير به دست مي آيد بردار تغيير متغير

*∆ = −X X X )4 -9( 

  :حداقل نسبي باشد X* اگر فرض شود كه

( ) * * *1
f H 0

2

T Tf f f∆ ≡ − = ∇ ∆ + ∆ ∆ ≥X X X X )4 -10( 

*شود كه تنها زماني تنها با در نظر گرفتن جملات مرتبه اول، استنباط مي 0f∆ براي تمام مقادير  ≤

  :صادق است كه X∆ممكن 

*f 0∇ = )4 -11( 

متغيره با مشتقات پيوسته  nدهنده شرايط لازم براي نقطه حداقل يك تابع  معادله بالا نشان  

  ):10-4(نظر گرفتن جمله دوم رابطه  با در. است

*H 0Tq ≡ ∆ ∆ ≥X X  )4 -12( 

                                                 
1 Hessian  matrix 
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)معادله بالا شرط كافي براي حداقل نسبي )f X  در*X دو معادله بالا تضمين كننده اين است . است

  .حداقل نسبي استX*كه

  )روش ضربگرهاي لاگرانژ(حداقل مقيد  4.3.2

در نقطه . شود نظر گرفته مي سازي يك تابع با قيود مساوي در براي اين بخش مساله بهينه

)ديفرانسيل در تابع هدفبهينه، تغييرات  )f X بر حسب تغييرات ديفرانسيلXبايد صفر باشد ،:  

)4 -13(  
1 2

1 2

n

n

f f f
df dX dX dX

X X X

∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂

�  

 :اگر تنها يك شرط زير در نظر گرفته شود

)4 -14(  ( ) 0h =X  

  :خواهد شد hپس تغييرات ديفرانسيل

)4 -15(  
1 2

1 2

0n

n

h h h
dh dX dX dX

X X X

∂ ∂ ∂
= + + + =
∂ ∂ ∂

�  

  :با توجه به معادلات بالا

)4 -16(  
1 2

1 1 2 2

0n

n n

f h f h f h
dX dX dX

X X X X X X
λ λ λ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

�  

  :آيد از معادله بالا به دست مي. گويند مي1يك پارامتر مجهول است و به آن ضربگر لاگرانژ λكه در آن

)4 -17(  0 1, ,
i i

f h
i n

X X
λ

∂ ∂
+ = =

∂ ∂
…  

1nبراين يك سيستم با بنا در حالتي كه چند قيد مساوي . معادله و مجهول وجود خواهد داشت +

  :باشد

                                                 
1 Lagrange Multiplier 
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)4 -18(  ( ) 0 1, ,j kh j n= =X …  

  .براي هر قيد يك ضربگر لاگرانژ لازم است

 زير 1در تابع لاگرانژين

)4 -19(  ( ) ( ) ( )
1

,
kn

j j

j

f hφ λ λ
=

= +∑X X X  

  :بايد شرايط زير برقرار باشد2براي پيدا كردن نقطه بحراني

)4 -20(  0 1, ,
i

i n
X

φ∂
= =

∂
…  

)4 -21(  0 1, , h

j

i n
φ
λ
∂

= =
∂

…  

  :براي برقراري معادلات بالا نياز است كه معادلات تعادل زير برقرار باشند

)4 -22(  
1

f 0
kn

j j

j

hλ
=

∇ + ∇ =∑  

)4 -23(  ( ) 0jh ≡X  

خطي از معادلات شود كه  بايد توجه شود كه اين روابط ممكن است منجر به يك دستگاه غير

ها، حداقل مقيد نيستند و برخي از آنها حداكثر مقيد و يا نقاط   تمام جواب. داراي چندين جواب باشد

  .هستند 3زيني

بايد توسط يك مجموعه  ∇fاين است كه در نقطه مينيمم، ) 22-4(مفهوم هندسي معادله 

  .قابل بيان باشد) 19- 4(خطي از بردارهاي عمود بر سطوح داده شده توسط رابطه 

  .توان مفهوم ضرايب لاگرانژ را براي قيدهاي نامساوي نيز بيان كرد مي

                                                 
1 Lagrangian Function 
2 Stationary point 
3 Saddle points 
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)4 -24(  ( ) 0jg ≤X  

   jS،1با اضافه كردن متغيرهاي كمبود

)4 -25(  ( ) ( ) 2, 0j j j jh S g S= + =X X  

0jSاگر )آنگاه = ) 0jg =X 0و اگرjS )آنگاه ≠ ) 0jg <Xزيرا اگر ،( ) 0jg >X 25-4(، معادله (

  :كنيم ش ضرايب لاگرانژ در اين حالت، تعريف ميبا اعمال رو. ارضا نخواهد شد

)4 -26(  
( ) ( )2

1

, ,
gn

j j j

j

f g Sφ λ λ
=

= + +∑X S  

  :باشد به صورت زير مي φشرايط ايستايي 

)4 -27(  

  

)4 -28(  

)4 -29(  

1

0 1, ,
gn

j

j

ji i i

gf
i n

X X X

φ
λ

=

∂∂ ∂
= + = =

∂ ∂ ∂∑ …

  

2 0 1, ,j j g

j

S i n
S

φ
λ

∂
= = =

∂
…

  

( )2 0 1, ,j j g

j

g S i n
φ
λ
∂

= + = =
∂

…  

0jgدهد كه نشان مي) 29-4(معادلات  كنند كه  بيان مي) 28-4(معادلات. اقناع شده است ≥

0jg(برابر صفر است، به اين معني كه يك قيد يا فعال است  jSيا jλيكي از ) 27-4(و بايد در )  =

0jλ(فعال است  رفته شود، و يا غيردر نظر گ ، در ∇fملزم به اين است كه) 27-4(معادلات ).  =

  .هاي قيدهاي فعال قرار بگيرد زيرفضاي ساخته شده توسط گراديان

  2تاكر شرايط كان 4.3.3

آزمايشي را بيان كنيم  ،)29-4(و ) 28-4( ،)27-4(خواهيم به جاي حل مجموعه معادلات مي

)اي از اعداد صحيح مجموعه. كه بتوان نقطه مورد نظر را با آن بررسي كرد )1, , gj J j n= را به  …≥

                                                 
1 Slack variables 
2 Kuhn-Tucker conditions 
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 Xنقطه. كنيم كه در نقطه مورد بررسي فعال هستند تعريف مي jgعنوان انديس براي قيدهاي

0jgند مينيمم باشد اگر تمام قيدهاتوا مي وجود  jλو همچنين اگر) را ببينيد) 29-4((اقناع شوند  ≥

  داشته باشد طوري كه

)4 -30(  
1

f g 0
kn

j j

j

λ
=

∇ + ∇ =∑  

توان  ن تعريف حال ميبا اي. اند با در نظر گرفتن تنها قيدهاي فعال پايه ريزي شده) 30- 4(معادلات 

  .را در نظر نگرفت) 28-4(معادلات 

  :مينيمم محلي نباشد بايد شرط زير برقرار باشد Xبرقرار باشند و) 30-4(براي اينكه معادلات 

)4 -31(  0 1, ,j j Jλ ≥ = …  

مخروطي را . باشند مي تاكر براي يك مينيمم نسبي شرايط كان) 31-4( و) 30-4(معادلات 

0λنيز براي ∇gλدرون آن قرار بگيرد، بنابراين∇gكنيم كه تعريف مي . گيرد درون آن قرار مي≤

  مجموعه تمام تركيبات نامنفي خطي

)4 -32(  
1

g 0
J

j j j

j

λ λ
=

∇ ≥∑  

داخل مخروط ∇−fتاكر بيانگر اين است كه  شرايط كان. دهد تشكيل مي يك مخروط محدب را

)محدب تشكيل شده از عمودهاي قيدهاي فعال )g 1, ,j j J∇ = اينها شرايط لازم . گيرد قرار مي …

ريزي محدب،  براي مسائل برنامه. باشند كافي نمي  براي مينيمم نسبي بودن يك نقطه هستند، ولي

  .باشند تاكر، شرايط لازم و كافي براي يك مينيمم مطلق مي شرايط كان

-4(در حالت مربوط به شكل  . دهد مفهوم هندسي دوبعدي اين شرايط را نشان مي) 1-4(شكل

gداخل مخروط تشكيل شده توسط∇−f،)الف- 1 j∇ طه مورد نظر بهينه نيست، نق. گيرد قرار نمي

اند،  تاكر برآورده نشده شرايط كان. تواند بدون اينكه از قيدها تجاوز كند، كاهش يابد مي fزيرا 

سب يك تركيب خطي ازبرح ∇−fهاي نامنفي را طوري پيدا كرد كه براي آنها، jλتوان  بنابراين نمي
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g j∇باشد ، شرايط اقناع شده و نقطه بهينه مي)ب-1-4(در حالت مربوط به شكل . ها بيان شود .

gدرون مخروط حاصل از  ∇−fشود كه مشاهده مي j∇ ام توان جابجايي انج رو نمي قرار دارد و از اين

برحسب  ∇−fهاي نامنفي يافت كه براي آنهاjλتوان  مي. داد كه باعث كاهش در محدوده شدني شود

gتركيبي خطي از  j∇ ها بيان شود.  

تاكر  شرايط كان توان از توان گفت براي آزمايش مينيمم كردن يك نقطه مي به طور خلاصه مي

. باشد مي jλكاربرد عملي اين شرايط ملزم به حل همزمان معادلات خطي برحسب. استفاده كرد

سازي محدب شرايط لازم و كافي  تاكر براي يك مسئله بهينه همانطور كه پيشتر گفته شد شرايط كان

  .حدب در ادامه تشريح خواهد شدريزي م مفهوم برنامه. باشند براي مينيمم مطلق مي

  

  ]26[ند  تاكر اقناع نشده شروط كان) ب(ند  تاكر اقناع شده شروط كان) الف) (1-4 ( شكل 

  هاي محدب توابع و مجوعه 4.3.4

يك . ي بردتوان به ماهيت توابع هدف و قيد پ با تعاريف توابع محدب و مجموعه هاي محدب مي

)تابع  )f X 1در صورتي محدب است كه براي هر نقطهX 2وX درون دامنه آن، مقدار تابع كمتر از يا

)مساوي با درون يابي خطي از )1f X و( )2f X اينكه باشد؛ يعني:  

)4 -33(  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 11 1 0 1f X X f X f Xα α α α α+ − ≤ + − < <    

- 4(تابع محدب در شكل. در صورتي كه نامساوي به نامساوي اكيد تبديل شود، تابع اكيدا محدب است
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)محدب باشد، در آن صورت تابع fاگر تابع . شرح داده شده است) الف- 2 )f− تابع  يك. مقعر است

يك تابع ممكن است نه محدب . ولي محدب يا مقعر اكيد نيست. خطي هم محدب است هم مقعر

  )را ببينيد) ب-2- 4(شكل .(باشد نه مقعر

يك مجموعه از نقاط در صورتي محدب است كه خط ارتباط دهنده هر دو نقطه از آن مجموعه 

اي محدب است كه براي تمام مجموعهاز نقطه نظر رياضي . تماما در داخل مجموعه قرار گرفته باشد

1X 2وX0هاي درون مجموعه و 1α< )، نقطه > )1 21X Xα α= + −Y  نيز درون مجموعه واقع

)تابع . شود )f X ،محدب است اگر و تنها اگر ماتريس  كه روي يك مجموعه محدب تعريف شده است

  . هسيان مربوط به آن در تمام نقاط درون مجموعه مثبت نيمه معين يا مثبت معين باشد

 

  ]26[تابع غير محدب ) ب(تابع محدب ) الف) (2-4 ( شكل 

  محدب ريزي برنامهمسائل  4.3.5

)سازي در صورتي محدب است كه تابع هدف نيممريزي مي يك مسئله برنامه )f X  و توابع

)نامساوي قيد )jg X توان نشان داد كه ناحيه شدني تشكيل شده  در اين حالت مي. آن محدب باشند

 د محدبعلاوه بر آن فصل مشترك نواحي محدب نيز خو. از يك قيد نامساوي تنها نيز محدب است

)بنابراين اگر ناحيه مربوط به هر كدام از قيدهاي. باشد مي ) 0jg ≤X  محدب باشد، ناحيه اي كه با

)اي كه قيود مساوي مسئله. شود نيز محدب است اعمال همه قيود تعريف مي )jh X  را دارد، در

)صورتي محدب است كه علاوه بر محدب بودن )f X،( )jg X ؛( )jh X از آنجا كه يك . خطي باشند

قيد تساوي تنها، يك ناحيه محدب است، فصل مشترك قيدهاي تساوي خطي نيز محدب محسوب 
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ه يك مسئله ريزي خطي هموار از آنجا كه تمام توابع خطي محدب هستند يك مسئله برنامه. شود مي

محدب را براي مسئله تعريف  يك قيد مساوي غير خطي همواره يك ناحيه شدني غير. محدب است

  .كند مي

نتيجه مهم از تعاريف . تاكر، كافي هم هستند محدب شرايط لازم كان ريزي براي مسائل برنامه

. يمم سراسري استريزي محدب هر مينيمم محلي، مين ذكر شده در بالا اين است كه در مسائل برنامه

براي اكثر . البته در بسياري از مواقع تشخيص محدب بودن همه توابع يك مسئله كار آساني نيست

اگرچه بسياري از توابع تقريبي كه معرفي . توان نشان داد كه محدب هستند مسائل طراحي بهينه نمي

  .خواهند شد، محدب هستند

  سازي سازي و تقريب بهينهي ها روش 4.4

هاي  و روش 1هاي تحليلي ها به طور مشخص به دو دسته روش سازي سازه ينههاي به روش

هاي  هاي تحليلي بر جنبه مفهومي تاكيد دارند، در حالي كه روش اساسا روش. شوند تقسيم مي 2عددي

  .كنند عددي وجه الگوريتمي پيدا مي

ات و غيره در هاي تحليلي از تئوري رياضيات، حساب ديفرانسيل و انتگرال، روش تغيير روش

ها اغلب براي  روش اين. كنند اي ساده مثل تير، ستون يا صفحه استفاده مي هاي سازه مطالعه المان

اي به شكل منفرد مناسب هستند و زمينه اي براي كاربرد در  مطالعات اساسي بر روي مولفه هاي سازه

  .اي بزرگ ندارند سيستم سازه

شود كه هدف پيدا كردن شكل كلي اين توابع  معلوم ارائه مي ها با تعدادي از توابع نا طراحي سازه

طور كه در قسمت قبل شرح داده شد، طراحي بهينه به شكل تئوري از حل يك سري از  همان. است

هاي  اگرچه روش. آيد دست مي باشند به مي )تاكر شرايط كان(معادلات كه بيان كننده شرايط بهينه 

                                                 
1 Analytical Methods 
2 Numerical Methods 
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ي واقعي انطباق ندارند اما بررسي رفتار آنها در درك مسائل عملي ها تحليلي از لحاظ عملي با سازه

  .نقش مهمي خواهد داشت

. كنند ريزي رياضي استفاده مي هاي عددي معمولا از محاسبات عددي و يا برنامه روش

باشد كه  ها مي هاي اخير در اين زمينه مديون رشد سريع ظرفيت محاسبات به وسيله برنامه پيشرفت

هاي عددي يك طراحي  در روش. گردد هاي بزرگ مي در حل مسائل واقعي در مقياس باعث تسهيل

سپس يك جستجوي  .شود نزديك به بهينه به شكل خودكار به عنوان نقطه شروع در نظر گرفته مي

  .گيرد اصولي براي رسيدن به يك طراحي بهينه عموما در قالب يك فرايند تكراري انجام مي

ريزي خطي، درجه دوم،  هاي برنامه ريزي رياضي مثل الگوريتم ههاي برنام برخي از روش

سازي توسعه پيدا  ديناميكي، هندسي و غيره با توجه به كاربرد مخصوص آنها در حل مسائل بهينه

خطي، براي حل مسائل  ريزي غير هاي كلي تر به عنوان برنامه در اين ميان يك سري الگوريتم. اند كرده

باشد،  هاي رياضي كوتاه مي ريزي اگرچه عمر برنامه. است ومي استنتاج شدهسازي به شكل عم بهينه

  .اند هاي زيادي براي حل مسائل عددي توسعه پيدا كرده ليكن در اين زمينه الگوريتم

هاي محاسباتي گراني است كه در  هاي تقريبي كاهش هزينه انگيزه اصلي در توسعه روش

يابد حل مسئله  رفي هنگامي كه ابعاد مسئله افزايش مياز ط. كند هاي ديگر نمود پيدا مي روش

  .توان به اين مشكل غلبه كرد هاي تقريبي مي گيري روش كار عملي است كه با به سازي گاه غير بهينه

اگر بخواهيم . سازي را پيگيري كردند و همكارانش در اواسط دهه هفتاد مفاهيم تقريب 1اشميت

سازي تابع يك  توان گفت تقريب ي مسئله وجه تمايز قائل شويم، ميساز سازي تابع و تقريب بين تقريب

سازي مسئله عبارت است از جايگزيني  بيان ساده و متفاوت از تابع هدف و يا توابع قيد است وتقريب

  .باشد اي كه تقريبا معادل آن اما با راه حل آسانتر مي بيان اصلي مسئله با مسئله

: تواند به سه دسته تقسيم شود رد آن در فضاي طراحي ميسازي بر اساس دامنه كارب تقريب

                                                 
1 Schmit 



44 

 

در يك تقريب محلي، تقريب فقط . تقريب هاي محلي، تقريب هاي سراسري و تقريب هاي برد متوسط

بندي كردن يك  ها بر فرمول اساس اين تقريب. از فضاي طراحي معتبر است در همسايگي يك نقطه

. است بنا شده و حاصل آن به دست آوردن يك نقطه بهينه) تابع هدف و يا توابع قيد(مسئله تقريبي 

شود كه به  شود نقطه جديد بهينه حاصل مي آغاز مي اوليه  سازي با اين نقطه  هنگامي كه فرايند بهينه

نقطه بهينه واقعي نزديكتر است و با تكرار اين عمليات جواب مسئله به سمت جواب بهينه همگرا 

  .سازي باشند هاي استفاده شده در مسائل بهينه ترين تقريب ايد مرسومهاي محلي ش تقريب. شود مي

ها  روش  اين. هاي سراسري در تمام فضاي طراحي و يا بخش بزرگي از آن معتبر هستند تقريب

از نتايج خروجي به كار مي روند و تابعي تقريبي   سازي با استفاده براي تعريف فرمول يك مسئله بهينه

و سرانجام . تر خواهد بود سازي براي آن آسان كنند كه محاسبات بهينه توليد مي با فرمولي متفاوت

  .تقريب برد متوسط سعي دارد تقريب محلي را با كيفيت سراسري تعميم دهد

. گيرد سازي مورد استفاده قرار مي براي بهينه 1(MMA)هاي متحرك در اين رساله روش مجانب

2اي خطي زي دنبالهري هاي برنامه در اين فصل ابتدا روش
(SLP)3، سهموي

(SQP) سازي  و روش خطي

. هاي متحرك مورد بررسي قرار خواهند گرفت و سپس روش مجانب 4(CONLIN)سازي محدب خطي

ريزي  روش كه يك روش برنامه در حل بسياري از مسائل تقريبي، اين 5خاطر كاربرد زياد روش دوگان به

  .رياضي است در اينجا شرح داده خواهد شد

 روش دوگان 4.5

هاي تقريبي  ريزي رياضي كه كاربرد زيادي دارد و در بسياري از روش هاي برنامه يكي از روش

  :سازي با فرم كلي زير را در نظر مي گيريم مسئله بهينه. شود، روش دوگان است نيز به كار گرفته مي

                                                 
1 Method of Moving Asymptotes 
2 Sequential Linear Programming 
3 Sequential Quadratic Programming 
4 Convex Linearization 
5 Dual Method 
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طوري تعيين ) ضرايب لاگرانژ(،  λمقادير: شود ورت تعريف مياين ص مسئله دوگان متناظر با آن به

 :شوند كه
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)كه  )φ λ تابع لاگرانژين به صورت زير است. تابع دوگان است:  
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f f j mφ λ λ
=
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  تصور و تابع دوگان به

)4 -37(  ( ) ( )min ,
x

φ λ φ λ= x  

نقطه . توان در بسياري مواقع مسئله دوگان را حل نمود و جواب بهينه را بهبود بخشيد مي. باشد مي

ي را تعريف يك نقطه زين اسب) 36- 4(براي تابع لاگرانژين  λ*و ضرايب لاگرانژ متناظر با آن x*بهينه

بنابراين  .است xو يك مينيمم نسبت به λاين نقطه متناظر با يك ماكزيمم نسبت به. كنند مي

  .تعريف كنيم) 37-4(تنها  λتوانيم تابع لاگرانژين را بر حسب مي

)از آنجا كه تابع دوگان )φ λيك ماكزيمم نسبت بهλ است، هدف پيدا كردن  در نقطه بهينه

  :عبارت زير است

)4 -38(  ( ) ( )max maxmin ,
xλ λ

φ λ φ λ= x  

  :تواند به صورت زير بيان شود همچنين اين مسئله مي

)٣٩-٤(  ( ) ( )min minmax ,
x x λ

φ φ λ=x x  
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است، مسئله دوگان  1پذير تابع اوليه محدب و از نظر رياضي تفكيك خطي، جايي كه درمسائل غير

اوليه و دوگان آن هر دو محدب باشند، حل هاي متناظر با آنها شروط  اگر مسئله . بسيار كاربرد دارد

  :هر دو مسئله معادل هم هستند و مقادير بهينه آنها برابرند. كنند بهينگي مشابهي را اقناع مي

)4 -40(  ( ) ( )* *
fφ λ = x  

پذير بودن  سازي هايي كه مورد بحث قرار خواهند گرفت، شرط محدب و تفكيك در تقريب

پذيرند كه بتوان هر كدام را بر حسب توابعي  توابع هدف و قيد در صورتي تفكيك. بسيار با اهميت است

  .از متغيرهاي طراحي بيان نمود يك متغيره 
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پذير خواهد  توابع هدف و قيد، تابع لاگرانژين مسئله نيز تفكيك پذير بودن در صورت تفكيك

هاي توابع  پذير، برابر جمع مينيمم و اين ويژگي كه مينيمم يك تابع تفكيك) 37-4(از  با استفاده. بود

  را طوري بيابيد كهλ: توان مسئله دوگان را به صورت زير تعريف كرد آن است، مي  يك متغيره
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)محاسبه تابع لاگرانژين )φ λ پذيرد صورت به راحتي صورت مي دراين.  

يك ويژگي جالب تابع دوگان اين است كه مشتقات جزئي اول آن برابر با قيدهاي اوليه مسئله 

  .است 

)4 -43(  ( )( )j
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f x
φ

λ
λ
∂

=
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1 Separable 
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هاي مختلفي  سازي نامقيد است كه با به كارگيري الگوريتم مسئله دوگان يك مسئله بهينه

كنند، اهميت آنها در  عمل مي λهاي دوگان در فضاي از آنجا كه روش. تواند به راحتي حل شود مي

 .شود يرهاي طراحي كم است، بيشتر ميمسائلي كه تعداد قيدها در مقايسه با متغ

  اي دنباله ريزي برنامه 4.6

 (SLP) اي دنبالهخطي  ريزي برنامه 4.6.1

هاي تحليل تقريبي بيشتر هنگامي مفيدند كه هزينه محاسباتي يك بار  و روش هاي قيد تقريب

نند سازي ما ومشتقاتشان نسبت به هزينه محاسباتي مربوط به عمليات بهينه ارزيابي تابع هدف قيدها

اين حالت واقعي در بسياري از مواردي است كه براي  .هاي جستجو بسيار بيشتر است محاسبه جهت

شود از يك مدل اجزاي محدود با هزاران  تحليل يك سازه كه با تعداد زيادي متغير طراحي تعريف مي

ند طراحي در هاي مورد نياز براي فراي بنابراين كاهش تعداد تحليل .كنيم آزادي استفاده مي  درجه

ترين و  ساده .ها ارزشمند است سازي در مدل سازه بر اساس تقريب هاي بهينه كاربرد الگوريتم

سازي به شكل  ي بهينه يك مساله. است (SLP)اي ريزي خطي دنباله مشهورترين رهيافت تقريب برنامه

 :زير را درنظر بگيريد

)4 -44(  ( )
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0min

. 0 1, ,j

f x

s t f x j m≤ = …
  

هاي  كند و تابع هدف و قيدها را با تقريب شروع مي 0xيك طراحي آزمايشي  از (SLP)رهيافت 

  .كند جايگزين مي 0xاز بسط سري تيلور حول نقطه ي  خطي بدست آمده 
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 شوند كه مجموعه قيود آخر حدود حركت ناميده مي
lia وuia  به ترتيب كران پائين و بالاي

تغييرات مجاز
ix يا مقدار مجاز تغييرات

ix است.  

سازي شده، به سبب تقريب به كار رفته و حدود حركت، طراحي نهائي مساله خطي
Lx  به ندرت

اندازه كافي  با اين وجود اگر حدود حركت به  .به طراحي بهينه به شكل قابل قبولي نزديك است

كوچك باشند كه يك تقريب خوبي را در اين حدود حركت تضمين كنند 
Lx0ازx  به نقطه بهينه

  .تر خواهد بود نزديك

را با 0xتوانيم  بنابراين مي
Lxكه حول ) 45-4(سازي خطي را با معادله  جايگزين كرده وبهينه

سازي  شود و ما در واقع مساله بهينه اين فرايند تكرار مي. نقطه شروع جديد خطي شده تكرار كنيم

توانيم بگوييم  بنابراين مي(ايم  جايگزين كرده) LP(ريزي خطي  مهاي از مسائل برنا اصلي را با رشته

  .شود سازي ناميده مي سازي خطي يك چرخه بهينه هر بهينه). اي ريزي خطي دنباله برنامه

هاي  مطمئن در بيشتر بسته LPهاي نرم افزاري  خاطر در دسترس بودن بسته به SLPروش 

خطي  ريزي غير هاي نرم افزاري برنامه از طرف ديگر بسته. داردها جاذبه بيشتري  كتابخانه سيستم رايانه

اول اينكه . مسائل متعددي دارد SLPبا اين همه راهبرد . مطمئن به سادگي در دسترس نيستند

دهد زيرا فرايند  سازي را به ميزان زيادي افزايش مي هاي محاسباتي مربوط به عمليات بهينه هزينه

بنابراين، اين راهبرد تنها وقتي منطقي به ). معمولا پنج تا چهل بار. (شود سازي بارها تكرار مي بهينه

سازي در مقايسه با هزينه تحليل و مشتقات حساسيت  اين محاسبات بهينه رسد كه هزينه  نظر مي

رود از اهميت بسزايي برخوردار  به كار مي SLPكه در  LPهاي نرم افزاري پس كارايي بسته. كمتر باشد

  .است

به . شود اين كه بدون يك انتخاب مناسب حدود حركت فرايند هرگز همگرا نمي ين مساله دوم

بخشي از دليل . كم كوچك شود طور كلي حدود حركت بايد با نزديك شدن طراحي به بهينه كم

افزايش  كوچك ساختن حدود حركت اين است كه دقت تقريب مورد نياز هنگام نزديك شدن به بهينه 
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  .يابد مي

شويم و  هاي بزرگتري نايل مي از طراحي بهينه دور هستيم در هر چرخه به موفقيت مي كه هنگا

. اي را تحمل كرده و در همان حال به سمت بهينه پيش برويم توانيم خطاهاي قابل ملاحظه مي

شود و ممكن است اين بهبود با خطاهاي  شويم موفقيت كمتر مي هنگامي كه به بهينه نزديك مي

از طرف ديگر كاهش زود هنگام حدود حركت در فرايند ممكن است باعث كاهش . ين برودتقريب از ب

دليل . از بهينه واقعي دور است به ويژه هنگامي كه طراحي اوليه . مورد سرعت همگرايي نيز بشود بي

شود كه طراحي نهايي يك چرخه در مقايسه با تحليل دقيق  كاهش حدود حركت هنگامي مشخص مي

 0fناكافي باشد يا بهبودي در) كه طراحي نهايي چرخه قبلي است(آن چرخه   راحي اوليهنسبت به ط

شوند تا اين  شان كوچك مي معمولا حدود حركت حدود ده تا پنجاه درصد مقدار قبلي. به وجود نياورد

انتخاب . هبود يابدكه براي يك حدود حركت مشخص تابع هدف از يك رواداري داده شده كمتر ب

با اين وجود، . معمول حدود حركت در شروع حدود ده تا سي درصد مقدار متغيرهاي طراحي است 

اين انتخاب تنها وقتي منطقي است كه يك متغير طراحي به سبب حركت به سمت عوض شدن 

 در چنين حالتي انتخاب حدود حركت بين ده تا سي درصد مقدار. علامتش بسيار كوچك نباشد

  .رسد از آن متغير طراحي منطقي به نظر مي) و نه مقدار فعلي (اي  نمونه

. آيد اين است كه طراحي شروع غير قابل قبول باشد  كه گاهي بوجود مي SLPمشكل سوم

سازي  ي بهينه وجود آورند كه مساله توانند شرايطي به اثرات مشترك تقريب و حدود حركت مي

اوليه يك مساله نسبت به قيدهاي  شته باشد يعني اگر نقطه شده يك جواب قابل قبول ندا خطي

اي كه با حدود حركت  شده غير قابل قبول باشد و حدود حركت كوچك باشد، ناحيه 1سازي نرمال

طور كلي خارج از فضاي طراحي خطي شده باشد و به يك مساله غير  شود ممكن است به تشكيل مي

  .قابل قبول بيانجامد 

                                                 
1 Normalized  
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اي از  سازي شده در هر چرخه دست آمده براي يك مساله خطي بهينه بهممكن است طراحي 

چنين نقض قيدهايي معمولا با بهبود تابع هدف . اصلي را نقض كند  قيدهاي مساله SLPفرآيند 

همچنين ممكن است از يك جواب مساله خطي به جواب مساله خطي ديگر تابع هدف . آيد وجود مي به

با اين وجود هيچ كدام . توان با تغيير حدود حركت حل كرد شكلات را مياين م. بهبودي نداشته باشد

اين مطلب  در بحث بعدي به . مانع اصلي تلقي كرد SLPتوان در همگرايي كلي  از دو مشكل را نمي

قضاوت كرد كه آيا  LPاز   توان در مورد يك طراحي جديد بدست آمده پردازيم كه چگونه مي مي

است يك بهبود است و يا هنگامي كه مجموعه قيد بهتر  هتر با نقض قيد همراه هنگامي كه تابع هدف ب

  .تواند بهبود به حساب آيد اند ولي تابع هدف افزايش يافته مي برآورده شده

* امين چرخه iدر  LPفرض كنيد جواب بهمينه 

iLxا نقض شده ، به يك مجموعه قيود فعال ي

( )* ,j iLf x j J∈ انجاميده كهJ شده را  سازي جواب مساله خطي. مجموعه قيدهاي فعال است

  .توانيم به عنوان جواب دقيق مساله خطي بهبود يافته زير در نظر بگيريم مي

)4 -46(  ( )
( ) ( )

0

*

min

. 1j j iL

f

s t f pf x p≤ =

x

x
  

0pحل كنيم برايخواهيم  اصلي كه مي  مساله از روابط حساسيت جواب  با استفاده . است =

توانيم حدس بزنيم كه مقدار بهينه تابع هدف براي  مي) 46-4(بهينه به پارامترهاي مسئله رابطه 

  :مساله بهبود نيافته عبارت است از

)4 -47(  ( ) ( )* *

1

r

iL j j iL

j

L f x f xλ
=

= −∑  

اگر تابع هدف و : اين موضوع رهيافت زير را بازگو مي نمايد. تابع لاگرانژين است Lكه

اگر تابع هدف بهبود يافته و . شود ترين قيدها بهبود يابند، همواره طراحي جديد پذيرفته مي بحراني

گرانژين در اگر لا. كنيم ها را مقايسه مي ها بدتر شده يا بر عكس، مقدار لاگرانژين آورده شدن قيد بر

گاه طراحي جديد  تر شده باشد، آن از مقدار لاگرانژين در ابتداي چرخه كوچك پايان يك چرخه 
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اگر از طرف ديگر لاگرانژين افزايش يافته باشد، در حدود حركت بايد تجديد نظر كرد . شود پذيرفته مي

  . و آن را بهبود بخشيد

 (SQP)برنامه ريزي درجه دوم متوالي  4.6.2

. باشد سازي مي هاي بهينهتوجه به نظر محققين يكي از بهترين و قويترين روش اين روش با

ابتدا بسط تقريبي سري . باشد ريزي خطي متوالي مي مفاهيم پايه اين روش بسيار شبيه به روش برنامه

تابع هدف خطي شده، يك تابع  سازي حداقلجاي  چه به اگر. شود ع هدف و قيدي محاسبه ميتيلور تواب

  .آيد وجود مي تقريبي درجه دوم بههدف 

  :خواهيم داشت  SQPبراي يك مسأله 

)4 -48(  ( ) BSSS
TTffsQMinimize +∇+= 0  

  :به شرطي كه

)4 -49(  
1,...,j m=  

( ) 00 ≤+∇ j

T

i gg S

  

 كه يك ماتريس معين و مثبت است، در ابتدا يك ماتريس واحد است و درBماتريس

حال فرض . شودبراي توابع لاگرانژين مجددا محاسبه مي 1هاي بعدي با استفاده از تئوري هسين چرخه

در نقطه بهينه اين مساله مقادير ضربگرهاي . تحت قيود خطي است Qسازي شود كه مساله، حاقلمي

انجام  Sفاده از تابع لاگرانژين تقريبي جستجو در جهت سپس با است. شود، محاسبه ميiλلاگرانژ 

  .شودمحاسبه مي αيعني در روابط زير . خواهد شد

)4 -50(  [ ]∑
=

+=
m

j

jj gufQ
1

)(,0max)(minimize xx  

  :كه

                                                 
1 Hessian 
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)4 -51(  sxx α+= −1q  

 

)4 -52(  
g,...,1    چرخه اول در  ju j mλ= =  

 

)4 -53(  
    دي هاي بع چرخهدر 

( )'1
max , 1,...,

2
j j j ju u j mλ λ = + =  

  

  :و از چرخه قبلي داريم

)4 -54(  
jj uu ='  

فاده از رابطه زير محاسبه جديد با است Bپس از اينكه جستجوي يك بعدي كامل شد، ماتريس 

  :شود مي

)4 -55(  
η

ηη
T

T

T

T

pBpp

BBpp
BB +=∗  

  :كه در آن

)4 -56(  1−−= qq
xxp  

)4 -57(  Bpy )1( θθη −+=  

)4 -58(  1−Φ∇−Φ∇= q

x

q

xy  

)4 -59(  ∑
=

+=
m

j

jj gfQ
1

)()( xx λ  

)4 -60(   








−

=

ypBpp

Bpp
TT

T8.0

0.1

θ  

Bسپس 
  .شود در سيكل جديد مي Bجايگزين  *
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   (CONLIN) محدب سازي خطيروش  4.7

  سازي تقريب 4.7.1

سازي  مسائل بهينههاي تقريبي است كه براي بسياري از  سازي محدب، يكي از روش روش خطي

طور همزمان  روش از متغيرهاي مستقيم و معكوس به در اين . تواند مورد استفاده قرار گيرد اي مي سازه

براين  بنا. آيد اي براي توابع هدف و قيد به دست مي هاي خطي محافظه كارانه شود و تقريب استفاده مي

اي از مسائل تقريبي جبري  توسط دنباله اصلي اند مسئله  هايي كه تاكنون معرفي شده همانند روش

پذير هستند و با به  هاي توليد شده محدب و تفكيك مسئله زير. شوند ساده صريح، جايگزين و حل مي

  .كار بردن روش دوگان حل خواهند شد

  .گيريم سازي مينيمم سازي با قيدهاي كوچكتر مساوي زير را درنظر مي مسئله بهينه

)4 -61(  ( )
( )

0min

. 0 1, ,

1, ,

j

ii i

f

s t f j m

and x x x i n

≤ =

≤ ≤ =

x

x …

…

  

طور  همان. هاي عددي حل نمود توان توسط روش خطي داده شده را مي سازي غير مسئله بهينه

خطي مربوط به ضمني بودن توابع قيد ريزي غير در حل مسائل برنامه دانيم مشكل عمده كه مي

( )if X هاي  بزرگ باعث تحميل هزينه سازي در مسائل هاي بهينه روند تكراري الگوريتم. باشد مي

  .باشد هاي تقريبي ضروري مي از روش محاسباتي زيادي خواهد شد و استفاده 

اي از مسائل تقريبي جايگزين  اوليه توسط دنباله مسئله  SQPو SLPهاي تقريبي مانند در روش

. اند ست آمدهاز بسط تيلور تابع هدف و توابع قيد برحسب متغيرهاي جايگزين خطي به د شوند كه  مي

سازي از  توان در بسياري از مسائل بهينه سازي توابع نسبت به متغيرهاي معكوس را مي همچنين خطي

  .كار برد سازي ابعاد به جمله بهينه

هايي تقريب زده  مسئله هاي تقريبي اين است كه مسئله به زير هاي جالب روش يكي از ويژگي

هاي  گونه كه در فصل همان. روش دوگان آنها را حل نمود توان به كمك پذيرند ومي شود كه تفكيك مي
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مقيد  سازي غير سازي مقيد به يك مسئله ماكزيمم قبلي گفته شد در روش دوگان مسئله مينيمم

اين ضرايب متغيرهاي دوگان وابسته به . شود كه بستگي به ضرايب لاگرانژ قيدها دارد تبديل مي

خاطر كوچك بودن فضاي طراحي و وابستگي  ازي دوگان بهس رابطه. قيدهاي نامساوي مسئله هستند

  .آن به تعداد قيدهاي فعال از اهميت خاصي برخوردار است

سازي توابع توسط تركيبي از متغيرهاي مستقيم و معكوس،  به كمك خطي CONLINروش 

مبناي سازي بر  خطي 1هاي مياني انتخاب متغير. كند پذير توليد مي هايي محدب و تفكيك زيرمسئله

پذير شود كه با در نظر گرفتن هر تابع مشتق آساني ثابت مي  به. پذيرد علامت مشتقات اول صورت مي

( )f x20[سازي زير يك تقريب محدب خواهد بود ، خطي :[  

( ) ( ) ( ) ( )20 0 0 0 0

0

1 1
i i i i i

i i

f x f x f x x x c
x x+ −

 
= + − − − 

 
∑ ∑ 

)4 -62( 

كه
if معرف مشتقات اول( )f x نسبت به متغير طراحي

ix نماد. است
+
∑ )

−
به معني  )∑

)منفي( جمع برداري بر روي جملات مثبت
if سازي محدب اين  ديگر ويژگي مهم خطي. باشد مي

  ].21[شود هاي ممكن از اين دست مي كارترين تقريب در ميان تقريب حافظهاست كه منجر به م

كار  به) 61-4(سازي را براي تابع هدف و تمام توابع قيد مسئله  اين خطي CONLINالگوريتم 

  .ندمقادير واحد داشته باش 0xبهتر است متغيرهاي طراحي نرمال شوند تا در نقطه فعلي. گيرد مي

)4 -63(  0 0

0

i
i i i i

i

x
x f f x

x
′ ′= ⇒ =  

)جمله  )20

ix  شود حذف مي) 62-4(از معادله:  

( ) ( ) ( )0 0 1
1 1i i i

i

f x f x f x c
x+ −

 
′ ′ ′= + − − − ′ 

∑ ∑ 
)4 -64( 

)سازي براي هريك از توابع كاربردن اين خطي با به )jf x صريح   زيرمسئله "'"و حذف علامت

                                                 
1 Intermediate Variables 
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  :آيد دست مي زير به

( )

0
0 0min

. 1, ,

i
i i

i

ij

ij i j

i

ii i

f
f x f

x

f
s t f x f j m

x

x x x

+ −

+ −

− −

− ≤ =

≤ ≤

∑ ∑

∑ ∑ … 

  

)4 -65( 

هاي همچنين ثابت. هستند 0xبيانگر مشتقات اول توابع هدف و قيد در نقطه تكرار جاري ijfكه
jf 

  :به فرم زير هستندشامل جملات مرتبه صفر در بسط سري تيلور 

( ) ( )0 0 0, ,j ij i j

i

f f x f x j m= − =∑ … )4 -66( 

  به كمك روش دوگان زيرمسئلهحل  4.7.2

شود كه محدب و  هايي تبديل مي اوليه به زيرمسئله روش مسئله   طور كه گفته شد در اين همان

ه مسئل. كارگيري روش دوگان حل كرد ها را با به توان اين زيرمسئله درنتيجه مي. پذير هستند تفكيك

  .اي زير حل نمود توان با فرايند دو مرحله را مي) 65- 4(

( )max

. 0j

l r

s t r ≥
 

)4 -67( 

)كه تابع دوگان )l r دست  از مينيمم كردن تابع لاگرانژين روي ناحيه مورد قبول متغير اوليه به

  :آيد مي

( )
0

,
m

ij

j ij i j

j i

f
L r f x f

x= + −

 
= − − 

 
∑ ∑ ∑x r 

)4 -68( 

  يعني

( ) ( )min ,

ii i

l r L x r

x x x

=

≤ ≤
 

)4 -69( 

حسب جمع تواند بر مي) 68-4(كند كه تابع لاگرانژين  اصلي بر اين امر دلالت مي پذيري مسئله  تفكيك

n تابع جدا( )i iL x سازي  بنابراين مسئله مينيمم. نوشته شودn  به ) 69- 4(متغيرهn  مسئله
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  .شود سازي يك متغيره تبديل مي مينيمم

( )min

.

i
i i i i

i

i i i

b
L x a x

x

s t x x x

= +

≤ ≤

 
)4 -70( 

  كه ضرايب

0

0

i ij j

i ij j

a f r

b f r

+

−

= ≥

= − ≥

∑

∑
 

)4 -71( 

منفي  اين ضرايب همواره در ناحيه شدني فضاي دوگان غير. بستگي دارند jrتنها به متغيرهاي دوگان

0jr(مانند  مي لزوما يك جواب يكتا خواهد داشت كه با مساوي ) 69- 4(بنابراين مسئله لاگرانژ ). ≤

)صفر قرار دادن مشتق اول )i iL x آيد دست مي به.  

)4 -72(  ( ) 2
0i

i i i

i

b
L x a

x
′ = − =  

ii(از آنجا كه قيدهاي اندازه  ix x x≤   :بايد اقناع شوند) ≥

)4 -73(  1

2
2 2i i
ii i

i i

b b
x if x x

a a

 
= ≤ ≤ 
 

  

)4 -74(  2i
i ii

i

b
x x if x

a
= ≤  

)4 -75(  2 i
i i i

i

b
x x if x

a
= ≤  

اين نكته كه با توجه به
ia وib به روابط كاملا صريح بين )71-4(اند  به متغيرهاي دوگان وابسته ،

از فضاي دوگان، متغيرهاي  ه در هر نقطه شود ك مشاهده مي. ايم متغيرهاي اوليه ودوگان دست يافته

هاي زير را تعريف  انديس  مجموعه .اند تقسيم شده 2و متغيرهاي ثابت 1اوليه به دو دسته متغيرهاي آزاد

                                                 
1 Free Variables 
2 Fixed Variables 
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  :كنيم مي

{ }; i i iI i x x x= ≤ ≤ )4 -76( 

i(متغيرهاي آزاد  I∈  ( توسط رابطه)75- 4(و ) 74-4(ابت توسط و بقيه متغيرهاي ث) 73-4 (

  .اند تعريف شده

  :صورت زير بيان نمود توان به را مي) 70-6(مسئله دوگان 

( ) ( )
( )0

max

. 0

m
ij

j ij i j

j i

j

f
l r r f x r f

x r

s t r

= + −

 
= − − 

 
≥

∑ ∑ ∑
 

)4 -77( 

در حالي كه متغيرهاي اوليه
ix  با متغيرهاي دوگان مرتبط ) 66-4(تا ) 64-4(توسط روابط صريح

  .اند شده

ي تابع دوگان اين است كه مشتقات اول آن به سادگي بر حسب مقادير قيدهاي ويژگي اساس

  :آيند دست مي اوليه به

( )
( )
ij

j ij i j

j i

fdl
g f x r f

dr x r+ −

≡ = − −∑ ∑ 
)4 -78( 

اوليه متناظر با آن شكل   خاطر اينكه مسئله خاطر صريح بودن كامل مسئله دوگان و به علاوه براين به

  بع دوگاناي دارد، مشتقات دوم تا جبري نسبتا ساده

)4 -79(  2

jk

j k

d l
H

dr dr
≡  

  :آيد دست مي صورت زير به اي محاسبات به بعد از پاره

1

2
i

jk ij jk

i I i

x
H n n

a∈

= − ∑ )4 -80( 

  كه 
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)4 -81(  

2

0

0

ij ij ij

ij

ij ij

i

n f if f

f
n if f

x

= >

= <
  

براي
ikn 80-4(رابطه  ذكر اين نكته مهم است كه جمع در. كنند هم روابط بالا صدق مي (

از يعني آن دسته . آزاد است  منحصر به متغيرهاي اوليه
ix  هايي كه به مقادير بالا و پايين خود

اين معنا است كه مشتق دوم تابع دوگان در جايي كه يك متغير  اين به). را ببينيد) 64-4((رسند  نمي

  .ت و برعكسشود، ناپيوسته اس آزاد، ثابت مي  اوليه

هاي نيوتني در حل مسائل دوگان، همين ناپيوستگي در  از روش مشكل عمده براي استفاده 

. شود اي استفاده مي ريزي سهموي دنباله براي حل مسئله دوگان از روش برنامه .ماتريس هسيان است

 .راجعه كرداين رساله م] 21[توان به مرجع  روش، مي اين براي اطلاع بيشتر در مورد نحوه حل به

سازي محدب يك روش مناسب و قابل اعتماد براي حل بسياري از مسائل  روش خطي

 .سازي است بهينه

  (MMA)   متحرك هاي مجانبروش  4.8

  توضيحات كلي 4.8.1

  :گيريم اي با فرم كلي زير را در نظر مي سازي سازه مسئله بهينه

( ) ( )
( )

0

:minimization

min

. 0 1, ,

1, ,

n

i

jj j

P

f R

s t f i m

and j n

∈

≤ =

≤ ≤ =

X X

X

X X X

…

…

 

  

)4 -82(  

 

)كه  )1, ,
T

nX X=X )بردار متغيرهاي طراحي،  … )0f X ،تابع هدف( ) 0if ≤Xقيدهاي رفتاري، و

jX ،jX هاي  يكي از روش. بر متغيرهاي طراحي هستند) قيود تكنولوژيكي(حدود پايين و بالا

. هاي صريح توليد و حل نماييم اين است كه به صورت پياپي زيرمسئله  سئلهمناسب براي حل اين م
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  :پذيرد اين كار بر اساس طرح تكرارشونده  زير صورت مي

)انتخاب يك نقطه شروع: 0گام )0
X و قرار دادن انديس تكرارk برابر با صفر( )0k =.  

)محاسبه: 1گام )( )k

if X  و گراديان هاي( )( ) ( )0,1, ,
k

if i m∇ =X براساس نقطه تكرار …

( )k
X.  

)قرار دادن توابع تقريبي و صريح: 2گام )k

if  معمولا ضمني(به جاي توابع( 
if در مسئلهp  و ،

)1دست آوردن زيرمسئله به )k
P. 

)حل كردن زيرمسئله: 3گام )k
P  اين زيرمسئله به عنوان نقطه  و درنظر گرفتن جواب بهينه

)تكرار بعدي )1k +
X1، قرار دادنk k=   .1رفتن به گام و +

استفاده  پذيرد كه يك سري از معيارهاي همگرايي برآورده شوند يا اينكه  زماني كار پايان مي

)از جواب جاري كننده  )k
Xراضي باشد.  

)طور خلاصه هركدام از توابع به )k

if سازي با خطي
if تغيرهايي از نوعتوسط م

( )
1

j jX L−
و 

( )
1

j jU X−
بسته به علامت مشتق 

if در نقطه( )k
Xمقادير. آيند دست مي بهjL وjUدر  معمولا

  .ندشو ميناميده  "متحرك هاي مجانب"رو  كنند و از اين تكرارها تغيير مي

  :كنيم براي شرح بيشتر مسئله دو مورد را بررسي مي

)نحوه تعريف توابع) الف )k

if  

)نحوه حل زيرمسئله) ب )k
P با توجه به( )k

if شده محاسبه.  

نحوه تعريف توابع تقريبي 4.8.2
( )k

if    

)براي نقطه )k
X )مقادير) در تكرار( )k

jL و( )k

jU 1براي, ,j n=   :شوند كه طوري انتخاب مي…

                                                 
1 Sub problem 
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)4 -83(  ( ) ( ) ( )k k k

j j jL X U< <  

,0,1سپس براي. دامه تشريح خواهد شدنحوه تعيين اين مقادير در ا ,i m= )توابع … )k

if  به

  :شوند صورت زير تعريف مي

)4 -84(  ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
1

k kn
k k ij ij

i i k k
j j j j j

p q
f r

U X X L=

 
= + + 

 − − 
∑  

  كه

)4 -85(  

  

)4 -86(  

  

)4 -87(  

  

( )
( ) ( )( )2 / / 0

0 / 0

k k

k j j i j i j

ij

i j

U X f X if f X
p

if f X

 − ∂ ∂ ∂ ∂ >
= 

∂ ∂ <

  

( )
( ) ( )( )2

0 / 0

/ / 0

i j
k

ij k k

j j i j i j

if f X

q
X L f X if f X

∂ ∂ ≥
= 

− − ∂ ∂ ∂ ∂ <

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
1

k kn
k k ij ij

i i k k k k
j j j j j

p q
r f

U X X L=

 
= − + 

 − − 
∑X  

i/كه تمامي مشتقات jf∂ ∂X در نقطه( )k=X X اند محاسبه شده.  

)شود طور كه مشاهده مي همان )k

if   اول از  يك تقريب مرتبه
if در( )k

X باشد مي.  

)4 -88(  ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ), / /

0,1, , , 1, ,

k k k k k

i i i j i jf f f X f X at

for i m j n

= ∂ ∂ =∂ ∂ =

= =

X X X X

… …
  

)علاوه براين مشتقات )k

if در هريك از نقاطX طوري كه( ) ( )k k

j j jL X U< براي همه مقادير  >

j شود صورت زير تعريف مي به:  

  

)4 -89(  

( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
2

3 32

2 2
k kk

ij iji

k k
j

j j j j

p qf

X U X X L

∂
= +

∂ − −
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)4 -90(  

  

( )2

0
k

i

j i

f
j i

X X

∂
= ≠

∂ ∂
  

)بنابراين از آنجا كه ) 0
k

ijp )و ≤ ) 0
k

ijq ≥ ،( )k

if در حالت خاص در. يك تابع محدب است

( )k=X X   

  

)4 -91(  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2 /
, / 0

2 /
, / 0

i j

i jk kk
j ji

i jj

i jk k

j j

f X
if f X

U Xf

f XX
if f X

X L

∂ ∂
∂ ∂ >

−∂ 
= 

∂ ∂∂ − ∂ ∂ < −

  

)بنابراين هرچه )k

jL  و( )k

jU  به( )k

jX  نزديكتر انتخاب شود، مشتقات مرتبه دوم بزرگتر

)شوند، انحناي بيشتري به توابع تقريبي  مي )k

if تر خواهد  كارانه شود، و تقريب مسئله محافظه داده مي

  .بود

)دست آمده براين زيرمسئله به بنا )k
Pبه صورت زير خواهد بود:  

  

  

)4 -92(  

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( ){ } ( ){ }

0 0

0

1

1

:minimize

. 0 1, ,

max , min , 1, ,

k kn
k j j k

k k
j j j j j

k kn
ij ij k

ik k
j j j j j

k k
jj j j j

p q
P r

U X X L

p q
s t r i m

U X X L

and X X X j nα β

=

=

 
+ + 

 − − 

 
+ + ≤ = 

 − − 

≤ ≤ =

∑

∑ …

…

  

)هاي  در روابط بالا پارامتر )k

jα و( )k

jβ "كه لزوما تعيين كننده ندشو ميناميده  "حدود حركت ،

)بر صفري اتفاق نيافتد، براي اينكه در حل مسئله هيچ تقسيم. نيستند )k

jα و( )k

jβ  بايد حداقل به

  :صورت زير انتخاب شوند

)4 -93(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k

j j j j jL X Uα β< < < <  

)براي مثال ) ( ) ( )0.9 0.1
k k k

j j jL Xα = )و  + ) ( ) ( )0.9 0.1
k k k

j j jU Xβ = +.  

) "متحرك هاي مجانب"حال نحوه تعيين  )k

jL  و( )k

jUيك انتخاب . شود ، مختصرا شرح داده مي
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نظر  از jXو  jXمتغيرهاي طراحي يعنيبالا و  پاييناين شرط كه حدود  ساده براي اين مقادير، به 

  :زير باشدصورت  تواند به فيزيكي معقول باشند، مي

)4 -94(  ( ) ( ) ( ) ( )0 0,
k k

j j jj j jj jL X S X X U X S X X= − − = + −  

0يك عدد حقيقي ثابت است، مثلا 0Sكه  0.1S )در اينجا . = )k

jL  و( )k

jU  بهk  و بستگي ندارند

  .ندشو ميخوانده  "ثابت هاي مجانب"

ها jXزماني اتفاق مي افتد كه متغيرهاي طراحي "ثابت هاي مجانب"يك حالت خاص و مهم از 

  :در اين حالت. بعد المان باشند

يك مقداربزرگ، مثلا  )95- 4(
 

( ) ( )0 , 10
k k

jj jL U X= =  

ي براي بهره مندي بهتر از انعطاف رسد، ول به نظر جالب مي "هاي ثابت مجانب"هرچند سادگي 

  .ها بين تكرارها تغيير داشته باشند ، بهتر است مجانبMMAپذيري روش

)يك قاعده كلي براي نحوه تغيير )k

jL و( )k

jUصورت زير است به:  

ن كار با نزديكتر كردن اي. سازي به نوسان افتاد، بهتر است ثابت شود اگر روند بهينه) الف

  .شود ها به نقطه تكرار جاري انجام مي مجانب

سازي هماهنگ و كند باشد، بهتر است مجانب ها را از نقطه تكرار  در عوض اگر روند بهينه) ب

  .جاري دور كرد

از واحد، مثلا يك عد حقيقي كوچكتر Sدر اينجا. است در زير مفهوم اين قاعده شرح داده شده

0.7S   .باشد مي =

0kبراي  1kو =   :داريم =

)4 -96(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
k k k k

j jj jj j j jL X X X U X X X= − − = + −  

0kبراي   :داريم ≤
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)هاي در صورتي كه علامت) الف ) ( )1k k

j jX X
)و −− ) ( )1 2k k

j jX X
− دهد  مخالف هم باشند، نشان مي −−

  :پس قرار مي دهيم. اتفاق مي افتد jXكه نوسان در

)4 -97(  ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

k k k k

j j j j

k k k k

j j j j

L X S X L

U X S U X

− −

− −

= − −

= + −
  

)در صورت هم علامت بودن) ب ) ( )1k k

j jX X
)و −− ) ( )1 2k k

j jX X
− ل ها در حا دهد كه مجانب نشان مي −−

  :پس قرار مي دهيم. هستند jXكندكردن روند همگرايي در

)4 -98(  ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

/

/

k k k k

j j j j

k k k k

j j j j

L X X L S

U X U X S

− −

− −

= − −

= + −
  

ها از نقطه  توان شرط دور كردن مجانب براي  مثال مي. هاي زيادي نيز وجود دارد البته جايگزين

)تكرار جاري را هم علامت بودن ) ( )1k k

j jX X
)و −− ) ( )1 2k k

j jX X
− )و −− ) ( )2 3k k

j jX X
−   .دانست −−

زيرمسئلهروش حل  4.8.3
( )k

P  

براين به  علاوه. كنيم را در زيرمسئله حذف مي kبراي ساده كردن نگارش، در اين بخش انديس 

)جاي ){ }max ,
k

j jX α  و( ){ }min ,
k

j jX β به ترتيبjα وjβ زيرمسئله تعريف . بريم كار مي را به

  :شود شده در قسمت قبلي به صورت زير نوشته مي

  

)4 -99(  

( )
( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

1

1

:min

. 0 1, ,

1, ,

n
k j j

k k
j j j j j

n
ij ij

ik k
j j j j j

j j j

p q
P imize r

U X X L

p q
s t r i m

U X X L

and X j nα β

=

=

 
+ + 

 − − 

 
+ + ≤ = … 

 − − 

≤ ≤ = …

∑

∑  

در حالي كه
j j j jL Uα β< ≤ 0ijqو > 0ijpو ≤ ≥.  
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Pتواند براي حل آن مفيد  مي 1بنابراين روش دوگان. پذير است يك مسئله محدب تفكيك

 .اختصار شرح داده خواهد شد روش در زير به   اين. باشد

)مطابق با 2تابع لاگرانژين )k
P برابر است با:  

)4 -100(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1

m
k k

i i

j

l f f
=

= +∑X,Y X Y X  

  :آيد دست مي كه بعد از محاسبات مختصري به

)4 -101(  
( ) ( )

0 0

0

1

T Tn
j j j jT

k k
j j j j j

p q
r

U X X L=

 + +
− + + 

 − − 
∑

y p y q
y b

( )0

1

,
n

T

j j

j

r b l X
=

= − +∑y y  

  كه

)4 -102(  ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

, , , , ,

, , , , ,

TT

m j j mj

T T

j j mj m

b b p p

q q y y

= =

= =

b p

q y

… …

… …
  

  و

)4 -103(  ( ) ( ) ( )
0 0

,

T T

j j j j

j j k k

j j j j

p q
l

U X X L

+ +
= +

− −

y p y q
X y  

y باشد مي "متغيرهاي دوگان"بردار ضرايب لاگرانژ يا.  

 :شود صورت زير تعريف مي به y≤0براي W"تابع هدف دوگان"پس س

)4 -104(  ( ) ( ){ }, ; j j jW y min l X for all jα β= ≤ ≤X y

( )0

1

n
T

i

j

r b W
=

= − +∑y y  

  كه

                                                 
1 Dual Method 
2 Lagrangian Function 
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)4 -105(  ( ) ( ){ }, ;j j j j jW y min l X for all jα β= ≤ ≤X y  

اين . نوشت) 105-4(را به صورت صريح در رابطه  jXسازي توان مسئله مينيمم به راحتي مي

)است، به صورت  yكه وابسته بهjXسازي مينيمم )jX y شود نوشته مي.  

  :، داريمy≤0از آنجا كه

)4 -106(  
0 00 , 0T T

j j j jp q+ ≥ + ≥y p y q  

)بنابراين ),jl X yيك تابع محدب ازjXهمچنين توجه داشته باشيم كه در مواقع خاص كه. باشد مي

0 0T

j jp + =y p 0و 0T

j jq + =y q )ر i 0براي تمام مقادي 0jp = ،0 0jq = ،0i ijp =y ،

0i ijy q = (( ),jl X y وابسته بهjX بنابراين در اين حالت هر مقدار. باشد نميjX كه بين
jα  و

jβ باشد باعث مينيمم كردن( ),jl X y شود مي.  

0كنيم حداقل يكي از  از اين به بعد فرض مي

T

j jp + y p  0يا

T

j jq + y q اكيدا مثبت باشد .

)مشتق ),jl X yنسبت بهjXشود ا رابطه زير بيان ميب:  

)4 -107(  ( )
( )( ) ( )( )
0 0

2 2
,

T T

j j j j

j j
k k

j j j j

p q
l

U X X L

+ +
′ = −

− −

y p y q
X y  

)و مشتق دوم ),jl X y نسبت بهjX برابر است با:  

)4 -108(  
( ) ( )

( )
( )
( )

0 0

3 3

2 2
,

T T

j j j j

j j

j j j j

p q
l

U X X L

+ +
′′ = +

− −

y p y q
X y  

)از آنجا كه ),j jl ′′ X y  ،اكيدا مثبت است( ),j jl X′ y نسبت بهjX  اكيدا صعودي است و در رابطه

  :توانيم نتايج زير را داشته باشيم مي) 108- 4(

)اگر) الف ), 0j jl X′ ≥y  آنگاه( )j iX α=y.  

)اگر ) ب ), 0j jl X′ ≤y  آنگاه( )j iX β=y  

)اگر)ج ), 0j jl α′ <y و( ), 0j jl β′ >y آنگاه( )jX y جواب يكتاي معادله( ), 0j jl X′ =y  خواهد
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  .بود

  :دست آورد صورت زير به توان اين جواب يكتا را به به سادگي مي

)4 -109(  
( )

( ) ( )
( ) ( )

1/2 1/2

0 0

1/2 1/2

0 0

T T

j j j j j j

j
T T

j j j j

p L q U
X

p q

+ + +
=

+ + +

y p y q
y

y p y q  

)ف صريح برايحال ازآنجاكه يك تابع هد )jX yوجود دارد، تابع هدف دوگان( )W y نيز بايد ،

  :با يك عبارت صريح بيان شود

)4 -110(  
( )

( ) ( )
0 0

0

1

T Tn
j j j jT

j j j j j

p q
W r

U X X L=

 + +
= − + +  − − 

∑
y p y q

y y b
y y  

)علاوه بر اين، مشتقات )W y نسبت به متغيرهاي دوگان
iy شوند ، با رابطه زير بيان مي:  

)4 -111(  

( ) ( )1

n
ij ij

i

ji j j j j

p qW
b

y U X X L=

 ∂
= − + +  ∂ − − 

∑
y y

  

)مسئله دوگان متناظر با )k
Pسازي ، مسئله ماكزيمم( )W y  روي مجموعه تمام ،y  ،ها است

  .y≤0طوري كه

)4 -112(  ( ): maximize W . 0D s t ≥y y  

)از آنجا كه )jX yطور پيوسته به بهy 0جز در موارد خاص كه(است  وابسته 0T

j jp + =y p   

0 0T

j jq + =y q ( از معادله)شود كه  نتيجه مي) 112- 4( )W y همچنين . است 1ك تابع همواري

)شود كه راحتي اثبات مي به )W y زيرا در ميان مجموعه توابع خطي نسبت به. (است 2يك تابع مقعر

yكمترين است ،(.  

بعد از حل مسئله . ان استيك مسئله بسيار مناسب براي حل از طريق روش گرادي Dبنابراين

                                                 
1 Smooth Function 
2 Concave Function 
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آيد و با قراردادن آن در زيرمسئله موردنظر مستقيما جواب بهينه  دست مي ، بهyان دوگان، جواب بهينه

)زيرمسئله )jX y آيد دست مي به. 

 

 

  

  

  

  فصل پنجم

  تحليل سازه به روش

 اجزاء محدود
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 اجزاء محدود تحليل سازه به روش 5

  مقدمه 5.1

فرضيات مشابهي كه . ستا خود داراي انحناآن  سطح مياني اي است كهسته در واقع صفحهپو

ها هم صادق هستند؛ تهر پوسدشوند، ها در صفحات نازك استفاده ميها و تنشبراي توزيع قائم كرنش

هاي وارده تنش. است ، با صفحات كاملا متفاوتهاتوسط پوستهبارهاي خارجي  تحمل اگرچه نحوه

اي در تحمل بار دارد و اين برسطح مياني پوسته داراي دو مولفه مماسي و عمودي است كه سهم عمده

اي اقتصادي در تحمل بارها مطرح شود و مورد است كه پوسته به عنوان سازه موضوع موجب اين شده

  .استقبال قرار گيرد

، مشكلات زيادي را هاي با انحناي سطحيتهآوردن معادلات حاكم براي مسائل پوس دست به

. است ها شدهي جايگزيني براي تحليل پوستهها روشدارد كه اين مساله خود موجب پيدايش  دربر

  .ستا بندي آنهافرمول رگرفته شده دكار بههاي ، تقريبها روشخصيصه اصلي اين 

براي  كه گيردقرار مي يادر يك پوسته، المان تحت اثر توام نيروهاي خمشي و درون صفحه

  .شودي مستقل ميها مكانيك المان مسطح، موجب بروز تغيير

توجه به  با. شوند ميمدل  هاي مستطيلي يا چهارضلعي، مانبا استفاده از الها  در اين رساله پوسته

روسه تحليل اجزاي محدود  چنين پ ي سختي مناسبي هستند،ها ماتريساينكه چنين المانهايي داراي 

هاي اي نظير سدهاي قوسي و سقفمسائل عملي. شودانجام مي يهايي به شكل قابل قبولزهسا

  .اده از چنين المانهايي بررسي كردسادگي با استفه توان باي را مي پوسته
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  روابط كلي 5.2

  در مختصات محلي ايسختي المان صفحه 5.2.1

نظر بگيريد كه تحت اثر همزمان در را zyxضلعي در مختصات محلي يك المان مسطح چند

  .اي و خمشي قرار داردنيروهاي صفحه

  

  ]24[اي  صفحه المان تحت اثر نيروهاي خمشي ودرون) 1-5 ( شكل 

را بر حسب جملاتي  ها كرنش توانمييا همان تنش مسطح،  ايصفحه گرفتن اثر دورن درنظربا 

سازي انرژي پتانسيل موجب رسيدن به حداقل. نوشتها در هر كدام از گره vو  uهاي تغييرشكل زا

  :شودمي ها مكانروابط زير براي ماتريس سختي، نيروهاي گرهي و تغيير

)5 -1(  ( ) ( )








=








==
iy

ixp

i

i

ip

i

ppepe

F

F

v

u
with faaKf  

و در دوران  zحسب تغييرشكل گرهي ها را بر كرنشتوان ، ميگرفته شود درنظراگر اثر خمشي 

x
θ  و

y
θ نوشت:  
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)5 -2(  ( ) ( )
















=
















==

iy

ix

iz

b

i

iy

ix

i

b

i

bbebe

M

M

Fw

with faaKf

θ
θ  

ي ناشي از ها شكلابتدا اينكه تغيير. ها بايد به برخي نكات توجه كردقبل از تركيب اين سختي

دوم اينكه دوران . د و بالعكسني خمشي ندارها شكل، تاثيري در تغيراينيروهاي صفحه
z

θ در ،

  .نقش ندارد ها شكلپارامتري در تعيين تغيير عنوان بهيك از مودها،  هيچ

  :نيروهاي گرهي و ي گرهي تركيب شدهها مكانبا تعريف مجدد تغيير

)5 -3(  

)5 -4(  

[ ]
iziyixiiii

wvu θθθ=a  

[ ]
iziyixiziyixi

MMMFFF=f  

  :نوشتتوان مي

)5 -5(  ee
fak =  

  :شودتشكيل مي ي زيرها ماتريس سختي از زيرماتريس
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  ها و اسمبل كردن المان  انتقال به مختصات كلي 5.2.2

آن  و در پي همحاسبه شد ماتريس سختي كه در بخش قبل شرح داده شد، در مختصات محلي

تبديل مختصات به يك دستگاه  .انددست آمده بهرويي و خمشي نيز در همين مختصات يهاي نمولفه
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  .و بازنويسي معادلات تعادل است ها المانمختصات كلي، نيازمند اسمبل كردن 

ي گرهي با ها شكلنيروها و تغيير. است نشان داده شده) 2-5( دو دستگاه مختصات در شكل

  :شودزير تبديل مي صورت بهه سيستم محلي باز سيستم كلي  Tس استفاده از ماتري

)5 -7(  
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  ]24[مختصات كلي و محلي ) 2-5 ( شكل 

 :كه در آن
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ين محورهاي دو سيستم مختصاتي است، هاي هادي باست كه شامل كسينوس 3در 3يك ماتريس 
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)كه  )xx,cos  كسينوس زاويه بين محور ،x  وx است.  

  :براي تبديل مختصات از محلي به كلي

)5 -10(  
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T

i
fTfaTa ==  

  :توان نوشتميرابطه براي محاسبه سختي كه با استفاده از اين 

)5 -11(  TkTK
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rs

Te

rs
=  

eكه 

rs
k شودبا استفاده از روابطي كه قبلا ارائه شد محاسبه مي.  

  :صورت زير است تصات كلي و محلي بهرابطه بين دستگاه مخ
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كه 
0

x  و
0

y  و
0
z  فاصله بين مبدا مختصات در دستگاه كلي و مبدا مختصات در دستگاه محلي

 .اي و خمشي، محل قرارگيري مبدا مختصات اهميتي نداردهاي سختي صفحهدر محاسبه مولفه. است

 كسينوسهاي هادي محلي براي المان مستطيلي 5.2.3

براي اين . شوداستفاده مي... اي و سطوح استوانه كردن مدلعمولا براي يي مها المانچنين 

كه در شكل نشان  ijkmبراي يك المان . بگيريم درنظرهاي المان را حالات بهتر است كه يكي از لبه

  :ردهاي هادي را محاسبه ك توان به سادگي كسينوساست، مي داده شده

)5 -13(  01 ===
zxyxxx

ΛΛΛ  
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  ]24[هاي مستطيلي در مختصات كلي و محلي  المان شده از اي تشكيل پوسته استوانه) 3-5 (  شكل

 صورت بهگرفتن مختصات نقاط گرهي متغير  درنظر، با yهاي هادي نسبت به محور كسينوس

  :شوندزير تعيين مي

 )5-14(  0=
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سادگي با درنظر گرفتن روابط هندسي كه از گذراندن مقطع عرضي عمودي در  هها باين فرمول

  :شودآيد، نوشته ميمي وجود به zدر راستاي  imراستاي خط 
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 سختي دوراني پيچشي 5.2.4

شد، بل شرح دادهاي كه در بخش قبندياگر در فرمول
iz

θ  تر ، مساله پيچيدهشودنيز وارد

اين پيچيدگي در اثر اختصاص يك سختي با اندازه صفر در جهت . شود  مي
zi

θ  و اين حقيقت است

 .كه در معادلات كلاسيك پوسته، معادلاتي با پارامترهاي دوراني نيستند

، شش معادله گرفته شود درنظر ت تعادل اسمبل شده در يك نقطهاي از معادلااگر مجموعه

  :معادله عبارتست از نكه آخري وجود خواهد داشتتعادل 

)5 -20(  00 =
z

θ  

  ي المان ويلسونبررس 5.3

هي المان خمشي ن مغييرمكاني ناسازگاراست كه از برهالمان ويلسون، يك المان با مودهاي ت

1المان غشايي و صفحه كيرشهف
  :گيهاي اصلي اين المان عبارتند ازويژ. شودتشكيل مي  

 هاي پوستهاستفاده از چهار گره براي محاسبات تغييرشكل .1

 ي واقعي خمشي در المانها مكانكردن تغييرراي مدلاستفاده از درجه آزادي چرخشي ب .2

                                                 
1 Membrane element  
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 حجم كم محاسبات با توجه به خطي بودن و چهارگرهي بودن .3

 گيري عددي فرد براي انتگرال ههاي منحصربز نقاط و وزنااستفاده  .4

  بودن المان دقت بسيار مناسب با توجه به خطي داشتن .5

دو  كرنش براي المان ويلسون در-ها و روابط تنشدر اين بخش مباحث مربوط به تغييرشكل

در نهايت اثر تركيب دو . گيردجداگانه مورد بررسي قرار مي صورت بهحالت المان خمشي و غشايي 

 .شودالمان براي المان پوسته ويلسون بررسي مي

  المان خمشي كيرشهف 5.3.1

ن اي. ماندگذاري، مستقيم باقي ميارش از بيشود كه عمود بر سطح مرجع صفحه، پي فرض م .1

اين . اي تابعي خطي در جهت ضخامت باشدهاي صفحهشود كه كرنشموضوع موجب اين مي

بنابراين امكان . ست كه دوران خط عمود برابر با دروان سطح مرجع استا فرض نيازمند اين

 .هاي قائم برشي وجود داردتغييرشكل

ت كه در هر هاي خمشي بسياركوچك اسدر جهت ضخامت در مقايسه با تنش هاي قائمشنت .2

توجه شود كه اين فرض اجازه استفاده از . شودگرفته مي درنظردو حالت تير و صفحه، صفر 

 .دهدها ميرا براي كرنش 1نسبت پواسون

 صورت بهي فشوند، يك قيد تغييرمكاني اضا هاي قائم برشي، صفر درنظر گرفتهاگر كرنش .3

 :شوده ميفاضا شرط چهارم

  . ماندبارگذاري، عمود باقي مي زخط عمود بر سطح مرجع پس ا .4

تئوري كلاسيك صفحات نازك بر پايه همين سه فرض است و معادله ديفرانسيل درجه چهارم 

اين تئوري تنها براي صفحات . شودرشكل قائم حل مييياي بر حسب تغحاكم هم بر اساس بسط رابطه

  .شودبا ضخامت ثابت استفاده مي

                                                 
1 Poisson’s ratio 
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  )مستطيلي(لمان چهارضلعي ا 5.3.1.1

  .نشان داده شده است) 4- 5(در شكل  x-y ارضلعي با هندسه دلخواه در مختصات كلييك چه

 

  ]24[المان خمشي چهارضلعي ) 4-5 ( شكل 

دوران در چهارنقطه گرهي و نقاط مياني هر  16داراي ) الف-4- 5(توجه شود كه همانند شكل 

1ايلبهاي ميانهدوران. لبه است
كه از آنجا. شوندد بر لبه تجزيه ميبه دو مولفه مماسي و عمو  

  ).)ب4- 5(شكل( يابدتقليل مي 12، تعداد درجات آزادي به گيريم مي درنظرهاي مماسي را صفر  دوران

و چهار تغييرشكل گرهي در  uzيك تابع درجه سه از  براساسهاي المان معادله حاكم بر لبه

  )).ج-4- 5(شكل (شودلمان تعريف ميهاي اگوشه

2استاتيكي مرتبه كاهشاي با لبه ميانهاي در نهايت دوران
- 4- 5(همانند شكل. شوندحذف مي  

 .شوددرجه آزادي مي 12تبديل به يك المان با  )د

                                                 
1 Mid-side  
2 Static condensation  
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ستفاده بر سطح مرجع صفحه با ا ست كه دوران خطوط عمودا فرض اساسي در تغييرشكل اين

 :شودمي از روابط زيرتعريف

)5 -21(  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑∑

∑∑

==

==

∆+=

∆+=

8

5

4

1

8

5

4

1

,,,

,,,

i
yii

i
yiiy

i
xii

i
xiix

srNsrNsr

srNsrNsr

θθ

θθ

θ

θ

  

  .مطابق زير هستند ، توابع شكلNiكه 
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موسوم  2است كه به تابع سلسله مراتبي 1رابطه تغييرشكل در نقاط مياني، يك تابع دوخطي

  .استنشان داده )5- 5(اي در شكل از يك المان صفحه ijلبه . است

بنابراين . هاي نرمال وجود دارندشوند و تنها دورانمي گرفته درنظرماسي صفر هاي مدوران

  :صورت زير است بههاي نرمال در دوران yو xهاي مولفه
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1 Bilinear function 
2 Hierarchical  
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  ]24[لبه المان ) 5-5 ( شكل 

  :توان نوشتبنابراين مي

)5 -24(    

هاي سه بعدي همانند تغييرشكل. يابدتقليل مي 12به  16از  مكانيحال تعداد درجه آزادي تغيير

  :عبارتند از x-yنسبت به سطح مرجع  )6-5(شكل 

)5 -25(  
( ) ( )
( ) ( )srzsru

srzsru

xy

yx

,,

,,

θ

θ

−=

=
  

)توجه شود كه تغييرمكان قائم در صفحه مرجع،  )sru
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ي تعريف يك تابع فضاي صورت به، ,

بنابراين . يك تابع درجه سه استشود كه تغييرشكل قائم در امتداد هر لبه حال فرض مي. شودمي

    :ي در طول لبه برابر خواهد بود باكرنش برش
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ت نوش yو  xبا استفاده از دورانهاي  را jو  iهاي نرمال در گرههاي توان دوراندر شكل قبل، مي

  :صورت زير تغيير كند معادله بالا بهو يا در واقع 
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  .كه اين معادله را براي هر چهار لبه المان نوشت

نشان  )7-5(يك گره در شكل . ها بيان كردها را براساس برش در لبهتوان برش در گرهحال مي

  .است داده شده

مرتبط  i هاي گرهه تبديل كرنش زير به برشستفاده از رابطاي با البه مياندو مولفه برش 

  :شود مي
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  ]24[ ايصفحهي مثبت در المان خمشي ها مكانتغيير) 6-5 ( شكل 

  :توان نوشتو يا به فرم معكوس مي
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  تغييرمكان-معادلات كرنش 5.3.1.2

 برحسبتوان  هاي يك صفحه را ميتغييرمكان، كرنش-كرنش بعدي سهبا استفاده از معادلات 

  :زير نوشت صورت بههاي گرهي جملاتي ازدوران
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  ]24[ هاي گرهيبرش) 7-5 ( شكل 

تغييرمكان   16جملاتي از  براساسپنج مولفه كرنش  توان مي گيريبنابراين در هر نقطه انتگرال

  :صورت زير نوشت بهموجود 
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آيد كه يكي از آن مي وجود بهضرب دو ماتريس تغييرمكان، از -بنابراين ماتريس تبديل كرنش

  .است zدو ماتريس تابع 

  سختي المان چهارضلعي 5.3.1.3

  :زير نوشت صورت بهتوان ماتريس سختي يك المان را با استفاده از معادله بالا مي

)5 -32(  ∫∫ == dvDdv TT
bbEBBK  

  كه

)5 -33(  ∫= dzD T
Eaa  

يك  صورت به 1نيرو براي مصالح اورتوتروپيك-بطه تغييرشكل، راzگيري در جهت پس از انتگرال

  :آيدبه شكل زير در مي  5در 5ماتريس 
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  . انحناي متناظر با اين لنگرها هستند ψنيروهايي در واحد طول هستند و  ،Vهاي و برش Mلنگرهاي 

 دست بهبا استفاده از رابطه زير  ير صفربراي مصالح ايزوتوپيك در حالت تنش مسطح، جملات غ

  :آيندمي
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1 Orthotropic materials  
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  مرتبه استاتيكي كاهش 5.3.1.4

هاي برشي با استفاده از اي با تغييرشكلبراي المان خمشي صفحه 16در  16ماتريس سختي 

  :بطه زير آن را محاسبه كردرا توان ازشود و يا ميي محاسبه ميگيري عددانتگرال

)5 -36(  







== ∫

2221

1211

kk

kk
DBBK dAT  

كه 
12

k  است 1براي دورانهاي نرمال ناسازگار 4در  4يك ماتريس.  

  :زير نوشت صورت بهتوان معادلات تعادل المان را مي
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بايد  θ∆از آنجا كه نيروهاي معادل با . مولفه نيروي گرهي است 12ماتريس حاوي  يك Fكه 

استاتيكي  مرتبه كاهشتوانند با استفاده از ها ميصفر باشد، درجات آزادي متناظر با اين تغييرشكل

ماتريس سختي  12در  12بگيريم، به اندازه  درنظرهاي برشي را بنابراين اگر تغييرشكل. حذف شوند

ي ها شكلكه شامل تغيير) يا مثلثي(اي چهارضلعي ن المان خمشي صفحهيبه ا .شودلمان افزوده نميا

2المان برشي گسسته  است برشي
  ].24[ گويندمي DSEيا   

  المان غشايي با دورانهاي نرمال 5.3.2

المان . درجه آزادي تغييرمكاني و دوراني در هر گره است 6بعدي داراي يك المان تير سه

صفحه المان و يك  آن بحث شد، داراي دو دوران در فحه كه در بخش قبل در موردمشي صخ

كردن يك المان استاندارد در حالت تنش مسطح كه براي مدل. تغييرمكان قائم براي هر گره است

                                                 
1 Incompatible normal rotations 
2 Discrete Shear Element 
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توانند شود، تنها دو تغييرمكان در هر گره دارند و نميمي ي پوسته استفادهها المانرفتار غشايي در 

  .شوند را تحمل كنندقائم بر صفحه المان وارد مي صورت بهيي كه لنگرها

د، يكي از مسائل بسيار گير ميعمود بر ديوار برشي يا دال قرار  صورت بهيك المان قابي كه 

توان از قيودي ها ميگونه سيستم اين در. اي استسازي ديوارها و بسياري از انواع سازه شايع در مدل

اي بر. شودنيرويي تبديل كند كه در صفحه المان وارد مي-ر المان قاب را به كوپلاستفاده كرد كه لنگ

اي، براي المان غشايي نياز اي متصل هستند و هرگونه سيستم رايج سازهيي كه به تيرهاي لبهها پوسته

  ].24[مبگيري درنظريكي از درجات آزادي اصلي سازه  عنوان بهاست كه يك دوران نرمال را 

  اساسيفرضيات  5.3.2.1

يك المان چهار ضلعي . ي خمشي استها المانتعميم تئوري براي المان غشايي بسيار شبيه 

  .بگيريد  درنظررا  )8- 5(همانند شكل 

 ))الف-8-5(شكل(ه آزادي داريم جدر 16ابتدا يك المان چهار با  .1

شوند و ي نسبي به دو بخش نرمال و مماسي تقسيم ميها مكانبا چرخش لبه مياني، تغيير .2

شود كه با اين كار تعداد درجات آزادي ي نسبي مماسي صفر قرار داده ميها مكانمقدار تغيير

 . ))ب-8- 5(شكل (يابد تقليل مي 12به 

براي حذف چهار تغييرمكان نرمال  1يط تغييرمكان نرمال پارابوليكراگام بعدي واردكردن ش .3

 . ))ج-8-5(شكل (ها است چهاردوران نرمال نسبي در گره اي ولبهميان

هاي نسبي به مقادير مطلق و اصلاح توابع شكل براي ارضاي مرحله آخر تبديل دوران .4

براي سختي المان  12در  12با انجام اين مرحله در نهايت يك رابطه . هاي قطعه است آزمون

 .))د-8-5(شكل ( شوددرجه آزادي اين المان محاسبه مي 12كه نسبت به  آيددست مي به

                                                 
1 Parabolic  
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  مكانتخمين تغيير 5.3.2.2

  :شودبا استفاده از رابطه زير تعريف مي x-yدر صفحه  ها مكانفرض اساسي براي تغيير

)5 -38(  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
yi

i
iyi

i
iy

xi
i

ixi
i

ix

usrNusrNsru

usrNusrNsru

∆+=

∆+=

∑∑

∑∑

==

==

8

5

4

1

8

5

4

1

,,,

,,,

  

  .اندقبل شرح داده شده بخشها، همان توابع شكلي هستند كه در  Niكه 

 

 

 

  

  ]24[ ارضلعي با دورانهاي نرمالالمان غشايي چه )8-5 ( شكل 
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  ]24[لبه يك المان چهارضلعي  )9-5 ( شكل 

   دوران گرهي اعمال 5.3.2.3

اگر فرض شود كه . مشاهده نمود )9-5(در شكل توان از يك المان غشايي را مي ijلبه 

  :شد، معادله زير بايستي ارضا شودمال نسبي در هر لبه پارابوليك بارتغييرمكان ن

)5 -39(  ( )
ij

ij

ij

l
u θθ ∆−∆=∆

8
  

اي نسبي كلي از رابطه لبهي ميانها مكاناي صفر است، تغييرلبهبه دليل اينكه تغييرمكان مماسي ميان

  :آيدمي دست بهزير 

)5 -40(  
( )

( )
ij

ij

ijijijy

ij

ij

ijijijx

l
uu

l
uu

θθαα

θθαα

∆−∆−=∆−=∆
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8
sinsin

8
coscos

  

  :توان نوشتپس مي. كلي اعمال شود يها مكانتواند بر هر چهار لبه و تغييرمعادله بالا مي

)5 -41(  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
i

i
yiyi

i
iy

i
i

xixi
i

ix

srMusrNsru

srMusrNsru

θ

θ

∆+=

∆+=

∑∑

∑∑

==

==

8

5

4

1

8

5

4

1

,,,

,,,

  



86 

 

   تغيير مكان- معادلات كرنش 5.3.2.4

   :از معادلات بنيادي زير تشكيل شودتواند با استفاده تغييرمكان مي- معادلات كرنش

)5 -42(  
x

u

y

u

x

u

x

u yx

xy

y

y

x

x ∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

= γεε ,,  

  :توان با استفاده از روابط بالا نوشتمي

)5 -43( 

 

كه يك ماتريس  B12را ارضا كند، اصلاحات زير در ماتريس  1نكه المان، آزمون قطعه تنش ثابتبراي اي

  :است، بايد انجام شود 4در  3

)5 -44( ∫−== dA
A

121212

1
BBB 

  كرنش -رابطه تنش 5.3.2.5

زير نوشته  صورت بهتواند كرنش براي مصالح ايزوتروپيك در حالت تنش مسطح مي-رابطه تنش

  :شود

)5 -45( 
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 .باشد 2كرنش بايد متقارن و معين مثبت- ماتريس تنش

   هاي نسبي به مطلقتبديل دوران 5.3.2.6

گيري هاي نرمال، با استفاده از انتگرالبراي المان مستطيلي با دوران 12در  12ماتريس سختي 

                                                 
1 Constant stress patch test  
2 Positive definite  
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  :شود، ياعددي تعيين مي

)5 -46( ∫= dvT
DBBK 

راي چهار دوران نسبي انچه در رابطه بالا بيان شد، دآلمان غشايي همانند ماتريس سختي براي ا

 .مجهول در هر گره است

 هاي پوسته المان 5.3.3

هاي نازك براي مسائل با هندسه دلخواه، منجر به استفاده از معادلات استفاده از تئوري پوسته

تقريبي  صورت بهاسبات عددي تواند با استفاده از محشود كه دركل ميديفرانسيل با مرتبه بالا مي

وسيله تيرهاي كناري مقيد ه اي كه بهاي پوستهبراي تحليل استاتيكي و ديناميكي سازه. محاسبه شود

  .شوداند، روش اجزاي محدود  تبديل به يك روش كاربردي ميشده

در اين بخش هر دو . اي بيان شدي غشايي و صفحهها الماندر دو بخش قبلي، تئوري اساسي 

. شوندبعدي، با هم تركيب ميحالتي خاص از الاستيسيته سه عنوان بهاي وع المان غشايي و صفحهن

هاي كمي اي، موجب واردشدن تقريبهاي پوستهيي در تحليل سازهها المانبنابراين استفاده از چنين 

  .شوددر جواب مي

1بعديالح سهقبل از تحليل يك سازه با المان پوسته، ابتدا بايد مستقيما از مص
براي    

براي  ،سد قوسي. بگيريد درنظررا  بعدي عنوان مثال يك سد قوسي سه به. دسازي استفاده شو مدل

 2سازي پي آن بايد از المان مصالحتوسط پوسته به اندازه كافي نازك است ولي براي مدل شدنمدل

  .كلي استفاده كرد

                                                 
1 Three dimension solids 
2 Solid element  
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   1المان پوسته چهارضلعي 5.3.3.1

هي يك المان د ان براي شكلتودوبعدي و غشايي دوبعدي را مي ايي خمشي صفحهها المان

 را است كه ماتريس سختي دو المان تنها نياز. تركيب كرد )10-5(اي چهارگرهي همانند شكل پوسته

، به سيستم 24در  24سپس ماتريس سختي محلي . دادتشكيل  xyzدر محورهاي مختصات محلي 

تفاده از روش سختي مستقيم سالمان پوسته و بارها، با ا پس از آن سختي. شودديل ميتب XYZكل 

  .شوند  ي تشكيل معادلات تعادل محاسبه ميبرا

                         ي مسطح ها المانبا استفاده از  2هاي داراي انحناپوسته كردن مدل 5.3.4

  ايپوسته يها المانتوان از اگر بتوان هر چهار گره را در وسط بعد ضخامت المان قرار داد، مي

  

  ]24[گيري المان مسطح پوسته شكل) 10-5 ( شكل 

 ولي اين موضوع براي. استفاده كرداي هاي پوستهسازي اكثر سازهچهارضلعي مسطح براي مدل

  .يريدبگ درنظررا  )11-5(شكل سازه . ]24[ هايي با انحناي مضاعف ممكن نيستپوسته

. اردد ، بيانگر اين هستند كه المان بر روي سطح پوسته قرار4و  3و  2و  1چهار نقطه ورودي 

                                                 
1 Quadrilateral shell element  
2 Curved Shell 
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كنند يا  با استفاده از ضرب بردارهاي جهتي عمود برهم تعريف مي xyzدستگاه مختصات محلي 

Vz=V1-3V2-4 . بردار فاصلهdو ، عمود بر المان مسطح است و فاصله بين نقاط گرهي المان مسطح   

  

  ]24[هاي دلخواه ي مسطح براي مدلسازي پوستهها الماناستفاده از ) 11-5 ( شكل 

  :شودير محاسبه مينقطه سطح مياني پوسته است و از رابطه ز چهار

)5 -47( 
2

4231
zzzz

d
−−+

±= 

هاي سطح هاي اجزاي محدود بر روي گرهصفر است و گرهها اين فاصله برابر با براي اكثر پوسته

صفر نباشد، قبل از تبديل به مختصات كلي، بايد سختي المان تصحيح   dاگر فاصله. مياني قرار دارند

تواند با انجام اين موضوع مي. روها در سطح مياني پوسته بسيار مهم استيارضاي تعادل ن]. 24[شود

ل نيز خود نيازمند يدبطح به سطح مياني، صورت گيرد كه همين تتبديل ماتريس سختي المان مس

  :ديل تغييرمكان زير در هر گره استاعمال معادله تب
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)5 -48( 















































 −

=

























z

y

x

z

y

x

nz

y

x

z

y

x

u

u

u

d

d

u

u

u

θ

θ
θ

θ

θ
θ

100000

010000

001000

000100

00010

00001

 

هاي  صلب به گره صورت بههاي المان مسطح ست كه گرها از لحاظ فيزيكي اين بحث بيانگر اين

كند و به سمت صفر ميل مي dكترشدن المان، فاصله واضح است با كوچ. سطح مياني متصل هستند

  .شودنتايج حاصل از المان مسطح به جواب اصلي همگرا مي
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  فصل ششم

  روش هاي توليد شكل
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 هاي توليد شكل روش 6

  ها منحنيمفاهيم پايه در مورد سطوح و  6.1

  ضمني پارامتريك و هاي فرم 6.1.1

         :ود دارددو راه براي بيان يك منحني وج

  معادلات ضمني- 1

)6-1(  ( , , ) 0f x y z =  

  فرم پارامتريك - 2

)6-2(  ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))s u v x u v y u v z u v=  

يك  عنوان بهجداگانه  صورت بههاي يك نقطه در منحني  پارامتريك هركدام از مختصاتدر فرم 

  :صورت زير است ك دايره بهمني معادله يمثلاً شكل ض .شوند ميتابع پارامتري مستقل بيان 

)6-3(  2 2 1x y+ =  

:و شكل پارامتري منحني دايره به شكل زير است 
 

  

)6-4(  ( )( )( ) ( , ), ,C u x u v y u v a u b= < <  

  :شود بيان ميزير  شكل  پارامتري به صورت  بهربع اول منحني دايره  عنوان مثال به 

)6-5(  ( ) ( )

( ) ( )

cos

sin 0
2

x u u

y u u u
π

=

= ≤ ≤
  

  :ير استز شكل  بهمعادله پارامتري يك كره . دو پارامتر نياز است حعريف يك سطبراي ت

)6-6(  ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
, , , , , ,

, sin( ) cos( )

s u v x u v y u v z u v

x u v u u

=

=  
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:آيد دست مي تابع سرعت به) 1-1(ه از معادل گيري با مشتق
 

  

)6-7(  '( ) ( '( ), '( ))( sin( ), cos( ))C u x u y u u u= −
  

) هاي جزئي سطح مشتق , )s u v
 

vو uدر دو جهت ) با   , )us u v  و( , )vs u v دنشو نشان داده مي. 

)6-8(  ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))

( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))

u u u u

v v v v

s u v x u v y u v z u v

s u v x u v y u v z u v

=

=
  

مثلاً در سه بعد  ،كدام مناسب است كاملاً مشخص نيستاينكه از بين فرم پارامتريك و ضمني 

مرزي به ) سطوح(ي ها منحنييا اينكه بيان  روش پارامتريك براي بيان هندسه شكل مناسب است و

.شكلي استفرم ضمني كار م
 

  

  يك منحني 1تواني فرم پايه 6.1.2

)ازآنجا كه توابع مختصات  ) , ( )y u x u  و( )z u
 

 توان يادي را  ميي زها منحنياختياري هستند 

خصوصيات كه داراي به كلاس خاصي از توابع بپردازيم  اما بهتر است آورد، دست بهبه فرم پارامتريك 

  :زير باشند

  .طور دقيق بيان كنند منحني را به بتوانند - 1

 :مخصوصاً دقت باشند،با مؤثر و ،در پروسه محاسبات كامپيوتري راحت - 2

  .باشندمؤثر  ي در محاسبات نقاط و مشتقات روي منحن -

  .حساس باشند جايي نقاط غير هكردن ناشي از جاب نسبت به خطاي گرد -

  .اشته باشنداحتياج به فضاي كمتري براي ذخيره شدن د -

  .باشندفهم  ساده و ازنظر رياضي قابل - 3

                                                 
1 Power Basis Form 

( , ) sin( ) sin( )

( , ) cos( ) 0 ,0 2

y u v u v

z u v u u vπ π
=

= ≤ ≤ ≤ ≤
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از خصوصيات   3و 2چه موارد اگر .جز توابعي هستند كه كاربرد زيادي دارند اي چندجملهتوابع 

 ها اي وسيله چندجمله بيان به هم هستند كه قابلي مها منحنياز   ولي تعداديباشند،  مي ها اي ملهچندج

  .نيستند

 ازنظراين دو روش  اگرچه. هستند تواني پايهو  1ي بزيرها روش ها، اي چندجملهدو روش بيان 

 براي بيان و تواني پايه بسيار بهتر از روش  بزير ولي خواهيم ديد كه روش اند، رياضي با يكديگر معادل

.ساختن يك شكل در كامپيوتر است
 

  

  :شود مي زير تعريف شكل به nبه روش تواني از درجه تواني  پايهيك منحني به فرم 

)6-9(  
0

( ) ( ( ), ( ), ( ))

0 1

n
i

i

i

C u x u y u z u a u

u

=

= =

≤ ≤

∑  

)كه  , , )i i i ia x y z= بردار هستند.
            

  

)6-10(  
0 0 0

( ) ( ) ( )
n n n

i i i

i i i

i i i

x u x u y u y u z u z u
= = =

= = =∑ ∑ ∑  

:صورت زير است به تواني پايهاي  چندجملهماتريسي  شكل
 

  

)6-11(  

0 1

1

( ) ( ) ( ) ( )T i

n i

n

u
C u a a a a u

u

 
 
 = =
 
  
 

…
�

  

:داريم )11-6(از معادله گيري  بار مشتق iبا 
 

  

)6-12(  
0

( )

!

i

u
i

C u
a

i

==  

 كه
0

( )i

u
C u

= 
)ام i مشتق  )C u  0درu =

 
.است
 

  

                                                 
1 -Bezier 
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  ي بزيرها منحني 6.1.3

 و بزير يها منحني .هستند بزير يها منحنيپارامتريك  اي چندجملهي ها منحنينوع ديگري از 

هردو ازنظر  و كنند مياستفاده  ها اي چندجملهبراي بيان توابع مختصات از  هردو تواني پايه يها منحني

  ].25[استبهتر تواني  پايه ز روشهندسي ا كردن مدلبراي  بزير، ولي روش رياضي معادل هستند

  :عبارتند ازتواني  پايهروش  مشكلات

ضرايب -
iα مثلاً شرايط انتهايي و .كنند ميخوبي بيان ن خصوصيات هندسي شكل را به 

 . ابتدايي نقاط براي ما مشخص نيست

مپيوتري استفاده اين روش در محاسبات كا اي چندجملههايي كه براي توابع  الگوريتم -

 .سبتاً جبري دارند تا خاصيت هندسيبيشتر خاصيت ن ،شود مي

صورتي كه ضرايب در عددي يك فرم نسبتاً ضعيف است، ازنظر -
iα  بزرگ باشند خطاي

 ].25[آيد ميكردن به وجود گرد

:دشو ميزير تعريف  صورت بهبزير n    يك منحني درجه 
 

  

)6-13(  
,

0

( ) ( ) 0 1
n

i n i

i

C u B u P u
=

= ≤ ≤∑  

} اي چندجملهتابع  }, ( )i nB u
 

ير تعريف ز صورت بهاست كه  1اشتاين برن        امn  اي درجه چندجملهتابع 

    ].25[شود مي

)6-14(  
,

!
(1 )

!( )!

i n i

i n

n
B u u

i n i

−= −
−

  

} ضرايب هندسي اين فرم }iP، برايمثلاً .ندشو ميناميده  2نقاط كنترلي  n=1  14- 6(از معادله (

 :داريم

                                                 
1Bernstein polynomial  
2 control points 
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)6-15( 

  

0,1( ) 1B u u= −
 

1,1( )B u u=  

   :شكل زير است پس شكل منحني به

)6-16(  0 1( ) (1 )C u u P uP= − +  

1كه معادله يك خط راست از        .است تا

  :باشد داريمn=2 اگر 

)6-17(  2 2

0 1 2( ) (1 ) 2 (1 )C u u P u u P u P= − + − +  

1چندضلعي كه به وسيله نقاط )). 1-6(شكل (است 1Pتا  0Pكه يك كمان درجه دوم از  0,P P  2وP

  .كند قريب خوبي بيان ميشود كه  شكل منحني را با ت گون  ناميده مي شود، چندضلعي پلي مي تشكيل

:چند نكته در ارتباط با منحني بزير ضروري است
 

  

- (0)P Cο )  و = )nP C n= 

1هاي مماسي براي نقاط انتهايي منحني برابر با  جهت - 0P P−  1وn nP P  .است −−

اند  را تعريف كرده ني در پوسته محدبي كه نقاط كنترلي آنمنح:  1خاصيت پوسته محدب -

  . است قرار گرفته

هر  خط راست  منحني را كمتر از نقاط كنترلي آن منحني قطع :  2خاصيت نزولي تغييرات -

 )شود در سه بعد به جاي خط راست از صفحه استفاده مي. (كند مي

  .اش است هاي كنترلي گون ع پليدهد كه منحني بزير تاب ميخاصيت نزولي تغييرات نشان  -

باشيم  داشته 3بردارهاي مماسي در ابتدا و انتها باهم برابر باشند و ما يك حلقهكه  درصورتي -

 )). 2-6(شكل (يا نرم است  4منحني صاف

                                                 
1convex hull  
2 variation diminishing property 
3loop  
4smooth 
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  ]25) [1-6 ( شكل 

 

 

 

  

  

  ]25) [2-6 ( شكل 

ثابت هستند و هركدام از .... هاي بزير تحت انتقال، دوران و توجه اين است كه منحني نكته قابل

 1در هر منحني و سطح انتخاب توابع اساسي. شود وسيله نقاط كنترلي اعمال مي ها به اين نگاشت

  :شكل زير است توابع بهخصوصيات اين . كند خصوصيات هندسي شكل را تعيين مي

.مثبت هستند - 1
 

  

)6-18(  , ( ) 0 0 1i nB u u= ≤ ≤  

.جمع آنها برابر واحد است - 2
 

  

)6-19(  
,

0

( ) 1
n

i n

i

B u
=

=∑  

3 -  

                                                 
1 -Basis function 
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)6-20(  0, ,( ) 1n n nB u B= =  

4 -, ( )i nB u مي رسد [0,1]دقيقاً به مقدار ماكزيمم يك در فاصله.
 

  

:تعريف بازگشتي - 5
 

 

)6-21(  , , 1, 1

,

( ) (1 ) ( ) ( )

( ) 0 0

i n i n i n

i n

B u u B u uB u

B u if i or i n

− −= − +

= < >
 

  نسبيي بزير ها منحني 6.1.4

ي اسپلاين ها نمونه خاصي از بي اين منحني ها  اي اگرچه چندجمله. هستند 1هاي نسب

هاي مهم مثل دايره، بيضي،  هاي مفيد زيادي دارند، ولي آنها قادر به بيان دقيق برخي منحني خاصيت

.نيستند... ا و سيلندرها، هذلولي ه
 

  

وسيله توابع نسبي  توانند به هاي مخروطي مثل دايره ها مي دانيم كه همه منحني از رياضيات مي

  :شوند اي تعريف مي صورت نسبت دو چندجمله بيان شوند، يعني به 2

)6-22(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X u Y u Z u
x u y u z u

W u W u W u
= = =  

طور مثال معادله يك دايره به مركز  هب. هاي يكساني دارند كه هركدام از توابع مختصات تقسيم كننده

:صورت زير است مبدأ مختصات به
 

  

)6-23(  2
2 2

2 2

1 2
( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 1

1 1

u u
x u y u x u y u

u u

−
= = + =

+ +
  

  ]:25[شود تعريف مي  صورت زير بزير نسبي به nيك منحني درجه 

)6-24(  
,0

,0

( )
( ) 0 1

( )

n

i n i ii

n

i n ii

B u w P
C u u

B u w

=

=

= ≤ ≤
∑
∑

  

,i nBوiP اند يف شدهقبلاً تعر. iwشوند مقاديري عددي هستند كه وزن ناميده مي

                                                 
1 -Rational B-spline 
2-Rational function  
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,0
( )

n

i n ii
w u B w

=
فرض بر اين است كه ) 24- 6(در معادله . تابع تقسيم كننده مشترك است ∑=

0iw ]بنابراين براي تمام . است < ]0,1u )داريم  ∋ ) 0w u توان  صورت زير مي را به )24- 6(معادله  <

:نوشت
 

  

)6-25(  
,0

,

,

,0

( ) ( )

( )
( )

( )

n

i n ii

i n i

i n n

j n jj

c u R u P

B u w
R u

B u w

=

=

=

=

∑

∑
  

, ( )i nR u براي اين فرم از منحني است1تابع پايه نسبي.    

  :  صورت زير است خصوصيات اين تابع به

1 - , ( ) 0i nR u for all i≥ 

2 - ,0
( ) 1 0 1

n

i ni
R u for all u

=
= ≤ ≤∑ 

3-  0, ,( ) ( ) 1n n nR u R u= = 

4 - , ( )i nR u  [0,1] به مقدار ماكزيمم يك  در فاصلهu  .  مي رسد∋

1iwاگر  - 5 ,  ،iبراي همه مقادير  = ,( ) ( )i n i nR u B u=  

, خصوصيات ( )i nR u  مانند خصوصيات, ( )i nB u است كه عبارتند از :  

 ويژگي پوسته محدب   - 1

 2انتقال ثابت - 2

 ]25[خاصيت نزولي تغييرات - 3

)0يابي نقاط انتهايي  درون - 4 ) , (0)nC u P C P= = 

kمشتق - 5 )ام در    1) 0u u= 1kبستگي به  = بستگي ) آخر( نقطه كنترلي و وزن  اول +

 .دارد

توابع پايه نسبي ) 3-6(شكل . هاي بزير نسبي هستند هاي بزير حالت خاصي از منحني منحني

                                                 
1 - Rational basis function  
2 -transformation invariance 
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   .دهد مي  منحني بزير و شكل آن را براي يك منحني درجه سه نشان

  

  

                                                                 

 

  

                          ب                                                                               الف                                                          

  ]25[ منحني بزير نسبي )ب( نسبي 3منحني درجه  ابع پايهتو )الف() 3-6 ( شكل 

  1اسپلاين توابع پايه بي 6.2

يا يك بخش نسبي باشد نامناسب است،  اي چندجملهچه يك منحني فقط شامل يك  چنان

  : چون

 .هستند 2بالا ازنظر عددي ناپايا ي درجهها منحني -

 .يستنداي براي تغييرات طرح شكل مناسب ن تك قطعه) سطوح(هاي  منحني -

يك ) 4-6(شكل  .حل كرد 3اي اي چند قطعه توان بااستفاده از چندجمله اين مشكلات را مي

)منحني  )C u 3دهد؛ يعني  بخشي را نشان مي سهm u[0,1]كه  =   مقادير پارامتري. ∋

0 1 2 30 1u u u u= ≤ ≤ ≤ 0ها را با  ما قطعه. شوند شكست ناميده مينقاط  = , ( )ii m C u≤ نشان   ≥

 .شوند هم وصل مي هاي مختلف به ها با پيوستگي قطعه. دهيم مي

  :است، هرگاه kCداراي پيوستگي iuيك منحني در نقطه شكست 

  

                                                 
1 B-Spline 
2 unstable 
3 -piecewise polynomial 
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  ]25) [4-6 ( شكل 

)6-26(  ( ) ( )

1( ) ( ) 0 1j j

i i i iC u C u for all u+= ≤ ≤  

  

   :كنيم شكل زير بيان مي ما يك منحني را به

)6-27(  
0

( ) ( )
n

i i

i

C u f u P
=

=∑  

}ها همان نقاط كنترلي هستند و iPكه  }( ), 0, ,if u i n= بايد .  اي هستند قطعهاي  توابع چندجمله …

شود، حتي با تغييرمكان نقاط كنترلي  وسيله تابع پايه تعيين مي توجه كرد كه پيوستگي منحني  به

}توابع پايه . كند پيوستگي تغيير نمي }if ،خواص تحليلي خوبي دارند يعني خاصيت پوسته محدب 

دنبال آن در توابع پايه هستيم  اصيت مهمي كه ما بهيك خ. خاصيت نزولي تغييرات و انتقال ثابت

)خاصيت تكيه گاه محلي است كه )if u تغيير . كند را در فواصل داخلي كه غير صفر است تعيين مي

iPروي شكل منحني فقط در فواصلي كه( )if u ي گذاردغير صفر است تأثير م.  

  اسپلاين بيتعريف و خواص توابع پايه   6.2.1

اگر بردار ]. 25[كنيم اسپلاين از يك فرمول بازگشتي استفاده مي براي تعريف توابع پايه بي

{ }0 , , mu u=U iيك بردار صعودي از مقادير حقيقي باشد يعني  … i iu u  كه باشد طوري ≥+

0, , 1i m= امين تابع  i. بردار گرهي استUشود و  يك گره ناميده مي iuهركدام از مقادير  …−

, كه با pاسپلاين از درجه  پايه بي ( )i pN uكنيم صورت زير تعريف مي شود را به نشان داده مي:  
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)6-28(  1

,0

1

, , 1 1, 1

1 1

1

0

( )

i i

i

i pi
i p i p i p

i p i i p i

if u u u
N

otherwise

u uu u
N N N u

u u u u

+

+ +
− + −

+ + + +

≤ <
= 


−−
= +

− −

  

  اسپلاين هاي بي سطوح و منحني 6.3

براي ايجاز از گفتن . اسپلاين غيرنسبي مي پردازيم هاي بي سطوح و منحني به بررسي جا در اين

رسم  ها و سطوح جهت  اسپلاين براي تعريف منحني استفاده از بي. كنيم نظر مي صرف 1كلمه غير نسبي

 .ارائه شده است 3فيلد و ريزن 2هندسي توسط كامپيوتر توسط گوردون

   :دشو ميزير تعريف  صورت بهp از درجه   اسپلاين يك منحني بي

)6-29(  
,0

( ) ( ) 0 1
n

i p ii
C u N u P u

=
= ≤ ≤∑  

} نقاط كنترلي و iP كه }, ( )i pN uاسپلاين است كه روي بردار گرهي غيرنوساني تعريف  تابع پايه بي

       :شود مي

)6-30(  
1 1

1 1

, , , , , , , ,p m p

p p

a a u u b b+ − −

+ +

  
=  
  

U … … …��� ���  

  :اسپلاين  احتياج است روي منحني بي uسه مرحله براي محاسبه يك نقطه ثابت 

 .قرار دارد uپيداكردن بازه گره در جايي كه  - 1

 .محاسبه توابع پايه غيرصفر - 2

  .در نقاط كنترلي متناظر غيرصفرضرب مقادير توابع پايه  - 3

  سپلاينا بيي ها منحنيتعريف و خصوصيات  6.3.1

n اگر - 1 p=  و باشد{ }( ), 0, 0,1, ,1C u =U … …  .، يك منحني بزير است 

                                                 
1nonrational  
2 Gordon 
3 Riesendfeld 
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2 - ( )C u اگر .اي است اي تكه يك چندجمله( )C u  از درجهp و تعداد نقاط كنترلي برابر با  باشد

 :   بطه زير برقرار استآنگاه را m+1ها  باشد و تعداد گره ١

)6-31(  1m n p= + +  

هاي گرهي  اسپلاين و مقاطع منحني را كه متناظر با دهانه يك منحني بي) 6- 6(و ) 5-6(شكل 

.دهد است نشان مي
   

 .گيرد اش قرار مي از نقاط كنترلي منحني در پوسته محدب ناشي: خاصيت پوسته محدب قوي - 3

]1 اگر , )i iu u u 1i قرار بگيرد و ∋+ p m p≤ ≤ − )پس .باشد − )C u  در داخل پوسته محدب

,تشكيل شده از نقاط كنترلي ,i p iP P−   .است …

]1 منحني را فقط در فاصله داخلي iPحركت دادن : طرح تغيير موضعي منحني - 4 , )i i pu u + +  

   .دهد تغيير مي

وسيله  اين تقريب به. كند اي را براي منحني بيان مي گون يك تركيب خطي قطعه كنترل پلي - 5

 .شود ها و بالابردن درجه بهتر مي واردكردن گره

)پذيري  پيوستگي و ديفرانسيل - 6 )C u  وابسته به, ( )i pN u ست، پس منحني در فواصل داخلي ا

بار پيوسته   p-kحداقل   kپذير است و در يك گره با تعداد تكرار  نهايت ديفرانسيل ها بي گره

 . است

  اسپلاين بيتعريف و خصوصيات سطوح  6.3.2

وسيله يك شبكه دوجهته از نقاط كنترلي، دو بردار گرهي و  اسپلاين به يك منحني بي

   :شود متغيره توليد مي كاسپلاين ت ضرب توابع بي حاصل

)6-32(  
, , ,0 0

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q i ji j
s u v N u N u P

= =
=∑ ∑  

   :با بردارهاي گرهي

 

  

  



{0, 0,1, ,U = … … ]25[  

{ 1 10, 0, 0, 0, , , ,
4 2 4

=U ]25[  

  ]25[كند  مياستفاده ) 6- 
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,{روي بردار  3درجه  اسپلاين بيمنحني ) 5-6 (شكل  ,1= … …

  

 

31{ روي بردارتوابع پايه درجه سه ) 6-6 ( شكل  1, , , ,1,1,1,1
4 2 4

  

  

  

  

  

  

 

- 6(يك منحني درجه سه كه از توابع پايه شكل )  7-6 ( شكل 

 

  

  

  

  

  

شكل 

شكل 
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 )6-33(  
�

�

1 1

11

1 1

11

0, ,0, , , ,1, ,1

0, ,0 , , , ,1, ,1

p r p

pp

p s q

qq

u u

u u

+ − −

++

+ − −

++

  
=  
  

  
=  
  

U

V

… … …���

… … …���

  

 Uاي دارr+1  نقطه وV دارايs+1   آيد شكل زير درمي به) 31-6( معادله .نقطه است:  

)6-34(    1s m q= + + , 1r n p= + +  

  :بايد انجام داد (u ,v)پنج مرحله براي محاسبه يك نقطه روي سطح منحني در مقدار پارامتري

]u، 1كردن دهانه گرهي پيدا - الف , )i iu u u +∈ 

, غيرصفرمحاسبه توابع پايه   - ب ,( ), , ( )i p p i pN u N u− …  

]1 ، كردن دهانه گرهي پيدا  - ج , )j jv v v +∈ 

,غيرصفرمحاسبه توابع پايه   -  د ,( ), , ( )j q q j qN v N v− … 

   در نقاط كنترلي متناظر غيرصفرضرب مقادير توابع پايه   -  ه

  1)نربز(نسبي  اسپلاين بي  ها و سطوح منحني 6.4

ها و  اسپلاين به معرفي تعاريف منحني هاي بزير و بي در اين بخش بااستفاده از مفاهيم منحني

   .هاي نسبي يا نربز مي پردازيم اسپلاين سطوح بي

  تعريف و خصوصيات منحني نربز 6.4.1

  :شود صورت زير تعريف مي به Pيك منحني نربز از درجه 

)6-35(  
,0

,0

( )
( )

( )

n

i p i ii

n

i p ii

N u w P
C u a u b

N u w

=

=

= ≤ ≤
∑
∑

  

}كه }iP نقاط كنترل هستند و{ }iw ها و وزن{ }, ( )i pN u اسپلاين از درجه  توابع پايه بي p 

                                                 
1 NURBS: NonUniform Rational B-Spline 
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    :شود هستند كه روي بردار گرهي غيرنوساني تعريف مي

)6-36(  
1 1

1 1

, , , , , , , ,p m p

p p

a a u u b b+ − −

+ +

  
=  
  

U … … …��� ���  

0aكنيم كه  فرض مي 1bو  = 0iwو =    :دهيم قرار مي <

)6-37(  ,

,

,0

( )
( )

i p i

i p n

j pj

N u w
R u

N
=

=
∑

  

   :توان نوشت صورت زير مي را به) 35-6(پس معادله 

)6-38(  
,0

( ) ( )
n

i p ii
C u R u P

=
=∑  

, ( )i pR u[0,1]اي در فاصله ك تابع پايه قطعهاست، كه ي 1 تابع پايه نسبيu ,. است  ∋ ( )i pR u  داراي

  :خصوصيات زير است

1 - , ( ) 0i pR u u[0,1]در فاصله < ∈ 

2 - ,0
( ) 1

n

i pi
R u

=
u[0,1] در فاصله∑= ∈ 

3-  , ,(0) ( ) 1i p n pR R u= = 

0Pبراي  - 4 >، , ( )i pR u خود مي رسدبار به مقدار ماكزيمم  دقيقاً يك. 

, :گاه محلي  تكيه - 5 ( ) 0i pR u ]1هايي كه خارج از فاصله براي گره = , ]i i pu u u + +∈   

,هاي  همه مشتق - 6 ( )i pR u اخل يك دهانه گرهي وجود دارند، كه آن يك تابع نسبي با در د

 . كسر غيرصفر است

0iwاگر  - 7 , :باشد پسi براي تمام مقادير  = ,( ) ( )i p i pR u N u= 

8 - 0(0)C P= (1)و nC P= 

 ويژگي پوسته محدب قوي - 9

اي منحني را بيشتر از نقاط كنترلي آن منحني  صفحههيچ : خاصيت نزولي تغييرات -10

 )كنيم جاي خط از صفحه استفاده مي براي دو بعد به. (كند قطع نمي

                                                 
1-rational basis function  



كه  هاي داخلي يك منحني بزير نسبي است، طوري

  )الف)                                                                     (

{
0 6
, ,w w… )ب(نربز  سه منحني درجه) الف (

  

تغيير كند، منحني  iwتغييرمكان دهد يا وزن

داشتيم استفاده از مختصات همگن يك روش مؤثر 

براي يك سري از نقاط  نظر بگيريم

)، ما نقاط كنتـــرلـــي وزنــي، , . )w

i i i i i i iP w x w y w z=  را

زير  صورت بهبعدي غيرنسبي در فضاي چهار

,0
( ) ( )

nw w

i p ii
C u N u P

=
=∑  

) اسپلاين نسبي مطابق با  )C u) نسبي
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هاي داخلي يك منحني بزير نسبي است، طوري يك منحني نربز بدون گره 

i pN u  تبديل به, ( )i nB u شود مي . 

  

)                                                                     (ب(     

{ 31 10, 0, 0, 0, , , ,1,1,1,1
4 2 4

=Uو} { }
0 6
, , 1,1,1, 3,1,1,1w w =…

  ]25[)الف( شكل بهتوابع پايه مربوط 

تغييرمكان دهد يا وزن iPاگر نقطه كنترلي : تقريب محلي 

]1در دهانه داخلي  , )i i pu u u +   .كند تغيير مي ∋+

داشتيم استفاده از مختصات همگن يك روش مؤثر  نسبي بزير يها منحنيطور كه در 

نظر بگيريمرا نگاشت پرسپكتيو در Hاگر  .است نربز يها منحني

}ها وزنو ،  }iw،ما نقاط كنتـــرلـــي وزنــي ،( , . )

غيرنسبي در فضاي چهار) اي قطعه اي چندجمله( اسپلاين بي پس منحني

   

) به  Hمال نگاشت پرسپكتيو  )wC uاسپلاين نسبي مطابق با  يك منحني بي

   .يدآ دست مي به) بعدي اي در فضاي سه

 

11- 

, ( )i pN u

 

  

 

  

  

1,1,1,1{)  8-6 ( شكل 

12- 

در دهانه داخلي 

طور كه در  همان

منحنياي بيان بر

}،كنترلي }iP   ،

پس منحني .سازيم مي

 :دشو ميتعريف 

)6-39(  

مال نگاشت پرسپكتيو با اع

اي در فضاي سه قطعه
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)6-40(  { } { },0

,0
,0

,0

( ) ( )

( )
( )

( )

nw w

i p ii

n

ni p i ii
i p in i

i p ii

C u H C u H N P

N u w P
R u P

N u w

=

=
=

=

= =

= =

∑

∑ ∑
∑

  

  تعريف و خصوصيات سطوح نربز 6.4.2

اي داراي  يك تابع نسبي قطعه  vدر جهتq  و از درجهu در جهت  Pاز درجهنربز  يك سطح

  :مقداري برداري در دو جهت داراي فرم زير است

)6-41(  
, , , ,0 0

, , ,0 0

( ) ( )
( , ) 0 , 1

( ) ( )

n m

i p j q i j i ji j

n m

i p j q i ji j

N u N v w P
s u v u v

N u N v w

= =

= =

= ≤ ≤
∑ ∑
∑ ∑

  

}كه  },i jPدهد، كه كنترلي دوجهته را تشكيل مييك شب{ },i jw ها هستند و وزن{ }, ( )i pN u  و

{ }, ( )j qN vشوند كه روي بردارهاي گرهي زير تعريف مي اسپلاين غيرنسبي هستند توابع پايه بي.  

  

)6-42(  
�

�

1 1

11

1 1

11

0, ,0, , , ,1, ,1

0, ,0, , , ,1, ,1

p r p

pp

q s q

qq

u u

u u

+ − −

++

+ − −

++

  
=  
  

  
=  
  

U

V

… … …���

… … …���

  

1rكه  n p= + 1sو  + m q= + +  

  :شود صورت زير تعريف مي اي براي سطوح به تابع پايه نسبي قطعه

)6-43(  , , ,

,

, , ,0 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )

i p j q i j

i j n m

k p l q k lk l

N u N v w
R u v

N u N v w
= =

=
∑ ∑

  

   :شود صورت زير نوشته مي به) 41-6(معادله سطح 

)6-44(  
, ,0 0

( , ) ( , )
n m

i j i ji j
s u v R u v P

= =
=∑ ∑  

,خصوصيات مهم توابع ( , )i jR u v عبارتند از:  
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1- , ( , ) 0i jR u v ≥ 

2 - ,0 0
( , ) 1

n m

i ji j
R u v

= =
=∑ )براي ∑ , ) [0,1] [0,1]u v ∈ × 

,: گاه محلي تكيه - 3 ( , ) 0i jR u v )، اگر = , )u vشده توسط بازه خارج مستطيل مشخص 

1 1[ , ) [ , )i i p j j qu u v v+ + + +× 

0Pاگر  - 4 0qو  < ,پس  < ( , )i jR u v بار به مقدار ماكزيمم خود مي رسد يك. 

همه مشتقات v و u در داخل مستطيل تشكيل شده توسط  خطوط گرهي : پذيري ديفرانسيل - 5

,جزئي ( , )i jR u v گره در يك . وجود دارند v (u) اين تابع(q-k) p-k  در جهت 

 .تعداد تكرار يك گره است ديفرانسيل پذير است، كه 

 

  

  

  

  

  

  

                                                                                    

. كه در دو جهت از درجه سوم استنربز رل و سطح شبكه كنت)  9-6 ( شكل 
1,1 1,2 2,1 2,2

10w w w w= = = =  ]25[  

i,اگر - 6 jw a≥  0براي i n≤ 0و ≥ j m≤ 0aو   ≥  :آنگاه  ≠

, , ,( , ) ( ) ( ) ,i j i p j qR u v N u N v for all i j= )6-45(  

  :ب قويخاصيت پوسته محد - 7

, فرض  0i jw اگر . j و  iبراي تمام   ≤
0 0 0 01 1( , ) [ , ) [ , )i i j ju v u u v v+ +∈ )آنگاه سطح  × , )s u v يك

i, پوسته محدب تشكيل شده از نقاط كنترلي jPكه:  

)6-46(  0 0 0 0i p i i j q j j− ≤ ≤ − ≤ ≤  
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) 10- 6(شكل . ها را اصلاح كرد ن نقاط كنترلي را تغيير داد يا وزنتوان مكا در سطوح نربز مي  

i,تأثير تغيير يك وزن را وقتي) 11-6(و  jw شكل سطوح و كند روي تغيير مي, ( , )i jR u v  نشان

1اگر .دهد مي 1( , ) [ , ) [ , )i i p j j pu v u u v v+ + + +∈ i,آنگاه اگر  × jw  پيدا كند نقطه روي ) كاهش(افزايش

)منحني  , )s u v  از نقطه,i jP  اين تغييرمكان . شود مي) دورتر(نزديكتر( , )s u v ها در  مانند منحني

  . امتداد يك خط راست است

  

  

  

  

 پايه تابع)  10-6 ( شكل 
,
( , )

i j
R u v با { }31 1

0, 0, 0, 0, , , , 1, 1, 1, 1
4 2 4

=U و{ }31 2 40, 0, 0, , 1, 1, 1
5 5 5 5

=V  كه

, 1i jw , براي = (4, 2)i l ≠  ]25[  

  

  

  

  

  

  )الف(                 )                                                    ب(

)الف(؛ )6- 4( سه متناظر با شكل درجه دو هاي درجه منحني)  11-6 ( شكل 
4,2

2
5

w )ب( =
4,2

6w = ]25[  

  خاصي از سطوح نربزاسپلاين غيرنسبي نمونه  سطوح بزير نسبي و غيرنسبي و سطوح بي

 .بهتر است كه براي بيان سطوح نربز از يك مختصات همگن استفاده كنيم. هستند

)6-47(  
, , ,0 0

( , ) ( ) ( )
n mw w

i p j q i ji j
s u v N u N v P

= =
=∑ ∑  

  كه
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)6-48(  , , , , , , , ,( , , , )w

i j i j i j i j i j i j i j i jP w x w y w z w=  

  پس

)6-49(  { }( , ) ( , )ws u v H s u v=  

)ما  , )s u v  و( , )ws u v ناميم، هرچند كه  مي را سطوح نربز( , )ws u v  يك ضرب تنسوري و

  .  اي است اي قطعه سطح چندجمله
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  فصل هفتم

  و نتايج ها مثالحل 
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 و نتايج ها مثالحل  7

  مقدمه 7.1

شد  ذشته شرح دادهسازي مطابق آنچه در فصول گ در اين فصل به ارائه مسائلي از بهينه

سازي  ابتدا بهينه. توان به سه بخش تقسيم نمود هاي حل شده در اين تحقيق را مي مثال. پردازيم مي

هاي  در بخش. اي با درنظر گرفتن قيد تنش مورد بررسي قرار خواهد گرفت لايه تقويتي سازه صفحه

سازي همزمان شكل و توپولوژي  نهها و بهي سازي توپولوژيك لايه تقويتي پوسته بعدي به ترتيب بهينه

مسائل با استفاده از اجزا محدود و المان . مورد بررسي قرار خواهند گرفت 3و  2آنها مطابق فصول

هاي اين فصل رنگ سفيد بيانگر سازه  در شكل .شوند معرفي شد، تحليل مي 5اي كه در فصل  پوسته

اي و لايه  ضخامت سازه پوسته . باشند يشده م دهنده نواحي تقويت شده نشان اوليه و نواحي سياه

m310*5تقويتي آن هركدام  26و خصوصيات مكانيكي مصالح  − /10*1.2 cmkgE  υ=3.0و=

  .باشند مي

 با قيد تنش سازي بهينه 7.2

كردن  منظور حداقل هاي سازه به كننده سازي توپولوژي سخت هايي از بهينه در اين بخش مثال

دست آوردن  هدف به. سازه اوليه از قبل معلوم است. كنيم وزن سازه با اعمال قيد تنش را بررسي مي

هاي سطحي است، با اين شرط كه ميزان تنش از محدوده تنش مجاز  كننده توپولوژي بهينه سخت

تنش مورد  عنوان معيار ميزز را به شد، تنش فن طور كه در فصل دو توضيح داده همان. تجاوز نكند

گاه ساده  هايش تحت تكيه اي شكل است كه در لبه سازه موردنظر سازه صفحه. دهيم استفاده قرار مي

  .است قرار گرفته

نتايج سازه موردنظر كه به ترتيب تحت بار متمركز، چهار بار ) 3- 7(و ) 2-7(، )1- 7(هاي  شكل

) الف(ها، قسمت  در هركدام از شكل. دهند متمركز، و بار گسترده يكنواخت قرار دارد را نشان مي

. دهد كننده طوري كه وزن حداقل شده و تنش كنترل شدهاست را نشان مي توپولوژي بهينه سخت
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با . شود دهد، طوري كه سختي سازه حداكثر مي ها را نشان مي كننده نحوه قرارگيري سخت) ب(قسمت 

سازي را مشاهده  ندي در مسئله بهينهب توان تفاوت نحوه فرمول مي) ب(و ) الف(هاي  مقايسه قسمت

  .نمود

                  

  سختي حداكثر) ب(وزن حداقل ) الف(سازه تحت بار متمركز در مركز )  1-7 ( شكل 

  

  سختي حداكثر) ب(وزن حداقل ) الف(ر متمركز  سازه تحت چهار با)  2-7 ( شكل 

  

  سختي حداكثر) ب(وزن حداقل ) الف(سازه تحت بار گسترده يكنواخت )  3-7 ( شكل 
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 لايه تقويتي پوسته سازي بهينه 7.3

كننده سطحي  ه يا سختهاي اين بخش مربوط به يافتن توپولوژي بهينه لايه تقويتي پوست مثال

. گاهي و بارگذاري مشخص در اختيار داريم اي با شرايط تكيه عبارت ديگر سازه پوسته به. باشند مي

گونه مسائل پيدا كردن نحوه توزيع ماده به عنوان لايه تقويتي است، طوري كه با حجم  هدف در اين

لايه تقويتي، چهل درصد حجم حداكثر حجم براي . دست آيد ترين سازه به مشخصي از مصالح سخت

  .مدل ريزسازه مورد استفاده در اين مسائل در فصل دو شرح داده است. كل درنظر گرفته شده است

در لبه بالايي آن بار خطي . است) 4- 7(اولين مثال اين بخش، يك سازه گنبدي مطابق شكل 

بندي و  همراه مش سازه اوليه به. گاه ساده قرار دارد در لبه پاييني تكيه. به شكل دايره وارد شده است

  .دهد سازي را نشان مي نمودار همگرايي بهينه) 5-7(شكل . اند سازه بهينه در اين شكل نشان داده شده

  

  سازه بهينه با لايه تقويتي) ب(بندي  مشسازه اوليه به همراه ) الف) ( 4-7 ( شكل 

سازه موردنظر در چهار گوشه . دهيم ال بعدي سازه شيرواني شكل را مورد بررسي قرار ميدر مث

سازه اوليه و بهينه ) 6- 7(شكل . است باشد و تحت بار گسترده قرار گرفته گاه ساده مي خود داراي تكيه

  .ه استنشان داده شد) 7-7(نمودار همگرايي مربوطه در شكل . دهد شده را از زواياي مختلف نشان مي
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  سازي سازه گنبدي نمودار همگرايي بهينه)  5-7 ( شكل 

 

 

 

 

  توپولوژي بهينه لايه تقويتي) ب(سازه اوليه ) الف(سازه شيرواني)  6-7 ( شكل 
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  سازي سازه شيرواني نمودار همگرايي بهينه)  7-7 ( شكل 

- 7(شكل . كنيم اي شكل را بررسي مي هاي سوم و چهارم اين بخش يك سازه استوانه در مثال

اي قرار دارد را  گاه گيردار و سر ديگر تحت بار نقطه اي در حالتي كه يك سر آن تكيه پوسته استوانه) 8

. ها از زواياي مختلف در اين شكل نشان داده شده است كننده توپولوژي بهينه سخت. دهد مي نشان

  .دهد روند همگرايي اين مسئله را نشان مي) 9- 7(همچنين شكل 

  

  كننده سطحي سازه لوله اي شكل طره اي به همراه سخت)  8-7 ( شكل 
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  اي نمودار همگرايي سازه لوله اي طره)  9-7  (شكل 

اي شكل مانند يك تير دوسر گيردار با بار متمركز در وسط آن مدل شده  در نهايت سازه لوله

  .اند شدهنشان داده  )11-7(و ) 10-7(هاي  نتايج در شكل. است

  

  سطحي كننده سختهمراه  دو سر گيردار بهسازه لوله اي شكل )  10-7 ( شكل 
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  نمودار همگرايي سازه لوله اي دو سر گيردار)  11-7 ( شكل 

  سطحي پوسته كننده سختهمزمان شكل و توپولوژي  سازي بهينه 7.4

تواند  اي كه ثابت است نمي ور كه در فصل سوم اشاره شد، توزيع ماده روي طرح اوليهط همان

سازي شكل و  توان روش تركيبي را براي ادغام بهينه مشاهده شد كه مي. لزوما بهترين گزينه باشد

  .پردازيم هايي از اين دست و مشاهده نتايج مي در اين بخش به حل مثال. كار گرفت توپولوژي به

گاه ساده  استوانه است كه چهار تكيه اي به شكل نيم گيرد پوسته اي كه مورد بررسي قرار مي سازه

. دهد بندي آن را نشان مي همراه مش هندسه اوليه سازه به) 12-7(شكل . هاي آن قرار دارند در گوشه

. شود فاده ميهاي نربز براي ايجاد هندسه سازه است از يك زيربرنامه توليد سطح با استفاده از منحني

 . جزء محدود تقسيم شده است 884براي تحليل به روش اجزا محدود سازه به 

) 14-7(شكل . شود يك بار متمركز قائم به سازه وارد مي) 13- 7(در حالت يك مطابق شكل 

نمودار همگرايي ) 15-7(همچنين شكل . دهد سازي همزمان را از زواياي مختلف نشان مي نتايج بهينه

  . دهد زي را نشان ميسا بهينه
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  اي استوانهسازه )  12-7 ( شكل 

  

  

  تحت بار متمركز اي استوانهسازه )  13-7 ( شكل 
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  تحت بار متمركز اي استوانههمزمان سازه  سازي بهينه)  14-7 ( شكل 

  

  

  تحت بار متمركز اي استوانههمزمان سازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  15-7 ( شكل 

ه ها روي سطح پوسته شكل اولي كننده شود همزمان با توزيع سخت همانطور كه مشاهده مي

نتيجه ) 16-7(شكل . وجود آيد پوسته نيز دچار تغيير شده است طوري كه كمترين انرژي كرنشي به
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شود كه  مشاهده مي. دهد ماند نشان مي سازي لايه تقويتي را در حالتي كه شكل اوليه ثابت مي بهينه

توان  لت را ميسازي در اين حا نمودار همگرايي بهينه. جواب نهايي كاملا متفاوت با حالت قبلي است

  . مشاهده نمود) 17- 7(درشكل 

  

  با شكل اوليه ثابت تحت بار متمركز اي استوانهسازه  سازي بهينه)  16-7 ( شكل 

نتايج را . كنيم به سازه وارد مي) 18-7(عنوان مثال بعدي بار گسترده خطي مطابق شكل  به

نتايج مربوط ) 22- 7(و ) 21- 7(هاي  در شكل. مشاهده نمود) 20-7(و ) 19- 7(هاي  شكل توان در مي

  .اند به اين حالت با ثابت ماندن شكل سازه نشان داده شده

) 24-7(و ) 23-7(هاي  شكل. دهيم در نهايت سازه را تحت بار گسترده يكنواخت قرار مي

سازي را در حالت شكل ثابت  توان بهينه قبلي مي هاي مطابق مثال. دهنده نتايج اين حالت هستند نشان

  .آمده اند) 26- 7(و ) 25- 7(هاي  نتايج اين حالت در شكل. نيز انجام داد
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  شكل اوليه ثابت با تحت بار متمركز اي استوانهسازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  17-7 ( شكل 

  

  

  گسترده خطيتحت بار  اي استوانهسازه  ) 18-7 (  شكل
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  گسترده خطيتحت بار  اي استوانههمزمان سازه  سازي بهينه)  19-7 ( شكل 

  

  

  گسترده خطيتحت بار  اي استوانههمزمان سازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  20-7 ( شكل 
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  گسترده خطي با شكل اوليه ثابتتحت بار  اي استوانهسازه  سازي بهينه) 21-7 ( شكل 

  

  

  

  شكل اوليه ثابت گسترده خطي باتحت بار  اي استوانهسازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  22-7 ( شكل 
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  گسترده يكنواختتحت بار  اي استوانهسازه  سازي بهينه)  23-7 ( شكل 

  

  

  گسترده يكنواختتحت بار  اي استوانههمزمان سازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  24-7 ( شكل 
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  گسترده يكنواخت با شكل اوليه ثابتتحت بار  اي استوانهسازه  سازي بهينه)  25-7 ( شكل 

  

  شكل اوليه ثابت گسترده يكنواخت باتحت بار  اي استوانهسازه  سازي بهينه نمودار همگرايي)  26-7 ( شكل 

  نتايج 7.5

در پايان . باشند هاي ارائه شده مي دهنده صحت و كارايي روش هاي عددي حل شده نشان مثال

  .توان به نكات زير اشاره كرد مي

سازي توپولوژي  بودن تعداد متغيرهاي طراحي در مسائل بهينهدرگذشته به خاطر زياد  •

هاي  در سال. شد سازي استفاده مي هاي معيار بهينگي براي حل مسئله بهينه از روش

. ريزي در اين دسته از مسائل بسيار متداول شده است هاي برنامه اخير استفاده از روش
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هاي  ريزي رياضي به نام مجانب برنامههاي  نامه نيز از يكي از بهترين روش در اين پايان

طور كه مشاهده شد با وجود زيادبودن تعداد  همان. است متحرك استفاده شده

 .باشد متغيرهاي طراحي، اين روش قادر به حل مسائل مي

شود تعداد تكرارهاي  نامه مشاهده مي هاي پايان چنانچه در نمودارهاي همگرايي مثال •

در مقايسه با . باشد مي) كمتر از بيست تكرار(خ بسيار كم مورد نياز براي همگرايي پاس

دهنده كارايي بهتر  باشد و نشان هاي معيار بهينگي اين نتايج بسيار ايده آل مي روش

 .هاي معيار بهينگي است هاي متحرك نسبت به روش روش مجانب

د كه جاي معيار بهينگي اين مزيت را دار ريزي رياضي به هاي برنامه جايگزيني روش •

انتخاب . سازي درنظر گرفت توان معيارهاي طراحي متنوعي را براي مسائل بهينه مي

بندي مسئله به شرايط سازه و نظر طراح بستگي دارد؛ هر  معيار طراحي و نحوه فرمول

نظر مهندسي  است، از نقطه چند در حالت كلي مسائلي كه قيد تنش در آنها اعمال شده

سازي توپولوژي با  هايي از بهينه مثال 7.2در بخش . رسند نظر مي تر به منطقي

طور  همان. بندي حداقل سازي وزن با اعمال قيد تنش مورد بررسي قرار گرفت فرمول

كه مشاهده شد براي لايه تقويتي صفحه خمشي نتايج كاملا متفاوتي نسبت به مسئله 

 .دست آمده است حداكثر سازي سختي به

. اند سازي همزمان شكل و توپولوژي حل شده هينهمسائل ب 7.4هاي بخش  در مثال •

طور كه مشاهده شد  همان. باشد ها بيانگر كارايي اين روش مي مشاهده نتايج اين مثال

هاي مختلف مورد بررسي قرار گرفت و در هر  اي شكل تحت بارگذاري سازه استوانه

ي در هركدام همچنين توپولوژي قرارگيري لايه تقويت. مورد شكل متفاوتي ايجاد شد

كننده  سازي توپولوژي سخت براي هريك از شرايط بارگذاري، بهينه. متفاوت بوده است

مشاهده شد كه در تمام آنها نحوه قرارگيري . سطحي با شكل ثابت پوسته نيز انجام شد

سازي  است؛ در حالي كه براي حالت بهينه لايه تقويتي شباهت زيادي به هم داشته
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مشاهده نمودارهاي همگرايي . است دست آمده م نتايج متفاوتي بههمزمان، براي هركدا

سازي همزمان سازه نهايي انرژي كرنشي بسيار كمتري  دهد در بهينه نيز نشان مي

دست  تري به اين امر بدين معني است كه سازه سخت. نسبت به حالت شكل ثابت دارد

 .است آمده و نتيجه بهتري حاصل شده

بندي حداكثر كردن  سازي همزمان شكل و توپولوژي براي فرمول ينهنامه به در اين پايان •

توان معيارهاي طراحي  عنوان كارهاي آينده مي به. است سختي سازه درنظر گرفته شده

توان مسائل  عنوان مثال مي به. متفاوتي را با توابع هدف و قيد ديگر درنظر گرفت

يناميكي و يا تركيب بارها را سازي تحت بارهاي د كمانش، اعمال قيد تنش و بهينه

هاي توليدكننده شكل با  توان به كمك الگوريتم همچنين مي. مورد بررسي قرار داد

تري  نظر مهندسي كاربردي تر و از نقطه هايي كه شكل پيچيده استفاده از نربز، سازه

  .دارند را مورد بررسي قرار داد
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 shelloptبرنامه 

  مقدمه

نامه  برنامه كامپيوتري است كه با توجه به مطالب عنوان شده در اين پايان يكshellopt برنامه 

تواند  اي مي هاي پوسته همزمان با شكل صفحه مياني سازه سازي توپولوژي لايه تقويتي براي بهينه

هاي ورودي و  نوشته شده و كاربر پس از تنظيم فايل ناين برنامه به زبان فرتر. مورد استفاده قرار گيرد

در ادامه به شرح . كند هايي حاوي مشخصات سازه بهينه دريافت مي صورت فايل اجراي آن، پاسخ را به

  .شود هاي ورودي پرداخته مي حوه تنظيم فايلساختار برنامه و ن

  ساختار برنامه

  :طور كلي از هفت قسمت اصلي زير تشكيل شده است برنامه به

 در اين بخش اطلاعات مورد نياز برنامه شامل اطلاعات مربوط به تحليل، توليد: ورودي .1

 .شود هاي مربوطه خوانده مي سازي از فايل شكل و بهينه

در اين بخش از برنامه هندسه اوليه پوسته به همراه  :بندي مشتوليد شكل و  .2

توليد شكل با استفاده از يك زيربرنامه . شوند بندي مورد نياز براي تحليل توليد مي مش

 .شود كارگيري روش توليد سطوح نربز انجام مي با به

براي اين . اين بخش از برنامه وظيفه آناليز مدل اجزا محدود را به عهده دارد :تحليل .3

هاي محاسبه  اين بخش شامل قسمت. شود هاي پوسته ويلسون استفاده مي كار از المان

 .باشد ماتريس سختي، بارگذاري، حل كننده و محاسبه تنش مي

هاي قبل  از نتايج قسمت در اين قسمت از برنامه :سازي شكل پردازش براي بهينه .4

اين بخش . شود سازي شكل استفاده مي براي تشكيل تابع هدف و توابع قيد جهت بهينه

رساند و از نتايج  پس از فراخواني زيربرنامه توليد شكل، اطلاعات را به بخش تحليل مي

 .كند سازي استفاده مي تحليل براي تنظيم اطلاعات مربوط به بهينه
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سازي شكل، اين بخش از  بعد از انجام بهينه :سازي توپولوژي پردازش براي بهينه .5

 .كند سازي توپولوژي لايه تقويتي را تنظيم مي برنامه، اطلاعات مربوط به بهينه

پس از تعيين متغيرهاي طراحي و تشكيل توابع هدف و قيد با توجه به  :سازي بهينه .6

طور كه  همان. شود اني ميفراخواين بخش ) شكل يا توپولوژي(سازي  نوع مسئله بهينه

 .شود هاي متحرك انجام مي سازي با استفاده از روش مجانب تر اشاره شد، بهينه پيش

سازي را انجام  هاي بهينه اين بخش عمل كنترل چرخه :بخش كنترلي و خروجي .7

كنند و در پايان فايل  ها ادامه پيدا مي كه تا رسيدن به همگرايي چرخه طوري دهد به مي

 .كند ايج برنامه را آماده و چاپ ميخروجي نت

 هاي ورودي برنامه تنظيم فايل

. برنامه قرار داده شوند پوشهدو فايل ورودي بايد تنظيم و در  اجراي برنامه قبل از

شامل اطلاعات  nurbsinput.txtشامل مشخصات تحليل و درصد كسر حجم و فايل   input.txtفايل

  .باشد ينياز براي توليد هندسه سازه م مورد

  input.txtفايل

  .رود كار مي اين سطر براي نوشتن توضيحات در مورد برنامه به: اول بلوك

  سطر توضيحات: دوم بلوك

  :در اين سطر اطلاعات زير به ترتيب نوشته مي شوند :سوم بلوك

npoin   nelem    nnode   Elename   ndime   nvfix   nmats    nsolv  

 :كه در اين سطر

  npoin  بندي گره در مش تعداد

  nelem  بندي ها در مش تعداد المان

    nnode  هاي هر المان تعداد گره
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    Elename  نام المان

    ndime  )3يا  2(بعد 

    nvfix  هاي ثابت تعداد گره

    nmats  تعداد مصالح

 nsolv  كننده شماره حل

 .باشند مي

  سطر توضيحات: چهارم بلوك

در هر سطر ابتدا شماره گره ثابت نوشته . باشد سطر مي nvfix بلوك شاملاين : بلوك پنجم

شود و جلوي آن هر درجه آزادي كه بسته شده با عدد يك و درجه آزادي باز با صفر مشخص  مي

  .شود مي

  سطر توضيحات: بلوك ششم

در اين بلوك مشخصات زير براي مواد  .باشد سطر مي  nmatsاين بلوك شامل : بلوك هفتم

  :شوند كار برده شده معرفي مي به

 nmats  شماره ماده

  E  مدول الاستيسيته

  υ  ضريب پواسون

  سطر توضيحات :بلوك هشتم

  .شود در اين سطر ضخامت پوسته نوشته مي: بلوك نهم

  سطر توضيحات: بلوك دهم

  .شود كسر حجم نوشته مي درصد در اين سطر: بلوك يازدهم

  سطر توضيحات: بلوك دوازدهم

  هاي گرهيتعداد بار  :همبلوك سيزد

  سطر توضيحات :بلوك چهاردهم
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در اين سطر شماره گره و مقدار بار و درجه آزادي كه در آن قرار دارد، معرفي : بلوك پانزدهم

 .شوند مي

 nurbsinput.txtفايل 

  سطر توضيحات: بلوك اول

  :اين سطر اطلاعات زير به ترتيب نوشته مي شوند در: بلوك دوم

n1   p1   m1   nseg1 

 :كه در اين سطر

    n1  1قاط كنترلي در جهت نتعداد 

    p1  1درجه منحني نربز در جهت 

    m1   1 ها در جهت تعداد گره

  nseg1  1تعداد قطعات در جهت 

  .باشند مي

  سطر توضيحات: بلوك سوم

  :شوند ترتيب نوشته مي اطلاعات زير بهدر اين سطر  :بلوك چهارم

n2   p2   m2   nseg2  

  .باشند مي 2كه شامل اطلاعات جهت 

  سطر توضيحات: بلوك پنجم

شماره   در هر سطر به ترتيب. باشد سطر مي (n2+1)×(n1+1)اين سطر شامل : بلوك ششم

  .شود نقطه كنترلي، مختصات و وزن مربوط به آن نقطه نوشته مي

  سطر توضيحات: بلوك هفتم

ترتيب و هركدام در يك سطر نوشته  به 1در اين بلوك اعضاي بردار گرهي جهت : بلوك هشتم

  .شوند مي
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   input.txt  نمونه فايل ورودي) 1 -الف(شكل 

  سطر توضيحات: بلوك نهم

ترتيب و هركدام در يك سطر نوشته به  2در اين بلوك اعضاي بردار گرهي جهت : بلوك دهم

  .شوند مي

نشان  nurbsinput.txtو  input.txtهاي  به ترتيب نمونه فايل) 2-الف(و ) 1- الف(هاي  در شكل

  .ند ا داده شده
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  nurbsinput.txt نمونه فايل ورودي )2 -الف(شكل 

  

 

 

  

  

  



Abstract 

In traditional integrated structural optimization, the common procedure is to carry a 

structural topology optimization followed by shape optimization where the topology of 

the structure does not vary. In this research work a combined shape and topology 

optimization method for finding the optimum shape of the mid-plane of shell structures 

together with the optimum layout of the surface stiffeners is proposed.  

The solution is based on a finite element discretization of the design domain. The 

material within each element is modeled by artificial materials with rectangular 

microscale voids. The geometric parameters of the microscale voids of the artificial 

material are taken as design variables of the topology optimization loop of optimization 

procedure. The geometry of the shell structures are generated by NURBS surfaces and 

the control points of the surface are considered as design variables in the shape 

optimization loop. 

The optimization problem in each loop is solved by the method of moving asymptotes 

(MMA) and design sensitivity analysis. The proposed approach is applied to a few 

examples and the obtained results are presented.  

Keywords: optimization, topology, shape, shell structure, reinforcement layer  
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