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گان را فرا گرفته و انوار حکمتش حمد و سپاس پروردگار جهانیان را که الطاف رحمتش هم
رحمت واسعه الهی فرصتی مغتنم داد تا به . هدایتگر و روشنی بخش راه و طریق انسانهاست

اي از بار علمی آنها اقتضاي توان و وسع خود از محضر اساتیدي گرانقدر بهره جویم و ره توشه
تواضع و از صمیم قلب مراتب دانم که با در  این رهگذر به رسم ادب خود را ملزم می. برگیرم

  .سپاس و تشکر خالصانه خود را نسبت به این عزیزان ابراز نمایم
در این رابطه از استاد راهنماي گرامی جناب آقاي دکتر بهروز حسنی کمال تشکر و قدردانی را 

در این هفت سالی که افتخار آشناییشان را داشتم، علاوه بر یادگیري دارم؛ چرا که از ایشان 
صبر و تواضع ایشان در برخورد با . کات علمی ارزنده، درسهایی از اخلاق نیز آموختمن

تمام امیدم این است که بعد از اتمام این رساله . سیار کم نظیر و مثال زدنی استدانشجویان ب
  .استفاده نمایم در زندگی نیز بتوانم این ارتباط را حفظ نمایم و همواره از رهنمودهاي ایشان

دکتر  ن مراتب سپاس و قدردانی خود را نسبت به اساتید بزرگوار، آقایان دکتر نادري،همچنی
کیهانی، دکتر کلات جاري، دکتر علایی، دکتر احمدي و کلیه اساتید محترم دکتر  توکلی،

 .نمایمام، ابراز میهشاهرود که از محضرشان کسب فیض نموددانشگاه دانشکده مهندسی عمران 
 دکتر مسعود مهدي زاده، که از دوستان عزیزم از جمله، دکتر ناصر ظریف مقدم،و لازم می دانم 

  .مهندس مازیار کوشا، مهندس ابوالفضل حجت پناه، مهندس ابوذر میرزاخانی نیز تشکر نمایم
) ع(اما پدرم، امیداوارم که روحتان همواره در رحمت ایزدي و در پرتو مهر اباعبداالله الحسین  

و از مادر مهربانم، که . کنم که در این دنیا ذخیره اخرویتان باشمتلاشم را میتمام . شاد باشد
، تندرستی و طول عمر یخاضعانه تشکر نموده، سلامت ؛تمام زندگیم مدیون دعاي خیر اوست

  .ایشان را از خداوند مسئلت دارم
یان رساندن این در پایان از همسرم، که با صبر و راهنماییهاي مدبرانه خود نقش مهمی در به پا

رساله داشتند کمال قدردانی و تشکر را دارم و امیدوارم که روزي بتوانم قدردان زحماتشان 
  .باشم
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  :چکیده
استفاده از روش نوین ایزوژئومتریک داراي مزیت  استفاده از فناوري طراحی به کمک رایانه در تحلیل مسائل با

باشد؛ اما در روشهاي عددي وجود  میي آنها حذف خطاي مدلسازي هندسه  هاي فراوانی است که از جمله
خطا در تقریب تابع مجهول امري اجتناب ناپذیر است و همواره باعث نگرانی محققین در قابلیت اطمینان 

شود که با استفاده از آن بتوان میزان خطاي  میبه توسعه روشهایی پرداخته  در این رساله. نتایج بوده است
  . این مفاهیم در دو بخش اصلی تنظیم شده است. برآورد کردحاصل از تحلیل ایزوژئومتریک را 

-خطا مبتنی بر نقاط فوق همگرا در تحلیل ایزوژئومتریک مسائل تنشروش برآورد  معرفیدر بخش اول به 
که چرا نقاط  نشان داده خواهد شد؛ و پرداخته شده است متقارن محوري و مسائل سه بعدي، کرنش مسطح

در این روش، با استفاده از  .در تحلیل ایزوژئومتریک داراي خاصیت فوق همگرایی هستند انتگرال گیري گوسی
فرضی ساخته ، یک سطح وصلههاي میدان تنش در هر  همگرا، براي تابع مقادیر هریک از مؤلفه نقاط فوق

به منظور تعریف این سطح از همان توابع شکل نربزي استفاده  .که از تنش ایزوژئومتریک دقیقتر است شود می
نتایج نشان دهنده  .شوند کنیم که در روش ایزوژئومتریک براي تقریب زدن تابع جابجایی به کار گرفته می می

کرنش - طاي موجود در تحلیل مسائل تنشکارایی مناسب تخمین کننده خطاي پیشنهادي در برآورد خ
   .باشد میمسطح، متقارن محوري و مسائل سه بعدي به روش ایزوژئومتریک 

دیگر جهت بهبود تنش حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک و برآورد  ابداعی یک روشدر بخش دوم به معرفی 
با استفاده از ارضاي معادلات در این روش  .خطاي آن با استفاده از قید معادلات تعادل پرداخته شده است

این . آید میاز فضاي محاسباتی تحلیل ایزوژومتریک یک سطح تنش بهبود یافته بدست  وصلهتعادل در هر 
ویژگی . شود میسطح تنش با استفاده از توابع شکل نربز هم مرتبه با توابع برآورد کننده تابع جابجایی ساخته 

جهت  .ط انتگرال گیري گوسی به عنوان نقاط فوق همگراي تنش استاین برآورد کنند خطا عدم نیاز به نقا
مسئله الاستیسیته داراي حل تحلیلی و  ششبررسی کارایی این برآورد کننده خطا به مدلسازي و تحلیل 

. مقایسه نتایج بدست آمده از این روش با روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا و نتایج دقیق پرداخته شده است
هنده کارایی بهتر این روش نسبت به روش بازیافت تنش بر پایه استفاده از خاصیت نقاط فوق نتایج نشان د

 بازیافت جهت دیگر موثر روش ساده و همگرا است و بر این اساس می توان  از این روش نیز به عنوان یک

  .برد نام ایزوژئومتریک روش در خطا و برآورد تنش

  معادلات تعادلرآورد خطا، بازیافت تنش، نقاط فوق همگرا، تحلیل ایزوژئومتریک، ب :کلمات کلیدي
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                                                                                                                       مقدمه -1- 1

تر شـدن  ه با پیچید. شوند ئل مهندسی نیز روز به روز پیچیده تر میهمگام با رشد علوم و فناوري، مسا

مسائل و لزوم حل سریعتر و دقیق تر آنها، روشهاي تحلیلی دیگر جوابگوي نیازهاي روز افـزون جوامـع   

اند در کنار توسعه مبانی علوم، روشهاي عددي را  با چنین نگرشی، محققان همواره سعی کرده. نیستند

  .             دنیز توسعه بخشن

تـوان بـه روش    از مهمترین اینها مـی . دراین مسیر، روشهاي متعددي توسط محققین ابداع گشته است

تفاضلهاي محدود، روش اجزاي محدود، روش احجام محدود، روش المانهـاي مـرزي و همچنـین روش     

روشـها مـوارد کـاربرد     هر کدام از ایـن . است، اشاره کرد ها  ترین روش ایزوژئومتریک که از جملۀ جدید

خاص خود را دارند و هنوز هم محققان درصدد رشـد و توسـعه ایـن روشـها و ابـداع روشـهاي جدیـد        

روش اجزاي محدود یکی از روشهایی اسـت کـه کـاربرد فراوانـی در حـل مسـائل بسـیاري از        . هستند

وش را بایـد در  هاي توسعه ایـن ر  ریشه. هاي مهندسی و به خصوص مسائل مکانیک جامدات دارد رشته

کورانت معادله پواسون پیچش را توسـط آنچـه    1943در سال . میلادي جستجو کرد 1940اوائل دهه 

روش . شود، حل کـرد، امـا کارهـاي وي مـدتها ناشـناخته مانـد       امروز المانهاي مثلثی خطی نامیده می

در سـال  . دارد 1957اجزاي محدود به شکل امروزي آن، ریشه در کارهاي ترنر و همکاران وي در سال 

را بـر ایـن روش نهـاد؛ و کـاربرد ایـن روش بـراي حـل معـادلات         » اجزاي محـدود «، کلاف نام 1960

  .]1[توسط زینکویچ پیشنهاد شد 1965درسال  1اي دیفرانسیل پاره

انـد و هنـوز روشـها و     نوشـته شـده   توسعه روشهاي عدديتاکنون مقالات و کتابهاي فراوانی در زمینه 

اما از ؛ تا بتوانند نتایج با دقت مطلوبتري را ارائه دهند شوند یدي در این زمینه مطرح میتکنیکهاي جد

روشـهاي عـددي در   همان آغاز مدل سازي رخدادهاي فیزیکی توسط کامپیوتر و شکل گیـري مبـانی   

  .محاسبات منشأ اصلی نگرانی بوده استدر وجود خطا  تحلیل مسائل مهندسی

                                                 
1 Partial Differential Equations 
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اینجا مطرح است این است که، با وجود در دسـترس نبـودن حـل دقیـق     حال مهمترین سوالی که در 

 آن مقـدار بطور موثر و قابل توجه  کرد و خطا را اندازه گرفت، کنترلتوان  میچگونه براي تمام مسائل، 

  ؟کاهش داد را

 روشهاي عددي توسعه یافته انـد  ندر پاسخ به این سوالات روشهاي برآورد خطا همگام با به وجود آمد

                                                                                                                        .  به آنها اشاره خواهد شده در ادامه این پژوهش ک

                                                                                                                     روش اجزاي محدود - 2- 1

شکل که  یا تغییر تنش روش کلاسیک تحلیل یک محیط پیوسته بدین قرار است که یک تابع

شامل  دامنهطه از ي را در هر نقرکرنش، و شرایط سازگا ـ، روابط تنشتعادلمعادلات دیفرانسیل 

ي ها قیدهاي معمولا پیچیده، تعداد حل توجه به با. شود میشرایط مرزي برآورده سازد، تعیین 

ي کلاسیک به ها به علاوه اکثر نتایج بدست آمده از روش. باشد میکلاسیک موجود، بسیارمحدود 

ا به کار گرفته بات علمی فقط چند جمله اول آنهباشد که در محاس میصورت سریهاي نا متناهی 

توان  میدر صورت عدم تعیین یک تابع صریح، . شود که نتیجه آن ایجاد یک تقریب در نتایج است می

حل نمود، لیکن این روش نیز ایراداتی 1معادله دیفرانسیل تعادل را به کمک روش تفاوتهاي محدود

 . ]2[ستا ها آندارد که عدم ارضاء شرایط مرزي و عدم دقت در نتایج بدست آمده از جمله 

وسیعی از مسائل  هروش تقریبی دیگري که امروزه به عنوان یک ابزار قوي براي حل عددي محدود

به اجزاي  پیوستهدر روش اجزاي محدود، محیط . است 2، روش اجزاي محدودرود میبه کار هندسی 

را جزء بندي این عمل . گردد میشود، تقسیم  مینامیده ) جزء محدود(هندسی ساده وکوچکتري که 

تنشهاي داخلی  تغییر مکان، مشخصات مصالح و 4سپس با انتخاب یک تابع شکل. گویند می 3کردن

با توجه به ترتیب . گردد میجزاء تعریف ي هر یک از این اها برحسب تغییر مکانهاي مجهول گره

                                                 
 1 Finite difference  
2 Finite Element  
3 Discretizing  
4 Shape Function  
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 یروهاي خارجی ومنظور کردن نقرارگیري اجزاء در کنار یکدیگر، معادلات آنها بر هم سوار شده و با 

این معادلات نیروهاي . آید میل کل سیستم بدست ددرمحل گرها، معادلات تعا گاهیه شرایط تکی

با حل این معادلات تغییر مکانهاي گرهی و با استفاده . دهند میگرهی را به تغییر مکانهاي گرهی ربط 

  .  ]2[شوند میاز آنها تنشهاي داخلی محاسبه 

     اجزاي محدوددر روش  منابع خطا - 3- 1

طا در روش اجراي محدود را منابع خ. واضح است که روش اجزاي محدود یک روش تقریبی است

 :]3[توان به سه گروه عمده تقسیم کرد  می

که درحالت کلی  شود میاین خطا از آنجا ناشی  : خطاي ناشی از تقریب زدن دامنه حل مسأله - 1

براي مثال، یک صفحه . نظر به طور کامل پوشانیدمورد  توان دامنه حل مسأله را با المانهاي مین

هر چند که با ریز . توان با المانهاي مثلثی خطی به طور کامل مدل نمود میي شکل را هیچگاه نا هدایر

  .توان کاهش داد میتر نمودن شبکه المانها این خطا را 

خت افزار و نرم افزار مورد بستگی به س ها این گروه از خطا :خطاي ناشی از گرد کردن اعداد  - 2

شود،  میارقام یک عدد در رایانه ذخیره  از آنجا که تعداد محدودي از. حاسبات داردماستفاده براي 

به  استفاده از این عدد در محاسبات باعث ایجاد خطا خواهد شد و به علت اینکه محاسبات معمولا

وع باعث گسترش خطا در تمامی حل صورت زنجیروار به نتایج مراحل قبل وابسته است، این موض

را  ها بر خلاف سایر انواع خطاها، ریز تر نمودن شبکه المان بندي معمولا این گروه از خطا. گردد  می

به صورت سخت افزاري و یا نرم افزاري تعداد براي کاهش این گروه از خطاها، باید . کند میتشدید 

شود، افزایش داد که این کار با افزایش حافظه مورد نیاز  میارقامی از یک عدد را که در رایانه نگهداري 

  .و همچنین بالا رفتن زمان حل همراه است

این گروه از خطاها، عمده ترین منبع خطا در روش اجزاي  :خطاي ناشی از گسسته سازي  -3

خطاها این گروه از. باشد میمحدود بوده و ناشی از تقریب زدن میدان جابجایی به وسیله توابع شکل 
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  .یابد میکاهش  ،با ریزتر کردن شبکه المان بندي و بالا بردن درجه توابع شکل مورد استفاده زنی

 uدر بدست آوردن مقدار جابجایی سه گروه خطا در حل عددي معادله دیفرانسیل و براي مثال این 

  . شود میمعادلات الاستیسیته وارد هر گره از 

  در اجزاي محدود الیز تطبیقیخطا و آنپیشینه علمی برآورد  -4- 1

وسط تیی است که ها یی که در آن یک روش عمومی از تخمین خطا بیان شد، مقالهها از اولین مقاله

اردسون در تخمین خطا از این حقیقت اصولا روش ریچ .نوشته شده است 1910در سال 1ریچاردسون

یا (ي مورد استفاده ها ازه مشکند که خطا در هر طرحی از تفاوت محدود معمولا به اند میپیروي 

 .]4[بستگی دارد) امروزه اندازه جزء محدود

روش آنها بر این  .آغاز شد 3و رینبولت 2توسط بابوشکا و 1978ین خطا در سال کار اصلی در تخم

به  اساس بود، که دقت باقیمانده را در یک گروه از المانها و یا یک المان تنها مورد بررسی قرار داده و

  .]4[توانستند خطا را تخمین بزنند مین کمک آ

معمولا کیفیت ودرستی روشهاي تخمین خطا به وسیله مقایسه بین معیار خاصی از خطاي واقعی و 

البته امکان محاسبه خطاي دقیق براي یک سري مسائل خاص که . گردد میخطاي تقریبی بررسی 

بت خطاي تقریبی به خطاي واقعی در این راستا، نس. حل دقیق آنها در دسترس است، وجود دارد

  .]5[ارائه شد 1981که این نسبت اولین بار توسط بابوشکا در سال  شود مینامیده  4شاخص تأثیر

در . در لیسبون برگزار شد ها یک کنفرانس مهمی پیرامون اصلاح وفقی و تخمین خطا 1984در سال 

ئه شدکه یکی ازاین پیشرفتها روش ارا ها این کنفرانس پیشرفتهاي جدیدي در زمینه برآوردکننده

براي بسیاري از مسائل فیزیک و مکانیک  ارائه شد و 5روش فوق توسط دمکوویز. المان بازیافت بود

                                                 
1 L.F. Richardson 
2 I. Babǔska  
3C. Rheinboldt  
4 Effectivity Index  
5 Demkowicz  



   اتیکل ومقدمه                   اول                                                                                                                 فصل

6 
 

ارائه  گردید که منظور اصلی آنها ارائه روش  2و وزر 1نکو سرانجام روند مشابهی توسط بقابل اجرا بود 

 .]4[آنالیز ریاضی بر مسائل بیضوي دو بعدي بود

اي با توزیع یکنواخت معیار  براي اولین بار شبکه المان بهینه را شبکه 1986نش در بابوشکا و همکارا

از این پس این تعریف در همۀ . ]6[براي مسائل یک بعدي تعریف کردندروي کل دامنه، 3خطاي انرژي

  . روشهاي آنالیز تطبیقی مورد استفاده قرار گرفت

در همان سال روش و . بازیافت تنشها را در برآورد خطا ابداع کردند و زو روش زینکویچ 1987در سال 

ي براي تخمین خطاي کلی و محلی در حل المانهاي محدود و شکلی ساده از آنالیز تطبیقی به ا هساد

  .]7[را ابداع کردند hروش 

ي ي با تقریب خطا در مسائل خمش صفحه، روشی را براا هو زو طی مقال زینکویچ 1989در سال 

شد بر مبناي آنالیز تطبیقی ارائه  میبعد المانها ریزتر  ،صلاح المان بندي مثلثی که طی آنا

 1992قیقات زیادي در آنالیز تطبیقی انجام دادند و در سال از این پس این دو محقق تح .]8[کردند

ارائه  را در برآورد خطاي حل المانهاي محدود وآنالیز تطبیقی، طی دو مقاله معروف SPR  4روش

  .]10و 9[کردند 

در برآورد خطا را با اضافه کردن قیود تعادل اصلاح  ها ادن و همکارانش روش مانده 1993در 

  .]11[کردند

سازي شکل با  بهینهو اولیور یک روش کلی در بهبود خطا در حل مسائل  5بوگدا 1993در سال 

  .]12[استفاده از آنالیز تطبیقی ارائه کردند

روش قدرتمند دیگري در برآورد خطا ارائه کردند که نسبت به روشهاي  زینکویچو برومند  1997در 

این روش قابل استفاده در اکثر مسائل به ویژه مسائل . ]14و13[قبلی داراي هیچ محدودیتی نبود
                                                 
1 Bank  
2 Weiser  
٣ Energy error norm  
4 Superconvergent Pach Recovery  
5 Bugeda 
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  .آید میپلاستیک است که این ویژگی یک مزیت مهم به شمار 

و . برآورد خطا و حل تطبیقی مسائل انجام شده است از کارهایی بود که در زمینه اي هاینها تنها گوش

امروزه روشهاي . توان به تمام مقالاتی که در این زمینه تاکنون به چاپ رسیده است، اشاره کرد مین

ي علم ها هبرآورد خطا و بهبود نتایج بدست آمده از تحلیل عددي مسائل یکی از مهمترین شاخ

وز نیز یکی از پر مخاطب ترین موضوعات مورد علاقه محققین رود و هنمکانیک محاسباتی به شمار می

  .رسداست و مقالات بسیاري در زمینه توسعه روشهاي آن به چاپ می

  رسالههدف و تشریح مسأله در این  -5- 1

با توجه به اینکه طراحی مهندسی عمدتا با استفاده از نتایج بدست آمده از تحلیل هاي عددي صورت 

صورتی که نتوان به نتایج تحلیل عددي با قابلیت اطمینان بالا دست یافت، طرح در  ،پذیرد    می 

از اینرو یافتن راه حلی مناسب جهت برآورد خطا و بهبود حل . مهندسی با مشکل مواجه خواهد شد

هاي عددي مورد توجه قرار داشته است و امروزه یکی از  مسئله همگام با پیدایش و توسعه روش

  .رود اي پژوهش در زمینه مکانیک محاسباتی به شمار میمهمترین شاخه ه

رود و با توجه به مزایاي میتحلیل ایزوژئومتریک یک روش جدید در آنالیز مسائل مهندسی به شمار 

اي شود که در آینده میبالقوه اي که نسبت به دیگر روشهاي عددي از جمله اجزاي محدود دارد، تصور 

علیرغم دقت نسبتا خوب روش تحلیل . در علوم مختلف به کار رود نزدیک بتواند به صورت گسترده

ایزوژئومتریک، نظیر هر روش دیگر عددي، وجود خطا در آن اجتناب ناپذیر است؛ و باتوجه به اینکه در 

حالت کلی پاسخ دقیق مسائل موجود نیست، یافتن راه حلی جهت برآورد خطاي موجود در محاسبات 

در این پژوهش بدنبال ابداع و توسعه روشهایی مناسب جهت بهبود . دار استاي برخور از اهمیت ویژه

با توجه به اینکه روش تحلیل . باشیمحل ایزوژئومتریک و برآورد خطاي موجود در آن می

ایزوژئومتریک یک روش نوین در آنالیز مسائل مهندسی است، هنوز داراي کمبودهاي فراوانی در زمینه 

باشد که این امر اهمیت موضوع این رساله  ي نتایج بدست آمده از آن میطاپژوهش بر روي تخمین خ
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   .سازدرا بیشتر روشن می

با توجه به روند بهبود روش هاي بازیافت تنش و برآورد خطا در دیگر روش هاي عددي در این 

ل مسائل به رود که بتوان به بهبود و ارائه روش هاي نوین در برآورد خطاي تحلی میپژوهش نیز انتظار 

بالا بردن  ،هدف از بهبود روش برآورد خطا در تحلیل ایزوژئومتریک. روش ایزوژئومتریک دست یافت

شاخص تاثیر تخمین کننده خطا و انطباق بیشتر نحوة توزیع خطاي بدست آمده از برآورد کننده 

هاي فاده از روشبا است .باشد میخطاي پیشنهادي با برآورد کننده خطاي دقیق در حل مسائل مختلف 

توان به افزایش دقت  میپیشنهادي جهت بازیافت تنش و بهبود حل ایزوژئومتریک در این پژوهش 

. نتایج در حل تمام مسائلی پرداخت که در آنها از روش ایزوژئومتریک جهت تحلیل استفاده شده است

در حل تطبیقی و بهبود همچنین کاربرد اصلی روش برآورد کننده خطا در این پژوهش استفاده از آن 

روش برآورد کننده خطاي پیشنهادي، مناطقی از دامنه . باشد میمحلی شبکه تحلیل ایزوژئومتریک 

توان به کند که به کمک آن می میباشند را شناسایی  میحل ایزوژئومتریک که داراي خطاي زیادي 

  .افتبهبود محلی شبکه در آن مناطق و افزایش دقت حل ایزوژئومتریک دست ی

  .بخش کلی زیر تشکیل شده است سهاز  در قالب این رساله دکتري پژوهش شکل گرفته

. آشنا سازد در اجزاي محدود سعی شده است تا خواننده را با انواع روشهاي برآورد خطادر بخش اول، 

برآورد خطا مبتنی بر محاسبه  هاي روش. بدین منظور دو دسته روش برآورد خطا معرفی شده است

هاي برآورد خطا بر پایه بازیافت تنش، دو دسته روش برآورد خطا در اجزاي محدود  و روش ها هدمان

نسبت به روشهاي مبتنی بر محاسبه  با توجه به کارایی مطلوب روشهاي بازیافت تنش. باشند می

فت در ادامه این بخش به معرفی چندین روش برآورد خطا مبتنی بر بازیادر اجزاي محدود،  هامانده

هدف از این بخش، آشنایی با مفاهیمی است که در برآورد خطاي روش . تنش پرداخته شده است

  .ایزوژئومتریک مورد استفاده قرار گرفته است

 در بخش دوم، به طور خلاصه اصول به کار گرفته شده در تحلیل ایزوژئومتریک بیان شده است و 
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مسائل سه بعدي در تحلیل ایزوژئومتریک  کرنش مسطح، متقارن محوري و-فرمولبندي مسائل تنش

همچنین به تشریح روش برآورد خطا بر مبناي نقاط فوق همگراي تنش در مسائل  .ارائه شده است

کرنش مسطح، متقارن محوري و مسائل سه بعدي پرداخته شده است؛ و با حل چندین مثال -تنش

  .بعدي مورد بررسی قرار داده استهمختلف کارایی این روش را در برآورد خطاي مسائل دوبعدي و س

بخش سوم، به معرفی روش برآورد خطا بر مبناي استفاده از تعادل در هر وصله از تحلیل  در 

و  مورد بررسی قرار گرفته است کارایی این روش با حل شش مثال .ایزوژئومتریک پرداخته شده است

  .مقایسه شده استهمگرا، نتایج حاصل از آن با روش برآورد خطا مبتنی بر نقاط فوق 

 روش خطاي برآورد و تحلیل نوشته شده به زبان فرترن جهت برنامه معرفیدر انتها نیز به 

  .پرداخته شده است بعدي سه مسائل و محوري متقارن مسطح، کرنش-تنش مسائل در ایزوژئومتریک
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  مقدمه - 2-1

گیرند که  میقرار  2وپیشرونده 1ي خطا در دو دسته پسروندهها برآورد کننده ،از نظر یک تقسیم بندي

ي بسیار مهم در کاربرد روش اجزاي ها از بین آنها موضوع برآورد پسرونده خطا به صورت یکی از جنبه

در این نوع برآورد، پس از هر بار حل مسأله با روش اجزاي محدود، با استفاده . رودبه شمار میمحدود 

در صورتی که برآورد پیشرونده خطا، اطلاعاتی درباره . شود میشده، خطا برآورد از مقادیر محاسبه 

همچنین اطلاعاتی اجمالی درباره رفتار خطا، . دهد میي مختلف ارائه ها پایداري حل همگرایی و

دهد اما هیچ اطلاعات کمی درباره مقدار خطا در  میکند، ارائه  میي شبکه تغییر ها مادامی که متغیر

  .]15[کند میئله خاص ارائه نیک مس

  :گیرند  میدر تقسیم بندي مشابه روشهاي تخمین خطا در دو گروه عمده زیر قرار 

ي خطا قبل از حل مسأله، بر اساس خواص حل دقیق آن ها این گروه از برآورد کننده: استقرایی - 1

بعاد المانهاي به کار رفته حالتی که ا(مانند هموار بودن و غیره، اطلاعاتی در مورد نرخ حدي همگرایی 

ي ها به لحاظ کاربرد محدود، این گروه از برآورد کننده. آورند میفراهم ) کند میبه سمت صفر میل 

  .شوند میخطا بیشتر در تحقیقات تئوري به کار برده 

محدود و با  يي خطا، با استفاده از نتایج یک حل اجزاها این گروه از برآوردکننده: استنتاجی - 2

. دهند میفاده از فرضیات اولیه، تخمینی از توزیع خطاي یک کمیت در دامنه حل مسأله ارائه است

کنند، از  ي در کاربردهاي عملی مهندسی ایفا میا هي خطاي استنتاجی امروزه نقش عمدها برآوردکننده

  . ي خطا مورد توجه قرار گرفته استها این رو در این تحقیق تنها این گروه از برآوردکننده

تخمین خطا بر اساس  رویکرد،اولین . خطا به روش استنتاجی، دو رویکرد عمده وجود دارددر برآورد 

که امروزه تأکید بر استفاده از آن     ،و دومین. باشد میکه از ادامه کار بابوشکا  ،روشهاي باقیمانده است

دن پیشتاز  است، که در این 3ي خود تعادلیها باشد، استفاده از روشها با وصله می زمینه انس ورس و اٌ

                                                 
1 posteriori estimation of error 
2 priori estimation of error 
3 self-equilibrating patches 
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  .]4[گیرند نیز در این دسته قرار می) گرادیان(روشهاي برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش . باشند می

  .پروازیم میدر ادامه این فصل به شرح و توضیح این دو رویکرد 

  ها روشهاي برآورد خطا مبتنی بر محاسبه مانده -2-2

با حل دقیق آن متفاوت است، واضح است که  ،معادله دیفرانسیل از آنجا که حل اجزاي محدود یک

همچنین در یک حل اجزاي . نماید میحل اجزاي محدود، معادله دیفرانسیل را به طور کامل ارضا ن

باشد و میدان  میداراي پیوستگی درلبه المانها ) u(اصلی معادله  متغیرمحدود، اصولا تنها میدان 

در اینجا . این موضوع، اساس تخمین خطا در این دسته از روشها است. است گسسته )σ(گرادیان آن، 

با قرار دادن حل حاصل از روش اجزاي محدود در معادله دیفرانسیل اولیه و محاسبه مانده آن و نیز 

  . آید میت دیان در لبه المانها، تخمینی از خطاي حل اجزاي محدود به دسمحاسبه پرش میدان گرا

نیز ایده  این روش و. این روش نخستین تلاش براي محاسبه خطا در روش اجزاي محدود بوده است

  .]1[توسط بابوشکا و رینبولت مطرح شد 1978تعیین خطاها در روش اجزاي محدود اولین بار در سال 

 :]2[پردازیم میدر ادامه به شرح مختصري از این روش 

ل حاکم بر یک مسئله الاستیسیته با شرایط مرزي معلوم به صورت زیر فرض کنید معادله دیفرانسی

 :است

)2-1(  in  Ω  0+ =LU P  
  in   Γ  0+ =0 0L U P  

مرز  Γکل ناحیه و  Ωمنظور از . میدان جابجایی است Uاپراتورهاي خطی و  Lو 0Lکه در آن

  .است

بدست  µUتوان یک میدان جابجایی پیشنهادي  میاکنون با استفاده از روشهایی مثل روش گالرکین 

قرار داده شود، طرف دوم این معادله به علت ) 1-2(یی تقریبی در معادله اگر این میدان جابجا. آورد

  .دهند نمایش می rگویند وآن را با  میاین مقدار را مانده . وجود خطاي گسسته سازي صفر نخواهد شد
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)2-2(  µr = +LU P  
توان مقدار خطا را براي  میابراین بن. با استفاده از این رابطه مقدار خطا در هر نقطه قابل محاسبه است

  هر المان با انتگرال گیري روي المان به صورت زیر محاسبه نمود 

)2-3(  2 2

e

ie r d
Ω

= Ω∫  

ه فوق به البته مقدار خطایی که از رابط. ام است iسطح المان  eΩشاخص خطا و  ieکه در این رابطه 

  . آید قسمتی از خطاي کل المان است میدست 

مطرح باشد، پیوستگی در تغییر مکان وجود دارد ولی در مشتق  0Cاگر یک مسئله الاستیسیته از نوع 

و یا شیب آن پیوستگی وجود ندارد واین بدان معنی است که تنشها در مرز المان با تنشهاي مرزي 

  .دهد میاین موضوع را نشان  1- 2شکل . جاور خود تفاوت دارندالمان م
  

  
  عدم پیوستگی شیب در مرز المان 1-2شکل 

  گردد میبا توجه به مطالب فوق شاخص خطا به صورت زیر اصلاح 

)2-4(  2 2 2
1 2e c r d c J d

Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫  

براي یک المان تنها در حالت . مرز بین کل المانهاست Γمقدار پرش در مرز المانها و  Jدر رابطه فوق 

  .شوند میاین ضرایب به صورت زیر محاسبه . محاسبه شده است 2cو  1cدو بعدي ضرایب 

)2-5(  2

1 224
hc

pκ
=  
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2 24

hc
pκ

=  

ضریبی است که بستگی به معادله  κیا توان توابع شکل و  درجه pه المان، انداز hروابط در این 

به صورت زیر بدست آمده  κمثلا براي مسائل تنش وکرنش مستوي ضریب . دیفرانسیل حاکم دارد

  .است

)2-6(  
1

E
κ

ν
=

−
  

بنابراین مقدار خطا براي هر المان به صورت زیر محاسبه   . ضریب پواسون است νمدول یانگ و  E که

  .گردد می

)2-7(  
2

2 2 2
224 24

i i

i
r

h he r d J d
p pκ κΩ

= Ω + Γ∫ ∫  

  در نتیجه خطا روي کل محیط برابر است با

)2-8(  2 2

1

m

itotal
i

e e
=

= ∑  

  .تعداد کل المانهاست mرابطه بالا در 

 از دانشگاه 1بابوشکا همراه با یک تیم تحقیقاتی به سرپرستی پروفسور استروبولیس کهاتی در تحقیق

ي بین روشهاي تخمین خطا ا هتوان مقایس میتگزاس، انجام دادند، روشی ابداع شد که به کمک آن 

ی این روش آزمون وصله بابوشکا نام گرفت و بر اساس آن پی برده شد که روشهاي بازیافت. انجام داد

لذا در این تحقیق . ]4[باشند میي از دقت و همگرایی بهتري برخوردار ا هدر مقایسه با روشهاي باقیماند

  .شود میصرف نظر  ها از بررسی بیشتر این دسته از برآورد کننده

  )گرادیان(روشهاي برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش  -2-3

به دست آوردن مقادیر  اجزاي محدود وپس از حل معادله دیفرانسیل الاستیسیته توسط روش 

، ها در گره) گرادیان میدان(جابجایی در هر گره، در صورتی که به دست آوردن مقادیر دقیق تنش 
                                                 
1 Strouboulis 
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ي بازیافت ها روي مرز المانها و یا هر جاي دیگر از دامنه مورد نظر باشد، در آن صورت باید از روش

باشد، تنها تابع جابجایی در  0Cاز درجات پایین، مانند زیرا اگر مسألۀ تغییراتی، . تنش استفاده نمود

نقاط گرهی و مرز المانها پیوسته بوده و تنش یا گرادیان میدان در آن نقاط گسسته و همراه با پرش 

براي مثال در هر گره که چهار المان مربعی شکل به آن متصل باشد، فقط یک مقدار . باشد می

به وسیلۀ اجزاي محدود موجود بوده، ولی براي مشتق اول و  ی پس از حل معادلۀ دیفرانسیلجابجای

تنش، به دلیل ناپیوسته بودن شیب در آن گره، از هر المان متصل به گره مذکور مقداري متفاوت، 

این موضوع براي کلیۀ مرزهاي . چهار مقدار مختلف براي آن گره وجود خواهد داشت یعنی در مجموع

زیرا قاعدتا باید فقط . توان به اهمیت بحث بازیافت تنش پی برد می از اینجا. باشد میانها نیز صادق لما

یک مقدارمشخص، نزدیک به حل دقیق، براي مشتق اول یا تنش در هر گره موجود باشدکه به دست 

حل روش اجزاي  آوردن این مقدار، با استفاده از عملیات تکمیلی بازیافت تنش به روي نتایج حاصل از

  . باشد، که خود شامل روشهاي مختلفی است میمحدود مقدور 

به طور کلی بازیافت تنش روشی به منظور بالا بردن دقت، وپیوسته و هموار نمودن میدان تنش یا 

در این روش با استفاده از حل روش اجزاي . گرادیان میدان به دست آمده از حل اجزاي محدود است

نزدیک به حل دقیق یا تحلیلی در هر گره یا در نقاط دلخواه روي دامنه محاسبه محدود، یک جواب 

  .شده که دقت بالاتري نسبت به حل اولیۀ اجزاي محدود داشته است

  :شود  میاین میدان تنش بهبود یافته، به صورت زیر تعریف 

)2-9(  **σ = Nσ  

*که در آن 
σ قادیر گرهی این میدان و مN با استفاده از این . توابع شکل مورد استفاده در المانها است

  :شود  میمیدان بهبود یافته، خطاي بازیافت به صورت زیر تعریف 

)2-10(  =* *
σ he σ - σ  

هاي متعددي براي بازیافت تنش از حل روش. باشد میتنش ناشی از اجزاي محدود  hσکه در رابطه بالا 

ي در کارایی این گروه از ا هواضح است که کارایی روند بازیافت نقش عمد. اجزاي محدود وجود دارد
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  .در ادامه این فصل، مهمترین این روشها بررسی خواهد شد. ي خطا داردها برآورد کننده

  1روش میانگین گیري -2-3-1

براي بازیابی تنش به کار برده شده است، که در  1974ر سال د 2روشی که توسط هینتن و کمپبل

حال حاضر نیز در برخی نرم افزارهاي اجزاي محدود براي به دست آوردن یک مقدار واحد تنش در 

  .]16[رود میبه کار  ها گره

در روش موضعی پیشنهاد شده ابتدا . در این مقاله دو متد سراسري و موضعی پیشنهاد شده است

پس از آن با استفاده از  تنش در نقاط گوسی به وسیله روش اجزاي محدود به دست آمده ومقادیر 

میانگین . آید میبه دست  ها برونیابی در هر المان مربعی با چهار نقطه گوسی، مقادیر تنش در گره

 ریفتنش حاصل از المانهاي متصل به هر گره پس از عمل برونیابی به عنوان مقدار بهبود یافتۀ آن تع

  :گردد و مطابق رابطه داریم  می

)2-11(  * 1
i

i

i h X
i

τ

τ ξρ ∈

= ∑σ σ  

hکه در آن 
τσ  تنش محاسبه شده در المانτ  در محل گرهi و ام بعد از عمل برونیابیiρ  تعداد

این روش با وجود سادگی وسرعت بالا در مسائل ساده که شبکه  .باشد می ام iهاي متصل به گره المان

  .المان بندي منظم است، کارایی قابل قبولی دارد

  2L3روش تصویر  -2-3-2

این روش از اولین روشهاي . ]17[را پیشنهاد کردند 2Lروش تصویر  1971در سال  4اودن و براچلی

  :در این روش با کمینه کردن عبارت زیر . شود میبازیافت تنش محسوب 

)2-12(  ( ) ( )T d= Ω∏ ∫
Ω

* *
h hσ -σ σ -σ  

                                                 
1 Averaging Method 
2 Hinton and Campbell  
3 L2 Projection Method 
4 Oden and Brauchli 
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  :آید  میروي دامنه حل، مقادیر گرهی میدان تنش بازیافتی به صورت زیر بدست 

)2-13(  1 T
hd−

Ω

 
= Ω 

 
∫

*
σ A N DB u  

  :که در آن 

)2-14(  T d
Ω

= Ω∫A N N  

البته . باشد میدامنۀ حل  Ωتنش به دست آمده از حل اجزاي محدود و  hσتنش بازیافتی و  σ*و 

  .شود میاین روش کارایی محدودي داشته و با ابداع روشهاي جدیدتر به ندرت از آن استفاده 

   SPR  1روش بازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق هم گرا  -2-3-3

توسط زینکویچ و زو ابداع شد و گام بسیار بلندي در بازیافت  1992این روش بازیافت تنش در سال 

امروزه این روش به عنوان یکی از بهترین و موثرترین روشها براي برآورد خطا . ]9[تنش برداشته شد

که در آنها تنش  است نقاطی برمبناي استفاده از اساس این روش. رود می ی به کاردر مسائل مهندس

در این نقاط  .بدست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از دقت بیشتري برخوردار می باشد

مرتبه همگرایی گرادیان یک تابع، یک مرتبه از مقداري که از تقریب تابع شکل مربوط به حل تقریبی 

به همین دلیل به این نقاط، نقاط فوق همگرا گفته می شود که اولین بار . ار می رود، بالاتر استانتظ

   .]2[توسط بارلو مطرح شده است

ي با ضرایب نامعین بر روي گرادیان حاصل از ا هدراین روش با برازش یک میدان به صورت چند جمل 

، میدان گرادیان بهبود یافته تعیین  2روش اجزاي محدود روي گروه المانهاي متصل به هر گره

  :شود میاین میدان به صورت زیر فرض . شود می

)2-15(  *
p =σ Pa  

*در روابط فوق 
pσ ،تنش بهبود یافته ،P ي حداکثر هم درجه با توابع شکل ها يا همجموعۀ تک جمل

                                                 
1 Superconvergent patch recovery 
2 patch 
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   مقادیر مجهول مطابق رابطۀ ) 16-2(با کمینه کردن تابع مقادیر ثابت مجهول هستند،  aالمان و 

  .آید میبه دست ) 2-17(

)2-16(  * 2 2

1 1
( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ) )

n n

h i i p i i h i i i i
i i

x y x y x y x y
= =

= − = −∑ ∑F a σ σ σ p a  

)2-17    (  1−=a A b  
  :شوند میبه صورت زیر تعریف   bو A) 17-2(در رابطۀ 

)2-18(  
1

( , ) ( , )
n

T
i i i i

i
x y x y

=

= ∑A P P  

)2-19(  
1

( , ) ( , )
n

T
i i h i i

i
x y x y

=

= ∑b P σ  

مختصات نقاط فوق همگرا  iyو  ixتنش به دست آمده از روش اجزاي محدود،  hσدر این روابط، 

 .است 1وصله در هر تعداد المانهاي موجود  nو  pΩیا نقاط بهینه نمونه گیري گرادیان در 

به وسیلۀ یک تابع شکل خطی که ) 15-2(از رابطۀ  pΩي موجود در ها ، سهم گرهaپس از محاسبه 

واضح است که این سهم براي گره اصلی  ).2-2شکل (شود میام است، محاسبه  iمرکز آن بروي گره 

ي میانی، یعنی ها عملیات فوق براي گره. باشد میفر اي برابر ص گوشه ها برابر واحد و براي سایر گره

 اي هي گوشها گیرد و سهم حاصل از عملیات به روي گره میند انجام نا هیی که در رئوس واقع نشدها گره

  .گردد میبراي آنها منظور 

  
 SPRدر روش  ها محاسبۀ سهم گره 2 -2شکل 

                                                 
1 patch 
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 REP 1، ها روش بازیافت تنش بر مبناي تعادل در زیر دامنه -2-3-4

در این روش بر خلاف . ]13[توسط برومند و زینکویچ ابداع شد  1997این روش بازیافت در سال 

اساس کار در این روش، . احتیاج به مشخص نمودن نقاط فوق همگرا در المان نیست SPRروش 

ش اجزاي معادل قرار دادن نیروهاي عمل کننده بر یک گروه از المانها براي میدان تنش حاصل از رو

) واقع در گوشه هر المان( iحول گره  SPRاگر مانند روش . است 2محدود و میدان تنش بهبود یافته

توان به صورت زیر به  میدر نظر گرفته شود، برآیند نیروهاي عمل کننده بر آن را  pΩیک زیر دامنۀ 

  :دست آورد 

)2-20(  
p

T
p hd

Ω

= Ω∫F B σ  

برآیند اثر نیروهاي باقیمانده دامنه و نیز اثر نیروهاي بدنه بر این گروه از المانها  pFدر رابطه بالا، 

  :توان براي میدان تنش بازیافتی تعریف نمود  میهمین کمیت را . است

)2-21(  * *

p

T
p d

Ω

= Ω∫F B σ  

  :شود  میعریف در این روش میدان تنش به صورت زیر ت

)2-22(  
1

2* .

D

a
a

a
σ

  
  
  = =           

p
p

σ Pa

p
MO

  

بعد میدان  Dσیهاي هم درجه با توابع شکل به کار رفته در المان و ا همجموعه تک جمل pکه در آن 

شود دو  میاز آنجا که تعداد معادلات و مجهولات به احتمال زیاد با هم برابر نیست، سعی . تنش است

*و  pFتکمی
pF به این منظور، با کمینه کردن تابع زیر. به صورت تقریبی برابر قرار داده شوند:  

)2-23(  * *

p p p p

T
T T T T

h hd d d d
Ω Ω Ω Ω

   Π = Ω − Ω Ω − Ω   
   ∫ ∫ ∫ ∫B σ B σ B σ B σ  

                                                 
1 Recovery by Equilibrium in Patches 
2 Improved Stress Field 
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  :اگر تابع فوق به صورت زیر نوشته شود. توان ضرایب مجهول را محاسبه نمود می

)2-24(  ( ) ( )T
p pΠ = − −Ha F Ha F  

  :که در آن 

)2-25(  
p

T d
Ω

= Ω∫H B P  

  :شوند می، ضرایب مجهول به صورت زیر محاسبه )24-2(با کمینه کردن رابطه 

)2-26(  ( ) 1T T
p

−
=a H H H F  

ت کمتر از تعداد مجهولا )24-2(اما از آنجایی که گاهی تعداد معادلات نهفته در کمینه کردن رابطه 

به همین منظور، رابطه بالا به صورت زیر اصلاح        . از رابطه فوق امکان پذیر نیست aاست، محاسبه 

           :گردد می

)2-27(  
1

i i

T T T T
p

p

τ τ τ τ

τ ρ τ ρ

−

∈ ∈

   
= + +   

   
∑ ∑a H H H H H F H F  

  :گردد میر تعریف به صورت زی) τنیروهاي عمل کننده بر روي المان ( τFکه در آن 

)2-28(  T
h d

τ

τ τ

Ω
= Ω∫F B σ  

  .است) استفاده از نقاط فوق همگرا(کارایی این روش قابل مقایسه با روش قبل 

   ها روش بازیافت تنش بر مبناي تعادل در زیر دامنهشکل بهبود یافته  -2-3-5

گروه المان، همان محققین  چند ماه پس از ابداع فرم اصلی روش بازیافت تنش بر مبناي تعادل در

شکل بهبود یافتۀ این روش را ارائه و کارایی آن را با کمک روش عددي ارائه شده توسط بابوشکا و 

. ]14[، براي مسائل دو بعدي انتقال حرارت و الاستیسیته در میانۀ دامنه بررسی کردند]15[همکارانش

شده، شکل بهبود یافتۀ این روش کارایی  دهد که در مسائل ذکر مینتایج حاصل از این بررسی نشان 

ي تنش براي تنش ها هدر این روش نیروي ناشی از هر کدام از مولف. دارد SPRبالاتر یا در حد روش 

ناشی از حل اجزاي محدود و میدان تنش بهبود یافته، همانند روش قبل به صورت تقریبی با هم برابر 
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ندن تعداد مجهولات، تعداد معادلات افزایش یافته و بنابراین در این روش با ثابت ما. شوند میقرار داده 

  .یابد میکارایی برآورد کننده افزایش 

  (MLSI) 1پایه درونیابی مینیمم مربعات متحرك روش بازیافت تنش بر  -2-3-6

اقل ، بازیابی تنش را با استفاده از درونیابی حداي هطی ارائه مقال 2تابارا، بلیکر و بلچکو 1994در سال 

 .]18[بودند، پیشنهاد کردند C-1مربعات متحرك براي آن دسته از مسائل اجزاي محدود که از درجه 

، تغییر مکان نقاط گرهی نیز ناپیوسته C-1لازم به ذکر است که در مسائل اجزاي محدود از درجه 

یله المانهاي متصل ، به وس4به جاي استفاده از زیر دامنه 3در این روش با در نظر گرفتن ابر. باشند می

به گره و نیز با تخصیص وزن به هر یک از نقاط داخل ابر بر اساس نزدیک یا دور بودن از گره مرکزي، 

ایدة اساسی درونیابی حداقل مربعات . ارتقا داده شده است SPRهمگرایی روش نسب به روش 

حنی از نقاط مورد نظر در عبور دادن بهترین من 5متحرك، بر استفاده از روش حداقل مربعات وزنی

تجربیات و آزمونهاي عددي بر روي روش مینیمم مربعات متحرك در مسایل مختلف کارآیی آن . است

  .]18[نمایند را تایید می

گسسته سازي توسط . گیریم را در نظر می Гو مرز  Ωبا میدان  اي هبه منظور شرح روش، مسئل

در نظر گرفته و در ) 3-2(فرضی همانند شکل یک مش . روشهاي اجزاي محدود انجام پذیرفته است

)با  آن  سیستم مختصات عمومی  , )x y مرتبه اول یا  براي محاسبه مشتق. مشخص شده است

گیریم، که مختصات محلی  در نظر می gRو شعاع دامنه  gxبا مرکز  gΩمحلی  وصله ، یک تنشها

( , )x y  تعریف شده است) 3-2(همانند شکل.  

                                                 
1 Moving least square interpolants (MLSI) 
2 Tabbara & Blaker & Bleytschko 
3 Cloud 
4 Patch 
5 Weighted Least Square Approximation  
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  ناحیه محلی مشخص شده بمنظور محاسبه مشتق 3-2شکل         

ایدة اساسی و اصلی در روش درونیابی حداقل مربعات متحرك، استفاده از روش حداقل مربعات وزنی 

)*براي منطبق کردن  )i xu  بر همۀh
iIu  در دامنۀgΩ است.  

)2-29(  *( ) ( ) ( )i ix x x=u P a  
hکه 

iIu  نتیجۀ تخمینی بدست آمده از حل اجزاي محدود براي هر مولفۀ تغییر مکانi  در گرهI 

) اینجادر  .باشد می )xPی و ای ه، بردار جملات چند جمل( )i xa بردار شامل ضرایبی وابسته به ،x 

 P، بردارهاي )31-2(و در حالت درجه دو در رابطه ) 30-2(براي مثال در حالت خطی رابطه . باشد می

  .نشان داده شده است aو 

)2-30(  [ ] [ ]1 2 3 41 , T
i i

x y xy a a a a=                                 =P a  
)2-31(  [ ]2 2

1 2 3 4 5 61 , T
i i

x y xy x y a a a a a a =                  = P a  
)، مجهولات )32-2(مطابق با رابطه  ،در روش درونیابی حداقل مربعات متحرك )i xa  با کمینه کردن

و  gΩدر ناحیه محلی  ها هتعداد گر Nکه درآن  شوند میتفاضل وزنی مربعات تغییر مکانها معین 

w(x) باشد تابع وزن می.  

)2-32(  2

1
( ( )) ( )( ( ) ( ) )

N
h

i I I i iI
i

x w x x x
=

= −∑S a P a u  
و با فاصله  دهد رخ می gxدر مرکز آن  بایست تابعی مثبت باشد، که مقدار ماکزیمم تابع وزن می

gxگرفتن از مرکز  در ) 33-2(همانند رابطه تواند  میزنی این تابع و. یابد بطور یکنواخت کاهش می  

  .شودنظر گرفته 
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)2-33(  2 2 2( / ) ( / )( ) m mc x x y yw x e
 − + =  

mکه در آن  Ix Max x=،m Iy Max y=  و( 1, ..., ), I NI Ix y در ناحیه محلی   مختصات گره =

  .کند رل میدر رابطه تابع وزن سرعت کاهش آن را کنت cضریب . باشد می

)با مینیمم نمودن تابع  ( ))iS a x  مقادیر( )ia x گردد تعیین می به شکل زیر.  

)2-34(  1( ) ( ) ( )i ix x x−=a A b  
)2-35(  

1
( ) ( ) ( )

N
T

I I I
i

w x x x
=

= ∑A P P  
)2-36(  

1
( ) ( ) ( )

N
T h

i I I iI
i

x w x x
=

= ∑b P u  
شرط . باشد ي موجود در ناحیه محلی میها هابسته به تعداد گرو) 35-2(در رابطه  Aماتریس  1رتبه

تعداد ضرایب (  cNوجود حداقل تعداد گره در ناحیه محلی به اندازه Aداشتن جواب براي ماتریس 

( )ia x (هر چند شرط بالا براي داشتن معکوس ماتریس . باشد میA د اما کافی نیست، باش لازم می

 4بترتیب  cNبراي حالت خطی و درجه دو، . در یک امتداد قرار گرفته باشند ها هزیرا ممکن است، گر

با توجه به تاثیر ناچیز آن  xبه  aباشد در محاسبات مشتق از وابستگی  لازم بذکر می. باشد می 6و 

حال با . ی در انتخاب ناحیه محلی و مرکز آن وجود ندارددر حل بالا محدودیت. صرفنظر شده است

  .گردد کرنش تعیین می 37-2بدست آمده، مطابق رابطه  uمشتق گیري از 

)2-37(  * *( ) ( )x x=ε Du  
)*اپراتور دیفراسیل و Dکه در آن  )xu باشد تغییر مکان درونیابی شده می.  

رهی به وسیله روش حداقل مربعات متحرك، ابزار آسان و موثري را براي بازیافت درونیابی مقادیر گ

در بیشتر حالات، بازیابی مقادیر تنش، داراي رفتار فوق همگرا . سازد میتشن مسائل خطی فراهم 

اجزاي محدود استاندارد  هاي سرعت همگرایی نیز یک درجه بالاتر از سرعت همگرایی حل. باشد می

بنابراین، این روش . ، در این روش استفاده از نقاط فوق همگرا ضروري نیستSPRروش  برخلاف. است

  .شود میبرده بکار مربعی شکل در اجزاي محدود  وبه سادگی براي المانهاي مختلف از قبیل مثلثی 

                                                 
1 Rank 
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  SPRE(1(با اضافه کردن معادلات و شرایط مرزي  SPRبهبود روش  -2-3-7

سعی نمودند با اضافه کردن شرایطی به  اي هب و زیوکاس طی مقالویبرگ، عبدالوها 1994در سال 

 SPREB2آنها همچنین توانستند با ارائۀ روش . ]19[، روش مذکور را بهبود بخشندSPRروش 

پیشرفت بیشتري را براي بازیافت تنش در نزدیکی مرزهایی نشان دهند که تغییر مکانها یا بارهاي 

شرایط مرزي را به خوبی برآورده  SPREو  SPRرا روشهاي زی. اند گرهی، از پیش اعمال شده

اضافه کردن معادلات تعادل، تنشهاي بازیافتی را تحت  و آنها با استفاده از روش گالرکین. کنند نمی

به عبارت دیگر، باقیماندة معادله تعادل را با روش حداقل مربعات استاندارد کمینه . تاثیر قرار دادند

مان سال، بلیکر و بلچکو نیز کار مشابهی را با تفاوتهایی در جزئیات روش کار همچنین در ه. کردند

  .]20[انجام دادند و توانستند نتایج تقریبا مشابهی بدست آوردند

  LPروش بازیافت تنش  -2-3-8

توسط لی و همکاران پیشنهاد شده  1997گردد، که در سال  ارایه می  LPدر این بخش روشی با نام 

محاسبه سطح تنش بهبود یافته بدین صورت است که میدان تنش  دراس این روش اس. ]21[است

با استفاده از تابع مینیمم مربعات در نقاط فوق همگرا و استفاده از باقیمانده معادله تعادل در  ،بازیافتی

 REPو  SPRاین روش ترکیبی از دو روش در واقع . گردد روش کار مجازي در هر ناحیه تعیین می

نتایج . کاهش داده استنیز اشد که از مزایاي هر دو روش استفاده و با ترکیب آنها معایبشان را ب می

  .]22[دهد مینشان  REPو  SPRبهتر این روش را نسبت به روش نسبتا کارایی  ،عددي

  .شود میه نمایش داد pσ بادر این روش  یبیان شد، تنش بازیافت SPRهمانطور که در روش 

)2-38(  p =σ Pa  
در حالت . باشد بردار ضرایب مجهول می aو  مناسبجه ربا د اي هجمل بع چندواتماتریس  Pکه در آن 

و در حالت دو بعدي که داراي ) 39- 2( مانند رابطه  Pباشد،  یک بعدي که تنش داراي یک مولفه می

                                                 
1 Superconvergent Patch Recovery Incorporating Equilibrium  
2 Superconvergent Patch Recovery Incorporating Equilibrium and Boundary Conditions 
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  .شود میبیان ) 40-2( باشد، همانند رابطه سه مولفه تنش می

)2-39(  2 31, , , ,..., px x x x =  P  
)2-40(  0 0

0 0
0 0

 
 =  
  

p
P p

p
  

  .باشد می زیربراي حالت دو بعدي برابر مقدار  Pکه در آن 

)2-41(  2 1 11, , , , ,..., , ,..., ,p p p px y x xy x x y xy y− − =  P  
ین تنش بازیافتی و تنش اجزاي محدود در اینصورت خطاي ناشی از حل اجزاي محدود، با اختلاف ب

  .شود میمطابق رابطه زیر بیان  ی،در نقاط گوس

)2-42(  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p i i h i i i i h i ie x y x y x y x yi = − = −σ σ P a σ  
 ي گوسیمگرانقاط فوق ه خطا در ieبهبود یافته وتنش  pσ،تنش اجزاي محدود hσدر رابطه بالا

  .باشد می

تواند معادله تعادل را  مین pσ، تنش بازیافتی P اي هاما در حالت کلی، در درجات بالاي چند جمل

در ) 43-2(روش کار مجازي همانند رابطه شکل به همین دلیل قید معادله تعادل به  .]21[ارضا نماید

  .شود ه مینظر گرفت

)2-43(  0T T T

V S V

dV dS dVδ δ δ δΠ = − − =∫ ∫ ∫ε σ u T u f  

  :که در آن

δε  :       بردار کرنش مجازيδu  :               بردار تغییر مکان مجازيf :             بردار نیروي پیکره 

 T :               بردار نیروي سطحیV :        حجم                                S :        سطح مرز  

  :آید را قرار دهیم باقیمانده معادله تعادل مطابق زیر بدست می pσ)43-2(در رابطه  σحال اگر بجاي

)2-43(  0
p p p

T T T
residual p

V S V

dV dS dVδ δ δ δΠ = − − =∫ ∫ ∫ε σ u T u f  

  .باشد میناحیه  در هر سطح مرزي Spحجم ناحیه و  Vpکه در آن

مشخص ) 45- 2(و ) 44-2(توسط روابط  δε و کرنش مجازي uδتغییر مکان مجازيهمچنین 

  .گردد می
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)2-44(  pδ δ=u N q  
)2-45(  pδ δ=ε B q  

ماتریس  Nو تغییرمکان  -ماتریس کرنش Bها،  بردار تغییر مکان مجازي گره pδqکه در روابط بالا 

    .باشد تابع شکل می

  .شود میبه صورت زیر بیان ) 43-2(بخش اول از معادله ) 45-2(و ) 38-2(ي ها هبا استفاده از معادل

)2-46(  ( )
p p

T T T T
p p p

V V

dV dVδ δ δ= =∫ ∫ε σ q B P a q Ca  

  .شود میبه صورت زیر تعریف  Cکه در آن ماتریس 

)2-47(  
p

T

V

dV= ∫C B P  

  .شوند میبیان ) 48-2(نیز همانند رابطه ) 43- 2(در اینصورت بخش دوم و سوم معادله 

)2-48(  
p p

T T T
p p

S V

dS dVδ δ δ+ =∫ ∫u T u f q F  

  .شود میبه صورت زیر تعریف  Fکه در آن بردار 

)2-49(  
p p

T T
p

S V

dS dV= +∫ ∫F N T N f%  

بردار نیروي است که  pFماتریس تابع شکل تعریف شده بر روي سطح مرزي ناحیه و  %Nدر رابطه بالا 

  .گردد از حل اجزاي محدود تعیین می

مطابق ) 43-2( یعنی رابطهمعادله تعادل در عبارت باقیمانده ) 48-2(و ) 43-2(با جایگزاري روابط 

  :زیر خواهیم داشت

)2-50(  ( )T T
residual p p p eqδ δ δΠ = − =q Ca F q R  

  .شود میباقیمانده معادله تعادل به صورت زیر تعریف  eqRکه در آن 

)2-51(  eq p= −R Ca F  
باقیمانده معادله و ، eiگوسی در نقاطتنش باقیمانده  ،aبه منظور محاسبه ضرایب مجهول بردار 

eqRتعادل
 

)جهت تولید فانگشنال  )F a  گیرند میبه صورت رابطه زیر مورد استفاده قرار.  

)2-52(  
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

T T T T
i i eq eq h h p p

i i
F e e β β

= =

= + = − − + − −∑ ∑a R R Pa σ Pa σ Ca F Ca F  
صفر  ،βزمانی که پارامتر  .باشد می جریمهپارامتر  βو  صله ودر هر  تعداد نقاط گوسی nکه در آن 
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)در نظر گرفته شود مقدار فانگشنال  )F a  مطابق روشSPR خواهد بود.  

مطابق زیر دین منظور ب ،مم گرددیمین) 52-2(بایست رابطه  می aبه منظور محاسبه ضرایب مجهول 

  :خواهیم داشت

)2-53(  

1 1

( ) 0

n
T T

i

n
T T

h p
i

F

β β
= =

+

∂
=

∂
  = + 
 
∑ ∑P P C C

a
a

a P σ C F
  

با استفاده از روشهاي حل معادله همانند روش حذفی گاوس قابل محاسبه خواهد  aماتریس ضرایب 

.شود میدان تنش بازیافتی تعیین می) 38-2(گذاري در رابطه ی، و جاaبا محاسبه ماتریس ضرایب . بود
  

  ي بیان خطامعیارها - 2-4

در حالت کلی، خطا عبارت است از اختلاف بین حل دقیق و حل تقریبی که به روش اجزاي محدود 

  :آید میبنابراین خطاي حل تنش بصورت زیر بدست . بدست آمده است

)2-54(  heσ = −σ σ  

توان از  میدم دسترسی به میدان تنش واقعی اما به دلیل ع. میدان تنش دقیق است σکه در آن

میدان تنش اصلاح شده استفاده کرد که این میدان تنش جدید توسط یکی از روشهاي بازیافت تنش 

  :شود میبنابراین خطاي تقریبی بصورت زیر محاسبه . بدست آمده است

)2-55(  *
heσ = −σ σ  

کند ضمن اینکه این مقدار ممکن است از  مییک نقطه برآورد رابطۀ اخیر مقدار خطاي تقریبی را در 

بنابراین براي درك بهتر خطا از معیارهاي بهتري براي بیان آن . نظر عددي، کوچکتر از صفر باشد

  .شود میاستفاده   

  :]2و3[مهمترین معیارهاي بیان خطا عبارتند از

   1معیار خطاي انرژي -1

                                                 
1 Energy Norm 
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 2Lمعیار خطاي  -2

  مفهوم نرم - 1- 2-4

ازاي تابع مفروض به ) aوb(را بر روي بازه  gو  fتوابع  براي پی بردن به مفهوم نرم، ابتدا ضرب داخلی

( ) 0w x   .] 23[گیریم میرا در نظر  ≤

)2-56(  , ( ). ( ). ( )
b

w a
f g f x g x w x dx〈 〉 = ∫  

با طول بردارها در آنجا، در اینجا نیز همراه با  با ایده گرفتن از فضاي سه بعدي و رابطه ضرب داخلی

 : ] 23[کنیم میبردارها را مطرح ) تعمیم مفهوم طول(ضرب داخلی، مفهوم نرم 

  :شود میزیر تعریف  به صورت fبردار نرم 

)2-57(  1
2,f f f= 〈 〉  

  :باشد میاساسی نرم به صورت زیر  از فضا، شرایط fهر بردار به ازاي 

)2-58(  0

.

0 0

f

f g f g

f f

f f

α α

≥

+ ≤ +

=

= ⇔ =

  

  انرژيخطاي معیار  -2- 2-4

  :در نظر بگیریمبه صورت زیر را معادله دیفرانسیل مسائل الاستیسیته اگر  

)2-59(  0 on+ = ΩLu b  

طبق تعریف، نرم انرژي براي مسائل الاستیسیته با معادله رفتاري فوق به کمک رابطه زیر بیان 

  :شود می

)2-60(  
1 1
2 2

( )T T TU d d
Ω Ω

   
= Ω = Ω   

   
∫ ∫u Lu u S DS u  
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)2-61(  
1
2

( ) ( )TU d
Ω

 
= Ω 

 
∫ Su D Su  

)2-62(  
1
2

T D d
Ω

 
= Ω 

 
∫ ε ε  

)2-63(  
1
2

1T d−

Ω

 
= Ω 

 
∫σ D σ  

  :] 2[شود میو نرم انرژي براي خطاها براي یک مسئله الاستیسیته خطی توسط روابط زیر بیان 

)2-64(  
1 1
2 2

( ) ( )T T
h he d d

Ω Ω

   
= Ω = − − Ω   

   
∫ ∫e Le u u L u u  

)2-65(  
1
2

( ) ( )T
h h d

Ω

 
= − − Ω 

 
∫ ε ε D ε ε  

)2-66(  
1
2

( ) ( )T
h h d

Ω

 
= − − Ω 

 
∫ ε ε σ σ  

)2-67(  
1
2

1( ) ( )T
h h d−

Ω

 
= − − Ω 

 
∫ σ σ D σ σ  

  درصد خطاي نسبی  -3- 2-4

باشد و لذا معمولا خطا به  میبیان خطا به صورت مقدار مطلق، عملا شاخص مناسبی براي درك آن ن

  :شود میرصد خطاي نسبی نرم انرژي با رابطۀ زیر بیان د. شود میصورت نسبتی از مقدار کل بیان 

)2-68(  0
0100

e
η = ×

U
  

از طرفی همانطور که قبلا بحث شد، میدان تنش، کرنش و یا جابجایی به طور دقیق در دست نیست، 

  :پس در محاسبه معیار خطا بایستی از میدان تنش اصلاح شده استفاده کرد

)2-69(  
1
2

* 1 *( ) ( )T
h he e d−

Ω

 
≈ = − − Ω 

 
∫ σ σ D σ σ  



   در روش اجزاي محدود خطا يبرآورد کننده ها                                                                                                   دومفصل 

30 
 

  :شود میدر نتیجه درصد خطاي نسبی نیز به صورت تقریبی و با توجه به حل اصلاح شده بیان 

)2-70(  e
η =

u
  

  :شود میبه صورت زیر محاسبه  uکه در رابطۀ فوق 

)2-71(  
1

22 2* e = +  
u u  

)2-72(  
1
2

* 1 * d−

Ω

 
= Ω 

 
∫*u σ D σ  

بنامیم، بنابراین شرط یک حل قابل قبول توسط η$چنانچه خطاي نسبی قابل قبول در یک مسئله را 

  :روش اجزاي محدود این است که

)2-73(  $η η≤  

  .] 2[شود میرصد در نظر گرفته د 5معمولا در کارهاي عملی کمتر از  η$مقدار 

 L2 خطاي معیار - 4- 2-4

  :شوند میبراي خطاي تغییر مکان، تنش و کرنش به صورت روابط زیر تعریف  L2نرم 

)2-74(  
2

1
2

( ) ( )T
u h hL

e d
Ω

 
= − − Ω 

 
∫ u u u u  

)2-75(  
2

1
2

( ) ( )T
h hL

e dσ
Ω

 
= − − Ω 

 
∫ σ σ σ σ  

)2-76(  
2

1
2

( ) ( )T
h hL

e dε
Ω

 
= − − Ω 

 
∫ ε ε ε ε  

را  D-1مشابه رابطه نرم انرژي است با این تفاوت که تابع وزنی ) 75-2(شود که رابطه  میمشاهده 

دهند  میبه ما این اجازه را ) 76-2(و ) 75-2(و ) 74-2(بنابراین نرمهاي تعریف شده در روابط  .ندارد

  . که توجه خود را روي کمیت مورد نظر متمرکز نمائیم
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  :ودش میبه صورت زیر محاسبه  L2درصد خطاي نسبی براي معیار 

)2-77(  
2

1
* * 2

*
T

L

d
σ Ω

 Ω
 =

Ω  

∫ σ σ
  

)2-78(  
1

* * 2
*

( ) ( )T
h h d

eσ
Ω

 − − Ω
 =

Ω  

∫ σ σ σ σ
  

)2-79(  
2

1
22*

2 2* *

L

e

e

σ

σ

η
σ

 
 =  +  

  

  خطا 1جذر مجموع مربعات - 5- 2-4

مورد نظر باشد مقدار  Ωبراي یک ناحیۀ  اگر جذر مجموع مربعات خطاي تنش به صورت نرمالیزه شده

  .] 2[باشد میرابطه زیر قابل محاسبه آن از 

)2-80(  2

1
2 2
L

RMS

e
e

σ

σσ
 
 ∆ = =

Ω 
 

  

)2-81(  

1
2T

RMS

d
σ Ω

 Ω
 

=  Ω 
 

∫σ σ
  

  :خطاي نسبی نرمالیزه شده تنش عبارت است از

)2-82(  
0

0100RMS

RMS

eση
σ

= ×  

در  ؛مان محاسبه شوندتوانند بر روي کل دامنه، جزئی از دامنه ویا فقط یک ال میهر یک از نرمهاي بالا 

  :شود می هاین صورت خطاي کل به صورت زیر محاسب

                                                 
1Root mean square 
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)2-83(  2
2

1

m

i i

e e
=

= ∑  

  .باشد میاجزاي شبکه  تعداد mآن که در 

   شاخص تأثیر -6- 2-4

توان معیار خطاي دقیق و تقریبی را  میبراي بعضی مسائل خاص که حل دقیق مسئله موجود است 

معیار خطاي تقریبی به معیار خطاي واقعی، بیانگر همگرایی حل به سمت حل نسبت . بدست آورد

باشد که این نسبت شاخص تأثیر نامیده  میواقعی است و معیاري براي بیان دقت محاسبه گر خطا 

  .شود می

)2-84(  e

e
θ =  

  .به سمت واحد میل نمایدهنگامی یک محاسبه گر خطا داراي کارایی مناسب است که شاخص تاثیر 

 iξتعریف شاخص  -7- 2-4

توان به قابل قبول بودن  می η$و مقایسه آن با  ηبیان شد، با محاسبه  3-4-2همان طور که  در بخش 

به طوري . ردخطاي اتفاق افتاده در تحلیل به روش اجزاي محدود براي محیط جزء بندي شده پی ب

ηˆکه اگر  η〈  باشد، خطاهاي اتفاق افتاده قابل قبول بوده و چنانچهˆη η〉  باشد، خطاي اتفاق افتاده

. بیش از مقدار مجاز بوده و براي رسیدن به جواب قابل قبول باید شبکه جزء بندي شده اصلاح گردد

  .]2[جا مطرح است، این است که شبکه جزء بندي شده چگونه باید اصلاح شوداما سئوالی که در این

رسد کوچکتر نمودن کلیه المانها تا  میبراي اصلاح شبکه جزءبندي شده اولین راه حلی که به نظر 

η$حصول  η〈 شود که حجم  میاما راه حل فوق یک راه حل اقتصادي نیست و موجب . باشد می

اما راه حلی که به نظر . باشد میسئله بسیاد بزرگ شده و حل آن نیازمند نرم افزارهاي با ظرفیت بالا م

گردد، کوچکتر  میآید از کارایی بیشتري برخوردار بوده و موجب کمترین افزایش حجم مسئله  می
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لیات باشد، عم مییعنی در جاهایی که خطا بیش از خطاي مجاز . باشد مینمودن موضعی مسئله 

باشد، دست نخورده  میاصلاحی اعمال شود ودر جاهایی که خطاي اتفاق افتاده کمتر از خطاي مجاز 

اما در روش اخیر نیازمند ابزار یا پارامتري هستیم، . باقی بماند، روش اخیر به اصلاح وفقی معروف است

معروف است که در  iξه این پارامترب. که بتوان به کمک آن خطاي موضعی کلیه اجزاء را محاسبه نمود

  .پردازیم میادامه به نحوة محاسبۀ آن 

را  iξبراي آنکه یک معیاري داشته باشیم تا بتوانیم بگوییم که در کجاها خطا بیشتر است، شاخص 

نسبی نرمها براي تک تک  به منظور تعمیم خطاي. کنیم میبراي تک تک اجزاء به صورت زیر تعریف 

شود که درصد خطا به طور یکنواخت بین کلیه اجزاء توزیع شده  میاجزاء مطابق تعریف بابوشکا فرض 

 : ]2[پس خواهیم داشت. است

)2-85(  
2

2* *

1

m

i i

e e
=

= ∑  

)2-86(  2 2* *.
i

e m e=  

  .باشد می Ωاد اجزاء در کل ناحیه تعد mآن که در

)2-87(  
11

22 22 **

2 2 2 2* * * *

.
i

m ee

e e
η

  
  = =
  + +   u u

  

*را با  1چنانچه خطاي مجاز

per
e نمایش دهیم، خواهیم داشت:  

)2-88(  $ * *

i per
e eη η= ⇒ =  

)2-89(  $
2*

2

2 2* *

per
m e

e
η =

+u
  

)2-90(  $ 1
2 2 2* *

per
e e

m
η  = +  

u  

                                                 
1 Permissible 
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  :عبارت خواهد بود با iξطبق تعریف شاخص 

)2-91(  
*

i
i

per

e

e
ξ =  

1iξبنابراین به عنوان یک معیار چنانچه  مورد قبول بوده و  )امi(مورد نظر باشد، خطاي جزء  〉

1iξچنانچه    .خواهد بود باشد، خطاي جزء فوق بیش از مقدار مجاز 〈
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  مقدمه - 3-1

در این فصل به تشریح یک روش ابداعی جهت بهبود میدان تنش بدست آمده از روش ایزوژئومتریک و 

روش تخمین کننده . شود میپرداخته  کرنش مسطح-تحلیل مسائل تنشتخمین خطاي موجود در 

روشهاي برآورد خطا، مبتنی بر بازیافت تنش خطایی که در اینجا به آن اشاره خواهد شد در دستۀ 

معرفی  2012در سال  ايدر مقاله ؛ که اولین بار توسط حسنی و همکارانگیرد قرار می) گرادیان(

  .]24[شد

هاي میدان تنش در هر  همگرا، براي تابع مقادیر هریک از مؤلفه در این روش، با استفاده از نقاط فوق

که دقت بیشتري نسبت به سطح تنش بدست آمده از تحلیل  شودناحیه، یک سطح فرضی ساخته می 

کنیم که در  استفاده می 1به منظور تعریف این سطح از همان توابع شکل نربزي .ایزوژئومتریک دارد

حسنی و همکاران، نشان  .شوند روش ایزوژئومتریک براي تقریب زدن تابع جابجایی به کار گرفته می

پیشنهادي از کارایی مناسبی جهت برآورد خطاي موجود در تحلیل که تخمین کننده خطاي  دادند

اما از نکاتی که در این مقاله  .]24[به روش ایزوژئومتریک برخوردار است کرنش مسطح-تنش مسائل

به آن اشاره نشده بود، دلیل فوق همگرا بودن نقاط گوسی در تحلیل ایزوژئومتریک است و همچنین 

کرنش -ائل تنشعنوان نقاط بهینه تنش در تحلیل و برآورد خطاي مستعداد نقاط گوسی مناسب به 

  .مسطح به روش ایزوژئومتریک است

شود که چرا نقاط گوسی همانند روش اجزاي محدود، در تحلیل ایزوژئومتریک  میدر این فصل اثبات 

- ط انتگرالهمچنین در این فصل به بررسی تعداد نقا. باشند میی برخوردار ینیز از خاصیت فوق همگرا

گیري گوسی به عنوان نقاط بهینه تنش، جهت بهبود حل و برآورد خطاي تحلیل ایزوژئومتریک 

باشند، پرداخته شده  میکه داراي حل دقیق  سه مسئلهبدین منظور به مدلسازي . پرداخته خواهد شد

قطه گوسی، به ن 36و  25، 16، 9، 4است و با مقایسه نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی بدست آمده از 

                                                 
1 Nurbs shape functions 
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بررسی تعداد نقاط بهینه تنش جهت بهبود حل و برآورد خطا تحلیل ایزوژئومتریک پرداخته شده 

  .  است

در ادامه به صورت مختصر، به بیان مفاهیم اولیه که در تحلیل ایزوژئومتریک مطرح است، پرداخته 

  . شودمی

  روش ایزوژئومتریک  -3-2

از جمله . اند روشهاي عددي توسعه و تنوع چشمگیري یافتهبا پیشرفت سریع علوم و تکنولوژي، 

تحلیل ایزوژئومتریک، بالقوه داراي . جدیدترین این روشهاي می توان روش ایزوژئومتریک را نام برد

اي نه چندان دور بتواند جایگزین روشهاي  ي منحصر به فرد و مناسبی است که شاید در آیندهها ویژگی

وجود برخی معایب در روش اجزاي محدود،  .محدود و نقاط محدود گرددعددي متداول نظیر اجزاي 

از جمله وجود خطا در تعریف مرزهاي مسائل با هندسه پیچیده و یا مسائل با تغییرات شدید در 

بارگذاري و خواص مصالح و نیز نیاز به تولید مکرر شبکه المانها در برخی مسائل، نظیر مسائلی که در 

سازي شکل سازه، از جمله علل ابداع این روش  شوند و یا مسائل بهینه ل میچارچوب لاگرانژي ح

توسط هیوز و همکارانش معرفی  2005این روش براي اولین بار طی مقاله اي در سال . باشد می

ي بدون مش ها روش ایزوژئومتریک داراي بعضی مفاهیم شبیه روش اجزاي محدود و روش. ]25[شد

هاي مختلف علوم و  دیفرانسیل جزئی حاکم در حوزه معادلات ي حل مسائلتواند برا باشد که می می

 1در این روش از تکنیکهاي طراحی به کمک کامپیوتر. مهندسی، از جمله الاستیسیته، به کار رود

دلیل اینکه روشهاي طراحی به کمک کامپیوتر تاکنون در روش اجزاي محدود به . استفاده شده است

ه است مربوط به اختلاف زمانی، در پیدایش این دو نسبت به یکدیگر صورت گسترده وارد نشد

میلادي بوده است در حالی  1960تا  1950آغاز پیدایش روشهاي اجزاي محدود در سالهاي . باشد می

  .]25[شکل گرفته اند 1980تا  1970که روشهاي طراحی به کمک کامپیوتر بعدها در حدود سالهاي 

                                                 
1 CAD(Computer Aided Design) 
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به وجود  1ي نسبی غیر یکنواختها اسپلاین -عرفی شده است بر اساس بیاي که در این روش م ایده

 ها در این روش ضمن استفاده از خواص توابع پایه اسپیلاین و نربز در تعریف دقیق منحنی. آمده است

در چند سال اخیر، روش  .و سطوح، از آنها جهت درونیابی و تقریب سازي هم استفاده می شود

توان به موارد کاربردي  توسعه داده شده است که میهاي مختلفی  در زمینه ایزوژئومتریک به سرعت

و  ]47-39[ها  ،  مکانیک سازه]38-33[، کاربرد آن در دینامیک سیالات ]32-26[همچون مراجع 

این زمینه یک کتاب به چاپ رسیده است که براي  همچنین در. اشاره نمود ]49-48[الکترومغناطیس 

  .]50[وان به آن مراجعه کرد ت مطالعه بیشتر می

اسپلاین  -ها و سطوح بی جهت آشنایی بیشتر با مفاهیم روش ایزوزئومتریک، به معرفی منحنیدر ادامه 

پرداخته  کرنش مسطح-در تحلیل مسائل تنش و نربز و همچنین فرمولبندي روش ایزوژئومتریک

  .شود می

  اسپلاین و نربز -بی -3-2-1

ن و نربز پرداخته یاسپلا -یو سطوح ب ها یمنحن یاز، به معرفیو در حد نن بخش به طور خلاصه یدر ا

  .شود یشنهاد میپ  ]52و51[شتر، مراجعه به مراجع یب ییآشنا يبرا. شود یم

تعریف  2)ناحیه(در یک فضاي پارامتري  ها اسپیلاین  - بی. ساخته می شوند ها اسپلاین -نربزها از بی

یک بردار . سازي شده را به چندین زیر دامنه تقسیم می کنندمذکور دامنۀ مدل نواحی. شوند می

  .]51[شود یل میر تشکیمختصات به صورت ز يک سریاز  يک بعدی يپارامتر يدر فضا 3گرهی

)3-1(  { }, , ..., , 1, 2, ..., 11 2 1 1 i n pn p i iξ ξ ξ ξ ξΞ = ≥ = + ++ + +  
اسپلاین به  -تعداد توابع شکل تشکیل دهنده بی n مرتبه چند جمله اي و pامین گره، iξ iکه در آن

نوع خاصی از  انواع مختلفی از بردارهاي گره اي وجود دارد ولی در این بحث فقط از .شمار می رود
                                                 
1 Non-Uniform Rational B-splines(NURBS) 
2 Patch 
3 Knot Vector 
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این نوع بردارها به فرم . استفاده می کنیم) 2یا باز( 1بردارهاي گره اي بنام بردارهاي گره اي نامتناوب

  :زیر نشان داده می شوند

)3-2(  { 1 1
1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p
p p

a a b bξ ξ+ − −
+ +

  Ξ =  
  

123
  

)که با  )p+1مرتبه ( p درجهاسپلاین از  امین تابع پایه اي بیiدر این صورت  ),N i p ξ  نشان داده

  :]51[شود شود بصورت زیر تعریف می می

)3-3(  
( ) 1 1

,0 0

if i iN i otherwise

ξ ξ ξ
ξ

≤ < +=


  

( ) ( ) ( )1
, , 1 1, 1

1 1 1

i piN N Ni p i p i p
i i i p i

ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−− + +
= +− + −− −+ + + +  

  :]51[بصورت زیر تعریف می شودP اسپلاین از درجه  -با استفاده از تعاریف بالا، منحنی بی

)3-4(  ( ) ( ),
0

n

i p i
i

C N P a bξ ξ ξ
=

= ≤ ≤∑  
( )ξC است که در آن  3يا هیک منحنی چند جمله اي قطع{ }iP  نقاط کنترلی و( ){ },i pN ξ  توابع

0aبا فرض )2-3(ي نامتناوبی بصورت رابطه ا هاسپیلاین هستند، که روي بردار گر -ي بیا هپای و =

1b   .تعریف می شوند =

1nدرجه توابع پایه،  p اگر 1mتعداد نقاط کنترلی و  + باشند، آنگاه می توان رابطه  ها تعداد گره +

1m n p= +   .را براي آنها نوشت +

  :]51[شود یف میر تعرین بصورت زیاسپلا - یسطوح ببه طرز مشابهی 

                                                 
1 Nonperiodic knot vector 
2 Open 
3 Piecewise polynomial curve 
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)3-5(  ( ) ( ) ( ), , ,
0 0

,
n m

i p j q i j
i j

S N N Pξ η ξ η
= =

= ∑∑
  

  :که در آن

)3-6(  
{ {1 1

1 1

0,..., 0 , ,..., ,1,...,1 ;p r p
p p

ξ ξ+ − −
+ +

  Ξ =  
    

{ {1 1
1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1q s q
q q

η η+ − −
+ +

  =  
  

H  

 Ξي ا هبردار گراست و  m+1برابر  yدر جهت  و n+1برابر  xتعداد نقاط کنترلی در جهت بطوري که 

1rداراي 1sداراي  Hو گره +  .گره می باشد +

 :]51[شود بصورت زیر تعریف می p یک منحنی نربز از درجه

)3-7(  ( )
( )

( )

,
0

,
0

n

i p i i
i

n

i p i
i

N w P
C a b

N w

ξ
ξ ξ

ξ

=

=

= ≤ ≤
∑

∑
  

}که در آن }iP ،نقاط کنترلی{ }iw و ها وزن( ){ },i pN ξ اسپلاین از درجه  -ي بیا هتوابع پایp 

  .ندا هتعریف شد )2-3( ي بصورت رابطها هکه بر روي بردار گر هستند،

باشد، بصورت زیر  qاز درجه  η، و در جهت pاز درجه ξو در نهایت، یک سطح نربز که در جهت 

  :]51[شود تعریف می

)3-8(  ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , , ,
0 0

, , ,
0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j
i j

n m

i p j q i j
i j

N N w P
S

N N w

ξ η
ξ η ξ η

ξ η

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑
  

}در عبارت فوق },i jP دو جهت تعریف شده است؛ همچنین شبکه نقاط کنترلی می باشد که در

{ },i jw و  ها وزن( ){ },i pN ξ  و( ){ },j qN η ي ها اسپلاین هستند که بر روي بردار -اي بی توابع پایه
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اي را  ي نسبی قطعها هاگر توابع پای )8-3( در رابطه .ندا هتعریف شد )6-3(ي به صورت رابطه ا هگر

  :بصورت زیر تعریف کنیم

)3-9(  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
, , ,

,

, , ,
0 0

, i p j q i j
i j n m

k p l q k l
k l

N N w
R

N N w

ξ η
ξ η

ξ η
= =

=

∑∑  
  :خواهیم داشت

)3-10(  ( ) ( ), ,
0 0

, ,
n m

i j i j
i j

S R Pξ η ξ η
= =

= ∑∑
  

مشاهده با توابع پایه درجه دو ه از آن شبکه نقاط کنترلی و سطح نربز بدست آمد 1 -3شکل  در

  .شود می

  
 شبکه نقاط کنترلی و سطح نربز مربوط به آن  1 -3شکل 

 کرنش مسطح- در مسائل تنش بندي روش ایزوژئومتریک فرمول  -3-2-2

به منظور تحلیل یک محیط پیوسته در ایزوژئومتریک، باید آن محیط را به یک محیط گسسته تبدیل 

  .پذیرد میصورت نربز  و بردار گرهی نقاط کنترلیدر روش ایزوژئومتریک با استفاده از نمود، این عمل 

به همراه نقاط کنترلی و  همانطور که در بخش قبل اشاره شد، سطوح نربز از یکسري توابع پایه

یک رویه  .ي از نقاط هستندا هنقاط کنترلی تشکیل دهنده شبک. ي تشکیل شده استا هبردارهاي گر
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توان تعریف  میي، با مشخص نمودن نقاط کنترلی آن ا هدر صورت معلوم بودن بردارهاي گرا رنربز 

  .نمود

به طور مثال مولفه تغییر (بطور کلی در روش ایزوژئومتریک مقدار مجهول مسئله در حالت دوبعدي، 

از شود که ارتفاع سطح تشکیل شده از تر تعیین می به عنوان یک سطح نربز، طوري) xمکان جهت 

تنش و کرنش در مسائل  .مبنا در هر نقطه از دامنه بیان کننده مقدار مجهول مسئله در آن مکان باشد

        ي  اول و دوم مختصات این نقاط ها هکه مولف اگر نقاط کنترلی را طوري انتخاب کنیم مسطح

( , )x yP Pت مولفۀ سوم مختصات این نقاط ، بتوانند هندسه مسئله را برآورد کنند؛ در اینصور)zP (

اي نربز، نشان دهندة تغییر  شود که درونیابی بین این نقاط به وسیله توابع پایه   طوري محاسبه می

نشان  xyي تشکیل داد که تصویر آن روي صفحۀ ا هتوان روی میمکان آن نقطه باشد؛ در حقیقت 

نشان دهندة مجهول مسئله  xyنسبت به صفحه) z(دهندة هندسه مسئله و ارتفاع رویه در هر نقطه 

  .باشد) تغییر مکان(در آن نقطه 

در اینصورت با  ،اگر هر مولفۀ تغییر مکان در دامنه مسئله به صورت یک صفحه در نظر گرفته شود

توان صفحۀ مربوط به هر مولفۀ تغییر مکان را در حالت دو بعدي به صورت  میده از مفهوم نربز استفا

  :زیر نمایش داد

)3-11(  ( )
( ) , ,

0 0

,
ˆ

,

m n

i j i j
j i

u x y
R P

v x y = =

  = ≈ = 
  

∑∑u u  

1n بالا در رابطه 1m و xتعداد نقاط کنترلی در جهت  + i,و  yعداد نقاط کنترلی در جهت ت + jP 

باشد که به عنوان تنها پارامتر مجهول  می vو  uي سوم مختصات نقاط کنترلی نربز در جهت ها همولف

i,. رود میبراي تعیین صفحۀ هر مولفۀ تغییر مکان به شمار  jR اي نربز هستند که  ، توابع پایه

  .لکردي شبیه توابع شکل در اجزاي محدود دارندعم

0(همچنین با در نظر گرفتن دستگاه مختصات نرمال   , 1ξ η≤   :داریم) ≥
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)3-12(  ( )
( )

( )

( )

, ,
0 0

, ,
0 0

,
ˆ ,

ˆ
ˆ , ,

m n

i j u i j
i j

m n

i j v i j
i j

R
u

v R

ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

= =

= =

 
     = =   

    
  

∑∑

∑∑

P
u

P
  

ξ,کند براي هر  که بیان می خاصیت بازه تاثیر توابع نربز با توجه به η  فقط تعداد محدودي از این

را به  )12-3(توان براي کم کردن هزینه محاسبات کامپیوتر معادله  ، می]51[باشند توابع غیر صفر می

ξ,بدین منظور اگر فرض کنیم . صورت زیر تغییر داد η ي ا ههاي گر به ترتیب در دهانهi ام وj ام قرار

] یعنی(دارند  )1,i iξ ξ ξ j,1(و  ∋+ jη η η +∈ (ي ا هي در جهت بردار گرا ه، و درجه توابع پایΞ ،p  و

)باشند، آنگاه فقط حداکثر  H ،q اي هدر جهت بردار گر )( )1 1p q+ غیر صفر وجود  اي هتابع پای +

در این صورت هر المان نربز تنها بر تعداد مشخصی از نقاط کنترلی پیرامون خود  .خواهد داشت

ها و نقاط کنترلی دامنه مدلسازي شده با چهار شبکه المان 2- 3به طور مثال در شکل . تاثیرگذار است

شود هر المان همان طور که مشاهده می. درجه سه نشان داده شده استوصله توسط توابع پایه نربز 

  .باشدنقطه کنترلی می) 3+1)(3+1(  =16نربز در بازه تاثیر خود داراي

  
  شبکه المانها) الف

  
  شبکه نقاط کنترلی) ب

  نربز درجه سهنقاط کنترلی مورد تاثیر هر المان از دامنه مدلسازي شده با چهار وصله و توابع شکل  2-3شکل 

  . بیان نمود )13-3( شکل معادلهرا به  )12-3(معادله توان با توجه با خاصیت بازه تاثیر توابع نربز می
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)3-13(  ( )
( )

( )

( )

, ,

, ,

,
,

ˆ
,

,

ji

k l u k l
k i p l j q

ji

k l v k l
k i p l j q

R
u

v
R

ξ η
ξ η

ξ η
ξ η

= − = −

= − = −

 
     = =   

    
  

∑ ∑

∑ ∑

P
u

P
  

  :باشد میبه صورت زیر  )13-3(فرم ماتریسی رابطه 

)3-14(  ˆ .=u R P  

و  نسبی نربز اي هماتریس توابع پای y ،Rو  xجهت  هاي ماتریس ستونی تغییر مکان ûدر رابطه بالا 

P باشند مینقاط کنترلی به صورت زیر  مولفۀ سوم ماتریس ستونی:  

)3-15(  ,
, ,ˆ

Ti j
i j i ju v =  u  

)3-16(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0
0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R
R R R

ξη ξη ξη
ξη ξη ξη

− − −

− − −

 
= 

 
R  

)3-17(  , , , , , ,... ...
T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P− − − − − − =  P  

  :شود میماتریس کرنش به صورت زیر محاسبه  ،بعد از محاسبه تغییر مکانها

)3-18(  =ε Lu  

تنش و  براي مسائل دو بعديباشد که  میعملگر دیفرانسیل  Lبردار تغییر مکان و  uدر این رابطه 

  :شود میبصورت زیر تعریف  کرنش مسطح

)3-19(  

0

0

x

y

y x

 ∂
 

∂ 
 ∂

=  ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

L  
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  :شود میماتریس کرنش به صورت زیر محاسبه  )14-3(با جایگذاري رابطه 

)3-20(  =ε BP  

B=که در آن  LR باشد می.  

با فرض وجود رفتار خطی کشسان، رابطۀ بین تنش ها و کرنش ها خطی و بصورت زیر همچنین 

  :شود میمحاسبه 

)3-21(  ( )− +0 0σ = D ε ε σ  

 به طور مثال ماتریس کشسانی است که Dو  کرنش اولیه 0ε، تنش پسماند 0σ )21-3(در رابطۀ 

  :باشد میح به صورت زیر براي مسائل تنش مسط

)3-22(  
( )

2
1

2

1 0
1 0

1
0 0

E

ν

ν
ν

ν −

 
 =  −
  

D

  
به تشکیل و یا انرژي پتانسیل با استفاده از رهیافت کار مجازي  توان می همانند روش اجزاي محدود

پرداخت که در ادامه با استفاده از روش کار مجازي ماتریس سختی در تحلیل ماتریس سختی 

  .شود میومتریک استخراج ایزوژئ

 نیروهاي سطحی tو نیروهاي کالبدي Ω،bمرزهاي مسئله مورد نظر با دامنۀ  Γدر صورتی که 

  :باشد، با استفاده از روش کار مجازي داریم

)3-23(  0
TT Td d dδ δ δ

Ω Ω Γ
Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫ε σ u b u t  

  :داریم )20-3(و  )14- 3(با جایگذاري روابط 

)3-24(  0T T T T T Td d dδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫P B σ P R b P R t  
δبا حذف همچنین  P  خواهیم داشت )21-3(و استفاده از رابطۀ:  
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)3-25(  0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0B Dε B Dε B σ d R b R t  

  :داریم )20-3(و با جایگذاري رابطۀ 

)3-26(  0 0T T T T Td d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0B DBP B Dε B σ d R b R t  

  :شود میبه صورت زیر نوشته  )26-3(طه تنش و کرنش اولیه رابدر صورت عدم وجود 

)3-27(  =KU F  

 Fو ) مختصات سوم نقاط کنترلی(مجهولات مسئله  U،)سختی(ماتریس ضرایب  Kکه در آن

  :شوند میباشند؛ که بصورت زیر تعریف  مینیروهاي خارجی وارده بر زیر دامنه 

)3-28(  T d
Ω

= Ω∫K B DB  

)3-29(  T Td d
Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫F R b R t  

محاسبه ) مختصات سوم نقاط کنترلی(مجهولات مسئله  )27-3(و در نهایت با حل دستگاه معادلات  

باید توجه داشت که یکی از تفاوتهاي روش ایزوژئومتریک با اجزاي محدود این است که بردار  .شوند می

-مجهولات بدست آمده در روش ایزوژئومتریک، تغییر مکان سازه نیست بلکه مکان نقاط کنترلی مولفه

ن است این نقاط بر سازه منطبق نباشند و در نتیجه تغییر مکان سازه را هاي جابجایی است که ممک

با مشخص شدن مختصات سوم نقاط کنترلی براي هر مولفه جابجایی، تغییر مکان سازه . نخواهند داد

  .آیدبدست می) 8-3(استفاده از رابطه به صورت یک سطح نربز با 

در . شود میتقریب هندسه و تحلیل مسئله استفاده  در روش ایزوژئومتریک از توابع شکل مشابهی براي

این صورت، نقاط کنترلی و بردار گرهی یکسانی براي مدلسازي هندسی مسئله و همچنین تقریب تابع 

  :شود میبه صورت زیر تعریف  نیز بنابراین هندسه مسئله. رود میمجهول به کار 
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)3-30(  
( ) ( )

( ) ( )

, ,
0 0

, ,
0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j
i j

n m

i j y i j
i j

x R P

y R P

ξ η ξ η

ξ η ξ η

= =

= =

=

=

∑∑

∑∑
  

ξ,که در آن  η مختصات نرمال هستند  يها همولف), 10 ξ η≤ ,، و )≥ ,,y i j x i jP P  به ترتیب اولین و

  .باشند میي مختصات نقاط کنترلی ها هدومین مؤلف

. شود میگوس استفاده در این روش براي حل عددي انتگرال ماتریس سختی از روش انتگرال گیري 

ارائه شده براي  هاي بدین منظور نیاز به المان بندي دامنۀ مسئله داریم، تا بتوانیم از نقاط گوس و وزن

اي  ي گرهها هعمل المان بندي در ایزوژئومتریک با استفاده از دهان. چهارضلعی استفاده کنیم هاي المان

]بصورتبطوري که هر زیر مجموعه . پذیرد مینربز انجام  ] [ ]1 1, ,i i i iξ ξ η η+ نامیده  نربز المانیک  ×+

  .از این المان بندي نشان داده شده است اي هنمون 3 -3شکل در . شود می

 
 ]25[نربز اي هي گرها هساخته شده به وسیله دهان هاي المان 3 -3شکل   

  :شود میبصورت زیر ارائه ارائه  ماتریس سختی هر زیر دامنه )28- 3(مطابق رابطۀ 

)3-31(  ( ) ( ), ,
patch

T
patch dξ η ξ η

Ω
= Ω∫∫K B DB  

)که در آن  ),ξ ηB  شود میبصورت زیر تعریف براي مسائل تنش و کرنش مسطح:  



  کرنش مسطح - تحلیل ایزوژئومتریک مسائل تنش تنش و برآورد خطا در روش بازیافت    سومفصل 

48 
 

)3-32(  

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

B LR  

x,نسبت به  Rماتریس سختی به مشتقات  بنابراین براي حل انتگرال y  در دستگاه مختصات کلی

نیاز داریم؛ که براي ارتباط بین دستگاه مختصات کلی و فضاي پارامتري نربز، ژاکوبین زیر را تعریف 

  :کنیم می

)3-33(  1

x y

x y
ξ ξ

η η

∂ ∂ 
 ∂ ∂ =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J  

  :بنابراین داریم

)3-34(  1
1

x

y

ξ

η

−

∂ ∂ 
   ∂∂   =   ∂ ∂   

∂   ∂   

RR

JR R
  

که در آن 
ξ

∂
∂
R  و

η
∂
∂
R را  )31-3(توان رابطه  میبنابراین . باشند مینربز  اي همشتقات جزئی توابع پای

 :نوشتبصورت زیر 

)3-35(  ( ) ( ) 1, , det
patch

T
patch d dξ η ξ η ξ η

Ω
= ∫∫K B DB J  

 ضلعی نقاط چهار هاي در المان .باشد میمقدار تابع داخل انتگرال در نقاط گوس در اینصورت نیاز به 

 نگاشت نیاز به یکمشخص شده است، بنابراین  1در دستگاه مختصات نرمان یا سرندیپیتی گوس

                                                 
1- Serendipity coordinate 
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ام را به دستگاه مختصات نرمال iاط ارائه شده در دستگاه سرندیپیتی المان مختصات نق باشد که می

)زیردامنه نربز  ),ξ η گیري باعث ایجاد ژاکوبینی بصورت زیر  این نگاشت در انتگرال. منتقل کند

  :شود می

)3-36(  2 2,r r d d drds

s s

ξ η

ξ η
ξ η

∂ ∂ 
 ∂ ∂= = 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J J  

  :که در آن

)3-37(  
( )

( )

1

1

1 , 0
2

10 ,
2

i i

i i

r r

s s

ξ η
ξ ξ

ξ η
η η

+

+

∂ ∂
= − =

∂ ∂
∂ ∂

= = −
∂ ∂

  

به فرم نهایی زیر در دستگاه مختصات سرندیپیتی المان نوشته  )35-3( بنابراین رابطه  ماتریس سختی

  :شود می

)3-38(  ( ) ( )
1 1

1 21 1
, , det detT

patch r s r s drds
− −

= ∫ ∫K B DB J J  

  .شود تریس سختی به روش گوس به صورت زیر محاسبه میو در نهایت انتگرال ما

)3-39(  ( ) ( ) 1 2
1 1

, , det det .
m n

T
patch i j

j i
r s r s w w

= =

= ∑∑K B DB J J  

i.در هر المان و  sو  rتعداد نقاط گوس در جهت  nو  mکه در آن  jw w باشد وزن نقاط گوس می.  

بر مبناي استفاده از  ح،کرنش مسط- مسائل تنش يبرآورد خطاح روش یتشر -3-3

     نقاط فوق همگراي گوسی

به طور کلی در این روش، میدان تنش بهبود یافته براي هر مولفۀ تنش در هر ناحیه به صورت یک 

این سطح فرضی با استفاده از توابع شکل نربزي که براي تخمین . سطح فرضی در نظر گرفته می شود
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یک سطح نربز زمانی بدست خواهد آمد که . آید ، بدست میاستفاده شده اند) جابجایی(تابع مجهول 

 کنترلی توسط کاربر هر نقطهy و xبا تعریف مختصات . مختصات نقاط کنترلی آن مشخص شده باشد

 نقطه z، مولفه ، تنها مولفه مجهول جهت تعیین سطح بهبود یافتۀ تنشجهت مدلسازي شکل هندسی

نقاط کنترلی به نحوي است که سطح تنش جدید بدست  zنحوه محاسبه مختصات . کنترلی می باشد

آمده نسبت به سطح تنش قبلی که از تحلیل ایزوژئومتریک است، به یک سطح تنش بهبود یافته 

  .تبدیل می شود

اساس محاسبه مختصات نقاط کنترلی و در نتیجه بدست آوردن سطح تنش بهبود یافته برگرفته از 

بدست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از دقت خاصیت نقاطی است که در آنها تنش 

در این نقاط مرتبه همگرایی گرادیان یک تابع، یک مرتبه از مقداري که از  .بیشتري برخوردار می باشد

به همین دلیل به این نقاط، نقاط .  تقریب تابع شکل مربوط به حل تقریبی انتظار می رود، بالاتر است

   .]2[توسط بارلو مطرح شده است در روش اجزاي محدود ود که اولین بارفوق همگرا گفته می ش

در تحلیل ایزوژئومتریک دو بعدي که دامنه مسئله با توجه به آرایش  شود که میدر بخش بعد اثبات 

نقاط گرهی به المانهاي چهار ضلعی تقسیم می شود، این نقاط فوق همگرا بر نقاط گوسی المان 

نقاط کنترلی سطح بهینه تنش با مینیمم کردن فاصله بین این سطح فرضی  مختصات. منطبق هستند

و سطح تنش بدست آمده از حل ایزوژئومتریک در نقاط گوس المانهاي هر ناحیه با استفاده از روش 

  .حداقل مجموع مربعات محاسبه می شود

نشان دهیم، با توجه به  σ*هاي بردار تنش را با هریک از مؤلفه) بهینه(در صورتی که سطح بازیافتی 

  :توابع شکل نربز می توان این سطح را در داخل هر ناحیه به صورت زیر بیان نمود

)3-40(  
,

*
,

1 1
( , )

i j

m n

i j
i j

R u v P
= =

= ∑∑σ  

i,هر ناحیه،  xدر جهت تعداد نقاط کنترلی  mو  yدر جهت نقاط کنترلی  تعداد nدر آن که  jR  توابع

نربز وشکل 
,i j

P در صورتی که .کنترلی مربوط به صفحه تنش می باشد مختصات نقاطR وP به  را
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تعریف  )42-3(و  )41-3(ترتیب بردار توابع شکل نربز و بردار مختصات نقاط کنترلی، به صورت روابط 

  .بیان نمود )43-3(توان به صورت  را می )40-3(کنیم، رابطه 

)3-41(  1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nR R R R R R R =  R  

)3-42(  1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, , ..., , , , ..., , ...,
T

n n m nP P P P P P P =  P  

)3-43(  * Tσ = R P  

نقاط کنترلی  zهمان طور که مشاهده می شود، تنها پارامتر مجهول جهت تعیین این سطح، مختصات 

مربعات اختلاف تنش بین مقدار بدست آمده از براي تعیین این مقادیر، مجموع . باشد می) Pبردار (

براي این منظور تابع. تحلیل ایزوژئومتریک و تنش بهبود یافته را در نقاط گوس مینیمم می کنیم

( )F P کنیم را به صورت زیر تعریف می:  

)3-44(  
, ,

* 2

1 1
( ) ( )

y x

i j i j

k k

j i
F

= =

= −∑∑P σ σ  

ترتیب تعداد نقاط گوس در  به kyو  kxایزوژئومتریک و تنش بدست آمده از تحلیل  σکه در آن

  :خواهیم داشت )44-3(در  )43-3(با جایگذاري رابطه  .ود درهر ناحیه می باشدموج y و xاي جهته

)3-45(  2

1
( ) ( - )

K
T
l l

l
F

=

= ∑P R P σ  

)در نهایت با مشتق گیري از تابع .اد نقاط گوس موجود در هر ناحیه می باشدتعد Kکه در آن  )F P 

 کنترلی و مساوي صفر قرار دادن آن مختصات نقاط کنترلی صفحه تنش نقاط  zهاي  مؤلفهنسبت به 

  .بهبود یافته بدست می آید

)3-46(  1

,

( ) 0
i j

F
P

−∂
= ⇒ = ⇒ =

∂
P AP B P A B  
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  . شوند میمحاسبه  )47-3(به صورت Bو Aماتریسهاي که در آن

 )3-47(  
1 1

; .
i

K K
T

i i i
i i= =

= =∑ ∑A R R B R σ  

مرجع همانگونه که در  .ات نقاط کنترلی، سطح تنش مربوط به آن نیز بدست می آیدبا داشتن مختص

این میدان مؤلفه تنش نسبت به سطح تنش بدست آمده از روش  نشان داده شده است،] 24[

تواند به عنوان یک تخمین کننده بالقوه خطا براي  رو می باشد و از این ایزوژئومتریک دقیق تر می

روش کار این تخمین کننده خطا بدین صورت است که با در نظر . یک به کار رودتحلیل ایزوژئومتر

گرفتن اختلاف بین سطح تنش بازیافتی و سطح تنش بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک براي هر 

المان، به صورت تقریبی به یک معیاري جهت تعیین میزان خطاي موجود در آن المان دست پیدا 

با افزایش نقاط در  بدین منظور. حل تطبیقی مسئله پرداخت به توان یمدر مرحله بعد  .کرد

ی که داراي خطایی بیش از حد تعیین شده توسط نقاط کنترلی در اطراف المانافزایش بردارگرهی و یا 

تحلیل با توجه به شبکه جدید به بهبود محلی شبکه اولیه پرداخت و  توان می ،کاربر است

  .پذیرد و این روند تا حصول دقت مورد نیاز کاربر ادامه خواهد یافت میام ایزوژئومتریک دوباره انج

  دلیل دقت بیشتر تنش، در نقاط گوسی تحلیل ایزوژئومتریک -3-3-1

که تنش بدست آمده از حل ایزوژئومتریک با  به این دلیل استفوق همگرا بودن تنش در نقاط گوس 

معادل این است که به کمک روش حداقل ) انسیلمینیمم کردن تابع پت(توجه به رابطه سازي آن 

اثبات این موضوع به . مربعات بهترین سطح تنش را از مقدار دقیق تنش در نقاط گوسی عبور دهیم

  .شرح زیر است

معادله دیفرانسیل مربوط به یک مسئله الاستیسیته خطی با شرایط مرزي معلوم به صورت زیر 

  :باشد می
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)3-48(  0T on− ≡ − = ΩLu b B DBu b  

مقدار  uماتریس الاستیسیته و  D ،عملگر دیفرانسیل کرنش Bمعرف عملگر دیفرانسیل خطی،  Lکه 

همانطور که در ) u(در روش ایزوژئومتریک جواب دقیق مسئله . باشد می) جابجایی(مجهول مسئله 

  .شود به کمک روابط زیر تقریب زده میبیان شد ) 12-3(رابطه 

)3-49(  ( )
( )

( )
( )

, ,
0 0

, ,
0 0

ˆ, ,
ˆ

ˆ, ,

n m

i j u i j
i j

n m

i j v i j
i j

R
u x y u

v x y v R

ξ η

ξ η
= =

= =

 
         = ≈ = =     

        
  

∑∑

∑∑

P
u u

P
  

u, در رابطه بالا i jP  و,v i jP ي سوم مختصات نقاط کنترلی نربز در جهت ها هبه ترتیب بردار مولفu  و

v رود لفۀ تغییر مکان به شمار میباشند که به عنوان تنها پارامتر مجهول براي تعیین صفحۀ هر مو می .

  :باشد به صورت زیر می) 48-3(فرم ماتریسی رابطه 

)3-50(  ˆ .=u R P  

نسبی نربز و  اي هیماتریس توابع پا y ،Rو  xجهت  هاي ماتریس ستونی تغییر مکان ûدر رابطه بالا 

P  3(در اینصورت ماتریس کرنش و تنش به صورت روابط . باشد میماتریس ستونی نقاط کنترلی -

  .شوند میبیان ) 51-3(و ) 50

)3-51(  ˆ=ε Lu  

)3-52(  ˆ=σ Dε = DLu = DBP  

B=که در آن  LR باشد می .  

انرژي پتانسیل و مینیمم کردن  1در تابعک ûحل تقریبی به روش ایزوژئومتریک با جایگذاري مقدار

                                                 
1 Functional 
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شوند که  مینحوي محاسبه به ) P(این بدان معنی است که مختصات نقاط کنترلی . آید میآن بدست 

تابعک انرژي پتانسیل در مسائل الاستیسیته با توجه به رابطه . تابعک انرژي پتانسیل را مینیمم سازند

  :شود میبه صورت زیر بیان  uدر مقدار دقیق جابجایی  )3-48(

)3-53(  1 ( )
2

T Td
Ω Ω

∏ = Ω −∫ ∫Bu DBu u b  

که به  ∏*مینیمم کردن این تابعک معادل است با مینیمم کردن تابعک در ادامه اثبات خواهد شد که

  .شود میتعریف  )54- 3(رابطۀ صورت 

)3-54(  * 1 ˆ ˆ( ( )) ( )
2

T d
Ω

∏ = − − Ω∫ B u u DB u u  

ق و تقریبی تنش یعنیبه معنی این است که فاصله بین سطوح دقی ∏*مینیمم کردن تابعک

ˆ( )−DBu DBu  حداقل شود که این امر منجر به عبور بهترین سطح تنش از نقاط دقیق تنش معادله

این نقاط دقیق تنش با توجه به . شود میدیفرانسیل حاکم بر مسئله به کمک روش حداقل مربعات 

به زبانی ساده تر . باشند میوسی به روش عددي گوس، همان نقاط گ) 54-3(حل انتگرال رابطه 

توان اینطور بیان نمود که روند بدست آوردن تابع جابجایی در روش ایزوژئومتریک معادل است با  می

تولید بهترین سطح تنش به نحوي که فاصله این سطح تنش در نقاط گوس از سطح تنش دقیق 

در نقاط گوس نسبت به دیگر نقاط  توان بیان نمود که تنش بدست آمده میدر اینصورت . حداقل باشد

سطح تنش بدست آمده از حل ایزوژئومتریک، به تنش دقیق نزدیکتر است و از دقت بالاتري برخوردار 

  .باشد می

بدین  .معادل است ∏*با مینیمم کردن  ∏شود که چگونه مینیمم کردن تابعک  میدر ادامه اثبات 

  .شود میبه صورت زیر بیان  ûدر مقدار مشخص ∏تابعک  1منظور نمو

                                                 
1 variation 
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)3-55(  1 1ˆ ˆ( ) ( ) 0
2 2

TT Td d dδ δ δ δ
Ω Ω Ω

∏ = Ω + Ω − Ω=∫ ∫ ∫B u DBu Bu DB u u b  

  .درا به صورت زیر بیان نمو) 55- 3(توان رابطه  می Dبه دلیل متقارن بودن ماتریس الاستیسیته 

)3-56(  ˆ( ) 0
TT d dδ δ δ

Ω Ω

∏ = Ω − Ω =∫ ∫B u DBu u b  

δتواند هر مقداري داشته باشد در نتیجه می δuبا توجه به اینکه نمو  =u u  گیریم، در  میدر نظر

  :اینصورت خواهیم داشت

)3-57(  ˆ( ) 0
TT d d

Ω Ω

Ω − Ω =∫ ∫Bu DBu u b  

  :خواهیم داشت Dو با توجه به متقارن بودن ماتریس ) 53-3(از رابطۀ ) 57-3(با کمک کردن رابطه 

)3-58(  1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ) ( ) 0
2 2

T Td d
Ω Ω

∏ = − − Ω − Ω=∫ ∫B u u DB u u Bu DBu  

  :خواهیم داشت) 54-3(و ) 58-3(در اینصورت با توجه به رابطه 

)3-59(  * constant∏ = ∏ +  

. باشد میدر مسائل الاستیسیته  ∏معادل با ایستا کردن تابعک پتانسیل ∏*در نتیجه مینیمم کردن 

مورد استفاده براي تابع  اي هدرجه چند جمل pتوان بیان کرد که در صورتی که  میبر این اساس 

خواهد شد اما تنش بدست آمده در نقاط انتگرال  p-1جه میدان گرادیان مسئله باشد در uمجهول 

خواهد بود که به همین دلیل به این نقاط، نقاط فوق  pو برابر  uگیري گوس هم مرتبه با تابع مجهول 

  .شود میهمگرا گفته 

ي بر روي یک در تحلیل دو بعدي مسائل به کمک روش ایزوژئومتریک با توجه به اینکه انتگرال گیر

پذیرد نقاط فوق همگرا مطابق با نقاط گوسی مورد نیاز یک المان  میالمان مادر چهار ضلعی صورت 
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لازم به ذکر است که در تحلیل ). 4-3شکل (باشند  میمربعی جهت انتگرال گیري عددي 

به مرتبه  ایزوژئومتریک حداقل تعداد نقاط مورد نیاز جهت انتگرال گیري عددي به روش گوس با توجه

  ].53[توابع شکل از مورد مشابه آن در اجزاي محدود بیشتر است

  
  تشکیل شده است) patch( وصله فضاي فیزیکی که از یک ) الف

  
  

  
  

  Superconvergent sampling points 
(minimum integration points for two order shape function)  

  فضاي پارامتري) ب  )فضاي انتگرال گیري گوس( المان مادر) ج
  نقاط فوق همگرا در روش ایزوژئومتریک 4- 3شکل

سطح تنش  دیتنش و کاربرد نقاط فوق همگرا در تول افتیروش باز ییکارا شیجهت نمادر ادامه، 

. یلی پرداخته شده استتحلیل سه مثال نمونه داراي حل تحلبه بیان نتایج گرفته شده از  ،افتهیبهبود 

اي تحت بار متمرکز فشاري  اي شکل و صفحه دایره تیر دوسر مفصل تحت بار گسترده، تیر طره دایره

تنش با توجه به  فوق همگراينقاط  بهینه مکانهمچنین . باشند می بخشسه مثال حل شده در این 

 بدین منظور، .قرار گرفته استمرتبه توابع شکل مورد استفاده در تحلیل ایزوژئومتریک مورد بررسی 

نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی کل دامنه با چهار، نه، شانزده، بیست پنج و سی شش نقطه گوسی 

تعداد نقاط بهینه انتگرال گیري  ،محاسبه شده و با توجه به آن بخشبراي سه مثال حل شده در این 

  . معرفی شده است گوسی جهت بازیافت تنش و برآورد خطاي تحلیل ایزوژئومتریک
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  تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده - 3-4

یک تیر الاستیک خطی ایزوتروپیک دو سر مفصل تحت بار گسترده در  مدلسازي  بخش به نیدر ا

). 5-3شکل(شود می رداختهپ شرایط تنش مستوي توسط تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن 

   :باشد مثال به صورت زیر می نیا لیو تحل يپارامترهاي به کار برده شده در مدلساز

10 , 2 , 11 , 1500 , 0.25L C W E ν= = = = =  

  
  تیر دوسر مفصل تحت بار گسترده 5- 3شکل

تا ) 60-3(به صورت روابط  6-3تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به پارامترهاي تعریف شده در شکل

  .]54[تدر نظر گرفته شده اس) 3-62(

  
  ]54[در حل تحلیلی تیر دوسر مفصل تحت بار گسترده پارامترهاي تعریف شده 6- 3شکل

  

)3-60(  
2

2 3
2 3

3 2 3 2
4 5 4 3x
w l wy x y y
c c c

σ
   = − − −   

  
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)3-61(  3
3

3
2 4 4y

w w wy y
c c

σ = − + −  

)3-62(  2
3

3 3
4 4xy
w wx xy
c c

τ = − +  

نقطه کنترلی و دو ناحیه مشابه  105یزوژئومتریک از براي مدلسازي و تحلیل این تیر به روش ا

  ).7-3شکل(استفاده شده است

  
  تیر دوسر مفصل تحت بار گستردهنقاط کنترلی مورد استفاده در مدلسازي  7- 3شکل

ازتوابع شکل  ]55[با توجه به مرجع  ،جهت نمایش بهتري از کارایی تخمین کننده خطاي پیشنهادي

  .باشند به صورت زیر میηوξبردارهاي گرهی در جهات. یه استفاده شده استنربز مرتبه دو در هر ناح

{ } { }0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1 , 0,0,0.3,0.5,0.7,1,1ξ η= =  

در این مثال از نه نقطه گوس جهت انتگرالگیري  ،و با توجه به مرتبه توابع شکل 4-3شکلمطابق با 

  .هر المان استفاده شده است عددي و نقاط بهینه تنش در

حاصل از حل ایزوژئومتریک و حل دقیق به همراه  xyτو xσسطح تنش  9-3و  8-3 هاي در شکل

شود سطح تنش بهبود یافته  همان طور که مشاهده می. سطح تنش بهبود یافته نشان داده شده است

  .تنش ایزوژئومتریک، تطابق قابل توجهی نسب به سطح تنش دقیق دارددر مقایسه با سطح 

. نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی نشان داده شده است 10-3در شکل 

نحوه تغییرات نرم خطاي تقریبی به تغییرات نرم خطاي دقیق بسیار  ،شود میهمان طور که مشاهده 

ه کارایی مطلوب تخمین کننده خطا و صحت فوق همگرا بودن نقاط نزدیک است که نشان دهند
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همانطور که در فصل . محاسبه شده است 93/0همچنین شاخص تاثیر براي کل دامنه، . گوسی است

هرچه به عدد یک نزدیکتر  است وگر خطا  شاخص تاثیر معیاري براي بیان دقت محاسبهقبل بیان شد، 

  .اسبه گر خطا استباشد نشان دهنده کاریی بهتر مح

  
  حل ایزوژئومتریک) الف

  

 
 حل بهبود یافته) ب

  
 حل دقیق) ج

 تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده xσسطح تنش  8-3شکل 
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  حل ایزوژئومتریک) الف

  

 
 

 حل بهبود یافته) ب

  
 حل دقیق) ج

 دو سر مفصل تحت بار گسترده تیر xyτسطح تنش  9-3شکل 

  اي شکل طره دایرهتیر  - 3-5

الاستیک در شرایط تنش مستوي توسط  اي شکل طره دایره یک تیر مدلسازي  قسمت به نیدر ا

پارامترهاي به کار برده ). 11-3شکل (شود می رداختهپ تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن 

   :باشد به صورت زیر میمثال  نیا لیو تحل يشده در مدلساز

58 , 10 , 100 , 2 10 , 0.3a b P E ν= = = = × =  
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  نرم خطاي تقریبی) الف

  

  
  نرم خطاي دقیق) ب

  تیر دو سر مفصل تحت بار گستردهنحوه توزیع نرم خطاي انرژي  10-3شکل 
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  اي شکل تیر طره دایره 11-3شکل 

-3ي تعریف شده در شکل تنشهاي دقیق این مسئله در دستگاه مختصات قطبی با توجه به پارامترها

  .]54[در نظر گرفته شده است) 65-3(تا ) 63-3(به صورت روابط   11

)3-63(  
2 2 2 2

3( )sinr
P a b a br
N r r

σ θ
+

= + −  

)3-64(  
2 2 2 2

3(3 )sinP a b a br
N r rθσ θ

+
= − −  

)3-65(  
2 2 2 2

3( )cosr
P a b a br
N r rθτ θ

+
= − + −  

  .به صورت زیر در نظر گرفته شده است Nروابط بالا در 

2 2 2 2( ) log( )bN a b a b
a

= − + +  
نقطه کنترلی استفاده شده  175و  وصلهبراي مدلسازي و تحلیل این تیر به روش ایزوژئومتریک از یک 

  ).12-3شکل (است

گیري عددي از مشابه مثال قبل، جهت تحلیل این مسئله از توابع شکل نربز مرتبه دو و جهت انتگرال 
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به صورت زیر در نظر گرفته شده  ηوξبردارهاي گرهی در جهات. نه نقطه گوسی استفاده شده است

  .است

0,0,0.041,0.083,0.125,0.166,0.208,0.25, 
0.291,0.33,0.375,0.416,0.4583,0.5,0.5416,  

, 0,0,0.1666,0.333,0.5,0.666,0.833
0.583,0.625,0.66,0.7083,0.75,0.7916, 
0.833,0.875,0.916,0.9583,1,1 

ξ η

 
 
 = = 
 
  

{ },1,1 

یزوژئومتریک و حل دقیق به همراه حاصل از حل ا yσبه عنوان نمونه کانتور تنش  13-3در شکل 

شود در این مثال نیز توزیع  همان طور که مشاهده می. کانتور تنش بهبود یافته نشان داده شده است

تنش بهبود یافته در مقایسه با توزیع تنش ایزوژئومتریک، تطابق قابل توجهی نسب به تنش دقیق 

  .دارد

  
  اي شکل ترلی تیر طره دایرهنحوه آرایش و شماره گذاري نقاط کن 12-3شکل 
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  حل ایزوژئومتریک) الف

 
  حل بهبود یافته) ب

  
  حل دقیق) ج

  اي شکل تیر طره دایره yσکانتور تنش 13-3شکل 
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. نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی نشان داده شده است 14-3در شکل 

شود در این مثال نیز نحوه تغییرات نرم خطاي تقریبی به تغییرات نرم  می همان طور که مشاهده

خطاي دقیق بسیار نزدیک است که نشان دهنده کارایی مطلوب تخمین کننده خطا و صحت فوق 

  .محاسبه شده است 95/0همچنین شاخص تاثیر براي کل دامنه، . همگرا بودن نقاط گوسی است

  
  نرم خطاي تقریبی) الف

  
  نرم خطاي دقیق) ب

  اي شکل تیر طره دایره تقریبیو نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق  14-3شکل 
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  فشاري  بار متمرکزاي تحت  صفحه دایره -3-6

در این مثال به بررسی خاصیت فوق همگرایی نقاط گوسی در تولید سطح تنش بهبود یافته و برآورد 

رسد که مسائل  میالبته به نظر . پردازیم تکین می خطاي تحلیل ایزوژئومتریک یک مسئله داراي نقطه

هاي  با نقطه تکین، به علت بالا بودن خطاي آلودگی، مسائل خوبی جهت بررسی کارایی تخمین کننده

روند؛ اما هدف از این مثال همان طور که گفته شد، بررسی خاصیت نقاط گوسی در  خطا به شمار نمی

با توجه به اینکه زیر بار متمرکز به عنوان یک . باشد ادي مینحوه رفتار برآوردکننده خطاي پیشنه

نقطه تکین، داراي خطاي زیادي نسبت به سایر نقاط است، لذا یک تخمین کنندة خطاي مناسب باید 

در صورتی که بهبود شبکه با توجه به نتایج بدست . به طور نسبی قادر به نمایش این توزیع خطا باشد

ا مورد نظر باشد، تخمین کنندة خطایی که داراي آرایشی مناسب باشد آمده از تخمین کنندة خط

  . تواند برنامه را در هر مرحله به بهبود محلی شبکه در اطراف نوك ترك راهنمایی کند می

پارامترهاي . شود شکل  تحت بار متمرکز قطري مشاهده می اي همشخصات صفحه دایر 15-3در شکل 

  .باشد میمسئله به صورت زیر  بکار گرفته شده جهت تحلیل این

2 , 100 , 1000 , 0.3R P E ν= = = =  

  
  فشاريمتمرکز  بارتحت  اي هصفحه دایر 15-3شکل 
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) 66-3(به صورت روابط  15- 3تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به پارامترهاي تعریف شده در شکل 

  .]54[باشد می) 68-3(تا 

)3-66(  
2 2

4 4
1 2

2 ( ) ( ) 1
2x

P R y x R y x
r r R

σ
π

 − +
= − + − 

 
  

)3-67(  
3 3

4 4
1 2

2 ( ) ( ) 1
2y

P R y R y
r r R

σ
π

 − +
= − + − 

 
  

)3-68(  
2 2

4 4
1 2

2 ( ) ( )
xy

P R y x R y x
r r

τ
π

 − +
= − 

 
  

  .باشند میبه صورت زیر   r2و  r1در روابط بالا 

2 2 2 2
1 2( ) , ( )r x R y r x R y= + − = + +  

نقطه کنترلی و چهار ناحیه مشابه  513براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به روش ایزوژئومتریک از 

  ).16-3  شکل(به شکل ربع دایره استفاده شده است

  
  تحت فشار  ايالمانبندي در صفحه دایرهو آرایش نقاط کنترلی  16-3شکل 

از توابع شکل نربز مرتبه سه و جهت انتگرال گیري عددي از  وصلهجهت تحلیل این مسئله در هر 
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به صورت زیر در  وصلهدر هر  ηوξبردارهاي گرهی در جهات. ه استشانزده نقطه گوسی استفاده شد

  .نظر گرفته شده است

0,0,0,0.0769,0.1538,0.2307,0.3076,
0,0,0,0.1428,0.2857,0.4285,0.5714,

0.3846,0.4615,0.5384,0.6153,0.6923, ,
0.71428,0.8571,1,1,1

0.7692,0.8461,0.9230,1,1,1 
ξ η

 
  = =   
  

 

  

نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی براي این مثال نشان  17-3در شکل 

شود تطابق قابل قبول آن با  ان طور که در توزیع نرم خطاي تقریبی مشاهده میهم. داده شده است

توزیع نرم خطاي دقیق و  افزایش قابل ملاحظه میزان خطا در نوك بار متمرکز نسبت به سایر نقاط، 

همچنین در . باشد مینشان دهنده رفتار مناسب تخمین کننده خطا بویژه در شناسایی نقطه تکینگی 

  .محاسبه شده است 47/0شاخص تاثیر براي کل دامنه، این مثال 

  
  نرم خطاي تقریبی) الف

  
  نرم خطاي دقیق) ب

  اينحوة توزیع نرم خطاي انرژي صفحه دایره 17-3شکل 
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  بررسی تعداد بهینه نقاط انتگرالگیري گوس به عنوان نقاط فوق همگراي تنش  - 3-7

شود؛ بدین  میسی به عنوان نقاط بهینه تنش پرداخته در این بخش به بررسی و یافتن بهترین نقاط گو

منظور به مقایسه شاخص تاثیر برآورد کننده خطا در سه مثال نمونه بیان شده در این با چهار، نه، 

پنج المان مربعی و  18-3در شکل . شانزده، بیست پنج و سی شش نقطه گوسی پرداخته شده است

نشان داده  اند،قرار گرفته مورد استفاده نوان نقاط بهینه تنشی که به عتعداد نقاط انتگرال گیري گوس

  .شده است

          
 چهار نقطه گوسی

  
 نه نقطه گوسی

  
 شانزده نقطه گوسی

  
 بیست و پنج نقطه گوسی

  
 سی و شش نقطه گوسی

  
  نقاط گوسی استفاده شده به عنوان نقاط فوق همگراي تنش 18-3شکل 

ثیر برآورد کننده خطا، با توجه به مرتبه توابع شکل نربز، براي پنج ، مقادیر شاخص تا1-3در جدول 

  .شودمشاهده می 18-3المان نشان داده شده در شکل 

  براي نقاط گوسی مختلف، تاثیر برآورد کننده خطا شاخصدیر مقا 1-3جدول 

 تعداد نقاط
انتگرال گیري 

  گوس به روش 

  مسائل نمونه
تیر دوسر مفصل 

تحت بار 
  گسترده

توابع شکل (
  )مرتبه دو

تیر طره 
  اي شکل دایره

توابع شکل (
  )مرتبه دو

اي  صفحه دایره
 بار تحت 
  فشاري متمرکز

توابع شکل (
  )مرتبه سه

  چهار

  
0.9183 0.9441 0.3834 

  نه

  
0.9262 0.9456 0.4647 

  شانزده

  
0.9126 0.9415 0.4703 

  بیست و پنج

  
0.9160 0.9440 0.4308 

سی و شش

  
0.9148 0.9427 0.4170 



  کرنش مسطح - تحلیل ایزوژئومتریک مسائل تنش تنش و برآورد خطا در روش بازیافت    سومفصل 

70 
 

شاخص تاثیر نسبت مجموع نرم خطاي تقریبی به نرم خطاي  ،بیان شددر فصل قبل  همان طور که

باشد و هرچه این شاخص به یک نزدیکتر شود نشان دهنده قدرت بیشتر برآورد کننده خطا  دقیق می

ثیر براي هر یک از بیشترین میزان شاخص تا 1در جدول . در تخمین میزان خطا در مسئله خواهد بود

شود بیشترین میزان شاخص  میهمان طور که مشاهده  .مسائل نمونه از دیگر مقادیر متمایز شده است

بلکه براي مسائل . باشد میتاثیر براي هر مثال مطابق با بیشترین نقاط انتگرال گیري به روش گوس ن

توابع شکل مرتبه دو مورد تحلیل شکل که با  اي هتیر دو سر مفصل تحت بار گسترده و تیر طره دایر

 شکل که با توابع شکل مرتبه سه مورد اي هباشد و براي مسئله صفحه دایر میقرار گرفته اند، نه نقطه 

توان بیان  با توجه به این نتایج می. تحلیل قرار گرفته است این نقاط به شانزده نقطه افزایش یافته اند

بهینه تنش وابسته به مرتبه توابع شکل مورد استفاده در تعداد نقاط  ،مسئلهدر این سه  نمود که

به طوري که با توجه به مرتبه توابع شکل، محل نقاط بهینه تنش منطبق بر  ،باشند تحلیل مسئله می

نکته مهم دیگري که از  .حداقل تعداد نقاط انتگرال گیري به روش گوس در تحلیل ایزوژئومتریک است

ود این است که برآورد کنند خطا در تمام نقاط گوسی ارائه شده ش میبرداشت  1-3نتایج جدول 

باشد و این موضوع نشان دهنده فوق همگرا  میداراي شاخص تاثیرهاي نزدیک به هم و قابل قبولی 

  .باشد میبودن تمام نقاط گوسی، بدون در نظر گرفتن تعداد آنها در تحلیل ایزوژئومتریک 
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  مقدمه -1- 4

توان از خاصیت فوق همگرایی نقاط گوسی در بهبود نتایج  میدر فصل قبل نشان داده شده که چگونه 

در این . کرنش مسطح و برآورد خطاي آن استفاده نمود- حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک مسائل تنش

اثیر استفاده از در تحلیل ایزوژئومتریک مسائل با تقارن محوري و بررسی ت، این روشبه توسعه  فصل

بدین منظور به مدلسازي و  .شودمینقاط فوق همگرا جهت بهبود حل و برآورد خطاي آن پرداخته 

لوله بلند جدار . تحلیل دو مثال نمونه با شرایط تقارن محوري و داراي حل تحلیلی پرداخته شده است

ر مرکز، دو مثال حل شکل تحت بار متمرکز د اي هضخیم تحت فشار داخلی و خارجی و صفحه دایر

- با توجه به تشابه توزیع نرم خطاي دقیق و تقریبی و بهبود دقت مولفه .باشند می بخششده در این 

توان بیان  می، بخشهاي تنش بازیافتی نسب به حل ایزوژئومتریک براي دو مثال حل شده در این 

همگرایی مناسبی برخوردار نمود که نقاط گوسی در تحلیل مسائل متقارن محوري نیز از خاصیت فوق 

توان از آنها جهت بهبود نتایج تحلیل ایزوژئومتریک مسائل متقارن محوري و برآورد  میباشند و  می

  .  خطاي آن استفاده نمود

در ادامه به بیان فرمولبندي تحلیل ایزوژئومتریک در تحلیل مسائل متقارن محوري پرداخته شده 

هبود یافته بر مبناي نقاط فوق همگرا، براي مسائل با شرایط است؛ همچنین نحوه تشکیل سطح تنش ب

  .تقارن محوري بیان شده است

   هاي داراي تقارن محوري سازه - 2- 4

تحلیل اجسامی که تقارن محوري دارند و بار اعمالی به آنها نیز متقارن محوري است در بسیاري از  

هاي   توان بررسی تنش و کرنش نوع تحلیل می هاي این ازکاربرد. هاي  مهندسی  مورد  نیاز است پروژه

هاي  ها و پی هاي توربین ها، دیسک در لوله اعمالی به یک مخزن بزرگ تحت فشار، تحلیل جریان سیال

هایی هستند که از هاي متقارن محوري سازه سازه. قرار گرفته بر روي بستر خاکی را نام برد اي هاستوان

 θنسبت به  اي هرزي و بارگذاري در دستگاه مختصات استواننظر هندسه، خواص ماده، شرایط م
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کند که هیچ نوع حرکت و تغییر مکانی  وجود تقارن محوري تضمین می). 1-4شکل (مستقل هستند 

)مسئله سه بعدي در مختصات بنابراین. وجود ندارد θدر امتداد زاویه  ), ,r zθ  به مسئله دو بعدي در

  .کند کاهش پیدا می rzصفحه

 
  تحلیل دو بعدي در حالت تقارن محوري 1-4شکل 

  فرمولبندي تحلیل ایزوژئومتریک در مسائل متقارن محوري - 3- 4

بـه   zو  rان جهـت  تغییر مک ـ هايمولفهکرنش مسطح، -در مسائل متقارن محوري، مشابه مسائل تنش

شود که ارتفاع سطح تشکیل شده از تراز مبنا در هـر نقطـه از    یک سطح نربز، طوري تعیین میصورت 

اي اگـر نقـاط کنترلـی را بـه گونـه      .مسئله در آن مکـان باشـد   تغییر مکاني مقدار ، بیان کنندهدامنه

r,(هاي اول و دوم مختصات ایـن  نقـاط،    انتخاب کنیم که مولفه zP P(    بتواننـد هندسـه مسـئله را در ،

کنیم کـه   سوم مختصات این نقاط را طوري محاسبه می يبرآورد کنند، در این صورت مولفه rzصفحه 

اگـر  بنـابراین   .ي تغییر مکان آن نقطـه باشـد  نشان دهنده rzارتفاع رویه در هر نقطه نسبت به صفحه

نشـان   vو uهر نقطه را بـه ترتیـب بـا    ) zدر جهت(و محوري ) rدر جهت(هاي شعاعی تغییر شکل

قاط کنترلی صورت زیر از روي نرا به وصلهتوان تغییر مکان هر نقطه در داخل زیر دامنه نربز  دهیم، می

  .مربوط درونیابی کرد
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i,ي بالا در رابطه jPهاي سوم مختصات نقاط کنترلی نربز،  ها نمایشگر بردار مولفه,i jR اي توابع پایه

، خاصیت بازه تاثیر توابع نربز با توجه به .باشند می zو  rهاي در جهت نترلیتعداد نقاط ک nو   mنربز و

  .کاهش داد )2-4(را به معادله  )1-4(توان معادله  می
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مطابق  ماتریس ستونی مختصات نقاط کنترلی Pاي نسبی نربز وماتریس توابع پایه Rکه در آن 

  .شوندتعریف می) 17-3(و ) 16-3(روابط 

باشد؛ که به صورت  مستقل از هم می ها داراي چهار مولفه در مسائل داراي تقارن محوري بردار کرنش

  :ودش زیر تعریف می

)4-3(  
rr

zz
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θθ

ε
ε
ε
ε

 
 
 =  
 
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ε  

خواه بدست ها را در هر نقطه دل توان کرنش می ،دامنهریمکان در نقاط داخل هر ز رییبا معلوم بودن تغ

  :خواهیم داشت )4-4(صورت مطابق رابطه در این. آورد

)4-4(  
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u
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v
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ε Lu  

u ها،  بردار تغییر مکانε کرنش، وL دیفرانسیلی است که براي مسائل متقارن محوري  یک عملگر
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  :ودش تعریف می )5-4(صورت رابطه به

)4-5(  
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  :صورت زیر تقریب زدها را به توان کرنش می )4- 4(در رابطه  )2-4(گذاري با جاي

)4-6(  =ε BP  
صورت رابطه براي مسائل تقارن محوري به Bماتریس  Lگیري با توجه به ماتریس دیفرانسیلکه 

صورت رابطه توان چهار مولفه تنش را به چنین در مسائل متقارن محوري میهم. خواهد بود )4-7(

  .ها در نظر گرفت براي بردار تنش )4-8(
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ی کشسان، رابطه باشد  می) 21-3(رابطه  صورتها به ها و کرنش بین تنش يبا فرض وجود رفتار خطّ

  )9-4(، براي مسائل با شرایط تقارن محوري به صورت رابطه ماتریس خواص مصالح Dکه در آن 

  .شودمیبیان 
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کرنش مسطح بیان شده -ل براي مسائل تنشمشابه فرآیند تشکیل ماتریس سختی که در فصل قب

توان ماتریس سختی هر  میاست، براي مسائل متقارن محوري نیز با استفاده از رهیافت کار مجازي 

  .محاسبه نمود )10-4(وصله از دامنه مدلسازي شده را مطابق رابطه 

)4-10(  T
patch V

r drdzdθ= ∫ ∫ ∫K B DB  
- با استفاده از المان حجمی نربز امکان انتگرال ماتریس سختی در مسائل متقارن محوريي محاسبه

شود و به صورت یک حلقه با  پذیر است که از دوران یک المان سطحی نربز حول محور تقارن ایجاد می

اي به صورت ت استوانهبایستی توجه داشت که جزء حجم در مختصا .باشد سطح مقطع چهار ضلعی می

dv r drdzdθ= چنین با توجه با این نکته که مسائل متقارن محوري مستقل از هم. باشد میθ 

  :توان این انتگرال را به صورت دو بعدي زیر تبدیل کرد باشند، می می

)4-11(  2 T
patch V

r drdzπ= ∫ ∫K B DB  
  .شود محاسبه می )12-4(رابطه و در نهایت انتگرال ماتریس سختی به روش گوس به صورت 

)4-12(  ( ) ( ) 1 2
1 1

2 , , det det .
m n

T
patch i j

j i
r s r s r w wπ

= =

= ∑∑K B DB J J  

i.در هر المان و  sو  rتعداد نقاط گوس در جهت  nو  mکه در آن  jw w باشد وزن نقاط گوس می .  

  تشریح روش برآورد خطا در مسائل متقارن محوري  -4- 4

با توجه به توابع  ي تنش راها هسطح بهبود یافته هر یک از مولفتوان  میدر مسائل متقارن محوري، 

  :در نظر گرفت )13-4(به صورت رابطه شکل نربز 
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شود،  همان طور که مشاهده می. شوند میتعریف ) 42-3(و ) 41-3(مطابق روابط  Rو  Pکه در آن 

) Pبردار (نقاط کنترلی  سومتنها پارامتر مجهول جهت تعیین سطح هر مولفه تنش، مختصات 

مجموع مربعات اختلاف تنش بین مقدار بدست آمده از تحلیل  ن مقادیر،براي تعیین ای. باشد می

)براي این منظور تابع. کنیم ایزوژئومتریک و تنش بهبود یافته را در نقاط گوس مینیمم می )F P  را

  :کنیم براي هر مولفه تنش به صورت زیر تعریف می
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)4-17(  2
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rz l rz rz
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F
=

= ∑P R P  
تعداد نقاط گوس موجود در هر  Kبدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و  مولفه تنش σکه در آن 

)در نهایت با مشتق گیري از تابع .باشد ناحیه می )F P مجهول بردار هاي  نسبت به مؤلفهP  و مساوي

 .آید یها بدست م بهبود یافته هر یک از مولفه صفر قرار دادن آن مختصات نقاط کنترلی صفحه تنش

*به طور مثال براي مولفه تنش بهبود یافته
rr

σ خواهیم داشت:  
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( ) 0rr
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  :که در آن
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= =∑ ∑A R R B R  

. آید بدست میي تنش، سطح مربوط به آن نیز ها هبا داشتن مختصات نقاط کنترلی هر یک از مولف

تنش نسبت به سطح  سطحاین براي مسائل متقارن محوري نیز همانگونه که در ادامه خواهیم دید، 

تواند به عنوان یک تخمین  رو می باشد و از این تنش بدست آمده از روش ایزوژئومتریک دقیق تر می

  . دبه کار رومسائل متقارن محوري  ایزوژئومتریک کننده بالقوه خطا براي تحلیل

در ادامه جهت بررسی کارایی این تخمین کننده خطا در برآورد خطاي تحلیل ایزوژئومتریک مسائل 
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متقارن محوري به مدلسازي و مقایسه نرم خطاي انرژي تقریبی و نرم خطاي انرژي دقیق و نحوه 

پرداخته باشند،  میي تنش براي دو مسئله نمونه الاستیسیته که داراي حل تحلیلی ها هتغییرات مولف

  .شده است

   لوله بلند جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجی -5- 4

در این قسمت به بیان نتایج گرفته شده از مدلسازي یک لوله بلند جدار ضخیم تحت فشار داخلی و 

خارجی یکنواخت و در شرایط تقارن محوري، توسط تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن 

  ).2-4شکل (شود  پرداخته می

  
  لوله جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجی 2- 4شکل

نیز به دلیل بلند بودن  zدر این مسئله علاوه بر داشتن شرایط تقارن محوري، کرنش در جهت محور 

  .شود میطول لوله صفر در نظر گرفته 

  :باشند میتحلیل این مسئله به صورت زیر پارامترهاي به کار برده شده در 
5

1 2 1 24, 6, 20, 10, 2 10 , 0.3r r P P E ν= = = = = × =  

ارائه شده  )21-4(تا  )19-4(تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به حل تحلیلی آن به صورت روابط 

  .]54[است
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−

  

نقطه کنترلی استفاده  40و  وصلهبراي مدلسازي و تحلیل این مسئله به روش ایزوژئومتریک از یک 

رزي اعمال مختصات نقاط کنترلی و ترتیب نامگذاري آنها به همراه شرایط م 3-4در شکل . شده است

  .شده به نقاط کنترلی مربوطه نشان داده شده است

  
  لوله جدار ضخیم تحت فشار داخلی و خارجینقاط کنترلی و شرایط مرزي  3-4شکل 

ازتوابع شکل  ]55[جهت نمایش بهتري از کارایی تخمین کننده خطاي پیشنهادي با توجه به مرجع 

جه با مرتبه تابع شکل از نه نقطه گوسی جهت انتگرال همچنین با تو. نربز مرتبه دو استفاده شده است

ξوηبردارهاي گرهی در جهات. گیري عددي و نقاط بهینه تنش استفاده شده است به صورت زیر   

   .باشند می

{ }
0,0,0.053,0.105,0.158,0.210,0.263,0.316,

0,0,1,1 ; 0.368,0.421,0.4746,0.526,0.579,0.632,
0.684,0.737,0.789,0.842,0.895,0.947,1,1

η ξ
 
 = =  
 
 

  

براي حل دقیق، ایزوژئومتریک و حل بهبود یافته  rσش مولفه، به عنوان نمونه، کانتور تن4- 4در شکل 

شود نحوه تغییرات تنش بهبود یافته تشابه بیشتري  میهمان طور که مشاهده . نشان داده شده است

  . با حل دقیق نسبت به حل ایزوژئومتریک دارد
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  حل ایزوژومتریک ) الف

  
  حل دقیق) ب

  
  د یافتهحل بهبو) ج

  لوله جدار ضخیم  rσکانتور تنش مولفه 4-4شکل 
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 .نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی نشان داده شده است  5-4در شکل 

شود، تشابه در نحوة توزیع نرم خطاي تقریبی نسبت به نرم خطاي دقیق در  همان طور که مشاهده می

گر خطاي پیشنهادي براي برآورد خطاي مسائل متقارن  ل، نشانه کارایی مناسب محاسبهاین مثا

  .باشد محوري می

  
  نرم خطاي دقیق) الف

  

  
  نرم خطاي تقریبی) ب

  توزیع نرم خطاي انرژي لوله جدار ضخیم 5-4شکل 

ترسیم نمودار  جهت مقایسه دیگري از نحوه تغییرات تنش دقیق با حل ایزوژئومتریک و بهبود یافته، به
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مشاهده  6-4پرداخته شده است که در شکل ) r,0.5(تغییرات تنش در مسیر افقی به مختصاتهاي 

  .شودمی

  
  rσمولفه تنش) الف

  
  θσمولفه تنش) ب

  
  zσمولفه تنش) ج

 Z=0.5تنش لوله جدار ضخیم در مسیر  هاي فهنمودار تغییرات مول 6-4شکل 
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   شکل تحت بار متمرکز اي هصفحه دایر - 6- 4

تحت بار  اي هشود، مدلسازي یک صفحه دایر میمسئله نمونه دیگري که در این قسمت به آن پرداخته 

شکل (باشد آن، تحت شرایط تقارن محوري می هاي مفصلی در لیه هاي گاه در مرکز و تکیه Pمتمرکز 

4-7.(  

  
  شکل تحت بار متمرکز در مرکز اي هصفحه دایر 7-4شکل 

  :باشند می، پارامترهاي به کار برده شده در تحلیل این مسئله به صورت زیر 7-4با توجه به شکل 

10, 1, 10, 1000, 0.3R h P E ν= = = = =  

ارائه  )24-4(تا  )22-4(به صورت روابط  1تنشهاي دقیق این مسئله با فرض مدل صفحه کیرشهف

  .]56[شده است

)4-22(  3

12 , (1 ) log
4

r
r r

M Z P RM
h r

σ υ
π

= = +  

)4-23(  
3

12 ,

(1 ) log 1
4

M Z
h

P RM
r

θ
θ

θ

σ

υ υ
π

=

 = + + −  

  

)4-24(  0 , 0z zrσ σ= =  
 r=0شود، پاسخ تحلیلی این مسئله در  میمشاهده  )23-4(و  )22-4(که در معادلات  همان طور

لازم به ذکر است که معمولا مسائل با نقطه تکین، به علت بالا بودن خطاي . باشد داراي نقطه تکین می

روند؛ اما هدف از ارائه  هاي خطا به شمار نمی تخمین کنندهآلودگی، مسائل خوبی جهت بررسی کارایی 

 r=0با توجه به این نکته که در نقاط تکین . باشد این مثال، بررسی رفتار تخمین کننده خطا می
                                                 
1 Kirchhoff plate model 
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خطاي زیادي نسبت به سایر نقاط وجود دارد، لذا یک تخمین کنندة خطاي مناسب باید به طور نسبی 

در صورتی که بهبود شبکه با توجه به نتایج بدست آمده از . باشد قادر به نمایش این توزیع خطا

تواند  تخمین کنندة خطا مورد نظر باشد، تخمین کنندة خطایی که داراي آرایشی مناسب باشد می

  .برنامه را در هر مرحله به بهبود محلی شبکه در اطراف نوك ترك راهنمایی کند

نقطه کنترلی استفاده  145و  وصلهیزوژئومتریک از دو براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به روش ا

و شرایط مرزي اعمال شده به آنها نشان  وصلهمختصات نقاط کنترلی در هر  8-4در شکل . شده است

  .داده شده است

  
  در مرکز اي تحت بار متمرکز صفحه دایره نقاط کنترلی و شرایط مرزي 8-4شکل 

توابع شکل نربز مرتبه دو و نه نقطه گوسی جهت انتگرال گیري  مشابه مثال قبل، در این مسئله نیز از

ξوηبردارهاي گرهی درجهات. استفاده شده است وصلهعددي و نقاط بهینه تنش در هر  به صورت   

   .باشند زیر می

{ }
0,0,0.05,0.11,0.16,0.21,0.26,0.32,

0,0,0.25,0.5,0.75,1,1 ; 0.37,0.42,0.47,0.53,0.58,0.63,0.68,
0.74,0.79,0.84,0.89,0.95,1,1

η ξ
 
 = =  
 
 

  

 .تقریبی نشان داده شده است م خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژينحوة توزیع نر 9-4در شکل 

نسبت به سایر  r=0شود، در توزیع نرم خطاي تقریبی نیز میزان خطا در  همان طور که مشاهده می

  .باشد مینقاط بیشتر نشان داده شده است که نشان دهنده رفتار مناسب تخمین کننده خطا 
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  نرم خطاي دقیق) الف 

  
  رم خطاي تقریبین) ب

  اي توزیع نرم خطاي انرژي صفحه دایره 9- 4شکل

جهت مقایسه نحوه تغییرات تنش دقیق با حل ایزوژئومتریک و بهبود  11- 4و  10-4 هاي در شکل

) z,0.5(و عمودي ) r,0.25(یافته، به ترسیم نمودار تغییرات تنش در مسیر افقی به مختصاتهاي 

نمودارها  r=0ست که به علت تغییرات زیاد حل تحلیلی در نزدیکی لازم به ذکر ا .پرداخته شده است

  .به بعد ترسیم شده اند r=0.3از 

با توجه به تشابه توزیع نرم خطاي تقریبی و نرم خطاي دقیق در مسائل حل شده در این در نهایت 
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هاي  لفههاي تنش بهبود یافته به حل دقیق، نسبت به مو هاي مولفه و همچنین نزدیکی نمودار بخش

توان بیان نمود که نقاط فوق همگراي تنش در تحلیل  میتنش ایزوژئومتریک در این مسائل، 

توان از آنها به  میباشند و  میایزوژئومتریک مسائل متقارن محوري نیز از کارایی مناسبی برخوردار 

حلیل مسائل عنوان راه حلی ساده و مهندسی جهت برآورد خطا و بهبود میدان تنش بدست آمده از ت

  .متقارن محوري به روش ایزوژئومتریک نام برد

  
  rσمولفه تنش) الف

  
  θσمولفه تنش) ب

  Z=0.25اي در مسیر  تنش صفحه دایره هاي نمودار تغییرات مولفه 10- 4شکل
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  rσمولفه تنش) الف

  
  θσتنش مولفه) ب

  
  zσمولفه تنش) ج

  R=0. 5در مسیر  اي صفحه دایرهتنش  هاي نمودار تغییرات مولفه 11- 4شکل
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  مقدمه -1- 5

بود سه و چهار، کاربرد استفاده از نقاط فوق همگراي گوسی در تشکیل سطح تنش به هاي در فصل

اما با توجه به اینکه . یافته و برآورد توزیع خطاي مسائل دوبعدي ایزوژئومتریک مورد بررسی قرار گرفت

بررسی تاثیر  اي در طراحی مهندسی و حل مسائل واقعی دارد،تحلیل مسائل سه بعدي، کاربرد ویژه

راهکار موثر جهت  ارائه یک نقاط فوق همگراي گوسی در تشکیل سطح تنش بهبود یافته این مسائل و

، از اهمیت بالایی سه بعديمسائل برآورد خطا و افزایش قابلیت اعتماد نتایج حاصل از تحلیل 

 ،در این فصل به توسعه روش برآورد خطا بر مبناي نقاط فوق همگراي مسائل دو بعدي. برخوردار است

انتگرال استفاده از نقاط  سه بعدي و بررسی تاثیر هايمسئلهتحلیل ایزوژئومتریک  جهت استفاده در

بدین منظور به  .پرداخته شده است این مسائلجهت بهبود حل و برآورد خطاي  گیري گوسی

تیر طره با مقطع دایره و . مدلسازي و تحلیل دو مثال نمونه داراي حل تحلیلی پرداخته شده است

نرم خطاي دقیق و تقریبی و با توجه به تشابه توزیع . باشندمربع دو مثال حل شده در این پژوهش می

هاي تنش بازیافتی نسبت به حل ایزوژئومتریک براي دو مثال حل شده در این بهبود دقت مولفه

پژوهش، می توان بیان نمود که نقاط گوسی در تحلیل ایزوژئومتریک مسائل سه بعدي نیز از خاصیت 

هبود نتایج تحلیل ایزوژئومتریک توان از آنها جهت بباشند و می فوق همگرایی مناسبی برخوردار می

  .مسائل سه بعدي و برآورد خطاي آن استفاده نمود

به چگونگی تولید هندسه سه بعدي با استفاده از تکنیک نربز در تحلیل ایزوژئومتریک در ادامه 

همچنین فرمولبندي تحلیل سه بعدي مسائل با استفاده از روش ایزوژئومتریک . پرداخته شده است

د و در نهایت نحوه تشکیل تنش بهبود یافته در تحلیل ایزوژئومتریک مسائل سه بعدي شو میبیان 

  .تشریح شده است

  تولید هندسه سه بعدي با استفاده از تکنیک نربز - 2- 5

توسط تکنیک نربز بیان  ها و سطوحمنحنی در چگونگی تشکیل 1-2-3فرمولهاي که در بخش  مشابه
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  .]51[ شوندبیان می )1-5(یک نربز مطابق رابطه احجام نیز با استفاده از تکن، شد

)5-1(  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , , , ,

, ,
0 0 0

, , , , ,
0 0 0

, , , ,
0 0 0

, ,

0 , , 1

n m l
i p j q k r i j k

i j kn m l
i j k

i p j q k r i j k
i j k

n m l

i j k i j k
i j k

N N N w
V P

N N N w

R P

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

= = =

= = =

= = =

=

= ≤ ≤

∑∑∑
∑∑∑

∑∑∑

  

  :شودبه صورت زیر تعریف می ζو  )6-3(رابطه مطابق  ηو  ξدر این رابطه بردار گرهی 

)5-2(  
{ {1 1

1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1r z r
r r

ζ ζ+ − −
+ +

  =  
  

ζ  

,.باشدگره می z+1که داراي  ,i j kP  نقاط کنترلی که به تعداد( 1) ( 1) ( 1)n m l+ × + × . باشندمی +

, ,i j kw وزنهاي متناظر با نقاط کنترلی, ,i j kP و ،( ),i pN ξ ،( ),j qN η  و( ),k rN ζ  به ترتیب توابع

  .باشندمی rو  p ،qدرجه   از اسپلاین -بیپایه 

بز شبکه نقاط کنترلی و حجم تولید شده از آن با استفاده از تکنیک نر) 1-5(شکل به طور مثال در 

  .نشان داده شده است

  
  شبکه نقاط کنترلی و حجم نربز مربوط به آن  1-5 شکل
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  فرمولبندي تحلیل ایزوژئومتریک در مسائل سه بعدي - 3- 5

. باشند که در صنعت نیز کاربرد فراون دارندها، مسائل سه بعدي  میکلی ترین مسائل در تحلیل سازه

نسبت به مسائل دوبعدي، به دلیل پیچیده بودن  در این مسائل هزینه ساخت شبکه اجزاي محدود

رسد حل این مسائل به کمک روش ایزوژئومتریک از بنابراین به نظر می. هندسه آن بسیار بیشتر است

  .اهمیت بیشتري برخوردار باشد

هاي سه بعدي در هر نقطه، داراي سه درجه آزادي تغییر مکانی در مکانیک محیط هاي پیوسته، سازه

توان بعدي میماتریس کرنش را در مسائل سه. در این مسائل شش مولفه کرنش وجود دارد. باشندمی

  :به صورت زیر نوشت

)5-3(  

/
/
/

/ /
/ /
/ /
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y y

z z

xy x y

yz y z
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u x u z

ε
ε
ε

ε
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γ
γ

∂ ∂   
   ∂ ∂   
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∂ ∂ + ∂ ∂      

Lu  

  :که در این رابطه

)5-4(  
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0 0 /
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0 / /
/ 0 /
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∂ ∂ ∂ ∂ 

L  

)5-5(  
u
v
w

 
 =  
 
 

u  

در روش . بایستی تقریب زده شوند wو  u ،vبنابراین در مسائل سه بعدي سه مولفه تغییر مکانی 

  :گیردایزوژئومتریک این کار با استفاده از توابع پایه نربز به صورت زیر انجام می

)5-6(  
, , , ,
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( , , ) ( , , )

n l m
p p
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= = =

≈ = ∑ ∑ ∑u u P  
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,ه در این رابطهک , ( , , )i j kR ξ η ζباشد وتوابع پایه نربز می )1-5( رابطه ، مطابق, ,
p

i j kP  متغییرهاي

ان یر توابع نربز که بیت بازه تاثیخاص با توجه به .باشنددر مسئله می pکنترلی مربوط به زیردامنه 

نه یکاهش هز يبرا باشند یر صفر مین توابع غیاز ا يفقط تعداد محدود ζو  ξ، ηهر  يکند برا یم

   .بیان نمود )7-5( را به صورت )6-5(محاسبات، معادله 

)5-7(  
( )
( )

, ,

, ,

, ,

, ,
, ,

, , , ,
, ,

, ,

, ,

( , , )
, ,
, , ( , , )

( , , )
( , , )

e f g

e f g

e f g

ji k

e f g u
e i p f j q g k ri j k

ji k
i j k i j k

e f g v
e i p f j q g k ri j k

ji k

e f g w
e i p f j q g k r

R P
u x y z
v x y z R P
w x y z

R P

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

= − = − = −

= − = − = −

= − = − = −

 
 
  
    = = =   

   
   

 
  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

u R.P  

ماتریس ستونی مختصات نقاط کنترلی به  Pاي نسبی نربز وماتریس توابع پایه Rدر رابطه بالا 

  .شوندبیان می )9-5(و  )8-5( صورت

)5-8(  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, , 0 0
0 , , 0
0 0 , ,

, , 0 0
0 , , 0
0 0 , ,

, , 0 0
0 , , 0
0 0 , ,

, , 0 0
0 , , 0
0 0 ,

i p j q k r

i p j q k r

i p j q k r

i p j q k

i p j q k

i p j q k

i p j k

i p j k

i p j k

i j k

i j k

i j k

R
R

R

R
R

R

R
R

R

R
R

R

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ
ξ η ζ

ξ

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −

−

−

−

=R

M M M

M M M

M M M

( ),

T

η ζ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
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)5-9(  

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

u i p j q k r

v i p j q k r

w i p j q k r

u i p j q k

v i p j q k

w i p j q k

u i p j k

v i p j k

w i p j k

u i j k

v i j k

w i j k

P
P
P

P
P
P

P
P
P

P
P
P

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

P

M

M

M

  
 ،xشود که تنها پارامتر مجهول براي تعیین تغییر مکان در جهت مشاهده می )7- 5( رابطه با توجه به

y  وz ردار بP براي هر  مختصات نقاط کنترلی نربز را چهارمهاي محدودیتی که بردار مولفه. باشدمی

تحلیل ایزوژئومتریک  دامنهکند، ارضاي معادله دیفرانسیل تعادل در  مشخص می مولفه تغییر مکان

  . است

توان به را می معادله دیفرانسیل تعادل و شرایط مرزي نیرو و جابجایی حاکم بر یک مسئله الاستیسیته

  :تعریف نمود  )10- 5(رابطه  صورت

)5-10(  
0

ˆ

T

ij j i t

i i u

in
on

on

+ = Ω
= Γ

= Γ

L σ b
σ n t
u u

  

به ترتیب بردارهاي  bو  u .شودتعریف می )4-5( رابطه باشد و به صورتعملگر مشتق می Lکه در آن 

ماتریس  ijσهاي تنش و، بردار ستونی مولفه)18-5(مشابه رابطه  σ، هاي حجمینیروي جابجایی و

ˆو tΓنیروهاي سطحی از پیش تعیین شده بر روي مرز طبیعی it.باشندمی مربعی تنش iu  جابجایی

یکه عمود بر هر نقطه از مرز طبیعی و به  بردار jnو uΓ از پیش تعیین شده بر روي مرز ضروري

  ).2-5شکل ( باشدسمت خارج سطح می
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  تهیسیک مسئله الاستی يط مرزیشرا 2-5 شکل

و با استفاده از روش تغییر مکان مجازي و یا روش مینیمم کردن تابع  )10-5(در  )7- 5(با جایگذاري 

 ، مشابه آنچه در تحلیل دوبعدي ایزوژئومتریک گفته شده بود،)10-5(ضعیف معادله  صورتپتانسیل 

  :آیدبه صورت زیر به دست می

)5-11(  ( ) 0
t

T T Td d d
Ω Ω Γ

Ω − Ω− Γ =∫ ∫ ∫B DBP R b R t  

ماتریس مشتقات  Bماتریس خواص مصالح و  D، )9-5(و  )8-5( روابط مطابق با Pو  Rکه در آن 

  .شود تعریف می )13-5(و  )12-5(توابع شکل نربز به صورت 

)5-12(  

1 0 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
(1 2 ) 0 02(1 )(1 2 )

(1 2 ). 02
(1 2 )

2

ED

sym

ν ν
ν ν

ν
ν

ν υ
ν

ν

− 
 − 
 −
 −=  

+ −  
− 

 
 −
  

  

)5-13(  

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, ,
0 0

, ,
0 0

, ,
0 0

, , , ,
0

, , , ,
0

, , , ,
0

i p j q k r

i p j q k r

i p j q k r

i p j q k r i p j q k r

i p j q k r i p j q k r

i p j q k r i p j q k r

R
x

R
y

R
z

R R
y x

R R
z y

R R
z x

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ

− − −

− − −

− − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

∂

∂
∂

∂

∂

∂
=

∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂

B = LR

L

L

L

L

L

L

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
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  :را به صورت زیر بیان نمود )11- 5( رابطه توانهمچنین می

)5-14(  =KP F  
-نیروهاي خارجی وارد بر  Fو مجهولات مسئله  P،)ماتریس سختی( ماتریس ضرایب Kکه در آن

به ترتیب از گردآوري ماتریس سختی و بردار  FوKحال با گسسته سازي دامنه،. باشند دامنه می

  :شوندساخته می )15-5(نیروي هر المان از فضاي پارامتري، مطابق با 

)5-15(  ( ) ;
e

e te

T
e

T T
e

d

d d

Ω

Ω Γ

= Ω

= Ω + Γ

∫
∫ ∫

K B DB

F R b R t
  

هاي کرنش و تنش را به صورت زیر هتوان مولف می Pو مشخص شدن بردار  )14-5(و در نهایت با حل 

  :به دست آورد

)5-16(  ;= =ε BP σ Dε  

در روش ایزوژئومتریک نیز از توابع پایه یکسان جهت تقریب تابع مجهول و  ،مشابه روش اجزاي محدود

شوند که مولفه هاي   ب میطوري انتخادر این روش مختصات نقاط کنترلی . شودهندسه استفاده می

در اینصورت . هندسه مسئله را در حالت سه بعدي برآورد کنند اول، دوم و سوم  مختصات  این  نقاط

شود که در هر    ي تغییر مکان طوري محاسبه میمولفۀ چهارم مختصات نقاط کنترلی براي هر مولفه

راین در یک مسئله سه بعدي هندسه بناب .نقطه از فضاي سه بعدي مسئله مقدار آن تقریب زده شود

  :مسئله بصورت زیر تقریب زده می شود

)5-17(  
( )
( )

, ,

, ,

, ,

, ,
0 0 0

, ,
0 0 0

, ,
0 0 0

( , , )
, ,
, , ( , , )

( , , )
( , , )

i j k

i j k

i j k

n m l

i j k x
i j k

n m l

i j k y
i j k

n m l

i j k z
i j k

R P
X x y z
Y x y z R P
Z x y z

R P

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

= = =

= = =

= = =

 
 
       = =   

   
   

 
  

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

V  

,در روابط فوق توابع پایه نربز  , ( , , )i j kR ξ η ζ  برحسب مختصات,η ξ وζ ه اند که همانند نوشته شد

کرنش مسطح -همانند آنچه در تحلیل تنش روش اجزاي محدود لزوم نیاز به نگاشت در محاسبات را
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 . ایجاب خواهد کرد ،بود هبیان شد

  در مسائل سه بعدي نحوه محاسبه تنش بهبود یافته -4- 5

ه به توابع شکل نربز هاي تنش را با توجتوان تنش بهبود یافته هر یک از مولفه در مسائل سه بعدي، می

  :به صورت زیر در نظر گرفت

)5-18(  

*

*

*
*

*

*

*

x xx

y yy

z zz

xy xy

yz yz

zx zx

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

T

T

T

T

T

T

σ R P
σ R P
σ R P

σ
τ R P
τ R P
τ R P

  

  .شوندتعریف می) 20-5(و  )19- 5(روابط مطابق  Pو  Rکه در آن 

)5-19(  
1,1,1 1,1,2 1,1, 1,2,1 1,2,2 1,2, , ,, ,..., , , ,..., ,...,

T
l l n m lR R R R R R R =  R  

)5-20(  1,1,1 1,1,2 1,1, 1,2,1 1,2,2 1,2, , ,

, , , , ,

, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n n m l

xx yy zz xy yz zx

P P P P P P Pα

α =

 =  P  

، سه مولفه اول بردار نقاط کنترلی هر مولفه تنش، هندسه مسئله سه بعدي را تقریب )20-5(رابطه در 

باشند و مولفه چهارم که مجهول است، مقدار تنش بهبود یافته را در هر نقطه زند که معلوم میمی

مربعات اختلاف تنش بین مقدار بدست براي تعیین این مقادیر مجهول، مجموع . کنددرونیابی می

براي این منظور . کنیم آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و تنش بهبود یافته را در نقاط گوس مینیمم می

)تابع  )F αP  کنیم به صورت زیر تعریف میبراي هر مولفه تنش را:   

)5-21(  2

1
, , , , ,( ) ( -σ ) ;

K
T
l

l
xx yy zz xy yz zxF α α α α

=

== ∑P R P  
تعداد نقاط گوس موجود در هر  Kمولفه تنش بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و  σαکه در آن 

)در نهایت با مشتق گیري از تابع .باشد ناحیه می )F αP مجهول بردارهاي  نسبت به مؤلفهαP  و

ها مطابق  ي هر یک از مولفهبهبود یافته قرار دادن آن مختصات چهارم نقاط کنترلی تنشمساوي صفر 

   .آید بدست می )19-5(رابطه 
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)5-22(  1

,

( ) 0
i j

F
P

α
α α α α

−∂
= ⇒ = ⇒ =

∂
P AP B P A B  

  :که در آن

)5-23(  
1 1

, , , , ,

; .σ
K K

T
i i i

i i

xx yy zz xy yz zx

α α

α
= =

=

= =∑ ∑A R R B R  

ي تنش، مقدار مربوط به آن نیز در هر نقطه از دامنه نقاط کنترلی هر مولفه با داشتن مختصات چهارم

همانگونه که در ادامه خواهیم دید، این میدان مؤلفه تنش نسبت به . آید سه بعدي مسئله بدست می

تواند به عنوان یک تخمین  رو می باشد و از این تنش بدست آمده از روش ایزوژئومتریک دقیق تر می

  .لقوه خطا براي تحلیل ایزوژئومتریک به کار رودکننده با

در ادامه جهت بررسی کارایی این تخمین کننده خطا در برآورد خطاي مسائل سه بعدي، به مقایسه 

تقریبی و دقیق، براي دو مسئله سه بعدي الاستیسیته که داراي  L2نرم خطاي انرژي و نرم خطاي 

  . باشند، پرداخته شده استحل تحلیلی می

  تیر طره مکعب مستطیلی -5- 5

در این قسمت به بیان نتایج گرفته شده از مدلسازي یک تیر  الاستیک خطی ایزوتروپیک در حالت 

). 3- 5شکل (شود  هاي آن پرداخته میسه بعدي توسط تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش

  :باشد می پارامترهاي به کار برده شده در مدلسازي و آنالیز این تیر به صورت زیر

1, 1, 10, 300, 1500, 0.25a b L P E ν= = = = = =  

  
  ]54[مستطیلی تیر طره با مقطع  3-5شکل 
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تنشهاي غیر صفر، و با توجه به دستگاه  تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به حل تحلیلی آن براي 

   ].54[شده است ارائه ) 26-5(تا ) 24-5(، به صورت روابط 3- 5گرفته شده در شکل  مختصات در نظر 

)5-24(  2

2 2
1

sin sinh2 ( 1)
(1 ) cosh

n

xz
nx

n x n y
a P a a

n bI n
a

π π
ν

τ
πν π

∞

=

−
=

+ ∑  

)5-25(  
2

2 2 2 2
2 2

1

cos cosh12 ( 1)( ) 3
2 6(1 ) cosh

n

yz
nx x

n x n y
P P a a ab y x a n bI I n

a

π π
ν

τ
πν π

∞

=

 
 −

= − + − − +  
 

∑

  
)5-26(  ( )

2z
x

P y l z
I

σ = −  

  .باشدمی xممان اینرسی مقطع حول محور  Ixکه در آن 

نقطه کنترلی استفاده  81روش ایزوژئومتریک از یک ناحیه و  براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به

استفاده شده است و از از توابع شکل نربز درجه یک  ζو  ξ ،ηهمچنین در هر سه جهت . شده است

ي و نقاط بهینه تنش در هر المان استفاده شده بیست و هفت نقطه گوسی جهت انتگرال گیري عدد

ζو ξ،ηبردارهاي گرهی در جهات. است   .به صورت زیر در نظر گرفته شده است  

{ }
{ } { }

0,0,0.125,0.25,0.375,0.5,0.625,0.75,0.875,1,1 ;

0,0,,0.5,1,1 ; 0,0,0.5,1,1

ξ

η ζ

=

= =
  

مستطیلی و کانتور تنش حاصل از حل  مکعب ، نحوه آرایش نقاط کنترلی تیر طره 4-5شکل در 

همان طور که . شده است نشان داده   xσبهبود یافته و حل دقیق براي مولفه تنش ایزوژئومتریک، حل 

بیشتري با حل  تنش بهبود یافته نسبت به حل ایزوژئومتریک، تشابه  مشاهده می شود نحوه تغییرات 

  .محاسبه شده است 81/0نین شاخص تاثیر نرم خطاي انرژي براي این مثال همچ  .دقیق دارد

، xσهايدقیق و تقریبی براي تنش  L2به ترتیب نحوه توزیع نرم خطاي 7-5و  6- 5، 5-5در شکلهاي 

xyτ  وzxτ در  شود تشابه نرم خطاي تقریبی و دقیقطور که مشاهده میهمان. نمایش داده شده است

سه بعدي با مسائل  يبرآورد خطا يگر خطاي پیشنهادي برا نشانه کارایی مناسب محاسبه  این مثال،
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  .باشد یاستفاده از روش ایزوژئومتریک م

  

  
   شبکه نقاط کنترلی و توزیع تنش حاصل از حل ایزوژئومتریک) الف

  
  اصل از حل بهبود یافتهتوزیع تنش ح) ب

  
  توزیع تنش حاصل از حل دقیق) ج

  تیر طره مکعب مستطیلی xσتوزیع تنش 4-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

 

  
  نرم خطاي تقریبی) ب

   xσتنش L2نحوه توزیع نرم خطاي  5-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

  

 
  خطاي تقریبینرم ) ب

  xyτتنش L2نحوه توزیع نرم خطاي  6-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

  
  نرم خطاي تقریبی) ب

  zxτتنش L2نحوه توزیع نرم خطاي  7-5 شکل
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  ايتیر طره استوانه - 6- 5

ي در این بخش مورد توجه قرار پیشنهاد مثال دیگري که جهت بررسی کارایی تخمین کننده خطاي 

   ).8-5شکل (مدلسازي و تحلیل تیر طره با مقطع دایره می باشد گرفته است، 

  
   ]54[تیر طره با مقطع دایره 8-5شکل 

  :باشد پارامترهاي به کار برده شده در مدلسازي و آنالیز این تیر به صورت زیر می

4, 30, 800, 1500, 0.25a L P E ν= = = = =  

تنشهاي غیر صفر، و با توجه به دستگاه  له با توجه به حل تحلیلی آن براي تنشهاي دقیق این مسئ

   ].54[شده است ارائه ) 29-5(تا ) 27-5(، به صورت روابط 8-5 گرفته شده در شکل  مختصات در نظر 

)5-27(  1 2
4 1xz

x

P xy
I

ν
τ

υ
+

= −
+

  

)5-28(  2 2 23 2 1 2
8(1 ) 3 2yz

x

P a y x
I

υ υ
τ

υ υ
+ − = − − + + 

  

)5-29(  ( )z
x

P y l z
I

σ = − −  

  .باشدمی xممان اینرسی مقطع حول محور  Ixکه در آن 

نقطه کنترلی استفاده  364براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به روش ایزوژئومتریک از یک ناحیه و 

باشد از توابع شکل درجه یک و در ، که در راستاي طولی تیر میξهمچنین در جهت . شده است

استفاده شده است و از بیست و هفت نقطه گوسی جهت از توابع شکل نربز درجه دو  ζو  ηجهت 

،ξبردارهاي گرهی در جهات. شده است انتگرال گیري عددي و نقاط بهینه تنش در هر المان استفاده
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η وζ    .به صورت زیر در نظر گرفته شده است  

{ } { }
{ }

0,0,0.166667,0.33333,0.5,0.66667,0.83333,1,1 ; 0,0,0,0.5,1,1,1

0,0,0,0.125,0.25,0.25,0.375,0.5,0.5,0.625,0.75,0.75,0.875,1,1,1

ξ ζ

η

= =

=
  

اي و کانتور تنش حاصل از حل ، نحوه آرایش نقاط کنترلی تیر طره استوانه9-5شکل در 

همان طور که . نشان داده شده است xσزوژئومتریک، حل بهبود یافته و حل دقیق براي مولفه تنش ای

مشاهده می شود در این مثال نیز نحوه تغییرات تنش بهبود یافته نسبت به حل ایزوژئومتریک، تشابه 

  .بیشتري با حل دقیق دارد

به نظر می رسد که علت . محاسبه شده است 57/0ین مثال نیز شاخص تاثیر نرم خطاي انرژي براي ا

کاهش شاخص تاثیر و درنتیجه کاهش کارایی برآورد کننده خطا در این مثال نسبت به مثال قبل 

دهند که معمولا در نتایج عددي نشان می. باشداستفاده از توابع شکل با درجه بالاتر از یک می

یافت تنش با افزایش درجه توابع شکل از یک، کارایی برآورد کننده روشهاي برآورد خطا مبتنی بر باز

  L2به ترتیب نحوه توزیع نرم خطاي 12-5و  11-5، 10-5هاي شکلدر . ]55[آیدخطا پایین می

همانطور که . نمایش داده شده است اير طره استوانهتی zxτو  xσ ،xyτهايدقیق و تقریبی براي تنش

نشانه کارایی مناسب  در این مثال نیز وجود دارد و  شود تشابه نرم خطاي تقریبی و دقیقمشاهده می

گر خطاي پیشنهادي براي برآورد خطاي نتایج تحلیل سه بعدي مسائل با استفاده از روش  محاسبه

  .باشد ایزوژئومتریک می
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   شبکه نقاط کنترلی و توزیع تنش حاصل از حل ایزوژئومتریک) فال

  
   توزیع تنش حاصل از حل بهبود یافته) ب

  
  توزیع تنش حاصل از حل دقیق) ب

  اياستوانهتیر طره  xσتوزیع تنش 9-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

  

 
  نرم خطاي تقریبی) ب

  ايتیر طره استوانه xσتنش L2خطاي  نحوه توزیع نرم 10-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

  

 
  نرم خطاي تقریبی) ب

  ايتیر طره استوانه xyτتنش L2نحوه توزیع نرم خطاي  11-5 شکل
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  نرم خطاي دقیق) الف

  
  نرم خطاي تقریبی) ب

zxτتنش L2نحوه توزیع نرم خطاي  12-5 شکل
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  مقدمه - 6-1

قبل به بیان چگونگی استفاده از خاصیت نقاط فوق همگراي گوسی جهت بهبود تنش و  هايلدر فص

کرنش مسطح، متقارن محوري و مسائل سه بعدي ایزوژئومتریک پرداخته -برآورد خطاي مسائل تنش

نیاز به وجود نقاط گوسی  ،یکی از مشکلاتی که دارد، این روشقتصادي بودن با وجود سادگی و ا. شد

همچنین همانطور که . و در نتیجه ملزم به استفاده از روش انتگرال گیري عددي به روش گوس است

از روش تنش  این سطحقبل، در نحوه تشکیل سطح تنش بهبود یافته مشاهده شد،  هايلدر فص

 تنشو محدودیت آن نیز کم کردن فاصله بین تنش بهبود یافته و  ودشحاصل میحداقل مربعات 

در اینصورت هیچ محدودیتی در ارضاي معادلات  .ایزوژئومتریک در نقاط فوق همگراي گوسی است

به علت ارضا نشدن معادلات شود و در نتیجه تعادل جهت تشکیل سطح تنش بهبود یافته اعمال نمی

  .پذیرد با تقریب بیشتري صورت می ي دامنهنزدیک مرزهابویژه  داخل و برآورد خطا درتعادل، 

جهت بهبود تنش و برآورد بر پایه ارضاي معادلات تعادل در این فصل به معرفی یک روش ابداعی و 

باعث برآورد بهتري از خطا در داخل  شود کهخطاي تحلیل مسائل به روش ایزوژئومتریک پرداخته می

یکی از ویژگیهاي این روش، عدم نیاز به نقاط فوق . شودایزوژئومتریک می و نواحی مرزي دامنه تحلیل

همگرا در برآورد خطاي مسائلی است که از روشی به غیر از روش گوس جهت انتگرال گیري عددي 

در این روش با بکار گیري نیروهاي وارد بر هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک، سطح . استفاده شده است

ولفه تنش با استفاده از توابع شکل نربز هم مرتبه با توابع مورد استفاده در تخمین تابع مربوط به هر م

این سطح تنش جدید نسبت به تنش بدست آمده از تحلیل . شودجابجایی، تقریب زده می

توان از آن جهت برآورد خطاي تحلیل ایزوژئومتریک  میایزوژئومتریک داراي دقت بیشتري است، لذا 

گیرد و  میاین برآورد کننده خطا در دسته روشهاي مبتنی بر بازیافت تنش قرار . ه نمودنیز استفاد

نشان داده خواهد شد که کارایی بهتري نسبت به روش بازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق همگرا در 

جهت بررسی کارایی این روش به مقایسه نرم خطاي انرژي دقیق . تحلیل ایزوژئومتریک خواهد داشت
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شش ، براي ارائه شده در این بخشو روش  مبتنی بر نقاط فوق همگراریبی بدست آمده از روش و تق

تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده، تیر طره . مسئله نمونه داراي حل تحلیلی پرداخته شده است

اي تحت فشار و صفحه اي شکل، صفحه دایرهتیموشنکو، صفحه ترکدار تحت کشش، تیر طره دایره

دهد که در تمامی  نتایج نشان می. باشند شش مسئله حل شده در این فصل می ،سوراخدار نامحدود

به توزیع خطاي خطا با استفاده از این روش نسبت به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا،  توزیع  ،مثالها

دقیق نزدیکتر است و تنش بهبود یافته بدست آمده از این روش نسبت به روش مبتنی بر نقاط فوق 

  .همگرا از دقت بیشتري برخوردار است

از  وصلهنحوه تشکیل سطح تنش بهبود یافته بر مبناي استفاده از تعادل در هر  -6-2
  تحلیل ایزوژئومتریک

به طور کلی در این روش، مشابه روشهایی که جهت بهبود میدان تنش اجزاي محدود در مراجع   

ن نیروهاي عمل کننده بر یک وصله از فضاي ارائه شده است، با معادل قرار داد] 57[و ] 13[

توان براي هر مولفه تنش به  میمحاسباتی بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک و میدان تنش بازیافتی، 

  .یک سطح تنش بهبود یافته دست یافت

قبل بیان شد، رابطه سازي تحلیل ایزوژئومتریک و نحوة بدست آمدن سطح  فصولهمانطور که در 

اي است که با ارضاي معادله تعادل در فضاي تاثیر هر یک از المانهاي تحلیل ه گونهجابجایی ب

در صورت وجود تعادل در کل دامنه، . شود میایزوژئومتریک، تعادل در کل دامنه مدلسازي شده برقرار 

این  به. هر وصله نربز از دامنه مدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک نیز در شرایط تعادل قرار دارد

را براي یک وصله مجزا از کل دامنه مدلسازي شده در تحلیل ) 11-5(توان معادله ترتیب می

  :ایزوژئومتریک، به صورت زیر بیان نمود

)6-1(  ( ) 0
p p

p p t

T T Td d d Ω−ΩΩ Ω Γ
Ω − Ω − Γ + =∫ ∫ ∫B DBP R b R t F  

که در آن
pΩ−ΩF ین وصله جدا شده و کل دامنه ، نیروهاي عمل و عکس العمل ب1-6، مطابق شکل
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  .باشد میمدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک 

  

  شبکه نقاط کنترلی و دامنه مدلسازي شده با پنج وصله) الف

  
  وصله جدا شده و نیروهاي وارد بر آن) ب

  مدلسازي یک مسئله دوبعدي در روش ایزوژئومتریک 1-6شکل 
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جدا شده  وصلهرا به عنوان نیروهاي حجمی و سطحی وارد بر  ΩF، )2-6(در صورتی که مطابق رابطه 

توان به صورت را می )1-6(از کل دامنه مدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک فرض کنیم، رابطه 

  .ودبیان نم )3-6(رابطه 

)6-2(  
p

p t

T Td dΩ Ω Γ
= Ω + Γ∫ ∫F R b R t  

)6-3(  ( )
p

p

T d Ω Ω−ΩΩ
Ω = −∫ B DBP F F  

حال در صورتی که
pΩ Ω−Ω= −f F F  را به عنوان کل نیروهاي وارد شده بر وصله جدا شده در نظر

ده را به عنوان یک سیستم مجزا در نظر گرفت و توان وصله جدا ش میبگیریم و معلوم فرض کنیم، 

  .را به فرم زیر براي آن بیان نمود) 10-5(معادله تعادل 

)6-4(  ( )
p

p

T d Ω Ω−ΩΩ
Ω = = −∫ B σ f F F  

توان می )3-6(و  )4-6(با مقایسه روابط . باشد میدان تنش دقیق حاکم بر مسئله می σکه در آن 
   .را نتیجه گرفت )5-6(رابطه 

)6-5(  ( ) ( )
p p

T Td d
Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫B σ B DBP  

حال . شود میرابطه بالا محدودیتی است که به طور مستقیم بر میدان تنش دقیق حاکم بر مسئله وارد 

میدان تنش حاکم بر مسئله را، همانند سطوح مفروض براي جابجایی، به صورت سطوح نربز با مختصه 

بردار مختصات سوم نقاط کنترلی با استفاده از محدودیت . کنیم سوم مجهول نقاط کنترلی فرض می

بازیافتی نسبت به سطوح تنش  واضح است که این سطوح تنش. بدست خواهد آمد )5-6(معادله 

- 6(زیرا همانطور که در معادله . بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک داراي دقت بیشتري خواهند بود

آید و مرتبه آن  میشود، این سطوح تنش بازیافتی با انتگرال گیري مستقیم بدست  میمشاهده  )5

از تحلیل ایزوژئومتریک که از مشتق گیري میدان جابجایی نسبت به سطوح تنش بدست آمده 

  .شود، بالاتر است میمحاسبه 

هر مولفه از میدان تنش بازیافتی در حالت دو بعدي، بصورت یک سطح نربز به  )6-6(مطابق رابطه 

و دوم نقاط کنترلی، معلوم و  مولفه اول. شود همراه بردار نقاط کنترلی با مولفه سوم مجهول فرض می
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  .کنند میهندسه مسئله را تعیین 

)6-6(  
* * *

* * * *

* * *

x x

y y

xy xy

   
   = =   
      

σ R P
σ σ R P

τ R P
  

 )6- 6(، که از خاصیت بازه تاثیر توابع نربز استفاده شده است، در رابطه )17-3(و ) 16-3(مشابه روابط 

*و  )7-6(به صورت رابطه R*، صیتبا توجه به این خا نیز
αP براي هر مولفه تنشα  به صورت رابطه

  .شود میتعریف  )6-8(

)6-7(  

( )
( )

( )
( )

( )

,

, 1

*
,

1,

,

,
,

,
,

,

T
i p j q

i p j q

i p j

i p j

i j

R
R

R
R

R

ξ η
ξ η

ξ η

ξ η

ξ η

− −

− − −

−

− −

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

R
M

M

  

)6-8(  

,

, 1

*
,

1,

,

i p j q

i p j q

i p j

i p j

i j

P
P

P
P

P

α

α

αα

α

α

− −

− − −

−

− −

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

P
M

M

  

  :خواهیم داشت) 5-6(در معادله  σ*حال با جایگذاري

)6-9(  *( ) ( )
p p

T Td d
Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫B σ B DBP  

وصله را نیز به صورت معادله  تنش بدست آمده از تحلیل ایزوژئومتریک در هر هاي در صورتی که مولفه

توان به  ، یعنی نیروهاي وارد بر هر وصله را می)9-6(در نظر بگیریم، سمت راست معادله ) 6-10(

  .بیان نمود) 11-6(صورت معادله 

)6-10(  
0 0

0 0
0 0

x

iso y

xy

    
    = + +     
         

σ
σ σ

τ
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)6-11(  ( ) ( )
p p

T T
iso p x y xyd d

Ω Ω
Ω = Ω = = + +∫ ∫B DBP B σ F F F F  

  :به طور مشابه، براي میدان تنش بازیافتی نیز خواهیم داشت

)6-12(  
*

* *

*

0 0
0 0
0 0

x

y

xy

     
     

= + +     
     

    

σ

σ σ
τ

  

)6-13(  * * * * *( )
p x y xy

p

T d
Ω

Ω = = + +∫ B σ F F F F  

  :بیان نمود) 15-6(و ) 14-6(را به صورت روابط ) 9-6(توان معادله  میدر اینصورت 

)6-14(  * * *, ,
x xyx y y xy= = =F F F F F F  

)6-15(  * * * ; , ,
p p p

T T T isod d d x y xyα
α α α α

Ω Ω Ω

 Ω = Ω = Ω = 
 ∫ ∫ ∫B σ B 1 R P B σ  

  .شود ، براي هر مولفه تنش به صورت زیر تعریف میα1که در آن 

)6-16(  
1 0 0
0 , 1 , 0
0 0 1

x y xy

     
     = = =     
          

1 1 1  

نیروهاي حاصل از هر مولفه تنش تحلیل ایروژئومتریک یک وصله، با نیروهاي ) 15-6(در رابطه 

این تساوي براي هر مولفه تنش به صورت تقریبی، . تنش بازیافتی برابر قرار داده شده است هاي مولفه

  .گردد می به صورت زیر بر قرار Πبا استفاده از روش مینیمم مربعات و تعریف تابع 

)6-17(  * *Tiso iso
α α α α α α   Π = − −   C P F C P F  

  :که در آن

)6-18(  *

p

T dα
α Ω

= Ω∫C B 1 R  

)6-19(  
p

iso T iso dα αΩ
= Ω∫F B σ  

  :خواهیم داشتΠبا مینیمم کردن تابع

)6-20(  *

,

( ) 0
( )i jP

α

α

∂Π
=

∂
P  

)6-21(  1* T T iso
α α α α α

−
   =    P C C C F  
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آید  میبا مشخص شدن بردار نقاط کنترلی براي هر مولفه تنش، سطح تنش مربوط به آن نیز بدست 

تنش ایزوژئومتریک و که در ادامه نشان داده خواهد شد این سطح تنش بازیافتی نسبت به سطح 

  .سطح تنش بازیافتی مبتنی بر نقاط فوق همگرا دقیق تر است

شود، براي بدست آوردن بردار نقاط کنترلی هر مولفه  میمشاهده ) 21-6(همانطور که در معادله 

Tتنش، نیاز به محاسبه معکوس ماتریس
α α  C C با تعداد  این ماتریس براي بعضی از مسائل. باشد می

بنابراین براي اطمینان از معکوس پذیري این . شود میالمانهاي کم در هر وصله، معکوس ناپذیر 

، قید معادلات تعادل در )22-6(در تمامی مسائل، مطابق معادله ) 21- 6(ماتریس و پایداري معادله 

  . شود اضافه می) 17- 6(داخل هر المان از یک وصله به معادله 

)6-22(  * * * *

1

NelT Tiso iso iso iso

e e
e

α α α α α α α α α α α α
=

       Π = − − + − −       ∑C P F C P F C P F C P F  
، فرم Πدر اینصورت با مینیمم کردن تابع. باشد تعداد المانهاي موجود در هر وصله می Nelکه در آن، 

  . آید میبه شکل زیر بدست ) 21-6(دیگري از معادله 

)6-23(  ( ) ( )
1

*

1 1

Nel Nel
T T iso T iso

e e
e e

α α α α α α α α α

−

= =

   
= + × +      

∑ ∑P C C C C C F C F  

در ادامه جهت درك بهتر این روش، مراحل گام به گام تشکیل بردار نقاط کنترلی سطح تنش بهبود 

  :شود مییافته هر مولفه تنش به صورت زیر ارائه 

براي ). 18-6(در معادله  Cاستفاده از انتگرال گیري عددي به روش گوس جهت محاسبه ماتریس  -1

  :شود این منظور باید مراحل زیر دنبال

  .در نقاط گوسی هر المان R*ماتریس محلی توابع شکل هاي محاسبه مولفه) الف

  .در نقاط گوسی هر المان TBماتریس محلی هاي محاسبه مولفه) ب

  . هر الماندر ژاکوبین و وزن نقاط گوسی ) 19-6(معادله  هاي محاسبه حاصل جمع، ضرب ماتریس) ج

isoاستفاده از انتگرال گیري عددي به روش گوس جهت محاسبه بردار نیروهاي -2
αF  هر مولفه تنش

  :براي این منظور باید مراحل زیر دنبال شود). 19-6(در معادله 
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  .بردار تنش هر مولفه تنش در نقاط گوسی هر المان هاي محاسبه مولفه) الف

بدست  TBدر ماتریس محلی) الف(اصل جمع، ضرب بردار تنش بدست آمده از مرحله محاسبه ح) ب

  .آمده از مرحله قبل، ژاکوبین و وزن نقاط گوسی هر المان

و تشکیل  وصلههر  هاي محاسبه شده در مرحله قبل براي کل المان هاي جمع بردارها و ماتریس -3

 .ه بردار نقاط کنترلی هر مولفه تنشبراي محاسب) 23-6(رابطه 

لازم به ذکر است که با وجود هزینه بیشتر این روش نسبت به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا در 

بدست آوردن تنش بازیافتی، این افزایش هزینه به دلیل استفاده از خاصیت بازه تاثیر توابع نربز در 

، تا ]5[ح تنش بازیافتی ارائه شده در مرجع تشکیل سطح تنش بازیافتی در این روش نسبت به سط

  .حدي کاهش یافته است

در ادامه جهت بررسی کارایی این تخمین کننده خطا، به مقایسه نرم خطاي انرژي تقریبی بدست 

مسئله نمونه  ششآمده از این روش و روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا و نرم خطاي انرژي دقیق براي 

  .روند، پرداخته شده است ت بررسی کارایی برآوردکننده هاي خطا به کار میالاستیسیته که معمولا جه

  تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده -6-3

یک تیر الاستیک خطی ایزوتروپیک دو سر مفصل تحت بار گسترده در  مدلسازي  بخش به نیدر ا

این مثال  .شود یم رداختهپ شرایط تنش مستوي توسط تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن 

در فصل سوم جهت بررسی کارایی روش برآورد خطا بر مبناي نقاط فوق همگرا مورد بررسی قرار قبلا 

فرض  4-3بخش  ال مطابقمث نیا لیو تحل يپارامترهاي به کار برده شده در مدلسازگرفته است و 

   .ظر گرفته شده استدر ن) 62-3(تا ) 60-3(دقیق این مسئله به صورت  هاي همچنین تنش .شود می

نقطه کنترلی و دو ناحیه مشابه استفاده  45براي مدلسازي و تحلیل این تیر به روش ایزوژئومتریک از 

آرایش المانها و شبکه نقاط کنترلی به همراه شرایط مرزي اعمال شده در  2-6در شکل  .شده است

  .مدلسازي تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده نمایش داده شده است
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  نقاط کنترلی و شرایط مرزي مدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده 2-6شکل

تنش بازیافتی بدست آمده از روش مبتنی بر نقاط فوق  هاي جهت برآورد میدان جابجایی و میدان

بردارهاي نین همچ .همگرا و روش ارضاي معادلات تعادل، از توابع شکل درجه یک استفاده شده است

  .باشند به صورت زیر میηوξگرهی در جهات

{ } { }0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.71,0.86,1,1 , 0,0,0.5,1,1ξ η= =  

، از نه نقطه گوسی جهت انتگرالگیري عددي در تمامی محاسبات و نقاط بهینه تنش در هر المان

  .استفاده شده است

طاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی بدست آمده از روش نحوة توزیع نرم خ  3-6در شکل 

به ) روش جدید(و روش مبتنی بر ارضاي معادلات تعادل ) روش قدیمی(مبتنی بر نقاط فوق همگرا 

شود نحوه تغییرات نرم  میهمان طور که مشاهده . همراه شاخص تاثیر آنها نشان داده شده است

ش قدیمی، به تغییرات نرم خطاي دقیق نزدیک است که نشان خطاي تقریبی روش جدید نسبت به رو

. دهنده کارایی بهتر تخمین کننده خطا پیشنهادي نسب به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا است

همچنین افزایش شاخص تاثیر کل دامنه بدست آمده از روش جدید نسب به روش قدیمی نیز نشان 

  . باشد میدهنده کارایی بهتر این روش 

بدست آمده از حل دقیق و تنش بدست آمده از  yσبه عنوان نمونه، نحوه تغییرات تنش 4-6شکل در 

. ترسیم شده است=y 96/1تحلیل ایزوژئومتریک و روش بازیافت تنش قدیمی و جدید در مسیر 

همان طور . نشان داده شده است 5- 6ر شکل د =0/1yنیز در مسیر  xyτهمچنین نحوه تغییرات تنش

شود نحوه تغییرات تنش بدست آمده از روش مبتنی بر ارضاي معادلات تعادل نسب به  میکه مشاهده 
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  .باشد میروش مبتنی بر نقاط فوق همگرا، نزدیکتر به تنش دقیق 

  

  
  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  ) روش قدیمی(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  نحوه توزیع نرم خطاي انرژي تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده 3-6شکل 
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  =y 96/1تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده در مسیر  yσنمودار تغییرات مولفه تنش 4-6شکل

  

  
  =y 0/1تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده در مسیر  xyτنمودار تغییرات مولفه تنش 5-6شکل
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  تیر طره تیموشنکو - 6-4

نتایج گرفته شده از مدلسازي تیر طره تیموشنکو با مصالح الاستیک خطی ایزوتروپیک و در شرایط 

. تنش مستوي توسط تحلیل ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن در این بخش نشان داده شده است

ترهاي به کار برده شده در مدلسازي این مسئله در تحلیل ایزوژئومتریک به صورت زیر است پارام

  ).6-6  شکل(

10 , 2, 300, 1500, 0.15L D P E ν= = = = =  

  تیر طره در شرایط تنش مستوي 6-6شکل   

تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به حل تحلیلی آن توسط تیموشنکو وگودیر به صورت زیر ارائه شده 

  .]58[است

)6-24(  
2

2

( )

0

( )
2 4

x

y

xy

P L x y
I

P D y
I

σ

σ

σ

−
= −

=

= −

  

که در آن
3

12
DI = نقطه  45براي مدلسازي و تحلیل این تیر به روش ایزوژئومتریک از . باشد می  

کنترلی، دو ناحیه مشابه، توابع شکل درجه یک و نه نقطه گوسی جهت انتگرال گیري عددي و نقاط 

  ).7-6  شکل(استفاده شده است بهینه تنش
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  نقاط کنترلی و شرایط مرزي مدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک تیر طره تیموشنکو 7-6شکل 

  

  .باشند به صورت زیر می ηوξهمچنین بردارهاي گرهی در جهات

{ } { }0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.71,0.86,1,1 , 0,0,0.5,1,1ξ η= =  

نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی بدست آمده از روش ارائه  8-6در شکل 

نشان داده شده ) روش قدیمی(و روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا ) روش جدید( فصلشده در این 

شود در این مثال نیز نحوه تغییرات نرم خطاي تقریبی روش جدید  همان طور که مشاهده می .است

همچنین افزایش شاخص تاثیر کل . وش قدیمی، به تغییرات نرم خطاي دقیق نزدیکتر استنسبت به ر

- روش جدید، نشان دهنده کارایی بهتر روش پیشنهادي می 93/0در روش قدیمی به  88/0دامنه از 

  .باشد

ق، تحلیل ایزوژئومتریک و روش بازیافت تنش بدست آمده از حل دقی xyτو xσنحوه تغییرات تنش

نشان  10-6در شکل  =9/1yدر مسیر  yσو تغییرات  9-6در شکل  =1/0xقدیمی و جدید در مسیر 

شود، در این مثال نیز تنش بهبود یافته بدست آمده از روش  همانطور که مشاهده می. داده شده است

  .سبت به تنش بدست آمده از روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا دقیق تر استارضاي معادلات تعادل ن
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  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  )روش قدیمی(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  نحوه توزیع نرم خطاي انرژي تیر طره تیموشنکو 8-6شکل 
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  xσه تنشنمودار تغییرات مولف) الف

  
  xyτنمودار تغییرات مولفه تنش) ب

  =x 1/0نمودار تغییرات تنش تیر طره تیموشنکو در مسیر  9-6شکل
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  =y 9/1تیر طره تیموشنکو در مسیر  yσنمودار تغییرات مولفه تنش 10-6شکل

  تحت کششصفحه ترکدار  - 6-5

خطا، در برآورد خطاي بدست آمده از تحلیل مسئله  هاي در این مثال به بررسی رفتار تخمین کننده

معمولا مسائل با  همانطور که قبلا بیان شد، .پردازیم داراي یک نقطه تکین با روش ایزوژئومتریک می

هاي  تخمین کننده نقطه تکین، به علت بالا بودن خطاي آلودگی، مسائل خوبی جهت بررسی کارایی

خطا در تعیین میزان  هاي روند؛ اما هدف از این مثال، بررسی رفتار تخمین کننده خطا به شمار نمی

  .نرم خطاي انرژي نوك ترك و توزیع خطا در دیگر نقاط دامنه خواهد بود

اضلاع این مربع به . شود مشاهده می Pمشخصات صفحه مربعی تحت تنش کششی  11-6در شکل 

  .فرض شده است aو گسترش ترك به میزان  2aطول 

 11-6بازشدگی ترك در مد اول است و بر اساس سیستم مختصات قطبی نشان داده شده در شکل 

  .]59[باشد می )27-6(تا ) 25-6(روابط  نتایج تحلیلی آن به صورت
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)6-25(  3cos 1 sin sin
2 2 22

I
xx

K
r

θ θ θ
σ

π
 = − 
 

  

)6-26(  3cos 1 sin sin
2 2 22

I
yy

K
r

θ θ θ
σ

π
 = + 
 

  

)6-27(  3sin cos cos
2 2 22

I
xy

K
r

θ θ θ
σ

π
=  

IKکه در آن فاکتور شدت تنش برابر P aπ= در نظر گرفته شده است.  

  
  صفحه مربعی ترکدار تحت تنش کششی  11-6شکل 

   .باشند رت زیر میپارامترهاي به کار رفته در تحلیل مسئله به صو

2a = 10;   0.3ν = ;     E =1000;        P =1  = مربع طول ضلع  

براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به . گیرد به علت تقارن تنها نیمی از دامنه مورد تحلیل قرار می

 ξهمچنین در جهت . است نقطه کنترلی و دو ناحیه مشابه استفاده شده 190روش ایزوژئومتریک از 

بردارهاي گرهی به صورت زیر استفاده و  هر وصله، از توابع شکل نربز درجه یک، نه نقطه گوسی ηو

  .شده است

{ } { }0,0,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1 , 0,0,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1ξ η= =

سازي این مسئله نشان داده ، آرایش نقاط کنترلی و شرایط مرزي اعمال شده در مدل12-6در شکل  
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  .شده است

  
  نقاط کنترلی و شرایط مرزي مدلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک صفحه ترکدار 12-6شکل 

نتایج بدست آمده از نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی براي تحلیل صفحه ترکدار تحت  13-6شکل در 

تخمین خطاي جدید کارایی بهتري شود، روش  همانطور که مشاهده می. کشش نشان داده شده است

  .نسب به روش قدیمی در برآورد نرم خطاي نوك ترك و توزیع نرم خطاي کل دامنه دارد

جدید نشان دهنده کارایی بهتر  همچنین در این مثال نیز افزایش شاخص تاثیر کل دامنه در روش

  .باشد روش پیشنهادي می

بدست آمده از حل تقریبی، تحلیل ایزوژئومتریک و  yσو  xσ هاي ، نحوه توزیع تنش14-6در شکل 

شود هر دو روش بازیافت تنش  میهمان طور که مشاهده . بهبود یافته نشان داده شده است هاي تنش

بهبود  اند میزان تنش نوك ترك را نسبت به حل ایزوژئومتریک بهبود بخشند و این میزان توانسته

  .تنش در روش جدید بیشتر است
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  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  )روش قدیمی(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  نحوه توزیع نرم خطاي انرژي صفحه ترکدار تحت کشش 13-6شکل 
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  تحلیل دقیق  تحلیل دقیق

  
  تحلیل ایزوژئومتریک

  
  یزوژئومتریکتحلیل ا

  
  )روش قدیم(تنش بهبود یافته 

  
  )روش قدیم(تنش بهبود یافته 

  
  )روش جدید(تنش بهبود یافته 

  
  )روش جدید(تنش بهبود یافته 

x,هاي نحوه توزیع تنش 14-6شکل  yσ σ صفحه ترکدار تحت کشش  

  اي شکل تیر طره دایره -6-6

توسط تحلیل  ،الاستیک در شرایط تنش مستوي اي شکل طره دایره تیر   مدلسازي بخش نیز به نیدر ا

پارامترهاي به کار برده ). 5-3مسئله بخش (شود می رداختهپ ایزوژئومتریک و بازیابی تنش هاي آن 

در نظر گرفته شده  5-3و تنشهاي دقیق آن مطابق بخش  مسئله نیا لیو تحل يشده در مدلساز

  .است
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نقطه کنترلی استفاده شده  45و  وصلهیل این تیر به روش ایزوژئومتریک از یک براي مدلسازي و تحل

بردارهاي گرهی و درجه یک و به ترتیب از توابع شکل نربز درجه دو  ηو ξهمچنین در جهت . است

  .به صورت زیر استفاده شده است

{ }
0,0,0,0.08,0.15,0.23,0.31,0.38,0.46,

, 0,0,0.5,1,1
0.54,0.61,0.69,0.77,0.850.92,1,1,1 

ξ η
 

= = 
 

  

  .جهت انتگرال گیري عددي و نقاط بهینه تنش نیز شانزده نقطه گوسی مورد استفاده قرار گرفته است

آرایش المانها و شبکه نقاط کنترلی به همراه شرایط مرزي اعمال شده در مدلسازي  15-6در شکل 

  .نمایش داده شده است اي هتیر طره دایر

  
  اي هلسازي شده در تحلیل ایزوژئومتریک تیر طره دایرنقاط کنترلی و شرایط مرزي مد 15-6شکل 

نحوة توزیع نرم خطاي انرژي دقیق و نرم خطاي انرژي تقریبی بدست آمده از روش   16-6در شکل 

نشان داده ) روش قدیمی(و روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا ) روش جدید(ارائه شده در این پژوهش 

شود نحوه تغییرات نرم خطاي تقریبی بدست  میمشاهده  همان طور که در این مثال نیز .شده است

آمده از روش جدید نسبت به روش قدیمی، به تغییرات نرم خطاي دقیق نزدیک است که نشان دهنده 

در این . کارایی بهتر تخمین کننده خطا پیشنهادي نسب به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا است
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که . بدست آمده است 59/0و از روش قدیمی  75/0مثال شاخص تاثیر کل دامنه از روش جدید 

  .باشد میافرایش شاخص تاثیر در این مثال نیز نشان دهنده کارایی بهتر روش پیشنهادي 

  
  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  ) روش قدیمی(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  اي هطره دایري انرژي تیر نحوه توزیع نرم خطا 16-6شکل 

بدست آمده از حل  xyτو yσنحوه تغییرات تنش ،=x 04/0در این مثال نیز به عنوان نمونه، در مسیر 
. ترسیم شده است 17-6دقیق، تحلیل ایزوژئومتریک و روش بازیافت تنش قدیمی و جدید در شکل 

شود نحوه تغییرات تنش بدست آمده از روش مبتنی بر ارضاي معادلات  میمشاهده همان طور که 
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به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا، دقیقتر است که نشان دهنده کارایی مطلوب روش  تتعادل نسب
  .باشد میارائه شده در این پژوهش در تشکل سطح تنش بهبود یافته 

  
  yσنمودار تغییرات مولفه تنش) الف

  
  xyτنمودار تغییرات مولفه تنش) ب

  =x 04/0 در مسیر اي هطره دایرتیر نمودار تغییرات تنش  17-6شکل
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  صفحه نامحدود سوراخدار - 6-7

مثال دو بعدي دیگري که براي مقایسه مورد بررسی قرار گرفته است، مساله صفحه نامحدود سوراخدار 

  ).18-6شکل (دباش می

  
  صفحه نامحدود سوراخدار 18-6شکل 

  ).19- 6شکل (به علت تقارن، تنها یک چهارم از دامنه مدلسازي شده است

  
  دامنه مدلسازي شدة صفحه نامحدود سوراخدار  19-6شکل 

1xσاین صفحه تحت تنش کششی  شده قرار گرفته است و با فرض شرایط تنش مسطح تحلیل  =

و ضریب پواسون  E=1000مصالح به صورت الاستیک خطی ایزوتروپیک با ضریب یانگ . است

0.3ν تنشهاي دقیق این مسئله با توجه به حل تحلیلی آن به صورت . در نظر گرفته شده است =
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  .]58[باشد می) 30-6(تا ) 28-6(روابط 

)6-28(  2 4

2 4

3 31 ( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2x

a a
r r

σ θ θ θ= − + +  
)6-29(  2 4

2 4

1 3( cos 2 cos 4 ) cos 4
2 2y

a a
r r

σ θ θ θ= − − −  
)6-30(  2 4

2 4

1 3( sin 2 sin 4 ) sin 4
2 2xy

a a
r r

σ θ θ θ= − + +  
شود، براي مدلسازي و تحلیل این مسئله به روش  میمشاهده  20-6همانطور که در شکل 

هر  ηو ξهمچنین در جهت . ه استفاده شده استنقطه کنترلی و دو ناحیه مشاب 63ایزوژئومتریک از 

  .بردارهاي گرهی به صورت زیر استفاده شده استو  ، از توابع شکل نربز درجه سهوصله

{ } { }0,0,0,0,0.5,1,1,1,1 , 0,0,0,00.25,0.5,0.75,1,1,1,1ξ η= =  

  
  ژئومتریک صفحه نامحدود سوراخدارنقاط کنترلی و شرایط مرزي مدلسازي شده در تحلیل ایزو 20-6شکل 

جهت انتگرال گیري عددي و نقاط بهینه تنش نیز بیست و پنج نقطه گوسی مورد استفاده قرار گرفته 

  .است

شود که در این مثال نیز  نحوة توزیع نرم خطاي انرژي تقریبی بدست  می، مشاهده 21-6در شکل 

) روش قدیمی(وش مبتنی بر نقاط فوق همگرا نسب به ر) روش جدید(آمده از ارضاي معادلات تعادل 

   .به نرم خطاي انرژي دقیق نزدیکتر است
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  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  )روش قدیمی(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  صفحه نامحدود سوراخدارنحوه توزیع نرم خطاي انرژي  21-6شکل 

بدست آمده است؛ که این  14/0و در روش قدیمی  16/0ه براي روش جدید شاخص تاثیر کل دامن

به نظر می رسد که  .باشد میافرایش در شاخص تاثیر نیز نشان دهنده کارایی بهتر روش پیشنهادي 

علت کاهش شاخص تاثیر و درنتیجه کاهش کارایی برآورد کننده خطا در این مثال نسبت به مثال 

دهند که معمولا در نتایج عددي نشان می. باشدکل با درجه بالاتر از یک میقبل استفاده از توابع ش

روشهاي برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش با افزایش درجه توابع شکل از یک، کارایی برآورد کننده 

  ].55[ آیدخطا پایین می

دست آمده از حل دقیق و تحلیل ب xσبه عنوان نمونه، نحوه تغییرات تنش 22-6در شکل 
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همچنین . ترسیم شده است =x 0/1ایزوژئومتریک و روش بازیافت تنش قدیمی و جدید در مسیر 

همان طور که . نشان داده شده است 23-6در شکل  =0/1yنیز در مسیر  yσنحوه تغییرات تنش

روش مبتنی بر ارضاي معادلات تعادل نسب به  شود نحوه تغییرات تنش بدست آمده از میمشاهده 

  .روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا، در این مثال نیز در نواحی مرزي ترسیم شده، دقیق تر است

  
  =x 0/1 در مسیر صفحه نامحدود سوراخدار xσنمودار تغییرات مولفه تنش 22-6شکل

  
  =y 0/1 در مسیر صفحه نامحدود سوراخدار yσنمودار تغییرات مولفه تنش 23-6شکل
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  اي تحت بار متمرکز فشاري صفحه دایره - 6-8

آخرین مثالی که در این فصل جهت بررسی کارایی روش برآورد خطا بر مبناي استفاده از تعادل در 

مورد توجه قرار گرفته روش ایزوژئومتریک و مقایسه این روش با روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا 

این مثال نیز همانند مسئله صفحه ترکدار . باشد می اي تحت بار متمرکز فشاري صفحه دایرهاست، 

با توجه به اینکه زیر بار متمرکز به عنوان یک نقطه  .باشد مینقطه تکین  بایک مسئله تحت کشش، 

- بررسی رفتار تخمین کنندهال، تکین، داراي خطاي زیادي نسبت به سایر نقاط است، هدف از این مث

توزیع خطا در دیگر نقاط دامنه  نحوه هاي خطا در تعیین میزان نرم خطاي انرژي زیر بار متمرکز و

   .خواهد بود

در  6-3هاي دقیق آن همانند مثال بخش مشخصات این مسئله، پارامترهاي مورد استفاده شده و تنش

  .نظر گرفته شده است

نقطه کنترلی و چهار ناحیه مشابه  140این مسئله به روش ایزوژئومتریک از براي مدلسازي و تحلیل 

  ).24-6 شکل(به شکل ربع دایره استفاده شده است

  
   اي هشبکه نقاط کنترلی در مدلسازي صفحه دایر 24-6شکل 
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بردارهاي گرهی به و  کل نربز درجه دو و درجه یک، به ترتیب از توابع شوصلههر  ηو ξدر جهت 

  .صورت زیر استفاده شده است

{ } { }0,0,0,0.17,0.33,0.5,0.67,0.83,1,1,1 , 0,0,0.25,0.5,0.75,1,1ξ η= =  

  .جهت انتگرال گیري عددي و نقاط بهینه تنش نیز شانزده نقطه گوسی مورد استفاده قرار گرفته است

تحت بار  اي هه دایرنتایج بدست آمده از نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی تحلیل صفح 25-6شکل در 

شود، روش تخمین خطاي جدید کارایی  همانطور که مشاهده می. متمرکز فشاري نشان داده شده است

  .بهتري نسب به روش قدیمی در برآورد نرم خطا در زیر بار متمرکز و توزیع نرم خطاي کل دامنه دارد

در  52/0روش قدیمی به مقدار  براي 45/0در این مثال نیز شاخص تاثیر تخمین کننده خطا از مقدار 

  .روش جدید افزایش داشته است

تنش بدست آمده از تحلیل دقیق،  هاي به مقایسه نحوه توزیع مولفه 28-6تا  26-6هاي در شکل

بازیافتی بدست آمده از روش ارائه شده در این پژوهش و روش  هاي تحلیل ایزوژئومتریک و تنش

 هاي شود در مولفه میهمانطور که مشاهده . اخته شده استقدیمی مبتنی بر نقاط فوق همگرا پرد

در . باشد می، روش جدید نسبت به روش قدیمی از توزیع تنش مناسبتري برخوردار yσو  xσتنش 

شود نسبت  میرند اما همانطور که مشاهده ، هر دو روش توزیع مشابهی داxyτمورد توزیع تنش مولفه

  .باشند میبه توزیع تنش ایزوژئومتریک دقیقتر 

برآورد خطا مبتنی بر  حاصل از روشرضایت بخش  نتایجبا توجه به توان بیان نمود که  میدر انتها 

، روش فصلمبتنی بر نقاط فوق همگرا در مسائل حل شده در این  استفاده از تعادل، نسبت به روش

توان  از کارایی بهتري نسبت به روش مبتنی بر نقاط فوق همگرا برخوردار است و میجدید برآورد خطا 

از آن به عنوان یک راه حل ساده و مهندسی دیگر جهت برآورد خطا و بهبود میدان تنش بدست آمده 

   .از تحلیل ایزوژئومتریک نام برد
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  نرم خطاي انرژي دقیق) الف

  
  )روش قدیمی(تقریبی  نرم خطاي انرژي) ب

  
  )روش جدید(نرم خطاي انرژي تقریبی ) ج

  تحت بار متمرکز فشاري اي هصفحه دایرنحوه توزیع نرم خطاي انرژي  25-6شکل 
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  تنش دقیق) الف                            

  

  

  

  

  
  ایزوژئومتریک تنش) ب                                                                  

  

  

  

  

  
  )روش قدیمی(تنش بهبودیافته ) ج               

  

  

  

  

  

  )روش جدید(تنش بهبودیافته ) د                                                             

  تحت بار متمرکز فشاري اي هصفحه دایر xσنحوه توزیع تنش 26-6شکل 
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  تنش دقیق) الف                                

  

  

  

  

  

  تنش ایزوژئومتریک) ب                                                                  

  

  

  

  

  )روش قدیمی(تنش بهبودیافته ) ج               

  

  

  

  

  )روش جدید(بهبودیافته  تنش) د                                                             

  تحت بار متمرکز فشاري اي هصفحه دایر yσنحوه توزیع تنش 27-6شکل 
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  تنش دقیق) الف                                
  

  

  

  

  

  
  تنش ایزوژئومتریک) ب                                                                  

  

  

  

      
  )روش قدیمی(تنش بهبودیافته ) ج               

  

  

  

  

  

  )روش جدید(تنش بهبودیافته ) د                                                             

تحت بار متمرکز فشاري اي هصفحه دایر xyτنحوه توزیع تنش 28-6شکل 
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قدمهم -1- 7  

برآورد  هاي در فصل اول به بیان مقدمه، تاریخچه روش. این رساله در هفت فصل تنظیم شده است

از روشهاي  تعداديدر فصل دوم، به معرفی . خطا و اهداف حاصل از این پژوهش پرداخته شده است

هدف از . برآورد خطایی که در روش اجزاي محدود مورد استفاده قرار گرفته است، پرداخته شده است

برآورد خطا در اجزاي محدود، درك بیشتر روشهاي برآورد خطایی است که در  هاي آشنایی با روش

اي بر تحلیل مسائل به کمک فصل سوم به بیان تاریخچه و مقدمه. ارائه شده استروش ایزوژئومتریک 

در  کرنش مسطح-در این فصل فرمولبندي مسائل تنش. روش نوین ایزوژئومتریک اختصاص دارد

همچنین این فصل به معرفی اولین روش برآورد خطا بر مبناي . شود میتحلیل ایزوژئومتریک بیان 

در این بخش اثبات  .کرنش مسطح اختصاص دارد-بازیافت تنش در تحلیل ایزوژومتریک مسائل تنش

شود که چرا نقاط گوسی در تحلیل ایزوژئومتریک همانند روش اجزاي محدود، از خاصیت فوق  می

در فصل . همچنین مکانیابی نقاط بهینه تنش مورد بررسی قرار گرفته است. همگرایی برخوردار هستند

به مسائل متقارن محوري بیان شده است و بعد از آن چهارم فرمولبندي روش ایزوژئومتریک در تحلیل 

تحلیل توسعه روش بازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق همگراي گوسی جهت برآورد خطاي 

ارائه فرمولبندي مسائل سه بعدي . متقارن محوري پرداخته شده استمسائل ژئومتریک ایزو

همچنین در این فصل به توسعه روش برآورد خطا بر مبناي . باشد میایزوژئومتریک در فصل پنجم 

نقاط فوق همگرا در مسائل سه بعدي ایزوژئومتریک و بررسی تاثیر نقاط گوسی در تشکیل تنش بهبود 

دیگر، بر پایه بازیافت  فصل ششم به معرفی یک روش ابداعی .ن مسائل پرداخته شده استیافته ای

در این روش با . پردازد میتنش، جهت برآورد خطاي حاصل از تحلیل مسائل با روش ایزوژئومتریک 

استفاده از نیروهاي وارد بر هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک و استفاده از قید معادلات تعادل، یک 

شود که دقت بیشتري نسبت به تنش ایزوژئومتریک و نیز تنش بهبود  میسطح بهبود یافته حاصل 

در این فصل با ارائه شش مثال مختلف کارایی روش مورد . یافته مبتنی بر نقاط فوق همگرا، دارد
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  .نیز به بیان نتایج و پیشنهادات پرداخته شده است آخرین فصلدر . ارزیابی قرار گرفته است

  نتیجه گیري - 2- 7

جهت برآورد خطا و بهبود نتایج آن  ،اجزاي محدودهایی که در روشبا ایده گرفتن از در این رساله، 

قرار گرفته بود، به ابداع و توسعه روشهایی نوین جهت بهبود تنش و برآورد خطاي روش مورد استفاده 

تریک با اجزاي محدود دارد، وجود با توجه به شباهتهایی که روش ایزوژئوم. ایزوژئومتریک پرداخته شد

هاي برگرفته از روش اجزاي برخی تفاوتهاي اساسی بین این دو روش، مشکل جدي در انتقال ایده

در  مقالات اصلی که. محدود، جهت برآورد خطا و بازیافت تنش مسائل ایزوژئومتریک در این رساله بود

در این رساله مورد توجه  ود نتایج پرداخته وروش اجزاي محدود، به معرفی چگونگی برآورد خطا و بهب

  : عبارتند از ندقرار گرفته بود

 SPRبه معرفی روش  1992روش برآورد خطاي ارائه شده توسط زینکویچ و زو که در سال  )1

  .]9[ندجهت بازیافت تنش و برآورد خطاي روش اجزاي محدود پرداخت

و دیگر مقالات مرتبط  وژئومتریک از این مقالهایده استفاده از نقاط فوق همگراي گوسی در تحلیل ایز

با توجه به اینکه استفاده از نقاط فوق همگراي گوسی در روش اجزاي محدود اولین . گرفته شد به آن

، این سوال وجود داشت که آیا این نقاط در روش ]2[بار به صورت اتفاقی و توسط بارلو مطرح شد 

. دود از خاصیت فوق همگرایی برخوردار هستند یا خیر؟ایزوژئومتریک نیز همانند روش اجزاي مح

که حاصل از چند  وصلههمچنین با توجه به اینکه تنش بهبود یافته در اجزاي محدود بر روي هر 

المانها همانند روش اجزاي  ،آمد، این چالش را در روش ایزوژئومتریک که در آن میالمان بود، بدست 

شود که چرا نقاط گوسی در تحلیل در این رساله اثبات می .نمودمحدود وجود نداشت، ایجاد می

با استفاده از تکنیک نربز در  همچنین. باشندایزوژئومتریک نیز از خاصیت فوق همگرایی برخوردار می

ي هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک، این روش بخوبی جهت برآورد تولید سطح تنش بهبود یافته بر رو

یزوژئومریک پیاده سازي شد و نتایج بدست آمده در فصل هاي سه، چهار و خطا و بهبود تنش روش ا
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کرنش مسطح، متقارن محوري و -پنج، کاربرد موفقیت آمیز این روش را در مسائل دو بعدي تنش

  . دهدمسائل سه بعدي نشان می

به معرفی روش  1997برآورد خطاي ارائه شده توسط برومند و زینکویچ که در سال روش  )2

REP به  2011 که در سال و همکاران ، همچنین روش ارائه شده توسط باته]13[ رداختندپ

، جهت افزایش دقت تنش حاصل از تحلیل اجزاي محدود REPمعرفی روشی مشابه روش 

   ].57[اند پرداخته

ت ایده استفاده از نیروهاي وارد بر هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک و قید معادلات تعادل از این مقالا

یکی از اساسی ترین چالشهایی که این قسمت از پژوهش با . و دیگر مقالات مرتبط با آنها گرفته شد

که بر روي مرز المانها و ( آن روبرو شده بود، وجود تفاوت بین نقاط گرهی در روش اجزاي محدود

مرز زه و که در فضایی خارج از مرز سا( نترلی روش ایزوژئومتریککبا نقاط  )سازه قرار داشتند

تشکیل فرمولبندي این روش بر اساس استفاده از بازه تاثیر توابع . بود) بردارهاي  گرهی قرار داشتند

وجود این  اب. رود مینربز نیز یکی دیگر از مشکلات استفاده از این ایده در روش ایزوژئومتریک به شمار 

 ایدهزوژئومتریک وجود داشت، این دیگر چالشهایی که در پیاده سازي این ایده در روش ای و مشکلات

جهت برآورد خطاي روش ایزوژئومتریک به کار گرفته شد و نتایج بدست آمده در فصل شش، نشان 

  . باشد میدهنده کارایی رضایت بخش این روش 

روش مینیمم  با استفاده از آنروش برآورد خطاي ارائه شده توسط تابارا و همکاران، که در  )3

  .]18[ بود حل و برآورد خطا در روش اجزاي محدود پرداخته شده استمربعات متحرك به به

با توجه به اینکه روش مینیمم مربعات متحرك در برآورد خطاي روش اجزاي محدود از کارایی 

که با توسعه این روش در تحلیل ایزوژئومتریک نیز بتوان به یک  دش میمناسبی برخوردار است تصور 

فرمولبندي و الگوریتم هاي لازم جهت پیاده سازي . دست یافت آنطاي دستاورد جدید در برآورد خ

. این روش در تحلیل ایزوژئومتریک استخراج شد و برنامه کامپیوتري به زبان فرترن نوشته شد
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شد در روش ایزوژئومتریک کارایی مناسبی نداشته و نتایج  میمتاسفانه این روش آنچنان که تصور 

شود که دلیل عدم کارایی ایده گرفته شده از این روش در  میتصور  .استضعیفی از خود نشان داده 

  .باشد میتحلیل ایزوژئومتریک، وجود تفاوتهایی است که بین روش ایزوژئومتریک و اجزاي محدود 

با استفاده از فرمولبندي انرژي  ، که در آن1آبرتینیروش برآورد خطاي ارائه شده توسط  )4

  ].60[ورد خطا در روش اجزاي محدود پرداخته شده استمکمل به بازیافت تنش و برآ

در تحلیل اجزاي محدود از کارایی مناسبی  و دیگر روشهاي مرتبط با آن این روش برآورد خطا

رسید که بتوان با توسعه آن در روش ایزوژئومتریک نیز به یک دستاورد برخوردار است و به نظر می

ي این روش نیز فرمولبندي و الگوریتم هاي لازم جهت برا. جدید در برآورد خطاي آن دست یافت

اما . پیاده سازي آن در تحلیل ایزوژئومتریک استخراج شد و برنامه کامپیوتري به زبان فرترن نوشته شد

نتایج این روش نیز بسیار ضعیف بوده و تخمین کننده خطا با استفاده از این روش کارایی مناسبی در 

  . ود نشان ندادتحلیل ایزوژئومتریک از خ

همان طور که در بالا اشاره شد، با وجود شباهتهایی که روش اجزاي محدود با روش ایزوژئومتریک 

به خوبی صورت  در روش ایزوژئومتریک هاي گرفته شده از موارد سه و چهاردارد، اما پیاده سازي ایده

که روش بدرستی در تحلیل ، یکی ایننپذیرفت که این امر ممکن است حاصل از دو دلیل عمده باشد

چندین مرتبه  روش ایزوژئومتریک فرمولبندي نشده باشد، که این امر با  توجه به اینکه فرمولبندي

و دلیل دوم وجود تفاوتها بین روش ایزوژئومتریک و اجزاي . رسد میبازبینی شده است، بعید به نظر 

شود که این  میه در اجزاي محدود محدود است که باعث عدم کارایی صحیح بعضی روشهاي ارائه شد

   .امر کار تحقیقاتی بیشتر جهت تطابق بیشتر این روشها در تحلیل ایزوژئومتریک را خواستار است

v باشدکه از انجام این رساله حاصل شده است به شرح زیر می عمده نتایجی:  

ü مسائل به هاي مطرح شده در روش اجزاي محدود جهت برآورد خطاي تحلیل استفاده از ایده

شود و روش ایزوژئومتریک داراي پیچیدگیهایی است که از تفاوت بین این دو روش ناشی می
                                                 
1 F. Ubertini 
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توان همیشه اطمینان داشت که بتوان با پیاده سازي روشهاي ارائه شده در اجزاي محدود نمی

جهت بازیافت تنش و برآورد خطاي نتایج تحلیل سازه، به نتایج قابل قبول و مناسبی در روش 

  .یزوژئومتریک دست یافتا

ü مشابه روش اجزاي محدود، داراي در تحلیل ایزوژئومتریک نقاط انتگرال گیري گوسی ،

 که مقداري از مرتبه یک ،در این نقاط مرتبه همگرایی تنشخاصیت فوق همگرایی می باشند، 

رتبه با و هم م است بالاتر ،جابجایی بدست آید حل به مربوط شکل تابع مشتق از رودانتظار می

  .تقریب تابع جابجایی است

ü  مسائلنتایج حاصل از بررسی تعداد نقاط گوسی به عنوان نقاط بهینه تنش در برآورد خطاي 

 به وابسته تنش بهینه نقاط تعدادحل شده در این پژوهش بیان کننده این موضوع است که، 

 توابع مرتبه به توجه با هک طوري به باشد،می مسئله تحلیل در استفاده مورد شکل توابع مرتبه

 در گوس روش به گیري انتگرال نقاط تعداد حداقل بر منطبق تنش بهینه نقاط محل شکل،

اما با مقایسه شاخص تاثیر حاصل از برآورد کننده خطا با تعداد . است ایزوژئومتریک تحلیل

 گوسی نقاط تمام در خطا کنند برآوردحاصل می شود که  نیز نقاط گوسی، این نتیجه مختلف

 نشان موضوع اینکه  باشد می قبولی قابل و هم به نزدیک تاثیرهاي شاخص داراي شده ارائه

 تحلیل در آنها تعداد گرفتن نظر در بدون گوسی، نقاط تمام بودن همگرا فوق دهنده

از اینرو در استفاده از روش برآورد خطا مبتنی بر نقاط فوق همگرا در . باشد می ایزوژئومتریک

یل ایزوژئومتریک، نگرانی بابت تعداد نقاط انتگرال گیري گوس به عنوان نقاط فوق همگرا تحل

توان این اطمینان را داشت که برآورد کننده خطا با هر تعداد نقاط انتگرال وجود ندارد و می

 .گیري گوسی، به تقریب مناسبی از توزیع خطا در دامنه حل مسئله دست یابد

ü وق همگرایی نقاط گوسی و با استفاده از روش حداقل مینیمم مربعات، با استفاده از خاصیت ف

آید که از تنش ایزوژئومتریک دقیقتر سطح تنش بهبود یافته بوسیله تکنیک نربز بدست می
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توان به عنوان معیاري جهت برآورد خطاي تحلیل ایزوژئومتریک استفاده است و از آن می

کرنش مسطح، متقارن محوري و مسائل -ر مسائل تنشکارایی این برآورد کننده خطا د. نمود

مناسب بودن این برآورد کننده خطا در نتایج بیان کننده  تمامی سه بعدي بررسی شد و

 .استبعدي تحلیل ایزوژئومتریک مسائل دوبعدي و سه

ü  ویژگی بارز روش برآورد خطا مبتنی بر نقاط فوق همگرا در تحلیل ایزوژئومتریک مسائل

هزینه کم محاسبات . باشد میبعدي الاستیسیته، سادگی و اقتصادي بودن آن هدوبعدي و س

 هايمولفه تمامکه با توجه به فرمولبندي این روش، براي  در این روش از این بابت است

 .شود میعکوس مفقط یکبار محاسبه شده و  Aتنش، ماتریس ضرایب 

ü وهاي وارد بر هر وصله از فضاي براي اولین بار در روش ایزوژئومتریک، استفاده از نیر

به کار گرفته محاسباتی تحلیل ایزوژئومتریک و قید معادلات تعادل در تولید تنش بهبود یافته 

آید براي میدان تنش دقیق حاکم بر مسئله بدست می محدودیتیبا استفاده از این روش، . شد

عث کاهش دقت توابع شکل که با(و بدون استفاده از مشتق تابع جابجایی  مستقیم طور به که

هر مولفه تنش را که به توان  میبا استفاده از این محدویت، . شود میحاصل ) درونیاب است

بدون استفاده از مشتق توابع  صورت یک سطح نربز با مختصه سوم مجهول فرض شده است،

  .بدست آورد تغییر مکانشکل 

ü از تحلیل  وصلهوارد بر هر  کارایی روش برآورد خطا بر مبناي استفاده از نیروهاي

باشند، مورد بررسی قرار  میایزوژئومتریک در شش مسئله الاستیسیته که داراي حل دقیق 

تخمین کننده خطا در برآورد خطاي روش این گرفت و نتایج بیان کننده رفتار خوب 

همچنین شاخص تاثیر این برآورد کننده خطا در تمامی مسائل . باشند میایزوژئومتریک 

سبت به شاخص تاثیر بدست آمده از برآورد خطا بر مبناي نقاط فوق همگرا، بهتر بوده و ن

، تنی بر نقاط فوق همگراتوزیع نرم خطاي تقریبی بدست آمده از این روش نسبت به روش مب
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  .دقیقتر است

ü ویژگی بارز روش برآورد خطا بر مبناي استفاده از تعادل در هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک ،

عدم نیاز به نقاط انتگرال گیري گوسی به عنوان نقاط فوق همگراي تنش در تشکیل سطح 

در مسائلی که جهت انتگرال گیري  را توان این روش میدر اینصورت . تنش بهبود یافته است

همچنین  .نمایند، به کار گرفت میاستفاده عددي از روشی به جزء روش انتگرال گیري گوس، 

توان به سادگی از آن در برآورد خطاي  میتوجه به فرمولبندي این روش،  شود، با میتصور 

 .پلاستیک استفاده نمود-تحلیل ایزوژئومتریک مسائل غیر خطی الاستو

ü  تعادل در هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک، برآورد خطا بر مبناي  روشبا توجه به فرمولبندي

ح تنش بهبود یافته نسبت به روش مبتنی توان دریافت که هزینه این روش در تولید سط می

این افزایش هزینه بدین علت است که باید ماتریس ضرایب . بر نقاط فوق همگرا بیشتر است

C  به هزینه افزایش ایناما . حساب شده و معکوس شودبراي هر مولفه تنش به صورت مجزا 

 روش این در بازیافتی تنش سطح تشکیل در نربز توابع تاثیر بازه خاصیت از استفاده دلیل

   .است یافته کاهش حديحاصل از نقاط فوق همگرا، تا  بازیافتی تنش سطح به نسبت

  پیشنهادات - 3- 7

، که از جمله 4و پروفسور هیوز 3، بابوشکا2، بلیشکو1توسط پروفسور ادن 2003اي که در سال در مقاله

ه چاپ رسید بود، از برآورد خطا و باشند، ب میمعروفترین دانشمندان شاخه علم مکانیک محاسباتی 

حل تطبیقی به عنوان یکی از ده شاخه اصلی و مهم تحقیقات آینده در شاخه مکانیک محاسباتی یاد 

بدون شک در صورتی که نتوان به نتایج بدست آمده از تحلیل مسائل مهندسی  ].61[شده است 

شود و یکی از مهمترین  میاجه توسط کامپیوتر اعتماد نمود، طراحی مسائل مهندسی با مشکل مو

                                                 
1 J. Tinsley Oden 
2 Ted Belytschko 
3 Ivo Babuska 
4 T.J.R. Hughes 
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برآورد خطا و بدنبال آن حل  هاي تحقیقات آینده این خواهد بود که با استفاده از روش هاي شاخه

این امر اهمیت موضوع ارائه شده در . تطبیقی، بتوان به نتایج با قابلیت اطمینان بالا دست پیدا کرد

را جهت کارهاي تحقیقاتی بیشتر در آینده روشن  مسیراهمیت ادامه این دهد و  میاین رساله را نشان 

همچنین با توجه به اینکه روش تحلیل ایزوژئومتریک یک روش نوین در آنالیز مسائل . سازد می

هاي فراوانی در زمینه پژوهش بر روي تخمین خطاي نتایج بدست آمده از مهندسی است، هنوز کمبود

  . سازد میقیقات را در این زمینه بیشتر از پیش روشن وجود دارد، که این امر نیاز به ادامه تحآن 

v  باشند میتوان به آنها اشاره کرد به شرح زیر  میموضوع این رساله پیشنهاداتی که در ادامه: 

ü توسعه روش برآورد خطا بر مبناي تعادل در هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک مسائل تنش -

وري و سه بعدي و بررسی کارایی این کرنش مسطح جهت برآورد خطاي مسائل متقارن مح

  .روش در تشکیل سطح تنش بهبود یافته در این مسائل

ü  استفاده از روش برآورد خطا بر مبناي تعادل در هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک، جهت

پلاستیک و مقایسه آن با روش برآورد خطا بر مبناي -برآورد خطاي مسائل غیر خطی الاستو

 .نقاط فوق همگرا

ü روش مینیمم  با استفاده از تحقیق و تلاش بیشتر بر روي پیاده سازي روشهاي برآورد خطا

 .در تحلیل ایزوژئومتریک انرژي مکملو  مربعات متحرك

ü  بررسی بهبود روشهاي برآورد خطاي ارائه شده در این پژوهش، با ایده گرفتن از روشهایی که

 .دود مورد استفاده قرار گرفته استجهت بهبود میدان تنش بازیافتی در روش اجزاي مح

ü اي در روش ایزوژئومتریک و مقایسه آن با روشهاي برآورد خطاي باقیمانده ابداع و توسعه

 .رآورد خطا بر مبناي بازیافت تنش ارائه شده در این رسالهروشهاي ب

ü ورد ابداع و توسعه روشهایی جهت بهبود شبکه تحلیل ایزوژئومتریک و استفاده از روشهاي برآ

 .خطاي ارائه شده در این رساله در حل تطبیقی و افزایش دقت حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک
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ü  مقایسه سرعت همگرایی در حل تطبیقی مسائل، با استفاده از الگوریتم برآورد خطا بر مبناي

 .نقاط فوق همگرا و برآورد خطا بر مبناي تعادل در هر وصله از تحلیل ایزوژئومتریک

ü در مسائل مکانیک شکست و گسترش روشهاي بهبود تنش ارائه شده در این رساله  استفاده از

ترك در جامدات و همچنین مسائل بهینه سازي و بررسی میزان سرعت همگرایی این مسائل 

  .عدم استفاده از روشهاي بهبود تنشدر مقایسه با 
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فلوچارت و روند کلی برنامه تحلیل ایزوژئومتریک و برآورد خطاي آن بر مبناي نقاط 
 فوق همگرا در مسائل دو بعدي و سه بعدي 
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بر مبناي فلوچارت و روند کلی برنامه تحلیل ایزوژئومتریک و برآورد خطاي آن 
 تعادل در هر وصله از دامنه 
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نوشته  Compaq Visual Fortran V6.6در این قسمت به معرفی برنامه کامپیوتري که در نرم افزار 

ه نوشته خط برنام 116905زیر برنامه و در حدود  49با توجه به وجود . شودشده است، پرداخته می

رسد که در این قسمت به تشریح شده به زبان فرترن در این برنامه کامپیوتري، ضروري به نظر می

  .قسمتهاي مختلف آن و نحوه تشکیل فایل ورودي و تشریح نتایج خروجی پرداخته شود

شود این برنامه همانطور که مشاهده می. نماي کلی از برنامه نشان داده شده است 1در شکل 

بخش تحلیل سازه به دو . تشکیل شده است 2و برآورد خطا 1یوتري از دو قسمت کلی تحلیل سازهکامپ

هاي زیر برنامه ،شود که در قسمت تحلیل دو بعديتقسیم می 4و سه بعدي 3قسمت تحلیل دوبعدي

  .مربوط به تحلیل مسائل تنش مسطح، کرنش مسطح و مسائل متقارن محوري وجود دارد

  
  ی از برنامه تحلیل مسائل به روش ایزوژئومتریک و برآورد خطاي آننماي کل -1شکل 

                                                 
1 Analysis 
2 Error Estimation  
3 2D Analysis 
4 3D Analysis 



   بعديو مسائل سه مسطح، متقارن محوري کرنش- برنامه تحلیل و برآورد خطاي روش ایزوژئومتریک در مسائل تنش الگوریتم و معرفی  پیوست

157 
 

باشد؛ که زیر بعدي میهاي برآورد خطاي مسائل دوبعدي و سهبخش برآورد خطا، حاوي زیربرنامه

و برآورد خطاي مسائل متقارن  1کرنش مسطح -هاي مربوط به برآورد خطاي مسائل تنشبرنامه

  .قرار داده شده است 3سائل دوبعديدر قسمت برآورد خطاي م 2محوري

اي هبه همراه زیربرنامه 5هاي قسمت تعاریف، و زیربرنامه4هاي وروديزیر برنامه مربوط به دریافت داده

مشاهده  1باشند که در شکل از دیگر قسمتهاي این برنامه می 6مربوط به حل دستگاه معادلات خطی

  . پذیردصورت می 7ا در قسمت زیر برنامه اصلیهارتباط بین تمام این زیر برنامه. شوندمی

  .در ادامه به تشریح هر یک از قسمتهاي ذکر شده در بالا پرداخته شده است

  هاي مربوط به تحلیل دو بعديزیر برنامه - 1

در ادامه به . ي مربوط به تحلیل دو بعدي نشان داده شده استها هنماي کلی از زیر برنام 2در شکل 

  .هاي این قسمت پرداخته شده استیک از زیر برنامه تشریح وظیفه هر

  
  ي مربوط به تحلیل دو بعديها هزیر برنام -2شکل 

                                                 
1 Error EstimationPlane 
2 Error EstimationAxisymmetric  
3 2D Error Estimation 
4 Load_DATA.for 
5 Define 
6 Solver 
7 Main.for 
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 Anly_Main.for :کند میي این قسمت را برقرار ها هاین زیربرنامه ارتباط بین زیر برنام.  

StiffAxisymmetric.for  : متقارن در این قسمت ماتریس سختی کل دامنه مدلسازي شده در مسائل

  .شود میمحوري محاسبه 

StiffPlane.for  : این بخش نیز وظیفه تشکیل ماتریس سختی کل دامنه مدلسازي شده در مسائل

  .کرنش مسطح را بر عهده دارد-تنش

Shapefunction2D.for  : در . شود میتوابع شکل نربز در مسائل دو بعدي در این زیر برنامه محاسبه

  .شود میاین زیر برنامه فراخوانده  ،باشد میز به محاسبه توابع شکل نربز که نیا از برنامه هر قسمت

Disp2D.for  : بعد از تشکیل ماتریس سختی کل سازه و حل دستگاه معادلات در زیربرنامهSolver  و

محاسبه مختصات سوم نقاط کنترلی، در این قسمت به تشکیل نقاط سطح نربز تغییر مکان در مسائل 

لازم به ذکر است که تعداد نقاط لازم در . شود میو متقارن محوري پرداخته  کرنش مسطح-تنش

  .شود میداده  yو  xتشکیل سطح نربز، در فایل ورودي به صورت تعداد تقسیمات جهت 

Stress2D.for  : بعد از محاسبه تغییر مکان سازه، در این بخش با مشتق گیري از تغییرمکان، کرنش و

  .شود میش مسطح محاسبه کرن-تنش در مسائل تنش

Stress2DAxi.for  : شود میمحاسبه کرنش و تنش مسائل متقارن محوري در این قسمت انجام.  

Output.for  : در این قسمت نیز به چاپ نتایج بدست آمده از تحلیل دو بعدي در فایل خروجی

  .شود میپرداخته 

  هاي مربوط به تحلیل سه بعديزیر برنامه -2

شود، این قسمت نیز مشابه قسمت قبل در تحلیل دوبعدي، از زیر  میمشاهده  3شکل  همانطور که در

  .شود میي مشابهی تشکیل شده است که از توضیح دوباره آن خوداري ها هبرنام

  هاي مربوط به برآورد خطاي مسائل دوبعديزیر برنامه -3

. نشان داده شده است ل دوبعديبرآورد خطاي مسائي مربوط به ها هنماي کلی از زیر برنام 4در شکل 
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  .هاي این قسمت پرداخته شده استدر ادامه به تشریح وظیفه هر یک از زیر برنامه

  
  بعدي سهي مربوط به تحلیل ها هزیر برنام -3شکل 

  
  برآورد خطاي مسائل دوبعديي مربوط به ها هزیر برنام -4شکل 

Error Main.for  :همچنین در  .کند میي این قسمت را برقرار ها هاماین زیربرنامه ارتباط بین زیر برن

توان انتخاب کرد که برنامه نحوه  می BetaLPو  AlfaLPاین زیر برنامه با مشخص کردن عدد ضرایب 

کرنش مسطح به روش استفاده از تعادل -برآورد خطاي ایزوژئومتریک را در مسائل دوبعدي تنش

  .گرا انجام دهدنیروهاي و یا استفاده از خاصیت نقاط فوق هم
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ExactGaussPointsStress2D.for  : در این زیر برنامه مقادیر تنش دقیق در نقاط انتگرال گیري

  .شود میذخیره  SigEacگوسی در متغییر 

Gausspoints Stress2D.for  : در این زیر برنامه مقادیر تنش بدست آمده از حل تقریبی

  .شود میذخیره  SigIso ر متغییرایزوژئومتریک در نقاط انتگرال گیري گوسی د

REPMethod.for  : در این بخش پارامترهاي مورد نیاز براي روش برآورد خطا بر مبناي استفاده از

  .آید میبدست  وصله تعادل در هر 

Stress2dRecG.for  : در این قسمت مقادیر تنش بدست آمده از حل بازیافتی در نقاط انتگرال گیري

  .شود میذخیره  SigRecGگوسی در متغییر 

AbarBbar.for  : در این زیربرنامه پارامترهاي مربوط به برآورد خطا بر مبناي استفاده از نقاط فوق

  .شود میهمگرا محاسبه 

Stress2DRec.for  :که تعداد آنها در  اي هدر این زیر برنامه مقادیر تنش بهبود یافته در نقاط نمون

  .شود میذخیره  SigRecیر فایل ورودي مشخص شده است، در متغی

errornorm.for  : شوند میدر این قسمت نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی در نقاط نمونه محاسبه.  

Integration.for  : در این زیر برنامه مقادیر نرم خطاي انرژي دقیق و تقریبی در نقاط انتگرال گیري

وي کل ر ال گیري عددي به روش گوس برگوسی محاسبه و با استفاده از آن، این نرم خطا با انتگر

  .شود میدامنه هر المان محاسبه 

exactsolustion.for  : در این زیر برنامه روابط الاستیسیته مربوط به حل دقیق مسائل براي محاسبه

  .مقدار هر مولفه تنش وجود دارد

  هاي مربوط به برآورد خطاي مسائل متقارن محوريزیر برنامه - 4

نشان  برآورد خطاي مسائل با شرایط تقارن محوريي مربوط به ها هکلی از زیر برنام نماي 5در شکل 

لازم به ذکر است که کارایی روش برآورد خطا مبتنی بر تعادل نیروها، در مسائل . داده شده است
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یی که در قسمت قبل جهت محاسبه ها همتقارن محوري بررسی نشده است لذا بعضی از زیر برنام

موجود در روش برآورد خطا بر مبناي تعادل نیروها وجود داشته است در این قسمت پارامترهاي 

مشابه نسبت به قسمت قبل دارند  اي هي موجود در این قسمت وظیفها هموجود نیست و بقیه زیر برنام

  .شود میکه از توضیح مجدد آن خوداري 

  
  حوريبرآورد خطاي مسائل متقارن مي مربوط به ها هزیر برنام -5شکل 

  هاي مربوط به برآورد خطاي مسائل سه بعديزیر برنامه - 5

  .نشان داده شده است برآورد خطاي مسائل سه بعديي مربوط به ها هنماي کلی از زیر برنام 6در شکل 

  
  برآورد خطاي مسائل سه بعديي مربوط به ها هزیر برنام -6شکل 

ي بخش برآورد ها هو وظیفه مشابه با زیربرنامیی که در این بخش وجود دارد با اسامی ها هزیر برنام



   بعديو مسائل سه مسطح، متقارن محوري کرنش- برنامه تحلیل و برآورد خطاي روش ایزوژئومتریک در مسائل تنش الگوریتم و معرفی  پیوست

162 
 

  .شود میباشند و از توضیح دوباره آنها در این بخش خوداري  میکرنش مسطح - خطاي مسائل تنش

  هاي مربوط به بخش تعاریفزیر برنامه -6

در این قسمت نیز تعدادي زیر برنامه وجود دارد که بیشتر جنبه تعریف دارند به همین منظور این 

نامگذاري شده است که نمایی کلی از آن به همراه زیربرنامه دریافت  Defineبه عنوان قسمت 

  .شود میمشاهده  7ي ورودي و زیر برنامه اصلی برنامه در شکل ها هداد

  
  بخش تعاریفي مربوط به ها هزیر برنام -7شکل 

Define.for  :شود که  میفراخوانده  ها هتعریف شده و در تمام زیر برنام 1این بخش به عنوان یک ماژول

  .ی که در برنامه استفاده شده است پرداخته شده استهای در آن به تعریف تمام متغییر

GaussPoints.for  :نقاط گوسی پرداخته شده است هاي در این زیر برنامه به تعریف مختصات و وزن .  

MaterialProperty.for  :مسطح، متقارن  ماتریس سختی مربوط به مسائل تنش مسطح، کرنش

  .شوند میمحوري و مسائل سه بعدي در این بخش تعریف 

Start.for  : شوند بر  میوظیفه نمایش اطلاعاتی که در هنگام اجراي برنامه در پنجره اجرا نمایش داده

  .باشد میعهده این زیربرنامه 

Load_DATA.for  :فراخوانده می دههاي ورودي که در فایل ورودي مرتب شدر این زیر برنامه داده-

  .شوند میشوند و در متغییرهاي مربوطه ذخیره 

  .شود میدر ادامه به توضیح نحوه تشکیل فایل ورودي برنامه پرداخته 

                                                 
1 module 
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  فایل ورودي برنامه - 7

به عنوان نمونه فایل ورودي مربوط به تیر طره تیموشنکو نشان داده شده است؛ که در  8در شکل 

  .شود میتفاده شده در آن پرداخته ادامه به توضیح پارامترهاي اس

  
  فایل ورودي مربوط به مسئله تیر طره تیموشنکو -8شکل 
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باشد که  میشود نام فایل خروجی نتایج تحلیل ایزوژئومتریک  میاولین داده که از فایل ورودي خوانده 

یگر در ادامه به توضیح د. مشخص شده است Result Beam.txtدر فایل نمونه بالا این نام با 

  .شود میپارامترهاي فایل ورودي پرداخته 

Type  : شود که همانطور که در فایل ورودي  میتوسط این پارامتر نوع تحلیل ایزوژئومتریک مشخص

تحلیل  3کرنش مسطح و  2به معناي تحلیل مسائل تنش مسطح،  1نیز مشخص شده است عدد 

  .باشد میمسائل متقارن محوري 

npach  :مورد نیاز جهت تشکیل دامنه مسئله با توابع نربز، توسط این پارامتر مشخص ي ها هتعداد وصل

  . شود می

ntctp  : تعداد کل نقاط کنترلی که جهت تحلیل و مدلسازي هندسه مسئله مورد نیاز است توسط این

  .شود میپارامتر به برنامه معرفی 

ndime  : تحلیل سه بعدي مسائل را  3 براي تحلیل دوبعدي و 2عدد . کند میبعد مسئله را مشخص

  .کند میمشخص 

nintp  : تعداد نقاط گوسی جهت انتگرال گیري عددي و نقاط بهینه تنش توسط این پارامتر مشخص

تعریف  GaussPoints.forتعداد نقاط گوسی است که در زیربرنامه  36و  25، 16، 9، 4اعداد . شود می

  .رفی نمودتوان در این قسمت به برنامه مع میشده اند و 

ipach  :خواهد ارائه شود، مشخص می میکه اطلاعات آن در ادامه  اي هتوسط این پارامتر شماره وصل-

  .شود

doapx  : درجه توابع پایه نربز در جهتx کند میرا مشخص  اي هبردار گر.  

nxknt  : مقدارm  در جهت براي هر وصله راx  یر براي محاسبه مقدار آن به صورت ز. کند میمشخص
  .گرددعمل می

1m n p= + +   
m+1 :در جهت  ها هتعداد گرx، n+1    :در جهت  تعداد نقاط کنترلیx،     p :در جهت شکل درجه توابع x 

doapy   : درجه توابع پایه نربز در جهتy کند میرا مشخص  اي هبردار گر.  
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 nyknt : مقدارm  در جهت براي هر وصله راy  ؛ که مقدار آن مشابه جهت کند میمشخصx  محاسبه

   .شود می

Xdir  :در جهت  1تعداد نقاط نمونهx  لازم به ذکر است که بعد از بدست آمدن . کند میرا مشخص

باشد که از روي  میجهت ترسیم آنها نیاز به یک سري نقاط نمونه ... سطوح نربز جابجایی، تنش و

پ مختصات نقاط نمونه و مقدار توابع مجهول در آن نقاط بعد از چا. برداشت شده باشندسطوح مذکور 

  .به ترسیم سطوح مفروض پرداخت Tecplot  360توان با نرم افزار  می، txt.در یک فایل با پسوند 

Ydir  :در جهت  تعداد نقاط نمونهy  کند میرا مشخص.  

Control Point Coordinate  : شود که به  میمعرفی در این قسمت مشخصات نقاط کنترلی به برنامه

  .باشد میصورت زیر 

  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم  ستون چهارم  ستون پنجم
  شماره نقطه کنترلی xجهت  اتمختص yجهت  اتمختص zجهت  اتمختص  وزن نقطه کنترلی

ipach  :که در ادامه ترتیب اتصال نقاط کنترلی آن بیان شده است اي هشماره وصل.  

Patch Conectivity  :ر جلوي شماره وصله مربوطه، ترتیب اتصال نقاط کنترلی دراین قسمت بیان د

باشد که از سمت چپ  اي هلازم به ذکر است که این ترتیب شماره گذاري همواره باید بگون.  شود می

حرکت و دوباره در  xو بعد یک واحد در جهت  خوانده شود ها هشمار yشکل شروع و در ابتدا درجهت 

  .نهایت کل نقاط کنترلی هر وصله معرفی شود، تا در yجهت 

Knot Vectors  : به طوري که . شود میبردار گرهی مربوط به هر وصله در این بخش به برنامه معرفی

ξدر جلوي شماره هر وصله، در ردیف اول، مختصات نقاط گرهی در جهت   (x)  و در ردیف دوم

  .شود میبیان  η (y)ت مختصات نقاط گرهی در جه

Material Properties  :شودخواص مصالح فرض شده براي مسئله در این قسمت به برنامه معرفی می .

  .باشد میمشخص کننده ضریب پواسون  Nooمشخص کننده ضریب الاستیسیته و ضریب  Eضریب 

                                                 
1 Sample points 
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No.supports  :کیه گاه محدود شده است در این قسمت به برنامه تعداد درجات آزادي که به عنوان ت

در جلوي هر درجه آزادي معرفی  Supportsهمچنین مقدار این محدودیت در قسمت . شود میمعرفی 

  .شود می

No.forces  : شود در این قسمت معرفی  میتعداد درجات آزادي که در آن جهات به سازه نیرو وارد

. شود میدر جلو درجه آزادي مربوطه به برنامه معرفی  Forcesمقدار این نیروها در قسمت . شود می

لازم به ذکر است که تعداد کل درجات آزادي سازه برابر است با تعداد کل نقاط کنترلی ضربدر در بعد 

 xاست که اولین نقطه کنترلی در جهت  اي همسئله که ترتیب شماره گذاري این درجات آزادي بگون

درجه آزادي دو، و به همین ترتیب تمام نقاط کنترلی درجات آزادیشان  y درجه آزادي یک و در جهت

  .شود میمشخص 

type of analytical solution  :براي تحلیل و برآورد  اي هدر این بخش با توجه به این که چه مسئل

  . شود میخطا انتخاب شده است، شماره مسئله مورد نظر بیان 

  نتایج خروجی هاي فایل - 8

شوند که در این قسمت  میدر دایرکتوري برنامه چاپ  txt.ی با پسوند های تایج خروجی در فایلتمامی ن

  360لازم به ذکر است که جهت ترسیم نتایج خروجی از نرم افزار . شود میبه معرفی آنها پرداخته 

Tecplotتوان استفاده نمود می.  

Result Beam.txt  :یل ایزوژئومتریک در فایلی که نام آن در همانطور که پیشتر بیان شد، نتایج تحل

محتویات فایل نتایج خروجی تحلیل ایزوژئومتریک که در . شود میشود، چاپ  میفایل ورودي مشخص 

کرنش مسطح به صورت - فرض شده بود، در مسائل تنش Result Beam.txtفایل ورودي نمونه، نام آن 

  .زیر خواهد بود
  ستون اول  ستون دوم  ستون سوم  ن چهارمستو  ستون پنجم  ستون ششم  ستون هفتم
  مقدار تنش 

xyτ   
مقدار تنش 

yσ   
  مقدار تنش

xσ   
مقدار تغییرمکان 

 yدر جهت 
مقدار تغییرمکان 

 xدر جهت 
نقطه  yمختصه 

 نمونه
نقطه  xمختصه 

  نمونه
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Recovery stress.txt  : شود؛ که همانند فایل خروجی  مینتایج تنش بهبود یافته در این فایل چاپ

باشد؛ با این تفاوت که دو ستون مربوط به تغییر مکانها در این فایل وجود  مینتایج ایزوژئومتریک 

  .ندارد

exact stress.txt  :شودمیي تنش در این فایل ذخیره ها هنتایج بدست آمده از حل الاستیسیته مولف.  

recovery error norm.txt  : اختلاف تنش ایزوژئومتریک با (نتایج توزیع نرم خطاي انرژي تقریبی

 xستون اول مختصه . شود؛ که در سه ستون تنظیم شده است میدر این فایل چاپ ) تنش بازیافتی

  .باشد میطه و ستون سوم مقدار نرم خطاي انرژي تقریبی در آن نق yنقطه نمونه، ستون دوم مختصه 

exact error norm.txt  : اختلاف تنش ایزوژئومتریک با تنش (نتایج توزیع نرم خطاي انرژي دقیق

  .شود میدر این فایل چاپ ) دقیق

exact and recovery error norm per element.txt  : مقدار نرم خطاي انرژي در هر المان در این

نرژي دقیق المانها و در ستون دوم نرم خطاي انرژي در ستون اول نرم خطاي ا. شود میفایل چاپ 

  .تقریبی المانها قرار دارد
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Abstract: 

Employing the computer aided design technique in the newly developed isogeometric 
 analysis method has many advantages, e.g. removing the error of geometrical modeling. 
On the other hand, in all numerical methods, errors due to approximation of unknown 
 functions are inevitable  and researchers have been concerned about the reliability of the 
results. This thesis is to develop methods that can be used to estimate error rate of the 
isogeometric analysis method. These concepts are arranged in two main parts. 
In the first section, the error estimation method based on the superconvergent points 
property for isogeometric analysis of stress-strain, axisymmetric and three-dimensional 
problems have been considered; and will show why the Gauss integral points has 
convergence properties in the isogeometric analysis method. In this method, by making 
use of the superconvergent points, each of the components of the improved stress tensor 
is considered as an imaginary surface. This surface is generated by using the same 
NURBS’ basis functions that are employed for approximation of the primary variable in 
the isogeometrical analysis. The obtained results of all examples indicate the 
effectiveness of the proposed method in the estimating the error of isogeometric 
analysis of the stress-strain, axisymmetric and three-dimensional problems. 
In the second part, a new method is introduced for calculation of stress field in the 
isogeometric analysis method that makes use of equilibrium of patches. In this 
technique, by considering the forces induced on the patches of isogeometric analysis, 
the surface denoting the variations of each component of the stress tensor is 
approximated by the same order of NURBS’ shape functions that are used for 
approximation of the displacements. One of the useful features of this method is being 
independent of the Gauss integration points, that is especially advantageous when a 
different integration method than the Gauss quadrature is employed. To demonstrate the 
performance of the method, six examples are taken into consideration and their exact 
and approximate error energy norms are calculated in the rest of the article. The 
obtained results indicate that in all of the considered examples error estimation by this 
approach is superior to our previous method based on using the superconvergent points 
and therefore can be considered as a another simple and efficient method for error 
estimation and stress recovery in isogeometric analysis. 
 
Key words: Isogeometric Analysis, Error Estimation, Stress Recovery, 
Superconvergent Points, Patch Equilibrium. 
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