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ˀتَشَاء مʿن˂ تُذِلˋ و̮ ˀتَشَاء مʿن˂ تُع˼زˋ
گرفت، قرار ارشد کارشناسͬ پایان نامه ΁ی مقام در حاضر اثر پروردگار فضل به اینکه
آقای جناب فرهیخته استاد از را خود قدردانͬ و سپاس مراتب ͬ دانم م لازم خود بر
و فراوان زحمات خاطر به پایان نامه این راهنمای استاد ، آبادی حسن حسن دکتر
سعه خاطر به همچنین و گذشته سال ΁ی طͬ در ایشان مشفقانه ی راهنمایی های

نمایم. ابراز کار، انجام طول در ایشان بزرگواری و صدر
تمام و صادقچه زهرا و آزادبخت فاطمه سرکارخانم عزیزم دوست دو از همچنین و
سپاس·زارم نمودند، یاری را اینجانب تحقیق این انجام مختلف مراحل تمام در که کسانͬ

دارم. سربلندی و بهروزی آرزوی عزیزان این همه ی برای و

نیا صداقت پریسا
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چ΄یده
گروه ها نظریه از استفاده با را دقیق شبه حل پذیر روش ابتدا در داریم، قصد پایان نامه این در
نسبیتͬ و غیرنسبیتͬ سیستم های بررسͬ به روش این از استفاده با سپس و کنیم معرفͬ
مطالعه ی برای زیادی توجه اخیر سال های در بپردازیم. بوزونͬ) و فرمیونͬ (سیستم های
به دیراک معادله حل میان این در که است گرفته صورت غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ موج معادلات
فراوانͬ اهمیت ͬ شود منجر م قبول قابل فیزی΄ͬ نتایج به که نسبیتͬ موج معادله ΁ی عنوان
قابل تلاش های فیزی΄دانان ͬ کند. م ایفا نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی در مهمͬ نقش و داشته
حل های تعداد و انجام داده اند فیزی΄ͬ پتانسیل های با دیراک معادله حل برای را ملاحظه ای
متفاوتͬ استاندارد روش های آن ها در که است افزایش به رو دارد وجود زمینه این در که دقیقͬ
با جبری روش به دیراک معادله حل استاندارد، روش ها ی این از ی΄ͬ شده است. استفاده
موج معادله ΁ی عنوان به دیراک معادله نیز پایان نامه این در است. گروه نظریه  از استفاده
هر به مربوط دیفرانسیل معادلات و ͬ گیرد م قرار اس΄الر و برداری پتانسیل حضور در نسبیتͬ
محاسبه  آن ها انرژی طیف و فرمیون ها موج تابع و ͬ شود حل م تحلیلͬ صورت به اسپینور
حل پذیر روش با زمانͬ فضا مختصات در کولنͬ پتانسیل برای دیراک معادله ادامه در ͬ شود. م
در فرمیون ها انرژی طیف نیز و موج تابع نهایت در و ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد دقیق شبه
پتانسیل حضور در نیز بوزونͬ سیستم های برای همچنین ͬ شود. محاسبه م کولنͬ پتانسیل
بررسͬ مورد دقیق شبه حل پذیر روش با بوزون ها انرژی طیف و موج تابع اس΄الر و برداری
دقیق صورت به غیرنسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی در پتانسیل ها از تعدادی امروزه ͬ گیرد. م  قرار
برای پایان نامه این در شده است. آورده  به دست  آن ها موج توابع و انرژی طیف و حل شده
بررسͬ مورد شبه دقیق پذیر حل روش با را غیرنسبیتͬ سیستم های ΁کلینگ‐ب پتانسیل
لانداو‐ شده ی شناخته مدل های از استفاده با را مومنتم انرژی توزیع همچنین داده ایم. قرار
ͬ کنیم م ارزیابی گونه گودل ΁متری و ریچادری سام ΁متری دو در پاپاپترو و انیشتین و لیفشیتز
حل هامیلتونͬ با آن ارتباط و تاویز‐کومینگز روش تحلیل و بررسͬ به آخر بخش در همچنین و
هیون‐بای معادلات فرم از استفاده با سپس و پرداخته SL(٢) گروه به مربوط دقیق شبه  پذیر

ͬ پردازیم. م متفاوت پتانسیل های با مختلف های فرم در آن حل به کانفلوئنت
΁متری تاویز‐کومینگز، روش دقیق، شبه پذیر حل  روش گروه ها، کلیدی:نظریه کلمات
انرژی‐مومنتم لیفشیتز، لانداو انرژی‐مومنتم انرژی‐مومنتم، گودل، ΁متری ریچادری، سام

هیون. معادله پاپاپترو، انرژی‐مومنتم انیشتین،

ت



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
1. Dirac fermions in Som–Raychaudhuri space-time with scalar and vector potential

and the energy momentum distributions.

2. Klein–Gordon oscillator in the presence of a Cornell potential in the cosmic string

space-time.

3. Investigation of fermions with metric based on q-addition and the energy-momentum

distributions.(revise)
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١ فصل
گروه ها نظریه بر مقدمه ای

١



گروه ها نظریه بر مقدمه ای ٢

مقدمه ١ . ١
داده اند ادامه خویش حیات به همچنان مختلف قرون طول در که نظریه هایی بر گذرا نگاهͬ
دارد. وجود هندسͬ و ریاضͬ قواعد و طبیعͬ پدیده های بین زیبایی هماهنگͬ که ͬ دهد م نشان
هماهنگͬ این از مثال هایی دی·ر نمونه های بسیاری و نیوتن ، کپلر٢ قوانین ، فیثاغورث١ جبر
تجزیه و بررسͬ برای که است، گروه ها نظریه ریاضͬ روش موارد این از دی·ر ی΄ͬ ͬ باشند. م
آغاز از نظری ΁فیزی در گروه نظریه کاربرد ͬ باشد. م فیزی΄ͬ سیستم های در تقارن تحلیل و
ریاضͬ قواعد این از است. کرده پیدا بیشتری گسترش روز به روز کوانتومͬ نظریه ی پیدایش
پیچیده ای تقارن آنچنان دارای که گرفت ΁کم سیستم هایی مطالعه ی برای ͬ توان م محض
که سیستم هایی یا و نمود، بررسͬ را آن ها ͬ توان نم کلاسی΄ͬ معمول روش های با که هستند

نیست. شده شناخته کاملا آ ن ها برهم΄نش
گروه ها نظریه ی به نیازی چندان کوانتومͬ ΁م΄انی درک برای که ͬ ر  سید م نظر به ابتدا در
به مثال عنوان به گرفت. ΁کم دی·ری ابزار از گروه ها از استفاده جای به ͬ توان م و نیست
که شد مشخص بعدها ولͬ کرد، استفاده پائولͬ اصل از جای·شت گروه های از استفاده جای
اطلاعاتͬ نیازمند اسپین مسئله ی جمله از پدیده ها از بسیاری درک برای نظری فیزی΄دانان
نیز پیچیده طیف های۴ تئوری بررسͬ در ͬ باشند. م متقارن٣ گروه نمایش نظریه ی به ͽراج
نتایج و تئوری میان رابطه ی کردن مشخص گروه نظریه از استفاده بدون که گردید مشخص
انرژی تراز های شدن ش΄افته چ·ونگͬ بررسͬ برای مثال عنوان به نیست. ام΄ان پذیر تجربی
در محاسبات در را مدار اسپین شدن جفت و میدان اثر همزمان طور به باید نمونه ΁ی در
در شود گرفته نظر در اختلال باید تجربی نتایج به رسیدن برای صورت این در که گرفت نظر
رسید[١]. نتایج همان به ͬ توان م دشوار محاسبات بدون گروه نظریه از استفاده با که صورتͬ
بررسͬ برای فیزی΄دانان دست در بی نظیر ابزاری صورت به نظریه این حاضر حال در
بررسͬ موارد این جمله ی از است. درآمده ͬ باشند م متفاوت تقارن های دارای که سیستم  هایی
است. شده پرداخته آن ها به اختصار به نامه پایان این در که است غیرنسبیت۶ͬ و نسبیت۵ͬ ذرات

گروه مفهوم ١ . ٢
متناهͬ مجموعه ای با گروه ها نظریه است. دقیقͬ بسیار معنای دارای گروه ریاضیدان ها نظر در
اصطلاح از قرارداد طبق که ترکیب قانون ΁ی و دارد سروکار غیره و C و B و A مانند نامتناهͬ یا
حاصل ΁ی G گروه ΁ی از B و A عنصر دو هر برای رو این از ͬ شود. م استفاده آن برای ضرب
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2Kepler algebra
3Symmetric
4spectrum
5Relativity
6Non Relativity



٣ گروه ضرب جدول
هر به دی·ر عبارت به است AB = C که طوری به ͬ شود م تعریف C مانند فرد به منحصر ضرب
که G مانند مجموعه ای ͬ شود. م مربوط C مانند فرد به منحصر عنصر ΁ی (A,B) مرتب زوج
شرایط که ͬ شود م نامیده گروه صورتͬ در است شده تعریف (ضرب) ترکیب قانون ΁ی آن در

باشد: برقرار آن در زیر
گروه: ضرب عمل به نسبت بودن بسته قانون ‐ ١

است. گروه از عضوی خود گروه عضو دو هر ضرب حاصل یعنͬ
∀A,B ∈ G −→ C = AB ∈ G (١ . ١)

شرکت پذیری: قانون ‐ ٢
آن گاه: باشند G از دلخواه عضو سه A,B,C اگر یعنͬ

(AB)C = A(BC) (١ . ٢)
عنصر را آن که است E مانند عنصری شامل G مجموعه ی یعنͬ واحد: عنصر قانون ‐ ٣

طوری که به ͬ نامند م خنثͬ یا همانͬ یا واحد
AE = EA = A (١ . ٣)

به دارد وجود G در A−١ مانند عنصری A عنصر هر ازای به یعنͬ عکس: عنصر قانون ‐ ۴
طوری΄ه

AA−١ = A−١A = E (۴ . ١)
΁ی باشد برقرار AB = BA رابطه ی آن عنصر دو هر ازای به بالا ͬ های ویژگ بر علاوه که گروهͬ
آن گاه باشد عنصر متناهͬ تعداد از متش΄ل G اگر ͬ شود. م نامیده پذیر تعویض یا آبل٧ͬ گروه

. [٢] ͬ دهند م نمایش g با را آن و نامیده گروه مرتبه ی را تعداد این

گروه ضرب جدول ١ . ٣
ضرب حاصل همه ی که صورتͬ در ͬ شود نم عناصر ماهیت به ای اشاره هیچ گروه ها نظریه ی در
تعیین را آن ها بتوان مشخصͬ قواعد وسیله ی به یا و باشند معلوم AB ش΄ل به عناصر  های
چنین تعداد g مرتبه ی با متناهͬ گروهͬ ΁ی در است. مشخص کاملا گروه آن آنگاه کرد،
ش΄ل در جدول این که کرد فهرست جدول ΁ی در را آن ها ͬ توان م و است g٢ ضرب ها حاصل
هر بار ΁ی فقط ستون یا سطر هر که است آن جدول این ͬ های ویژگ از است. شده آورده ١ . ١
بودن بسته یعنͬ ͬ شود م مشخص جدول این روی از نیز گروه ͬ های ویژگ دارد. دربر را عنصر
و است مش΄ل تر کار این پذیری شرکت قانون مورد در ولͬ عکس، عنصر وجود و واحد عنصر

داد[٣]. قرار بررسͬ مورد را قانون این عناصر باید
7Abelian



گروه ها نظریه بر مقدمه ای ۴

گروه ضرب جدول :١ . ١ ش΄ل

لͬ ها ی گروه ۴ . ١
حقیقͬ پارامتر های مجموعه ΁ی توسط ͬ توانند م که هستند پیوسته ای گروه های ٨ لͬ گروه های
این تعداد مشخص شوند. کند تغییر معین بازه ΁ی در پیوسته طور به آن ها از ی΄ͬ حداقل که
پارامتر های با عضوی دی·ر، عضو در عضو هر ضرب از ͬ دهد. م تش΄یل را لͬ گروه بعد پارامترها
مشخص پیوسته مختصات با لͬ گروه عناصر شد گفته که چنان ͬ دهد. دست م به  را جدید
ͬ شود[٢]. شناخته م ͬ شود م نامیده گروه بعد که پارامتر تعدادی با گروه عضو هر و ͬ شوند م

لͬ گروه  مولد های ۵ . ١
عناصر تمام ضرب هایشان حاصل یا توان ها که ب·یرید نظر در را عناصری مجموعه کوچ΁ ترین
΁ی مولد های بررسͬ برای ͬ نامند. م گروه مولد های را مجموعه این عناصر بدهد. را گروه
زیر ویژگͬ خنثͬ عنصر خاصیت گرفتن نظر در با f i توابع ͬ گیریم. م نظر در را زیر فرایند گروه

ͬ باشند: م دارا را
f i(٠, ٠, ..., ٠;β١, β٢, ....βn) = βi (۵ . ١)
f i(α١, α٢, ...αn, ٠, ٠, ...٫٠) = αi (۶ . ١)

لͬ گروه های مهم ترین عنوان به ماتریسͬ گروه های به را خود بحث پیچیدگͬ، از پرهیز برای
بیان آن ها حقیقͬ پارامترهای تعداد و ماتریسͬ گروه های ١ . ١ ش΄ل در که ͬ کنیم، م محدود
است. تعمیم قابل لͬ گروه های برای آمده به دست نتایج که است ذکر به لازم است. شده
عنصر دو ضرب حاصل قبل بخش با مطابق هستند. ماتریسͬ گروه  های لͬ گروه های مهم ترین
به شده اند گرفته نظر در واحد عنصر نزدی΄ͬ در که a = k(α١, α٢, ....αn), b = k(β١, β٢, ....βn)

ͬ شود: م بیان زیر صورت

C = k(α١, α٢, ....αn)k(β١, β٢, ....βn) = k(γ١, ....γn) (١ . ٧)
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۵ لͬ گروه  مولد های

آن ها حقیقͬ پارامتر های تعداد و ماتریسͬ گروه  های :١ . ١ جدول
حقیقͬ پارامترهای تعداد ماتریسͬ گروه نام

n٢ GL(n,R)

n٢ − ١ SL(n,R)

٢n٢ GL(n, c)

٢n٢ − ٢ SL(n, c)

n٢ U(n)

n٢ − ١ SU(n)

(p, q)٢ U(p, q)

(p+ q)٢ − ١ SU(p, q)

n(٢n+ ١) SP (٢n)

ͬ گیرد، قرارم واحد همسای·ͬ در نیز C عنصر است پیوسته گروه ΁ی لͬ گروه که آنجایی از
تکراری شاخص های روی ͽجم اصل از استفاده و صفر عنصرحول سه پارامترها بسط از بنابراین

داشت: خواهیم

a = I + αiTi +
١
٢αiαjTij + ... (١ . ٨)

b = I + βiTi +
١
٢βiβjTij + ... (١ . ٩)

c = I + γiTi +
١
٢γiγjTij + ... (١ . ١٠)

به ضرب حاصل رابطه ترتیب این به هستند، ماتریسͬ Tiها و است Tij = Tji درآن که
ͬ شود: م نوشته زیر صورت

(I + αiTi +
١
٢αiαjTij + ...)(I + βiTi +

١
٢βiβjTij + ...) (١ . ١١)

نتیجه در
γi = αi + βi + Ci

jk + .... (١ . ١٢)
بین رابطه دوم مرتبه تا جملات داشتن نگه نیز و (١ . ١٢) در (١ . ١١) رابطه جای·ذاری از
نشان آمده به دست رابطه ͬ آید. م به دست Tjk = TjTk − CjkTi صورت به ماتریسͬ ضرایب



گروه ها نظریه بر مقدمه ای ۶
Tjها یعنͬ اول درجه بسط ضرایب برحسب ها Tjk یعنͬ دوم درجه بسط ضرایب که ͬ دهد م
در که خودش مشابه رابطه ی از آمده به دست رابطه ی تفریق از دی·ر سوی از ͬ شوند. م تعیین

داریم: شده اند جابه جا اندیس ها آن
Tjk − TkTj = (Ci

jk − Ci
kj)Ti (١ . ١٣)

نوشت: زیر صورت به را آن ͬ توان م که
[Tj , Tk] = f ijkTi (١۴ . ١)

خود پایین اندیس های به نسبت که f ijk ضرایب است. شده درنظرگرفته Tjk = Tkj درآن که
Tjk = رابطه ی که همان گونه و ͬ شوند م نامیده لͬ گروه ساختار ثابت های هستند پادمتقارن
با و هستند، محاسبه قابل آن ها برحسب نیز دوم درجه ضرایب ͬ دهد نشان م TjTk − CjkTi

Ti برحسب مرتبه ها تمام ضرایب که ͬ شود دیده م بالاتر مرتبه  های تا استدلال این دادن ادامه
ͬ نامند[٢]. م لͬ گروه مولد های را ها Ti دلیل این به و ͬ باشند م محاسبه  قابل ها

SL(n) گروه بر تاکید با گروه ها از برخͬ معرفͬ ۶ . ١

GL(n,R) گروه ١ . ۶ . ١
فضای ΁مجموعه ی این ͬ دهیم. م نشان Mn(R) با را n×n حقیقͬ ماتریس  های تمام مجموعه
عدد ΁ی در را آن عضو ΁ی یا و کرد ͽجم هم با را آن عضو دو هر ͬ توان م یعنͬ است، برداری
مجموعه براین علاوه باشد. مجموعه این خود به متعلق هنوز حاصل و کرد ضرب حقیقͬ
گروه ΁ی ولͬ است واحد ماتریس همان که دارد نیز خنثͬ عضو و است بسته ضرب به نسبت
وارون ماتریس های به محدود را خود هرگاه نیستند. وارون پذیر آن عناصر همه زیرا نیست
بنابراین ͬ آیند م به دست (n × n حقیقͬ ماتریس های گروه (یعنͬ ٩ GL(n,R) گروه کنیم پذیر
بعد گروه، این پارامتر های تعداد است. حقیقͬ پارامتر n٢ دارای GL(n,R) گروه گفت ͬ توان م

است[٣]. بعدی n٢ گروه ΁ی GL(n,R) گروه ینابراین ͬ شود. م نامیده نیز آن

SL(n,R) گروه ٢ . ۶ . ١
تش΄یل واحد دترمینان با ماتریس های از که است زیرگروهͬ GL(n,R) از مهم زیرگروه ΁ی

ͬ شود: م خوانده ١٠ SL(n,R) و ͬ شود م
9General Linear Group of Real Matrices
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٧ SL(n) گروه بر تاکید با گروه ها از برخͬ معرفͬ

SL(n,R) := {g ∈ GL(n,R)|det(g) = ١} (١۵ . ١)
خطͬ انتقال گروه گروه، این است. SL(n) گروه ΁فیزی در کم بعد با مهم گروه های از ی΄ͬ که
این است. پارامتری n٢ − ١ و ͬ باشد م ΁ی آن ماتریس های دترمینان که است n × n خاص
این از عضوی اگر زیرا ͬ شوند. م مرتبط مینکوفس΄ͬ فضای به راحتͬ به ماتریس هایی چنین
اندازه ی به آن دترمینان آنگاه بنویسیم زیر صورت به SL(٢) گروه برای را X مثلا ماتریس ها

شد. خواهد برابر X بردار چهار

X =

 x٠ − x٣ −x١ + ix٢
−x١ − ix٢ x٠ + x٣

 . (١۶ . ١)

O(n,R) گروه ٣ . ۶ . ١
تش΄یل متعامد ماتریس های از که است GL(n,R) زیرگروه های از دی·ر ی΄ͬ ١١ O(n,R) گروه

یعنͬ شده است
O(n,R) =

{
A ∈ GL(n,R)|AT = A−١} (١ . ١٧)

پایه ΁ی آن برای ͬ توان م ⟨, ⟩ باشد داخلͬ ضرب ΁ی به مجهز V حقیقͬ برداری فضای هرگاه
y = و x = (x١, x٢, ..., xn) بردار دو هر داخلͬ ضرب صورت این در ساخت. ی΄ه متعامد
xi آن در که ⟨x, y⟩ =

∑n
i=١ xiyi = xty ͬ آید: درم زیر صورت به فضا این در (y١, y٢, ..., yn)

کند. حفظ را بردارها داخلͬ ضرب که است تبدیلͬ خطͬ متعامد تبدیل ΁ی است. x ترانهاده
راحتͬ به . AtA = I نتیجه در و x′y′ = xty که ͬ خواهیم م آنگاه y′ = Ay و x′ = Ax اگر یعنͬ
تبدیلات گروه بنابراین است. ١٢ متعامد تبدیل ΁ی متعامد تبدیل دو ترکیب که ͬ شود م معلوم
ماتریس هر ͬ کنند. م صدق AtA = I شرط در که است ͬ ای حقیق ماتریس های گروه متعامد
دارند +١ دترمینان که ماتریس ها از عده آن است. ±١ با برابر دترمینان دارای A ∈ O(n,R)

ͬ شود. م نامیده SO(n,R) گروه که ͬ دهند م زیرگروه ΁ی تش΄یل

SO(n,R) گروه ۴ . ۶ . ١
ͬ گذرد م آن مرکز از و است عمود دایره برصفحه که محوری حول دایره ΁ی دوران های مجموعه
آن ͬ توان م که شود مشخص پارامتر ΁ی توسط ͬ تواند م مجموعه این هرعضو ب·یرید درنظر را
΁ی گروه این که است ͹واض ͬ گیرد. م را [٠,٢π] مقادیر که کرد انتخاب ϕ دوران زاویه ی را
معروف محوری دوران گروه به که است فشرده و آبلͬ همبند پیوسته پارامتری ΁ی لͬ گروه

11Orthogonal Group
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گروه ها نظریه بر مقدمه ای ٨
است، ی΄سان ϕ + ٢πn دوران با ϕ اندازه به دوران ͬ شود، م داده نمایش ١٣ SO(n) با و است
از عضو دو هر که دارد وجود مسیر بی نهایت تعداد زیرا ͬ گوییم م نامتناهͬ هم بند را گروه این
کرد منطبق به ی΄دی·ر شد خارج فضا از که این بدون پیوسته ش΄ل تغییر با ͬ توان نم که را گروه
ͬ زند م دور بار n + ١ که مسیری با ͬ زند م دور بار n را دایره که مسیری ͬ کند، م وصل هم به

ببینید)[۵]. را ١ . ٢ (ش΄ل نیست ی΄سان

نامتناهͬ گروه  همبند :١ . ٢ ش΄ل
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٢ فصل
دقیق شبه حل پذیر روش

٩



دقیق شبه حل پذیر روش ١٠

دینامی΄ͬ تقارن تحت دقیق شبه حل پذیر روش بررسͬ ٢ . ١
SL(٢) گروه

مقدمه ٢ . ١ . ١
بسیار مختلف علوم در موجود معادلات و مسائل دقیق جواب های محاسبه ی دور گذشته های از
موضوعات از همواره موج معادلات دقیق جواب های یافتن برای جستجو است. بوده  مش΄ل
در بوده است. غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ کوانتومͬ ΁م΄انی پیدایش ابتدای از فیزی΄دانان مهم
را فیزی΄دانان ذهن گذشته از بیشتر ΁فیزی در ریاضͬ روش های از استفاده اخیر دهه های
ویژه مقادیر طیف ͅ های پاس تعیین در سودمند ابزارهای از ی΄ͬ است کرده  معطوف خود به

ͬ باشد. م عمل·ری جبر روش از بهره گیری کوانتومͬ مدل های
حالت که پتانسیل ها از جدیدی رده ی میلادی ٨٠ دهه ابتدایی سال های در اساس براین
سینگ‐رمپال‐ و ١ رضوی توسط ͬ باشند م ͺپاس بدون مسائل و پذیردقیق حل مسائل بینابین
کامل، طیف نه و آنها طیف از متناهͬ بخش تنها مسائل این در که شد، مطرح ٢ بایاس‐داتا
شبه پذیر حل را مسائل اینگونه دلیل همین به است جبری روش های توسط محاسبه قابل
اولین برای سیستم هایی چنین برای دقیق شبه پذیر حل اصطلاح ͬ نامند. م ٣ (QES) دقیق
شبه پذیری حل مبنای معمولا شد. پیشنهاد ١٩٨٧ سال در ۵ اشوریدز و ۴ توربینر توسط بار
مورد در ͬ باشد م سیستم در ۶ نهفته لͬ جبر ساختار ΁ی وجود کوانتومͬ سیستم ΁ی کامل
طور به سیستم هامیلتونین ماتریس و است کامل تقارن دارای سیستم دقیق پذیر حل مسائل
هماهنگ نوسانگر بعد ΁ی در دسته این از مشهور مثال های کردن است. قطری قابل کامل
٩ پاشل‐تلر پتانسیل ، ٨ مورس پتانسیل ، ٧ مرکز از گریز سد با هماهنگ نوسانگر ساده،
در نیست. گونه به ا  ین ͽوض دقیق شبه پذیر حل مسائل مورد در اما ͬ باشند. م . . . و
مارا که دارد وجود نهفته ای جبر سیستم هامیلتونین عمل·ری ش΄ل در مسائل از دسته این
ترتیب این به محاسبه است. قابل سیستم طیف از متناهͬ بخش حداقل که ͬ سازد م مطمئن
ویژه و مقادیر ویژه از بخشͬ سیستم هامیلتونین ماتریس از متناهͬ قسمت کردن قطری با
محدود کوانتومͬ ΁م΄انی در دقیق پذیر حل هامیلتونین های تعداد ͬ شوند. م تعیین توابع
ͬ باشد. نم کوانتومͬ ΁م΄انی در مختلف نیازهای ͅ گویی پاس به قادر کم تعداد این و ͬ باشند م
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١١ SL(٢) گروه دینامی΄ͬ تقارن تحت دقیق شبه حل پذیر روش بررسͬ
نهفته ١٠ دینامی΄ͬ تقارن اساس بر (تقریب جبری دیدگاه دو از کامل شبه پذیر حل مدل های
که جبری دیدگاه در کار روش ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد تحلیلͬ و سیستم) هامیلتونین در

صورت این به ͬ باشد، م لͬ جبر از متناهͬ ابعاد با نمایش های براساس
H = cabT

aT b + σcaT
a + const (٢ . ١)

این در هستند. نظر مورد جبر مولدهای ها T a و ثابت ضرایب ها ca و cab آن در که است
نمایش فضای بر مولدها عمل·ری اثر با زیرا بود خواهد حل قابل سیستم هامیلتونین صورت
نتیجه چنین ͬ توان م بنابراین ͬ ماند. م ناوردا موردنظر فضای لͬ های جبر از متناهͬ ابعاد با
جبر نهفته ترکیب ΁ی وجود جبری دیدگاه از دقیق شبه پذیر حل مسائل دربررسͬ که گرفت
دقیق شبه پذیری حل مبنای متناهͬ، ابعاد با w ناوردای زیرفضای ΁ی وجود آن تبع به و لͬ
عمیق و جدی بررسͬ به توربینر است. Hψ ∈ w آنگاه باشد ψ ∈ w اگر یعنͬ ͬ باشد م سیستم
΁ی در لͬ جبر نمایش فضای و دقیق شبه پذیر حل عمل·رهای دیفرانسیل معادله بین ارتباط
پذیر حل دیفرانسیل معادلات عنوان تحت مقاله ای در را خود تحقیقات نتایج و پرداخت بعد
١٩٨۴ سال در توربینر از قبل که است ذکر به لازم [۶] منتشرکرد ١٩٩۴ سال در دقیق شبه
SL(٢) لͬ جبر از متناهͬ نمایش های و دقیق شبه پذیر حل دیفرانسیل معادلات بین ارتباط

.[٩ ،٨ ،٧] شده مطرح ١٢ اولیانوف و ١١ زاسلاوس΄ͬ توسط بار اولین برای

دقیق شبه پذیر حل اول مرتبه دیفرانسیل معادلات ٢ . ١ . ٢
بررسͬ مورد را بعد ΁ی در خطͬ دیفرانسیل معادلات و لͬ جبر بین ارتباط روش این در
[١٠ ،٩ ،٨ ،۶] ͬ گیریم درنظرم زیر صورت به را اول مرتبه عمل·رهای دیفرانسیلͬ ͬ دهیم. قرارم

:
Ja =

n∑
i=١

Aai(x)
∂

∂xi
+Ba(x) (٢ . ٢)

ͬ باشند. م x از توابعͬ (٢ . ٢) رابطه ی در B و A که
Pn(x) = چندجمله ای فضای بر را Tm(x, dx) ام m مرتبه دیفرانسیلͬ اگرعمل·ر :١ تعریف
P١ ⊂ P٢ ⊂ P٣ ⊂ ..... ⊂ Pn نامتناهͬ رابطه ی در که درصورتͬ بدهیم اثر ⟨١, x, x٢, ......, xn⟩

ͬ شود. م نامیده شبه دقیق پذیر حل Tm(x, dx) عمل·ر صورت این در کند، صدق
صورت به را Tm(x, dx) دقیق شبه حل پذیر عمل·ر ͬ توان م n > m−١ فرض با الف) :١ قضیه

: [۶] نوشت زیر عمل·رهای از ام m مرتبه چندجمله ای
J+
n = x٢dx − nx (٢ . ٣)
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دقیق شبه حل پذیر روش ١٢
J٠
n = xdx −

n

٢ (۴ . ٢)

J−
n = dx (۵ . ٢)

ͬ کنند: م صدق زیر صورت به SL(٢) جبر جایی جابه رابطه های در عمل·رها این
[J+, J٠] = −٢J٠ (۶ . ٢)

[J±, J٠] = ±J± (٢ . ٧)
دقیق شبه پذیر حل عمل·ر از قسمتͬ این صورت در باشد n < m − ١ اگر همچنین و
از n مرتبه ی چندجمله ای های صورت به ͬ شود م n مرتبه تا دیفرانسیلͬ مشتقات شامل Tm

ͬ شود. م بیان (٢ . ١) رابطه مولدهای
(٢ . ٣) رابطه ی مولدهای از ای چندجمله هر یعنͬ است، صادق هم تعریف این عکس ب)

است. شبه دقیق حل پذیر عمل·ر ΁ی (۵ . ٢) تا
عمل·رحل پذیرشبه دقیق از خاصͬ حدی حالت عمل·رحل پذیردقیق هر کلͬ حالت ج)در

Em ⊂ Tm:است

دقیق شبه پذیر حل دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٢ . ١ . ٣
بسیاری اهمیت از علوم شاخه های سایر و ΁فیزی علم در دوم مرتبه ی دیفرانسیل معادلات
گرفته درنظر زیر صورت به Tm(x, dx) دوم مرتبه دیفرانسیلͬ عمل·ر ویژه مقادیر برخوردارند.

ͬ شود: م

Tm(x, dx)φ(x) = εφ(x) (٢ . ٨)
جبرلͬ مولدهای برحسب دقیق حل پذیرشبه دیفرانسیل معادله ی ١ قضییه به توجه با

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به کلͬ حالت در SL(٢)

T٢ =c++J
+
n J

+
n + c+٠J+

n J
٠
n + c+−J

+
n J

−
n + c٠−J٠

nJ
−
n + c−−J

−
n J

−
n + (٢ . ٩)

c+J
+
n + c٠J٠

n + c−J
−
n + c

(۵ . ٢) تا (٢ . ٣) رابطه مولدهای دیفرانسیلͬ ش΄ل جای·ذاری از ͬ باشند. م cαβ و cα و c ∈ R که
ͬ آید: دست م به زیر شبه دقیق حل پذیر عمل·ر کلͬ ش΄ل (٢ . ٩) و (٢ . ٨) رابطه های در

− P۴(x)d٢
xφ(x) + P٣(x)dxφ(x) + P٢(x)φ(x) = εφ(x) (٢ . ١٠)



١٣ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
ͬ باشند. م cαβ و cα ، c شامل ضرایبی با و xمتغییر از j مرتبه چندجمله ای Pj(x)ها که
درنظرگرفتن با ͬ باشد. م خطͬ مستقل ویژه تابع (n + ١) دارای کلͬ حالت در فوق معادله ی

است. مشخص حقیقͬ تابع ΁ی A که ψ(z) = φ(x)e−A(z) جدید تابع

A =

∫
P٣
P۴
dx− logz′ , z = ±

∫
dx√
P۴

(٢ . ١١)

به دست معادلات به مربوط ویژه مقادیر و ویژه تابع فوق مراحل کردن دنبال با ترتیب این به
.[۶] 

دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ ٢ . ٢
نسبیتͬ ذرات توصیف ٢ . ٢ . ١

بزرگ تر مراتب به ذرات این کل انرژی گفت، ͬ توان م نسبیتͬ ذرات بررسͬ برای فیزی΄ͬ نظر از
کلاین‐ ، دیراک١٣ معادله  های با اسپینشان به بسته نسبیتͬ  ذرات ͬ باشد. م س΄ون انرژی از
دسته دو در بنیادی ذرات همه ی . [١١] ͬ شوند م توصیف دافین‐کمر‐پتیا١۵ و گوردون١۴
مͬ پیروی پائولͬ طرد اصل از فرمیون ها شوند. مͬ بندی تقسیم بوزون ها١٧ و فرمیون ها١۶
از فرمیون ها باشند. داشته ی΄سانͬ موج تابع ͬ توانند نم فرمیونͬ دو هیچ گوید مͬ که کنند
بین مشهودی رابطه ی ͬ کنند. م تبعیت ١٨ انیشتین بوز‐ آمار از بوزون ها و دیراک فرمͬ آمار
S کوانتومͬ عدد با اسپین دارد. وجود آن بر حاکم آمار و ذره اسپین یا ذاتͬ مداری حرکت اندازه
بوزون ها برای و ( ١٢ , ٣٢ , ...) صحیح نیمه مقداری فرمیون ها برای کمیت این و ͬ شود م مشخص

باشد. مͬ (٠, ١,٢, ...) صحیح مقداری

نسبیتͬ فرمیون های بررسͬ در دقیق شبه پذیر حل روش ٢ . ٢ . ٢
دیراک معادله

بریتانیایی فیزی΄دان ΁ی توسط ١٩٢٨ سال در که است نسبیتͬ موج معادله ی ΁ی دیراک معادله
١٢ اسپین دارای ذرات تمام ال΄ترومغناطیسͬ برهم΄نش های که آمد دست به دیراک١٩ پائول
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دقیق شبه حل پذیر روش ١۴
دو با سازگار و ͬ شود م حفظ آن در پاریته تقارن ͬ کند، م توصیف را کوارک ها و ال΄ترون مانند

است[١٢]. خاص نسبیت نظریه ی و کوانتومͬ ΁م΄انی اصل

بولی΄ͬ هایپر پتانسیل حضور در دیراک معادله
حال در m جرم با فرمیون ΁ی برای را زمان از مستقل دیراک معادله سیستم این بررسͬ برای
ͬ گیریم درنظرم زیر فرم به S(x) اس΄الر٢١ پتانسیل ΁ی و V (x) برداری٢٠ پتانسیل در حرکت

: [١٢]
[α.P + β(m+ S(x)) + V (x)]ψn = Eψn (٢ . ١٢)

است بعد سه در حرکت اندازه اپراتور و سیستم نسبیتͬ انرژی ترتیب به P = −i∇⃗ و E که
هستند زیر رابطه ی صورت به ۴ × ۴ دیراک ماتریس های β و α وهمچنین

αi =

 ٠ σi

σi ٠
 , β =

I ٠
٠ −I

 , i = ١,٢,٣ (٢ . ١٣)

صورت به را (٢ . ١٢) معادله اگر اند. شده نمادگذاری ی΄ه و پائولͬ ماتریس های از استفاده با که
V (x) = S(x) قراردادن برابر و xراستای در درنظرگرفتن با سپس کنیم باز آن معادلات مجموعه

داریم:

[αx.Px + βm+ V (١ + β)− E]ψn = ٠ (١۴ . ٢)
شوند نوشته زیر صورت به n کوانتومͬ عدد به باتوجه ͬ توانند م دیراک موج تابع مولفه های که

ψn(x) =

ψ١(x)
ψ٢(x)

 (١۵ . ٢)

جای·ذاری با هستند. دیراک اسپینورهای پایینͬ مولفه ψ٢(x) و بالایی مولفه ψ١(x) که
ͬ آید به دست م زیر شده ی جفت معادلات (٢ . ١٢) معادله در (١۵ . ٢) معادله

(σxPx)ψ٢(x) = −(m+ ٢V − E)ψ١(x) (١۶ . ٢)

(σxPx)ψ١(x) = (m+ E)ψ٢(x) (٢ . ١٧)
معادلات به (١۶ . ٢) معادله ی از ψ٢(x) حذف و (٢ . ١٧) ی معادله از ψ١(x) حذف با درنتیجه

ͬ رسیم م دیراک اسپینورهای بالایی و پایینͬ مولفه برحسب زیر شده ی جفت غیر
20vector potential
21Scalar potential



١۵ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ

[(σxPx)
٢ + (E +m)(m+ ٢V − E)]ψ١ = ٠ (٢ . ١٨)

[(σxPx)
٢ + (E +m)(m+ ٢V − E)]ψ٢ = ٠ (٢ . ١٩)

به درنتیجه است، ψ٢(x) = ψ١(x) که ͬ شود م نتیجه (٢ . ١٩) و (٢ . ١٨) رابطه ی دو از که
ͬ رسیم: م زیر دیفرانسیلͬ فرم

[
d٢
dx٢ − (E +m)(m+ ٢V − E)]ψ(x) = ٠ (٢ . ٢٠)

: [١٣] زیر ش΄ل به پتانسیلͬ بادرنظرگرفتن
V = a٢sinh٢x− ktanh٢x (٢ . ٢١)

است. شده آورده ٢ . ١ ش΄ل در x برحسب پتانسیل تغییرات روند که

.a = ٠٫٢ و k = ٠, ١,٢,٣ ازای به x برحسب هایپربولی΄ͬ پتانسیل :٢ . ١ ش΄ل
حضور در غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ سیستم های بررسͬ از آمده بدست موج توابع رفتار مقایسه ی با
قرار ما اختیار در را توجهͬ قابل و جالب بسیار نتایج ͬ پردازیم م آن به ادامه در که پتانسیل این

کنیم. انتخاب را پتانسیل این تا شد این به منجر که داد
ͬ آید: م به دست زیر فرم به هامیلتونͬ cosh٢x = Z تغییرمتغییر با

H = ۴(Z٢ − Z)
d٢
dZ٢ + ۴(Z − ٢) d

dZ
+ (E٢ −m٢ − ٢(a٢(Z − ١)−K

(Z − ١)
Z

)(E +m))

(٢ . ٢٢)



دقیق شبه حل پذیر روش ١۶
موهومͬ پیمانه ای تبدیل [١٠ ،٩ ،٨ ،۶] دقیق شبه حل پذیری مشهور نظریه ی با مطابق

ͬ کنیم: م اعمال (٢ . ٢٢) ی معادله در را زیر

ψ(x) = ψ̃(x)EXP (−A(x)) (٢ . ٢٣)
رفتار مسئول EXP (−A(x)) فاز عامل فیزی΄ͬ سیستم های در و است پیمانه ای تابع A(x) که
و (٢ . ١٠) روابط از استفاده با درنتیجه ͬ باشد. م پذیری بهنجار شرط برای موج تابع مجانبی

ͬ رسیم: م زیر فرم به (٢ . ١١)

ψ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z٢))ψ̃(x) (٢۴ . ٢)
زیر: روابط به توجه با

P۴ = C++Z
۴ + C+٠Z٣ + C+−Z

٢ + C٠−Z + C−−, (٢۵ . ٢)

P٣ = C++(٢ − ٢n)Z٣ + (C+ + C+١)٠ − ٣n
٢ ))Z٢ + (C٠ − nC+−)Z + (C− − n

٢C٠−),
(٢۶ . ٢)

P٢ = C++n(n− ١)Z٢ + (
n٢
٢ C+٠ − nC+)Z + (C − n

٢C٠) (٢ . ٢٧)
آورد. به دست را زیر ثوابت ͬ توان م (٢ . ١٠) رابطه ی با بالا روابط مقایسه ی با و

C++ = C٠− = C−− = ٠, C+٠ = ۴, (٢ . ٢٨)

C+− = −۴, C+ = ۶n, C٠ = −١)٢ + ٢n), (٢ . ٢٩)

C− = ٠, C = −٢k(E +m) + n+ ٢n٢, (E٢ −m٢ + ٢(E +m)) = ٢n٢ + nC+.

(٢ . ٣٠)
ͬ آید. م به دست زیر صورت به انرژی (٢ . ٣٠) تا (٢ . ٢٩) روابط از استفاده با

En = (a٢ + k)± ١
٢
√

۴(a٢ + k)٢ + ۴m٢ − ٨m(k + a٢) + ٣٢n٢ (٢ . ٣١)
زیر فرم به را انرژی ͬ توان م که است اتحاد ΁ی رادی΄ال زیر جمله ی که باشیم درنظرداشته باید

نوشت هم
En = (a٢ + k)± ١

٢
√
(٢(a٢ + k)− ٢m)٢ + ٣٢n٢



١٧ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
نیز انرژی درنتیجه ͬ شود م مثبت مقداری رادی΄ال زیر n = ٠ مقدار نگرفتن در با همچنین
(٢ . ٩) رابطه هامیلتونͬ در آمده به دست روابط جای·ذاری با سپس . بود خواهد مثبت همواره

داریم:

H̃ = [۴(Z٣ − Z٢) d
٢

dZ٢ + (۴Z٢ − ۴nZ٢ + ۴nZ + ۶nZ٢ − ٢Z − ۴nZ) d
dZ

+ (٢ . ٣٢)

(−۴n٢Z − ٢(E +m)k + n+ ٢n٢)]

ͬ شود: م بازنویسͬ SL(٢) جبر مولدهای برحسب زیر صورت به فوق رابطه ی

H̃ = ۴J+
n J

٠
n − ۴J+

n J
−
n + ۶nJ+

n − ١)٢ + ٢n)J٠
n − ٢k(E +m) + n+ ٢n٢ (٢ . ٣٣)

است: زیر فرم به (٢۵ . ٢) رابطه ی در ψ̃ همچنین و

ψ̃ =
N∑

n=٠
anZ

n (٣۴ . ٢)
داریم: n برای زیر مقادیر ازای به فوق سری قراردادن با نتیجه در

زیر رابطه ی به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ٣٣) رابطه ی در را ψ̃ = a٠ مقدار n = ٠ ازای به ‐ ١
ͬ رسیم. م

(−٢(E +m)k)a٠ = ٠ a٠ ̸= ٠. (٣۵ . ٢)
ͬ آید: به دست م زیر فرم به n = ٠ ازای به موج تابع درنتیجه

ψ٠ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z٢))a٠ (٣۶ . ٢)

رابطه ی به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ٣٣) رابطه ی در را ψ̃ = a٠ + a١Z مقدار n = ١ ازای به ‐ ٢
ͬ رسیم. م زیر

−٢(E +m)k + ٣ ٠
−۴ −٢(E +m)k + ٣

a٠
a١

 = ٠ (٢ . ٣٧)

که
a١ =

۴
٣ − ٢(E +m)

a٠ (٢ . ٣٨)



دقیق شبه حل پذیر روش ١٨
ͬ شود: م تبدیل زیر فرم به n = ١ ازای به موج تابع درنتیجه

ψ١ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z١)((٢ +
۴

٣ − ٢(E +m)k
Z) (٢ . ٣٩)

آورده ٢ . ٢ ش΄ل در m از متفاوتͬ مقادیر برای x برحسب تابع موج رفتار از رسم هایی سپس
شده است.

. a = ٠٫٢ و k = ٣ و k = ٠ با x nبرحسب = ٠, ١,٢ ازای به موج تابع :٢ . ٢ ش΄ل

خمیده فضازمان در ١٢ اسپین با فرمیون های
[١٢] ͬ شود م زیرنوشته صورت به خمیده فضازمان در دیراک معادله

[iγµ(∂µ + Γµ)−M ]Ψ(r, t) = ٠, (۴٢ . ٠)
ͬ کنند م پیروی زیر رابطه واز ͬ باشند م یافته تعمیم دیراک ماتریس های γµ

{γµ, γµ} = ٢gµν , (۴٢ . ١)
هستند. ٢٢ آفین اسپینوری دهنده های اتصال Γµ آن در که
Γµ =

−١
٨ ωµab

[
γa, γb

]
. (۴٢ . ٢)

اتصال ωµab و هستند تخت مینکوفس΄ͬ فضازمان در استاندارد دیراک ماتریس های γa

ͬ شوند م محاسبه زیر رابطه از که ͬ باشند م اسپینͬ دهنده های

ωµab = ηace
c
νe

σ
bΓ

ν
σµ − ηace

ν
b∂µe

c
ν , (۴٢ . ٣)
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١٩ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
اسپینͬ دهنده های هستند.اتصال (a, b) = (٠, ١,٢,٣) و (µ, ν) = (٠, ١,٢,٣) (۴٢ . ٣) رابطه در
مختصات با نقطه به موضعͬ مختصات با نقطه ΁ی از خمیده فضازمان ΁ی در انتقال ام΄ان
زیر رابطه واز ͬ باشند م دوم نوع کریستوفل نمادهای Γν

σµ ͬ آورند. م فراهم را جدید موضعͬ
ͬ آیند به دست م

Γµ
ij =

١
٢gµν

{
∂gνi
∂qj

+
∂gνj
∂qi

− ∂gij
∂qν

}
, (۴۴ . ٢)

ماتریس های γµ ͬ باشند. م (q١, q٢, q٣) یعنͬ نقطه ΁ی مختصات qi (۴۴ . ٢) رابطه در که
شوند نوشته دیراک استاندارد ماتریس های برحسب ͬ توانند م که هستند دیراک تعمیم یافته

γµ(x) = eµaγ
a, (۴۵ . ٢)

تبدیل ماتریس های از استفاده با هستند. γi), (i = ١,٢,٣) و γa = (γ٠ (۴۵ . ٢) رابطه در که
به خمیده فضای در یافته تعمیم موضعͬ مختصات دستگاه ΁ی از ترتیب به ͬ توان م eµa و eaµ

دارد وجود رابطه زیر تبدیل ماترس های این بین کرد. پیدا انتقال برعکس و تخت فضای
ηabeµb e

ν
b = gµν (۴۶ . ٢)

است. ریمان تانسور ηab که

و اس΄الر پتانسیل های تحت دوار استوانه ای ΁متری در ١٢ اسپین با فرمیون های
برداری

ͬ کنیم م انتخاب زیر فرم به را فضازمان کننده توصیف طول المان
ds٢ = −(dt+αΩr٢dφ)٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢. (۴٢ . ٧)

زمان فضا در دیراک معادله هستند. r ≥ ٠ و ٠ ≤ φ ≤ ٢π و −∞ < z < ∞ آن در که
Aµ = (V (r), ٠, ٠, ٠) برداری و S(r) اس΄الر پتانسیل های حضور در ٢٣ کیهانͬ ریسمان خمیده

ͬ شود نوشته م زیر صورت به
[iγµ(∇µ + ieAµ)− (M + S(r))]Ψ(r, t) = ٠ (۴٢ . ٨)

روابط به باتوجه است. فرمیون جرم M و ͬ باشد م ∇µ = (∂µ+Γµ) صورت به هموردا مشتق که
[١٨ ،١٧ ،١۶ ،١۵ ،١۴] ͬ آیند به دست م زیر صورت به انتقال ماتریس های (۴۶ . ٢) تا (۴٢ . ١)

eaµ =


١ ٠ αΩr٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ αr ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , eµa =


١ ٠ −Ωr ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١

αr ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (۴٢ . ٩)
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دقیق شبه حل پذیر روش ٢٠
داریم (۴٢ . ٧) رابطه به توجه با طرفͬ از

gµν =


−١ ٠ −αΩr٢ ٠
٠ ١ ٠ ٠

−αΩr٢ ٠ α٢r٢ − α٢Ω٢r۴ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 (۵٢ . ٠)

ͬ آیند به دست م زیر فرم به آفین اسپینوری دهنده های اتصال ترتیب همین به

Γt =

 iΩ٢ σ٣ ٠
٠ iΩ٢ σ٣

 (۵٢ . ١)

Γφ =

 iα٢ (r٢Ω٢ − ١)σ٣ ٠
٠ iα٢ (r٢Ω٢ − ١)σ٣

 (۵٢ . ٢)

Γr = O۴×۴ , Γz = O۴×۴ (۵٢ . ٣)
زیر فرم به موج تابع انتخاب و (۴٢ . ٩) رابطه ی در فوق روابط قراردادن با نتیجه در

Ψ(t, r, φ) = EXP (−iEt+ imφ)

ψ(r)
χ(r)

 (۵۴ . ٢)

ͬ شوند م حاصل زیر معادلات
(E − Ω

٢σ٣ − V (r)− (M + S(r)))ψ(r) + (rΩσ٢V (r)− rΩσ٢E +

−mσ
٢

rα
+

١
٢rσ٢σ٣ + iσ١ ∂

∂r
)χ(r) = ٠ (۵۵ . ٢)

(E − Ω

٢σ٣ − V (r) + (M + S(r)))χ(r) + (rΩσ٢V (r)− rΩσ٢E +

−mσ
٢

rα
+

١
٢rσ٢σ٣ + iσ١ ∂

∂r
)ψ(r) = ٠ (۵۶ . ٢)

برابر برداری با اس΄الر پتانسیل که حالتͬ گرفتن درنظر و دی·ری برحسب عامل ΁ی نوشتن با
داریم: است

ψ′′(r) + [E٢ −M٢ − ٢EΩσ٣ +
Ω٢
۴ − ٢(M + E)V (r) + ٢Ωσ٣V (r)

−٢m
α

Ω(E − V (r)) + Ωσ٣V (r)− (
m٢
α٢ − m

α
σ٣ +

١
۴)

١
r٢

−(E٢ + V ٢(r)− ٢EV (r))r٢Ω٢]ψ(r) = ٠ (۵٢ . ٧)
ͬ دهیم: م قرار بررسͬ مورد زیر فرم های به پتانسیل دو اعمال با را (۵٢ . ٨) معادله



٢١ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
ͬ گیریم: م نظر در صفر را برداری و اس΄الر پتانسیل حالت این در . ١

V (r) = S(r) = ٠ (۵٢ . ٨)
رسید خواهیم زیر رابطه ی به (۵٢ . ٨) رابطه در (۵٢ . ٩) رابطه قراردادن }با

d٢
dr٢ − E٢Ω٢r٢ −

(ms
α − ٢(١٢
r٢ + (E٢ −M٢ − ٢EΩs+

Ω٢
۴ − ٢mEΩ

α
)

}
ψ(r) = ٠

(۵٢ . ٩)
کرد بازنویسͬ زیر فرم به را (۶٢ . ٠) رابطه ͬ توان م همچنین
ψ′′(r) + (λ١r٢ +

λ٢
r٢ + λ٣)ψ(r) = ٠ (۶٢ . ٠)

شده اند انتخاب زیر صورت به λ٣ و λ٢ و λ١ فوق رابطه در که
λ١ = −E٢Ω٢

λ٢ = −(
ms

α
− ١

٢(٢

λ٣ = E٢ −M٢ − ٢EΩs+
Ω٢
۴ − ٢mΩE

α
(۶٢ . ١)

معادلات فرم با مشابه فرمͬ که ͬ بینیم م زیر صورت به (۶٢ . ١) معادله ی نوشتن با همچنین
دارد[١٩] ٢۴ اووارف نی΄وورف روش }دیفرانسیل

d٢
dz٢ +

١
٢z

d

dz
+

١
z٢ (

λ١۴ z٢ +
λ٢۴ +

λ٣۴ z)

}
ψ(z) = ٠ (۶٢ . ٢)

ͬ آید به دست م زیر صورت به موج تابع روش این با مطابق نتیجه در
Ψ(r, t) = r

∣∣∣(ms
α

− ١٢ )
∣∣∣
e(−iEt− |EΩ|٢ r٢)L

∣∣∣(ms
α

− ١٢ )
∣∣∣

n (|EΩ| r٢) (۶٢ . ٣)
ͬ رسیم م زیر رابطه ی به روش این به مربوط روابط از استفاده با همچنین و

٢ |EΩ| (٢n+ ١)− (E٢ −M٢ − ٢EΩs+
Ω٢
۴ − ٢mΩE

α
) + ٢ |EΩ|

∣∣∣∣(msα − ١
٢)

∣∣∣∣ = ٠
(۶۴ . ٢)

ͬ آید م به دست زیر صورت به انرژی E > ٠ ازای به (۶۵ . ٢) رابطه ی از درنتیجه
En,m =

١
٢α(٢mΩ(s+ ١) + αΩ(١ + ۴n+ ٢s)

+

√
(٢m(s+ ١) + α(١ + ۴n+ ٢s))٢Ω٢ + α٢(۴M٢ − Ω٢)), (۶۵ . ٢)
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دقیق شبه حل پذیر روش ٢٢
ͬ شود م تبدیل زیر فرم به (۶۶ . ٢) رابطه باشد m = ٠ که زمانͬ حدی حالت در که ͬ بینیم م و
En,٠ =

١
٢α(αΩ(١ + ۴n+ ٢s) +

√
(α(١ + ۴n+ ٢s))٢Ω٢ + α٢(۴M٢ − Ω٢)), (۶۶ . ٢)

خواهدبود زیر صورت به E < ٠ ازای به (۶۵ . ٢) رابطه ی همچنین
En,m =

١
٢α(٢mΩ(s− ١)− αΩ(١ + ۴n+ ٢s)

+

√
(٢m(s− ١) + α(١ + ۴n+ ٢s))٢Ω٢ + α٢(۴M٢ − Ω٢)), (۶٢ . ٧)

ͬ شود م تبدیل زیر فرم به (۶٢ . ٧) رابطه باشد m = ٠ که زمانͬ حدی حالت در
En,٠ =

١
٢α(−αΩ(١ + ۴n+ ٢s) +

√
(α(١ + ۴n+ ٢s))٢Ω٢ + α٢(۴M٢ − Ω٢)) (۶٢ . ٨)

در است مثبت انرژی که حالتͬ برای r برحسب (۶۴ . ٢) رابطه ی موج تابع تغییرات طرفͬ از
شده است. رسم ۴ . ٣ ش΄ل در است منفͬ انرژی که حالتͬ برای و ٣ . ٣ ش΄ل

و Ω = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨, ١ و n = ١ ازای به r برحسب موج تابع تغییرات :٢ . ٣ ش΄ل
E > ٠ حالت برای m = ١٫۵ و α = ٠٫٩



٢٣ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ

و Ω = ٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٨, ١ و n = ١ ازای به r برحسب موج تابع تغییرات :۴ . ٢ ش΄ل
E < ٠ حالت برای m = ١٫۵ و α = ٠٫٩

کولنͬ: پتانسیل حضور در . ٢
ͬ گیریم م درنظر را زیر پتانسیل

V (r) =
a

r
, (۶٢ . ٩)

در دادن قرار با است کولنͬ صورت به پتانسیل فرم و است ثابت پارامتری a فوق رابطه در
ͬ رسیم م زیر دیفرانسیلͬ فرم به (۵٢ . ٨) رابطه ی

(
d٢
dr٢ − E٢Ω٢r٢ + ٢EΩ٢ar + (E٢ −M٢ − ٢EΩs+

Ω٢
۴ +

٢m
α
EΩ− Ω٢a٢)

+((٢Ω+ ١)sa+ ٢m
α
aΩ− ٢(M + E)a)

١
r
+ (

m

α
s− m٢

α٢ +
١
۴)

١
r٢ )ψ(r) = ٠ (٢ . ٧٠)

ͬ کنیم: م اعمال را زیر پیمانه ای تبدیل (٢۴ . ٢) با مشابه

ψ(r) = G.ψ̃(r) (٢ . ٧١)

ͬ آید م دست به (٢ . ٧٢) رابطه ی صورت به A و است G = eA که

A = (Ωar +
EΩr٢

٢ − (
١
٢ − ١

٢
√

١ + ۴(ms
α

− ١
٢(٢)lnr). (٢ . ٧٢)

زیر رابطه ی به توجه با

H̃ = G−١.H.G (٢ . ٧٣)



دقیق شبه حل پذیر روش ٢۴
است. شده نوشته (٧۴ . ٢) رابطه صورت به که ͬ رسیم م هامیلتونͬ برای جدیدی فرم به

H̃ ≡ r
d٢
dr٢ + (٢Ωar − ٢EΩr٢ − ١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) d
dr

+

(EΩ+ Ω٢a٢ + EΩ(−١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) + E٢ −M٢

−٢EΩs+
Ω٢
۴ +

٢m
α
EΩ− Ω٢a٢)r − ٢EΩ٢a+ ٢m

α
aΩ+ as

−Ωa(−١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) + ٢Ωas− ٢(E +M)a (٧۴ . ٢)
است زیر صورت به که SL(٢) گروه جبر برحسب یافته تبدیل هامیلتونͬ به توجه با
H̃ = C++J

+
n J

+
n + C+٠J+

n J
٠
n + C+−J

+
n J

−
n + C٠−J٠

nJ
−
n + C−−J

−
n J

−
n

+C+J
+
n + C٠J٠

n + C−J
−
n + C, (٧۵ . ٢)

زیر صورت به SL(٢) جبر مولدهای دانستن و
J+
n = r٢ d

dr
− nr,

J٠
n = r

d

dr
− n

٢ ,
J−
n =

d

dr
. (٧۶ . ٢)

زیر دیفرانسیلͬ فرم درنظرگرفتن و
(P۴

d٢
dr٢ + P٣

d

dr
+ P٢)Ψ̃(r) = ٠ (٢ . ٧٧)
روابط صورت به (٢ . ٧٧) رابطه ی در ها pi که

P۴ = C++r
۴ + C+٠r٣ + C+−r

٢ + C٠−r + C−−,

P٣ = C++(٢ − ٢n)r٣ + (C+ + C+١)٠ − ٣n
٢ ))r٢

+(C٠ − nC+−)r + (C− − n

٢C٠−),

P٢ = C++n(n− ١)r٢ + (
n٢
٢ C+٠ − nC+)r + (C − n

٢C٠). (٢ . ٧٨)
ͬ آوریم به دست م را زیر ثوابت (٢ . ٧٨) تا (٧۶ . ٢) روابط با (٧۵ . ٢) رابطه ی مقایسه ی با هستند،

C++ = C+٠ = C+− = C−− = ٠, C٠− = ١, C+ = −٢EΩ,

C٠ = ٢Ωa, C− = −١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢ +
n

٢ ,
C =

n

٢C٠ − ٢EΩ٢a− Ωa(−١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) +
٢m
α

Ω+ as+ ٢Ωas− ٢(M + E)a, −nC+ = ٢ΩE + EΩ(−١ +√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) + E٢ −M٢ − ٢EΩs+
Ω٢
۴ +

٢m
α
EΩ (٢ . ٧٩)



٢۵ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
ͬ شود محاسبه م زیر فرم به انرژی (٢ . ٧٩) رابطه های از استفاده با درنتیجه

En,m =
١

٢α(−٢mΩ− αΩ(١ + ٢s− ٢n+

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢)±√
(٢m− αΩ(١ + ٢s− ٢n+

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢((٢(٢ + α٢(۴M٢ − Ω٢)) (٢ . ٨٠)
ͬ شود م تبدیل زیر فرم به انرژی m = ٠ خاص حالت درنظرگرفتن با

En,٠ =
١

٢α(−αΩ(١ + ٢s− ٢n+
√٢)±

√
(−αΩ(١ + ٢s− ٢n+

√٢((٢ + ١۶α٢(۴M٢ − Ω٢))
(٢ . ٨١)

تبدیل هامیلتونͬ فرم به (٢ . ٧٧) رابطه ی در (٢ . ٧٩) و (٢ . ٧٨) روابط جای·ذاری با درنتیجه
ͬ رسیم م SL(٢) جبر مولدهای توسط یافته

H̃ =

{
r
d٢
dr٢ + (٢Ωar − ٢EΩr٢ − ١ +

n

٢ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) d
dr

+ ٢nEΩr

+٢Ωsa+ sa− ٢(M − E)a+
٢maΩ
α

− ٢EaΩ٢ − aΩ(−١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢)

(٢ . ٨٣)
است زیر صورت به (٢ . ٧١) رابطه در ψ̃(r) که

ψ̃(r) =

∞∑
n=٠

anr
n (٨۴ . ٢)

داریم n = ٠ ازای به ψ̃(r) = a٠ جای·ذاری با و
υa٠ = ٠ (٨۵ . ٢)

است به دست آمده زیر صورت به υ که
υ = ٢Ωas+ as− ٢a(M + E) +

٢m
α
aΩ− ٢EaΩ٢

−Ωa(−١ +

√
١ + ۴(ms

α
− ١

٢(٢) (٨۶ . ٢)
است زیر صورت به n = ٠ ازای به (٢ . ٧٢) رابطه ی درنتیجه

Ψ٠(r, t) = EXP (−iEt− Ωar − EΩr٢
٢ + (

١
٢ − ١

٢
√

١ + ۴(ms
α

− ١
٢(٢)lnr) (٢ . ٨٧)

داریم n = ١ ازای به ψ̃(r) = a٠ + a١r انتخاب با همین طور و υ −١ +
√١ + ۴(ms

α − ٢(١٢
٢EΩ υ + ٢aΩ

a٠
a١

 = ٠ (٢ . ٨٨)



دقیق شبه حل پذیر روش ٢۶
a١ =

υ√١ + ۴(ms
α − ٢(١٢ − ١a٠ (٢ . ٨٩)

بود. خواهد زیر فرم به n = ١ ازای به موج تابع نهایت در

Ψ١(r, t) = EXP (−iEt− Ωar − EΩr٢
٢ + (

١
٢ − ١

٢
√

١ + ۴(ms
α

− ١
٢(٢)lnr)

(١ +
υ√١ + ۴(ms
α − ٢(١٢ − ١r). (٢ . ٩٠)

شده آورده ۵ . ٢ ش΄ل در n = ٠, ١,٢ ازای به کولنͬ پتانسیل حضور در موج تابع رفتار همچنین
است.

و Ω = ٠٫٨ و m = ۴ و n = ٠, ١,٢ ازای به r برحسب موج تابع تغییرات :۵ . ٢ ش΄ل
.M = ١ و α = ٠٫۵



٢٧ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ

نسبیتͬ بوزون های بررسͬ در دقیق شبه پذیر حل روش ٢ . ٢ . ٣
گوردون کلاین معادله

٢۵ کلاین اس΄ار فیزی΄دانان توسط که است نسبیتͬ موج معادله ی ΁ی گوردون کلاین معادله
پایون مانند صفر اسپین ذرات تمام برهم΄نش های که است آمده دست به ٢۶ گوردون والتر و
زیر صورت به ℏ = c = ١ گرفتن درنظر با معادله این هموردای فرم ͬ کند[١٢]. م توصیف را ٢٧

ͬ شود: م ]نوشته
∂µ∂µ +m٢٠

]
ψ = ٠

ͬ باشند. م زیر صورت به ، xµ = (ct, x) زمان فضا بردار چهار تعریف از استفاده با ∂µ و ∂µ که
∂µ ≡ ∂

∂xµ
= (

١
c
∂t,−∇) , ∂µ ≡ ∂

∂xµ
= (

١
c
∂t,∇)

بولی΄ͬ هایپر پتانسیل حضور در گوردون کلاین معادله ۴ . ٢ . ٢
برداری و اس΄الر پتانسیل تحت را اس΄الر های بوزون نسبیتͬ رفتار داریم قصد ما قسمت این در
را زیر گوردن کلاین معادله آوریم. به دست را نسبیتͬ انرژی و موج توابع سپس کنیم، بررسͬ

ͬ گیریم: درنظرم
ψ′′ + [(E − V )٢ − (m+ S(x))٢]ψ = ٠ (٢ . ٩١)

ͬ شود م تبدیل زیر رابطه به (٢ . ٩١) رابطه V (x) = S(x) درنظرگرفتن با
ψ′′ + [E٢ −m٢ − ٢V (E +m)]ψ = ٠ (٢ . ٩٢)

زیر: فرم به پتانسیل درنظرگرفتن با سپس و

V = a٢sinh٢x− ktanh٢x (٢ . ٩٣)
ͬ آید م به دست زیر فرم به هامیلتونͬ ،cosh٢x = Z تغییرمتغییر انتخاب با همچنین و

[۴(Z٢ − Z)
d٢
dZ٢ + (۴Z − ٢) d

dZ
+ (E٢ −m٢ − ٢(E +m)(a٢(Z − ١)− k

Z − ١
Z

))]ψ = ٠
(٩۴ . ٢)

(٢ . ١١) تا (٢ . ٨) روابط با مشابه و دقیق شبه حل پذیری مشهور نظریه ی با مطابق نتیجه در
ͬ آیند: م به دست زیر صورت به ها Pi نتیجه در ͬ کنیم، م عمل

25klein
26Walter Gordon
27Payon



دقیق شبه حل پذیر روش ٢٨

P۴ = ۴(Z٣ − Z٢), (٩۵ . ٢)

P٣ = ۴Z٢ − ٢Z, (٩۶ . ٢)

P٢ = [E٢ −m٢ + ٢(E +m)(a٢ + k)]Z − [٢(E +m)a٢]Z٢ − ٢(E +m)k (٢ . ٩٧)
بود خواهد زیر صورت به موج تابع (٢ . ١١) رابطه ی به توجه با

ψ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z٢))ψ̃ (٢ . ٩٨)

ͬ آیند م بدست زیر صورت به ثوابت (٢ . ١٠) رابطه با مقایسه و بالا روابط به توجه با نتیجه در

C++ = C٠− = C−− = C− = ٠, C+٠ = ۴, C+− = −۴ (٢ . ٩٩)

C+ = ۶n, C٠ = −١)٢ + ٢N),= −٢(E +m)k − n− ٢n٢ (٢ . ١٠٠)

E٢ −m٢ + ٢(E +m)(a٢ + k) = ٢n٢ + nC+. (٢ . ١٠١)
ͬ آید: به دست م زیر فرم به انرژی (٢ . ١٠١) تا (٢ . ٩٩) روابط از استفاده با

En =
−٢(a٢ + k)±

√
(٢(a٢ + k)−m)٢ + ٣٢n٢

٢ (٢ . ١٠٢)
ͬ باشد م زیر فرم به هامیلتونͬ (٢ . ٩) رابطه ی در ها ثابت جای·ذاری با

H̃ = [۴(Z٣ − Z٢) d
٢

dZ٢ + (۴Z٢ − ٢nZ٢ − ٢Z) d
dZ

+ (−٢n٢)Z − ٢(E +m)k] (٢ . ١٠٣)
است: زیر فرم به ψ̃ همچنین و

ψ̃ =

N∑
n=٠

anZ
n (١٠۴ . ٢)

داریم: n برای زیر مقادیر ازای به فوق سری قراردادن با نتیجه در
زیر رابطه ی به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ١٠٣) رابطه ی در را ψ̃ = a٠ مقدار n = ٠ ازای به ‐ ١

ͬ رسیم. م



٢٩ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ

(−٢(E +m)k)a٠ = ٠ a٠ ̸= ٠. (١٠۵ . ٢)

ψ٠ = EXP (Ln(Z + ١) + ١
٢ log

√
۴Z٢(z − ١))a٠ (١٠۶ . ٢)

به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ١٠٣) رابطه ی در را ψ̃ = a٠ + a١Z مقدار n = ١ ازای به ‐ ٢
ͬ رسیم. م زیر E)٢−روابط +m)k ٠

−۴ −٢(E +m)k − ٢
a٠

a١

 = ٠ (٢ . ١٠٧)

a١ =
−٢

(E +m)k + ١a٠ (٢ . ١٠٨)

داریم درنتیجه
ψ١ = EXP (Ln(Z + ١) + ١

٢ log
√

۴Z٢(z − ١)((١ + (
−٢

(E +m)k + ١)Z) (٢ . ١٠٩)

شده آورده ۶ . ٢ ش΄ل در n = ٠, ١,٢ ازای به هایپربولی΄ͬ حضور در موج تابع رفتار همچنین
است.

x برحسب موج تابع تغییرات :۶ . ٢ ش΄ل



دقیق شبه حل پذیر روش ٣٠
پی کͬ دی معادله

ͬ باشد م ΁ی و صفر اسپین با بوزون های برای اول مرتبه نسبیتͬ معادله ΁ی پی کͬ دی معادله
از بسیاری در معادله این شد. ارائه دافین‐کمر‐پتیو توسط ١٩٣٠ دهه در ابتدا در که

.[١٢] دارد کاربرد ٢٨ مزون ها سنجͬ طیف و شناسͬ کیهان جمله از ΁فیزی شاخه های

هایپربولی΄ͬ پتانسیل حضور در پی کͬ دی معادله
پی کͬ دی معادله ی از ͬ توان م ΁ی اسپین یا و صفر اسپین با نسبیتͬ بوزون های بررسͬ برای

[١٢] است زیر صورت به معادله این فرم نمود. استفاده
(iβµ∂µ − (m+ S))ψ = ٠ , (ℏ = c = ١) (٢ . ١١٠)

همچنین است. حرکت در S(x) پتانسیل با که است بوزونͬ جرم m (٢ . ١١٠) رابطه در که
ͬ باشند م زیر ناجابجایی جبر دارای βµ ماتریس های

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gλνβµ , (µ, ν, λ = ٠, ١,٢,٣) (٢ . ١١١)
متفاوت ماتریس ها این وضعیت ͬ دهیم قرار م بررسͬ مورد را بوزون هایی چه که این به توجه با
β ماتریس های وضعیت این در هست. ما مدنظر صفر اسپین بوزون های اینجا ͬ باشد. م

ͬ باشند م زیر ͬ های ویژگ با ۵ × ۵ ماتریس هایی

β٠ =

 θ ٢×٠٢
(٣×٠٢)T ٣×٠٣

 , βi =

٢×٠٢ ρi

−ρiT ٣×٠٣

 (٢ . ١١٢)

ͬ شوند م معرفͬ زیر صورت به ρi و θ (٢ . ١١٢) رابطه در

θ =

٠ ١
١ ٠

 , ρ١ =

−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , ρ٢ =

٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠

 , ρ٣ =

٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠


(٢ . ١١٣)

پتانسیل درحضور (٢ . ١١٣) تا (٢ . ١١١) روابط به توجه با را (٢ . ١١٠) معادله ͬ خواهیم م درنتیجه
کنیم بررسͬ زیر

S = a٢sinh٢x− ktanh٢x (١١۴ . ٢)
ͬ شود: م نوشته زیر فرم به هامیلتونͬ cosh٢x = Z تغییرمتغییر انتخاب با

H = [۴(Z٢ − Z)
d٢
dZ٢ + (۴Z − ٢) d

dZ
+ (E٢ −m٢ − ٢(E +m)(a٢(Z − ١)− k

Z − ١
Z

))]

(١١۵ . ٢)
28mesons



٣١ دقیق شبه پذیر حل روش با نسبیتͬ ذرات بررسͬ
ͬ آیند: م به دست زیر صورت به ها Pi قبل بخش های مشابه نتیجه در

P۴ = ۴(Z٣ − Z٢), (١١۶ . ٢)

P٣ = ۴Z٢ − ٢Z, (٢ . ١١٧)

P٢ = [E٢ −m٢ + ٢(E +m)(a٢ + k)]Z − [٢(E +m)a٢]Z٢ − ٢(E +m)k (٢ . ١١٨)
ͬ آید: م به دست زیر صورت به موج تابع (٢ . ١١) رابطه ی به توجه با

ψ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z٢))ψ̃(x) (٢ . ١١٩)

داریم: (٢ . ١٠) رابطه با مقایسه و بالا روابط به توجه با نتیجه در

C++ = C٠− = C−− = C− = ٠, C+٠ = ۴, C+− = −۴ (٢ . ١٢٠)

C+ = ۶n, C٠ = −١)٢ + ٢N),= −٢(E +m)k − n− ٢n٢ (٢ . ١٢١)

E٢ −m٢ + ٢(E +m)(a٢ + k) = ٢n٢ + nC+. (٢ . ١٢٢)
ͬ آید: به دست م زیر فرم به انرژی (٢ . ١٢٢) تا (٢ . ١٢٠) روابط از استفاده با

En =
٢(a٢ + k)±

√
(٢(a٢ + k)−m)٢ + ٣٢n٢

٢ (٢ . ١٢٣)
زیر فرم به یافته تبدیل هامیلتونͬ دیفرانسیلͬ فرم (٢ . ٩) رابطه ی در ها ثابت جای·ذاری با

ͬ آید: م به دست

[۴(Z٣ − Z٢) d
٢

dZ٢ + (۴Z٢ − ٢nZ٢ − ٢Z) d
dZ

+ (−٢n٢)Z − ٢(E +m)k]ψ̃ = ٠ (١٢۴ . ٢)
است زیر صورت به ψ̃که

ψ̃ =
N∑

n=٠
anZ

n (١٢۵ . ٢)

داریم: (١٢۴ . ٢) رابطه ی در ψ̃ = a٠ قراردادن با نتیجه در



(−٢(E +m)k)a٠ = ٠ a٠ ̸= ٠. (١٢۶ . ٢)

ͬ شود: م تبدیل زیر فرم به n = ٠ ازای به (٢ . ١١٩) رابطه ی

ψ٠ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z٢))a٠ (٢ . ١٢٧)

داشت: خواهیم (١٢۴ . ٢) رابطه در n = ١ ازای به ψ̃ = a٠ + a١Z دادن قرار با همچنین
−٢(E +m)k ٠

−۴ −٢(E +m)k − ٢
a٠

a١

 = ٠ (٢ . ١٢٨)

است زیر رابطه ی صورت به a١ مقدار که

a١ =
−٢

(E +m)k + ١a٠ (٢ . ١٢٩)

ͬ آید. م بدست زیر فرم به n = ١ ازای به (٢ . ١١٩) رابطه ی درنتیجه

ψ١ =
١√

Z(Z − ١)EXP (−log
√

۴(Z٣ − Z١)((٢ + (
−٢

(E +m)k + ١)Z). (٢ . ١٣٠)

٢ . ٧ ش΄ل در n = ٠, ١,٢ ازای به هایپربولی΄ͬ پتانسیل حضور در موج تابع رفتار همچنین
است. شده آورده

. k = −٩٠−,١٠ پارامترهای ازای به x برحسب موج تابع تغییرات :٢ . ٧ ش΄ل



٣٣ دقیق شبه پذیر حل روش با غیرنسبیتͬ ذرات بررسͬ

دقیق شبه پذیر حل روش با غیرنسبیتͬ ذرات بررسͬ ٢ . ٣

پذیر حل روش با پتانسیل حضور در شرودینگر معادله حل ٢ . ٣ . ١
دقیق شبه

ͬ باشد م شرودینگر معادله کاربردی دیدگاه از دوم درجه دیفرانسیل معادلات مهم ترین از ی΄ͬ

(− d٢
dx٢ + V (x))ψ(x) = Eψ(x) (٢ . ١٣١)

ی΄ͬ . [١٠ ،٩ ،٨ ،٧] است موردنظر فضای در موج تابع ψ(x) تابع و طیفͬ پارامتر E آن در که
دادن قرار ارز هم دقیق، شبه حل پذیر شرودینگر عمل·ر کردن پیدا برای مم΄ن روش های از
نظر در با فصل این در است. شرودینگر معادله با دقیق شبه حل پذیر دیفرانسیل معادلات
٢ فصل روابط به توجه با را سیستم انرژی و جبری ویژه توابع ٢٩ ΁ب کلینگ پتانسیل گرفتن

ͬ آوریم. به دست م
: [١٠] ΁ب کلینگ پتانسیل

V (x) = ax+ bx٢ − c

x
(٢ . ١٣٢)

زیر فرم به موج تابع (٢ . ١٠) روابط از استفاده و شرودینگر معادله در پتانسیل جای·ذاری با
ͬ آید: به دست م

Ψ(x) = exp(−
√
b

٢x٢ − a√٢bx+ logx)Ψ̃(x) (٢ . ١٣٣)
داریم: قبلͬ بخش های مشابه نتیجه در

P۴ = −x٢, (١٣۴ . ٢)

P٣ = ٢√٢bx٣ +
٢a√٢bx

٢ − ٢x, (١٣۵ . ٢)

P٢ = (−٢E − a٢
٢b + ٢√٣b)x٢ +

٢a√٢b − ٢c (١٣۶ . ٢)
داریم: را زیر ثوابت (٢ . ٧٧) رابطه ی با (١٣۶ . ٢) تا (١٣۴ . ٢) روابط مقایسه ی با

29Killingbeck potential



دقیق شبه حل پذیر روش ٣۴

C++ = C+٠ = C−− = C+− = ٠, C٠− = −١, (٢ . ١٣٧)

C+ = ٢√٢b, C٠ =
٢a√٢b , C− = −(٢ +

n

٢), (٢ . ١٣٨)

C = (
n

٢ + ١) ٢a√٢b − ٢c, ٢E +
a٢
√٢b + ٢√٣b = nC+. (٢ . ١٣٩)

ͬ آید به دست م زیر فرم به انرژی روابط این از استفاده با نتیجه در

En =
√٢b(n+

√٣
٢ + ١)− a٢

۴b (١۴٢ . ٠)
داریم: (٧۴ . ٢) رابطه هامیلتونͬ در آمده بدست روابط جای·ذاری با سپس

H̃ = −J٠
nJ

−
n + ٢√٢bJ+

n +
٢a√٢bJ

٠
n − (

n

٢ + ٢)J−
n + (

n

٢ + ١) ٢a√٢b − ٢c. (١۴٢ . ١)
زیر سری صورت به ψ̃ درنظرگرفتن با همچنین و

ψ̃ =
N∑

n=٠
anZ

n (١۴٢ . ٢)

داریم: n برای زیر مقادیر ازای به فوق سری قراردادن و
زیر رابطه ی به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ١٣٠) رابطه ی در را ψ̃ = a٠ مقدار n = ٠ ازای به ‐ ١

ͬ رسیم م

(
٢a√٢b − ٢c)a٠ = ٠ (١۴٢ . ٣)

ͬ آید: دست م به زیر فرم به n = ٠ ازای به موج تابع درنتیجه

Ψ٠(x) = a٠EXP (−
√
b

٢x٢ − a√٢bx+ logx) (١۴۴ . ٢)

رابطه ی به و ͬ کنیم م جای·ذاری (٢ . ١٣٠) رابطه ی در را ψ̃ = a٠+a١Z مقدار n = ١ ازای به ‐ ٢
ͬ رسیم م زیر



٣۵ دقیق شبه پذیر حل روش با غیرنسبیتͬ ذرات بررسͬ

c− a√٢b ١
√٢b c− ٢a√٢b

a٠
a١

 = ٠ (١۴۵ . ٢)

ͬ آید م دست به زیر صورت به (١۴۵ . ٢) از a١ که
a١ = (

a√٢b − c)a٠ (١۴۶ . ٢)
ͬ شود: م تبدیل زیر فرم به n = ١ ازای به موج تابع درنتیجه

ψ١(x) = exp(−
√
b

٢x٢ − a√٢bx+ logx)(١ + (
a√٢b − c)x) (١۴٢ . ٧)

ازای به ΁کلینگ‐ب پتانسیل حضور در شرودینگر معادله از حاصل موج تابع رفتار نهایت در
است. شده داده نشان ٢ . ٨ ش΄ل در x متغییر برحسب n = ٠, ١,٢

x nبرحسب = ٠, ١,٢ ازای به موج تابع :٢ . ٨ ش΄ل





٣ فصل
با فضا‐زمانͬ انرژی‐مومنتم توزیع

SO(d,٢) گروه از استفاده

٣٧



SO(d,٢) گروه از استفاده با فضا‐زمانͬ انرژی‐مومنتم توزیع ٣٨

مقدمه ٣ . ١
است مومنتم انرژی های تانسور ایجاد در گروه ها، نظریه از استفاده مهم زمینه های از ی΄ͬ
است SO(d,٢) گروه  از حاصل مومنتوم انرژی تانسورهای از گرفتن ΁کم با ما اینجا در که
انرژی‐مومنتم مدل سه محاسبه ی به [٢٠] ایم گرفته نظر در ٣ اینجا در را d پارامتر که
متفاوت ΁متری دو در ، ٣ لانداو‐لیفشیتز و ٢ پاپاپترو ، ١ انیشتین انرژی‐مومنتم یعنͬ
فضا با ارتباط در انرژی‐مومنتم توزیع ͬ آوریم. دست م به را هم گام سازی نتایج و ͬ پردازیم م
و چرخشͬ سیاه چاله های یا و متقارن زمان فضا و غیراستاتی΄ͬ زمان فضا زمینه های در زمان
تانسوری شبه انرژی‐مومنتم برای بسیاری تعاریف است. قرار گرفته بررسͬ مورد غیرچرخشͬ
شده است. پیشنهاد ٨ قدیر‐شریف و ٧ وینبرگ ، ۶ مولر ، ۵ برگمن‐تامسون ، ۴ تولمان، مانند

.[٢٣ ،٢٢ ،٢١] ͬ کنیم م اکتفا مدل سه همین به فصل این در ما که

فضا‐ در لانداو‐لیفشیتز انرژی‐مومنتم محاسبه ٣ . ٢
‐ریچادری سام زمان

ͬ گیریم: م نظر در را ͬ شود م داده زیر صورت به که [١٩] ٩ ریچادری سام ΁متری
ds٢ = −(dt+αΩr٢dφ)٢ + dr٢ + α٢r٢dφ٢ + dz٢ (٣ . ١)

زیر صورت به لانداو‐لیفشیتز مدل در حرکت اندازه چ·الͬ و انرژی فوق ΁متری به توجه با
: [٢۴] ͬ شود م معرفͬ

Lµρ =
١

١۶πSµνρσ
,νσ , (٣ . ٢)

صورت به Sµνρσ بالا رابطه در که
Sµνρσ = −g(gµρgνσ − gµσgνρ) (٣ . ٣)

چ·الͬ اجزای نشان دهنده ی L٠i و انرژی چ·الͬ نشان دهنده ی L٠٠ (٣ . ٢) رابطه در که است
به ͬ کند، م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ لاندا‐لیفشیتز مدل همچنین است. حرکت اندازه

1Einstein
2papapetro
3Landau- Lifshitz
4Tolman
5Bergman Tamson
6Moller
7Winberg
8ghadir sharif
9Som-Raychaudhuri



٣٩ ریچادری سام فضا‐زمان در انیشتین انرژی‐مومنتم محاسبه
که: طوری

∂Lµν

∂xν
= ٠ (۴ . ٣)

زیر صورت به Sµνρσ غیرصفر اجزای و
S٠١٠١ = α٢r٢(r٢Ω٢ − ١), (۵ . ٣)

S٠٢٠٢ = α٢r٢(r
٢Ω٢ − ١
α٢r٢ − Ω٢

α٢ ), (۶ . ٣)

S٠٣٠٣ = α٢r٢(r٢Ω٢ − ١). (٣ . ٧)
به  (٣ . ٨) رابطه صورت به را انرژی چ·الͬ (٣ . ٣) در (۵ . ٣) روابط جای·ذاری با ͬ آیند، م بدست

ͬ آوریم. دست م
L٠٠ =

١
١۶π (S٠١٠١

,١١ + S٠٢٠٢
,٢٢ + S٠٣٠٣

,٣٣ ) =
١

٨π (۶α٢r٢Ω٢ − α٢), (٣ . ٨)
به L طول و r شعاع به ای استوانه صورت به ریچادری سام فضا‐زمان در انرژی بنابراین

ͬ شود: م حاصل زیر صورت
EL =

∫ r

٠
∫ ٢π

٠
∫ L

٠ L٠٠rdrdφdz = L

٨α٢r٣)٢Ω٢r٢ − ١). (٣ . ٩)

سام فضا‐زمان در انیشتین انرژی‐مومنتم محاسبه ٣ . ٣
ریچادری

ͬ شود[٢۴]: م معرفͬ زیر صورت به انیشتین مدل در حرکت اندازه چ·الͬ و انرژی
Θν

µ =
١

١۶πHνρ
µ,ρ (٣ . ١٠)

است مقابل رابطه صورت به Hνρ
µ (٣ . ١٠) رابطه در

Hνρ
µ = −Hρν

µ =
gµτ√
−g

[−g(gντgρσ − gρτgνσ)],σ (٣ . ١١)
است. حرکت اندازه چ·الͬ اجزای نشان دهنده ی Θ٠

i و انرژی چ·الͬ نشان دهنده ی Θ٠٠ که
که: طوری به ͬ کند. م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ انیشتین مدل همچنین

∂Hνρ
µ

∂xν
= ٠ (٣ . ١٢)

است آمده دست به (٣ . ١٣) رابطه صورت به Hνρ
µ غیرصفر اجزای

H٠١٠ = −۴αΩ٢r٢ + ٢α , H٠٢٠ = H٠٣٠ = ٠. (٣ . ١٣)



SO(d,٢) گروه از استفاده با فضا‐زمانͬ انرژی‐مومنتم توزیع ۴٠
ͬ آوریم م به دست  زیر صورت به را انرژی چ·الͬ (٣ . ١٠) در (٣ . ١٣) روابط جای·ذاری با

Θ٠٠ =
١

١۶πH٠ρ٠,ρ =
١

١۶π (H٠١٠,١ +H٠٢٠,٢ +H٠٣٠,٣) =
−١
١۶π (٨αΩ٢r) (١۴ . ٣)

خواهدبود زیر فرم به انرژی بنابراین
EE =

∫ r

٠
∫ ٢π

٠
∫ L

٠ Θ٠٠rdrdφdz =
−L
٣ (αΩ٢r٣). (١۵ . ٣)

ͬ باشد. م r شعاع به ای استوانه طول L (١۵ . ٣) رابطه در که

سام فضا‐زمان در پاپاپترو انرژی‐مومنتم محاسبه ۴ . ٣
ریچادری

ͬ شود[٢۵]: م معرفͬ زیر صورت به پاپاپترو مدل در جرکت اندازه چ·الͬ و انرژی
Ωµν =

١
١۶πNµνρσ

,ρσ (١۶ . ٣)
صورت به Nµνρσ بالا رابطه در که

Nµνρσ =
√
−g(gµυηρσ − gµρηνσ + gρσηµν − gνσηµρ) (٣ . ١٧)

است. جرکت اندازه چ·الͬ اجزای نشان د   هنده ی Ω٠i و انرژی چ·الͬ نشان دهنده ی Ω٠٠ که است
که: طوری به ͬ کند. م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ پاپاپترو مدل همچنین

∂Ωµν

∂xν
= ٠ (٣ . ١٨)

ͬ آید م دست به زیر صورت به Nµνρσ غیرصفر اجزای و
(٣ . ١٩)

N٠٠١١ = (αΩ٢r٣ − ٢αr), N٠٠٢٢ = αr(r٢Ω٢ +
١

α٢r٢ − ١), N٠٠٣٣ = αr٣Ω٢.

صورت: این به ͬ آوریم م دست  به را انرژی چ·الͬ (٣ . ١٧) در (٣ . ١٩) روابط جای·ذاری با
Ω٠٠ =

١
١۶πN٠٠ρσ

,ρσ =
١

١۶π (N٠٠١١
,١١ +N٠٠٢٢

,٢٢ +N٠٠٣٣
,٣٣ ) =

١
۴π (

−١
αr٣ ) (٣ . ٢٠)

بود خواهد زیر فرم به انرژی بنابراین
Ep =

∫ r

٠
∫ ٢π

٠
∫ L

٠ Ω٠٠rdrdφdz = L

۴ (αΩ٢r٣). (٣ . ٢١)
ͬ رسیم: م زیر نتیجه ی به فوق انرژی سه مقایسه ی با که باشیم داشته توجه باید

٣
۴EE = −EP =

٢
٣αrEL − ١

۶αr. (٣ . ٢٢)
EE
EP

= −۴٣ صورت به رابطه ای پاپاپترو و انیشتین انرژی‐مومنتم بین ͬ شود م ملاحظه که
دارد. وجود



۴١ گودل فضا‐زمان در لانداو‐لیفشیتز انرژی‐مومنتم محاسبه

فضا‐ در لانداو‐لیفشیتز انرژی‐مومنتم محاسبه ۵ . ٣
گودل زمان

ͬ گیریم: م درنظر را ͬ شود م داده زیر صورت به که [٢٧ ،٢۴] ١٠ گودل ΁متری
ds٢ = −dt٢ + (١ − α٢x٢)dy٢ − ٢αxdtdy + dz٢. (٣ . ٢٣)

زیر صورت به لاندا‐لیفشیتز مدل در حرکت اندازه چ·الͬ و انرژی فوق ΁متری به توجه با
ͬ شود: م معرفͬ

Lµρ =
١

١۶πSµνρσ
,νσ , (٢۴ . ٣)

صورت به Sµνρσ بالا رابطه در که
Sµνρσ = −g(gµρgνσ − gµσgνρ). (٢۵ . ٣)

است. حرکت اندازه چ·الͬ اجزای نشان د   هنده ی L٠i و انرژی چ·الͬ نشا ن دهنده ی L٠٠ که است
که: این صورت به ͬ کند. م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ لاندا‐لیفشیتز مدل همچنین

∂Lµν

∂xν
= ٠ (٢۶ . ٣)

صورت: به Sµνρσ غیرصفر اجزای و
S٠١٠١ = S١٠١٠ = −(١ − α٢x٢), (٣ . ٢٧)

S٠٢٠٢ = −١, (٣ . ٢٨)

S٠١٢١ = S٢١٠١ = −αx. (٣ . ٢٩)
صورت: این به ͬ آوریم دست م به را انرژی چ·الͬ (٣ . ٢٧) در (٣ . ٢٩) روابط جای·ذاری با

L٠٠ =
١

١۶π (S٠١٠١
,١١ ) =

α٢
٨π . (٣ . ٣٠)

ͬ شود: م حاصل زیر صورت به گودل فضا‐زمان در لانداو‐لیفشیتز انرژی بنابراین

EL =

∫ ∫ ∫
L٠٠dxdydz = α٢

٨πV (٣ . ٣١)
10godel metric



SO(d,٢) گروه از استفاده با فضا‐زمانͬ انرژی‐مومنتم توزیع ۴٢

گودل فضا‐زمان در انیشتین انرژی‐مومنتم محاسبه ۶ . ٣
: [٢۶ ،٢۴] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به انیشتین مدل در حرکت اندازه چ·الͬ و انرژی

Θν
µ =

١
١۶πHνρ

µ,ρ (٣ . ٣٢)
صورت به Hνρ

µ بالا رابطه در که
Hνρ

µ = −Hρν
µ =

gµτ√
−g

[−g(gντgρσ − gρτgνσ)],σ (٣ . ٣٣)
است. حرکت اندازه چ·الͬ اجزای نشان د هنده ی Θ٠

i و انرژی چ·الͬ نشان دهنده ی Θ٠٠ که است
که: صورت این  به ͬ کند. م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ انیشتین مدل همچنین

∂Hνρ
µ

∂xν
= ٠ (٣۴ . ٣)

صورت: به Hνρ
µ غیرصفر اجزای و

H٠١٠ = −α٢xH٠٢٠ = ٠H٠٣٠ = ٠. (٣۵ . ٣)
صورت: این به ͬ آوریم د ست م به را انرژی چ·الͬ (٣ . ٣٣) در (٣۵ . ٣) روابط جای·ذاری با

Θ٠٠ =
١

١۶πH٠ρ٠,ρ =
١

١۶π (H٠١٠,١ +H٠٢٠,٢ +H٠٣٠,٣) =
−α٢
١۶π (٣۶ . ٣)

بود خواهد زیر فرم به انرژی بنابراین
EE =

∫ ∫ ∫
Θ٠٠dxdydz =

−α٢
١۶π V. (٣ . ٣٧)

گودل فضا‐زمان در پاپاپترو انرژی‐مومنتم محاسبه ٣ . ٧
: [٢٧ ،٢۶] ͬ شود م معرفͬ زیر صورت به پاپاپترو مدل در حرکت اندازه چ·الͬ و انرژی

Ωµν =
١

١۶πNµνρσ
,ρσ (٣ . ٣٨)

صورت به Nµνρσ بالا رابطه در که
Nµνρσ =

√
−g(gµυηρσ − gµρηνσ + gρσηµν − gνσηµρ) (٣ . ٣٩)

است. حرکت اندازه چ·الͬ اجزای نشان د  هنده ی Ω٠i و انرژی چ·الͬ نشان دهنده ی Ω٠٠ که است
که: صورت این به ͬ کند. م تضمین را فیزی΄ͬ قوانین حفظ پاپاپترو مدل همچنین

∂Ωµν

∂xν
= ٠ (۴٣ . ٠)



۴٣ گودل فضا‐زمان در پاپاپترو انرژی‐مومنتم محاسبه
صورت: به Nµνρσ غیرصفر اجزای و

N٠٠١١ = −(٢ − α٢x٢), N٠٢١١ = −αx (۴٣ . ١)
صورت: این به ͬ آوریم دست م به را انرژی چ·الͬ (٣ . ٣٩) در (۴٣ . ١) روابط جای·ذاری با

Ω٠٠ =
١

١۶πN٠٠ρσ
,ρσ =

١
١۶π (N٠٠١١

,١١ +N٠٠٢٢
,٢٢ +N٠٠٣٣

,٣٣ ) =
α٢
٨π , (۴٣ . ٢)

ͬ آید: دست م به زیر فرم به انرژی بنابراین
Ep =

∫ ∫ ∫
Ω٠٠dxdydz = α٢

٨πV (۴٣ . ٣)
ͬ رسیم: م زیر نتیجه ی به انرژی سه مقایسه ی با که باشیم داشته توجه باید

EL = EP = − ١
٢EE =

α٢
٨πV (۴۴ . ٣)

به رابطه ای پاپاپترو و انیشتین انرژی‐مومنتم های بین که ͬ شود م ملاحظه (۴۴ . ٣) رابطه از
پاپاپترو و لانداو‐لیفشیتز انرژی‐مومنتم های بین همچنین و دارد وجود EE

EP
= −٢ صورت

است. برقرار EL
EP

= ١ صورت به رابطه ای
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دقیق شبه حل پذیر شرودینگر معادله و کومینگز تاویز‐ مدل ارتباط ۴۶

مقدمه ١ . ۴
معادله ی با کوانتومͬ ͬ های هامیلتون اتصال برای مستقیم روش ΁ی معرفͬ فصل این از هدف
توسط این ها بین ارتباط که است، دقیق شبه حل پذیر روش توسط بعدی ΁ی شرودینگر
فضای از زیرمجموعه هر که دریافتیم است. شده  ایجاد ١ کانفلوئنت بای هیون معادله ی
راه حل ΁ی با کدام هر که است پتانسیل n با مطابق تاویز‐کومینگز هامیلتونͬ از بعدی n
این در همچنین است. حل قابل مختلف راه حل n با پتانسیل ΁ی به یا و است همراه معروف
خانواده های با و کانفلوئنت بای هیون معادله ی با هامیلتونͬ که داد خواهیم نشان ما فصل

. [٢٨] است ارتباط در دقیق شبه حل پذیر شرودینگر معادله ی مختلف

هیون توابع ٢ . ۴
خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله ΁ی ͺپاس و است ریاضیات علم در خاص توابع از ٢ هیون تابع
کارل آلمانͬ، ریاضیدان توسط که ͬ باشد م هیون معادله نام به ثابت غیر ضرایب با دو مرتبه
با دو مرتبه خطͬ معادله حالت ͬ ترین کل هیون معادله شد. معرفͬ ١٨٨٨ سال در ٣ هیون
حل ΁تکنی طریق از هیون، تابع عنوان تحت معادله این حل است. منظم تکین نقطه چهار
ام΄ان پذیر ۴ فوکس‐فروبنیوس تئوری برپایه ی توانͬ، سری  های ΁کم با دیفرانسیل معادلات
΁ی داشتن با هیون ۵ کانفلوئنت معادلات عنوان تحت هیون معادلات از گونه  هایی است.
که است این معادلات این تمام مهم ویژگͬ ΁ی دارند. وجود نامنظم تکین نقطه چند یا
΁ی و ͬ دانند م مجاز منظم شان تکینگͬ نقاط از ی΄ͬ حول را بی نهایت سری  های جواب  های
اجازه ما به واقعیت این شود. یافت سری ها از متوالͬ ضریب دو بین ͬ تواند م بازگشتͬ رابطه ی
هم·رایی شعاع دور، نقاط در مجانبی رفتار جواب، کلͬ مشخصات درمورد ایده ای داشتن
ͬ تواند م است منظم تکین چهارنقطه با معادله ای که هیون معادله ͬ دهد. م را وغیره سری ها

باشد.[٢٩] داشته مختلفͬ کانفلوئنت فرم  های

هیون معادله انواع ٣ . ۴
برای بیشتر، یا منظم تکینگͬ دو که ͬ آید به وجود م زمانͬ هیون معادله کانفلوئنت فرم  های
دارد. مشابهت کانفلوئنت هندسͬ فوق مشتق با که شوند پدیدار نامنظم تکینگͬ ΁ی ایجاد

دارد: وجود استاندارد فرم چهار
1 biconfluent Heun
2Heun
3karel Heun
4Fuchs-Frobenius
5Confluent



۴٧ تاویز‐کومینگز مدل
ͬ باشد: م (١ . ۴) رابطه ی به صورت هیون کانفلوئنت ١ .معادله

d٢ω
dz٢ + (

γ

z
+

δ

z − ١ + ε)
dω

dz
+

αz − q

z(z − ١)ω = ٠ (١ . ۴)

در ΁درجه ی نامنظم تکینگͬ ΁ی و z = ١ و z = ٠ در منظم ͬ  های تکینگ دارای معادله این
جواب   های از خاصͬ موارد کولنͬ کروی توابع و کروی موح توابع متیو، توابع است. z = ∞

است. هیون کانفلوئنت معادله
: هیون۶ مضاعف کانفلوئنت ٢ .معادله

d٢ω
dz٢ + (

δ

z٢ +
γ

z
+ ١)dω

dz
+
αz − q

z٢ ω = ٠ (٢ . ۴)
است. اول مرتبه نوع از z = ∞ و z = ٠ در نامنظم ͬ  های تکینگ دارای معادله این

هیون٧: کانفلوئنت بای معادله . ٣
d٢ω
dz٢ − (

γ

z
+ δ + z)

dω

dz
+
αz − q

z
ω = ٠ (٣ . ۴)

دو مرتبه از z = ∞ در نامنظم تکینگͬ ΁وی z = ٠ در منظم تکینگͬ ΁ی دارای معادله این
است.

هیون٨: کانفلوئنت تری ۴ .معادله

d٢ω
dz٢ + (γ + z)z

dω

dz
+ (αz − q)ω = ٠ (۴ . ۴)

است. z = ∞ در سه مرتبه نامنظم تکینگͬ ΁ی دارای (۴ . ۶) معادله

تاویز‐کومینگز مدل ۴ . ۴
١١ تاویز می΄ايل توسط ١٩۶٨ سال در بار اولین برای ١٠ مدل ΁دی یا ٩ تاویز‐کومینگز مدل
از حالت تک ΁ی با را ͹سط دو اتم های ارتباط مدل این شد. مطرح ١٢ کومینگز ΁فردری و

ͬ کند: م زیرمعرفͬ هامیلتونͬ صورت به چرخشͬ موج نزدی΄ͬ در تابشͬ میدان
HTC = ωcc+c+ ωcJz + g(cJ+ + c+J−), (۵ . ۴)

6Double-confluent Heun equation
7Bi-confluent Heun equation
8Tri-confluent Heun equation
9Tavis-Cummings

10Dicke model
11Michael Tavis
12Frederick cummings



دقیق شبه حل پذیر شرودینگر معادله و کومینگز تاویز‐ مدل ارتباط ۴٨
میدان از ناشͬ بوزونͬ اپراتورهای c+وc هستند، Su(٢) گروه اپراتورهای از تعدادی J±وJz که
را زیر روابط و کرده استفاده شرودینگر معادله ی از ما اکنون است. همبستگͬ ثابت g و تابشͬ

ͬ نویسیم م
J+ = a+b, J− = ab+ (۶ . ۴)

Jz =
١
٢/− (a+a− b+b), (٧ . ۴)

و (۶ . ۴) روابط از سپس هستند. بوزونͬ مستقل اپراتورهای b+ و b ، a+ ، a که ترتیب این به
ω٢ ، ω١ فرکانس مختلف حالت سه آن در که ͬ گیریم م نظر در را زیر گانه سه هامیلتونͬ (٧ . ۴)

ارتباط اند در ی΄دی·ر با ω٣ و
Ht = ωaa

+a+ ωbb
bb+ ωcc

+c+ g(a+bc+ ab+c+) (٨ . ۴)
ساده ی نسخه ی ΁ی از استفاده است. حالت سه این بین تعامل دهنده ی نشان g ̸= ٠ ترم که
است صورت این به ͬ شود م حاصل g ثابت بر (٨ . ۴) رابطه ی تقسیم توسط که هامیلتونͬ این

H =
Ht

g
= ω١a+a+ ω٢b+b+ ω٣c+c+ a+bc+ ab+c+ (٩ . ۴)

از مجموعه ای دارای سیستم این هستند. ω٣ = ωc
g و ω٢ = ωb

g و ω١ = ωa
g (٩ . ۴) رابطه در که

است زیر فرم به هامیلتونͬ شامل که است مستقل متقارن اپراتور سه
{H,L = Na+Nb,M = Na+Nc} , (١٠ . ۴)

آن از . هستند متناظر های حالت تعداد اپراتورهای Nc = c+c و Nb = b+b ، Na = a+a که
ی΄پارچه کاملا سیستم این که گفت ͬ توان م است آزادی درجه سه دارای سیستم که  جایی

.[٣١ ،٣٠] است

مدل تاویز‐کومینگز دیفرانسیلͬ فرم بررسͬ ۵ . ۴
فوک فرم به نمایش کومینگز تاویز هامیلتونͬ از بعدی سه فرم از دیفرانسیلͬ تحلیل ساده ترین

است. پیچیده متغییر سه در ١٣ ‐برگمن
a = ∂z١ , a+ = z١, b = ∂z٢ , b+ = z٢, c = ∂z٣ , c+ = z٣. (١١ . ۴)

ͬ رسد: م زیر دیفرانسیلͬ فرم به (٩ . ۴) هامیلتونͬ متغییرها این از استفاده با
HT = ω١z١∂z١ + ω٢z٢∂z٢ + ω٣z٣∂z٣ + z١∂z٢∂z٣ + z٢z٣∂z١, (١٢ . ۴)

13 Fock-Bargmann



۴٩ مدل تاویز‐کومینگز دیفرانسیلͬ فرم بررسͬ
صورت: به هستند ای دیفرانسیلͬ اپراتور اولین L,M متقارن اپراتورهای که حالͬ در

L = z١∂z١ + z٢∂z٢, M = z١∂z١ + z٣∂z٣. (١٣ . ۴)
ͬ شود: م داده زیر صورت به فوک حالت های صورت این در

| na, nb, nc⟩ =
(z١)na(z٢)nb(z٣)nc

(na!nb!nc!)
١٢

(١۴ . ۴)

مجموعه ی به را (z١, z٢, z٣) متغییرهای از مجموعه ΁ی ͬ خواهیم م ما (١٠ . ۴) نظرگرفتن در با
با جدید متغییرهای این شود. ساده بتواند هامیلتونͬ تا کنیم تبدیل (r, s, t) شامل دی·ری
باشند. داشته بستگͬ متغییر ΁ی به تنها باید L,M های اپراتور که ͬ شود م مشخص شرط این
ساده محاسبات از بعد سپس کنیم انتخاب t از را s,M تابع تا کنیم مͬ انتخاب را L اینجا در

ͬ کنیم. پیدام متغییرها مجموعه دو بین را زیر رابطه ی
r =

cz١
z٢z٣

, s =
z١
z٣
f(z٢), t =

z١
z٢
g(z٣), (١۵ . ۴)

f(z٢) = صورت به را توابع این ͬ توانیم م ما هستند. دلخواه توابع g و f ، است ثابت c که
زیر صورت به (r, s, t) برحسب را (z١, z٢, z٣) متغییرهای ͬ توانیم م بنابراین بنویسیم g(z٣) = ١

کنیم: بازنویسͬ
z١ = c

st

r
, z٢ = c

s

r
, z٣ = c

t

r
(١۶ . ۴)

: صورت به جزئͬ مشتقات بنابراین
∂

∂z١
=

١
c
(
r

t

∂

∂s
+
r

s

∂

∂t
+
r٢
st

∂

∂r
), (١٧ . ۴)

∂

∂z٢
= −١

c
(
tr

s

∂

∂t
+
r٢
s

∂

∂r
),

∂

∂z٣
= −١

c
(
rs

t

∂

∂s
+
r٢
t

∂

∂r
)

ͬ کنند م بیان (r, s, t) جدید متغییرهای برحسب را زیر عبارت های H,L,M اپراتور سه
H =

r٣
c

∂٢
∂r٢ +

rst

c

∂٢
∂s∂t

+
tr٢
c

∂٢
∂r∂t

+
r٢s
c

∂٢
∂r∂s

+ (
r٢
c

+ (ω١ − ω٢ − ω٣)r + c)
∂

∂r
+ ((ω١ − ω٣)r + c)

s

r

∂

∂s
+ ((ω١ − ω٢)r + c)

t

r

∂

∂t
(١٨ . ۴)

که M,L متقارن توابع ویژه مثال عنوان به ψ های جواب برای ͬ توانیم م ما حاضر حال در
نوشت: زیر صورت به را اند Wℓ,m زیرمجموعه های به متعلق

Mψ(r, s, t) = mψ(r, s, t), Lψ(r, s, t) = ℓψ(r, s, t). (١٩ . ۴)



دقیق شبه حل پذیر شرودینگر معادله و کومینگز تاویز‐ مدل ارتباط ۵٠
فرم به موج تابع پس

Ψ(r, s, t) = sℓtmψ(r), (٢٠ . ۴)
مرتبه خطͬ دیفرانسیلͬ معادله به منجر Wℓ,m زیرمجموعه در E مقادیر ویژه با H هامیلتونͬ و

:( r ͬ شود(برحسب م زیر دوم
d٢ψ
dr٢ + (

c٢
r٣ +

c(ω١ − ω٢ − ω٣)
r٢ +

m+ l + ١
r

)
dψ

dr
+ (٢١ . ۴)

+ (
(m+ l)c٢

r۴ +
c(m(ω١ − ω٢) + l(ω١ − ω٣)− E

r٣ +
ml

r٢ )ψ = ٠
جدید متغییرهای برحسب هایی ای چندجمله صورت به (٢٠ . ۴) از ناشͬ حل که ͬ خواهیم م ما
را قدیمͬ متغییرهای (٢٠ . ۴) در ما اگر پس ψ(r) = a٠ + a١r+ ...+ aNr

N که گونه ای به باشد
داریم: پس کنیم جای·زین

Ψ(z١, z٢, z٣) =
zm+l١
zm٢ zl٣

N∑
k=٠

ak(
cz١
z٢z٣

)k (٢٢ . ۴)
ش΄ل در اما باشد، قدیمͬ متغییرهای برحسب چندجمله ای ΁ی باید نیز موج تابع نتیجه در
را r متغییر باید ما مش΄ل این حل برای بنابراین پس ، ندارند را ام΄ان این آن معیارهای فعلͬ

که: ترتیب این به دهیم، تغییر ρ = ١
r آن معکوس به

Ψ(z١, z٢, z٣) =
zm+l١
zm٢ zl٣

l+m∑
k=max(l,m)

ak(
z٢z٣
cz١

)k (٢٣ . ۴)

تبدیل (٢١ . ۴) معادله ρ = ١
r برحسب رو این از داریم، قبول قابل چندجمله ای ΁ی نتیجه در

: به ͬ شود م
d٢ψ
dρ٢ − (

m+ l − ١
ρ

+ c(ω١ − ω٢ − ω٣) + c٢ρ)dψ
dρ

+ (٢۴ . ۴)
+ (

ml

ρ٢ +
c(m(ω١ − ω٢) + l(ω١ − ω٣)− E)

ρ
+ (m+ l)c٢)ψ = ٠

که است بی نهایت در دو مرتبه نامنظم تکینگͬ ΁ی و مبدا در منظم تکینگͬ دارای معادله این
رابطه تغییرمتغییر از اگرما ͽواق در دارد. همخوانͬ کانفلوئنت هیون‐بای معادله تکینگͬ با
که: ͬ یابیم م در k = max(ℓ,m) که ψ(ρ) = ρkφ(ρ) تابع در تغییر برای کنیم استفاده (٢۴ . ۴)

d٢φ
dρ٢ + (

١ + ٢k −m− l

ρ
− c(ω١ − ω٢ − ω٣)− c٢ρ)dφ

dρ
+ (

(m− k)(l − k)

ρ٢ + (٢۵ . ۴)
+
c(m(ω١ − ω٢) + l(ω١ − ω٣)− E − k(ω١ − ω٢ − ω٣))

ρ
+ (m+ l − k)c٢)φ = ٠

صورت به فرمͬ دارای معادله این باشد k = m یا k = ℓ اگر که بفهمیم ͬ توانیم م ،(٢۵ . ۴) از
:[٣١] زیر کلͬ فرم با ، داشت خواهد کانفلوئنت هیون‐بای فرم

y′′ +

(١ + α

x
+ β − ٢x

)
y′ +

(
−δ + (١ + α)β

٢x + γ − α− ٢
)
y = ٠ (٢۶ . ۴)



۵١ شرودینگر معادله
فرم این به باید α, β, γ ضرایب که داریم c = ±

√٢ انتخاب و (٢۶ . ۴) و (٢۵ . ۴) مقایسه ی با
باشند:

باشد: k = m و m ≥ ℓ ١ ‐اگر
α = m− ℓ, β = −c(ω١ − ω٢ − ω٣), γ = m+ ℓ+ ٢

δ = c(m(ω١ − ω٢ − ٣ω٣)− ℓ(٣ω١ − ω٢ − ٣ω٣) + (ω١ − ω٢ − ω٣ + ٢E)) (٢٧ . ۴)
اما ͬ باشند. م بالا مشابه δ و α, β, γ پارامترهای صورت این در باشد، k = ℓ و ℓ ≥ m ٢ ‐اگر

.m با ℓ همچنین و ͬ شود م جابه جا ω٣ با ω٢ جای

شرودینگر معادله ۶ . ۴
معادله ی ΁ی به را (٢۶ . ۴) رابطه ی کانفلوئنت ‐بای هیون معادله ͬ خواهیم م ما قسمت این در
خواهد تحلیل و تجزیه کامل طور به که دهیم، ارتباط شرودینگر شناخته شده ی و معروف
متغییرهای تغییر و کنیم انتخاب c =

√٢ صورت به را c مقدار (٢۵ . ۴) رابطه در ما شد.اگر
[٣٣ ،٣٢] زیر صورت به کنیم اعمال را وابسته ای و مستقل

φ(ρ) = e−W (x)χ(x) , x = x(ρ). (٢٨ . ۴)
شرودینگر معادله ی ΁ی با شود برابر χ(x) که گونه ای به داریم را χ(ρ) و W (x) انتخاب ام΄ان ما

λ = ٠ ویژه مقدار با
− χ′′ + V (x)χ = λχ = ٠ (٢٩ . ۴)

داریم: کند برآورده را معادله W (x) اگر ͽواق در
ẍ− ٢(ẋ)٢dW

dx
+
dx

dρ
(
٢k −m− n+ ١

ρ
−
√٢(ω١ − ω٢ − ω٣)− ٢ρ) = ٠ (٣٠ . ۴)

است: زیر فرم به (٢٩ . ۴) در شده معرفͬ پتانسیل و است ẋ = dx
dρ که

V (x) =
ẍ

ẋ٢
dW

dx
− (

dW

dx
)٢ +

d٢W
dx٢ +

١
ẋ

dW

dx
[
٢k −m− l + ١

ρ
−
√٢(ω١ − ω٢ − ω٣)− ٢ρ]

(٣١ . ۴)
− ١
ẋ
[

√٢(l(ω١ − ω٣) +m(ω١ − ω٢)− E − k(ω١ − ω٢ − ω٣))
ρ

+ ٢(m+ l − k)]

پتانسیل بنابراین و ͬ کنیم م انتخاب x = ρb, b > ٠ صورت به را x و ρ بین وابستگͬ ما رو این از
است: زیر صورت به ͬ شود م استخراج χ(x) موج تابع و Vb(x) طریق از که

Vb(x) = (− ١
۴ +

(١ +B)٢ − ۴k − ۴kB + ۴k٢
۴b٢ )x−٢ − (

AB + ٢D
٢b٢ )x−٢+ ١

b (٣٢ . ۴)
− (

A٢ + ۴B + ۴G− ۴
۴b٢ )x−٢+ ٢

b +
A

b٢x
−٢+ ٣

b +
١
b٢x

−٢+ ۴
b ,
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χ(x) = x−(١−b+B−٢k)/(٢b)exp[− ١

٢x
١
b (A+ x

١
b )]φ(ρ(x)), (٣٣ . ۴)

A =
√٢(ω١ − ω٢ − ω٣), B = m+ l − ١, G = ٢(m+ l) (٣۴ . ۴)

D = (m(ω١ − ω٢) + l(ω١ − ω٣)− E).

در x مقدار و است b > ٠ و ℓ,m ∈ N پارامترهای مقادیر تمام برای که باشیم داشته توجه باید
معنͬ این به این است. منفͬ exp در است قالب که عبارتͬ که حالͬ در است، مثبت (٣٣ . ۴)

که هستند هایی موج تابع صورت به χ(x) برای حاصل حل های موارد تمام در که است
lim
x−→٠χ(x) = ٠ , lim

x−→∞
χ(x) = ٠ (٣۵ . ۴)

پتانسیل در را شرایط از برخͬ ͬ خواهیم م ما همچنین است. قبول قابل فیزی΄ͬ نظر از که
از برخͬ ͬ توانیم م هدف این به رسیدن برای ساده تر فرم ΁ی داشتن برای کنیم حذف (٣١ . ۴)

کنیم: انتخاب را b خاص مقادیر
صورت به (٣١ . ۴) پتانسیل باشد b = ١ ١ ‐اگر

V١(x) =
√٢)٢E + (١ − ٣m− ٣n)ω١ + (−١ + ٣m+ n)ω٢ + (−١ +m+ ٣n)ω٢(٣x (٣۶ . ۴)
+

(m− l − ١)(m− l + ١)
۴x٢ + ٢ − ٣(m+ n)− (−ω١ + ω٢ + ω٢٢(٣

+
√٢(ω١ − ω٢ − ω٣)x+ x٢,

فرم به موج تابع و
χ(x) = x−(B−٢k)/٢exp[− ١

٢x(A+ x)]φ(ρ(x)) (٣٧ . ۴)
و نوسانگر و کولنͬ پتانسیل شامل پتانسیل این که باشیم داشته توجه باید ͬ آید. م بدست 
است کوارکونیوم توصیف برای پتانسیل این است مرکز از گریز جمله ی با همراه خطͬ پتانسیل

شده است. اشاره آن به [٣۵ ،٣۴] ͽمرج در که

صورت به پتانسیل باشد b = ١٢ ٢ ‐اگر
V١/٢(x) =

(٢m− ٢l − ٢)(١m− ٢l + ١)
۴x٢ + ۴√٢(ω١ − ω٢ − ω٣)x۴ + ۴x۶ (٣٨ . ۴)

− (−٨ + ١٢(m+ l) + ٢(ω١ − ω٢ − ω٢(٣)x٢

+ ٣)−]٢√٢m+ ٣l − ١)ω١ + (l + ٣m− ١)ω٢ + (٣l +m− ١)ω٣]− ϵ(E)

موج تابع و
χ(x) = x−(B−٢k+ ١٢ )exp[− ١

٢x٢(A+ x٢)]φ(ρ(x)) (٣٩ . ۴)
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صورت به پتانسیل باشد b = ٣٢ ٣ ‐اگر

V٣/٢(x) =
(٢m− ٢l − ٢)(٣m− ٢l + ٣)

٣۶x٢ +
۴
٩x٢/٣ +

۴√٢
٩ (ω١ − ω٢ − ω٣) (۴٠ . ۴)

+
٢)٢√٢E − (٣m+ ٣l − ١)ω١ + (l + ٣m− ١)ω٢ + (٣l +m− ١)ω٩(٣x۴/٣

− (−٨ + ١٢(m+ l) + ٢(ω١ − ω٢ − ω٩(٢(٣x٢/٣

بود. خواهد (۴١ . ۴) رابطه فرم به موج تابع و
χ(x) = x−(− ١٢+B−٢k)/٣exp[− ١

٢x٢/٣(A+ x٢/٣)]φ(ρ(x)) (۴١ . ۴)

صورت به پتانسیل باشد b = ٢ ۴ ‐اگر
V٢(x) =

(m− l − ٢)(m− l + ٢)
١۶x٢ +

١
۴ +

√٢(ω١ − ω٢ − ω٣)۴√x (۴٢ . ۴)
٢)٢√٢E − (٣m+ ٣l − ١)ω١ + (l + ٣m− ١)ω٢ + (٣l +m− ١)ω١(٣۶x٣/٢

− (−٨ + ١٢(m+ l) + ٢(ω١ − ω٢ − ω٢(٣)
x

,

صورت به موجͬ تابع با
χ(x) = x−(−١+B−٢k)/۴exp[− ١

٢x١/٢(A+ x١/٢)]φ(ρ(x)) (۴٣ . ۴)
دست به است C =

√٢ که حالتͬ با مشابه (٢۵ . ۴) معادله ی C = −
√٢ مقدار برای همچنین

تعدادی سمت به را ما جای·زینͬ این همچنین و ͬ کنیم، م استفاده −ρ از ρ جای به اما ͬ آید، م
و ͬ کند م تغییر ͬ باشد م ρ برحسب روابط در که x متغییر زیرا ͬ کند م هدایت دی·ر پتانسیل

بشود. x = (ρ)b جای·زین باید x = (−ρ)b روابط در همچنین





۵ فصل
پیشنهادات و گیری نتیجه

به یافتن دست منظور به دقیق شبه پذیر حل روش از استفاده چ·ونگͬ نامه پایان این در
و بحث مورد متفاوت و مختلف شرایط در موردنظر سیستم غیرنسبیتͬ و نسبیتͬ ذرات طیف
مفهوم همچنین شد. بیان گروه مفهوم تبیین برای پایه مفاهیم ابتدا در قرارگرفت. استفاده
تغییر اعمال با دادیم، قرار بررسͬ مورد SL(٢) جبر دینامی΄ͬ تقارن تحت را دقیق پذیرشبه حل
شرودینگر معادله با دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات قراردادن هم ارز طریق از مناسب متغییر
ترتیب این به کردیم. معرفͬ متناهͬ ابعاد با جمله ای های چند برحسب را هامیلتونͬ ضرایب
محاسبه جمله ای چند این اساس بر را پیمانه ای تابع و دقیق شبه حل پذیر پتانسیل کلͬ ش΄ل
مربوطه گروه جبر مولدهای از چندجمله ای صورت به که جبری دیفرانسیلͬ عمل·ر کردیم.
ادامه در نمودیم. ارائه را دوم مرتبه جبری دیفرانسیلͬ عمل·ر کلͬ ش΄ل و مطرح را ͬ باشد م
و انرژی به و کرده بررسͬ دقیق شبه پذیر حل روش با را ها) بوزون و نسبیتͬ(فرمیونها ذرات
صورت به را آمده بدست موج توابع رفتار و رسیدیم موردنظر های سیستم به مربوط موج تابع
شناخته مدل های برای مومنتم ‐ انرژی بررسͬ به همچنین دادیم. ارائه متن در نمودارهایی
جزئیات بررسͬ و مطالعه به آخر در و پرداختیم پاپاپترو و انیشتین و لانداو‐لیفشیتز ی شده
دقیق پذیرشبه حل ی معادله با مدل این ارتباط همچنین و پرداختیم تاویز‐کومینگ روش

کردیم. بررسͬ کانفلوئنت بای هیون ی معادله با را
نمود: ارائه زیر صورت به پیشنهادهایی ͬ توان م نیز کار ادامه ی برای

سیستم هامیلتونین ͬ توان م بالاتر ابعاد در دقیق شبه پذیری حل مسائل بررسͬ برای . ١
۵۵
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داد. بسط دی·ر جبرهای مولدهای حسب بر را

و دیراک معادلات درمورد که کولنͬ پتانسیل از غیر پتانسیل ها سایر گرفتن نظر در با . ٢
پذیر حل دیفرانسیل معادله جبری، محاسبات انجام با ͬ توان م بردیم. کار به گوردون کلاین

نمود. محاسبه را آن ها دقیق شبه



ͽمراج
گروه ها”، نظریه از استفاده با مول΄ولͬ ارتعاشات ”بررسͬ ، (١٣٧٢) ف، تفرشͬ، مشهدی [١]

تهران. معلم تربیت دانش·اه علوم، دانش΄ده ،΁فیزی ارشد کارشناسͬ نامه پایان
شبه کوانتومͬ مدل های و یافته تغییرفرم sl(٢) ”جبر (١٣٩۴) ر، مژدهͬ، رمضانͬ [٢]

گیلان. دانش·اه ،΁فیزی ارشد کارشناسͬ نامه پایان دقیق”، حل پذیر
[3] R. Gilmore, Lie groups Lie algebras and some of their applications (A WileInter-

science publication 1974).

[4] P .J. Olver, Applications of Lie groups to differential equations. NewYork : Springer,

(1986 ).

سربیشه ای محسن :دکتر ترجمه فیزی΄دانان”، برای گروه ها نظریه مبانͬ جوشͬ،” و. ا. [۵]
سوم. چاپ ،

[6] A. V. Turbiner, Commun. Math. Phys. 118 467,(1988).

پایان ،” کامل شبه پذیر حل کوانتومͬ مدلهای جبری ”مطالعه ،(١٣٩٠) م، برادران، [٧]
گیلان. دانش·اه ،΁فیزی ارشد کارشناسͬ نامه

[8] H. Panahi, S. Zarrinkamar, M. Baradaran, Chin. Phys. B 24(6), 512 060301 (2015).

[9] A. V. Turbiner, Contemp. Math. 160 263 (1994).

[10] H. Weyl, The Theory of Groups and Quantum Mechanics (New York: Dover),

(1931).

میدان از استفاده با نسبیتͬ فرا و نسبیتͬ ذرات ”بررسͬ (١٣٩۵) خ، جوزچال، سعیدی [١١]
شاهرود. صنعتͬ دانش·اه ارشد، کارشناسͬ نامه پایان زمان”، به وابسته های

هسته های سیستم بر زمان فضا هندسͬ نواقص تصحیحات ”(١٣٩٧) م، ، پور حسین [١٢]
شاهرود. صنعتͬ دانش·اه دکتری، رساله ها”، فرمیون و بوزونͬ ای

۵٧



ͽمراج ۵٨
[13] Q. Dong, F. A. Serrano, Guo-Hua Sun, Jian Jing, and Shi-Hai Dong. ”Semiexact

Solutions of the Razavy Potential.” Advances in High Energy Physics (2018).

[14] P. sedaghatnia, H. Hassanabadi and F. Ahmed. ”Dirac fermions in Som–

Raychaudhuri space-time with scalar and vector potential and the energy momen-

tum distributions.”The European Physical Journal C(2019).

[15] M. M. Som and A. K. Raychaudhuri, Proc. R. Soc. A 304, 81 (1968).

[16] O. Bertolami and F. Lobo, Neuro. Quantol. 7, 1 (2009).

[17] D. Barrow and P. Dabrowski, Phys. Rev D 58, 103502 (1998).

[18] L.C.N. Santos, C.C. Barros Jr., EPJ C 78, 13 (2018).

[19] M. de Montigny, S. Zare, H. Hassanabadi, Gen. Relativ. Gravit. 50, 472 47 (2018).

[20] A. Dymarsky, Z. Komargodski, A. Schwimmer, S. Theisen, On scale and conformal

invariance in four dimensions. Journal of High Energy Physics.(10):171.(2015).

[21] F. Ahmed, EPJ C 79(02), 104 (2019).

[22] F. Ahmed, Ann. Phys. (N. Y.) 401, 193 (2019).

[23] I. Radinschi, F. Rahaman, T. Grammenos, S. Islam, Adv. High 496 Energy Phys.

(article ID 9049308, 1-9 pages)(2016).

[24] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields, Pergamon Press

(1987).

[25] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology: Principles and Appli- 494 cations of Gen-

eral Theory of Relativity (Wiley, New York, 1972).

[26] A. Papapetrou, Proc. R. Irish Acad. (52), 11 (1948).

[27] F. Ahmed,”The energy–momentum distributions and relativistic quantum effects

on scalar and spin-half particles in a Gödel-type space–time”, Eur. Phys. J. C 78

(2018).

[28] T. Mohamadian , J. Negro , L.M. Nieto , and H. Panahi”Tavis-Cummings models

and their quasi-exactly solvable Schr¨odinger Hamiltonians”,(2019).



۵٩ ͽمراج
پایان فرمیونͬ”، و بوزونͬ سیستم های در هیون توابع ”بررسͬ ،(١٣٩٧) م، حسینͬ، [٢٩]

شاهرود. صنعتͬ دانش·اه ،΁فیزی ارشد کارشناسͬ نامه
[30] G. Alvarez, F. Finkel, A. Gonzalez-Lopez, and M. Rodrıguez, “Quasi-exactly solv-

able mod- ´ els in nonlinear optics,” Journal of Physics A: Mathematical and Gen-

eral, vol. 35, no. 41, p. 8705, (2002).

[31] W. Miller Jr, S. Post, and P. Winternitz, “Classical and quantum superintegrability

with applications,” Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, vol. 46,

no. 42, p. 423001, (2013).

[32] A. Ronveaux(Ed.), Heun’s Differential Equations. Oxford University Press, Oxford,

(1995).

[33] O. Zaslavskii, “Effective potential for spin-boson systems and quasi-exactly solvable

problems,” Physics Letters A, vol. 149, no. 7-8, pp. 365–368, (1990).

[34] D. G´omez-Ullate, N. Kamran, and R. Milson, “Quasi-exact solvability and the

direct approach to invariant subspaces,” Journal of Physics A: Mathematical and

General, vol. 38, no. 9, (2005).

[35] F. Caruso, J. Martins, and V. Oguri, “Solving a two-electron quantum dot model in

terms of polynomial solutions of a biconfluent Heun equation,” Annals of Physics,

vol. 347, pp. 130–140, (2014).

[36] H. Karayer, D. Demirhan, and F. B¨uy¨ukkılı¸c, “Solution of Schr¨odinger equation

for two different potentials using extended Nikiforov-Uvarov method and polynomial

solutions of biconfluent Heun equation,” Journal of Mathematical Physics, vol. 59,

no. 5, p. 053501, (2018).



Aabstract

In this thesis, we intend to introduce a quasi-exactly solvable method by using group

theory. Then, using this method we study the non-relativistic and relativistic system

(fermionic and bosonic systems). In recent years, much attention has been paid to the

study of the relativistic and non-relativistic wave equations that among them, the solution

of the Dirac equation, a relativistic wave equation which leads to acceptable physical

results, is very important, and plays an important role in relativistic quantum mechanics.

Physicists tried to solve the Dirac equation with physical potentials, and the number of

exact solutions in this area is increasing. There are many different method to use to study

the Dirac equation. One of these standard methods is to solve the Dirac equation in the

algebraic method using group theory.

In this thesis, the Dirac equation is presented as a relativistic wave equation in the

presence of vector and scalar potential. The differential equations for the spinor are

solved analytically, and the function of the wave of fermions and their energy spectrum

are derived. In the following, the Dirac equation for Coulomb potential is investigated

in space-time coordinates by a quasi-exactly solvable method. Finally, the wave func-

tion and the energy spectrum of the fermions are calculated for the Coulomb potential.

Also, for bosonic systems in the presence of vector potential and scalar, the wave function

of the boson and energy equation are investigated by a quasi-exactly solvable method.

the Killingbeck potential is examined for a non-relativistic system using a quasi-exactly

solvable method. We also evaluate the distribution of energy-momentum using the well-

known complexes of Landau-Lifshitz and Einstein and Papapetru in the two metrics of

Som-Raychaudhuri and godel metric. In the last section, we study and analyze the tavis-

cummings method and its relation to obtain a quasi-exactly solvable Hamiltonian of the

SL(2) group. Then using the Heun biconfluent equation different potentials are solved.

Keywords: Group Theory; Quasi-Exactly Solvable method; Som-Raychaudhuri metric;

Energy- Mumentum; Energy- Mumentum Landau-Lifshitz; Energy- Mumentum Einstein;

Energy- Mumentum Papapetru; Tavis-cummings method; Heun Equation.
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