


ای هسته مهندس و فیزی ده دانش

بنیادی ذرات گرایش ، فیزی رشته

ارشد کارشناس پایان نامه

در درهم تنیدگ ترمودینامی
U(٢) کوانتوم شت های ول

اری ش زهرا نگارنده:

راهنما استاد

عنابستان مصطف دکتر

بهمن١٣٩۶
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که جانم از تر عزیز مادر و پدر به تقدیم
پشتیبانم و حام زندگ مراحل تمام در

بودند...

و



سپاس گزاری...

پیش زندگ در قدم بتوانم تا فرمود عطا توانایی که جهانیان پروردگار بی پایان سپاس
ذارم. ب

لازم رسانده ام، اتمام به را پایان نامه این تدوین متعال خداوند لطف با که اینک
با که عنابستان مصطف دکتر آقای جناب گرانقدرم و برجسته استاد از م دانم

قدردان و ر تش نمودند، یاری تحقیق این رسانیدن پایان به در مرا فراوان راهنماییهای
نمایم.

دوره این طول تمام در حمایت هایشان خاطر به عزیزم، دوستان از نیز پایان در
م نمایم. قدردان و ر تش

اری ش زهرا
بهمن١٣٩۶

ز



نامه تعهد
هسته مهندس و فیزی فیزی رشته ارشد کارشناس دانشجوی اری ش زهرا اینجانب
شت های ول در درهم تنیدگ ترمودینامی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش ای

م شوم: متعهد عنابستان مصطف راهنمایی تحت ، U(٢) کوانتوم
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
اری ش زهرا
بهمن١٣٩۶

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ح



یده چ
شت ول کاربرد دارد. زیادی مزیت های خود کلاسی همتای به نسبت کوانتوم شت ول
تا شده باعث ر دی علوم از بسیاری در همچنین و پیشرفته وریتم های ال ساخت در کوانتوم
ابعاد، مانند دارند مختلف جنبه های مطالعات این شود. انجام آن روی بر گسترده ای مطالعات
از آن ها روی بر مطالعه ...که و پخش سرعت توزیع، تابع واریانس، فضاها، بین درهم تنیدگ

کوانتوم شت های ول در را کوانتوم انی م ویژه خواص زیرا است برخوردار خاص اهمیت
که است درهم تنیدگ دمای گرفته قرار توجه مورد اخیرا که پارامترهایی از ی م دهد. نشان
شت ول در است. شده داده نسبت کوانتوم شت ول به که است پارامترهایی از ی نوع به
با ، کوانتوم شت های ول کاهش یافته ی ال چ ماتریس که شده داده نشان کوانتوم های
در سیستم ی با را حالت این م توان که کرد خواهد میل پایا حالت ی به زمان گذشت
ماتریس مقایسه ی با گرفت. نظر در ترمودینامی سیستم ی و کرد مقایسه گرمایی تعادل
م توان دارند، محیط با دمایی برهم کنش که سیستم هایی ال چ ماتریس با ه س ال چ
ویژه مقادیر به دما این که داد نسبت کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ال چ ماتریس به دمایی

ترمودینامی مولفه های پایان نامه این در م شود. مربوط ان م و ه س فضای درهم تنیدگ و
ویژه صورت به و داده قرار بررس مورد را درهم تنیدگ دمای خصوص به ، کوانتوم شت ول
به دست از پس و کرده ایم معرف دایره و بعدی ی سیستم های برای را درهم تنیدگ دمای
دمای بر ه س اثر تاثیر U(٢) ماتریس عنوان به ه س فضای تغییر با آن، فرمالیزم آوردن
که کرده بررس را موبیوس کوانتوم شت ول آن از پس کرده ایم. بررس را درهم تنیدگ
شت ول از مدل این که است شده داده نشان م باشد، دایره روی بر شت ول تعمیم های از ی
جمله از کوانتوم های شت ول در بررس قابل پارامترهای از برخ در بهبود موجب کوانتوم

درهم تنیدگ گذار دمای پایان در م شود. دایره روی کوانتوم شت ول به نسبت حدی توزیع
دایره روی بر درهم تنیدگ گذار دمای با را آن و کرده محاسبه شت ول از نوع این برای را

کرده ایم. مقایسه
درهم تنیدگ دمای کاهش یافته، ال چ ماتریس بعدی، ی کوانتوم شت ول واژه ها: کلید

گذار دمای موبیوس، کوانتوم شت ول دایره، روی کوانتوم شت ول ان، م و ه س بین
درهم تنیدگ

ی



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
شده ارائه ، U(٢) ه س ر عمل با کوانتوم شت های ول در درهم تنیدگ دمای بررس .١
اه دانش ،١٣٩۶ ماه شهریور ، کوانتوم محاسبات و اطلاعات مل کنفرانس دومین در

شاهرود صنعت
مل کنفرانس در شده ارائه موبیوس، کوانتوم شت ول در گذار دمای عددی بررس .٢

قم صنعت اه دانش ،١٣٩۶ ماه دی ، ریاض فیزی

ل



م

مقدمه
از بسیاری برای بینش که است توجه قابل سابقه ی با مدل ی ١ کلاسی تصادف شت ول
علوم از بسیاری و است کرده فراهم را ٣ انتشار و ٢ براون حرکت جمله از ، فیزی لات مش
اساس تصادف شت ول آن در که کامپیوتر علوم و زیست، محیط جمله از دارد کاربرد نیز ر دی
بار اولین برای کلاسی تصادف شت ول اصطلاح م دهد. یل تش را ها وریتم ال ساخت
کارول آن در و شد بیان رسید، چاپ به ١٩٠۵ سال در که Nature عنوان تحت مقاله ای در

کرد[١]. مطرح را ۵ ” مست حالت در رفتن ”راه اصطلاح ۴ پیرسون،
فرم ی در م تواند نیز کلاسی تصادف شت ول ایده آل، کلاسی سیستم هر شبیه

کوانتوم شت ول مفهوم به شود.اشاره ارائه کوانتوم شت ول نتیجه در و کوانتوم انی م
دیراک معادله ی حل برای ۶ فاینمن مسیر انتگرال های با رابطه در ١٩۴۶ سال در بار اولین برای
خود مدل ١٠ زگوری و ٩ دیویدویچ ٨ آهارنوف، که زمان تا نام این حال این با شد[٢]. مطرح ٧
نداشت چندان پیشرفت کردند، معرف ١٩٩٣ سال در گسسته زمان کوانتوم شت ول از را

.[٣]
١٩۵٨ به ( کلاسی تصادف شت ول کوانتوم ل ش ) کوانتوم شت ول اصل ایده ی

ی شرایط در .[۶ ،۵ یافت[٣، توسعه ١٩٩٠ سال در رسم طور به مفهوم این م رسد[۴].اما
چند گانه، مسیرهای دامنه های تداخل دلیل به ان، م فضای در کوانتوم شت ول ی بعدی،
وریتم های ال تولید باعث که [٨ ،٧] م باشد سریع تر خود کلاسی همتای از تساعدی طور به
شت ول همچنین م شود[١٢‐٩]. کلاسی تصادف شت ول به نسبت کارامدتر مراتب به
١٢ کوانتوم فازهای وانتقال اتم ها روی بر ١١ کوانتوم همدوس برای موفق ابزاری کوانتوم
شواهد ارائه همچنین [١۴]و ، تری ال سیستم های در ١٣ ست ش های پدیده توضیح ،[١٣]
تولید و ،[١۶ ،١۵] ١۴ فتوسنتزی سیستم های در موج انرژی انتقال برای مستقیم تجربی
آزمایش های انجام . [١٨] م باشد ١۵ توپولوژی فازهای ایجاد و ،[١٧] فضایی درهم تنیدگ
پیوسته تونل زن ،[٢٠ ،١٩] ١۶ هسته ای مغناطیس تشدید از استفاده با کوانتوم شت ول
،٢٢] افتاده دام به یون های فاز فضای ،[٢١] ١٧ موج بر ه های شب طریق از نوری میدان های

١Classical random walk
٢Brownian
٣Diffusion
۴Karl Pearson
۵Drunkard’s walk
۶Feynman
٧Dirac
٨Aharonov
٩Davidovich

١٠Zagury
١١Coherent quantum
١٢Quantum phase transitions
١٣Breakdown phenomena
١۴Photosynthetic
١۵Topological
١۶Nuclear magnetic resonance (NMR)
١٧Continuous tunneling of light fields through waveguide lattices



،[٢٧] فوتون دو سیستم های و ،[٢۶ ،٢۵] اتم ها تک ،[٢۴] افتاده دام به خنث اتم ،[٢٣
همانند کوانتوم شت ول حوزه ی که م شود باعث پیشرفت ها این تمام است. شده گزارش

باشد. مفید بسیار ابزاری آن کلاسی همتای
م شود: بیان صورت دو به گسترده طور به کوانتوم شت ول

. ١٩ پیوسته زمان کوانتوم شت ول و ، ١٨ گسسته زمان کوانتوم شت ول
بر به ویژه و کرد خواهیم بحث گسسته زمان کوانتوم شت ول مورد در پایان نامه این در ما که

کرد. خواهیم تمرکز گسسته زمان کوانتوم شت ول در درهم تنیدگ دمای

١٨Discrete-time quantum walks
١٩Continuous-time quantum walks



مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ شت ول انواع ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسی تصادف شت ول ١ . ١
١ . . . . . . خط روی بر گسسته زمان کلاسی تصادف شت ول ١ . ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال توزیع تابع ی محاسبه ١ . ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد انحراف و میانگین مقدار ١ . ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتوم شت ول ١ . ٢
٧ . . . (DQWL)٢٠ خط روی بر گسسته زمان کوانتوم شت ول ١ . ٢ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . DQWL ی اساس ساختار ١ . ٢ . ٢
٩ . . . . . . بعدی ی کوانتوم شت ول در احتمال توزیع نمودار ١ . ٢ . ٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتوم شت ول تحلیل حل ۴ . ١ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . چرخه روی بر کوانتوم شت ول ۵ . ١ . ٢
١٩ کوانتوم شت ول در دما ٢
٢١ . . . . . . . . . . . ه س ر عمل برای کل معادله و ان ی تحول ر عمل ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط روی بر درهم تنیدگ و دما ٢ . ٢
٢۵ . . . . . . . خط روی بر درهم تنیدگ دمای بر اولیه شرایط تاثیر ٢ . ٢ . ١
٣١ . . . . . . . . . . . . چرخه روی بر کوانتوم شت ول دمای محاسبه ی ٢ . ٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما ۴ . ٢
٣٧ . . . . . . چرخه روی بر درهم تنیدگ دمای بر اولیه شرایط تاثیر ١ . ۴ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درهم تنیدگ گذار دمای ٢ . ۴ . ٢
۴٣ . . . . . . . . چرخه روی بر کوانتوم شت ول مارکوف نسخه ی ٣ . ۴ . ٢
۴٧ گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین ٣
۴٧ . کاهش یافته ال چ ماتریس به دست آورد ن برای مشخصه ماتریس روش ٣ . ١
۴٨ . . . . . . . . . . . . متفاوت ه س ر عمل از استفاده با دما محاسبه ی ٣ . ٢

٢٠Discrete quantum walk on line

س



مطالب فهرست ع
۵۵ . . . . . . . . . موبیوس کوانتوم شت ول در گذار دمای عددی بررس ٣ . ٣
۵۶ . . . . چرخه روی کوانتوم شت ول در درهم تنیدگ دمای توزیع نمودار ۴ . ٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موبیوس کوانتوم شت ول ۵ . ٣
۶١ نتیجه گیری ۴
۶٣ مراج
۶٧ درهم تنیدگ دمای پارامترهای محاسبه ی آ 
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΠR محاسبه ی آ  . ١
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q٠ محاسبه ی آ  . ٢
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ محاسبه ی آ  . ٣



تصاویر فهرست
۴ . . . p = ١/٢ و n = ١٠٠ با کلاسی تصادف شت ول توزیع تابع نمودار ١ . ١
١٠ . . . . . . . . |٠⟩c ⊗ |٠⟩s اولیه ی حالت برای احتمال توزیع تابع نمودار ١ . ٢
١٠ . . . . . . . . |١⟩c ⊗ |٠⟩s اولیه ی حالت برای احتمال توزیع تابع نمودار ١ . ٣
١۶ . . . . . . . . . . . . گره ١٠ با چرخه روی بر کوانتوم شت ول نمودار ۴ . ١
٢۶ . . . . . . . . χ از تابع عنوان به بعد بدون ترمودینامی تابع منحن ٢ . ١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . φ و γ حسب بر دما تغییرات منحن ٢ . ٢
٢٩ . بلاخ کره ی صورت به شده داده ،نشان (٢ . ٢) ل دماش تغییرات منحن ٢ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . γ و θ حسب بر دما خطوط منحن ۴ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . چرخه روی بر γ و θ حسب بر دما خطوط منحن ۵ . ٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . زمان از تابع عنوان به درهم تنیدگ دمای ۶ . ٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . N از تابع عنوان به چرخه روی بر اختلال زمان ٢ . ٧
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . حالت٣ . ۶ برای آنتروپی تغییرات منحن ٣ . ١
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . حالت٣ . ١٢ برای آنتروپی تغییرات منحن ٣ . ٢
۵٣ . . . . . . . . . . . حالت٣ . ١٨ برای آنتروپی تغییرات بعدی سه منحن ٣ . ٣

حالت نقطه چین،برای منحن اولیه٣ . ۶ حالت برای ، درهم تنیدگ دمای ۴ . ٣
۵۴ . . . . . خط    صاف ٣ . ١٨منحن اولیه حالت خط چین،و ٣ . ١٢منحن اولیه

راست سمت ،نمودار α, θ برحسب درهم تنیدگ دمای چپ سمت نمودار ۵ . ٣
۵۵ . . . . . اولیه٣ . ١٨ حالت برای . α, θ تغییرات ازای به ثابت دمای خطوط

حالت و اه جای ١٠ با چرخه روی کوانتوم شت ول برای درهم تنیدگ دمای ۶ . ٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢√١ (|٠⟩+ i |١⟩) اولیه

کوانتوم شت ول به α = ١۴ با موبیوس کوانتوم شت ول گذار دمای نسبت ٣ . ٧
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣٠ اولیه ی حالت و اه جای ١٠ با دایره روی

کوانتوم شت ول به α = ١۴ با موبیوس کوانتوم شت ول گذار دمای نسبت ٣ . ٨
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گام. ۵٠ و اه جای ١٠ دایره؛ روی

اولیه حالت و اه جای ١٠ با موبیوس کوانتوم شت ول برای آمیختگ زمان ٣ . ٩
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ٠ = ٢√١ (|٠⟩+ i |١⟩)

ف



جداول فهرست
٢ . . . . . . . . . [ کلاسی تصادف شت ول برای احتمال توزیع [جدول ١ . ١

ق



١ فصل
شت ول انواع

کلاسی تصادف شت ول ١ . ١
کلیدی نقش که م باشد تصادف فرایندهای از خاص نوع ی گسسته زمان کلاسی شت ول
جمله از علوم از بسیاری در کلاسی تصادف شت ول م کند. بازی وریتم ها ال از بسیاری در

دارد[٢٨]. کاربرد وشبیه سازی کامپیوتر علوم ، شناس زیست ، فیزی

خط روی بر گسسته زمان کلاسی تصادف شت ول ١ . ١ . ١
به که است خط ی روی بر ذره ی حرکت کلاسی تصادف شت ول از مثال ساده ترین
حرکت راست سمت به واحد ی ذره باشد خط ه س اگر م شود مشخص ه س پرتاب وسیله ی
واحد هر در فرایند این کرد. خواهد حرکت چپ سمت به واحد ی باشد شیر واگر کرد خواهد
در ذره که باشیم مطمئن نم توانیم ما است احتمال فرایند این چون شد. خواهد تکرار زمان
نقطه ی در گام n ط ذره که را آن احتمال م توانیم اما داشت، خواهد قرار کجا در بعدی زمان

کنیم. محاسبه باشد، k
.P (n = ٠, k = ٠) = ١ آن گاه باشد مبدا در t = ٠ زمان در ذره کنید فرض

قرار k = ١ ان م در ١/٢ احتمال با و k = −١ ان م در احتمال١/٢ با م تواند ذره n = ١ برای
این از پس است. صفر گیرد، قرار k = ٠ ان م در ذره که را آن احتمال مرحله این در گیرد.

م شوند. توصیف ١ . ١ جدول مطابق حالات همه ی که وییم ب م توانیم ما استدلال
احتمال توزیع تابع و م گیرد قرار کجا در گام n از پس ذره که م آ    ید به وجود سوال این حال

است. ونه چ آن



شت ول انواع ٢

[ کلاسی تصادف شت ول برای احتمال توزیع [جدول :١ . ١ جدول
k/n ‐٣ ‐٢ ‐١ ٠ ١ ٢ ٣

٠ ١
١ ١/٢ ١/٢
٢ ١/۴ ١/٢ ١/۴
٣ ١/٨ ٣/٨ ٣/٨ ١/٨

احتمال توزیع تابع ی محاسبه ١ . ١ . ٢
سمت به آن حرکت احتمال و p راست سمت به ذره حرکت احتمال (n)گام هر در که کنید فرض
احتمال و م شود طراح تصادف متغییر برنول توزیع توسط گام هر باشد. q = ١ − p چپ
دوجمله ای توزیع به وسیله ی z = ٠ اولیه ی موقعیت و گام n از پس k ان م در ذره کردن پیدا

pr(zn = k |z٠ = ٠) =

(

n
١٢(k + n)

)
p

١٢ (k+n)q
١٢ (n−k) , ١٢(k + n) ∈ N ∪ {٠}

٠ , otherwise

(١ . ١)

که م دهد نشان معادله این م باشد.
(
a

b

)
= a!

(a−b)!b! آن در که م شود[٢٨]. تعیین
بود. خواهد صفر فرد(زوج) نقاط در (فرد) زوج گام های تعداد در ذره یافتن احتمال

ی روی بر گسسته زمان کلاسی شت ول ی برای که شده، داده نشان ١ . ١ معادله ی در
سمت به ذره اینکه احتمال و باشد p = q = ١/٢ یعن باشد متوازن ه س اینکه فرض با خط،

آن گاه باشد برابر کند حرکت چپ سمت به ذره که این احتمال با کند حرکت راست

pr(k) =

(
n

١٢(k + n)

)
٢n

=
n!

٢n(n+k٢ )!(n−k٢ )!
(١ . ٢)

استرلینگ تقریب از استفاده با

lnN ! = N lnN −N + ln
√٢πN



٣ کلاسی تصادف شت ول
داریم: جبری عملیات کم و

ln pr(k) = ln(n!)− n ln(٢)− ln(
n+ k

٢ )!− ln(
n− k

٢ )!

= n ln(n)− n+ ln(
√٢πn)− n ln(٢)− (

n+ k

٢ ) ln(
n+ k

٢ )

− (
n− k

٢ ) ln(
n− k

٢ )− ln

√
٢π(n+ k

٢ ) +
n+ k

٢
− ln

√
٢π(n− k

٢ ) +
n− k

٢
م شود: ساده زیر صورت به رابطه این که

ln pr(k) = n lnn− (
n+ k

٢ ) ln(
n+ k

٢ )− (
n− k

٢ ) ln(
n− k

٢ )

+ ln

√√√√ ٢πn
π٢
√

(n٢ − k٢)
− n ln٢ (١ . ٣)

کرد: بازنویس زیر به صورت م توان را ١ . ٣ رابطه ی

ln pr(k) = (−n٢)

[
ln(١ +

k

n
)(١ − k

n
)

]
+ (

k

n
) ln(

١ − k
n١ + k
n

)

+ ln

√√√√ ٢
πn(١ − ( k

٢
n٢ ))

− (
k

٢) ln(١ +
k٢
n٢ ) + ln

√ ٢
πn

= ln

(١ +
k٢
n٢
)−n٢

+ ln

√ ٢
πn

(۴ . ١)

داریم: تیلور بسط از استفاده با و n≫ k اینکه فرض با

ln pr(k) = ln

[
(

√ ٢
πn

)(e−
k٢
٢n )

]
⇒ pr(k) = (

٢
√٢πn )e

− k٢
٢n (۵ . ١)

دو جمله ای توزیع ی ل ش به و n از تابع احتمال توزیع که است مشخص رابطه این از
است[٣٢].

رسم صفر غیر نقاط برای فقط (البته م دهد نشان را ١ . ١ معادله ی از قسمت ١ . ١ ل ش
است). شده

م توان نمودار این در م باشد گاوس احتمال توزیع تابع است مشخص نمودار از که همانطور
که حال در م یابد، کاهش زمان از تابع صورت به منحن میان نقطه ی از ارتفاع که دید
احتمال توزیع از ناش مبداء از فاصله وییم ب که است طبیع این م کند. پیدا افزایش عرض

م باشد.
استاندارد، معیار انحراف با است برابر که باشد آماری مقدار ی فاصله که م رود انتظار

باشد[٢٩]. متقارن توزیع که وقت



شت ول انواع ۴

p = ١/٢ و n = ١٠٠ با کلاسی تصادف شت ول توزیع تابع نمودار :١ . ١ ل ش

استاندارد انحراف و میانگین مقدار ١ . ١ . ٣
همانطور دارد. زیادی اهمیت تصادف شت ول در استاندارد انحراف و میانگین مقدار محاسبه ی

صورت به گسسته متغیرهای برای میانگین مقدار م دانیم قبل از که
⟨k⟩ =

+∞∑
k=−∞

kpr(k) (۶ . ١)

,
⟨
k٢⟩ =

∑
k٢pr(k)

صورت به استاندارد انحراف همچنین و م باشد.
σ =

√⟨
k٢⟩− ⟨k⟩٢ (١ . ٧)

دوجمله ای توزیع تبدیل به وسیله ی استاندارد انحراف محاسبه ی برای ر دی راه م باشد.
است. آسان تر آن تحلیل که م باشد عبارت ی به صورت

صورت به گسسته حالت های برای که م کنیم استفاده مولد تابع از کار این برای
pn(x) =

∞∑
k=−∞

pn(k)e
ikx (١ . ٨)

بنابراین نداریم، را سری ها واگرایی است گسسته حالت چون اینجا در است.
pn(x) =

∞∑
k=−∞

pn(k)e
kx (١ . ٩)

داریم: ١ . ٩ رابطه ی با ۶ . ١ رابطه ی کردن مقایسه با نتیجه در
pn(x) =

⟨
ekx
⟩ (١ . ١٠)



۵ کلاسی تصادف شت ول
داریم: ١ . ٩ رابطه ی از مشتق گیری با

dpn(x)

dx
=

∞∑
k=−∞

kpn(k)e
kx (١ . ١١)

آن گاه دهیم قرار x = ٠ فوق رابطه ی در اگر
dpn(x)

dx

∣∣∣∣
x=٠

=
∞∑

k=−∞
kpn(k) = ⟨k⟩ (١ . ١٢)

d٢pn(x)
dx٢

∣∣∣∣∣
x=٠

=
∞∑

k=−∞
k٢pn(k) =

⟨
k٢⟩ (١ . ١٣)

آورد. به دست را استاندارد انحراف و میانگین مقدار م توان مولد تابع از استفاده با ترتیب بدین
به صورت مولد تابع ١ . ٩ رابطه ی در آن ذاری جای و ١ . ١ رابطه ی از توزیع تابع دادن قرار با

pn(x) =

∞∑
k=−∞

(
n

١٢(k + n)

)
p

١٢ (n+k)q
١٢ (n−k)ekx (١۴ . ١)

م آید. به دست
سمت به ذره که را دفعات تعداد و ،r م رود راست سمت به ذره که را دفعات تعداد اگر

آن گاه دهیم نشان l با م ر و  د چپ
k = r − l,

n = r + l
(١۵ . ١)

نتیجه در م کنیم ذاری ١ . ١۴جای رابطه ی در را k مقدار ١۵ . ١ روابط از استفاده با حال

pn(x) =

+∞∑
r−l=−∞

(
n

r

)
prqlexre−xl (١۶ . ١)

مقدار نتیجه در م کند، حرکت راست سمت به ذره که است دفعات تعداد r که آن به توجه با
نتیجه در م کند. تغییر ٠ ⩽ r ⩽ n بازه ی در آن

pn(x) =
n∑

r=٠

(
n

r

)
(pex)r

(
qe−x

)n−r (١ . ١٧)

داریم دوجمله ای بسط از استفاده با
pn(x) =

(
pex + qe−x

)n (١ . ١٨)
را واریانس و میانگین مقدار فوق رابطه ی در آمده به دست مولد تابع از استفاده با ترتیب بدین

م کنیم. محاسبه

⟨k⟩ = dpn(x)

dx

∣∣∣∣
x=٠

= n(pex − qe−x)(pex + qe−x)
n−١∣∣∣

x=٠
= n(p− q)

(١ . ١٩)



شت ول انواع ۶
معیار: انحراف و م باشد. p+ q = ١ آن در که

(١ . ٢٠)
d٢pn(x)
dx٢

∣∣∣∣∣
x=٠

= n
[(
pex + qe−x

) (
pex + qe−x

)n−١
+ (n− ١)(pex − qe−x

)٢(
pex + qe−x

)n−٢]∣∣∣
x=٠

= n
(١ + (n− ١) (p− q)٢

)
به صورت: واریانس نهایت در و م باشد.

σ٢ = ۴npq (١ . ٢١)
م آید. به دست

کوانتوم شت ول ١ . ٢
که آن جایی از .[٢٨] م باشد کلاسی تصادف شت ول کوانتوم نوع کوانتوم شت ول
از ی و شد ظاهر موفق بسیار کلاسی وریتم های ال توسعه ی در کلاسی تصادف شت ول
موفق تر بسیار که است کوانتوم وریتم های ال ایجاد کوانتوم محاسبات در اصل موضوعات
داشته وجود زمینه این در تاکنون گذشته از زیادی علاقمندان هستند، خود کلاسی نوع از
فن آوری هایی ظهور عامل کامپیوتر، علوم در کوانتوم شت ول از استفاده آن بر علاوه است.

م باشد. کوانتوم کامپیوترهای ساخت برای نو
است[٣٠]. جدید نسبتا موضوع ی کوانتوم شت ول

دارد: وجود کوانتوم شت ول نوع دو حاضر حال در
گسسته زمان کوانتوم شت ول .١
پیوسته زمان کوانتوم شت ول .٢

شت ول نام به کوانتوم انی م سیستم دو از ل متش گسسته زمان کوانتوم شت ول حالت
م شود. اعمال شت ول و ه س بر ٣ تحول ر عمل گام هر در همچنین و ٢است. ه س و ١

مثال: طور به م شود. تعیین ۴(واحد) ان ی ر عمل ی طریق از ر عمل این ریاض ساختار
|ψ⟩t٢ = Û |ψ⟩t١

هیچ بدون یعن است. سیستم تحول ر عمل و ذره از ل متش پیوسته زمان کوانتوم شت ول
معادله ی طریق از ر عمل این ریاض ساختار م کند. حرکت زمان هر در زمان محدودیت

م باشد[٢٨]. شرودینگر
١Walker
٢Coin
٣Evolution
۴Unitary



٧ کوانتوم شت ول
توسط ویژگ هایشان و کوانتوم شت ول هندسه ی پیوسته و گسسته مدل دو هر در
و کامپیوتر علوم در نمودارها کاربرد دلیل به عمدتا این م شود، محاسبه مجزا نمودارهای

م باشد. کوانتوم شت ول اساس بر کوانتوم وریتم های ال ایجاد
برد[٢٨]. خواهیم کار به را گسسته زمان بعدی ی کوانتوم شت ول پایان نامه ما این در
شود. منجر وریتم ال توسعه ی برای ریاض جالب خواص به است ن مم کوانتوم شت ول
کیوبیت ها از مجموعه ای اولیه ی مقدارده با کوانتوم وریتم های ال ساخت برای اصل ایده ی
فرایند پایان، در که است صورت بدین اندازه گیری ها شد. آغاز تحول رهای عمل اعمال سپس و

م شود. انجام محاسبه
محاسبه ی برای اندازه گیری و تحول، اپراتورهای اعمال کیوبیت ها، اولیه ی مقدارده

م باشد. وریتم ال نهایی نتیجه
مفید وریتم ال چندین ساختن برای خود خودی به روش این که است شده ثابت واق در

است[٣١]. بوده
ی در گسسته زمان بعدی ی کوانتوم شت ول اصل اجزای معرف از پس فصل این در

بی نهایت، خط ی در هادامارد کوانتوم شت ول از دقیق تحلیل تجزیه و ی دنبال به خط،
است، شده شناخته شرودینگر روش عنوان به که فوریه تبدیل بر مبتن روش ی از استفاده با
شت ول از استفاده محسنات خوبی به که است قضایایی شامل تحلیل تجزیه و این هستیم.
م دهد. نشان خود کلاسی همتای با مقایسه در بی نهایت خط ی در را هادامارد کوانتوم

پرداخت. خواهیم چرخه روی بر گسسته زمان کوانتوم شت ول معرف به سپس

(DQWL)۵ خط روی بر گسسته زمان کوانتوم شت ول ١ . ٢ . ١
پیداست آن نام از که همانطور ،(DQWL)خط ی روی بر گسسته زمان کوانتوم شت ول
شامل بعدی ی گسسته ی کوانتوم شت ول ی م باشد. کوانتوم شت ول گسسته نوع
ر عمل ی و ه) س پرتاب بار (ی ان ی ر عمل با همراه شت ول و ه س کوانتوم سیستم دو
م توان را کوانتوم شت ول م باشد. راست) و چپ سمت به شت ول جابجایی (جهت شرط
هیلبرت فضای ی است. هیلبرت فضای دو دارای که گرفت نظر در کوانتوم ذره ی ی
مربوط هیلبرت فضای ری دی و هستند و⟨١| |٠⟩ آن پایه های و م باشد بعدی دو که ، Hcه س

درآن که م باشد و م دهیم نشان Hs، با که |i⟩ ان م فضای ∑به
|αi|٢ = ١

صورت به کل هیلبرت فضای و است.
Ht = Hc ⊗Hs (١ . ٢٢)

م باشد.
م باشد: اهمیت حائز دلیل چند به بعدی ی کوانتوم شت ول مطالعه ی

نمودار و دایره مانند پیچیده تر سازه های روی بر کوانتوم شت ول گسترش برای .١
۵Discrete quantum walk on line



شت ول انواع ٨
برای کوانتوم شت های ول به مربوط خواص درک و کردن پیدا کشف، برای ساده مدل .٢

کوانتوم وریتم های ال پیشرفت
. کوانتوم کامپیوترهای ، تجربی نظر نقطه از بودن، کوانتوم تست برای موفق ابزاری .٣

DQWL ی اساس ساختار ١ . ٢ . ٢
. م باشد مشاهدات از مجموعه ای و تحول رهای عمل و ذره ی شامل DQWL

ه س فضای و ان م فضای
Hs با را فضا این شمارش،است. قابل اما بعدی، بی نهایت هیلبرت فضای ی ان م فضای
استفاده م کنند مشخص را ذره ان م که متعارف بردارهای از کار این برای م دهیم. نمایش

صورت به ذره ان م بنابراین .( |i⟩) م کنیم

∑
i

αi |i⟩s (١ . ٢٣)

آن در که ∑است
|αi|٢ = ١

هستند. صحیح اعداد بیانگر حالت ها این م باشد.
فضا این م گیرد قرار بعدی دو هیلبرت فضای ی در که است کوانتوم سیستم ی ه س

م باشد. |١⟩ و |٠⟩ فضا این پایه های و م دهیم نمایش Hc با را
تحول ر عمل

کلاسی تصادف شت ول شبیه بسیار که است قسمت دو شامل کوانتوم شت ول در تحول
مورد در م کند.اما ایفا سیستم تحول در کلیدی نقش شانس کلاسی حالت در م باشد،
شود. م ه،استفاده س حالت بر تحول ر عمل اعمال از که است قبل فرایند معادل ، کوانتوم
شت ول حالت بر ه، س ر عمل اعمال از پس که است شرط ر عمل ی شامل تحول ر عمل

است. شت ول ه س حالت از برهم نهیده حالت ی ایجاد ه س ر عمل نقش م کند. عمل
هادامارد ر عمل م شوند داده نشان ĉ صورت به عمدتا که ه س رهای عمل میان در

م شود: برده کار به گسترده به صورت
Ĥ =

٢√١ (|٠⟩c ⟨٠|+ |٠⟩c ⟨١|+ |١⟩c ⟨٠| − |١⟩c ⟨١|) (٢۴ . ١)
به صورت: یا و

Ĥ =
٢√١
( ١ ١

١ −١
)

با که است ان ی ر عمل ی از ل متش شده برده به کار شرط ر عمل م شود. داده نشان
حالت برای مثال طور به م دهد. راست یا چپ به را ذره جابجایی اجازه ه، س حالت به توجه

کند. حرکت جلو به گام ی |٠⟩



٩ کوانتوم شت ول
به صورت مناسب شرط ر عمل ی

Ŝ = |٠⟩c ⟨٠| ⊗
∑
i

|i+ ١⟩s ⟨i|+ |١⟩c ⟨١| ⊗
∑
i

|i− ١⟩s ⟨i| (٢۵ . ١)

صورت به کل هیلبرت فضای در ر عمل نتیجه در است.
Û = Ŝ.(ĉ⊗ Is) (٢۶ . ١)

به صورت گام، t از پس گسسته بعدی ی کوانتوم شت ول ی از ریاض نمایش ی و م باشد
|ψ⟩t =

(
Û
)t
|ψ⟩ini (١ . ٢٧)

است.

بعدی ی کوانتوم شت ول در احتمال توزیع نمودار ١ . ٢ . ٣
م دهد. نشان را DQWL در n = ١٠٠ برای احتمال ١ . ٣توزیع و نمودار١ . ٢

عنوان به م باشد. |١⟩c ⊗ |٠⟩sو |٠⟩c ⊗ |٠⟩s اولیه ی کوانتوم حالت مطابق به ترتیب که
نا اثر که م شود دیده تقارن عدم نوع نمودار دو هر در ، کوانتوم شت ول از ویژگ اولین

است. |١⟩ و |٠⟩ حالت دو روی ه س ر عمل بودن متقارن
است: شده استفاده DQWL مطالعه ی برای روش دو کل طور به

اختیاری حالت ی ما مورد این شرودینگر:در روش .١
|ψ⟩n = (α|١⟩c + β|٠⟩c)⊗ |n⟩s

ان م و ه س اجزای شامل حاصل ماتریس م گیریم، نظر در کوانتوم شت ول برای را
م باشد. ذره

جم بندی توسط ،|n⟩p خاص حالت ی برای را دامنه روش این در ترکیبی: روش .٢
محاسبه شده اند، داده قرار نهایی و اولیه شرایط در که مسیرهایی تمام دامنه های
نظر در مسیر انتگرال از گسسته نسخه ی ی عنوان به م تواند روش این م کنیم.

شود. گرفته
حل فقط اینجا در ما است. شده انجام محققان توسط زیادی فعالیت های زمینه این در

م کنیم. بیان شرودینگر روش از استفاده با را کوانتوم شت ول تحلیل

کوانتوم شت ول تحلیل حل ۴ . ١ . ٢
است، پیچیده تحلیل تجزیه و از استفاده با و فوریه تبدیل بر مبتن که DQWL تحلیل حل
این در گسترده ای تحقیقات آن دنبال به و گردید. ارائه واناد ویش و نایاک توسط بار اولین

شد[٢٨]. انجام زمینه



شت ول انواع ١٠

|٠⟩c ⊗ |٠⟩s اولیه ی حالت برای احتمال توزیع تابع نمودار :١ . ٢ ل ش

|١⟩c ⊗ |٠⟩s اولیه ی حالت برای احتمال توزیع تابع نمودار :١ . ٣ ل ش
گام t از پس بی نهایت خط ی در کوانتوم شت ول ی حالت گفته ایم، قبلا که همانطور

صورت به
|ψ⟩t = U t|ψ⟩ini

صورت به یا و .(١ . ٢٧ (معادله ی م شود ∑نوشته
k

[ak|٠⟩c + bk|١⟩c] |k⟩s (١ . ٢٨)

م باشد. کوانتوم ذره ی ان م |k⟩s و مربوطه ه ی س حالت |١⟩c و |٠⟩c آن در که
مثال برای

|ψ⟩٠ = |٠⟩c ⊗ |٠⟩p (١ . ٢٩)
و ه س ر عمل عنوان به را ٢۵ . ١ و ٢۴ . ١ معادله و ، کوانتوم شت ول اولیه ی حالت عنوان به را
نوشته زیر به صورت م تواند کوانتوم شت ول گام اولین در بنابراین م گیریم. نظر در شرط



١١ کوانتوم شت ول
شود:

|ψ⟩١ =
٢√١ |٠⟩c|١⟩s + ٢√١ |١⟩c|−١⟩s,

|ψ⟩٢ = (
١
٢ |٠⟩c + ١|٠⟩c)∣∣٢⟩s + (

١
٢ |٠⟩c + ١

٢ |١⟩c)|٠⟩s
+ (٠|٠⟩c − ١

٢ |١⟩c)∣∣−٢⟩
s
,

|ψ⟩٣ = (
١

٢√٢ |٠⟩c + ١|٠⟩c)∣∣٣⟩s + (
٢√١ |٠⟩c + ١

٢√٢ |١⟩c)|١⟩s
+ (− ١

٢√٢ |٠⟩c + ١|٠⟩c)|−١⟩s + (٠|٠⟩c + ١
٢√٢ |١⟩c)∣∣−٣⟩

s
.

(١ . ٣٠)

م شود باعث کوانتوم انی م در کوانتوم برهم نه وجود که م دهد نشان روابط این
احتمال توزیع و داده انجام ویرانگر یا سازنده تداخل ر دی ی با مختلف ان های م در ذره که

کنند. ایجاد کلاسی حالت به نسبت متفاوت
به صورت: که شرط جابجایی ر عمل در

Ŝ = |٠⟩c ⟨٠| ⊗
∑
i

|i+ ١⟩p ⟨i|+ |١⟩c ⟨١| ⊗
∑
i

|i− ١⟩p ⟨i| (١ . ٣١)

ی آن اصل قطر که است واحدی ماتریس مانند عبارت این که م کنیم ملاحظه م باشد.
همانطور است. کرده پیدا شیفت بالا سمت به واحد ی همچنین و پایین، سمت به واحد
غیر نیز Û نتیجه در و Ŝ ماتریس بنابراین هستند قطری غیر ها ماتریس م کنیم مشاهده که

بود. خواهد پیچیده بسیار عملا |ψ⟩t محاسبه ی بنابراین بود خواهند قطری
بسیار حد تا را محاسبات پیچیدگ م تواند فوریه تبدیل از استفاده که م دهیم نشان

کند. کم زیادی
قسمت ی که است، گام t از بعد سیستم حالت |ψ⟩t دانیم م که همانطور : تحلیل حل
n مثل خاص نقطه ی ی به معطوف را خود نگاه اگر حال دارد. ه س قسمت ی و ان م

داریم: کنیم
ψ(n, t) = ⟨n | ψt⟩ = ψL(n, t) |١⟩+ ψR(n, t) |٠⟩ (١ . ٣٢)

١+ψt∣∣آن گاه:
⟩
= U |ψt⟩ = (

∑
i

|i+ ١⟩ ⟨i| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|+∑
i

|i− ١⟩ ⟨i| ⊗ |١⟩ ⟨١|)(In ⊗H) |ψt⟩⟨
n
∣∣ ψt+١

⟩
= (
∑
i

⟨n | i+ ١⟩ ⟨i| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|H +
∑
i

⟨n | i− ١⟩ ⟨i| ⊗ |١⟩ ⟨١|H) |ψt⟩

دادن: قرار با حال
M+ = |٠⟩ ⟨٠|H
M− = |١⟩ ⟨١|H (١ . ٣٣)

⟩داریم:
n
∣∣ ψt+١

⟩
=M+ ⟨n− ١ | ψt⟩+M− ⟨n+ ١ | ψt⟩

ψ(n, t+ ١) =M+ψ(n− ١, t) +M−ψ(n+ ١, t)



شت ول انواع ١٢
به گام هر در ،n خاص ان م ی موج تابع م دهد نشان که است بازگشت رابطه ی ی این
برای مناسبی رابطه ی بازگشت رابطه ی این چه اگر است. وابسته گام آن بعد و قبل ان های م
عددی کارهای مناسب بیشتر اما است مشخص ان م هر در سیستم حالت آوردن به دست

نم دهد. به دست تحلیل کارهای برای مناسبی رابطه ی و است
پیوسته تابع به م باشد n ∈ z که f(n) مثل گسسته ای تابع تبدیل این در فوریه: تبدیل
[−π, π] → c از تابع f̃ و z → c از تابع f کنیم فرض اگر م شود. تبدیل f̃(k) مثل متناه

م شوند: تبدیل زیر به صورت باشند
f̃(k) =

∞∑
n=−∞

f(n)eink

f(n) =
١

٢π
π∫

−π

f̃(k)e−ink

بنابراین:
ψ̃(k, t+ ١) =∑

n

ψ(n, t+ ١)eink

=
∑
n

(M+ψ(n− ١, t)eink +M−ψ(n+ ١, t)eink)
=M+e

ik
∑
n

ψ(n− ١, t)ei(n−١)k +M−e
−ik
∑
n

ψ(n+ ١, t)ei(n+١)k

دادن: قرار با
ψ̃(k, t) =

∑
n

ψ(n− ١, t)ei(n−١)k,

ψ̃(k, t) =
∑
n

ψ(n+ ١, t)ei(n+١)k.

بنابراین:
ψ̃(k, t+ ١) = (M+e

ik +M−e
−ik)ψ̃(k, t)

دادن: قرار با
Uk =M+e

ik +M−e
−ik

داشت: خواهیم
ψ̃(k, t+ ١) = Ukψ̃(k, t) → ψ̃(k, t) = U t

kψ̃(k, ٠) (٣۴ . ١)
م کنیم. فرض اینجا در ما که است اولیه حالت ψ̃(k, ٠) که

ψ̃(k, ٠) =
( ٠

١
)

به تبدیل ان، م پایه ی در گسسته بعدی بی نهایت ماتریس ی حل از ما مسئله ی بنابراین
کاف بنابراین است. k فضای در پیوسته ٢ × ٢ ماتریس ی Uk آن در که م شود مسئله ای

کنیم. قطری را Uk است



١٣ کوانتوم شت ول
م باشد: زیر ل ش به Uk

Uk = eikM+ + e−ikM−

= eik |٠⟩ ⟨٠|H + e−ik |١⟩ ⟨١|H
=
eik√٢

( ٠ ٠
٠ ١

)( ١ ١
١ −١

)
+
e−ik

√٢
( ١ ٠

٠ ٠
)( ١ ١

١ −١
)

=
٢√١
( ٠ ٠
eik eik

)
+

٢√١
(
e−ik e−ik

٠ ٠
)

=
٢√١
(
e−ik e−ik

eik eik

)
(٣۵ . ١)

و بیابیم را ماتریس این ویژه کت های و ویژه مقادیر و کنیم قطری را Uk ماتریس باید ابتدا حال
نتیجه: در برسانیم. t توان به آن گاه

Uk = λ١ |φ١⟩ ⟨φ١|+ λ٢ |φ٢⟩ ⟨φ٢|

آن گاه:
U t
k = λt١ |φ١⟩ ⟨φ١|+ λt٢ |φ٢⟩ ⟨φ٢| (٣۶ . ١)

داریم: ویژه مقادیر به دست آوردن برای
det(A− λI) = ٠

A =

 eik√٢
e−ik
√٢

eik√٢ − eik√٢

⇒

det

∣∣∣∣∣∣
eik√٢ − λ e−ik

√٢
eik√٢ − eik√٢ − λ

∣∣∣∣∣∣ = ٠

= (
eik√٢ − λ)(− eik√٢ − λ)− (

eike−ik

√٢ ) = ٠
⇒ λ٢ − i

√٢ sin(k)λ− ١ = ٠
داشت: خواهیم جبری عملیات کم با

λ =
−i

√٢ sin(k)±
√

٢sin٢(k) + ۴
٢

=
−i sin(k)√٢ ±

√
−(

sin(k)√٢ )
٢
+ ١

⇒ λ = ± cos(ω)− i sin(ω) →

{
λ١ = e−iω

λ٢ = −eiω

(١ . ٣٧)

آن: در که
sin(ω) =

sin(k)√٢
م باشد.



شت ول انواع ١۴
داریم: ویژه بردارها به دست آوردن برای

Uk

(
α

β

)
= λ

(
α

β

)
(١ . ٣٨)

: Uk ماتریس و λ١ = e−iω دادن قرار با
٢√١
(
e−ik e−ik

eik −eik

)(
α

β

)
= e−iω

(
α

β

)

⇒


αe−ik

√٢ + β
e−ik

√٢
αeik√٢ − β

αeik√٢

−

αe−iω

βe−iω

 = ٠

⇒


α(
e−ik

√٢ − e−iω) +
βe−ik

√٢ = ٠
β(
eik√٢ + e−iω) +

αeik√٢ = ٠
⇒ βe−ik

√٢ = −α(e
−ik

√٢ − e−iω)

⇒ β = −α(e
−ik

√٢ − e−iω)
√٢eik = −α(١ −

√٢ei(k−ω)) = α(
√٢ei(k−ω) − ١)

بنابراین: |α|٢ + |β|٢ = ١ داریم طرف از
|α|٢ + |α|١−)٢ +

√٢e−i(ω−k))٢ = ١ ⇒

|α|٢ =
١

١ + (−١ +
√٢e−i(ω−k))

٢

=
١

١ +
[
(−١ +

√٢ cos(ω − k)−
√٢i sin(ω − k))(−١ +

√٢ cos(ω − k) +
√٢i sin(ω − k))

]
=

١
١ +

[٣ − ٢√٢ cos(ω − k)
] =

١
۴ − ٢√٢ cos(ω − k)

⇒

α =
١√

۴ − ٢√٢ cos(ω − k)
=

١√
۴ − ٢(

√
٢ − sin٢(k) cos(k) + sin٢(k))

=
١√

١)٢ + cos٢(k)− cos(k)
√١ + cos٢(k))

⇒

β =
١√

١)٢ + cos٢(k)− cos(k)
√١ + cos٢(k))

(
√٢ei(k−ω) − ١)

(١ . ٣٩)
نتیجه: در

λ١ = e−iω

φ١ =
١√

١)٢ + cos٢(k)− cos(k)
√١ + cos٢(k))

( ١
√٢ei(k−ω) − ١

) (۴١ . ٠)



١۵ کوانتوم شت ول
ترتیب: همین به و

λ٢ = −eiω

φ٢ =
١√

١)٢ + cos٢(k) + cos(k)
√١ + cos٢(k))

( ١
−
√٢ei(k+ω) − ١

) (۴١ . ١)

داریم: ٣۶ . ١ رابطه ی از استفاده با حال
U t
k = e−iωt |φ١⟩ ⟨φ١|+ (−١)teiωt |φ٢⟩ ⟨φ٢|

و
ψ̃(k, t) = U t

kψ̃(k, ٠)
م دهیم: قرار همچنین و

N٢
± = ١)٢ + cos٢(k)± cos(k)

√
١ + cos٢(k))

داریم: نتیجه در
ψ̃(k, t) = e−iωt ⟨φ١| ψ̃(k, ٠) |φ١⟩+ (−١)teiωt ⟨φ٢| ψ̃(k, ٠) |φ٢⟩

=
e−iωt

N٢
−

[( ١ √٢e−i(k−ω) − ١ )( ٠
١
)( ١

√٢ei(k−ω) − ١
)]

+
(−١)teiωt
N٢

+

[( ١ −
√٢e−i(k+ω) − ١ )( ٠

١
)( ١

−
√٢ei(k+ω) − ١

)]

=


e−iωt

N٢
−

(
√٢ei(k−ω) − ١)− (−١)teiωt

N٢
+

(
√٢ei(k+ω) − ١)

e−iωt

N٢
−

+
(−١)teiωt
N٢

+


داشت: خواهیم جبری عملیات کم از بعد

ψ̃(k, t) =


ieik

١√٢ + cos٢(k)

[
e−iωt − (−١)teiωt]

١
١)٢ +

cos(k)√١ + cos٢(k)
e−iωt +

(−١)teiωt
٢ (١ − cos(k)√١ + cos٢(k)

))

 (۴١ . ٢)

را فوریه تبدیل عکس م توان راحت به که هستند k فضای در موج تابع مولفه های این ها
آورد به دست را ان) م فضای در موج تابع مولفه های (یعن ψR(n, t) و ψL(n, t) و کرد اعمال

م آید. به دست راحت به نیز احتمال توزیع تابع نتیجه در و

چرخه روی بر کوانتوم شت ول ۵ . ١ . ٢
تصادف شت ول کل حالت شد، ذکر قبل بخش در که همانطور کوانتوم شت ول مفهوم
کوانتوم اطلاعات و محاسبات در ناحیه زیر ی عنوان به م تواند که م باشد کلاسی



شت ول انواع ١۶
ه، شب روی بر کوانتوم شت ول برجسته ی ویژگ های از ی .[٣٢ شود[٣١، گرفته نظر در
σ(t) ∼ t معیار انحراف عنوان به که م باشد، زمان با خط طور به ه شب در آن گسترش قابلیت
ریشه با متناسب معیار انحراف کلاسی تصادف شت ول در که حال در م شود، مشخص
در متفاوت تداخل ویژگ های کوانتوم شت ول همچنین م باشد[٣٠]. σ(t) ∼ t

١٢ زمان دوم
دارد. خود کلاسی همتای با مقایسه

به حدی توزیع ی به احتمال توزیع ی اینکه برای لازم زمان حداقل اختلال: زمان
شود. نزدی کاف اندازه ی

مناسب تناوب دوره با خط، روی بر کوانتوم شت ول چرخه، روی بر کوانتوم شت ول
آخرین ۶ و ان م اولین که طوری به م شود، خم حلقه ی به ه شب بعد، ی در م باشد.
م توان [٣٣] گره d با چرخه روی بر کوانتوم شت ول در .(۴ . ١) ل ش باشند. ی ان م

گره ١٠ با چرخه روی بر کوانتوم شت ول نمودار :۴ . ١ ل ش
Hsهیلبرت فضای در گره ها این S = ٠, ١, ..., d − ١ که داد نشان |S⟩ بردار با را گره ها فضای
که |c⟩ صورت به بعدی دو فضای ی عنوان به ه س فضای گرفتن نظر در با م شوند. توصیف

نوشت: زیر به صورت اولیه حالت م توان ، c = ٠, ١
|ψ٠⟩ =

∑
c,s

αcs |c, s⟩ (۴١ . ٣)

زیر: هیلبرت فضای در که
Ht = Hc ⊗Hs

۶Site



١٧ کوانتوم شت ول
ل ش به م توان را گره d با چرخه روی بر کوانتوم شت ول در شرط ر عمل م شود. تعریف

نوشت. زیر
s =

∑
c,s

|c⟩ ⟨c| ⊗
∣∣s+ ٢c− ١(modd)

⟩
⟨s| (۴۴ . ١)

توزیع تابع که نوشت زیر ل ش به م توان را s ان م در حضور احتمال گام n از بعد نهایت در
است. احتمال

pn(s) =
∑
c

|⟨c, s | ψn⟩|٢ (۴۵ . ١)

ل ش به کمیت م توان اما نم شود، را هم زیاد گام های در چرخه روی بر احتمال توزیع تابع
زیر

p̄n(s) =
١
n

n∑
i=١

pn(s) (۴۶ . ١)

کمیت این که است s خاص ان م در حضور احتمال زمان میانگین نوع به که کرد تعریف را
به احتمال توزیع همانند نیز کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ال چ ماتریس راست. هم
با ادامه در که م گیریم. نظر در را آن زمان میانگین بنابراین نم کند میل مشخص مقدار
دمای و درهم تنیدگ دمای همچون کمیت ها    یی کاهش یافته ال چ ماتریس این از استفاده

کرد. خواهیم محاسبه را گذار





٢ فصل
کوانتوم شت ول در دما

م کنند، بازی کوانتوم انی م تدوین در را اساس نقش ی ایزوله سیستم های مفهوم
سیستم های نظریه ی با که م رسد نظر به ن مم غیر ترمودینامی تعادل مانند مفاهیم

ان ی تحول ی از سیستم هایی چنین کوانتوم حالت زیرا کنند، پیدا ارتباط ایزوله کوانتوم
م رسد نظر به اساس این بر م کنند. پیروی نم رسند، نهایی ثابت حالت ی به نهایت در که
بسیاری که زیرا باشد محققان از بسیاری توجه مورد کوانتوم ایزوله سیستم ی ساختن که
بر .[٣۴] باشند ایزوله است ن مم م دهند نمایش را مختلف پدیده های که سیستم هایی از
ایزوله کوانتوم سیستم های برای م توانیم آیا که است این دارد وجود که سوال ، اساس این

کنیم؟ وارد را دما مفهوم م کنند، پیدا گسترش مرکب هیلبرت فضای ی در که
از بعد سیستم حالت دارند، برهم کنش خود محیط با که ترمودینامی سیستم های در
به م توان که م رسند، تعادل حالت به مشخص زمان گذشت از پس محیط با گرمایی تبادل
ان م فضای کل روی ردگیری با ه س موضع حالت کوانتوم شت ول در داد، نسبت دما آن

طولان حدی زمان های در کاهش یافته ماتریس این است گردیده مشخص که م آید به دست
حالت مقایسه از دارد. مسئله اولیه شرایط به بستگ که کرد خواهند میل ثابت حالت ی به
روی از که داد نسبت کاهش یافته سیستم به دمایی م توان کاهش یافته ه س حالت و گرمایی
بیانگر فن نویمن آنتروپی در نوع به مقادیر این م آید به دست کاهش یافته ماتریس ویژه مقادیر

نوع به رو این از م باشد، کوانتوم شت ول ان م فضای و ه س فضای بین درهم تنیدگ
یافت. آن، به شده داده نسبت دمای و کوانتوم درهم تنیدگ میان ارتباط م توان

هیلبرت فضای ی در بعدی ی کوانتوم شت ول دیده ایم، قبل بخش های در که همانطور
فضای Hc و ان م به وابسته هیلبرت فضای Hs که م شود تولید Hs ⊗ Hc به صورت مرکب
امتداد در ،t ∈ N زمان گسسته مراحل در ذره هیلبرت، فضای این در م باشد. ه س هیلبرت



کوانتوم شت ول در دما ٢٠
به وابسته حرکت جهت که م کند، حرکت K ∈ Z مجموعه های از بعدی ی ه ی بردار ی

.R و L ویژه مقادیر با ه س حالت
م شود: تعریف زیر به صورت کوانتوم شت ول در ان ی ر عمل

U(θ) = {T− ⊗ |L⟩ ⟨L|+ T+ ⊗ |R⟩ ⟨R|} ◦ {I ⊗K(θ)} (٢ . ١)
م توان آن در که

K(θ) = σz cos(θ) + σx sin(θ)

از پرهیز برای اما کرد زین جای U()٢ ان ی ماتریس هر با م توان را K(θ) البته کرد تعریف را
حالات از گسترده ای طیف که م گیریم نظر در K(θ) ل ش به را آن ما محاسبه پیچیدگ های
T− همچنین و هستند. پائول ماتریس های σxو σz و Hs در ان ی ر عمل I م دهد. پوشش را

م کنند. جابجا واحد ی را ذره که هستند ان م رهای عمل T+ و
م کند: عمل زیر به صورت U(θ) ان ی ر عمل زمان گام هر در حالت، هر روی بر

|ψ(t+ ١)⟩ = U(θ) |ψ(t)⟩ (٢ . ٢)
کنیم: بیان زیر به صورت را موج تابع اگر

|ψ(t)⟩ =
+∞∑

k=−∞

[
ak(t)

bk(t)

]
|k⟩ (٢ . ٣)

کردن پیدا احتمال آن در همچنین و دارد. (R) L ه س حالت به وابسته بالا(پایین) مولفه که
م باشد. PkR(t) = |bk(t)|٢ و PkL(t) = |ak(t)|٢ به صورت ترتیب به Lو Rدر ه س و (k, t) در ذره

به صورت ذره کردن پیدا احتمال ترتیب بدین
P (k, t) = ⟨ψk,t | ψk,t⟩ = |ak(t)|٢ + |bk(t)|٢

.∑
k

P (k, t) = ١ که م باشد
بنابراین:

|ak(t+ ١)⟩ = U(θ) |ak(t)⟩
|bk(t+ ١)⟩ = U(θ) |bk(t)⟩

K(θ) =

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)


⇒

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)(
ak(t)

bk(t)

)
=

(
cos(θ)ak(t) + sin(θ)bk(t)

sin(θ)ak(t)− cos(θ)bk(t)

) (۴ . ٢)

داریم: م کنند اثر ه س قسمت روی فقط که ه، س رهای عمل اعمال با
|ψ(t+ ١)⟩ =

(
cos(θ)ak+١(t) + sin(θ)bk+١(t)
sin(θ)ak−١(t)− cos(θ)bk−١(t)

)
(۵ . ٢)

داریم: ۴ . ٢ از استفاده با نتیجه در
ak(t+ ١) = ak+١(t) cos(θ) + bk+١(t) sin(θ),
bk(t+ ١) = ak−١(t) sin(θ)− bk−١(t) cos(θ).

(۶ . ٢)



٢١ ه س ر عمل برای کل معادله و ان ی تحول ر عمل
م باشد) هامارد ه س واق در θ = π۴) م باشد. ه س پرتاب تعیین θ،پارامتر = [٠, π٢] که

ه س ر عمل برای کل معادله و ان ی تحول ر عمل ٢ . ١
مستقل توزیع این که ،( عموم دستیدگ (توزیع ١GCD جدید، احتمال توزیع کار،ی این در

طولان زمان های در توزیع این که گردیده مشخص م گیریم. نظر در را م باشد، ذره حالت از
فضای میان درهم تنیدگ آنتروپی با را بودن حدی این ما که م کند میل حدی مقدار ی به

م کنیم. مرتبط ان م فضای و ه س
شت ول ان ی ر عمل به توجه با زیرا دارد. منتظره غیر نتیجه ی ی GCD حدی رفتار
شت ول در مارکوف حالت ی باید نتیجه در نم شود. را هم ثابت حالت هیچ به کوانتوم

کوانتوم شت ول تحول معادله ما نتایج این دادن نشان منظور به باشد. داشته وجود کوانتوم
برای ری دی و ، کلاسی بخش برای معتبر ی مختلف، اصطلاح دو مجموع عنوان به را

م گیریم. نظر در ،[٣۵] کوانتوم بخش
دومین و بود خواهد مارکوف فرایند عنوان به فوق اصطلاح اولین که گردیده مشخص

بود. خواهد کوانتوم ان ی ر عمل شامل اصطلاح
به خط، یا شیر توزیع تعریف همچنین و ۴ . ٢ معادله ارگیری ب و GCD روش از استفاده با
ه س ر عمل برای کل معادله ی PkR(t)،ما = |bk(t)|٢ و PkL(t) = |ak(t)|٢ عنوان به ترتیب

آورد. خواهیم به دست
داریم: جبری عملیات کم با و فوق توضیحات از استفاده با

Pk,L(t+ ١) = Pk+١,L(t)cos٢(θ) + Pk+١,R(t)sin٢(θ) + βk+١(t) sin(٢θ),
Pk,R(t+ ١) = Pk−١,L(t)sin٢(θ) + Pk−١,R(t)cos٢(θ)− βk−١(t) sin(٢θ). (٢ . ٧)

آن در که
βk = Re [ak(t)b

∗
k(t)]

.
م شود: بیان زیر رابطه ی با نیز ه س بودن خط و شیر احتمال و

PL(t) =
∞∑

k=−∞
PkL(t) =

∞∑
k=−∞

|ak(t)|٢,

PR(t) =
∞∑

k=−∞
PkR(t) =

∞∑
k=−∞

|ak(t)|٢.
(٢ . ٨)

PR(t) + PL(t) = ١. که
م باشد.

[
PL(t)

PR(t)

]
جفت، به وسیله ی گرفته ل ش توزیع GCD همچنین و

داریم: ٢ . ٧ معادله در ٢ . ٨ معادله ارگیری ب ]با
PL(t+ ١)
PR(t+ ١)

]
=

(
cos٢(θ) sin٢(θ)
sin٢(θ) cos٢(θ)

)[
PL(t)

PR(t)

]
+Re [Q(t)] sin(٢θ)

[ ١
−١

]
(٢ . ٩)

١Global chairality distribution



کوانتوم شت ول در دما ٢٢
م باشد. Q(t) =

∞∑
k=−∞

ak(t)b
∗
k(t) آن در که

وابسته توابع PR(t) و PL(t) با همراه Q(t) کل حالت در ٢ . ٩ معادله در بعدی دو ماتریس
معادله اولیه ی شرایط به وسیله ی که دارند، حدی مقدار طولان زمان های در که هستند زمان

م شوند. تعیین ۴ . ٢
صورت: به حدی مقدار در ٢ . ٩ معادله

ΠL ≡ lim
t→∞

PL(t) ≡ PL(t→ ∞),

ΠR ≡ lim
t→∞

PR(t) ≡ PR(t→ ∞),

Q٠ ≡ lim
t→∞

Q(t) ≡ Q(t→ ∞).

(٢ . ١٠)

داریم: ٢ . ٧ رابطه ی از استفاده با بنابراین م شود. }تعریف
ΠL(∞) = cos٢(θ)ΠL(∞) + sin٢(θ)ΠR(∞) + Re(Q(∞)) sin(٢θ)
ΠR(∞) = cos٢(θ)ΠR(∞) + sin٢(θ)ΠL(∞)− Re(Q(∞)) sin(٢θ)

⇒

 ΠL(∞) = ΠR(∞) + ٢Re(Q٠)
tan(θ)

ΠR(∞) = ΠL(∞)− ٢Re(Q٠)
tan(θ)

: طرف از
ΠL(∞) + ΠR(∞) = ١

]درنتیجه:
ΠL

ΠR

]
=

١
٢
 ١ + ٢Re(Q٠)

tan(θ)

١ − ٢Re(Q٠)
tan(θ)

 (٢ . ١١)

طولان زمان های در که م دهد نشان کوانتوم شت ول برای جالب نتیجه این م باشند.
م آید. به دست (تقریبی) حدی صورت به راست یا چپ ه س در سیستم کردن پیدا احتمال

خط روی بر درهم تنیدگ و دما ٢ . ٢
و کوانتوم رمزنگاری ، کوانتوم ارتباطات توسعه در مهم عنصر ی درهم تنیدگ مفهوم
مجانبی درهم تنیدگ میان رابطه متعدد نویسندگان زمینه این در م باشد. کوانتوم محاسبات

کوانتوم شت ول ر دی برخ کرده اند، بررس را کوانتوم شت ول در مختلف اولیه ی شرایط و
درهم تنیدگ کننده تولید ی عنوان به و کوانتوم وریتم های ال توسعه ی برای ابزاری عنوان به را

کرده اند[۴۴‐٣۶]. پیشنهاد کوانتوم سخت افزار آزمایش برای مفید،
در ان م فضای و ه س فضای میان کل درهم تنیدگ ، کوانتوم شت ول ان ی تحول

کوانتوم به فرد منحصر کمیت ی عنوان به کوانتوم درهم تنیدگ م باشد. کوانتوم شت ول
آنتروپی به وسیله ی م توان را درهم تنیدگ این است گرفته قرار محققان توجه مورد بسیار
آورد. به دست خالص حالات در کاهش یافته ال چ ماتریس ویژه مقادیر محاسبه ی با فن نویمن



٢٣ خط روی بر درهم تنیدگ و دما
صورت: به فن نویمن آنتروپی

SN (ρ) = −tr(ρ log ρ) (٢ . ١٢)
م باشد. کوانتوم سیستم ال چ ماتریس ،ρ = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| آن در که م باشد

این و م ماند باق خالص، حالت در سیستم ، کوانتوم شت ول ان ی دینامی به توجه با
و ه س فضای بین درهم تنیدگ خالص حالات این برای حال، این با م رسد. صفر به آنتروپی

کرد. تعیین فن نویمن آنتروپی به وسیله ی م توان را کوانتوم شت ول در ان م فضای
S(ρ) = −tr(ρc log(ρc)) (٢ . ١٣)

و ٢ . ١ موج تابع معادله از استفاده با م دهد. را حالات همه روی جم ،ρc = trx(ρ) آن در که
صورت: به کاهش یافته ال چ ماتریس کردن، نرمالیزه خواص

ρ = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| ⇒ ρc =

[
ak(t)

ak(t)

] [
a∗k(t) b∗k(t)

]

=

(
|ak|٢ ak(t)b

∗
k(t)

a∗k(t)bk(t) |bk|٢
)

=

(
PL(t) Q(t)

Q∗(t) PR(t)

)
.

(١۴ . ٢)

به صورت ال چ ماتریس این ویژه مقادیر همچنین و م آید. به دست
λ± =

١
٢
[
١ ±

√
١ − ۴(PL(t)PR(t)− |Q(t)|٢)

]
(١۵ . ٢)

به صورت ویژه مقدار دو این از استفاده با درهم تنیدگ آنتروپی بنابراین م باشد.
S(ρ) = −λ+ log(λ+)− λ− log(λ−) (١۶ . ٢)

در که م باشند. λ±
t→∞−−−→ Λ± t،به صورت → ∞ که زمان ویژه مقادیر این م آید. به دست

نتیجه:
Λ± =

١
٢
[
١ ±

√
١ − ۴(ΠLΠR − |Q٢|٠)

]
(٢ . ١٧)

طرف از م شوند. ]تبدیل
ΠL

ΠR

]
=

١
٢
 ١ + ٢Re Q٠

tan(θ)

١ − ٢Re Q٠
tan(θ)

 . (٢ . ١٨)

ΠLΠR =
١
۴ −

(
Re(Q٠)
tan(θ)

)٢ (٢ . ١٩)
داریم: ٢ . ١٩ و ٢ . ١٧ رابطه ی مقایسه ی با

Λ± =
١
٢ ±√

χ (٢ . ٢٠)



کوانتوم شت ول در دما ٢۴
آن در که

χ = |Q٢|٠ + (
Re(Q٠)
tan(θ)

)٢ (٢ . ٢١)
که داشت توجه باید م باشد.

٠ < Λ+Λ− < ١,
٠ < χ <

١
۴ .

به صورت درهم تنیدگ آنتروپی حدی مقدار همچنین و م باشند.
S٠ = −Λ+ log Λ+ − Λ− log Λ− (٢ . ٢٢)

م کنیم مشاهده که همانطور بنابراین است. مسئله اولیه شرایط به وابسته فقط که م باشد
و ه س فضای بین ترمودینامی تعادل ی به گذرا مرحله ی ی از بعد کوانتوم شت ول
این که است لازم تعادل این از کامل تری توصیف ی ایجاد منظور به م رسد. ان م فضای

کنیم. مرتبط ،Hc،آن ها با مرتبط هامیلتون ر عمل ویژه مقادیر با را ρc ویژه مقادیر
حالت ی به مدت از پس دارند برهم کنش خود محیط با که ترمودینامی سیستم های

عبارت به کرد خواهند میل حدی
∂ρc
∂t

= ٠ (٢ . ٢٣)
داریم: هایزنبرگ حرکت معادله از استفاده با صورت این در
∂ρc
∂t

=
١
iℏ

[Hc, ρc] + Γρc (٢۴ . ٢)
سیستم )به نوسان نویز(نیروهای توسط که است براون حرکت دهنده ی نشان Γρc آن در که

داشت خواهیم Γρc = ٠ گرفتن نظر در با م شود. اعمال
[Hc, ρc] = ٠ (٢۵ . ٢)

همچنین و یریم ب {−ε, ε} را Hc ویژه مقادیر اگر دارند، مشترک ویزه مقادیر ρc و Hc بنابراین
این بین ارتباط دارد، وجود ارتباط ویژه مقدار دو این بین آن گاه باشند، ±Λ ρc ویژه مقادیر
را آنسامبل اینجا در ما م شود. مشخص م کنیم انتخاب که آنسامبل نوع به وسیله ی دو،

بنابراین گرفته ایم، نظر در کانونی
Λ± ≡ e±βε

eβε + e−βε
(٢۶ . ٢)

ماتریس که آن جایی از م شود. تعریف β = ١
T صورت به دما معکوس عنوان به β آن در که

بنابراین م کند میل پایایی ال چ ماتریس به کوانتوم شت ول برای کاهش یافته ال چ
ال چ ماتریس به م توان هستند، محیط با دمایی برهم کنش در که حالات مقایسه ی با

م آید: به دست ال چ ماتریس ویژه مقادیر روی از دما این که داد نسبت دما کاهش یافته

ρc =

(
Λ+ ٠
٠ Λ=

)
=

١
eβε + e−βε

(
eβε ٠
٠ e−βε

)
(٢ . ٢٧)



٢۵ خط روی بر درهم تنیدگ و دما

نظر در ترمودینامی ، کوانتوم شت ول درهم تنیدگ برای م توان ، ٢ . ٢٧ معادله طبق بر
نوشت: زیر به صورت م توان را معادله تقسیم تابع گرفت.

Z = eβε + e−βε = ٢ cosh(βε) (٢ . ٢٨)
به صورت: ٢۶ . ٢ و ٢ . ١٧ معادله از استفاده با درهم تنیدگ دمای نهایت در و

T =
٢ε

ln(
٢+١√χ

٢−١√χ
)

(٢ . ٢٩)

به صورت هلموهلتز آزاد انرژی همچنین نوشت.
A = − ١

β
ln
[٢ cosh(βε)

]
=
T

٢ ln(
١
۴ − χ) (٢ . ٣٠)

به صورت درون انرژی و
U = −ε tanh(βε) = −٢ε√χ (٢ . ٣١)

به وسیله ی آنتروپی سرانجام و
S٠ = βU − βA (٢ . ٣٢)

داده نشان ٢ . ١ نمودار در آنتروپی، برای ترمودینامی تعریف این که م شوند. داده نمایش
است. شده

خط ،S٠ آنتروپی نقطه چین خط ،βε پررنگ خط پایین، به بالا از به ترتیب منحن این در
م دهد. نشان را βA هلموهلتز آزاد انرژی بزرگ نقطه چین خط و βU انرژی کم رنگ

خط روی بر درهم تنیدگ دمای بر اولیه شرایط تاثیر ٢ . ٢ . ١
همانطور م باشد. Qبه٠ وابسته درهم تنیدگ ترمودینامی که کردیم مشاهده قبل بخش در
بخش این ادامه ی در رو این از م باشد، وابسته اولیه شرایط به فقط کمیت این شد بیان که

کرد. خواهیم بررس بعد ی در مختلف اولیه ی شرایط حسب بر را درهم تنیدگ دمای ما

موضع حالت ٢

دارد: تغییرات نسبی فاز ی در ما، اولیه ی حالت مورد این در

|ψ(٠)⟩ =
(

cos(γ٢)
eiφ sin(γ٢)

)
|٠⟩ , (٢ . ٣٣)

شرایط با و ٢ . ١٠ رابطه ی از استفاده با را Q٠ حال م باشند. φ = [٠,٢π] و γ = [٠, π] آن در که
م آوریم. به دست ٢ . ٣٣ معادله ی اولیه ی

٢Localized initial conditions



کوانتوم شت ول در دما ٢۶

χ از تابع عنوان به بعد بدون ترمودینامی تابع منحن :٢ . ١ ل ش

در که فوریه تبدیل بر مبتن کوانتوم شت ول تحلیل حل از |ψ(t)⟩ آوردن به دست برای
داریم: قبل از ترتیب بدین کرد. خواهیم استفاده شد، بیان ١ فصل

λ١ = e−iωt, λ٢ = (−١)teiωt
φ١ = ١

N−

( ١
√٢ei(k−ω) − ١

)
, φ٢ = ١

N+

( ١
−
√٢ei(k+ω) − ١

)

که
N٢

± = ١)٢ + cos٢(k)± cos(k)

√
١ + cos٢(k))

بنابراین: م باشد.

ψ̃(k, t) = e−iωt ⟨φ١| ψ̃(k, ٠) |φ١⟩+ (−١)teiωt ⟨φ٢| ψ̃(k, ٠) |φ٢⟩

داشت: خواهیم حالت این برای نتیجه در

ψ̃(k, t) =
e−iωt

N٢
−

[( ١ √٢e−i(k−ω) − ١ )( cos γ٢
eiφ sin γ٢

)( ١
√٢ei(k−ω) − ١

)]

+
(−١)teiωt
N٢

+

[( ١ −
√٢e−i(ω+k) − ١ )( cos γ٢

eiφ sin γ٢

)( ١
−
√٢ei(ω+k) − ١

)]



٢٧ خط روی بر درهم تنیدگ و دما
داریم: جبری عملیات کم از بعد

ãk(t) =
e−iωt(cos γ٢ + (

√٢e−i(k−ω) − ١) sin γ٢eiφ)
٢ + ٢cos٢(k)− ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)

−
(−١)teiωt(− cos γ٢ + (

√٢e−i(k+ω) + ١) sin γ٢eiφ)
٢ + ٢cos٢(k) + ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)

(٣۴ . ٢)

همچنین: و
b̃k(t) =

e−iωt(cos γ٢ + (
√٢e−i(k−ω) − ١) sin γ٢eiφ)(

√٢ei(k−ω) − ١)
٢ + ٢cos٢(k)− ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)

−
(−١)teiωt(− cos γ٢ + (

√٢e−i(k+ω) + ١) sin γ٢eiφ)(
√٢ei(k+ω) + ١)

٢ + ٢cos٢(k) + ٢ cos(k)
√١ + cos٢(k)

(٣۵ . ٢)

داریم: فوریه تبدیل بردن ار ب با
Q(t) =

∑
k

ak(t)b
∗
k(t) =

∫ π

−π

dk

٢π ãk(t)b̃∗k(t) (٣۶ . ٢)

عملیات کم و sinω = sin(k)√٢ دادن قرار با همچنین و ٢ . ٣۴و٢ . ٣۵ روابط بردن ار ب با بنابراین
داریم: جبری

Q٠ =
١

٢π
∫ π

−π
(

١
١ + cos٢(k)( sin(γ)cos

٢(k) cos(φ)

+ cos٢(k) cos(γ) + sin(γ) sin(k) cos(k) sin(φ)

− i sin(γ) cos(k) sin(k) cos(φ) + i sin(γ)cos٢(k) sin(φ)
− i sin(γ) sin(φ)− i sin(k) cos(k) cos(γ)))

نتیجه: در
Q٠ =

١
١−)٢ +

٢√١)((− cos(φ) + i
√٢ sin(φ)) sin(γ)− cos(γ)) (٢ . ٣٧)

داریم: ٢ . ٢١ رابطه ی در ٢ . ٣٧ رابطه ی بردن ار ب با
χ = − ١

١۶
١

sin٢(θ)((−٢ +
√٢(٢(cos٢(φ)− cos٢(φ) cos(γ)

− ٢cos٢(φ)cos٢(θ) + ٢cos٢(φ)cos٢(γ)cos٢(θ)
− ٢ cos(φ) cos(γ) sin(γ)− ٢ + cos٢(γ) + ٢cos٢(θ)− ٢cos٢(γ)cos٢(θ)))

حالت در ه س
θ =

π

۴
بنابراین: دارد قرار

χ = χ٢)٠ sin(γ) cos(φ) cos(γ) + ١) (٢ . ٣٨)



کوانتوم شت ول در دما ٢٨
آن در که

χ٠ = (
٣
۴ − ٢√١)

کرد: بیان χ٠ کمیت از استفاده با را دما م توان همچنین
T٠ =

٢
ln(

٢+١√χ٢−٠١√χ٠ )
(٢ . ٣٩)

م دهد. نشان را φ و γ حسب بر دما تغییرات نمودار ل٢ . ٢ ش

φ و γ حسب بر دما تغییرات منحن :٢ . ٢ ل ش
ناحیه دو و سرد ناحیه دو هستند: مشخص منطقه چهار φ زاویه ی چرخش تقارن به توجه با
دمای خارج به داخل از ترتیب به که م باشند دمایی خط شش دارای گرم نواح گرم.
که هستند دمایی خط پن دارای سرد نواح م باشد. T

T٠ = ۶٫۵,٣٫٢,٢٫٢, ١٫۶, ١٫٣, آن ها١٫١
T
T٠ = ١ با متناسب راست خط م باشد. T

T٠ = ۶٫۵,٣٫٢,٢٫٢, ١٫۶, ١٫٣, ترتیب١٫١ به آن ها دمای
م باشد.

را منطقه چهار ل ش دو هر م دهد. نشان را حالت این در ٣ بلاخ کره ی ٢ . ٣ ل ش
منطقه ی دو و ( نارنج (خطوط T ≻ T٠ دمای با متناسب مناطق از تا دو م دهند، نشان
سبز) (خطوط دما بیشترین م دهند. نشان را آبی) (خطوط T ≺ T٠ دمای با متناسب ر دی

م باشد. φ = π٢ , ٣π٢ و γ = ٠, π٢ , π در حالت و T = T٠ با متناسب

٣Bloch sphere



٢٩ خط روی بر درهم تنیدگ و دما

بلاخ کره ی صورت به شده داده ،نشان (٢ . ٢) ل دماش تغییرات منحن :٢ . ٣ ل ش

ناموضع ۴حالت

در غیرموضع اولیه شرایط که وقت ، |ψ٠⟩ اولیه ی شرایط با کوانتوم شت ول بررس در
حالت های در کوانتوم شت ول م شود[۴۴]. ظاهر جدیدی ویژگ های شوند گرفته نظر
شده انجام زیادی مطالعات زمینه این در و بوده محققان از بسیاری توجه مورد تعمیم یافته
توزیع کرد. خواهیم بررس مواردی چنین در را درهم تنیدگ دمای قسمت این در .[٣۶] است

است: شده انتخاب کار این برای زیر گاوس

a٠
k ≡

[ ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠

)

] ١٢
cos(

γ

٢) (۴٢ . ٠)

b٠k ≡ eiφ

[ ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠

)

] ١٢
sin(

γ

٢) (۴٢ . ١)

را راست ه س با چپ ه س پرتاب نسبت γ ∈ [٠, π] و استاندارد، معیار انحراف σ٠ آن در که
م باشد. عموم فاز φ ∈

[٠,٢π] و م کند تعیین
معادلات از استفاده با Q(t) تقریبی مقدار ٢ . ۴٠و٢ . ۴١) (روابط شرایط این بردن ار ب با

۴Distributed initial conditions



کوانتوم شت ول در دما ٣٠
بنایراین: م آید. و٢ . ٣۶به دست ٢ . ١٠

ψ̃(k, t) =
e−iωt

N٢
−

[( ١ √٢e−i(k−ω) − ١ )

×


( ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠ )

) ١٢
cos(γ٢)

eiφ
( ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠ )

) ١٢
sin(γ٢)

 ( ١
√٢e−i(k−ω) − ١

)]

+
eiωt(−١)t
N٢

+

[( ١ −
√٢e−i(k+ω) − ١ )

×


( ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠ )

) ١٢
cos(γ٢)

eiφ
( ١
σ٠

√٢π exp(− k٢
٢σ٢٠ )

) ١٢
sin(γ٢)

 ( ١
−
√٢e−i(k+ω) − ١

)]

داریم: قبل مشابه

ãk(t) =

e−iωt

 ١٢
√٢
√

√٢e(−
١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π
cos(γ٢) + ١٢(

√٢e−i(k−ω) − ٢√(١
√

√٢e(−
١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π
sin(γ٢)eiφ


٢ + ٢cos٢(k)− ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)

−

(−١)teiωt
− ١٢

√٢
√

√٢e(−
١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π
cos(γ٢) + ١٢(

√٢e−i(k+ω) − ٢√(١
√

√٢e(−
١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π
sin(γ٢)eiφ


٢ + ٢cos٢(k) + ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)
(۴٢ . ٢)

و

b̃k(t) =

 ١
٢
√٢

√√√√√٢e(− ١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π cos(
γ

٢) +
١
٢(
√٢e−i(k−ω) − ٢√(١

√√√√√٢e(− ١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π sin(
γ

٢)eiφ


×

 e−iωt(
√٢ei(k−ω) − ١)

٢ + ٢cos٢(k)− ٢ cos(k)
√١ + cos٢(k)



+

− ١
٢
√٢

√√√√√٢e(− ١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π cos(
γ

٢) +
١
٢(
√٢e−i(k+ω) − ٢√(١

√√√√√٢e(− ١٢ k٢
σ٢٠

)

σ٠√π sin(
γ

٢)eiφ


×

 (−١)teiωt(√٢ei(k+ω) + ١)
٢ + ٢cos٢(k) + ٢ cos(k)

√١ + cos٢(k)


(۴٢ . ٣)



٣١ چرخه روی بر کوانتوم شت ول دمای محاسبه ی
داریم: ٢ . ١٠ رابطه ی از استفاده با و ٣۶ . ٢ رابطه ی بردن ار ب با

Q٠ = −
√٢

٨σ٠π ٣٢
(

∫ π

−π
(

e
− ١٢ k٢

σ٢٠
١ + cos٢(k)(− sin(γ)cos٢(k) cos(φ)− cos٢(k) cos(γ)

− i sin(γ)cos٢(k) sin(φ) + i sin(γ) sin(φ))dk))

گرفتن: نظر در با بنابراین
σ٠ ≫ ١

Q٠ =
١
٢ cos(φ) sin(γ) (۴۴ . ٢)

داریم: ٢ . ٢١ رابطه ی در ۴۴ . ٢ رابطه ی ذاری جای با قبل، مشابه
χ = (

cos(γ)

٢ cos(θ)
)٢ (۴۵ . ٢)

داریم: ٢ . ٢٩ رابطه ی از استفاده با و
βε =

١
٢ ln(

|cos(θ)|+ |cos(γ)|
|cos(θ)| − |cos(γ)|

) (۴۶ . ٢)
مقدار ماکزیمم (٢ . ٢٢ (رابطه ی آنتروپی همزمان و م شوند، صفر γ = π٢ برای Q٠, χ, β توابع
۵ مارکوف فرایند مانند رفتار ی سیستم شرایط، این تحت م آورد. به دست S٠ = ٠ در خود
γ مقدار هر برای و نیستند مستقل φ و γ اولیه شرایط ر دی عبارت به . دارد[۴٠] کلاسی
و γ از تابع عنوان به دمایی خطوط ثابت، θ برای سپس دارد، وجود T برای مقدار ی فقط
θ ه س پرتاب پایه ی بر انتخاب است. وابسته γ و θ به درهم تنیدگ دمای عوض در نیست. φ
ل ش شود. سان ی درهم تنیدگ دمای به دست آوردن باعث م تواند γ ه س مناسب شرایط یا
خطوط (با منحن چهار نمودار، در م دهد. نشان را γ و θ حسب بر را دمایی خطوط ۴ . ٢
مجموعه دو وهر ، متقارن صورت به شاخه دو منحن هر است. شده معرف مختلف) رنگ
چپ از است. شده داده معادله ی٢ . ۴۶ ی به وسیله T است.مقادیر گرفته قرار T = ∞ و γ = πم باشند.٢ نارنج ۵ و سبز، ٢ آبی، ١ ، ارغوان ٠٫۵: ε = ١ با T مقادیر راست به
وجود ان م فضای و ه س فضای میان درهم تنیدگ ی گذرا زمان در کوانتوم شت ول در

کنیم. بیان را درهم تنیدگ دمای مفهوم م توانیم ما صورت این در دارد.

چرخه روی بر کوانتوم شت ول دمای محاسبه ی ٢ . ٣
تحول ی با متناظر خط روی بر استاندارد کوانتوم شت ول شد، اشاره قبلا که همانطور
(راست) چپ ه، س اولیه ی شرایط به وابسته که (ذره) کوانتوم سیستم ی از بعدی ی
هیلبرت فضای Hs که است Hs ⊗Hc تانسور از ل متش سیستم این هیلبرت فضای م باشد.
T−(T+) م باشد. ه س به مربوط هیلبرت Hcفضای و خط روی بر ان م فضای برای شده فرض
همچنین و م شوند. راست یا چپ سمت به ذره حرکت باعث که م نامیم Hs در رهایی عمل را

۵Markov



کوانتوم شت ول در دما ٣٢

γ و θ حسب بر دما خطوط منحن :۴ . ٢ ل ش
به صورت نیز ان ی ر عمل م باشند. Hc در ه س فضای به مربوط رهای عمل |R⟩ ⟨R|و |L⟩ ⟨L|

شد: بیان زیر
U(θ) = {T− ⊗ |L⟩ ⟨L|+ T+ ⊗ |R⟩ ⟨R|} ◦ {I ⊗K(θ)} (۴٢ . ٧)

ان ی ر عمل م باشند. Hcدر پائول ماتریس های σx و σz و Hs در ان ی ر عمل Iآن در که
و . |ψ(t+ ١)⟩ = U(θ) |ψ(t)⟩ یعن م دهد. تغییر مختلف زمان گام های در را حالت ، U(θ)

م شود: بیان زیر به صورت موج تابع
|ψ(t)⟩ =

∞∑
k=−∞

[
ak(t)

bk(t)

]
|k⟩ (۴٢ . ٨)

معادله ی ان ی تحول است. شده فرض |L⟩ حالت دامنه bk(t) و |R⟩ حالت دامنه ak(t)که
شود: نوشته زیر به صورت م تواند قبل، مشابه ،۴٢ . ٣

|ak(t+ ١)⟩ = U(θ) |ak(t)⟩
|bk(t+ ١)⟩ = U(θ) |bk(t)⟩

K(θ) =

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)


⇒

(
cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ)

)(
ak(t)

bk(t)

)
=

(
cos(θ)ak(t) + sin(θ)bk(t)

sin(θ)ak(t)− cos(θ)bk(t)

)

داریم: م کنند اثر ه س قسمت روی فقط که ه، س رهای عمل اعمال با
|ψ(t+ ١)⟩ =

(
cos(θ)ak+١(t) + sin(θ)bk+١(t)
sin(θ)ak−١(t)− cos(θ)bk−١(t)

)
(۴٢ . ٩)



٣٣ چرخه روی بر کوانتوم شت ول دمای محاسبه ی
}بنابراین:

ak(t+ ١) = cos(θ)ak+١(t) + sin(θ)bk+١(t)
bk(t+ ١) = cos(θ)ak−١(t)− cos(θ)bk−١(t)

(۵٢ . ٠)

ه θ،س = π۴ م شود.( مشخص ه س پرتاب اساس بر که است پارامتری θ =
[٠, π٢] آن در که

م باشد). هادامارد
بسته حالت در ه شب بعد، ی در م پردازیم. اساس این بر چرخه معادلات بررس به حال
ه شب م باشد.اگر سایت آخرین به نزدی سایت اولین بنابراین م باشد حلقه ی به صورت
م آوریم به دست را چرخه برای ان ی تحول معادلات ما آنگاه دهیم، گسترش N-١ تا ٠ از را
bk(t)و ak(t) به دست آوردن برای است. شده داده [۴۵]نشان در چرخه روی بر هادامارد تحول

م آوریم: به دست را تحول معادلات آن با متناظر و م گیریم نظر در را زمان گام دو ،
ak(t+ ١)− ak(t− ١) = cos(θ)

[
ak+١(t)− ak−١(t)

]
,

bk(t+ ١)− bk(t− ١) = cos(θ)
[
bk+١(t)− bk−١(t)

] (۵٢ . ١)

م کنیم ملاحظه ، دوم تبدیل از پس که باشید داشته توجه م باشد. ٠ ≤ k ≤ N−١ آن در که
قرار ماتریس فرم در م توان را معادلات این م باشند. معادل ه س فضای مولفه ی دو هر که

داد:
A⃗(t+ ١)− A⃗(t− ١) =MA⃗(t),

B⃗(t+ ١)− B⃗(t− ١) =MB⃗(t),
(۵٢ . ٢)

آن: در که
A⃗(t) =

[
a٠(t), ..., aN−١(t)

]T
,

B⃗(t) =
[
b٠(t), ..., bN−١(t)

]T
,

: M ماتریس و

cos(θ)



٠ ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
−١ ٠ ١ ٠ ... ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ١ ... ٠ ٠ ٠
. . . . ... . . .

. . . . ... . . .

٠ ٠ ٠ ٠ ... −١ ٠ ١
١ ٠ ٠ ٠ ... ٠ −١ ٠


. (۵٢ . ٣)

داده نشان در[۴۶] که . N × N بعد با است چرخه ای مربع ماتریس ی M ترتیب، بدین
م باشند: زیر به صورت ترتیب، به ماتریس این ویژه بردار و ویژه مقادیر است. شده

λk = ٢i cos(θ) sin(٢πk
N )

,

υkl =
١√
N
exp(٢πikl

N )

(۵۴ . ٢)



کوانتوم شت ول در دما ٣۴
از l و k شاخص و م دهد. نشان را λkویژه مقدار به مربوط ویژه بردار از ام l عنصر υkl آن در که
ماتریس که حالت در کنیم، حل را ۵٢ . ٠ معادلات م خواهیم اکنون م کنند. تغییر N-١ تا ٠
و م کنیم، ضرب υklدر را معادلات٢ . ۵٠ طرف دو کار، این انجام برای م باشد. مورب M

م کنیم: تعریف زیر به صورت را cL,Rk (t)بردار
cLk (t) =

N−١∑
l=٠

υ∗klal(t)

cRk (t) =
N−١∑
l=٠

υ∗klbl(t)

(۵۵ . ٢)

زیر اساس معادله طبق بر cL,Rk (t)دامنه های بنابراین م باشد. υkl مختلط υ∗klمزدوج آن در که
م شوند: بیان

cL,Rk (t+ ١)− cL,Rk (t− ١) = λkc
L,R
k (t) (۵۶ . ٢)

زمان وابسته سپس اولیه، متوال زمان گام دو در شده ارزیابی دامنه های cL,Rk cL,Rkو(١) اگر(٠)
شود: م بیان زیر به صورت ۵۴ . ٢ معادله ی آنگاه باشند

cL,Rk (t) = αL,R
k eiΩkt + (−١)tβL,Rk e−iΩkt,

sin(Ωk) ≡ cos(θ) sin(
٢πk
N

) =
λk٢i ,

αL,R
k ≡

cL,Rk (١) + cL,Rk (٠)e−iΩk

٢ cos(Ωk)
,

βL,Rk ≡
cL,Rk (٠)e−iΩk − cL,Rk (١)

٢ cos(Ωk)
.

(۵٢ . ٧)

داریم: تعامد ویژگ ارگیری ب با
N−١∑
l=٠

υk′lυ
∗
kl = δkk′

م توانیم معکوس تبدیل بردن ار ب با ترتیب بدین م باشد. υkl ترانهاده ی مزدوج υ∗lk آن در که
داریم: ۵٢ . ٣ معادله ی از استفاده با بنابراین برگردیم اولیه متغیرهای به

ak(t) =
N−١∑
l=٠

υklc
L
l (t),

bk(t) =
N−١∑
l=٠

υklc
R
l (t)

(۵٢ . ٨)

چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما ۴ . ٢
ان م فضای و ه س فضای بین درهم تنیدگ ی ، کوانتوم شت ول ان ی تحول که م دانیم

ال چ ماتریس برای فن نویمن آنتروپی به وسیله ی تواند م درهم تنیدگ این کند. م ایجاد
بنابراین: م شود. تعریف درهم تنیدگ آنتروپی که شود[۴٧]. بیان کاهش یافته

S(t) = −tr [ρc(t) ln ρc(t)] (۵٢ . ٩)



٣۵ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
درآن: که

ρc(t) = trx(|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|) (۶٢ . ٠)
داریم: ۴۴ . ٢ بردن ار ب با م باشد. ان م روی بر جزئ ردگیری و

|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| =

(
ak(t)

bk(t)

)(
ak(t) bk(t)

)

=

(
|ak(t)|٢ ak(t)b

∗
k(t)

bk(t)a
∗
k(t) |bk(t)|٢

)

بنابراین:
ρc(t) =

(
pL(t) Q(t)

Q(t)∗ pR(t)

)
(۶٢ . ١)

م شوند: بیان زیر به صورت راست و چپ ه س احتمال که
pL(t) ≡

N−١∑
k=٠

|ak(t)|٢,

pR(t) ≡
N−١∑
k=٠

|bk(t)|٢,
(۶٢ . ٢)

همچنین و ،pR(t) + pL(t) = ١ با

Q(t) ≡
N−١∑
k=٠

ak(t)b
∗
k(t). (۶٢ . ٣)

م گیریم. نظر در
زمان که وقت pR(t) و pL(t) احتمال توزیع بسته، سیستم های ان ی تحول در که م دانیم
به احتمال زمان متوسط داد نشان م توان اما نیستند. را هم کند، میل بی نهایت سمت به

است. را هم زیر ل ش

p̄L(t) =
١
t

t−١∑
t′=٠

pL(t
′) (۶۴ . ٢)

نمونه گیری اساس مفهوم با متناظر تعریف این م آیند. به دست نیز Q̄(t) p̄R(t)و ترتیب همین به
[٠, t] فاصله ی در شده انتخاب تصادف زمان ی در سیستم اندازه گیری که زمان سیستم، ی

ال چ ماتریس میانگین بنابراین باشد. م احتمال توزیع میانگین دقیقا توزیع نتیجه ی باشد،
م شود: بیان زیر به صورت کاهش یافته

ρ̄c(t) ≡

(
p̄L(t) Q̄(t)

Q̄∗(t) p̄R(t)

)
(۶۵ . ٢)

: t→ ∞ که زمان آن حد و
ρ̄c(∞) ≡

(
ΠL Q٠
Q∗٠ ΠR

)
(۶۶ . ٢)



کوانتوم شت ول در دما ٣۶
به دست Q̄(t) و p̄R(t) و p̄L(t) از ترتیب به که حدی، احتمال توزیع Qو٠ ΠR و ΠL آن در که

داریم: بنابراین t→ ∞ که زمان م آیند،

ΠL =

N−١∑
k=٠

{∣∣αL
k

∣∣٢ +
∣∣βLK∣∣٢}, (۶٢ . ٧)

ΠR =
N−١∑
k=٠

{∣∣αR
k

∣∣٢ +
∣∣βRK∣∣٢}, (۶٢ . ٨)

Q٠ =

N−١∑
k=٠

{
αR∗
k αL

k + βRk β
L
k

}
. (۶٢ . ٩)

:۵٢ . ٧ روابط از استفاده با

ΠL =

N−١∑
k=٠

∣∣cLk (١)∣∣٢ +
∣∣cLk (٠)∣∣٢٢cos٢Ωk

+

N−١∑
k=٠

i sinΩk

[
cLk (١)cL∗k (٠)− cL∗k (١)cLk (٠)]٢cos٢Ωk

(٢ . ٧٠)

ΠR =

N−١∑
k=٠

∣∣cRk (١)∣∣٢ +
∣∣cRk (٠)∣∣٢٢cos٢Ωk

+

N−١∑
k=٠

i sinΩk

[
cRk (١)cR∗

k (٠)− cR∗
k (١)cRk (٠)]٢cos٢Ωk

(٢ . ٧١)

Q٠ =
N−١∑
k=٠

cLk (٠)cR∗
k (٠) + cLk (١)cR∗

k (١)
٢cos٢Ωk

+
N−١∑
k=٠

i sinΩk

[
cLk (١)cR∗

k (٠)− cL∗k (٠)cRk (١)]٢cos٢Ωk

(٢ . ٧٢)

کرد: بیان زیر به صورت م توان را ۶۵ . ٢ رابطه ی همچنین و م آیند. به دست

ρ̄c(t) = ρ̄c(∞) +
٢
t

(
ξ(t) ζ(t)

ζ∗(t) −ζ(t)

)
(٢ . ٧٣)

م شوند: بیان زیر به صورت که هستند t از توابع ζ(t) و ξ(t) آن در که

ξ(t) ≡
N−١∑
k=٠

Re
{
αL
k β

L∗
k Imk(t)

}
, (٧۴ . ٢)

ζ(t) ≡ ١
٢

N−١∑
k=٠

{
αL
k β

R∗
k Imk(t) + βLk α

R∗
k Im∗

k(t)
}
, (٧۵ . ٢)

Imk(t) =
١ − ei(٢Ωk+π)t

١ + e٢iΩk
(٧۶ . ٢)

ρ̄c(t) رایی هم که است آن نشاندهنده ی ٢ . ٧٣ رابطه ی باشد. م x حقیق قسمت Re {x} که
است. ١

t به صورت



٣٧ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
چرخه روی بر درهم تنیدگ دمای بر اولیه شرایط تاثیر ١ . ۴ . ٢

م کنیم. عمل بخش(٢.٢) همانند چرخه روی بر درهم تنیدگ دمای به دست آوردن برای
م باشد: زیر به صورت ρ̄c(t) ماتریس ویژه مقادیر

det(A− λI) = ٠
⇒ det

(
ΠL − λ Q٠
Q∗٠ ΠR − λ

)
= ٠

⇒ (ΠL − λ)(ΠR − λ)− |Q٢|٠ = ٠
ΠLΠR + λ٢ − λ(ΠL +ΠR)− |Q٢|٠ = ٠

Λ̄± =
١
٢
[
١ ±

√
١ − ۴(ΠLΠR − |Q٢|٠)

]
(٢ . ٧٧)

به صورت: را ویژه مقادیر م توان شد. گفته نیز (٢.٢) بخش در که همانطور
Λ̄± =

١
٢ ±√

χ (٢ . ٧٨)
روابط ارگیری ب با همچنین و م آید. به دست ٢ . ٢٠ رابطه ی طبق χ آن در که آورد. به دست

داریم: ،±E٠ انرژی سط با حالته دو هامیلتون ی و ٢۵ . ٢ و ٢۴ . ٢ و ٢ . ٢٣

Λ̄± =
e±βE٠

eβE٠ + e−βE٠ (٢ . ٧٩)
زیر به صورت درهم تنیدگ دمای ،٢ . ٧٨ و ٢ . ٧٧ روابط مقایسه با بنابراین .β = ١

T آن در که
م آید: به دست

T =
٢E٠

ln(
٢+١√χ

٢−١√χ
)

(٢ . ٨٠)

کنیم. تعیین را درهم تنیدگ دمای م توانیم χ به دست آوردن با بنایراین
دمای با آن تفاوت نشان دادن و چرخه N روی بر دما این تحلیل تجزیه و منظور به
اولیه ی شرایط با چرخه، N روی کوانتوم شت ول بی نهایت، در خط روی بر درهم تنیدگ
گیرد. انجام دلخواه ه س با مبدا، در ذره اولیه ی موقعیت یعن م گیریم. نظر در را موضع

]بنابراین:
ak(٠)
bk(٠)

]
= δk٠

[
cos(γ٢)

eiφ sin(γ٢)

]
, (٢ . ٨١)

م باشد. بعدی سه بلاخ کره ی در نقطه ی φ ∈
[٠,٢π] و γ ∈ [٠, π] آن در که

آورد: به دست زیر به صورت را حدی احتمال توزیع فوق روابط از استفاده با م توان حال
ΠL = ١ −ΠR, (٢ . ٨٢)



کوانتوم شت ول در دما ٣٨


ak(t) =
N−١∑
l=٠

υklc
L
l (t)

bk(t) =
N−١∑
l=٠

υklc
R
l (t)

⇒


N−١∑
l=٠

cLl (٠) =
N−١∑
l=٠

υ∗klak(٠)
N−١∑
l=٠

cRl (٠) =
N−١∑
l=٠

υ∗klbk(٠)
(٢ . ٨٣)

داریم: فوریه تبدیل از استفاده با و

f(k) =
∞∑

n=−∞
f(n)eink ⇒


cLk (١) =

N−١∑
l=٠

cLl (١)eilk
cLk (٠) =

N−١∑
l=٠

cLl (٠)eilk

,


cRk (١) =

N−١∑
l=٠

cRl (١)eilk
cRk (٠) =

N−١∑
l=٠

cRl (٠)eilk

(٨۴ . ٢)

م رسیم: بازگشت رابطه ی ی به ۵٢ . ٠ رابطه ی از استفاده با }بنابراین
ak(١) = ak+(٠)١ cos(θ) + bk+(٠)١ sin(θ)
bk(١) = ak−(٠)١ sin(θ)− bk−(٠)١ cos(θ) ⇒
N−١∑
l=٠

υklc
L
l (١) =

N−١∑
l=٠

υkl exp(
٢πil
N ) cos(θ)cLl (٠) +

N−١∑
l=٠

υkl exp(
٢πil
N ) sin(θ)cRl (٠)

N−١∑
l=٠

υklc
R
l (١) =

N−١∑
l=٠

υkl exp(
−٢πil
N ) sin(θ)cLl (٠)−

N−١∑
l=٠

υkl exp(
−٢πil
N ) cos(θ)cRl (٠)

}بنابراین:
ak(١) = ak+(٠)١ cos(θ) + bk+(٠)١ sin(θ)
bk(١) = ak−(٠)١ sin(θ)− bk−(٠)١ cos(θ) ⇒
N−١∑
l=٠

cLl (١) =
N−١∑
l=٠

exp(٢πil
N ) cos(θ)cLl (٠) +

N−١∑
l=٠

exp(٢πil
N ) sin(θ)cRl (٠)

N−١∑
l=٠

cRl (١) =
N−١∑
l=٠

exp(−٢πil
N ) sin(θ)cLl (٠)−

N−١∑
l=٠

exp(−٢πil
N ) cos(θ)cRl (٠)

(٨۵ . ٢)

آ.١): ضمیمه ی     در (توضیحات فوق روابط از استفاده با بنابراین

ΠR =

[ ١
٢ − ١

۴ sin(٢θ) sin(γ) cos(φ) − ١
٢cos٢(θ) cos(γ)

]
f(N, θ)

+

[ ١
۴ sin(٢θ) sin(γ) cos(φ) − cos٢(θ)sin٢(γ٢)

]
g(N, θ)

(٨۶ . ٢)

داریم: آ.٢) ضمیمه ی در (توضیحات ترتیب همین به و

Q٠ =
١
۴(sin(γ)eiφsin٢(θ) + ١

٢ sin(٢θ) cos(γ))h(N, θ)
+

١
۴(sin(γ)e−iφsin٢(θ) + ١

٢ sin(٢θ) cos(γ))f(N, θ)
(٢ . ٨٧)



٣٩ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
که: دهیم نشان م توانیم آن گاه ، θ = π۴ صورت به پرتابی ه س گرفتن نظر در با

f(N, θ) =


(٢√+١)N+(٢√−١)N
(٢√+١)N−(٢√−١)N

√٢ N = ٢K
(٢√+١)N٢ +(٢√−١)N٢
(٢√+١)N٢ −(٢√−١)N٢

√٢ N = ٢K + ١ (٢ . ٨٨)

داریم: ،N → ∞ که زمان این، بر علاوه م باشد. صحیح عدد K آن در که
f(N, θ) → ١

sin(θ)

رابطه ی به وسیله ی که هستند اولیه شرایط از تابع عنوان به دما تقریبی خطوط ثابت، θ برای
م شوند: تعیین زیر

χ = |Q٢|٠ +

(
Re(Q٠)
tan(θ)

)٢

: آ.٣) ضمیمه ی در (توضیحات فوق روابط از استفاده با ترتیب بدین
χ =

١
١۶ [h(N, θ)− f(N, θ)]٢sin٢(φ)sin٢(γ)sin۴(θ)

+
١

١۶ [h(N, θ) + f(N, θ)]٢(cos(φ) sin(γ) sin(θ) + cos(γ) cos(θ))٢
(٢ . ٨٩)

ایجاد تغییری کنیم تعویض ٢ . ٨٩ ی معادله در φ + π → φ و π − γ → γ همزمان ما اگر
ناپذیری تغییر این و م کنند، تعریف بلاخ کره ی روی بر اولیه ه س γ و φ زوایای نم شود.
نقطه هر که است معن بدان این دارد. تقارن مبدا به نسبت آن تقریبی رفتار که م دهد نشان

است: زیر ویژگ دارای بلاخ کره ی در
[X(φ+ π, π − γ), Y (φ+ π, π − γ), Z(φ+ π, π − γ)]

= − [X(φ, γ), Y (φ, γ), Z(φ, γ)] .
(٢ . ٩٠)

اولیه شرایط از تابع عنوان به را دمایی خطوط است کاف ، ویژگ این از استفاده با بنابراین،
یریم. ب نظر در γ = [٠, π] و φ ∈

[
−π٢ , π٢

] برای (٢ . ٨١)
داریم: ٢ . ٨٩ معادله ی در γ = π دادن قرار با

χ٠ ≡ [h(N, θ) + f(N, θ)]٢ cos
٢(θ)

١۶ (٢ . ٩١)
درهم تنیدگ دمای سپس م کند. تعیین را T٠ مقدار ،٢ . ٨٠ رابطه ی از استفاده با ،χ٠ مقدار این

دمای برای را دمایی خطوط ٢ . ۵منحن ل ش شود. بیان م تواند T٠ به نسبت سیستم
کوانتوم شت ول دو برای ، کوانتوم شت ول اولیه ی شرایط از تابع عنوان به درهم تنیدگ

م دهد. نشان را (راست) N = ١٠٠ و (چپ) N = ٣ با چرخه روی بر
ل ش از راست و چپ مجموعه م شوند. مشخص γ و χ٠ زوایای وسیله ی به اولیه حالت
نمودار ، نارنج (خطوط T ≻ T٠ دمای با متناظر ی م باشد، منطقه دو دهنده ی نشان
سبز خطوط م باشند. بالاتر) نمودار آبی، (خطوط T ≺ T٠ با متناظر ری دی و پایین تر)
دو هر در م باشد. γ = π در آنها اولیه شرایط که باشند م T = T٠ دمای با متناظر
دو تنها φ زاویه ی چرخش تقارن به توجه با م باشد. θ = π۴ با متناسب پرتابی ه ی س قسمت



کوانتوم شت ول در دما ۴٠

چرخه روی بر γ و θ حسب بر دما خطوط منحن :۵ . ٢ ل ش

نشان دمایی خط شش گرم منطقه ی برای گرم. ی و سرد ی م شود: مشخص منطقه
T
T٠ = ۶٫۵,٣٫٢,٢٫٢, ١٫۶, ١٫٣, ١٫٠۶ به ترتیب خارج به داخل از آن ها دمای که است شده داده
T
T٠ = خارج به داخل از ترتیب به که شده مشخص دمایی خط پن سرد نواح در م باشد.

م باشد. ٠٫٩, ٠٫٨, ٠٫٧, ٠٫۶٨, ٠٫۶۶
در این م باشد. ضعیف بسیار چرخه N اندازه ی به وابستگ که است مشخص ل ش این از
N با رایی هم به سرعت به ؟؟ معادله ی در f(N, θ) و h(N, θ) که است این برای حقیقت

است. شده داده نشان [۴٩] در کوانتوم شت ول تقریبی رفتار N → ∞ در م رسند.

درهم تنیدگ گذار دمای ٢ . ۴ . ٢
ی به زمان گذشت با کوانتوم شت های ول کاهش یافته ی ال چ ماتریس که آن جایی از

ثابت مقدار به نیز درهم تنیدگ دمای و ه س فضای بین درهم تنیدگ لذا م کند میل پایا حالت
به درهم تنیدگ دمای تا شود سپری باید که است زمان حداقل گذار زمان کرد. خواهد میل
دمای مفهوم که داریم اجازه ما صورت این در شود. نزدی خود نهایی مقدار به کاف مقدار
م کنیم. بررس چرخه N برای را دمایی گذار رفتار ما اینجا در کنیم. معرف را درهم تنیدگ
ویژه مقادیر میان سان ی ارتباط بردن ار ب با زمان، از تابع عنوان به دما رفتار کردن توصیف با
دمای ،t زمان در حالته دو هامیلتون ی در انرژی ویژه مقادیر و کاهش یافته ال چ ماتریس



۴١ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
کرد: بیان م توان زیر به صورت را درهم تنیدگ گذار

T (t) =
E٠

ln
[
Λ̄+(t)
Λ̄−(t)

] (٢ . ٩٢)

Λ+(t) ≻ Λ−(t) م کنیم فرض اینجا در که م باشند. ρ̄c(t) ماتریس ویژه مقادیر Λ̄±(t) آن در که
باشد.

م دهد. نشان را زمان از تابع عنوان به درهم تنیدگ دمای برای منحن سه ،۶ . ٢ ل ش

زمان از تابع عنوان به درهم تنیدگ دمای :۶ . ٢ ل ش
T
T٠ = ٠٫٨, ١, ١٫١ دما بالا به پایین از است. شده اندازه گیری θ = π۴ و N = ٣ گام تعداد در که
شدت به دما که م دهد نشان ل ش این م باشد. ۵٢ . ٠ معادله ی براساس محاسبات م باشد.
رایی هم با را شدن گرمایی فرایند این ما اکنون م کند. میل حدی مقدار ی به t ∼ ١٠٠ در

م شود: تعریف زیر به صورت ال چ ماتریس آمیختگ زمان م کنیم. مرتبط ال چ توزیع
τε(N) = min

{
t̃
∣∣ ∀t ≥ t̃, ∥ρ̄c(t)− ρ̄c(∞)∥ ≤ ε

}
, (٢ . ٩٣)

م کنیم: تعریف فوق رابطه ی کردن بهنجار برای م باشد. دلخواه کوچ مثبت عدد ی ε که
∥ρ̄c(t١)− ρ̄c(t٢)∥ ≡

∣∣Λ̄+(t١)− Λ̄+(t٢)
∣∣ (٩۴ . ٢)

نرمال حدی تا تعریف ی با تعریف این که م دهد نشان که . است راست سر رابطه ی ی که
این، بر علاوه م شود. را هم ρ̄c(∞) با متناظر ρ̄c(t) ال چ ماتریس عنصر است. شده مواجه
م باشد. Λ̄+(t١) = Λ̄+(t٢) ⇔ t١ = t٢ ،٠ اندازه گیری با اولیه شرایط از مجموعه ای از غیر به
٩۴ . ٢ رابطه ی بنابراین م باشد. گسسته صورت به زمان تحول نتایج که م دهد نشان این
شود. بیان ٢ . ٩٣ رابطه ی در آمیختگ زمان برای درست بهنجارش ی عنوان به م تواند

داریم: ما قبل از استفاده با بنابراین
Λ̄±(t) =

١
٢
{

١ ±
√

١ − ۴ [p̄L(t)p̄R(t)− ∣∣Q̄(t)
∣∣٢]} (٩۵ . ٢)



کوانتوم شت ول در دما ۴٢
داریم: ٢ . ٩٢ رابطه ی از استفاده با و

tanh(β(t)E٠) =
√

١ − ۴(P̄L(t)P̄R(t)− |Q٢|٠) (٩۶ . ٢)
م باشد. β(t) = ١

T (t) آن در که

Λ̄+(t)− Λ̄+(∞) =
١
٢ {tanh [β(t)E٠]− tanh [β(∞)E٠]} . (٢ . ٩٧)

بنابراین: م گیریم. نظر در t تا ٠ از را ∆β م دهیم. قرار ∆β = β(t)− β(∞) که
Λ̄+(t)− Λ̄+(∞) =

E٠
c
∆β +O(∆β٢) (٢ . ٩٨)

که
c = ٢cosh٢ [β(∞)E٠] (٢ . ٩٩)

فیزی حالت ی که است زمان حداقل که را ترمودینامی شدن گرمایی زمان اکنون ما اگر
کنیم: بیان زیر به صورت را رسد، م گرمایی تعادل ی به متقابل تعامل طریق از

τ̄ε(N) ≡ min
{
t̃
∣∣ ∀t ≥ t̃, E٠ |β(t)− β(∞)| ≤ ε

} (٢ . ١٠٠)
م شوند: مرتبط هم به زیر به صورت شدن گرمایی زمان و آمیختگ زمان که م کنیم مشاهده

τ(N) ≃ τ̄cε(N) (٢ . ١٠١)
cε با را ε م توان م شود، تعریف ٢ . ١٠٠ معادله ی به وسیله ی τ̄cε(N) که بزرگ، tهای برای
را آمیختگ زمان ٢ . ٧ ل ش م باشد. N و ε و هر با متناسب آمیختگ زمان کرد. زین جای

م دهد. نشان ε چندین برای N از تابع عنوان به

N از تابع عنوان به چرخه روی بر اختلال زمان :٢ . ٧ ل ش



۴٣ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
برای τε حال، این با نم باشد. وابسته N به بزرگ، Nهای برای τε که باشید داشته توجه
، N از مستقل τε باشد، کوچ خیل ε که وقت و م باشد، وابسته N به کوچ Nهای
Nهای برای τε = O(١

ε ) که م دهد نشان ٢ . ٧ ل ش براین، علاوه م باشد. بزرگ Nهای برای
دهنده ی نشان که م باشد، ٢ . ٧٣ معادله ی از مستقیم نتیجه ی رفتار این م باشد. بزرگ

م آوریم: به دست نتیجه این بردن ار ب با م باشد. ∥ρ̄c(t)− ρ̄c(∞)∥ ∼ ١
t

τε ≃
τ̄ε
c

(٢ . ١٠٢)
این و دارد، وجود شدن گرمایی زمان و آمیختگ زمان میان خط رابطه ی ی بنابراین
م باشد، ثابت ε که حال در باشد بزرگ خیل N که وقت سیستم ی اندازه به وابسته کمیت
از کوچ مقادیر برای که م کنیم مشاهده ٢ . ٩٩ معادله ی در شده داده c عبارت نیست.

م باشد. گرمایی زمان از کوچ تابع ی آمیختگ زمان متعادل، درهم تنیدگ دمای

چرخه روی بر کوانتوم شت ول مارکوف نسخه ی ٣ . ۴ . ٢
م شوند: بیان زیر صورت به PR و PL که م دانیم قبل ]از

PL(t+ ١)
PR(t+ ١)

]
=

(
cos٢(θ) sin٢(θ)
sin٢(θ) cos٢(θ)

)[
PL(t)

PR(t)

]

+Re [Q(t)] sin(٢θ)
[ ١

−١
] (٢ . ١٠٣)

معتبر چرخه روی بر کوانتوم شت ول و خط روی بر کوانتوم شت ول دو هر برای معادله این
Q(t)نداشته که وقت م باشد. تداخل Q(t)عامل آن در که است مشخص همچنین و م باشد،
بنابراین، شوند. تعریف کلاسی مارکوف فرایند عنوان به تواند م [PL(t), PR(t)] رفتار باشیم

م شود: داده زیر معادله ی به وسیله ی چرخه روی بر کوانتوم شت ول ، کلاسی ]مشابه
PmL(t+ ١)
PmR(t+ ١)

]
=

(
cos٢(θ) sin٢(θ)
sin٢(θ) cos٢(θ)

)[
PmL(t)

PmR(t)

]
(١٠۴ . ٢)

توجه با م باشد. توزیع این در بودن مارکوف کننده ی مشخص عنوان به m اضاف شاخص که
اینکه: ]به

pmL(t+ ١)
pmR(t+ ١)

]
= U

[
pmL(t)

pmR(t)

]
(١٠۵ . ٢)

داریم: ١٠۴ . ٢ رابطه ی به توجه با نتیجه در م باشد
U =

(
cos٢(θ) sin٢(θ)
sin٢(θ) cos٢(θ)

)
(١٠۶ . ٢)

قبل فصل در که ،٢ . ٨١ رابطه ی طبق قبل، مشابه
[
pmL(t)

pmR(t)

]
به دست آوردن برای بنابراین

توان به سپس و کرده محاسبه را ،U ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر باید ابتدا شد، بیان
برسانیم. t



کوانتوم شت ول در دما ۴۴
داریم: ویژه بردارها و ویژه مقادیر به دست آوردن برای

det(U − λI) = ٠
⇒ (cos٢(θ)− λ)٢ − sin۴(θ) = ٠ ⇒

{
λ١ = ١

λ٢ = ١ − ٢sin٢(θ)

, U

(
α

β

)
= λ

(
α

β

)

λ=١−−→

{
αcos٢(θ) + βsin٢(θ)− α = ٠
βcos٢(θ) + αsin٢(θ)− β = ٠ → α = β

, |α|٢ + |β|٢ = ١
→ α =

٢√١ , β =
٢√١

λ=٢−١sin٢(θ)−−−−−−−−→

{
αcos٢(θ) + βsin٢(θ)− (١ − ٢sin٢(θ))α = ٠
βcos٢(θ) + αsin٢(θ)− (١ − ٢sin٢(θ))β = ٠ → α = −β

, |α|٢ + |β|٢ = ١
→ α =

٢√١ , β = − ٢√١
درنتیجه:

U t = (١)t
 ٢√٢١√١

( ٢√١
٢√١
)
+ (١ − ٢sin٢(θ))t

 ٢√١
− ٢√١

( ٢√١ − ٢√١
)

=
١
٢
( ١ + cost(٢θ) ١ − cost(٢θ)

١ − cost(٢θ) ١ + cost(٢θ)
)

و: ]م باشد.
pmL(t)

pmR(t)

]
= U t

[
pmL(٠)
pmR(٠)

]

=
١
٢
( ١ + cost(٢θ) ١ − cost(٢θ)

١ − cost(٢θ) ١ + cost(٢θ)
)[

pmL(٠)
pmR(٠)

] (٢ . ١٠٧)

است. مستقل اولیه شرایط از آن حدی رفتار که
lim
t→∞

PmL(t) =
١٢ ,

lim
t→∞

PmR(t) =
١٢ .

(٢ . ١٠٨)

مشابه م توانیم آن گاه است، برقرار ه س فضای و ان م فضای میان تعادل که کنیم فرض اگر
روی از دما این شد بیان قبلا که همانطور کنیم. تعریف زمان به وابسته گذار دمای قبل
نوع به توجه با ویژه مقادیر این که م آید. به دست کاهش یافته ال چ ماتریس ویژه مقادیر



۴۵ چرخه روی بر درهم تنیدگ و دما
گرفته ایم. نظر در کانونی آنسامبل ما اینجا در م شوند مشخص م کنیم انتخاب که آنسامبل

: به صورت مورد این در کاهش یافته ال چ ماتریس ترتیب بدین

ρmc(t) =

(
PmL(t) ٠

٠ PmR(t)

)
(٢ . ١٠٩)

داریم: مارکوف فرایند این برای بنابراین م باشد.
PmL(t) ≡ eβmE٠

eβmE٠+e−βmE٠ ,
PmR(t) ≡ e−βmE٠

eβmE٠+e−βmE٠ .
(٢ . ١١٠)

درنتیجه:
βm(t) =

١
٢E٠ ln

{١ + cost(٢θ) [PmL(٠)− PmR(٠)]١ − cost(٢θ) [PmL(٠)− PmR(٠)]
}

(٢ . ١١١)
شرایط از مستقل و بی نهایت، دما بزرگ tهای از تقریبی حد در که م دهد نشان بالا معادله ی

داریم: ٢ . ١٠٠ بردن ار ب با م باشد. راست و چپ میان شده توزیع ه س و اولیه،
τ̃ε(N) ≈ ln ε− ln |PmL(٠)− PmR(٠)|

ln
∣∣cos(٢θ)∣∣ (٢ . ١١٢)

نیست N به وابسته τ̃ε(N) ، کوانتوم موارد با متفاوت که، م کنیم یادآوری . کوچ ε برای
شت ول و چرخه روی بر کوانتوم شت ول دو هر برای این و ، کوچ Nهای برای حت
،١٠۴ . ٢ معادله ی طبق بر که م کنیم یادآوری همچنین و است. معتبر خط روی بر کوانتوم
با متناظر که θ = π۴ برای مورد، این در بنابراین م باشند. ثابت PL,R(t) احتمال θ = ٠ برای
PL,R(t) احتمال θ = π٢ برای م رود. بین از شدن گرمایی زمان م باشد، هادامارد شت ول
زمان θ ر دی مقادیر برای نم رسد. گرمایی حالت به سیستم بنابراین بود، نخواهند را هم

م باشد. τ̃ε(N) = O(ln ١
ε ) صورت به شدن گرمایی





٣ فصل
گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین

تغییرات تاثیر ،U(٢) ل ش به ه س ر عمل حالت کل ترین گرفتن نظر در با ابتدا، در فصل این در
م کنیم. بررس را مختلف حالات برای درهم تنیدگ دمای روی بر ه س ر عمل

ماتریس به دست آورد ن برای مشخصه ماتریس روش ٣ . ١
کاهش یافته ال چ

م توان را کوانتوم شت ول از گام ی تحول ر عمل شد اشاره قبل فصل در که همانطور
داد: نشان زیر به صورت

U = S(UC ⊗ I) (٣ . ١)

م تواند کوانتوم شت ول در ه س ر عمل که آن جایی از م باشد. ان ی ماتریس ،Uc آن در که
باشد: زیر ل ش به U(٢) ان ی ماتریس ه س ر عمل که حالت برای باشد، ان ی ر عمل هر

UC = Uθ,α,β =

(
eiα cos(θ) eiβ sin(θ)

e−iβ sin(θ) −e−iα cos(θ)

)
(٣ . ٢)



گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین ۴٨
روی از م توان را کوانتوم شت ول حدی کاهش یافته ال چ ماتریس که است شده مشخص

آورد.[۴٧]: به دست م باشد، زیر به صورت که ثابت ماتریس

C =
١
٢


٢ − sin(θ) f∗ f∗ g∗

f sin(θ) sin(θ) −f∗

f sin(θ) sin(θ) −f∗

g −f −f ٢ − sin(θ)

 (٣ . ٣)

آن: در که
f = tan(θ)(١ − sin(θ))ei(α−β),

g =
sin(θ)(sin(θ)− ١)

sin(θ) + ١ e٢i(α−β)
(۴ . ٣)

داریم: ال چ ماتریس به دست آوردن برای م باشند.
ρc = tr١(p٠ ⊗ IC) = tr٢(I⊗ p٠C) (۵ . ٣)

خواهیم استفاده Cماتریس از ما بنابراین م کند مشخص را اولیه حالت p٠ = |ψ٠⟩ ⟨ψ٠| آن در که
. [۴٩] آورد. خواهیم به دست U(٢) حالت هر برای را حدی ال چ ماتریس و کرد

متفاوت ه س ر عمل از استفاده با دما محاسبه ی ٣ . ٢
دمای ،٣ . ٢ رابطه ی ،در U(٢) ماتریس پارامترهای تغییر با بدانیم م خواهیم قسمت این در
اولیه حالت های از مختلف مدل سه ما م کند. تغییری چه مختلف حالات برای درهم تنیدگ

گرفته ایم. نظر در را
اول: حالت در

|ψ٠⟩ =
( ١

٠
)

⇒ P٠ =

( ١ ٠
٠ ٠

)
(۶ . ٣)

بنابراین:

p٠ ⊗ I =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 , (٣ . ٧)

داریم: ٣ . ٣ رابطه ی از C ماتریس بردن ار ب با و
p٠ ⊗ IC =

[[
١ − ١

٢ sin(θ) ,−e
−i(α−β) sin(θ)(sin(θ)− ١)

٢ cos(θ)
,−e

−i(α−β) sin(θ)(sin(θ)− ١)
٢ cos(θ)

,

−e
−٢i(α−β) sin(θ)(sin(θ)− ٢(١

٢cos٢(θ)
]
,

[
−e

−i(α−β) sin(θ)(sin(θ)− ١)
٢ cos(θ)

,
١
٢ sin(θ),

١
٢ sin(θ),

e−i(α−β) sin(θ)(sin(θ)− ١)
٢ cos(θ)

]
, [٠, ٠, ٠, ٠] , [٠, ٠, ٠, ٠]

]



۴٩ متفاوت ه س ر عمل از استفاده با دما محاسبه ی
داریم: ال چ ماتریس برای ،۵ . ٣ رابطه ی طبق بر نتیجه در

ρc =


١ − ١

٢ sin(θ)
١
٢
e−i(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١)

cos(θ)

١
٢
ei(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١)

cos(θ)
١ − ١

٢ sin(θ)

 (٣ . ٨)

داریم: فوق ماتریس ویژه مقادیر آوردن به دست برای
det |ρc − λI| = ٠
⇒ ١

٢
sin(θ) + ٢ sin(θ)λ٢ − ٢λ+ ٢λ٢ − ٢ sin(θ)λ

١ + sin(θ)
= ٠

نتیجه: در

⇒


λ١ =

١
٢

١ + sin(θ) +

√
١ − sin٢(θ)

١ + sin(θ)

λ٢ =
١
٢

١ + sin(θ)−
√

١ − sin٢(θ)
١ + sin(θ)

(٣ . ٩)

صورت: به درهم تنیدگ آنتروپی و
S(ρ) = −λ١ log λ١ − λ٢ log λ٢

= − ١
٢
(١ + sin(θ) +

√
١ − sin٢(θ)) ln( ١٢(

١+sin(θ)+
√١−sin٢(θ)١+sin(θ)

))

(١ + sin(θ)) ln٢


− ١
٢
(١ + sin(θ)−

√
١ − sin٢(θ)) ln( ١٢(

١+sin(θ)−
√١−sin٢(θ)١+sin(θ)

))

(١ + sin(θ)) ln٢


آن در که . م دهد نشان حالت این برای را آنتروپی تغییرات منحن ل٣ . ١ ش م باشد.
داریم: ٢ . ٧٨ رابطه ی از استفاده با سپس گرفته ایم. نظر در θ = [٠, π]

٢√χ = λ+ − λ−

⇒ χ =

(
١٢
√١−sin٢(θ)١+sin(θ)

)٢
= ١۴(

١−sin٢(θ)
(١+sin٢(θ))٢ )

(٣ . ١٠)

با: برابراست ٢ . ٨٠ رابطه ی از استفاده با درهم تنیدگ دمای نهایت در و
T =

٢ε
ln(

٢+١√χ

٢−١√χ
)
=

٢ε
ln(

١+sin(θ)+
√١−sin٢(θ)

١+sin(θ)−
√١−sin٢(θ))

=
٢ε

ln(٢
√

١ − sin٢(θ))

(٣ . ١١)

این در م باشد. نقطه چین ٣ . ۴،منحن ل ش مطابق حالت این برای دمایی خطوط منحن
βبستگ و α به و دارد بستگ θ پارامتر به فقط درهم تنیدگ دمای که است مشخص حالت



گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین ۵٠

حالت٣ . ۶ برای آنتروپی تغییرات منحن :٣ . ١ ل ش

در صفر کمینه دمای طرف از م افتد. اتفاق θ = π٢ در (بی نهایت) بیشینه دمای و ندارد.
م افتد. ,٠اتفاق π
دوم: حالت در

|ψ٠⟩ = ٢√١
[ ١
I

]
⇒ p٠ =

١
٢
[ ١ I

I −١
]

(٣ . ١٢)

صورت: به ال چ ماتریس قبل، حالت مشابه نتیجه در و
ρc = tr١(p٠ ⊗ IC)

=

 ١٢ − I sin(θ)٢(١+sin(θ))
I sin(θ)٢(١+sin(θ))

١٢

 (٣ . ١٣)

م کنیم: عمل قبل مشابه نیز فوق ماتریس ویژه مقادیر به دست آوردن برای م آید. به دست
det(ρc − λI) = ٠
⇒ −−٢ sin(θ) + ٢ sin(θ)cos٢(θ) + ٢ − ٣cos٢(θ) + ۴λcos۴(θ)− ۴λ٢cos۴(θ)

۴cos۴(θ) = ٠



۵١ متفاوت ه س ر عمل از استفاده با دما محاسبه ی
نتیجه: در

λ١ =
١

١)٢ + sin(θ))

λ٢ =
٢ sin(θ) + ١

٢(sin(θ) + ١)
(١۴ . ٣)

صورت: به درهم تنیدگ آنتروپی بنابراین م باشند.
S(ρ) = − ١

٢(sin(θ) + ١) ln٢(ln(
١

٢(sin(θ) + ١)))
− (٢ sin(θ) + ١)

٢(sin(θ) + ١) ln٢(ln(
٢ sin(θ) + ١

٢(sin(θ) + ١)))
(١۵ . ٣)

و است. شده داده نشان ل٣ . ٢ ش در حالت این برای آنتروپی تغییرات نمودار م آید. به دست

حالت٣ . ١٢ برای آنتروپی تغییرات منحن :٣ . ٢ ل ش
داریم: ١۴ . ٣ رابطه ی از استفاده با همچنین

χ =

(
λ١ − λ٢٢

)٢

=
١
۴(− sin(θ)

١ + sin(θ)
)٢

(١۶ . ٣)

به صورت: درهم تنیدگ دمای بنابراین
T =

٢ε
ln(

١+(− sin(θ)١+sin(θ)
)

١−(− sin(θ)١+sin(θ)
)
)

=
٢ε

ln( ٢+١١ sin(θ)
)

(٣ . ١٧)



گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین ۵٢
خط چین). کرده ایم.(منحن رسم ٣ . ١٧ رابطه ی از استفاده با را دما ۴ . ٣ ل ش م باشد.در
α, β به و هستند وابسته θ به فقط ویژه مقادیر نیز حالت این در م کنیم مشاهده که همانطور
θ تمام ازای به کل حالت در سیستم یعن نم رسد صفر به هرگز دما کمینه و ندارند. بستگ

داریم. را دما بیشینه ی θ = ٠, π در و بود. خواهد قبل حالت از گرم تر ها
داریم: سوم حالت در نهایت در و

|ψ٠⟩ =
[

cos(π۶ )
sin(π۶ )

]
⇒ p٠ =

[ ٣۴
√٣۴√٣۴ ١۴

]
(٣ . ١٨)

: ال چ ماتریس بنابراین

ρc =

[[۶ cos(θ)− ٣ sin(θ) cos(θ) +
√٣ei(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١)

٨ cos(θ)

+
sin(θ) cos(θ) +

√٣e−i(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١)
٨ cos(θ)

,

√٣ sin(θ) cos(θ) + ٣e−i(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١)
٨ cos(θ)

−e
−i(α−β)(sin(θ) cos(θ) +

√٣e−i(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١))
١)٨ + sin(θ))

]
,[

−e
i(α−β)(−٣ sin(θ) cos(θ) +

√٣ei(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١))
١)٨ + sin(θ))

− ei(α−β)(−
√٣ sin(θ) cos(θ) + ei(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١))

١)٨ + sin(θ))
,

− (−٣ sin(θ) cos(θ) +
√٣ei(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١))

٨ cos(θ)

−−٢ cos(θ) + sin(θ) cos(θ) +
√٣e−i(α−β)(sin(θ) + cos٢(θ)− ١))
٨ cos(θ)

]]

: به صورت ویژه مقادیر قبل مشابه و

λ١ =

١٢ sin(θ) + ١٢ + ١۴
√

٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١ + sin(θ)

λ٢ =

١٢ sin(θ) + ١٢ − ١۴
√

٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١ + sin(θ)

(٣ . ١٩)

در دما، نتیجه در و کاهش یافته ال چ ماتریس که م دهد نشان ویژه مقادیر این م باشد.
فازها تک تک به و دارد بستگ آن ها بین نسبی فاز به یعن دارد، بستگ α− β به سوم حالت



۵٣ متفاوت ه س ر عمل از استفاده با دما محاسبه ی
: درهم تنیدگ آنتروپی همچنین و نیست. وابسته

S(ρ) = −
sin(θ) + ١ + ١٢

√
٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١)٢ + sin(θ)) ln٢
ln(

sin(θ) + ١ + ١٢
√

٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١)٢ + sin(θ))
)

−
sin(θ) + ١ − ١٢

√
٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١)٢ + sin(θ)) ln٢
ln(

sin(θ) + ١ + ١٢
√

٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

١)٢ + sin(θ))
)

(٣ . ٢٠)

شده داده نشان ل٣ . ٣ ش در حالت این در درهم تنیدگ آنتروپی بعدی سه نمودار که م باشد.
،٢ . ٢٠ رابطه ی از استفاده با ابتدا قبل، مشابه درهم تنیدگ دمای آوردن به دست برای است.

حالت٣ . ١٨ برای آنتروپی تغییرات بعدی سه منحن :٣ . ٣ ل ش
داریم:

χ =
١

١۶(
٢sin٢(θ) + ١ + ٣√٢ cos(θ) sin(θ) cos(α− β)

(١ + sin(θ))
٢ ) (٣ . ٢١)

سپس:
T =

٢ε
ln(

٢+٢ sin(θ)+
√٢sin٢(θ)+٣√٢+١ cos(θ) sin(θ) cos(α−β)

٢+٢ sin(θ)−
√٢sin٢(θ)+٣√٢+١ cos(θ) sin(θ) cos(α−β)

)
(٣ . ٢٢)



گذار دمای و درهم تنیدگ دمای تعیین ۵۴
ما قبل، حالت دو با مقایسه برای ،۴ . ٣ ل ش در سوم حالت نمودار رسم برای م آید. به دست
نیز حالت این در خط         صاف). م کنیم.(منحن رسم را نمودار و م دهیم، قرار α = ٠, β = ٠

م افتد. اتفاق θ ≃ ٧π٨ در دما بیشینه و نم رسد صفر به گز هر دما کمینه قبل حالت مانند
سوم حالت برای را درهم تنیدگ دمای تغییرات بعدی سه نمودار چپ، ٣ . ۵،سمت ل درش
نقاط از برخ در م کنیم مشاهده که همانطور داده ایم. قرار β = ٠ آن در که م دهد. نشان
مناطق برخ در و م کنیم مشاهده را (بی نهایت) دما بیشینه ما ، α, θ تغییرات نوع به بسته

م باشد. نواخت ی تقریبا دما

حالت نقطه چین،برای منحن اولیه٣ . ۶ حالت برای ، درهم تنیدگ دمای :۴ . ٣ ل ش
خط    صاف ٣ . ١٨منحن اولیه حالت خط چین،و ٣ . ١٢منحن اولیه

هم به بسیار بالا دمای با نقاط حوال در ثابت دمای منحن های راست، سمت ل٣ . ۵، ش در
این م باشد. نواخت ی تقریبا دما و هم از دور خطوط دورتر نقاط در که حال در هستند نزدی
همانطور م یابد. افزایش زیادی بسیار شیب با مشخص نقاط در دما که م دهد نشان نمودار
نقاط بقیه در ول تکین)، م یابد(نقاط افزایش سریع خاص نقاط در دما م شود مشاهده که

است. نواخت ی تقریبا و دارد پایین بسیار خیز و افت دما
ال چ ماتریس ،U(٢) ان ی ماتریس ل ش کل ترین گرفتن نظر در با فصل این در بنابراین

این ویژه مقادیر از استفاده با سپس و کردیم محاسبه مختلف اولیه شرایط برای را کاهش یافته
حالت هایی در که کردیم ملاحظه دما محاسبه با و کردیم محاسبه را دما کاهش یافته، ماتریس
به که حالات تمام مورد در امر (این است θوابسته به فقط درهم تنیدگ دمای ٣ . ١٢ حالت مثل
مساوی برهم نه که حالات برای درهم تنیدگ دمای است). صادق نیز نیستند برهم نه ل ش

٠|)٢√١⟩+ eiφ |١⟩) ، کل حالت در که شد مشخص و گرفت قرار بررس مورد هستند |٠⟩ , |١⟩ از
مورد برای درهم تنیدگ دمای ندارد. بستگ (φ) ها آن نسبی فاز به درهم تنیدگ دمای نیز
آن برای دما کمینه و بیشینه نقاط و گرفت قرار بررس مورد ٣ . ١٢ حالت برای را φ = π٢ خاص

گردید. مشخص
نیست اولیه حالات از مساوی برهم نه که حالات در گردید مشخص کل حالت در همچنین



۵۵ موبیوس کوانتوم شت ول در گذار دمای عددی بررس

راست سمت ،نمودار α, θ برحسب درهم تنیدگ دمای چپ سمت نمودار :۵ . ٣ ل ش
اولیه٣ . ١٨ حالت برای . α, θ تغییرات ازای به ثابت دمای خطوط

(
cos(γ)

eiφ sin(γ)

)
یعن حالت کل ترین برای را کار این ما دارد. بستگ α−β به درهم تنیدگ دمای

بستگ α− β به نیز درهم تنیدگ دمای هم حالات این داد نشان ما محاسبات و دادیم انجام
دمای منحن های کردن مشخص با آن بر علاوه دارد. بستگ دو این نسبی فاز به یعن دارد
تغییر شدت نقاط این در و است بیشینه نقاط در درهم تنیدگ دمای که شد مشخص ثابت
دما ناحیه این از خارج در ول است نزدی بسیار هم به دما خطوط و است زیاد بسیار دما

ل٣ . ٢ ش است. نواخت ی تقریبا

موبیوس کوانتوم شت ول در گذار دمای عددی بررس ٣ . ٣
در سرعت به شدند، معرف بار اولین برای که پیش دهه دو به قریب از کوانتوم شت های ول
شت های ول از مختلف انواع گرفتند. قرار توجه مورد کوانتوم محاسبات و اطلاعات حوزه
شت ول انواع سایر با و کلاسی شت های ول با آن ها تفاوت های و شده معرف کوانتوم
است، شده معرف اخیرا که کوانتوم شت ول انواع از ی گرفت. قرار بررس مورد کوانتوم

کوانتوم شت های ول روی بهینه سازی نوع واق در که است موبیوس کوانتوم شت ول
در بهبود موجب کوانتوم شت ول از مدل این که است شده داده نشان است. چرخه روی
به نسبت حدی توزیع جمله از ، کوانتوم شت های ول در بررس قابل پارامترهای از بعض

درهم تنیدگ گذار دمای که داریم نظر در بخش این در م شود. چرخه روی کوانتوم شت ول
کوانتوم شت ول درهم تنیدگ گذار دمای با و کرده بررس را موبیوس کوانتوم شت ول در

کرد. خواهیم مقایسه چرخه روی
از گرفته اند. قرار بررس مورد چرخه روی کوانتوم شت ول برای حدی پارامترهای برخ

مشخص مقدار به چرخه روی کوانتوم شت ول در احتمال توزیع که است شده مشخص جمله
که است شده مشخص و گرفته قرار بررس مورد توزیع این زمان میانگین اما میل نم کند،
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روی کوانتوم شت ول برای که حدی پارامترهای ر دی از م کند. میل مشخص ل ش به
احتمال، توزیع همانند است. کاهش یافته ال چ ماتریس گرفته اند، قرار بررس مورد چرخه
را هم مشخص مقداری به آن زمان میانگین اما نم کند میل مشخص مقدار به نیز کمیت این
کاهش یافته ال چ ماتریس از استفاده با .[۴٧] دارد بستگ شت ول اولیه حالت به که م شود
قرار مطالعه مورد را گذار دمای و درهم تنیدگ دمای ، درهم تنیدگ چون کمیت هایی م توان

داد.

کوانتوم شت ول در درهم تنیدگ دمای توزیع نمودار ۴ . ٣
چرخه روی

ماتریس به ρ̄c یافته کاهش ال چ ماتریس زمان متوسط چرخه، روی کوانتوم شت ول در
م کند میل مشخص

ρ̄c = lim
T→∞

١
T

T−١∑
t=٠

Trx (ρ (t)) (٣ . ٢٣)

است شده داده نشان است[۵٠]. ان م فضای روی ردگیری Trx و گام ها تعداد t آن در که
م کند، میل حدی مقدار ی به چرخه رو کوانتوم شت ول برای درهم تنیدگ دمای که

صورت: به درهم تنیدگ گذار دمای شد بیان قبل فصل در که همانطور ل٣ . ۶. ش

حالت و اه جای ١٠ با چرخه روی کوانتوم شت ول برای درهم تنیدگ دمای :۶ . ٣ ل ش
٢√١ (|٠⟩+ i |١⟩) اولیه

T (t) =
E٠

ln
[
Λ̄+(t)
Λ̄−(t)

] (٢۴ . ٣)

م باشند. ρ̄c(t) ماتریس مقادیر ویژه Λ̄±(t) آن در که م شود. تعریف



۵٧ موبیوس کوانتوم شت ول

موبیوس کوانتوم شت ول ۵ . ٣
دوبعدی، هیلبرت فضای ی صورت به بیشتر آزادی درجه ی موبیوس کوانتوم شت ول
ترتیب HPبه HCو درآن که H = HC ⊗HR⊗HP دارد. چرخه روی کوانتوم شت ول به نسبت
دارند. وجود نیز دایره روی شت ول در که هستند ان م و ه س به متعلق هیلبرت فضاهای
مسیر روی حرکت بر علاوه ذره شت، ول این در م شود. HRنامیده چرخش هیلبرت فضای
بر علاوه گام هر در موبیوس شت ول یعن م کند، دوران نیز خود حرکت مسیر حول دایره ای،
بنابراین .[۵١] دارد وضع حرکت ی همزمان دایره، محیط روی بر خود مسیر در جاب جایی

صورت: به گام هر در شت ول حالت
|ψ (٠)⟩ = ∑

s,R,v

as,R,v (t) |s,R, v⟩ (٢۵ . ٣)

حالت |R⟩ و هستند ان م و ه س فضای در شت ول حالت ترتیب به |φ⟩ و |s⟩ آن در که است.
تعیین موبیوس فاکتور نام به پارامتری توسط چرخش این مقدار چرخش. فضای در شت ول
دوران میزان بنابراین است. چرخه هر در حرکت مسیر حول کامل دوران های تعداد که م شود

گام هر در
θ =

٢πα
N

(٢۶ . ٣)
زیر صورت به S شرط جابجایی ر عمل همچنین است. اه ها جای Nتعداد آن در که است

م شود: تعریف

S = |٠⟩ ⟨٠| ⊗RCW ⊗
N−١∑
v=٠

|v + ١⟩ ⟨v|+ |١⟩ ⟨١| ⊗RCCW ⊗
N−١∑
v=٠

|v − ١⟩ ⟨v| (٣ . ٢٧)

مسیر حول θ اندازه به پادساعتگرد و ساعتگرد دوران رهای RCCWعمل RCWو آن در که
صورت: به موبیوس شت ول برای تحول ر عمل بنابراین هستند. شت ول حرکت

U = S (H ⊗ IR ⊗ IP ) (٣ . ٢٨)
ه ی ماتریس IP و چرخش فضای ابعاد به ه ی ماتریس IR هادامارد، ر عمل H که بود خواهد

است. ان م فضای ابعاد به
است. α موبیوس فاکتور دایره، روی کوانتوم شت ول و موبیوس شت ول تمایز وجه
به نسبت مطلوب تر نتایج به رسیدن بسیاری موارد در موبیوس مدل که است شده داده نشان
تعداد هر برای نواخت ی حدی توزیع جمله از م کند، ن مم را چرخه روی کوانتوم شت ول
برای تنها چرخه، روی کوانتوم شت ول در که حال در ،[۵١] زوج) چه و فرد (چه اه جای
انگیزه مطلوب تر، نتایج این دارد. وجود نواخت ی توزیع به رسیدن ان ام اه جای فرد تعداد
به بنابراین م کند. ایجاد موبیوس شت ول با مرتبط پارامترهای سایر بررس برای مناسبی
چرخه روی کوانتوم شت ول با آن مقایسه و موبیوس شت ول در گذار دمای بر α پارامتر تاثیر

م پردازیم.
وجود هم چرخش فضای ان، م و ه س فضای بر علاوه موبیوس کوانتوم شت ول در چون

بررس به ما مقاله این در گرفت. نظر در کاهش یافته ال چ ماتریس نوع دو م توان دارد،
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فضای ی ه س فضا که آن به توجه با م پردازیم. ه س فضای کاهش یافته ال چ ماتریس

بود: ٢خواهد × ٢ ماتریس ی کاهش یافته ال چ ماتریس بنابراین است، دوبعدی
ρRe d(t) = TrRx(|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|) (٣ . ٢٩)

ماتریس این ویژه مقادیر تعیین با است. R دوران فضای و x ان م روی ردگیری معرف Rx که
وجود که است داده نشان ما شبیه سازی نتایج کرد. تعیین را گذار دمای م توان گام، هر در
موبیوس کوانتوم شت ول در گذار دمای در تغییرات بروز باعث کم، گام تعداد در α پارامتر

درهم تنیدگ دمای موضوع این بررس برای م شود. چرخه روی کوانتوم شت ول به نسبت
اولیه ی حالت کل ترین با موبیوس شت ول برای را

|ψ(٠)⟩ =
(

cos(θ)

eiϕ sin(θ)

)
(٣ . ٣٠)

ل٣ . ٧ ش م کنیم. مقایسه کوانتوم شت ول دمای با و کرده محاسبه
روی کوانتوم شت ول در دما شبیه نقاط تمام در دما اگرچه که است ٣ . ٧مشخص ل ش در

کوانتوم شت ول به α = ١۴ با موبیوس کوانتوم شت ول گذار دمای نسبت :٣ . ٧ ل ش
٣ . ٣٠ اولیه ی حالت و اه جای ١٠ با دایره روی

هم دما خطوط عبارت به دارد. وجود اولیه حالت به بسته دمایی تغییرات اما است، دایره
رند. دی ی به نزدی

درهم تنیدگ دمای بیشتر، گام های تعداد برای که م دهند نشان ما شبیه سازی نتایج
م شود سان ی دایره روی کوانتوم شت ول دمای با نقاط اکثر در موبیوس کوانتوم شت ول
که است مطرح سوال این بنابراین .٣ . ٨ ل ش م شود بیشتر خاص نقاط در دمایی تغییرات اما
م شود. نزدی چرخه روی کوانتوم شت ول دمای به سرعت چه با موبیوس شت ول دمای
که است شده مشخص م پردازیم. α حسب بر گذار دمای تغییرات بررس به منظور این برای

.[۵٠] دارد ارتباط آمیختگ زمان با درهم تنیدگ دمای به شدن نزدی سرعت
میانگین تا ذرد ب باید که است زمان حداقل آمیختگ زمان شد بیان قبلا که همانطور

:[۵٢] یرد ب قرار حدی ال چ ماتریس از دلخواه همسای ی در ال چ ماتریس زمان
τε (N) ≡ min

{
t̃|∀t ≥ t̃, ∥ρ̄c (t)− ρ̄c (∞)∥ ≤ ε

} (٣ . ٣١)



۵٩ موبیوس کوانتوم شت ول

کوانتوم شت ول به α = ١۴ با موبیوس کوانتوم شت ول گذار دمای نسبت :٣ . ٨ ل ش
گام. ۵٠ و اه جای ١٠ دایره؛ روی

در داد نشان م توان م شود. انتخاب کوچ لازم اندازه به که است مثبت عدد ε آن در که
: ٢ × ٢ سیستم های

∥ρ̄c (t١)− ρ̄c (t٢)∥ ≡
∣∣Λ̄+ (t١)− Λ̄+ (t٢)

∣∣ (٣ . ٣٢)
است[۵١]. tاُم گام در ال چ ماتریس بزرگتر ویژه مقدار Λ̄+ (t) آن در که

دمای شدن را هم سرعت بررس به شبیه سازی، و رابطه این از استفاده با م توانیم اکنون

اولیه حالت و اه جای ١٠ با موبیوس کوانتوم شت ول برای آمیختگ زمان :٣ . ٩ ل ش
χ٠ = ٢√١ (|٠⟩+ i |١⟩)

نسبتا گام تعداد کار این برای بپردازیم. درهم تنیدگ دمای به موبیوس کوانتوم شت ول گذار
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را ال چ ماتریس زمان میانگین بزرگتر ویژه مقدار آن برای و کرده انتخاب را (١٠۵گام) زیادی
برای لازم گام های تعداد ×۵حداقل ١٠−۶ همسای گرفتن نظر در با سپس م کنیم. محاسبه
شده ٣ . ٩ارائه ل ش در نتیجه م کنیم. محاسبه را Λ̄+ (T ) از ε همسای در Λ̄+ (t) گرفتن قرار
روی شت ول به نسبت آمیختگ زمان کوچ αهای در که است مشخص ل ش این از است.
چرخه آمیختگ زمان محدود در آمیختگ زمان بزرگ تر αهای برای اما م شود بزرگ تر چرخه
که برگزید αهایی م توان همیشه است، معلوم ل ش روی از که همان طور اما م گیرد، قرار

شود. کمتر بسیار چرخه به نسبت آمیختگ زمان
م دهد. نشان (α = ٠ ) دایره روی کوانتوم شت ول برای را آمیختگ زمان چین خط
کوانتوم شت ول و موبیوس شت ول در درهم تنیدگ دمای مقایسه به بخش این در بنابراین

دمای اولیه حالات تمام در خاص اولیه حالات جز به گردید مشخص و پرداختیم دایره روی
کوانتوم شت ول درهم تنیدگ دمای به زیادی سرعت با موبیوس شت ول در درهم تنیدگ
کوانتوم شت ول دمای به رسیدن سرعت گردید مشخص همچنین م کند. میل چرخه روی

نکته است. حساس پارامتر این تغییرات به نسبت شدت به و دارد بستگ α پارامتر به دایره روی
به رسیدن زمان تا αیافت پارامتر برای مناسبی مقدار م توان همیشه که است این توجه قابل

یابد. کاهش درهم تنیدگ دمای



۴ فصل
نتیجه گیری

ال چ ماتریس ،U(٢) ان ی ماتریس ل ش کل ترین گرفتن نظر در با ما پایان نامه این در
این ویژه مقادیر از استفاده با سپس و کردیم محاسبه مختلف اولیه شرایط برای را کاهش یافته
حالت هایی در که کردیم ملاحظه دما محاسبه با و کردیم محاسبه را دما کاهش یافته، ماتریس
به که حالات تمام مورد در امر (این است وابسته θ به فقط درهم تنیدگ دمای ۶ . ٣ حالت مثل
مساوی برهم نه که حالات برای درهم تنیدگ دمای است). صادق نیز نیستند برهم نه ل ش

٠|)٢√١⟩+ eiφ |١⟩) ، کل حالت در که شد مشخص و گرفت قرار بررس مورد هستند |٠⟩ , |١⟩ از
مورد برای درهم تنیدگ دمای ندارد. بستگ (φ) ها آن نسبی فاز به درهم تنیدگ دمای نیز
برای دما کمینه و بیشینه نقاط و گرفت قرار بررس مورد ٣ . ١٢ حالت برای را φ = π٢ خاص
از مساوی برهم نه که حالات در گردید مشخص کل حالت در همچنین گردید. مشخص آن
حالت کل ترین برای را کار این ما دارد. بستگ α−β به درهم تنیدگ دمای نیست اولیه حالات

درهم تنیدگ دمای هم حالات این داد نشان ما محاسبات و دادیم انجام
(

cos(γ)

eiφ sin(γ)

)
یعن

کردن مشخص با آن بر علاوه دارد. بستگ دو این نسبی فاز به یعن دارد بستگ α−β به نیز
این در و است بیشینه نقاط در درهم تنیدگ دمای که شد مشخص ثابت دمای منحن های
از خارج در ول است نزدی بسیار هم به دما خطوط و است زیاد بسیار دما تغییر شدت نقاط

است. نواخت ی تقریبا دما ناحیه این
چرخه روی کوانتوم شت ول و موبیوس شت ول در درهم تنیدگ دمای مقایسه به ادامه در

درهم تنیدگ دمای اولیه حالات تمام در خاص اولیه حالات جز به گردید مشخص و پرداختیم
میل چرخه روی کوانتوم شت ول درهم تنیدگ دمای به زیادی سرعت با موبیوس شت ول در
به چرخه روی کوانتوم شت ول دمای به رسیدن سرعت گردید مشخص همچنین م کند.



نتیجه گیری ۶٢
توجه قابل نکته است. حساس پارامتر این تغییرات به نسبت شدت به و دارد بستگ α پارامتر
دمای به رسیدن زمان تا یافت α پارامتر برای مناسبی مقدار م توان همیشه که است این

یابد. کاهش درهم تنیدگ
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۶٧



درهم تنیدگ دمای پارامترهای محاسبه ی ۶٨

آ  پیوست
دمای پارامترهای محاسبه ی

درهم تنیدگ

ΠR محاسبه ی آ  . ١
ΠR =

N−١∑
k=٠

N−١∑
l=٠

[∣∣cRl (١)eilk∣∣٢ +
∣∣cRl (٠)eilk∣∣٢٢cos٢(Ωk)

+i sin(Ωk)
cRl (١)eilkcR∗

l (٠)e−ilk − cR∗
l (١)e−ilkcRl (٠)eilk٢cos٢(Ωk)

]

=

N−١∑
k=٠

N−١∑
l=٠

[
cRl (١)cR∗

l (١) + cRl (٠)cR∗
l (٠)

٢cos٢(Ωk)
+ i sin(Ωk)

cRl (١)cR∗
l (٠)− cR∗

l (١)cRl (٠)٢cos٢(Ωk)

]

=

N−١∑
k=٠

١
٢cos٢(Ωk)

[

N−١∑
l=٠

(exp(
−٢πil
N

) sin(θ)υ∗klak(٠)− exp(
−٢πil
N

) cos(θ)υ∗klbk(٠))

(exp(
٢πil
N

) sin(θ)υkla
∗
k(٠)− exp(

٢πil
N

) cos(θ)υklb
∗
k(٠)) + υ∗klbk(٠)υklb∗k(٠)

+ i sin(Ωk)

N−١∑
l=٠

(exp(
−٢πil
N

)(sin(θ)υ∗klak(٠)− cos(θ)υ∗klbk(٠))(υklb∗k(٠)))

− (exp(
٢πil
N

) sin(θ)υkla
∗
k(٠)− exp(

٢πil
N

) cos(θ)υklb
∗
k(٠))(υ∗klbk(٠))]

=
N−١∑
k=٠

١
٢cos٢(Ωk)N

[(sin(θ)ak(٠)− cos(θ)bk(٠))(sin(θ)a∗k(٠)− cos(θ)b∗k(٠))

+ (bk(٠)b∗k(٠)) + i sin(Ωk)
N−١∑
l=٠

((exp(
−٢πil
N

)(sin(θ)ak(٠)− cos(θ)bk(٠))b∗k(٠)

− exp(
٢πil
N

)(sin(θ)a∗k(٠)− cos(θ)b∗k(٠))bk(٠)))]



۶٩ ΠR محاسبه ی
آن: در که

υkl =
١√
N

exp(
٢πikl
N

)

:٢ . ٨١ اولیه ی حالت گرفتن نظر در با بنابراین

ΠR =
N−١∑
k=٠

١
Ncos٢(Ωk)

[
cos٢(θ)cos٢(γ٢) + cos٢(θ)sin٢(γ٢) + sin٢(γ٢)

− cos(θ) sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)(eiφ + e−iφ)

+ i sin(Ωk)((exp(−
٢πil
N

)(e−iφ sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)− cos(θ)sin٢(γ٢))

−(exp(
٢πil
N

)(eiφ sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)− cos(θ)sin٢(γ٢)))

]

گرفتن: نظر در با
sin(Ωk) = cos(θ) sin(٢πk

N ) ⇒
cos٢(Ωk) = ١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N )

داریم:

ΠR =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

N−١∑
l=٠

( sin٢(θ)cos٢(γ٢) + cos٢(θ)sin٢(γ٢)

− sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)eiφ − sin(θ) cos(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)e−iφ)

+ i sin(Ωk)

N−١∑
l=٠

(exp(−٢πil
N

)(sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)e−iφ − cos(θ)sin٢(γ٢))

−(exp(
٢πil
N

)(sin(θ) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)eiφ − cos(θ)sin٢(γ٢)))

]

داریم: جبری عملیات کم از بعد

ΠR =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

[
١ − ١

٢ sin٢(θ) sin(γ) cos(φ)− cos٢(θ) cos(γ)

+sin٢)٢πk
N

)(
١
٢ sin(٢θ) sin(γ) cos(φ)− ٢cos٢(θ)sin٢(γ٢)

]

داریم: نهایت در

ΠR =

[ ١
٢ − ١

۴ sin(٢θ) sin(γ) cos(φ) − ١
٢cos٢(θ) cos(γ)

]
f(N, θ)

+

[ ١
۴ sin(٢θ) sin(γ) cos(φ) − cos٢(θ)sin٢(γ٢)

]
g(N, θ)

(آ  . ١)



درهم تنیدگ دمای پارامترهای محاسبه ی ٧٠
کرده ایم. استفاده زیر روابط از آن در که

f(N, θ) =
١
N

N−١∑
k=٠

١
١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N )
,

g(N, θ) =
١

cos٢(θ) [f(N, θ)− ١] ,
h(N, θ) =

٢
cos٢(θ) +

(
١ − ٢

cos٢(θ)
)
f(N, θ).

(آ  . ٢)

Q٠ محاسبه ی آ  . ٢

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
١)٢ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

N−١∑
l=٠

(cLl (٠)eikl · cR∗
l (٠)e−ikl + cLl (١)eikl · cR∗

l (١)e−ikl )

+i sin(Ωk)(
N−١∑
l=٠

(cLl (١)eikl · cR∗
l (٠)e−ikl − cLl (٠)eikl · cR∗

l (١)e−ikl)


=

N−١∑
k=٠

١
١)٢ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

N−١∑
l=٠

(exp(
٢πli
N

)(cos(θ)ak(٠)υ∗kl + sin(θ)bk(٠)υ∗kl)

+ υ∗klak(٠) · υklb∗k(٠)) + i sin(Ωk)(

N−١∑
l=٠

exp(
٢πli
N

)(cos(θ)ak(٠)υ∗kl + sin(θ)bk(٠)υ∗kl)(b∗k(٠)υkl)

− (ak(٠)υ∗kl) exp(٢πliN
)(sin(θ)a∗k(٠)υkl − cos(θ)b∗k(٠)υkl))

]
بنابراین:

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

e−iφ sin(
γ

٢) cos(
γ

٢) +

N−١∑
l=٠

(cos(
٢πl
N

) cos(θ) cos(
γ

٢)

+ cos(
٢πl
N

) sin(θ) sin(
γ

٢)eiφ + i sin(
٢πl
N

) cos(θ) cos(
γ

٢) + i sin(
٢πl
N

) sin(θ) sin(
γ

٢)eiφ)

× (cos(
٢πl
N

) sin(θ) cos(
γ

٢)− cos(
٢πl
N

) cos(θ) sin(
γ

٢)e−iφ + i sin(
٢πl
N

) sin(θ) cos(
γ

٢)

− i sin(
٢πl
N

) cos(θ) sin(
γ

٢)e−iφ) +

N−١∑
l=٠

[
i cos(θ) cos(

γ

٢) sin(
γ

٢)e−iφ sin(
٢πk
N

) cos(
٢πl
N

)

+ i cos(θ) sin(θ)sin٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
٢πl
N

)− cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
γ

٢)e−iφ sin(
٢πk
N

) sin(
٢πl
N

)

− i cos(θ) sin(θ)sin٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
٢πl
N

)− i cos(θ) sin(θ)cos٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) cos(
٢πl
N

)

+ icos٢(θ) cos(γ٢) sin(
γ

٢)e−iφ sin(
٢πk
N

) cos(
٢πl
N

) + cos(θ) sin(θ)cos٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
٢πl
N

)

−cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
γ

٢)e−iφ sin(
٢πk
N

) sin(
٢πl
N

)

]]



٧١ Q٠ محاسبه ی
بنابراین: م باشد. ٢ . ٨١ رابطه ی با مطابق اولیه حالت آن در که

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

[
e−iφ sin(

γ

٢) cos(
γ

٢) + ۴cos٢)٢πk
N

) cos(θ)cos٢(γ٢ ) sin(θ)

− cos٢)٢πk
N

)cos٢(θ) cos(γ٢)e−iφ sin(
γ

٢)− ٢i cos(٢πk
N

)cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)e−iφ

− ٢i cos(٢πk
N

)cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)eiφ + ٢cos٢)٢πk
N

) cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)eiφ

− ٢cos٢)٢πk
N

)cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)eiφ − ٢cos٢)٢πk
N

) cos(θ) sin(θ)

+ ٢i cos(٢πk
N

) cos(
γ

٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)eiφ + ۴i cos(٢πk
N

) cos(θ)cos٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(θ)

− ٢i cos(٢πk
N

) cos(θ) sin(
٢πk
N

) sin(θ)− ٢ cos(θ)cos٢(γ٢) sin(θ) + sin(θ) cos(θ)

− cos(
γ

٢) sin(
γ

٢)eiφ + cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
γ

٢)eiφ + i cos(
٢πk
N

) cos(θ) sin(
٢πk
N

) sin(θ)

+ ٢i cos(٢πk
N

) cos(
γ

٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)e−iφcos٢(θ) + cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
γ

٢)e−iφ

− ٢i cos(٢πk
N

) cos(θ)cos٢(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(θ) + ٢cos٢(γ٢)sin٢)٢πk
N

) sin(θ) cos(θ)

− cos(θ)sin٢)٢πk
N

) sin(θ)− ٢ cos(
٢πk
N

)cos٢(θ) cos(γ٢) sin(
٢πk
N

) sin(
γ

٢)e−iφ

]
داریم: جبری عملیات کم با

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

[
(−١ + ٢sin٢)٢πk

N
) − ٢i cos(٢πk

N
) sin(

٢πk
N

))

× (
١
٢cos٢(θ) sin(γ)e−iφ +

١
٢ sin(γ)eiφcos٢(θ)− ١

٢ sin(γ)eiφ − cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ١
٢ sin(٢θ))

+
١
٢(sin(٢θ)− ٢cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ٢ sin(γ)e−iφcos٢(θ))(− sin(

٢πk
N

) + i cos(
٢πk
N

)) sin(
٢πk
N

)

+ e−iφ sin(
γ

٢) cos(
γ

٢)
]

نتیجه: در

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

[
−(١ − ٢sin٢)٢πk

N
)) (

١
٢cos٢(θ) sin(γ)e−iφ

+
١
٢cos٢(θ) sin(γ)eiφ − sin(γ)eiφ − sin(٢θ)cos٢(γ٢) +

١
٢ sin(٢θ))− ٢i cos(٢πk

N
) sin(

٢πk
N

))

× (
١
٢cos٢(θ) sin(γ)e−iφ +

١
٢ sin(γ)eiφcos٢(θ)− ١

٢ sin(γ)eiφ − cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ١
٢ sin(٢θ))

− ١
٢sin٢)٢πk

N
)(sin(٢θ)− ٢cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ٢ sin(γ)e−iφcos٢(θ)) + e−iφ sin(

γ

٢) cos(
γ

٢)

+ sin(٢θ)− ٢cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ٢ sin(γ)e−iφcos٢(θ)− ٢cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ٢ sin(γ)e−iφcos٢(θ))

−(sin(٢θ) + ١
٢ i cos(

٢πk
N

) sin(
٢πk
N

)(sin(٢θ)− ٢cos٢(γ٢) sin(٢θ) + ٢ sin(γ)e−iφcos٢(θ))
]



درهم تنیدگ دمای پارامترهای محاسبه ی ٧٢
داشت: خواهیم جبری عملیات کم با

Q٠ =

N−١∑
k=٠

١
٢N(١ − cos٢(θ)sin٢)٢πk

N ))

[
(١ − ٢sin٢)٢πk

N
)) (

١
٢ sin(γ)eiφsin٢(θ) + ١

۴ sin(٢θ) cos(γ))

+(
١
٢ sin(γ)e−iφsin٢(θ) + ١

۴ sin(٢θ) cos(γ))
]

داریم: روابطآ  . ٢ گرفتن نظر در با
Q٠ =

١
۴(sin(γ)eiφsin٢(θ) + ١

٢ sin(٢θ) cos(γ))h(N, θ)
+

١
۴(sin(γ)e−iφsin٢(θ) + ١

٢ sin(٢θ) cos(γ))f(N, θ)
(آ  . ٣)

χ محاسبه ی آ  . ٣
χ =

[ ١
۴(e−iφ sin(γ)sin٢(θ) + ١

٢ cos(γ) sin(٢θ))f(N, θ) + ١
۴(eiφ sin(γ)sin٢(θ)

+
١
٢ cos(γ) sin(٢θ))h(N, θ)))× (

١
۴(eiφ sin(γ)sin٢(θ) + ١

٢ cos(γ) sin(٢θ))f(N, θ)
+

١
۴(eiφ sin(γ)sin٢(θ) + ١

٢ cos(γ) sin(٢θ))h(N, θ))
]

+
١

tan٢(θ)
[ ١

۴f(N, θ)(sin(γ)sin٢(θ) cos(φ) + ١
٢ cos(γ) sin(٢θ))

+f(N, θ)(sin(γ)sin٢(θ) cos(φ) + ١
٢ cos(γ) sin(٢θ))

]٢

داریم: جبری عملیات کم از بعد
χ =

[ ١
١۶ sin(γ)sin٣(θ)eiφ cos(γ) cos(θ) +

١
١۶sin٢(θ)cos٢(γ)cos٢(θ) + ١

١۶
sin٢(θ)cos٢(γ)cos٢(θ)

tan٢(θ)

+
١

١۶
sin٢(γ)sin۴(θ)cos٢(φ)

tan٢(θ) +
١
٨
sin(γ)sin٣(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ)

tan٢(θ) +
١

١۶sin٢(γ)sin۴(θ)

+
١

١۶
sin(γ)sin٣(θ) cos(γ) cos(θ)

eiφ

]
f٢(N, θ) +

[ ١
٨
sin(γ)sin٣(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ)

tan٢(θ)

+
١

١۶ sin(γ)sin٣(θ)eiφ cos(γ) cos(θ) +
١

١۶
sin٢(θ)cos٢(γ)cos٢(θ)

tan٢(θ) +
١

١۶
sin٢(γ)sin۴(θ)cos٢(φ)

tan٢(θ)

+
١

١۶sin٢(θ)cos٢(γ)cos٢(θ) + ١
١۶sin٢(γ)sin۴(θ) + ١

١۶
sin(γ)sin٣(θ) cos(γ) cos(θ)

eiφ

]
h٢(N, θ)

+

[ ١
١۶ (eiφ)٢sin٢(γ)sin۴(θ) + ١

١۶
sin٢(γ)sin۴(θ)

(eiφ)٢
+

١
٨cos٢(γ)sin٢(θ)cos٢(θ)

+
١
٨
sin٢(γ)sin۴(θ)cos٢(φ)

tan٢(θ) +
١
٨
sin(γ)sin٣(θ) cos(γ) cos(θ)

eiφ
+

١
٨ cos(γ)sin٣(θ) sin(γ) cos(θ)eiφ

+
١
٨
cos٢(γ)sin٢(θ)cos٢(θ)

tan٢(θ) +
١
۴
sin(γ)sin٣(θ) cos(γ) cos(θ) cos(φ)

tan٢(θ)

]
hf



٧٣ χ محاسبه ی
بنابراین:

χ =

[
− ١

١۶cos۴(θ)cos٢(γ) − ١
٨cos٢(θ) + ١

١۶cos۴(θ)− ١
١۶cos٢(γ) + ١

١۶cos٢(φ)cos٢(θ)

− ١
١۶cos٢(θ)cos٢(γ)cos٢(φ) + ١

٨ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ) +
١

١۶cos٢(γ)cos٢(θ)

− ١
١۶cos۴(θ)cos٢(γ)cos٢(φ) + ١

١۶ − ١
١۶cos٢(φ)cos۴(θ)

]
f٢(N, θ) +

[
− ١

١۶cos٢(γ) + ١
١۶

− ١
٨cos٢(θ) + ١

١۶cos۴(θ) + ١
١۶cos٢(φ)cos٢(θ)− ١

١۶cos٢(φ)cos۴(θ)− ١
١۶cos۴(θ)cos٢(γ)

+
١
٨ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ)− ١

١۶cos۴(θ)cos٢(γ)cos٢(φ) + ١
١۶cos٢(γ)cos٢(θ)

− ١
١۶cos٢(θ)cos٢(γ)cos٢(φ)

]
h٢(N, θ) +

[
− ١

۴ cos(٢φ)cos٢(θ) + ١
٨ cos(٢φ)cos٢(γ)

+
١
۴ cos(٢φ)cos٢(θ)cos٢(γ)− ١

٨ cos(٢φ)cos٢(γ)cos٢(θ)− ١
٨cos٢(φ)cos٢(θ)cos٢(γ)

+
١
۴ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ) +

١
٨cos٢(γ)cos٢(θ) + ١

٨cos٢(φ)cos٢(θ) + ١
٨ cos(٢φ)

− ١
٨cos٢(φ)cos۴(θ) + ١

٨cos٢(φ)cos۴(θ)cos٢(γ)
]
hf

و
⇒ χ =

[
− ١

٨cos٢(θ) + ١
١۶cos۴(θ) + ١

١۶sin٢(γ)sin٢(θ) + ١
١۶sin٢(θ)sin٢(γ)cos٢(φ)

+
١
٨ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ) +

١
١۶cos٢(γ)cos٢(θ)− ١

١۶sin۴(θ) + ١
١۶

+
١

١۶sin۴(θ)sin٢(γ)sin٢(φ) − ١
١۶sin٢(θ)sin٢(γ)sin٢(φ)

]
f٢(N, θ) +

[
− ١

٨cos٢(θ)

+
١

١۶cos۴(θ) + ١
١۶sin٢(γ)sin٢(θ) + ١

١۶sin٢(θ)sin٢(γ)cos٢(φ) + ١
١۶cos٢(γ)cos٢(θ)

+
١
٨ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ)− ١

١۶sin۴(θ) + ١
١۶ − ١

١۶sin٢(θ)sin٢(γ)sin٢(φ)

+
١

١۶sin۴(θ)sin٢(γ)sin٢(φ)
]
h٢(N, θ) +

[
− ١

٨(sin٢(θ)− ١ + cos٢(θ)) (sin٢(θ)− ١
+ ٢sin٢(γ)− cos٢(θ)− ۴sin٢(φ)sin٢(γ)) + ١

١۶(cos٢(φ)sin٢(γ)sin٢(θ) + cos٢(γ)cos٢(θ)
+ ٢ sin(γ) sin(θ) cos(φ) cos(γ) cos(θ) −sin٢(φ)sin۴(θ)sin٢(γ)

]٢hf
بنابراین:

χ =
١

١۶ [h(N, θ)− f(N, θ)]٢sin٢(φ)sin٢(γ)sin۴(θ)

+
١

١۶ [h(N, θ) + f(N, θ)]٢(cos(φ) sin(γ) sin(θ) + cos(γ) cos(θ))٢
(آ  . ۴)





Aabstract

Quantum walk has many advantages to its counterpart, classical random walk. The application of
quantum walk in designing advanced algorithms as well as in many other sciences has caused ex-
tensive studies made on it. These studies have different aspects, such as dimensions, entanglement
between spaces, variance, distribution function, rate of propagation, etc., which are very important
for studying because they represent special properties of quantum mechanics in quantum walks.
One of the parameters which has been considered recently is entanglement temperature which has
been attributed to quantum walk. It has been shown in quantum walks that the reduced density ma-
trix will take an asymptotic form over time, which can be compared with a thermal equilibrium and
can be considered as a thermodynamic system. By comparing the matrix of reduced density with
the density matrix of systems interacting with the thermal bath, one can introduce a temperature
to the reduced density matrix of quantum walk. This temperature is related to the coin- position
entanglement and depends on eigenvalues of the reduced density matrix. In this thesis, we exam-
ined the thermodynamic components of quantum walks, especially the entanglement temperature.
And in particular, the entanglement temperature for circle and one-dimensional systems. We have
obtained a formalism for entanglement temperature and then, by changing the coin state by U(2)

operator, we have investigated the effect of the coin on the entanglement temperature. We have
also investigated entanglement temperature and transient temperature in Mobius quantum walk
(MQW),which is generalization of quantum walk on a cycle.
keywords:Quantum walk;reduced density matrix;entanglement temperature;quantum walk on the
cycle;Mobius quantum walk;entanglement transient temperature
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