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یده چ
این است. کوانتوم درهم تنیدگ ورای کوانتوم همبستگ نوع کوانتوم ناهم خوان
کلیه ی نماینده ی که دوطرفه اطلاعات از کلاسی همبستگ های تفاضل بصورت مفهوم
حالت هایی برای م تواند مقدار این م شود. شناخته است، کوانتوم و کلاسی همبستگ های
بودن صفر بر دلیل ال چ ماتریس بودن جدایی پذیر پس باشد. صفر غیر صفر، درهم تنیدگ با

کوانتوم همبستگ های بودن صفر ضامن درهم تنیدگ بودن صفر و کوانتوم همبستگ های
نیست.

کوانتوم شت ول ه ی س اینکه به بسته کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس مجانبی فرم
بل ه ی س با کوانتوم شت ول مثلا باشد، متفاوت یا و X-گونه است ن مم باشد ونه چ
با ۴×۴ ماتریس هایی هادامارد و گراور که حال در دارد X-گونه ل ش به کاهش یافته ای ماتریس

کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس مورد در که شده مشخص اما هستند، صفر غیر عناصر
نیست. زیاد مستقل پارامترهای تعداد

همبستگ های گراور، هادامارد، بل، به صورت مختلف ه های س نظرگرفتن در با پایان نامه این در
درهم تنیدگ مثال برای گرفت، خواهد قرار بررس مورد آن زیرسیستم های مورد در کوانتوم

ه س زیرفضاهای بین کوانتوم ناهم خوان و درهم تنیدگ همچنین ان، م و ه س فضای بین
شده اند. بررس ر عمل سه این درمورد

ه های س ، کوانتوم شت ول یافته ی کاهش ماتریس ، کوانتوم ناهم خوان کلیدی: کلمات
دوبعدی

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

ه ی س با کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ال چ ماتریس در کوانتوم ناهم خوان بررس .١
محاسبات و اطلاعات مل کنفرانس دومین ، مصطف ، عنابستان علیرضا، اسراری، بل،

شاهرود. ،١٣٩۶ شهریور ١و٢ ایران، کوانتوم
ه های س با کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس در کوانتوم ناهم خوان بررس .٢
٧دی ایران، ریاض فیزی کنفرانس ، مصطف ، عنابستان علیرضا، اسراری، دوبعدی،

قم. ،١٣٩۶

م
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١ فصل
کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی

مقدمه ١ . ١
به جز نیست چیزی شد خواهد ارائه خوانندگان به شده گردآوری مجموعه ی این در آنچه
، کوانتوم ناهم خوان عنوان تحت کوانتوم اطلاعات نظریه  ی دل در شده متولد تازه مفهوم
زیادی زمینه های و مقدمات آن کامل ل گیری ش از قبل ری دی موضوع هر همانند بنابراین
این بدفهم باعث م تواند بوضوح آن ها به نکردن اشاره که داشته وجود آن پیدایش برای
خواننده که باشد به گونه ای اول فصل ان حت الام است آن بر سع ترتیب بدین گردد. مبحث
هرچه شدن ملموس تر و آن محاسبه ی نحوه ی بعد فصل های در سپس و ذهن دغدغه های با را

کند. آشنا آن بیشتر
م باشد آن تاریخچه ی ذکر موضوع هر به ورود راه های بهترین از ی به اینکه توجه با بالاخره و

گردد. ارائه تاریخچه ای است آن بر سع ابتدا در

تاریخچه ١ . ٢
نتیجه ی گردید، ارائه فیزی جهان به کوانتوم ناهم خوان بعنوان رسماً ٢٠٠١ سال در آنچه
در جداگانه به صورتِ که بود ا آمری در واق ری دی و اروپا در واق ی دونفره، گروِه دو تحقیقاتِ
همبستگ های از جدید نوع ی کشف به موفق آن ها رسید. چاپ به [٢] ، [١] معتبر ژورنال دو



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ٢
به سادگ آن ها داشت. فرق بودن جدایی پذیر و درهم تنیدگ مفهوم با که بودند کوانتوم شده 

همبستگ های کنیم کم کل همبستگ های از را کلاسی همبستگ های اگر که کردند استدلال
کلاسی همبستگ های اندازه گیری برای روش هایی م دانیم طرف از و م ماند باق کوانتوم

شده. گرفته درنظر کوانتوم اطلاعات نظریه ی در کل همبستگ های و
و مقدمه برای ول پرداخت خواهیم استدلال ها و مفاهیم این به مفصل ادامه در ما هرچند

ناهم خوان تولد به منجر ونه چ که م کنیم ذکر اینجا در را آن ها استدلال روش آشنایی،
الیویر اری هم با خود ٢٠٠١ سال کار از قبل زورک که است این واقعیت البته گردید. کوانتوم
نکته ای به هرحال اما .[٣] بود کرده استفاده کوانتوم ناهم خوان واژه ی از ، [١] مقاله ی در ١
نحوه ی ، بدهند قرار زورک و اولیویر کنار در هم را ٣ هندرسون و ٢ ودرال م شود باعث که
از ل متش ا آمری در واق تیم و آن ها بین واحد دغدغه ی ی به آن ها شدن نزدی متفاوت
طبق بر چون که کردند استدلال اینگونه اروپا در واق گروه درواق .[٢] است الیویر و زورک
۵ همبستگ های کلیه ی نمایانگر ،۴ متقابل اطلاعات متقارن فرم کوانتوم اطلاعات نظریه ی
با که را کوانتوم همبستگ های اگر است طبیع پس ، م باشد ۶ کوانتوم حالت های بین
پیشنهاد به که کلاسی همبستگ های با م گیریم اندازه و نمایش ٧ کوانتوم درهم تنیدگ
شامل عبارت ) متقابل اطلاعات غیرمتقارن فرم بصورت مشترک شان مقاله ی در آن ها خود
با که همبستگ ها کلیه ی صورت به دوعبارت این مجموعه ی شوند جم ، ٨ ( شرط آنتروپی

شد. خواهد برابر است ارز هم متقابل اطلاعات متقارن فرم
اتفاق این و نیست اینطور دادند نشان خود مقاله در مثال چند ذکر با آن ها که آن چنان ول

: یا که گرفتند نتیجه آن ها ترتیب بدین و افتد، نم
زیر سیستم ها بین ٩ موجود همبستگ های کلیه ی برای خوبی نماینده ی متقابل اطلاعات

: اینکه یا و  شود بازبین باید ١٠ کوانتوم اطلاعات نظریه ی و نیست
همبستگ ها کلیه ی ̸= کلاسی همبستگ های + درهم تنیدگ (١ . ١)

اطلاعات نظریه ی مفاهیم بر اعتماد با زورک گفت بتوان عمدتا شاید و ا آمری در واق گروه اما
: است کاف وضعیت این از فرار برای که رسیدند جم بندی این به کوانتوم

کوانتوم همبستگ های ≥ درهم تنیدگ (١ . ٢)
١H.Ollivier
٢V.Vedral
٣L.Henderson
۴mutual information
۵correlation
۶quantum states
٧quantum entanglement
٨conditional entropy
٩total correlation

١٠quantum information theory



٣ احتمالات و آمار
کلیه ی به صورت را همبستگ ها کلیه ی از کلاسی همبستگ های کلیه ی تفاضل درواق
نامدارش مقاله ی در زورک این بارهم بعد دوسال .[١] درنظرگرفتند کوانتوم همبستگ های
همچنین .[۴] شود وارد درترمودینامی م تواند شده متولد تازه مفهوم این ونه چ داد نشان
، [۶] ، [۵] شد نوشته کوانتوم باناهم خوان همبستگ  در متعددی مقالات بعد درسال های
این میلادی ٢٠١٠ سال در این بار اینکه تا … [١٣] ، [١٢] ، [١١] ، [١٠] ، [٩] ، [٨] ، [٧]
صحبت کوانتوم ناهم خوان اندازه گیری جدیده روش از ١١ داکی اری هم با که بود ودرال
درمورد زورک استدلال گرفت نتیجه م توان ر دی ترتیب بدین و [١۵] ، [١۴] آورد میان به
پذیرفته خوبی به نیستند کوانتوم درهم تنیدگ نوع از تنها کوانتوم همبستگ های اینکه

شده است.

احتمالات و آمار ١ . ٣
آورده است کوانتوم انی م زیربنای که احتمالات و آمار مفاهیم با آشنایی جهت قسمت این
اطلاعات و اطلاعات نظریه ی از قبل را آن ها خواننده که ندارد وجود زیادی ضرورت و شده

ند. ب دقیق مطالعه ی کوانتوم
اطلاع خود بررس مورد سیستم برای یا که هستیم روبرو شرایط با ما موارد از بسیاری در

دقیق بررس مورد را آن ها نم توان که است زیاد آن چنان ذرات تعداد یا نداریم، اولیه شرایط از
را بیشتر و ذره ای سه سیستم های دقیق بررس که دارد وجود ریاضیات در (قضیه ای قرارداد

تحلیل روش از استفاده یا است، تصادف ذاتاً بررس مورد سیستم رفتار یا م داند)، ن نامم
بسیار را نهایی وضعیت م تواند اولیه شرایط در تغییر ترین کوچ یا و  است دشوار بسیار بسیار
هر از پس که تاس و ه س مانند سیستم هایی همچنین است، آشوبناک رفتار و کند عوض
م نامند ١٢ مارکوف سیستم های را است مستقل قبل آزمایش های از به کل نتیجه آزمایش
به ناچار ما موارد این کلیه ی در م شود، پاک به کل سیستم قبل حافظه ی آزمایش هر در که
میزان به بخشیدن کمیت احتمالات و آمار کار واق در هستیم. احتمالات و آمار از استفاده

م آید. به میان احتمال م آید میان به ناآگاه پای هرزمان و است ما ناآگاه
که هستیم روبرو ن مم حالت تعداد ی با همواره ما که است صورت این به معمولا کار روش
روبر رخداد دو با ه س پرتاب در ما مثلا شود، حاصل آزمایش در است قرار کدام ی نم دانیم

م گوییم: رخدادها فضای یا نمونه فضای مجموعه این به که هستیم
S = {خط,شیر} (١ . ٣)

بدنبال ریاض تابع های دادن نسبت و ریاض عملیات انجام و محاسبات در راحت برای اگر
به حقیق اعداد مجموعه ی به نمونه فضای از نگاشت با م توانیم باشیم بهتری نمادگذاری

١١Dakic
١٢markovian systems



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ۴
مثلا: که دهیم انجام انتخابی کاملا صورت

S = {xi} (۴ . ١)

x١ = شیر , x٢ = خط (۵ . ١)

بصورت: xi هر وقوع احتمال بنامیم. ١٣ تصادف متغییر را xi و

PX(xi) =
ni
N

(۶ . ١)

همچنین . آزمایش ها کل تعداد یا است مورد دو دراین جا که باشد حالت ها کل تعداد Nم تواند
تاس ی برای مثلا است. آزمایش N در xi آوردن بدست تعداد یا و  موردنظر xi کل تعداد ni
تاس شش با هم ارز خاص عدد ی وقوع احتمال محاسبه ی برای دادن انجام آزمایش بار شش

است. ریختن باهم را

مجموعه ها ١ . ٣ . ١
یا متناه دسته ی دو در و باشند xi عناصر شامل که درنظرم گیریم بصورت را مجموعه ها
ناشما مجموعه های منطق بطور و م کنیم دسته بندی را ناشما یا را شما همچنین و نامتناه

هستند. نیز نامتناه را

م شود. داده  نشان B ⊂ A بصورت زیرمجموعه .١

م شود. داده  نشان S = A ∪B بصورت اجتماع .٢

م شود. داده  نشان S = A ∩B بصورت اشتراک .٣

م شود. داده  نشان C = A/B بصورت تفاضل .۴

م شود. داده  نشان Ac بصورت متمم .۵
١٣random variable



۵ احتمالات و آمار

مجموعه ها بر حاکم روابط ١ . ٣ . ٢
A ∪A = A

A ∩A = A

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

A ∪∅ = A

A ∩∅ = ∅

A ∪ U = U

A ∩ U = A

A ∪Ac = U

A ∩Ac = ∅

(Ac)c = A

U c = ∅

∅c = U

(A ∪B)c = Ac ∩Bc

(A ∩B)c = Ac ∪Bc

(١ . ٧)

بصورت را حاصلضرب مجموعه ی
C = A×B (١ . ٨)

na × nb آن اعضای تعداد و
درنظرم گیریم. ناته و مجزا زیرمجموعه های به مجموعه ی تقسیم بصورت نیز را افراز

A = {١,٢,٣,۴} → A١ = {١,٣} , A٢ = {٢,۴} (١ . ٩)

موضوع اصل چند ١ . ٣ . ٣
بصورت: مقداری رویداد هر وقوع احتمال .١

٠ ≤ P ≤ ١ (١ . ١٠)



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ۶
است: زیر بصورت واحد مقداره همواره حالتها همه ی مجموعه ی وقوع احتمال .٢

P (S) = ١ (١ . ١١)

قابل زیر بصورت و ندارند باهم اشتراک هیچ که هستند رویدادهایی ناسازگار رویدادهای .٣
هستند: تعریف

A١ ∩A٢ · · · ∩An = ∅ (١ . ١٢)
داشت: خواهیم رویدادها این برای

P (A١ ∪A٢ . . . An) = P (A١) + P (A٢) + . . . (١ . ١٣)

زیر: ناسازگار رویداد دو برای مثال برای .۴
P (A ∪B) = P (A) + P (B) (١۴ . ١)

م کنیم: تعریف موضوع اصل به صورت را ته مجموعه ی وقوع احتمال .۵
P (∅) = ٠ (١۵ . ١)

اشتراک هیچ هم با دو این تفاضل آن گاه کنیم کم هم از را مجموعه دو اگر که آن جایی از
با ر دی مجموعه ی از آن تفاضل بین اجتماع بصورت را مجوعه هر م توانیم داشت، نخواهند

کنیم: تعریف آن ها بین اشتراک
A = (A/B) ∪ (A ∩B) (١۶ . ١)

داشت: خواهیم ناسازگارند اشتراک مجموعه ی با تفاضل از حاصل مجموعه ی چون
P (A) = P (A/B) + P (A ∩B)

A ∪B = (A/B) ∪B

P (A ∪B) = P (A/B) + P (B)

(١ . ١٧)

: بنابراین
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) (١ . ١٨)

آمد. خواهد ما کم به متقابل اطلاعات محاسبه ی برای آینده در رابطه این
بصورت: شرط احتمالات

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
(١ . ١٩)



٧ احتمالات و آمار
م آید. بدست ر دی ی بر زیر روابط تقسیم از که .B رویداد وقوع به شرط A رویداد احتمال

P (A ∩B) =
|A ∩B|
|S|

(١ . ٢٠)

P (B) =
|B|
|S|

(١ . ٢١)
همچنین:

P (A ∩B) = P (B ∩A) = P (B)P (A|B) (١ . ٢٢)
و:

P (A١∩A٢ · · ·∩An) = P (A١)P (A٢|A١)P (A٣|A١∩A٢) . . . P (An|A١∩A٢ · · ·∩An−١) (١ . ٢٣)

بیز قانون ۴ . ١ . ٣
شرایط از قبل آگاه براساس را رویداد ی وقوع احتمال ١۴ بیز قانون احتمال، نظریه ی در

سن با سرطان اگر مثال، عنوان به م کند. توصیف باشد، رویداد به مربوط است ن مم که
به ابتلا احتمال ارزیابی برای م توان را سن بیز، قضیه ی از استفاده با باشد، داشته ارتباط

کرد. استفاده فرد سن از اطلاع بدون سرطان به ابتلا احتمال ارزیابی با مقایسه در سرطان
مجموعه ای آن ها دل در و کنیم افراز Ai کوچ مجموعه ی چند به را مجموعه ی کنید فرض

باشیم: داشته را B بنام دلخواه
A١ ∪A٢ · · · ∪An = S

Ai ∩Aj = Ajδi,j

B = S ∩B = (A١ ∪A٢ · · · ∪An) ∩B

B = (A١ ∩B) ∪ (A١ ∩B) ∪ · · · ∪ (An ∩B)

P (B) = P (A١ ∩B) + · · ·+ P (An ∩B)

P (B) = P (A١)P (B|A١) + · · ·+ P (An)P (B|An)

P (Ai|B) =
P (Ai ∩B)

P (B)

(٢۴ . ١)

است: معروف بیز قانون به که رابطه ای نهایتا و
P (Ai|B) =

P (Ai)P (B|Ai)

P (A١)P (B|A١) . . . P (An)P (B|An)
(٢۵ . ١)

کنیم فرض م کنیم: ذکر بیز قانون با بیشتر هرچه آشنایی برای بخش این پایان در را مثال
درصد ٢٠ C و ٣٠ B و ۵٠ A دستگاه که دارد دستگاه سه محصولاتش تولید برای کارخانه ی

١۴bayes rule



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ٨
محصولاتش درصد ٣,۴,۵ ترتیب: به سوم و دوم و اول دستگاه و م کنند تولید را محصولات

است؟ چقدر باشد خراب و برداریم را محصول ی اینکه احتمال باشد. خراب
چقدراست؟ باشد شده انتخاب A دستگاه از اینکه احتمال

: پاس
P (X) = P (A)P (X|A) + P (B)P (X|B) + P (C)P (X|C)

= ٠٫۵ × ٠٫٠٣ + ٠٫٣ × ٠٫٠۴ + ٠٫٢ × ٠٫٠۵
= ٠٫٠٧

(٢۶ . ١)

P (A|X) =
P (A)P (X|A)

P (A)P (X|A) + P (B)P (X|B) + P (C)P (X|C)
=

١۵
٣٧ (١ . ٢٧)

احتمال توزیع تابع ۴ . ١
ما دست محتمل رخدادهای فضای ی برای تصادف متغییر تعریف شد اشاره که همانطور
به خط و شیر با کردن کار که چرا م کند باز داده ها این با ریاض محاسبات انجام برای را
خروج های برای توزیع تابع م توان ترتیب این به م شود. زین جای x١ , x٢ با کارکردن

شرط: در و نوشته Px(x) بصورت که کرد تعریف ∫آزمایش +∞

−∞
Px(x)dx = ١ (١ . ٢٨)

به صورت: میانگین باشند احتمال هم خروج ها که آزمایش هایی برای ترتیب این به

⟨x⟩ = ١
n

∑
i

xi (١ . ٢٩)

: وزن بصورت توزیع تابع غیرهم احتمال حالتهای وبرای

⟨x⟩ = ١
n

∑
i

xini (١ . ٣٠)

که:
ni
n

= Pi (١ . ٣١)

داشت: خواهیم پس

⟨x⟩ = ١
n

∑
i

xiPi =

∫ +∞

−∞
xP (x)dx (١ . ٣٢)



٩ اطلاعات نظریه ی مفاهیم بعض با آشنایی
بصورت: را واریانس درنهایت

var(x) = σ٢(x)
=

⟨
(x− ⟨x⟩)٢

⟩
=

∫
(x− ⟨x⟩)٢ P (x) dx

=

∫ (
x٢ + ⟨x⟩٢ − ٢ ⟨x⟩ x

)
P (x) dx

= ⟨x٢⟩ − ⟨x⟩٢

(١ . ٣٣)

اطلاعات نظریه ی مفاهیم بعض با آشنایی ۵ . ١
م باشد. [١۶] چوانگ ‐ نیلسن کتابِ عمدتاً بخش این مرج

آن از پس [١٧] و کلاسی اطلاعات نظریه ی تولد و ١۵ شانون ١٩۴٨ سال مقاله ی از پس
و قطعیت عدم و اطلاعات اندازه گیری برای جدیدی ابزارها ی ، آن کوانتوم فرم ل گیری ش

پرداخت. خواهیم آن ها به مختصر که گردید و…ارائه آگاه

شانون آنتروپی ١ . ۵ . ١
دارد: هم ارز اما متفاوت دوتعریف است اطلاعات نظریه ی کلیدی مفهوم که مفهوم این

م آوریم بدست است تصادف متغییر ی که X پیرامون ما که اطلاعات متوسط میزان .١
بدانیم. را آن اگر

بدانیم؟ آن را آنکه قبل از تا داریم آگاه عدم X پیرامون چه مقدار ما .٢
با نال سی تولید چشمه ی ی مانند باشد Pi احتمال توزیع دارای Xi تصادف متغییر اگر

: بصورت آن شانون آنتروپی نمایش آن گاه ، تصادف فرکانس های
S(x) = −

∑
Pi log٢ Pi (٣۴ . ١)

ادامه در که آن چنان و کرده پیدا عام تعریف ی تنها م کند تولید را X که چشمه ای درواق
شد. خواهد روشن تر مثال ها در ادامه در م کند، عام تر آن را فقط X بودن متغییر دید خواهیم

شرط آنتروپی ٢ . ۵ . ١
دو این از ما ترتیب این به م دانیم را X البته و داریم Y و X تصادف متغییر دو ما کنید فرض
اطلاعات بیت S(X) مقدار به داده، نشان S(X,Y ) با را آن اطلاعات میزان که Y و X متغییر

١۵C.Shannon



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ١٠
میزان است). کیوبیت کوانتوم اطلاعات و بیت کلاسی اطلاعات اندازه گیری (واحد داریم

بود. خواهد S(Y ) معادل جفت این پیرامون باقیمانده قطعیت عدم
: بصورت X بادانستن Y آنتروپی پس

S(Y |X) = S(X,Y )− S(X) (٣۵ . ١)
م شود. گفته X شرط به Y آنتروپی آن به که

متقابل اطلاعات ٣ . ۵ . ١
م شود. داده نمایش مفهوم این با Y و X بین مشترک اطلاعات میزان

که بود خواهد S(X,Y ) باشند داشته اطلاعات مشترک بصورت Y و X اگر به اینکه باتوجه
مشترک شان اطلاعات شوند درنظرگرفته جداگانه واگر آن هاست، درنظرگرفتن باهم معادل

پس: شد خواهد محاسبه دوبار
I(X : Y ) = S(X) + S(Y )− S(X,Y ) (٣۶ . ١)

و قبل قسمت از ذاری جای با و م شود منجر متقابل اطلاعات برای متقارن فرم ی به که
: بصورت رسید خواهیم مفهوم این از غیرمتقارن فرم به متغییر ها جای تعویض

J(X : Y ) = S(X)− S(X|Y ) (١ . ٣٧)

اطلاعات نظریه ابزارها ی خواص از برخ ۴ . ۵ . ١

م کند: رفتار سان ی متغییر دو به نسبت و است متقارن موجودی فون  نویمن آنتروپی .١
S(X,Y ) = S(Y,X) (١ . ٣٨)

اطلاعات م خواهیم که است متغییری دو به نسبت متقارن موجودی نیز متقابل اطلاعات .٢
یریم: ب اندازه آن ها بین را متقابل

I(X : Y ) = I(Y : X) (١ . ٣٩)

م شود: تعریف زیر بصورت ١۶ جم پذیری زیر معروف رابطه ی .٣
S(X,Y ) ≤ S(X) + S(Y ) (۴١ . ٠)

١۶subadditivity



١١ اطلاعات نظریه ی مفاهیم بعض با آشنایی
این به منجر این و است موجود ی شرط غیره آنتروپی از کمتر همواره شرط آنتروپی .۴

باشد: صفر مساوی بزرگتر همواره کلاسی های همبستگ که م شود
S(Y |X) ≤ S(Y ) → J(X : Y ) ≥ ٠ (۴١ . ١)

هم به نسبت X,Y شرط آنتروپی و X,Y آنتروپی وضعیت :١ . ١ ل ش

کند. کم مفاهیم این بیشتر چه هر درک به م تواند تاحدودی بالا ل ش همچنین
ال چ ماتریس های به را جایشان احتمال توزیع های باید کوانتوم فرم به رسیدن برای حال

توزیع های روی جم همچنین بدهد، ١٧ فون نویمن آنتروپی به را خود جای شانون آنتروپی و
م شود. زین جای ١٨ رد با احتمال

S(X) → S(ρx) = −tr(ρx log٢ ρx) (۴١ . ٢)

I(X : Y ) → I(X : Y ) = S(ρx) + S(ρy)− S(ρx,y) (۴١ . ٣)
سادگ این به نم توان و است دشوارتر و دارد فرق اندک آن غیرمتقارن فرم آوردن بدست اما

چراکه: داد انجام
J(X : Y ) = S(ρx)−? (۴۴ . ١)

بازنویس را مفهوم این م خواهیم شرط آنتروپی کوانتوم فرم آوردن بدست برای ما درواق
است؟ چقدر Y دانستن علّ رغم X پیرامون ما عدم قطعیت متوسط مقدار که کنیم

بعدی ی تصویرگرها ی از ما هستیم. اندازه گیری روش ی از استفاده به مجبور ما بدین ترتیب
١٧von neumann entropy
١٨trace



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ١٢
کرد. خواهیم استفاده م شوند داده نشان Πy

j : بصورت که
که زیرسیستم بالا اندیس و حالتها مجموعه ی ازبین است خروج شمارنده ی پایین اندیس

م شود. اعمال آن روی اندازه گیری
داشت: خواهیم پس

ρx|Πy
j
=

try
[
(I ⊗ Πy

j)ρx,y(I ⊗ Πy
j)
]

Pj
(۴۵ . ١)

همچنین:

Pj = trx,y
{
(I ⊗ Πy

j)ρx,y(I ⊗ Πy
j)
} (۴۶ . ١)

داشت: خواهیم کامل اندازه گیری ی به ازای پس

S(X|{Πy
j}) =

∑
j

PjS(ρx|{Πy
j}) (۴١ . ٧)

کامل تعریف به وقوعشان احتمال در ضرب شرط آنتروپی های جم از انتظار مطابق پس
م رسیم. ١ . ٣٧ معادله ی

J(X : Y ) = S(ρx)− min
{Πy

j}
S(X|{Πy

j}) (۴١ . ٨)
استدلال های از جدای که م شود ناش آن جا از بالا رابطه ی در شرط آنتروپی بودن کمینه
هستیم کوانتوم همبستگ  میزان کمترین پیداکردن به دنبال ما [٢] ، [١] آن بانیان مفصل
برداریم. کوانتوم ناهم خوان آوردن بدست برای بلند گام توانسته ایم ما کار اینجای تا . [١٨]

برسیم. عمیق مفهوم این به م توانیم مقدمات این با ونه چ م دهیم نشان حال

کوانتوم ناهم خوان ۶ . ١
درجهان کاملا باشند م غیرمتقارن و متقارن فرم بصورت که متقابل اطلاعات دوعبارت
که آن چنان متقارن فرم واق در نیست معادل آن ها کوانتوم فرم اما هستند، معادل کلاسی
یریم، درنظرب باهم سپس و جداجدا را موجود دو که است وضعیت معادل پیداست تعریفش از

ببریم. پی آن ها بین همبستگ به وضعیت دو این تفاضل از و



١٣ کوانتوم ناهم خوان
هر در نهفته اطلاعات میزان حال داریم، کپی دونسخه کتاب ی از ما کنید فرض مثال برای

: هستند سان ی هردوکتاب چون و S(Y ) و S(X) با را کتاب
S(X) + S(Y ) = ٢S(X) (۴١ . ٩)

یریم: درنظرب باهم را آن ها اگر همچنین
S(X,Y ) = S(X) (۵١ . ٠)

باشیم: داشته که است طبیع پس
I(X,Y ) = ٢S(X)− S(X) = S(X) (۵١ . ١)

کامل کتاب ی میزان به کتاب دو این بین همبستگ پیداست نتیجه از که همانطور درواق
بود. خواهد

.[۴] هستند سان ی ً کام کتاب دو این گفت خواهد ما به متقابل اطلاعات میزان درنتیجه
باشد. کلیدی مفهوم ی به پرداختن برای ن مم زمان بهترین حالا شاید ول

کوانتوم و کلاسی همبستگ های ١ . ۶ . ١
که به اینصورت م باشد، اطلاعات نظریه ی در بحث مورد کلیدی واژه ی ١٩ همبستگ درواق
بین همبستگ میزان هستیم آن بررس درحال حاضر درحال که متقابل اطلاعات مثال برای
تنها واژه این ترجمه ی آیا اما م گیرد. اندازه را بخش دو سیستم ی قسمت دو یا بخش دو

است؟ کاف همبستگ بصورت

داریم: واژه این معنای پیرامون توضیحات اکثر و [١٩] در که اینجاست واقعیت
بدون کرد پیدا همبستگ موجود دو بین م توان واق در نباشد. علّ الزاماً که همبستگ ای
شب و روز بین مثال برای باشد. وجودداشته معلول و علت رابطه ی الزاماً آن ها بین اینکه
. معلول و علت و آور الزام رابطه ی ی نه اما هست همبستگ خانه ها چراغ شدن روشن و

. سرماخوردگ بیماری و هوا سرمای بین وضعیت است همین طور
در رابطه این شد بحث که آن     چنان ، م پردازیم J(X : Y ) بررس به مسیر ادامه ی در حال
حال م دانیم را Y طرف از و نم دانیم را X طرف از یعن است S(X|Y ) و S(X) بردارنده ی
پیرامون Y در نهفته همبستگ و اطلاعات میزان معادل که S(X)−S(X|Y ) بدانیم م خواهیم

است؟ چقدر است X
دارد؟ X پیرامون ما آگاه و قطعیت عدم کاهش در تاثیری چه Y دانستن واق در

آن و داریم کلیدی فرض ی تعریف این دل در ما م شود دیده سوال این روح در که آن چنان
١٩correlation



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ١۴
بدانیم. را X بیشتر هرچه Y دانستن با م خواهیم ما و دارد وجود X اینکه

م دانند: را نکته دو خوبی به کوانتوم انی م با آشنا افراد
مربوط رابطه ی ۴۵ . ١ در که آن چنان است، ن مم آن اندازه گیری طریق از Y دانستن .١

آوردیم. بدست آن را به
قیمت به آن پیرامون قطعیت عدم کاهش و آن پیرامون ما دانش افزایش و X وجود .٢
بیان به و نیست، Y با مرتبط و درگرو X وجود که است این معنای به Y اندازه گیری

… و است واقعیت از عنصری X [٢٠] اینشتین معروف مقاله
دانستن و ندارد وجود وضعیت این برای منع هیچ موضعیت و کلاسی منطق در درواق
همانطور پس کرد خواهد بیشتر آن پیرامون را ما علم تنها کرد، نخواهد مختل را X ‐ Y

برای خوبی بسیار معیار م تواند تعریف این شده داده توضیح و اشاره آن به مفصل [٢] در که
داریم: باشد.پس کلاسی همبستگ  اندازه گیری

I(X : Y ) = S(X) + S(Y )− S(X,Y )

S(X|Y ) = S(X,Y )− S(Y ) →

S(X,Y ) = S(X|Y ) + S(Y )

I(X : Y ) = S(X) + S(Y )− S(X|Y )− S(Y )

= S(X)− S(X|Y )

= J(X : Y )

(۵١ . ٢)

داریم: طرف از
I(X : Y ) = Total Correlations

J(X : Y ) = Classical Correlations

: است طبیع پس
δ(x : y) = I(X : Y )− J(X : Y )

= S(Y )− S(X,Y ) + S(X|Y )
(۵١ . ٣)

: داشت خواهیم کوانتوم فرم در
δ(X : Y ){Πy

j } = S(ρy)− S(ρx,y) + S(X|{Πy
j}) (۵۴ . ١)

ناهم خوان به جز نیست چیزی کرد خواهیم بحث بیشتر آن خواص درباره ادامه در که عبارت این
کوانتوم همبستگ های کلیه ی معادل م ماند باق تفاضل این از آن چه است بدیه کوانتوم

بود. خواهد



١۵ کوانتوم ناهم خوان
آوردن بدست داد خواهیم نشان متعدد مثال های ذکر با بعد فصل در که آن چنان واق در

در هم تنیدگ بر مبتن قبل روش های از تر عام بسیار روش این از کوانتوم همبستگ های
است. کوانتوم

در سیستم های تنها کوانتوم ظهورناهم خوان از قبل تا م دانند خوانندگان که آن چنان
کوانتوم همبستگ  های دارای نباشد ٢١ جدایی پذیر ٢٠ آن ها ال چ ماتریس که هم تنیده

عنوان تحت داریم درهم تنیدگ از جدیدتر معیار ی ما پس این از اما م شدند، گرفته درنظر
صفر ، ناموضع و کوانتوم همبستگ های وجود عدم شرط واق در و کوانتوم ناهم خوان

بود. خواهد موجودات آن بین کوانتوم ناهم خوان شدن
وضعیت ی با ما باشد صفر آن ها کوانتوم ناهم خوان که هایی سیستم برای است بدیه
شد. خواهد مرور دوباره هم کلاسی از ما درک ترتیب بدین هستیم. روبرو کلاسی کاملا

شد. خواهد ناموضع و کوانتوم همبستگ های هرگونه وجود عدم بودن کلاسی شرط

معنا چه به و چیست ناموضعیت حقیقتاً بپرسد خود از خواننده م رسد به نظر طبیع حال
است؟؟

[٢٠] اینشتین معروف مقاله به مجدداً باید سوال این توضیح برای چیست؟؟ برای شرط این
کرد. رجوع

ناموضعیت
توضیح برای علّ راه حل هیچ درواق کنیم پیش گویی قطعیت با نتوانیم را مشاهده پذیری ما اگر
چون و نداریم آن به دسترس هیچ ما ترتیب این به و داشت نخواهد وجود مشاهده پذیر آن

دسترس عدم این م دارند، بیان رها عمل بین جابه جاگری و قطعیت عدم روابط که آن چنان
باهم نم شوند جابه جا باهم تکانه و ان م مانند که مشاهده پذیری و نیست آگاه کمبود از

کوانتوم همبستگ های شدن مطرح برای انگیزه اولین خود این و داشت، نخواهند وجود
. [٢٠] بود

مرموز همبستگ  این وجود بخاطر شود درهم تنیدگ دچار اطرافش محیط با که هرموجودی
مشاهده پذیر درهم تنیده ی  آن، جفت روی آزمایش هر انجام و [١] داشت نخواهد مستقل وجود
با این گزید. برخواهد حالتها ٢٢ برهم نه بین از را ر دی جفت روی شده اندازه گیری متناظر

است. درتضاد کاملا ما روزمره ی تجربه ی

در دیواری مثال برای که ایم نکرده مشاهده خود روزمره زندگ درطول ما از هیچ کدام
٢٠density matrix
٢١separable
٢٢superposition



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ١۶
بیفتند دست این از اتفاقات و شود، عوض ناگهان دوستمان چهره ی یا و شود ظاهر اتاقمان

… ند ب اصابت چیزی یا و  نال سی یا واسطه ترین کوچ اینکه بدون
هیچ بدون داد نشان [٢١] خود معروف نامساوی های در بل که آن چنان کوانتوم درجهان اما

یرد. ب تاثیر کیهان آن سوی در ری دی موجود از موجودی م تواند … و نال سی
است وکلاسی موضع همبستگ های جهان کلاسی جهان کنیم ادعا که است روشن پس

. موضع غیر و کوانتوم نه و

اطرافشان محیط با کلاسی جهان حالت های وییم ب که ایم رسیده نقطه ای به ترتیب بدین
یعن جدید معیار معرف با م داند خوبی به خواننده حالا اما [١] شوند نم درهم تنیدگ دچار

ظهور جدید معیار بعنوان آن را م تواند نوین ل ش و خوبی به ر دی کوانتوم ناهم خوان
یرد. ب درنظر کوانتوم جهان دل از کلاسی

. کلاسی و هستند مستقل کاملا صفر کوانتوم ناهم خوان با حالت های
را چیزی بتواند او اگر هستید همبستگ  در ری دی با شما که اینطور موضعیت جم بندی پس
عامل ان از بتوانید هردو که باشد او و شما بین مشترک عامل اینکه یا و  برساند شما به ازخود

کنید. استفاده خود اطراف روی گذاشتن تاثیر یا و دیدن تاثیر برای مشترک

وضعیت بازهم کوانتوم جهان در اما است کلاسی جهان در همبستگ  نوع تنها این
شدند. مشخص بیشتر و بیشتر کلاسی جهان تفاوت های ترتیب بدین و است متفاوت

در کوانتوم ناهم خوان آوردن بدست روش بررس ١ . ٧
نگاه ی

فصل در آنچه از کل چشم اندازی م شود سع است فصل این پایان بخش که بخش این در
گردد. عرضه شد خواهد آورده کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی روش عنوان تحت بعد

زیر در هرمرحله به مربوط توضیحات و رسم گراف در مراحل که م بینیم ١ . ٢ ل ش مطابق
است. شده آورده



١٧ نگاه ی در کوانتوم ناهم خوان آوردن بدست روش بررس

کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی مراحل :١ . ٢ ل ش

ρa,b کل ماتریس .١
ρa آوردن بدست .٢
ρb آوردن بدست .٣

آن آنتروپی محاسبه ی برای λi ،ρa مقادیر ویژه آوردن بدست .۴
آن آنتروپی محاسبه ی برای λi ،ρb مقادیر ویژه آوردن بدست .۵

آن آنتروپی محاسبه ی برای λi ،ρa,b مقادیر ویژه آوردن بدست .۶
ρa,b آنتروپی محاسبه ی .٧
ρb آنتروپی محاسبه ی .٨



کلیات و کوانتوم ناهم خوان با آشنایی ١٨
ρa آنتروپی محاسبه ی .٩

b یا a موردنظر زیرسیستم روی اندازه گیری اعمال .١٠
١٠ مرحله ماتریس رد محاسبه ی با شده اندازه گیری حالت هر احتمال محاسبه ی .١١

حاصل عدد بر ١٠ مرحله ی ماتریس تقسیم از حاصل ماتریس مقادیر ویژه آوردن بدست .١٢
١١ مرحله ی از

متقابل اطلاعات محاسبه ی .١٣
آن کردن کمینه و شرط آنتروپی محاسبه ی .١۴

کار ابتدای از ما انتخاب به بسته ٩ یا ٨ مرحله ی مقدار از ١۴ مرحله ی مقدار کردن کم .١۵
کلاسی همبستگ های آوردن بدست .١۶

١٣ از ١۶ کردن کم با کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی .١٧



٢ فصل

ناهمخوان محاسبه

کار معرف ٢ . ١

است. شده بنا [٢٣] و [٢٢] مرج براساس فصل این نمادگذاری های و محاسبات عمده ی

به و شدیم آشنا کوانتوم ناهم خوان گیری ل ش تاریخچه ی با قبل فصل در که همان طور
اختلاف به جز نیست چیزی کوانتوم ناهم خوان که دیدیم ، آن ل گیری ش دغدغه های با مرور

متقابل. اطلاعات از کلاسی سان ی تعریف دو کوانتوم فرم بین موجود
کمینه جز نیست چیزی کوانتوم ناهم خوان محاسبه کارِ عمده ی شد اشاره که همانطور اما
از آن کردن کم نهایت در و کلاسی همبستگ های کردن متقابلا و شرط آنتروپی کردن

. کوانتوم ناهم خوان بدست آوردن و موجود همبستگ های کلیه ی

محاسبه پیرامون پژوهش های در انجام شده کارها ی ساده ترین م کنیم سع فصل این در
شویم. آشنا کار انجام نحوه ی با و بررس را کوانتوم ناهم خوان



ناهمخوان محاسبه ٢٠

دوکیوبیته حالت های ٢ . ٢
برآن سع  فصل این در است. سیستم های مرکب نوع ساده ترین ١ دوکیوبیته های سیستم

کوانتوم ناهم خوان ،٢ تحلیل بصورت دوکیوبیته سیستم های از جالبی خانواده ی برای است
گردد. محاسبه 

دوکیوبیته سیستم های ال چ ماتریس بررس ٢ . ٣
{|٠٠⟩ , |٠١⟩ , |١٠⟩ , |١١⟩} پایه ی در م تواند کیوبیت دو سیستم ی برای دلخواه هرحالت

بصورت:

τ =
١
۴
I +−→u .−→σ ⊗ I + I ⊗−→v .−→σ +

٣∑
j,k=١

Wi,jσj ⊗ σk

 (٢ . ١)

بصورت: واق در که نوشت

ρa =
١
٢(I +−→u .−→σ ) (٢ . ٢)

ρb =
١
٢(I +−→v .−→σ ) (٢ . ٣)

داشت: خواهیم آن ها ضرب از نهایتا که

τ ′ =
١
۴ {I +−→u .−→σ ⊗ I + I ⊗−→v .−→σ } (۴ . ٢)

τ = ρa ⊗ ρb +
٣∑

j,k=١
Wi,jσj ⊗ σk (۵ . ٢)

م توانیم طرف از .[٢۵] و [٢۴] دارد نام همبستگ جمله ی ٢ . ١ رابطه ی از آخر جمله ی و
بصورت: U(٢) گروه عضو U, V ان ی ماتریس های تحت را پائول هرماتریس

UσjU
† =

٣∑
m=١

Oa
j,mσm , V σkV

† =
٣∑

n=١
Oa

j,nσn (۶ . ٢)

١two-qubit
٢analytic



٢١ دوکیوبیته سیستم های ال چ ماتریس بررس
بنویسیم. هستند O(٣) گروه عضو متعامدی و نرمال ماتریس های Oa, Ob روابط این در که

داشت: خواهیم پس

U ⊗ V

 ٣∑
j,k=١

Wi,jσjσk

U † ⊗ V †

=

٣∑
j,k=١

Wj,k(UσjU
†)⊗ (V σjV

†)

=

٣∑
j,k=١

 ٣∑
j,k=١

Wj,kO
a
j,mO

b
n,k

σm ⊗ σn

=
٣∑

m=١
cmσm ⊗ σm

(٢ . ٧)

داشتن: نظر در با
٣∑

j,k=١
Oa

j,mWj,kO
b
n,k = δm,ncn (٢ . ٨)

بنویسیم: زیر به صورت را دوکیوبیت از ل متش سیستم های حالت م توانیم همواره نهایتا پس

γ =
١
۴
I +−→a .−→σ ⊗ I + I ⊗

−→
b .−→σ +

٣∑
j=١

cj .σj ⊗ σj

 (٢ . ٩)

دو سیستم های ال چ ماتریس کل فرم شده اشاره [١٣] ، [٢۵] ، [٢٢] در که همانطور
بود. خواهد بالا فرم بصورت کیوبیته

محاسباتمان ٣ باشند آمیخته کاملا آن ها آنسامبل که سیستم هایی با بیشترما هرچه سادگ برای
که هستند ال ای چ ماتریس های دارای زیرسیستم ها حالت که معن این به م بریم، پیش را
دید. خواهیم را وضعیت این ٢ . ٢١ در ادامه در و هستند ًبرابر کاملا و قطری عناصر دارای فقط

رسید: خواهیم زیر فرم به پس

ρ =
١
۴
I + ٣∑

j=١
cj .σj ⊗ σj

 (٢ . ١٠)

.[٢٢] م کنند تعریف خوش را ما ال چ ماتریس که هستند ثابت حقیق اعداد ها cj

م و هستیم روبرو بالا ل به ش ال چ ماتریس ی با ما حالا م شود ملاحظه که همانطور
کنیم. محاسبه آن برای را کوانتوم ناهم خوان خواهیم

زیرسیستم برای را فون نویمن آنتروپی باید م دانیم کوانتوم ناهم خوان تعریف از که همانطور
سیستم زیر کدام روی اندازه گیری روی از را کوانتوم ناهم خوان اینکه به بسته b یا a دلخواه

٣maximally marginaly mixed



ناهمخوان محاسبه ٢٢
باید شرط آنتروپی قسمت در م دانیم که همانطوری چراکه کنیم، حساب بیاوریم بدست

داریم؟ مدنظر اندازه گیری برای را زیرسیستم کدام کنیم مشخص
محاسبه ی برای همچنین

S(ρa,b) (٢ . ١١)
داریم: ترتیب بدین بدانیم را مربوطه ماتریس مقادیر ویژه باید

σ١ =

٠ ١
١ ٠

 σ٢ =

٠ −i

i ٠
 σ٣ =

١ ٠
٠ −١

 (٢ . ١٢)

بصورت: همان ماتریس همچنین و هستند پائول معروف ماتریس های همان که

I =

١ ٠
٠ ١

 (٢ . ١٣)

داشت: خواهیم پس
(١۴ . ٢)

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 + c١.


٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠

 + c٢.


٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠
−١ ٠ ٠ ٠

 + c٣.


١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ١


داشت: خواهیم زیر ل به ش را کل ماتریس بوضوح پس

ρa,b =
١
۴


c٣ + ١ ٠ ٠ c١ − c٢

٠ ١ − c٣ c١ + c٢ ٠
٠ c١ + c٢ ١ − c٣ ٠

c١ − c٢ ٠ ٠ ١ + c٣

 (١۵ . ٢)

داشت: خواهیم ویژه مقادیر محاسبه ی با

λ١ =
١
۴(١ − c١ − c٢ − c٣) (١۶ . ٢)

λ٢ =
١
۴(١ − c١ + c٢ + c٣) (٢ . ١٧)



٢٣ دوکیوبیته سیستم های ال چ ماتریس بررس

λ٣ =
١
۴(١ + c١ + c٢ − c٣) (٢ . ١٨)

λ۴ =
١
۴(١ + c١ − c٢ + c٣) (٢ . ١٩)

بصورت: دیراک نمادگذاری به صورت را ال چ ماتریس م توان همچنین

ρa,b =
١
۴((c٣ + ٠٠⟩⟨٠٠|(١|+ (c١ − c٠٠⟩⟨١١|(٢|
+ (١ − c٠١⟩⟨٠١|(٣|+ (c١ + c٠١⟩⟨١٠|٢|
+ (c١ + c١٠⟩⟨٠١|(٢|+ (١ − c١٠⟩⟨١٠|(٣|
+ (c١ − c١١⟩⟨٠٠|(٢|+ (١ + c١١⟩⟨١١|(٣|)

(٢ . ٢٠)

بصورت: را aوb ال چ ماتریس ۴ جزئ رد گیری با م توانیم حال

ρa = ρb =

 ١٢ ٠
٠ ١٢

 (٢ . ٢١)

حساب ال چ ماتریس ی برای را فون نویمن آنتروپی م توان ونه چ دیدیم ۴١ . ٢ رابطه ی در
بصورت: ویژه مقادیر برحسب آنتروپی محاسبه ی ر دی فرم اما کنیم

S(ρ) = −
∑
i

λi log٢ λi (٢ . ٢٢)
داشت: خواهیم ρa , ρb برای پس .[١۶] آمد خواهد ما ار ب

− ١
٢ log٢

١
٢ − ١

٢ log٢
١
٢ = ١ (٢ . ٢٣)

I(ρa,b) = ٢ +
∑
i

λi log٢ λi

= ٢ +
(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ log٢

(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ +

(١ − c١ + c٢ + c٣)۴ log٢
(١ − c١ + c٢ + c٣)۴ +

(١ + c١ + c٢ − c٣)۴ log٢
(١ + c١ + c٢ − c٣)۴ +

(١ + c١ − c٢ + c٣)۴ log٢
(١ + c١ − c٢ + c٣)۴

(٢۴ . ٢)

۴partial trace



ناهمخوان محاسبه ٢۴
داشت: خواهیم پس

I(ρa,b) = ٢ +
(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ log١))٢ − c١ − c٢ − c٣)− ۴)

+
(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ log١))٢ − c١ − c٢ − c٣)− ۴)

+
(١ − c١ + c٢ + c٣)۴ log١))٢ − c١ + c٢ + c٣)− ۴)

+
(١ + c١ + c٢ − c٣)۴ log١))٢ + c١ + c٢ − c٣)− ۴)

+
(١ + c١ − c٢ + c٣)۴ log١))٢ + c١ − c٢ + c٣)− ۴)

(٢۵ . ٢)

رابطه ی: به نتیجه در
I(ρa,b) =

(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ log١)٢ − c١ − c٢ − c٣)

+
(١ − c١ − c٢ − c٣)۴ log١)٢ − c١ − c٢ − c٣)

+
(١ + c١ + c٢ − c٣)۴ log١)٢ + c١ + c٢ − c٣)

+
(١ + c١ − c٢ + c٣)۴ log١)٢ + c١ − c٢ + c٣)

(٢۶ . ٢)

است. بخش دو ال چ ماتریس این برای متقابل اطلاعات همان که م رسیم
به ازای ماتریس این دید خواهیم ادامه در مثال برای
c١ = c٢ = c٣ = −c (٢ . ٢٧)

شد. خواهد تبدیل ۵ ورنر حالت به

اندازه گیری کل فرم ۴ . ٢
اگر

Πk = |k⟩⟨k| : k = ٠, ١ (٢ . ٢٨)
بصورت: اندازه گیری کل فرم V ϵ U(٢) برای

Bk = VΠkV
† : k = ٠, ١ (٢ . ٢٩)

V = t.I + i.y.σ (٢ . ٣٠)
م کنند: صدق زیر شرط در که

t٢ + y٢١ + y٢٢ + y٢٣ = ١ (٢ . ٣١)
۵werner state



٢۵ اندازه گیری کل فرم
شده: برقرا شرط این V ماتریس بودن ان ی دلیل به درواق

V.V † = V †.V = I (٢ . ٣٢)
داریم: پس t− iy٣ −iy١ − y٢

−iy١ + y٢ t+ iy٣

 .
 t+ iy٣ iy١ + y٢

iy١ − y٢ t− iy٣

 = I (٢ . ٣٣)

درنتیجه: t٢ − (iy١)٢ − (iy٣)٢ + y٢٢ ٠
٠ t٢ − (iy١)٢ − (iy٣)٢ + y٢٢

 =

١ ٠
٠ ١

 (٣۴ . ٢)

بصورت: ماتریس این حال هر به م رسد. به نظر منطق ٢ . ٣١ شرط پس

V =

t ٠
٠ t

+

 ٠ i.y١
i.y١ ٠

+

 ٠ y٢
−y٢ ٠

+

i.y٣ ٠
٠ −i.y٣

 (٣۵ . ٢)

V =

 t+ i.y٣ y٢ + i.y١
i.y١ − y٢ t− i.y٣

 (٣۶ . ٢)

همچنین: و

V † =

 t− i.y٣ −i.y١ − y٢
y٢ − i.y١ t+ i.y٣

 (٢ . ٣٧)

داشت: خواهیم k=٠ به ازای ماتریس ها این برای پس

Π٠ = |٠⟩⟨٠| =
١

٠
[١ ٠] =

١ ٠
٠ ٠

 (٢ . ٣٨)

درنتیجه:

B٠ =

 t+ i.y٣ y٢ + i.y١
i.y١ − y٢ t− i.y٣

١ ٠
٠ ٠

 t− i.y٣ −i.y١ − y٢
y٢ − i.y١ t+ i.y٣

 (٢ . ٣٩)

بنابراین:

B٠ = VΠ٠V † =

 (t+ i.y٣)(t− i.y٣) (t+ i.y٣)(−i.y١ − y٢)
(i.y١ − y٢)(t− i.y٣) (i.y١ − y٢)(−i.y١ − y٢)

 (۴٢ . ٠)



ناهمخوان محاسبه ٢۶
و یافت خواهد تغییر زیر بصورت بخش هایش از ی روی اندازه  گیری تحت ما کل حالت

داشت: خواهیم

ρk =
(I ⊗Bk)ρ

a,b(I ⊗Bk)

Pk
(۴٢ . ١)

است. محاسبه قابل کسر مخرج ۴۶ . ١ از همچنین و عام تر ول ۴۵ . ١ مشابه که
م کنیم: حساب را زیر عبارت ترتیب بدین هستیم فوق عبارت محاسبه ی به دنبال حال

Pkρk = (I ⊗Bk) ρ
a,b(I ⊗Bk)

= (I ⊗ (VΠkV
†))ρa,b(I ⊗ (VΠkV

†))

= (I ⊗ V )(I ⊗Πk)(I ⊗ V †)ρa,b(I ⊗ V )(I ⊗Πk)(I ⊗ V †)

=
١
۴(I ⊗ V )(I ⊗Πk)

(III)⊗ (V †IV ) +
٣∑

j=١
cj(IσjI)⊗ (V †σjV )


(I ⊗Πk)(I ⊗ V †)

=
١
۴(I ⊗ V )(I ⊗Πk)

I ⊗ I +
٣∑

j=١
cj .σj ⊗ (V †σjV )


(I ⊗Πk)(I ⊗ V †)

(۴٢ . ٢)

حساب شدند ظاهر ما ال چ ماتریس در که را زیر روابط بیشتر هرچه ساده سازی برای حال
م کنیم:
(۴٢ . ٣)

V †σ١V =

 −٢.t.y٢ + ٢.y١.y٣ (i.y١ + y٢)(−i.y١ − y٢) + (t+ i.y٢(٣
(t− i.y٢(٣ + (i.y١ − y٢)(−i.y١ + y٢) ٢.t.y٢ − ٢.y١.y٣


داریم: که

V †σ١V = (t٢ + y٢١ − y٢٢ + y٢٣)σ١ + ٢(t.y٣ + y١.y٢)σ٢ + ٢(y١.y٣ − t.y٢)σ٣ (۴۴ . ٢)

داشت: خواهیم ر دی مشابه حالتهای برای همچنین

V †σ٢V = ٢(−t.y٣ + y١.y٢)σ١ + (t٢ + y٢٢ − y٢١ − y٢٣)σ٢ + ٢(t.y١ + y٢.y٣)σ٣ (۴۵ . ٢)

V †σ٣V = ٢(t.y٢ + y١.y٣)σ١ + ٢(−t.y١ + y٢.y٣)σ٢ + (t٢ + y٢٣ − y٢١ − y٢٣)σ٣ (۴۶ . ٢)



٢٧ اندازه گیری کل فرم
کنیم: حساب باید نیز را زیر روابط جواب به نزدی ترشدن و نزدی برای همچنین

Π٠σ٣Π٠ =

١ ٠
٠ ٠

١ ٠
٠ −١

١ ٠
٠ ٠


=

١ ٠
٠ ٠

١ ٠
٠ ٠


=

١ ٠
٠ ٠


= Π٠

(۴٢ . ٧)

Π١σ٣Π١ =

٠ ٠
٠ ١

١ ٠
٠ −١

٠ ٠
٠ ١


=

٠ ٠
٠ ١

٠ ٠
٠ −١


=

٠ ٠
٠ −١


= −Π١

(۴٢ . ٨)

Π٠σ١Π٠ =

١ ٠
٠ ٠

٠ ١
١ ٠

١ ٠
٠ ٠


=

١ ٠
٠ ٠

٠ ٠
١ ٠


=

٠ ٠
٠ ٠


(۴٢ . ٩)

که: گرفت را زیر کل نتیجه ی م توان پس
ΠjσkΠj = ٠ for j = ٠, ١ k = ١,٢ (۵٢ . ٠)

داشت: خواهیم k=٠ و j سه گانه حالتهای به ازای پس
ρ٠ =

١
۴ {I + c١.z١.σ١ + c٢.z٢.σ٢ + c٣.z٣.σ٣} ⊗ (VΠ١V †) (۵٢ . ١)

برده ایم: به کار را زیر تعاریف ما که است درحال این
z١ = ٢(−t.y٢ + y١.y٣)
z٢ = ٢(t.y١ + y٢.y٣)
z٣ = (t٢ + y٢٣ − y٢١ − y٢٢)

(۵٢ . ٢)



ناهمخوان محاسبه ٢٨
و کرد حساب ۵٢ . ١ از رد گرفتن با راحت به را است ١٢ که حالت این احتمال م توان پس

گرفت: نتیجه
ρ٠ =

١
٢ {I + c١.z١.σ١ + c٢.z٢.σ٢ + c٣.z٣.σ٣} ⊗ (VΠ٠V †) (۵٢ . ٣)

داریم: k=١ برای ترتیب به همین و
ρ١ =

١
٢ {I − c١.z١.σ١ − c٢.z٢.σ٢ − c٣.z٣.σ٣} ⊗ (VΠ١V †) (۵۴ . ٢)

داشت: خواهیم زیر بصورت مقادیری ویژه ماتریس این برای مقادیر ویژه محاسبه با ,٠که ٠, ١ +

√
|c١.z٢|١ + |c٢.z٢|٢ + |c٣.z٢|٣

٢ ,
١ −

√
|c١.z٢|١ + |c٢.z٢|٢ + |c٣.z٢|٣

٢
 (۵۵ . ٢)

{
٠, ٠, ١ +Θ

٢ ,
١ −Θ

٢
}

(۵۶ . ٢)
بود: خواهد ان پذیر ام زیر تعریف با بالا رابطه ی

Θ =

√
|c١.z٢|١ + |c٢.z٢|٢ + |c٣.z٢|٣ (۵٢ . ٧)

را لازمه آنتروپی های محاسبه ی برای موردنیاز روابط بتوانیم که هستیم موقعیت در حال
کنیم: حساب

S(ρ٠) = − ١ +Θ

٢ log٢
١ +Θ

٢ − ١ −Θ

٢ log٢
١ −Θ

٢
= − ١ +Θ

٢
{
log١))٢ +Θ)− ٢)}− ١ −Θ

٢
{
log١))٢ −Θ)− ٢)}

= − ١ +Θ

٢ log١)٢ +Θ)− ١ −Θ

٢ log١)٢ −Θ) + ٢
(۵٢ . ٨)

بصورت: k=١ برای تفاوت اندک با وضعیت }همین
٠, ٠, ١ +Θ

٢ ,
١ −Θ

٢
}

(۵٢ . ٩)
بصورت: به آن مربوط وآنتروپی

= − ١ −Θ

٢ log١)٢ +Θ)− ١ +Θ

٢ log١)٢ +Θ) + ٢ (۶٢ . ٠)

C(ρ) = sup
{Bk}

I(ρ| {Bk}) = S(ρa)− S(ρ|{Bk}) (۶٢ . ١)

دیدیم: [٢٢] و [٢٣] در که همانطور
S(ρa) = ١ (۶٢ . ٢)



٢٩ اندازه گیری کل فرم
داشت: خواهیم زیرهم ل به ش شرط آنتروپی رابطه ی در پس
S(ρ|{Bk}) = P٠S(ρ٠) + P١S(ρ١) (۶٢ . ٣)

دیدیم: ۵٢ . ١ از رد گرفتن با که همانطور و
P٠ = P١ =

١
٢ (۶۴ . ٢)

است: طبیع درنتیجه
S(ρ|{Bk}) = ١ − ١

٢
{
− ١ +Θ

٢ log٢
١ +Θ

٢ − ١ −Θ

٢ log٢
١ −Θ

٢
}

− ١
٢
{
− ١ +Θ

٢ log٢
١ +Θ

٢ − ١ −Θ

٢ log٢
١ −Θ

٢
} (۶۵ . ٢)

:٢ . ١ به صورت عبارت این نمودار

تتا متغییر مختلف مقادیر به ازای کلاسی همبستگ های رفتار نمودار :٢ . ١ ل ش

م رسیم: متقابل اطلاعات غیرمتقارن فرم برای زیر رابطه ی به نهایتاً پس
J =

١ −Θ

٢ log١)٢ −Θ) +
١ +Θ

٢ log١)٢ +Θ) (۶۶ . ٢)
است: برقرار زیر رابطه ی داد نشان به راحت م توان

z٢١ + z٢٢ + z٢٣ = ١ ⇄ (۶٢ . ٧)

(
−٢ ty٢ + ٢ y١y٣

)٢
+

(٢ ty١ + ٢ y٢y٣
)٢

+
(
t٢ − y١٢ − y٢٢ + y٢(٣٢ (۶٢ . ٨)



ناهمخوان محاسبه ٣٠

t۴+٢ t٢y٢+١٢ t٢y٢+٢٢ t٢y٣٢+y١۴+٢ y١٢y٢+٢٢ y١٢y٣٢+y٢۴+٢ y٢٢y٣٢+y٣۴ (۶٢ . ٩)

(
t٢ + y١٢ + y٢٢ + y٢(٣٢

= ١ (٢ . ٧٠)
لازم را شرط آنتروپی عبارت کردن کمینه تنها کوانتوم ناهم خوان آوردن بدست تا حال

داشت: خواهیم زیر فرض با که داریم
c := max {|c١|, |c٢|, |c٣|} (٢ . ٧١)

داشت: خواهیم همواره بدیه به طور پس
Θ ≤

√
|c|٢

(
z٢١ + z٢٢ + z٢٣

)
= c (٢ . ٧٢)

: ترتیب بدین که
Sup
{Bk}

= Sup
V

= c (٢ . ٧٣)
رسیده ایم: زیر سرراست رابطه ی به ما پس

C(ρ) =
١ − c

٢ log١)٢ − c) +
١ + c

٢ log١)٢ + c) (٧۴ . ٢)
شدن نسبت همان به و شرط آنتروپی برای کمینه حالتها این وقوع شرایط بررس به حال

م پردازیم: کلاسی همبستگ های
.١

اگر c = |c١| → |z١| = ١, z٢ = z٣ = ٠ → |t| = |y٢| =
٢√١ (٧۵ . ٢)

→−−−اثبات y١ = y٣ = ٠ → z١ = ٢(−t.y٢ + y١.y٣) (٧۶ . ٢)
است. کامل اثبات

.٢
اگر c = |c٢| → |z٢| = ١, z١ = z٣ = ٠ → |t| = |y١| =

٢√١ (٢ . ٧٧)

→−−−اثبات y٢ = y٣ = ٠ → z٢ = ٢(t.y١ + y٢.y٣) (٢ . ٧٨)
است. کامل اثبات



٣١ اندازه گیری کل فرم
.٣

اگر c = |c٣| → |z٣| = ١, z١ = z٢ = ٠ → |t| = |y٣| =
٢√١ (٢ . ٧٩)

→−−−اثبات y١ = y٢ = ٠ → z٣ = t٢ + y٢٣ − y٢١ − y٢١ (٢ . ٨٠)
است. کامل اثبات

δ(a:b) = I(ρ)− C(ρ)

=
١
۴((١ − c١ − c٢ − c٣) log١)٢ − c١ − c٢ − c٣)

+ (١ − c١ + c٢ + c٣) log١)٢ − c١ + c٢ + c٣)
+ (١ + c١ − c٢ + c٣) log١)٢ + c١ − c٢ + c٣)
+ (١ + c١ + c٢ − c٣) log١)٢ + c١ + c٢ − c٣))

− ١ − c

٢ log١)٢ − c)− ١ + c

٢ log١)٢ + c)

(٢ . ٨١)

با که بخش دو حالت های از خانواده  این برای عام فرمول به توانستیم ٢ . ٨١ در ترتیب بدین
دست یابیم. م شوند داده نشان ٢ . ٩ ال چ ماتریس

پردازیم: م ۶ ورنر معروف بسیار و خاص حالت به مثال برای حال
ρ =

(١ − c)

۴ I + c |Ψ−⟩⟨Ψ−| (٢ . ٨٢)

|Ψ−⟩ = {|٠ ١⟩ − |١ ٢√{⟨٠ (٢ . ٨٣)
بصورت: حالت این برای کوانتوم ناهم خوان درنتیجه

δ =
١ − c

۴ log١)٢ − c)− ١ + c

۴ log١)٢ + c) +
١ + ٣.c

۴ log١)٢ + ٣.c) (٨۴ . ٢)
داریم: به سادگ بل حالت های برای همچنین

ρ = |Ψ−⟩⟨Ψ−| (٨۵ . ٢)

I(ρ) = ٢, C(ρ) = ١, → δ = ١ (٨۶ . ٢)
مساوی کاملاً کلاسی همبستگ های و کوانتوم ناهم خوان م شود دیده که همانطور

اند. شده تقسیم سیستم در
۶werner sate



ناهمخوان محاسبه ٣٢
از مساوی بزرگتر کلاسی همبستگ های گفت م توان همواره آیا شود مشخص اینکه برای اما
موجودی که گرفت صورت ترتیب این به بررس [٢٢] مقاله در هستند کوانتوم همبستگ های

بصورت:
D(ρ) = δ − C(ρ) (٢ . ٨٧)

اینجا راحت به که همانطور و معرف است کوانتوم از کلاسی همبستگ های اختلاف که
در که دید را وضعیت توان م و نیست درست استدلال این م دهیم نشان ل ش و رابطه در

شوند. بیشتر کلاسی از کوانتوم همبستگ های و باشد به عکس وضعیت آن
D = ١/۴ (١٫١ − c١ − c٢) ln (١٫١ − c١ − c٢)

ln
(٢)

+ ١/۴
(٠٫٩ − c١ + c٢

)
ln

(٠٫٩ − c١ + c٢
)

ln
(٢)

+ ١/۴
(٠٫٩ + c١ − c٢

)
ln

(٠٫٩ + c١ − c٢
)

ln
(٢)

+ ١/۴ (١٫١ + c١ + c٢) ln (١٫١ + c١ + c٢)
ln

(٢)
− ٠٫٩ ln

(٠٫٩)
ln

(٢) − ١٫١ ln (١٫١)
ln

(٢)

کلاسی همبستگ های و کوانتوم ناهم خوان مقایسه :٢ . ٢ ل ش



٣٣ X-گونه حالت های
با بعدی فصل در م آید بدست ٧ تلاق معیار از که همانطور حالت ها این برای همچنین
جام تر معیاری کوانتوم ناهم خوان داد نشان م توان چطور دید خواهیم مثال چند بررس

است. کوانتوم درهم تنیدگ از
بررس مورد مفصلا بعد فصل در گردید محاسبه بالا در بل و ورنر حالت با رابطه در آن چه

گرفت. خواهد قرار متعدد نمودارها ی رسم با تحلیل و

X-گونه حالت های ۵ . ٢
خود درنوع اما کوچ خانواده ی ی برای و برداشتیم جلو به رو قدم ی فصل این درابتدای ما
١۵ . ٢ کل ل ش به اگر کردیم. محاسبه را کوانتوم ناهم خوان فیزی حالت های از اهمیت با
درواق برد. خواهید پی انگلیس زبان در X حرف به ال چ ماتریس این شباهت به کنید نگاه

علاقه مند که دانان فیزی برای بود انگیزه ای شد دیده ٨ لوو ٢٠٠٨ سال کار در که شباهت این
تحت ماتریس هایی چنین عام ل ش مطالعه ی به تا بودند کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی به
بصورت: حالت ها این کل ل ش م رود انتظار که همانطور . [٢٣] بپردازند ٩ X-گونه عنوان

ρa,b =



ρ١١ ٠ ٠ ρ١۴
٠ ρ٢٢ ρ٢٣ ٠
٠ ρ٣٢ ρ٣٣ ٠
ρ۴١ ٠ ٠ ρ۴۴


(٢ . ٨٨)

بصورت: آن مقادیر ویژه و

λ١ = ١/٢ ρ٢٢ + ١/٢ ρ٣٣ + ١/٢√
ρ٢٢٢ − ٢ ρ٢٢ρ٣٣ + ۴ ρ٢٣ρ٣٢ + ρ٣٣٢

λ٢ = ١/٢ ρ٢٢ + ١/٢ ρ٣٣ − ١/٢√
ρ٢٢٢ − ٢ ρ٢٢ρ٣٣ + ۴ ρ٢٣ρ٣٢ + ρ٣٣٢

λ٣ = ١/٢ ρ١١ + ١/٢ ρ۴۴ + ١/٢√
ρ١١٢ − ٢ ρ١١ρ۴۴ + ۴ ρ١۴ρ۴١ + ρ۴۴٢

λ۴ = ١/٢ ρ١١ + ١/٢ ρ۴۴ − ١/٢√
ρ١١٢ − ٢ ρ١١ρ۴۴ + ۴ ρ١۴ρ۴١ + ρ۴۴٢


(٢ . ٨٩)

محاسبه ی تنها متقارن) همبستگ های(فرم کلیه ی فرم در متقابل اطلاعات محاسبه ی تا حال
بصورت: که داریم کم را جزئ ماتریس های

ρb = tra ρ
a,b

ρa = trb ρ
a,b

(٢ . ٩٠)

٧concurrence
٨S.Lou
٩X-state



ناهمخوان محاسبه ٣۴
م گیریم: نتیجه

ρa =

ρ١١ + ρ٢٢ ٠
٠ ρ٣٣ + ρ۴۴

 , ρb =
ρ١١ + ρ٣٣ ٠

٠ ρ٢٢ + ρ۴۴

 (٢ . ٩١)

کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی برای موجود همبستگ های کلیه ی آوردن بدست ر دی حال
است. بدیه

I(ρa,b) = S(ρa) + S(ρb)− S(ρa,b)

= −(ρ١١ + ρ٢٢) log٢(ρ١١ + ρ٢٢)− (ρ٣٣ + ρ۴۴) log٢(ρ٣٣ + ρ۴۴)
− (ρ١١ + ρ٣٣) log٢(ρ١١ + ρ٣٣)− (ρ٢٢ + ρ۴۴) log٢(ρ٢٢ + ρ۴۴)

+ (
١
٢
[
(ρ١١ + ρ۴۴) +

√
(ρ١١ − ρ۴۴)٢ + |ρ١۴|٢

]
)

× log٢(
١
٢
[
(ρ١١ + ρ۴۴) +

√
(ρ١١ − ρ۴۴)٢ + |ρ١۴|٢

]
)

+ (
١
٢
[
(ρ١١ + ρ۴۴)−

√
(ρ١١ − ρ۴۴)٢ + |ρ١۴|٢

]
)

× log٢(
١
٢
[
(ρ١١ + ρ۴۴)−

√
(ρ١١ − ρ۴۴)٢ + |ρ١۴|٢

]
)

+ (
١
٢
[
(ρ٢٢ + ρ٣٣) +

√
(ρ٢٢ − ρ٢(٣٣ + |ρ٢|٢٣

]
)

× log٢(
١
٢
[
(ρ٢٢ + ρ٣٣) +

√
(ρ٢٢ − ρ٢(٣٣ + |ρ٢|٢٣

]
)

+ (
١
٢
[
(ρ٢٢ + ρ٣٣)−

√
(ρ٢٢ − ρ٢(٣٣ + |ρ٢|٢٣

]
)

× log٢(
١
٢
[
(ρ٢٢ + ρ٣٣)−

√
(ρ٢٢ − ρ٢(٣٣ + |ρ٢|٢٣

]
)

(٢ . ٩٢)

مرکب عدد ٢ و اصل قطر در تا ٣ بصورت حقیق پارامتر ٧ با ماتریس ٢ . ٨٨ ماتریس درواق
. [٢٣] است اصل قطر درخارج حقیق ۴عدد یا ١٠

را شرط آنتروپی باید تنها درواق ، م رویم کلاسی همبستگ های محاسبه ی به سراغ
کارخواهیم قبل روال مانند منظور بدین آورد بدست سریعاً را کوانتوم ناهم خوان و کرد محاسبه

کرد.
اگر داد نشان م توان بوضوح بیاوریم. بدست را ρ|{Bk} شده اندازه گیری حالت ماتریس باید
بدست برای ماتریس آن رد باگرفتن و دهیم انجام ٢ . ٨٨ ماتریس برای را ۴ . ٢ قسمت عملیات

رسید: خواهیم زیر روابط به احتمال آوردن
P٠ = [(ρ١١ + ρ٣٣)k + (ρ٢٢ + ρ۴۴)l]
P١ = [(ρ١١ + ρ٣٣)l + (ρ٢٢ + ρ۴۴)k]

(٢ . ٩٣)

١٠complex number



٣۵ X-گونه حالت های
شده اند: نویس خلاصه زیر تعاریف با بالا روابط که

k = t٢ + y٢٣ l = y٢١ + y٢٢
m = (ty١ + y٢y٢(٣ n = (ty٢ − y١y٣)(ty١ + y٢y٣)

(٩۴ . ٢)

بصورت: ρ١ و ρ٠ ماتریس های مقادیر ویژه همچنین
ρ٠ ١ ± θ

٢
ρ١

١ ± θ′

٢
(٩۵ . ٢)

شده اند: تعریف محاسبات سازی ساده جهت زیر بصورت θ′ و θ که بود، خواهد
θ =

√√√√ [(ρ١١ − ρ٣٣)k + (ρ٢٢ − ρ۴۴)l]٢ +Θ

[(ρ١١ + ρ٣٣)k + (ρ٢٢ + ρ۴۴)l]٢

θ′ =

√√√√ [(ρ١١ − ρ٣٣)l + (ρ٢٢ − ρ۴۴)k]٢ +Θ

[(ρ١١ + ρ٣٣)l + (ρ٢٢ + ρ۴۴)k]٢

(٩۶ . ٢)

بصورت: Θ که
Θ = ۴kl [|ρ١۴|٢ + |ρ٢|٢٣ + ٢φ(ρ١۴ρ٢٣)

]
− ١۶mφ(ρ١۴ρ٢٣) + ١۶nΦ(ρ١۴ρ٢٣)

(٢ . ٩٧)

هستند. z مرکب عدد موهوم و حقیق قسمتهای بترتیب Φ و φ که
کسل و طولان بسیار روابط جز نیست چیزی شده نوشته خلاصه بسیار بالا در آنچه البته

آمد. خواهد ادامه در که کننده  ای
در آن تانسوری ضرب و موردنظر زیرسیستم روی ۴٢ . ٠ اندازه گیری ماتریس اعمال از پس
انجام آن روی اندازه گیری  قرارنیست که زیرسیستم تغییرگذاشتن بی برای همان ماتریس
اندازه گیری حالت وقوع احتمال واق در که آن رد یا رد بر حاصل ماتریس کردن تقسیم و شود
ویژه محاسبه ی با که م رسیم ρ١ به گفتیم آنچه مشابه ل ش به و ρ٠ به داد خواهد ما به را شده
نهایتاً وقوعشان احتمال در هرکدام ضرب با و آن ها آنتروپی های محاسبه ی به قادر آن ها مقادیر

ناهم خوان کنیم ادعا م توانیم آن کردن کمینه از پس که م رسیم شرط آنتروپی جمله ی به
کرده ایم. حساب دقیق و کامل و جام و تحلیل بطور X-گونه حالت های برای را کوانتوم

است: محاسبه قابل ترتیب این به شد اشاره دربالا )آنچه
I ⊗

(
VΠkV

†
))

ρa,b
(
I ⊗

(
VΠkV

†
)) (٢ . ٩٨)

(
I ⊗

(
VΠkV

†
))



ρ١١ ٠ ٠ ρ١۴
٠ ρ٢٢ ρ٢٣ ٠
٠ ρ٣٢ ρ٣٣ ٠
ρ۴١ ٠ ٠ ρ۴۴


(
I ⊗

(
VΠkV

†
)) (٢ . ٩٩)



ناهمخوان محاسبه ٣۶
داشت: خواهیم ماتریس این از رد گیری )با

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+

(
y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

)−١ (٢ . ١٠٠)
بر ٢ . ٩٩ کردن تقسیم با حال م رسیم. ٢ . ٩٣ در P٠ رابطه ی به ٩۴ . ٢ روابط از استفاده با که

آمد. خواهد زیر در آن عنصره ١۶ که م رسیم ۴ × ۴ ماتریس به ٢ . ١٠٠

چندنکته: ذکر
عناصر و شده خودداری ماتریس بصورت آن نوشتن از ماتریس این بودن بسیاربزرگ بدلیل

شده اند. نوشته تک تک آن
بسیار ساده سازی های دید خواهیم ماتریس این مقادیر ویژه محاسبه ی در ادامه در که آن چنان
آمده. بدست ٩۶ . ٢ و ٩۵ . ٢ تحلیله قابل و ساده و سرراست ل ش تا گرفته صورت زیادی بسیار



٣٧ X-گونه حالت های

ρ١١ =
(iy٣ + t)٢ (−iy٣ + t)٢ ρ١١ + (iy٣ + t) (−iy١ − y٢) ρ٢٢ (iy١ − y٢) (−iy٣ + t)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ١٢ =
(iy٣ + t)٢ (−iy٣ + t) ρ١١ (−iy١ − y٢) + (iy٣ + t) (−iy١ − y٢(٢ ρ٢٢ (iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ١٣ =
(iy٣ + t)٢ (−iy١ − y٢) ρ٢٣ (−iy٣ + t) + (iy٣ + t) (−iy٣ + t)٢ ρ١۴ (iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ١۴ =
(iy٣ + t)٢ (−iy١ − y٢(٢ ρ٢٣ + (iy٣ + t) (−iy٣ + t) ρ١۴ (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٢١ =
(iy١ − y٢) (−iy٣ + t)٢ ρ١١ (iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy١ − y٢) ρ٢٢ (−iy٣ + t)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٢٢ =
(iy١ − y٢) (−iy٣ + t) ρ١١ (iy٣ + t) (−iy١ − y٢) + (iy١ − y٢(٢ (−iy١ − y٢(٢ ρ٢٢

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٢٣ =
(iy١ − y٢) (−iy١ − y٢) ρ٢٣ (iy٣ + t) (−iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy٣ + t)٢ ρ١۴

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٢۴ =
(iy١ − y٢) (−iy١ − y٢(٢ ρ٢٣ (iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy٣ + t) ρ١۴ (−iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٣١ =
(iy٣ + t)٢ (−iy١ − y٢) ρ۴١ (−iy٣ + t) + (iy٣ + t) (−iy٣ + t)٢ ρ٣٢ (iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٣٢ =
(iy٣ + t)٢ (−iy١ − y٢(٢ ρ۴١ + (iy٣ + t) (−iy٣ + t) ρ٣٢ (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٣٣ =
(iy٣ + t)٢ (−iy٣ + t)٢ ρ٣٣ + (iy٣ + t) (−iy١ − y٢) ρ۴۴ (iy١ − y٢) (−iy٣ + t)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ٣۴ =
(iy٣ + t)٢ (−iy٣ + t) ρ٣٣ (−iy١ − y٢) + (iy٣ + t) (−iy١ − y٢(٢ ρ۴۴ (iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ۴١ =
(iy١ − y٢) (−iy١ − y٢) ρ۴١ (iy٣ + t) (−iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy٣ + t)٢ ρ٣٢

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ۴٢ =
(iy١ − y٢) (−iy١ − y٢(٢ ρ۴١ (iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy٣ + t) ρ٣٢ (−iy١ − y٢)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ۴٣ =
(iy١ − y٢) (−iy٣ + t)٢ ρ٣٣ (iy٣ + t) + (iy١ − y٢(٢ (−iy١ − y٢) ρ۴۴ (−iy٣ + t)

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)

ρ۴۴ =
(iy١ − y٢) (−iy٣ + t) ρ٣٣ (iy٣ + t) (−iy١ − y٢) + (iy١ − y٢(٢ (−iy١ − y٢(٢ ρ۴۴

(ρ١١ + ρ٣٣)
(
t٢ + y٣٢)+ (

y١٢ + y٢٢) (ρ٢٢ + ρ۴۴)
(٢ . ١٠١)

بصورت: ماتریس این مقادیر }ویژه
٠, ٠, ١ ± θ

٢ ,
١ ± θ′

٢
}

(٢ . ١٠٢)
شد. خواهد منجر ٩۶ . ٢ رابطه ی به کننده کسل عملیات و سازی ساده با که



ناهمخوان محاسبه ٣٨
شود: انجام آن ها روی سازی و ذاری جای زیر روابط باید قبل روال مطابق

C(ρa,b) = S(ρa)− S(ρa| {Bk})

= S(ρa)− {P٠S(ρ٠) + P١S(ρ١)}
(٢ . ١٠٣)

داریم: بالا عبارت محاسبه ی برای همچنین
S(ρ٠) = −١ + θ

٢ log٢
١ + θ

٢ − ١ − θ

٢ log٢
١ − θ

٢
S(ρ١) = −١ + θ′

٢ log٢
١ + θ′

٢ − ١ − θ′

٢ log٢
١ − θ′

٢
(١٠۴ . ٢)

کوانتوم حالت های از بزرگ تر خانواده ی این برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی تا ما حالا
خودداریم: پیش روی را شرط آنتروپی کردن کمینه وتنها تنها

min
{Bi}

S(ρx| {Bi}) (١٠۵ . ٢)

م باشد. k, l,m, n شامل گردد کمینه باید که شرط آنتروپی شود م مشاهده که همانطور
صفر مساوی شده یاد مؤلفه های به نسبت آن مشتق باید م رود انتطار که همانطور پس

کوانتوم ناهم خوان و حساب آن کمینه ی نهایتاً و شناسایی اکسترمم نقاط تا شود داده قرار
گردد. محاسبه

به شده ساده تر بسیار کار [٢٣] مقاله نویسندگان سوی از زیرک اندک با که اینجاست جالب
که: صورت این

(k − l) از فرد تابع پس است متقارن و تغییرناپذیر k, l جای تعویض تحت نظر مورد عبارت
یا هستند انتهایی و ابتدا نقاط یا آن اکسترمم نقاط درنتیجه است،

k = l = ١/٢ (١٠۶ . ٢)
داریم: انتهایی و ابتدایی درنقاط ، تعریف به باتوجه همچنین

t = y٣ = ٠ or y١ = y٢ = ٠ (٢ . ١٠٧)
(با بود خواهد صفر قطعاً m,n باشد نقاط این در شرط آنتروپی کمینه که درصورت بنابراین

است. تمام محاسبه ذاری جای با و تعریف) به توجه
نتیجه در و θ = θ′ باشد k = l = ١/٢ در کمینه که ر دی حالت در

S(ρ٠) = S(ρ١) (٢ . ١٠٨)
بود. خواهد S(ρ٠) or S(ρ١) های آنتروپی از هری کمینه با برابر شرط آنتروپی کل کمینه و
قطعاً آن ها کمینه نتیجه در دارد m,n به خط وابستگ تنها Θ عبارت حالت این در همچنین

بیفتد. اتفاق انتهایی شان یا و ابتدایی نقاط در باید



٣٩ آن X-گونه ی فرم براساس خاص حالت ی کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
ناهم خوان تحلیل محاسبه ی پایان م توانیم k, l,m, n تغییرات کران پیداکردن با ترتیب بدین

کنیم. اعلام را X-گونه حالت های برای کوانتوم

k + l = ١ ⇄ t٢ + y٢١ + y٢٢ + y٢٣ = ١
k ϵ [٠, ١]
m ϵ [٠, ١/۴]
n ϵ [−١/٨, ١/٨]

(٢ . ١٠٩)

: بصورت ۵٢ . ٢ با k,m, n بین همبستگ  همچنین

k − l = z٣
۴n = −z١.z٢
۴m = z٢٢

(٢ . ١١٠)

است. رسیده پایان به محاسبه عملیات ترتیب بدین
بررس عام فرم برحسب ١۵ . ٢ حالت برای را کوانتوم ناهم خوان م توان ونه چ م دهیم نشان

آورد. بدست ۵ . ٢ در شده

خاص حالت ی کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۶ . ٢
آن X-گونه ی فرم براساس

فرم: به باحالت ما شد بررس پیش تر که همانطور

ρa,b =
١
۴


c٣ + ١ ٠ ٠ c١ − c٢

٠ ١ − c٣ c١ + c٢ ٠
٠ c١ + c٢ ١ − c٣ ٠

c١ − c٢ ٠ ٠ ١ + c٣

 (٢ . ١١١)

ناهم خوان لو توسط میلادی ٢٠٠٨ سال در شده پیشنهاد روش از استفاده با و کردیم آغاز کاررا
X-گونه که ماتریس این فرم به باتوجه داریم قصد حال کردیم. محاسبه آن برای را کوانتوم
به و کرد استفاده قبل قسمت در شده بررس کل تر فرم از م توان ونه چ دهیم نشان است
٢٠١٠ سال در [٢٣] نفره سه تیم توسط ) قبل قسمت در آمده بدست روابط بودن معتبر نوع

کرد. تحقیق را (



ناهمخوان محاسبه ۴٠
داریم: منظور بدین

P٠ = [(ρ١١ + ρ٣٣)k + (ρ٢٢ + ρ۴۴)l]
P١ = [(ρ١١ + ρ٣٣)l + (ρ٢٢ + ρ۴۴)k]

P٠ =

[(١ + c٣۴ +
١ − c٣۴

)
k

(١ − c٣۴ +
١ + c٣۴

)
l

]
=

[(٢k + ٢l
۴

)]
= ١/٢

P١ =

[(١ − c٣۴ +
١ + c٣۴

)
l +

(١ − c٣۴ +
١ + c٣۴

)
k

]
=

[(٢k + ٢l
۴

)]
= ١/٢

(٢ . ١١٢)

منطبق اینجا در آمده بدست احتمالات بر ۴ . ٢ قسمت در امده بدست احتمالات کار اینجای تا
است.

م پردازیم. شرط آنتروپی در موردنیاز مقادیر ویژه محاسبه ی به حال
ρ٠ ١ ± θ

٢
ρ١

١ ± θ′

٢
(٢ . ١١٣)

: آن در که

θ =

√√√√ [(ρ١١ − ρ٣٣)k + (ρ٢٢ − ρ۴۴)l]٢ +Θ

[(ρ١١ + ρ٣٣)k + (ρ٢٢ + ρ۴۴)l]٢

θ′ =

√√√√ [(ρ١١ − ρ٣٣)l + (ρ٢٢ − ρ۴۴)k]٢ +Θ

[(ρ١١ + ρ٣٣)l + (ρ٢٢ + ρ۴۴)k]٢

(١١۴ . ٢)

: و
Θ = ۴kl [|ρ١۴|٢ + |ρ٢|٢٣ + ٢φ(ρ١۴ρ٢٣)

]
− ١۶mφ(ρ١۴ρ٢٣) + ١۶nΦ(ρ١۴ρ٢٣)

(١١۵ . ٢)

داریم: نتیجه در

θ =

√√√√(
(c٣k − c٣l)٢ /۴ +mc٢٢ + (kl −m) c٢١

)
١/۴

=

√
c٢٣ (k − l)٢ + ۴mc٢٢ + (kl −m) c٢١

=
√
c٢١z٢١ + c٢٢z٢٢ + c٢٣z٢٣

(١١۶ . ٢)

است. کامل توافق در ۵٢ . ٧ با که
را روابط درست احتمالات آوردن بدست و حالت این از مقدار ویژه ی بررس با ما نتیجه در



۴١ آن X-گونه ی فرم براساس خاص حالت ی کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
نشان را قبل قسمت X-گونه ی حالتها به مربوط محاسبات بودن دقیق و بودن جام و تحقیق

دادیم.
م طلبند. را بیشتری توجه X-گونه حالتهای و نیست کار پایان این

[٢۶] در بعد چندماه تنها و اندک بافاصله ی شد انجام [٢٣] در ٢٠١٠ سال در اینکه از پس
جام هم چندان قبل پژوهش در شده انجام کلاسی همبستگ های شد سازی داده نشان

با م توان چون که بود ترتیب بدین آن ها استدلال داشت. آن به دقیق تری نگاه باید و نبوده
بدون کرد تبدیل حقیق به را X-گونه ماتریس های اصل قطر از خارج عناصر موضع عملیات
با ما واق در پس برد، دست آن سیستم های زیر بین حاضر کوانتوم همبستگ های در اینکه
متغییر های م توان مرسوم شیوه ی به و هستیم روبرو حقیق عنصر پن تنها با ماتریس هایی

کرد. تعریف زیر ل ش به را ماتریس ها این در مستقل
x = ρ٠٠ + ρ١١ − ρ٢٢ − ρ٣٣ = Tr(σazρ)

y = ρ٠٠ − ρ١١ + ρ٢٢ − ρ٣٣ = Tr(σbzρ)

t = ρ٠٠ − ρ١١ − ρ٢٢ + ρ٣٣ = Tr(σazσ
b
zρ)

s = ٢(ρ١٢ + ρ٠٣) = Tr(σaxσ
b
xρ)

u = ٢(ρ١٢ − ρ٠٣) = Tr(σayσ
b
yρ)

(٢ . ١١٧)

با تعدادشان و کنند م تغییر [−١, ١] بازه ی در هم که مستقل متغییر پن این واق در
دو و اصل قطر روی حقیق عدد (چهار داشتیم انتطار ماتریس ل ش از که مستقل متغییرای

حقیق مستقل عدد پن مجموع باشد واحد برابر ماتریس رد که اصل قطر خارج حقیق عدد
آمده اند: بدست زیر تعریف روی از م دهند)

ρ =
I +−→r .−→σ

٢ ; ri,j =
Tr(σi ⊗ σjρ)٢ (٢ . ١١٨)

که: م کند م ح ال چ ماتریس ١١ بودن مثبت همچنین

λ = −t/۴ + ١/۴ + ١/۴√
s٢ + ٢ su+ u٢ + x٢ − ٢xy + y٢

λ = −t/۴ + ١/۴ − ١/۴√
s٢ + ٢ su+ u٢ + x٢ − ٢xy + y٢

λ = t/۴ + ١/۴ + ١/۴√
s٢ − ٢ su+ u٢ + x٢ + ٢xy + y٢

λ = t/۴ + ١/۴ − ١/۴√
s٢ − ٢ su+ u٢ + x٢ + ٢xy + y٢


(٢ . ١١٩)

(١ ± t)
٢ ≥ (x± y)٢ + (s∓ u)٢ (٢ . ١٢٠)

بافرض
|s| > |u| (٢ . ١٢١)

١١positivity



ناهمخوان محاسبه ۴٢
دادند: نشان

(|ρ١٢|+ |ρ٢(|٠٣ ≤ (ρ٠٠ − ρ١١)(ρ٣٣ − ρ٢٢) (٢ . ١٢٢)
کمینه a سیستم زیر روی اندازه گیری شرط به را شرط آنتروپی که است مشاهده پذیری σz

م کند.
داریم: سادگ برای

t٢ − s٢ − y٢ = −
(٢ ρ١,٢ + ٢ ρ٠,٣

)٢
+

(
ρ٠,٠ − ρ١,١ − ρ٢,٢ + ρ٣,٣

)٢

−
(
ρ٠,٠ − ρ١,١ + ρ٢,٢ − ρ٣,٣

)٢

= −۴ ρ٠,٠ρ٢,٢ + ۴ ρ٠,٠ρ٣,٣ − ۴ ρ٠,٣٢

− ٨ ρ١,٢ρ٠,٣ + ۴ ρ١,١ρ٢,٢ − ۴ ρ١,١ρ٣,٣ − ۴ ρ١,٢٢

=
(
−۴ ρ٢,٢ + ۴ ρ٣,٣

)
ρ٠,٠ +

(۴ ρ٢,٢ − ۴ ρ٣,٣
)
ρ١,١

− ۴ ρ٠,٣٢ − ٨ ρ١,٢ρ٠,٣ − ۴ ρ١,٢٢

(٢ . ١٢٣)

معادل: ٢ . ١٢٢ رابطه ی گرفت نتیجه م توان پس
t٢ ≥ y٢ + s٢ (١٢۴ . ٢)

بصورت: ١٢ عام اندازه گیری ره عمل ی نظرگرفتن در با داریم: آن اثبات برای و است
µk(١ +−→nk

−→
σa), k = ١..K, K ≤ ۴ (١٢۵ . ٢)

خواص: داشتن نظر در و اول کیوبیت روی آن اعمال و
∑
k

µk = ١, −→n٢
k = ١, ∑

k

µk
−→nk = ٠ (١٢۶ . ٢)

: خروج احتمال با آنسامبل به ما
pk = µk(١ + xnkz) (٢ . ١٢٧)

بصورت: ۶ . ٢ ماتریس که
(٢ . ١٢٨)

µk (١ + nk,z) ٠ µk (−ink,y + nk,x) ٠
٠ µk (١ + nk,z) ٠ µk (−ink,y + nk,x)

µk (ink,y + nk,x) ٠ µk (١ − nk,z) ٠
٠ µk (ink,y + nk,x) ٠ µk (١ − nk,z)


١٢POVM-positive operator valued measurement



۴٣ آن X-گونه ی فرم براساس خاص حالت ی کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
: ال چ ماتریس و

ρb|k =
١ + x.nkz + s.nkx.σ

b
x + u.nky.σ

b
y + (y + nkz.t)σ

b
z١)٢ + x.nkz)

(٢ . ١٢٩)
ل: به ش نهایتاَ که nkz t+xnkz+y+١٢xnkz+٢

snkx−iunky٢xnkz+٢
snkx+iunky٢xnkz+٢ −nkz t+xnkz−y+١٢xnkz+٢

 (٢ . ١٣٠)

بصورت: مقادیری ویژه و xnkz+١+√nkx
٢s٢+nky

٢u٢+nkz
٢t٢+٢nkz ty+y٢

٢xnkz+٢
xnkz+١−√nkx

٢s٢+nky
٢u٢+nkz

٢t٢+٢nkz ty+y٢
٢xnkz+٢

 (٢ . ١٣١)

ذاری: جای با و
nkx =

√١ − n٢
ky − n٢

kz (٢ . ١٣٢)
بصورت: مقادیر ویژه جدیده فرم به

xnkz+١+√
(−nky

٢−nkz
١+٢)s٢+nky

٢u٢+nkz
٢t٢+٢nkz ty+y٢

٢xnkz+٢
xnkz+١−√

(−nky
٢−nkz

١+٢)s٢+nky
٢u٢+nkz

٢t٢+٢nkz ty+y٢
٢xnkz+٢

 (٢ . ١٣٣)

داریم: ال رادی زیر )در
−nky

٢ − nkz
٢ + ١) s٢ + nky

٢u٢ + nkz
٢t٢ + ٢nkz ty + y٢ (١٣۴ . ٢)

بصورت: ساده سازی با که
(nkz t+ y)٢ +

(
−s٢ + u٢)nky

٢ +
(
−nkz

٢ + ١) s٢ (١٣۵ . ٢)
اگر که

|s| > |u| (١٣۶ . ٢)
بعنوان طرف از شد. خواهد بزرگ اینصورت غیر در و م شود، کوچ ال رادی زیر عبارت

داریم: سادگ برای تعریف

w =

√
(nkz t+ y)٢ +

(
−s٢ + u٢)nky٢ +

(
−nkz ٢ + ١) s٢

٢xnkz + ٢ (٢ . ١٣٧)
کنیم: تعریف آن برای را زیر تابع اگر که

h(w) = −١ + w

٢ log٢(
١ + w

٢ )− ١ − w

٢ log٢(
١ − w

٢ ) (٢ . ١٣٨)



ناهمخوان محاسبه ۴۴
مساوی با حال داد، خواهد ما به نظر مورد ماتریس مقادیر ویژه ازای به را شرط آنتروپی دقیقا
به نسبت شرط آنتروپی شدن کمینه آن پیرو و w قطع شدن باعث که nky دادن قرار صفر

بصورت: مقادیری ویژه به است قبل وضعیت
xnkz+١+

√
(١−nkz )

٢s٢+(nkz t+y)٢
٢xnkz+٢

xnkz+١−
√

(١−nkz )
٢s٢+(nkz t+y)٢

٢xnkz+٢

 (٢ . ١٣٩)

بصورت: موجودی لازم، ساده سازی های انجام برای [٢۶] مرج در م رسیم.
∆k = (١ − nkz)

٢s٢ + (y + nkzt)
٢ (١۴٢ . ٠)

رسید: خواهیم w برای رابطه این به آن بردن ار ب از که شده تعریف
w =

µk(
√
∆k)

pk
(١۴٢ . ١)

بصورت: کل شرط ∑آنتروپی
k

pkS(ρb|k) ≥
∑
k

pkh(
µk

√
∆k

pk
) := Sρ (١۴٢ . ٢)

نزول تابع w ≥ ٠ به ازای h(w) که است واقعیت این از ناش بالا رابطه ی در مساوی بزرگتر
. ٢ . ٣ ل ش است،

h(w) تابع نمودار :٢ . ٣ ل ش

بدین و −→n = (
√١ − nz, ٠, nz) م افتد. اتفاق nky = ٠ به ازای نامساوی این در تساوی

بدین افتاد، خواهد اتفاق x − z صفحه ی در اندازه گیری ازای به اندازه گیری کمینه ی ترتیب



۴۵ آن X-گونه ی فرم براساس خاص حالت ی کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
مشاهده پذیری هر به نسبت باشد x−z صفحه ی در که σan′ بصورت: مشاهده پذیری هر که معن
کننده ی مشاهده پذیر پیداکردن به قدم ی ترتیب بدین است بهینه تر نباشد صفحه این در که

هستیم روبرو nz متغییر ی با فقط حالا شده ایم. نزدی تر کلاسی همبستگ های
تعریف: با

Sρ =
∑
k

pkh(
µk

√
∆

pk
)

= pk{−
١ + µk

√
∆

pk٢ log٢(
١ + µk

√
∆

pk٢ )

−
١ − µk

√
∆

pk٢ log٢(
١ − µk

√
∆

pk٢ )}

=
∑
k

pk{−
pk+µK

√
∆k

pk٢ log٢(−
pk+µK

√
∆k

pk٢ )

−
pk−µk

√
∆k

pk٢ log٢(−
pk+µk

√
∆k

pk٢ )}

=
∑
k

pk{−
pk + µk

√
∆k٢pk log٢(−

pk + µk
√
∆k٢pk )

− pk − µk
√
∆k٢pk log٢(−

pk + µk
√
∆k٢pk )}

=
∑
k

−pk + µk
√
∆k٢ log٢(−

pk + µk
√
∆k٢pk )

− pk − µk
√
∆k٢ log٢(−

pk + µk
√
∆k٢pk )

=
∑
k

−pk٢ log٢(
pk + µk

√
∆k٢pk )− µk

√
∆k٢ log٢(

pk + µk
√
∆k٢pk )

− pk٢ log٢(
pk − µk

√
∆k٢pk ) +

µk
√
∆k٢ log٢(

pk + µk
√
∆k٢pk )

=
∑
k

−pk + µk
√
∆k٢ log٢(pk + µk

√
∆k)

− pk − µk
√
∆k٢ log٢(pk − µk

√
∆k + pk) log٢(٢pk)

=
∑
k

−pk + µk
√
∆k٢ log٢(pk + µk

√
∆k)

− pk − µk
√
∆k٢ log٢(pk − µk

√
∆k) + pk log٢(٢pk)∑

k

−λk+ log٢(λk+) + λk+ log(٢)٢− λk− log٢(λk−)

+ λk− log(٢)٢ + pk log٢(pk)− pk log(٢)٢
= −

∑
k±

λk± log٢(λk±) +
∑
k

λk log٢(λk)

(١۴٢ . ٣)



ناهمخوان محاسبه ۴۶
آن: در که

λk = λk+ + λk− (١۴۴ . ٢)
و

λk± = µk(١ + xnkz ±
√
∆)/٢ (١۴۵ . ٢)

داشت: خواهیم زیر تعریف با نهایت در و

wi,j

ln(٢) =
K∑
k=١

λikλ
j
k

λk
−

K∑
k=١,±

λik,±λ
j
k,±

λk,±
−

∑
k±

λijk± lnλk± (١۴۶ . ٢)

بصورت: نهایت در که

= −
K∑
k=١

Λi
kΛ

j
k

λkλk+λk−
− s٢(t٢ − y٢ − s٢)

٢
(
δi,jµi√
∆٣

i

ln
λi,+
λi,−

+
µiµj

µK

√
∆٣

K

ln
λK+

λK,−
)

(١۴٢ . ٧)

λik± =
∂λk±
∂ni

, λijk± =
∂٢λk±
∂ni∂nj

, Λi
k = λk−λ

i
k+ − λk+λ

i
k− (١۴٢ . ٨)

: بودن برقرار صورت در که
t٢ ≥ y٢ + s٢ (١۴٢ . ٩)

تقعر موجود این و باشد منف همواره تابع دوم مشتق یعن این و است منف همواره عبارت
این در که بیفتد اتفاق +١−,١ یعن آن کران های روی آن کمینه های م شود باعث که دارد
نیز اثباط این مشابه مورد باشد. σz ما مشاهده پذیر که است برقرار وقت i هر ازای به شرایط

م شود: واگذار خواننده به زیر وضعیت برای
|√ρ٠٠ρ٣٣ −√

ρ١١ρ٢٢| ≤ |ρ١٢|+ |ρ٠٣| (١۵٢ . ٠)
بود. خواهد σx کلاسی همبستگ های مشاهده پذیر کننده ی نتیجه در

چون مفاهیم با مقایسه و نمودار چند رسم و مثال چند دقیق تر بررس با بعد فصل در
م کنیم. دنبال کاررا درهم تنیدگ



٣ فصل
برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

خاص حالت چند

بودن غیرکلاسی بیانگره کوانتوم ناهم خوان گردید اشاره پیش دوفصل در که همانطور
کاربردها یی کوانتوم محسبات و همبستگ های برقراری در طبیعتاً پس است. همبستگ های

مبتن قبل نظام در . ([٢٧] باشد داشته وجود   کوانتوم درهم تنیدگ حت اینکه (بدون دارد
ناموضعیت درهم تنیده حالت های شد اشاره قبلا که آن چنان جدایی پذیر و درهم تنیده برحالتها
از درهمبستگ های براین پایه .[١۵] کنند م نقض را بل نامساوی و م دهند خودبروز از را

م کنند. استفاده آن ها
روی کلاسی وریتم ال قوی ترین از بیشتر حت محاسبات به دادن تسریع در م توان همچنین
قرارگرفته اند بررس و بحث مورد بسیار کوانتوم وریتم های ال که آن چنان کرد حساب  آن ها

. [٢٨] ، [١۶]
م شوند. درنظرگرفته  کلاسی کاملاً پذیر جدایی حالت های درمقابل

همبستگ های و موضع عملیات تحت را آن ها م توان  و کنند نم نقض را بل نامساوی بطوری که
.[١٨] ، [١۵] بوجوداورد ١ کلاسی

حالت های بخصوص و ٢ مخلوط کاملاً حالت های آیا که بود پرسش قابل سوال این اما
١local operation - classical communication
٢highly mixed states



خاص حالت چند برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۴٨
ناکارآمدند؟ کوانتوم همبستگ های و محاسبات در کل به ٣ پذیر جدایی

کارهای لحظه تابه این که بودند کوانتوم ناهم خوان گیری ل ش انگیزه های همان این ها
شد. خواهد پرداخته به آن ها ادامه در که شده انجام زمینه این در زیادی بسیار

بل حالت های ٣ . ١
حالتها به که وجوددارند تنیدگ درهم ی درجه بیشترین با چهارحالت دانیم م که همان طور

دارند. کوانتوم اطلاعات ی نظریه در بسیاری کاربردها ی و هستند معروف بل
:[١۶] بصورت چهارحالت این

|Φ+⟩ = |٠٠⟩+ |٢√⟨١١ (٣ . ١)

|Φ−⟩ = |٠٠⟩ − |٢√⟨١١ (٣ . ٢)

|Ψ+⟩ = |٠١⟩+ |٢√⟨١٠ (٣ . ٣)

|Ψ−⟩ = |٠١⟩ − |٢√⟨١٠ (۴ . ٣)
است: چهارگانه حالت های این برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی هدف حال

مستقیم روش به محاسبه .١
٢ . ٨١ رابطه ی قبل فصل در آمده بدست وریتم ال از استفاده .٢

دو این که دهیم م نشان و دهیم م قرار بررس مورد هردوروش به را ٣ . ١ حالت مثال برای
بصورت: ال چ ماتریس شد. خواهند منجر جواب ی به روش

|Φ+⟩ = |٠٠⟩+ |٢√⟨١١
ρ =

{|٠٠⟩⟨٠٠|+ |١١⟩⟨٠٠|+ |٠٠⟩⟨١١|+ |١١⟩⟨١١|}
٢

ρa,b =
١
٢


١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١

 (۵ . ٣)

٣separable states



۴٩ بل حالت های
بصورت: ماتریس این مقادیر ویژه

٠
٠
٠
١


(۶ . ٣)

داشت: خواهیم جزئ رد گیری با

ρa = ρb =
١
٢
١ ٠

٠ ١
 (٣ . ٧)

بصورت: ماتریس این مقادیر ویژه ١٢
١٢

 (٣ . ٨)

ابتدا کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی برای پس
I = S(ρa) + S(ρb)− S(ρa,b)

= − ١
٢ log٢

١
٢ − ١

٢ log٢
١
٢

− ١
٢ log٢

١
٢ − ١

٢ log٢
١
٢

+ ٠ log٢ ٠ + ٠ log٢ ٠ + ٠ log٢ ٠ + ١ log٢ ١
= ٢

م رویم: C(ρ) سراغ به حال
C(ρ) = S(ρa)− S(ρa|{Bk}) (٣ . ٩)

است: بدیه که اول قسمت
S(ρa) = − ١

٢ log٢
١
٢ − ١

٢ log٢
١
٢ = ١ (٣ . ١٠)

: دوم بخش محاسبه ی برای اما

S(ρa|{Bk}) = P٠S(ρa|{B٠}) + P١S(ρa|{B١})

داریم: که
Pj = tra,b

{
(I ⊗Bk)ρ

a,b(I ⊗Bk)
}

Pj = tra,b

{
(I ⊗ VΠjV

†)ρx,y(I ⊗ VΠjV
†)
}

j = ٠, ١



خاص حالت چند برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۵٠
م تغییر بدون را اول بخش اما م کند اندازه گیری دوم بخش روی که اندازه گیری ماتریس

گذارد:

(t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢) ٠ ٠
(iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢) ٠ ٠

٠ ٠ (t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢)

٠ ٠ (iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢)


کنیم: ساندویچ ر عمل این بین موردنظررا بل حالت ال چ ماتریس است کاف پس

(t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢) ٠ ٠
(iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢) ٠ ٠

٠ ٠ (t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢)

٠ ٠ (iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢)




١/٢ ٠ ٠ ١/٢
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

١/٢ ٠ ٠ ١/٢




(t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢) ٠ ٠
(iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢) ٠ ٠

٠ ٠ (t+ iy٣) (t− iy٣) (t+ iy٣) (−iy١ − y٢)

٠ ٠ (iy١ − y٢) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y٢)


داشت: خواهیم ماتریس این از رد گیری با

(٣ . ١١)
١/٢ (t+ iy٢(٣ (t− iy٢(٣+(t+ iy٣) (t− iy٣) (iy١ − y٢) (−iy١ − y١/٢+(٢ (iy١ − y٢(٢ (−iy١ − y٢(٢

رسید: خواهیم زیر عبارت به فاکتورگیری با که
١/٢ (

t٢ + y١٢ + y٢٢ + y٢(٣٢ (٣ . ١٢)
داشت: خواهیم دانیم م ٢ . ٣١ قسمت ی رابطه از وهمانطورکه

P٠ =
١
٢ (٣ . ١٣)



۵١ بل حالت های
به عمل خودداری آن نوشتن از جاگیربودن و عناصر زیادبودن به دلیل که جدیدی ماتریس پس
رسید. خواهیم بیاورد بدست را آن قبل روابط جای گذاری با راحت به م تواند خواننده و آمده

ریاض محاسبات نرم افزارهای از استفاده و فاکتورگیری با ماتریس این پیداست که همان طور
: بصورت ویژه مقادیری

(١۴ . ٣)

eigenvalues−−−−−−−→



٠
٠
٠

t۴ + ٢ t٢y١٢ + ٢ t٢y٢٢ + ٢ t٢y٣٢ + y١۴ + ٢ y١٢y٢٢ + ٢ y١٢y٣٢ + y٢۴ + ٢ y٢٢y٣٢ + y٣۴



معادل: که



٠
٠
٠
١


(١۵ . ٣)

برای عملیات این تمام داد نشان م توان

k = ١ VΠ١V †

−−−−→ (١۶ . ٣)

برقراراست: نیز
داشت: خواهیم درنتیجه

δ(a:b) = I(ρa,b)− C(ρ)

= ٢ −
{

١ − ١
١)٢ log٢ ١ − ٠ − ٠ − ٠)

}
= ١

(٣ . ١٧)



خاص حالت چند برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۵٢
باره ی به ٢ . ٨١ وریتم ال از استفاده با راحت به را پرپیچ وخم راه این تمام م توانیم حال

بدست آوریم:
δ(a:b) = I(ρ)− C(ρ)

=
١
۴ {(١ − c١ − c٢ − c٣) log١)٢ − c١ − c٢ − c٣)}

+ (١ − c١ + c٢ + c٣) log١)٢ − c١ + c٢ + c٣)
+ (١ + c١ − c٢ + c٣) log١)٢ + c١ − c٢ + c٣)
+ (١ + c١ − c٢ + c٣) log١)٢ + c١ − c٢ + c٣)

− ١ − c

٢ log١)٢ − c)− ١ + c

٢ log١)٢ + c)

|Φ+⟩−−−→ ١
۴
{٠ + ٠ + ٠ + ۴ log٢ ۴ − ٠ − ١}

= ١

(٣ . ١٨)

باید: لو وریتم ال از استفاده برای ابتدا که است درشرایط این
c١ = ١
c٢ = −١
c٣ = ١

 (٣ . ١٩)

تبدیله: منظوره به

ρa,b =
١
۴


c٣ + ١ ٠ ٠ c١ − c٢

٠ ١ − c٣ c١ + c٢ ٠
٠ c١ + c٢ ١ − c٣ ٠

c١ − c٢ ٠ ٠ ١ + c٣

 (٣ . ٢٠)

به

١
٢


١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١

 (٣ . ٢١)

بود. خواهد منوال همین به وض نیز بل ر دی حالت سه برای

بل حالتها دقیق تر بررس ٣ . ١ . ١
معیارتلاق بودن کلاسی یا و کوانتوم میزان اندازه گیری معیارهای از ی م دانیم که همانطور

در که بصورت کرد رابررس حالت ی ۵ درهم تنیدگ درجه ی م توان آن روی از که است ۴
۴concurrence
۵entanglement



۵٣ بل حالت های
:[٢٨]

C̃(ρ) = max {٠, λ١ − λ٢ − λ٣ − λ۴} (٣ . ٢٢)
آن چنان که:

ρ (Y ⊗ Y ) ρ† (Y ⊗ Y ) (٣ . ٢٣)
شد. واردخواهند ٣ . ٢٢ رابطه ی در آن مقادیر ویژه که بود خواهد ماتریس

: ودرنهایت

E(ρ) = h

١ +

√
١ − C̃ (ρ)٢
٢

 (٢۴ . ٣)

داشت: خواهیم بحث مورد بل حالت برای پس است. ۶ آنتروپی باینری نمایانگر h() که

١
۴


١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١


٠ −i

i ٠
⊗

٠ −i

i ٠



١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١


٠ −i

i ٠
⊗

٠ −i

i ٠
 (٢۵ . ٣)

=



−١/٢ ٠ ٠ −١/٢
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

−١/٢ ٠ ٠ −١/٢


(٢۶ . ٣)

بصورت: مقادیر ویژه

٠
٠
٠
−١


(٣ . ٢٧)

پس:
C̃(ρ) = max {٠, ٠ − ٠ − ٠ − (−١)} (٣ . ٢٨)

= ١ (٣ . ٢٩)
۶binary entropy



خاص حالت چند برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۵۴

E(ρ) = h

١ +
√١ − (١)٢

٢
 (٣ . ٣٠)

E(ρ) = − ١
٢ log٢

١
٢ − ١

٢ log٢
١
٢ (٣ . ٣١)

= ١ (٣ . ٣٢)

کوانتوم ناهم خوان با تنیدگ درهم درجه ی حالت ها این برای بینیم م که همانطور پس
.[٢٣] است برابر

ورنر حالت ٣ . ١ . ٢
که رسید خواهیم ورنر حالت ال چ ماتریس به ٢ . ١٠ در c١ = c٢ = c٣ = −c قراردادن با

بصورت:


١/۴ − c/۴ ٠ ٠ ٠
٠ ١/۴ + c/۴ −c/٢ ٠
٠ −c/٢ ١/۴ + c/۴ ٠
٠ ٠ ٠ ١/۴ − c/۴


(٣ . ٣٣)

قراردادیم بررس مورد و معرف را حالت این ٢ . ٨٢ رابطه و ۴ . ٢ قسمت در که همانطور م رسیم،
دادیم نشان ٢ . ٣ در م کنیم. دقیق تر بررس را آن ها مختلف نمودارهای رسم با همراه ادامه در

آید: بدست زیر رابطه ی از م تواند ورنر حالت ی برای ناهم خوان

١/۴ (١ − c) ln (١ − c)

ln
(٢) − ١/٢ (١ + c) ln (١ + c)

ln
(٢) + ١/۴

(١ + ٣ c) ln (١ + ٣ c)
ln

(٢) (٣۴ . ٣)

بود: خواهد زیر بصورت c مختلف مقادیر به ازای عبارت این نمودار



۵۵ بل حالت های

c مختلف مقادیر برحسب ورنر حالت ی برای δ کوانتوم ناهم خوان نمودار :٣ . ١ ل ش

م توانیم حالت این برای ٢۴ . ٣ رابطه ی از استفاده و تلاق معیار از استفاده با همچنین
رابطه ی دهیم نشان c مختلف مقادیر به ازای زیر رابطه ی بصورت را کوانتوم درهم تنیدگ

بصورت: ٣ . ٢٣
C̃ = −١ + ٣.c

٢ (٣۵ . ٣)
نتیجه: در و

c مختلف مقادیر حسب بر ورنر حالت برای c̃ نمودار :٣ . ٢ ل ش

رابطه ی: از استفاده با

E(ρ) = h

١ +

√
١ − C̃ (ρ)٢
٢

 (٣۶ . ٣)



خاص حالت چند برای کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ۵۶
بصورت: را درهم تنیدگ نهایت در و

−

(١/٢ + ١/۴√
−٩ c٢ + ۶ c+ ٣) ln

(١/٢ + ١/۴√
−٩ c٢ + ۶ c+ ٣)

ln
(٢)

−

(١/٢ − ١/۴√
−٩ c٢ + ۶ c+ ٣) ln

(١/٢ − ١/۴√
−٩ c٢ + ۶ c+ ٣)

ln
(٢)

(٣ . ٣٧)

است: زیر بصورت ٣ . ٢٢ رابطه گرفتن نظر در با عبارت این نمودار

c مختلف مقادیر برحسب ورنر حالت ی برای (E) کوانتوم درهم تنیدگ نمودار :٣ . ٣ ل ش

بدست زیر ل ش باشیم داشته هم کنار در را هردونمودار اگر حالا دیدیم که همانطور و
م آید:

باهم. c مختلف مقادیر برحسب ورنر حالت ی برای کوانتوم نمودار همبستگ های :۴ . ٣ ل ش



۵٧ بل حالت های
م کنند قط c = ٠٫٨٧٨٧۵٣٠٨٧٩ در را ر دی ی نمودار دو شود م مشاهده که همانطور

است. کامل درتوافق [٢٢] در آمده بدست عدد با که
مشاهده ورنر حالت ی برای کوانتوم ناهم خوان با را درهم تنیدگ وضعیت ما زیر ل ش در

م کنیم:

حالت ی برای درهم تنیده و جدایی پذیر محدوده ی در کوانتوم ناهم خوان وضعیت نمودار :۵ . ٣ ل ش
درهم تنیدگ و جدایی پذیر مرز خط چین و ناهم خوان قرمز نمودار ورنر،

کاملاً حالت ما که خط چین با شده مشخص قسمتِ چپِ درسمتِ که م شود مشاهده
غیرصفراست. کوانتوم ناهم خوان صفراست کاملاً کوانتوم درهم تنیدگ و داریم جدایی پذیر
، [٢٢] در به کاررفته روش به و تحلیل بصورت را کوانتوم ناهم خوان بررس ترتیب بدین

م بریم. پایان به باشند کرده  شهودی تر را مفاهیم ان حت الام که بانمودارهایی [٢٣]





۴ فصل
شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس

بعدی دو ه های س با کوانتوم

کوانتوم شت ول ١ . ۴
بعنوان نامتناه معمولا فضای ی و ه س بعنوان فضا ی معمولا کوانتوم شت های ول در
که ه، س فضای در حالت از استفاده با کوانتوم شت ول میشود. درنظرگرفته ان م فضای
تداخل های و روند این ادامه ی با م افتد، اتفاق م کند مشخص را ان م فضای در حرکت جهت
ان های م برای احتمال توزیع تابع مختلف ان های م در مختلف حالت های بین کوانتوم
ره عمل نظرگرفتن در است. کلاسی شت های ول از متفاوت بسیار که م آید بدست مختلف
شت های ول مورد در شد، خواهد متعددی کوانتوم شت های ول تعریف باعث متفاوت ه ی س
م گیرند، نظر در صفحه روی x،y بعد دو با را ان م فضای و بعدی چهار ه س فضای کوانتوم
تداخل های و حرکت مختلف درراستاهای مختلف حالت چهار با کوانتوم شت ول بنابراین
ه س موضع حالت که است شده داده نشان م شود. مختلف حالتها ایجاد باعث کوانتوم

ال چ ماتریس این که کرد خواهد میل حدی ال چ ماتریس ی به زیاد گام های تعداد از بعد
[٢٩] کرد مشخص کامل بطور ه س فضای دوبرابر ابعاد با ثابت ماتریس ی با م توان را
ماتریس بنابراین پرداخت، خواهیم ه س زیرفضای در کوانتوم بررس به فصل این در ما .
را دوبعدی ماتریس بل‐گراور‐هادامارد مثل ه س متفاوت ره عمل سه کاهش یافته ال چ



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ۶٠
از م توان را بعدی دو کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس م دهیم. قرار بررس مورد

آورد: بدست زیر رابطه ی

ρc = Tr١[(|ψ٠⟩⟨ψ٠| ⊗ I۴×۴)C] (١ . ۴)

ه  ی س ر عمل به بسته که است ١۶×١۶ ثابت ماتریس ی C و است اولیه حالت |ψ٠⟩ آن در که
است، زیر بصورت ماتریس این هادامارد و گراور بل ه ی س برای مثال برای است، متفاوت ما

بصورت: بل ١۶ × ١۶ ماتریس


a ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ f

٠ b c ٠ b ٠ ٠ c c ٠ ٠ −d ٠ c −d ٠
٠ c b ٠ c ٠ ٠ d b ٠ ٠ −c ٠ d −c ٠
٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠
٠ b c ٠ b ٠ ٠ c c ٠ ٠ −d ٠ c −d ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a ٠ ٠ ٠ ٠ f ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ c d ٠ c ٠ ٠ b d ٠ ٠ −c ٠ b −c ٠
٠ c b ٠ c ٠ ٠ d b ٠ ٠ −c ٠ d −c ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ f ٠ ٠ ٠ ٠ a ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ −d −c ٠ −d ٠ ٠ −c −c ٠ ٠ b ٠ −c b ٠
٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ e ٠ ٠ ٠
٠ c d ٠ c ٠ ٠ b d ٠ ٠ −c ٠ b −c ٠
٠ −d −c ٠ −d ٠ ٠ −c −c ٠ ٠ b ٠ −c b ٠
f ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a


داشت: خواهیم آن در که

a =
π − ١
٢.π , f =

−٣ + π

٢.π , d = −π − ۴
۴.π , b =

١
۴ ,

c =
−٢ + π

۴.π , e =
١

٢.π
(٢ . ۴)



۶١ کوانتوم شت ول
بصورت: گراور ١۶ × ١۶ ماتریس



a b b c b d e f b e d f c f f k

b h −c −b h b −b −c −c −b f g −b −c g f

b −c h −b −c f −b g h −b b −c −b g −c f

c −b −b j −b e i −b −b i e −b j −b −b c

b h −c −b h b −b −c −c −b f g −b −c g f

d b f e b a c b f c k f e b f d

e −b −b i −b c j −b −b j c −b i −b −b e

f −c g −b −c b −b h g −b f −c −b h −c b

b −c h −b −c f −b g h −b b −c −b g −c f

e −b −b i −b c j −b −b j c −b i −b −b e

d f b e f k c f b c a b e f b d

f g −c −b g f −b −c −c −b b h −b −c h b

c −b −b j −b e i −b −b i e −b j −b −b c

f −c g −b −c b −b h g −b f −c −b h −c b

f g −c −b g f −b −c −c −b b h −b −c h b

k f f c f d e b f e d b c b b a



داشت: خواهیم آن در که

a =
٣
٨

٢.π − ٣
π

, b = − ١
٨
−٢ + π

π
, c = − ١

٨
−۵ + ٢.π

π

d =
١

٢۴
−۵٣ + ١٨.π

π
, e =

١
٨
−١٣ + ۴.π

π
, f =

۵
٢۴

٣.π − ١٠
π

g =
١

٢۴
−١٧ + ۶.π

π
, h =

۵
٨.π , i =

١
٨.π , j =

١
٨

٢.π − ١
π

, k =
١

٢۴
−٩١ + ٣٠.π

π

(٣ . ۴)



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ۶٢
بصورت: نیز هادا ١۶ × ١۶ ماتریس و



a b b c b d c e b c d e c e e g

b j c h j −b h −c c h e −c h −c −c −e

b c j h c e h −c j h −b −c h −c −c −e

c h h i h −c i −h h i −c −h i −h −h c

b j c h j −b h −c c h e −c h −c −c −e

d −b e −c −b a −c b e −c g −e −c b −e d

c h h i h −c i −h h i −c −h i −h −h c

e −c −c −h −c b −h j −c −h −e c −h j c −b

b c j h c e h −c j h −b −c h −c −c −e

c h h i h −c i −h h i −c −h i −h −h c

d e −b −c e g −c −e −b −c a b −c −e b d

e −c −c −h −c −e −h c −c −h b j −h c j −b

c h h i h −c i −h h i −c −h i −h −h c

e −c −c −h −c b −h j −c −h −e c −h j c −b

e −c −c −h −c −e −h c −c −h b j −h c j −b

g −e −e c −e d c −b −e c d −b c −b −b a



داشت: خواهیم نیز ماتریس این برای نهایتا

a = −
√٢
٢ +

٩
٨ , b =

۵
٨ − ٢√.٣

٨ , c = −
√٢
۴ +

٣
٨ ,

d = −
√٢ +

١١
٨ , e = −۵.√٢

٨ +
٧
٨ , f =

١٧
٨ − ٢√.٣

٢ ,

g = − ١
٨ +

√٢
٨ , h =

١
٨ , i =

√٢
۴ − ١

٨

(۴ . ۴)



۶٣ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
تا بیشینه ی جدایی پذیر از حالت ها، از وسیع طیف که زیر فرم دو به را اولیه حالت  های ما

م گیریم: نظر در برم گیرند در را درهم تنیدگ

initial ١ = |ψ٠⟩ =



cos (θ)

٠
٠

sin (θ) eiϕ


, initial ٢ = |ψ′٠⟩ =



٠
cos (θ)

sin (θ) eiϕ

٠


(۵ . ۴)

خاص حالت برای ۵ . ۴ حالت های از |ψ٠⟩ حالت برای آن بردن ار ب و ١ . ۴ رابطه ی بردن ار ب با
داشت: خواهیم ϕ = ٠ با

ρ٠٠ =
cos٢(θ)(π − ١)

٢π +
sin٢(θ)

٢π
ρ٠٣ =

cos(θ) sin(θ)

٢π +
cos(θ) sin(θ)(−٣ + π)

٢π
ρ١١ =

cos٢(θ)
۴ +

cos(θ) sin(θ)(−٢ + π)

٢π +
sin٢(θ)

۴
ρ١٢ =

cos٢(θ)(−٢ + π)

۴π − sin٢(θ)(−٢ + π)

۴π
ρ٢٢ =

cos٢(θ)
۴ − cos(θ) sin(θ)(−٢ + π)

٢π +
sin٢(θ)

۴
ρ٣٣ =

sin٢(θ)(π − ١)
٢π +

cos٢(θ)
٢π

(۶ . ۴)

بصورت شدند معرف ٣ فصل در که هایی روش با و است X-گونه کاملا خاص حالت این برای که
بین همچنین و آن در موجود کوانتوم های همبستگ محاسبه ی به بعد قسمت در تحلیل

پرداخت. خواهیم موجود این با ان م

کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی ٢ . ۴
بعدی دو ه های س با

بل ه ی س با کاهش یافته ماتریس در کوانتوم ناهم خوان ٢ . ١ . ۴
ار ب استدلال با خوبی به باید خواننده و شده استفاده ۴١-۴۶ صفحات روش از بخش این در

باشد. آشنا بخش این در رفته
بصورت: ٢ . ١٢٢ شرط ٢ . ۴ و ١ . ۴ ل ش در

(|ρ١٢|+ |ρ٢(|٠٣ ≤ (ρ٠٠ − ρ١١)(ρ٣٣ − ρ٢٢) (٧ . ۴)



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ۶۴
ه ی س با کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس عناصر با زیر رابطه برای نموداری بصورت را

بل:
((ρ٠٠ − ρ١١)(ρ٣٣ − ρ٢٢))− (|ρ١٢|+ |ρ٢(|٠٣ ≥ ٠ (٨ . ۴)

م کنیم. بررس
تعریف: با

((ρ٠٠ − ρ١١)(ρ٣٣ − ρ٢٢))− (|ρ١٢|+ |ρ٢(|٠٣ = λ (٩ . ۴)
داشت: خواهیم

ایده آل مشاهده پذیر بعنوان σz بررس نمودار :١ . ۴ ل ش

شت ول کاهش یافته ی ماتریس  مجانبی فرم برای ٨ . ۴ شرط پیداست ل ش از که همانطور
در نم تواند σz و، نیست برقرار اه هیچ بل ه ی س با کوانتوم

ρ =
I +−→r .−→σ

٢ (١٠ . ۴)
با

r = ±١ (١١ . ۴)



۶۵ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
برای را کلاسی اطلاعات که بیشینه ی باشد مشاهده پذیری دیدیم، ٣ فصل در که همانطور
دو وضعیت ٢ . ۴ و ١ . ۴ ل ش در ما دهد، قرار ما اختیار در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

م کنیم. مشاهده ϕ و θ مختلف زاوایای به ازای را ٢ . ١٢٢ شرط بعدی سه و بعدی

ایده آل مشاهده پذیر بعنوان σz بررس بعدی سه نمودار :٢ . ۴ ل ش

بود: زیر بصورت که ١۵٢ . ٠ شرط بررس به ۴ . ۴ و ٣ . ۴ ل ش در
|√ρ٠٠ρ٣٣ −√

ρ١١ρ٢٢| ≤ |ρ١٢|+ |ρ٠٣| (١٢ . ۴)
ه ی س با کوانتوم شت ول کاهش یافته ی ماتریس عناصر با زیر رابطه برای نموداری بصورت

بل:
(|ρ١٢|+ |ρ٠٣|)− |√ρ٠٠ρ٣٣ −√

ρ١١ρ٢٢| ≥ ٠ (١٣ . ۴)
پراخته ایم. بعدی سه و بعدی دو بصورت

تعریف: با
(|ρ١٢|+ |ρ٠٣|)− |√ρ٠٠ρ٣٣ −√

ρ١١ρ٢٢| = Ψ (١۴ . ۴)



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ۶۶
داشت: خواهیم

ایده ال مشاهده پذیر بعنوان σx بررس نمودار :٣ . ۴ ل ش

ایده آل مشاهده پذیر بعنوان σx بررس بعدی سه نمودار :۴ . ۴ ل ش

است برقرار ϕ و θ مقادیر کلیه ی برای همواره ١٣ . ۴ شرط م شود مشاهده که همانطور



۶٧ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی
کننده ی مشاهده پذیر بعنوان σx از کوانتوم ناهم خوان تحلیل محاسبه ی برای توان م و
نشان زیر رابطه با که ٢ . ١٢١ شرط بررس به ۶ . ۴ ل ش و ۵ . ۴ ل ش در کرد. استفاده کلاسی

دادیم:

|s| > |u| (١۵ . ۴)

شت ول کاهش یافته ی ماتریس عناصر با زیر رابطه برای بعدی سه و بعدی دو صورت به
بل ه ی س با کوانتوم

|s| − |u| > ٠ (١۶ . ۴)

شده. پرداخته
تعریف: با

|s| − |u| = ω (١٧ . ۴)

داشت: خواهیم

ایده ال مشاهده پذیر بعنوان σx از استفاده برای لازم شرط بررس نمودار :۵ . ۴ ل ش



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ۶٨

ایده ال مشاهده پذیر بعنوان σx از استفاده ان ام بررس بعدی سه نمودار :۶ . ۴ ل ش

نیست برقرار ١۶ . ۴ شرط که قسمت هایی در م دهد نشان ما به فقط مورد این واق در
در شوند. منتقل مثبت به نمودار زیر و منف قسمت هایی تا داد تغییر را ρ٠٣ علامت باید تنها
انجام با را ρ٠٣ علامت م توان همواره که شده اشاره موضوع این به [٢۶] در که همانطور واق
٧ . ۴ ل ش در داد. تغییر ندارد کوانتوم ناهم خوان مقدار در تاثیری که موضع عملیات ی
رسم بل ه س برای θ مختلف مقادیر و ϕ = ٠ زاویه ی ازای به را کوانتوم ناهم خوان نمودار

کرده ایم.



۶٩ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

بل ه ی س و اولیه هردوحالت برای کوانتوم ناهم خوان نمودار :٧ . ۴ ل ش

میرود ار ب سیستم ها زیر بین درهم تنیدگ محاسبه ی برای که تلاق معیاره از استفاده با
زیرسیستم ها این بین درهمتنیدگ بودن صفر عل رغم ، است صفر مقدار این که شد مشاهده
و ه س بین درهم تیدگ مقدار است گفتن دارد. وجود کوانتوم ناهم خوان ناچیزی مقدار
آنتروپی معیاره از استفاده و ϕ = ٠ با پیشنهادی اولیه هردوحالت و بل حالت برای ان م
م باشد. پیشنهادی اولیه حالتهای برای ϕ و θ زوایای از مستقل و ١٫٩٠٢۵ با برابر فون نویمن،

گراور ه ی س با کاهش یافته ماتریس در کوانتوم ناهم خوان ٢ . ٢ . ۴
هادامارد و

بررس قابل تحلیل بصورت کوانتوم ناهم خوان نیست X-گونه این ها فرم اینکه به توجه با
زیر بین کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی به مربوط محاسبات عددی روش های با و نیست
حالت های برای ١ تلاق معیار با همواره درهم تنیدگ گرفته است. صورت این ها سیستم های
آنتروپی و ( Coin-Coin-Entanglement = CCE ) ه س سیستم های زیر بین ٢ مخلوط
Coin-Position- = CPE ) ان م و ه س بین ۴ خالص حالت های برای ٣ نویمن فون

رفته است. ار ب ( Entanglement
١concurrence
٢mixed-state
٣von-neuman entropy
۴pure



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ٧٠
گراور استفاده مورد ه ی س که وضعیت برای ۵ ان م و ه س بین درهم تنیدگ ٨ . ۴ ل ش در

است. شده رسم باشد

ان م با گراور ه ی س بین درهم تنیدگ نمودار :٨ . ۴ ل ش

حالتهای از حالت هردو برای و دارد نیز ملاحظه ای قابل مقدار م شود مشاهده  که همانطور
بصورت: ١ . ۴ رابطه ی در اررفته ب پیشنهادی |ψ٠⟩ اولیه ی

ρc = Tr١[(|ψ٠⟩⟨ψ٠| ⊗ I۴×۴)C] (١٨ . ۴)

م باشد. سان ی
مورد ر عمل گراور وقت ه، س سیستم های زیر بین را کوانتوم ناهم خوان ٩ . ۴ ل ش
از حالت هردو برای و است یر چشم بسیار بل حالت به نسبت که م دهد نشان باشد استفاده

م باشد. سان ی ١ . ۴ رابطه ی در اررفته ب اولیه ی حالتهای

۵cpe: coin-position-entanglement



٧١ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

ϕ = ٠ با گراور ه ی س زیرفضاهای بین اولیه هردوحالت برای کوانتوم ناهم خوان نمودار :٩ . ۴ ل ش

نشان باشد گراور وقت ۶ ه س سیستم های زیر بین را کوانتوم درهم تنیدگ ١٠ . ۴ ل ش
رابطه ی در اررفته ب اولیه ی حالت از هردوحالت برای و صفر غیر بل حالت به نسبت که م دهد

است. صفر نقاط از بسیاری در ول سان ی ١ . ۴

ϕ = ٠ با اولیه هردوحالت و گراور ه ی س زیرفضاهای بین درهم تنیدگ نمودار :١٠ . ۴ ل ش

را گراور ه ی س با کاهش یافته زیرسیستم های بین درهم تنیدگ و ناهم خوان ١١ . ۴ ل ش
م دهد. نشان هم کنار در

۶cce: coin-coin-entanglement



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ٧٢

گراور ناهم خوان و درهم تنیدگ نمودار :١١ . ۴ ل ش

هادا ه ی س برای |ψ٠⟩ اولیه ی حالت برای را ان م و ه س بین هم تنیدگ ۴ . ١٢  در ل ش
م دهد. نشان

هادامارد ان م و ه س بین درهم تنیدگ نمودار :١٢ . ۴ ل ش

هادامارد ه ی س برای |ψ′٠⟩ اولیه ی حالت برای را ان م و ه س بین هم تنیدگ ۴ . ١٣  در ل ش
م دهد. نشان



٧٣ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

هادامارد ان م و ه س بین درهم تنیدگ نمودار :١٣ . ۴ ل ش

مختلف اولیه ی حالتهای برای ان م و ه س بین درهم تنیدگ برای را نمودار دو هر نهایتا
م کنیم. مشاهده ١۴ . ۴ ل ش در هم کنار در هادامارد ه ی س برای رفته ار ب

اولیه حالت هردو برای هادامارد ان م و ه س بین درهمتنیدگ نمودار :١۴ . ۴ ل ش

ه ی س برای |ψ٠⟩ اولیه ی حالت برای را ان م و ه س بین کوانتوم ۴ . ١۵  ناهم خوان ل ش
م دهد. نشان هادامارد



بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ارتباطات بررس ٧۴

هادامارد ناهم خوان نمودار :١۵ . ۴ ل ش

ه ی س برای |ψ′٠⟩ اولیه ی حالت برای را ان م و ه س بین کوانتوم ۴ . ١۶  ناهم خوان ل ش
م دهد. نشان هادامارد

هادامارد ناهم خوان نمودار :١۶ . ۴ ل ش

وضعیت برای ه س سیستم های زیر بین کوانتوم ناهم خوان برای را هردونمودار نهایت در
مشاهده ١٧ . ۴ ل ش در هم کنار در مختلف اولیه ی حالتهای ازای به باشد هادامارد ما ه ی س که

م کنیم.



٧۵ بعدی دو ه های س با کوانتوم شت ول در کوانتوم ناهم خوان محاسبه ی

هادامارد ه ی س اولیه ی حالت هردو برای کوانتوم ناهم خوان نمودار :١٧ . ۴ ل ش





۵ فصل
نتیجه گیری

هادامارد و گراور بل، ه ی س مثل متفاوت ه ی س ره عمل سه درنظرگرفتن با پایان نامه این در
و قرارگرفت بررس مورد مختلف اولیه ی حالت دو برای ه س و ه م بین درهم تنیدگ بعدی، دو
هردو برای گراور و بل کوانتوم شت های ول در ان م و ه س بین درهم تنیدگ گردید مشخص
بین هم تنیدگ در این است. توجه قابل آن درهم تنیدگ و است سان ی ما پیشنهادی حالت
حالتهای برای ول است یری چشم مقدار اگرچه نیز هادامارد ه ی س مورد در ه س و ان م
۴×۴ ی بعدی دو شت های ول کاهش یافته ی ال چ که آنجایی است.از متفاوت ما پیشنهادی
است، بررس قابل دوبعدی فضای زیر دو بصورت زیرسیستم ها کوانتوم و درهم تنیدگ است
دیدیم و کردیم مشخص فضاها زیر بین ناهم خوان و درهم تنیدگ بصورت را همبستگ  این ما
غیر مشخص درمحدوده ی و هادامارد) و (بل صفر فضاها زیر بین درهم تنیدگ مواق اکثر در
مواق اکثر در درهم تنیدگ اگرچه گردید مشخص طرف از (گراور) است صفر نزدی ول صفر

است. اولیه حالت به وابسته و صفر غیر حالتها تمام برای ناهم خوان اما است ناچیز و صفر
با کاهش یافته زیرفضاهای بین ناهم خوان اکسترمم های م رسد بنظر اینکه، جالب نکته ی
که معنا این به هستند مشترک نقاط در ان م و ه س فضای بین درهم تنیدگ اکسترمم های
باعث م شوند ان م و ه س بین در بیشینه درهم تنیدگ ایجاد باعث که کوانتوم حالتها

کوانتوم حالتهای مواردی در اما (هادامارد) م شوند هم ه س فضای در بیشینه ناهم خوان
بین در کمینه ناهم خوان باعث م شوند ان م و ه س بین در درهم تنیدگ ایجاد باعث که

کوانتوم شت های ول با م توان اینکه پایان نکته ی (گراور). م شوند ه س زیرفضاهای



نتیجه گیری ٧٨
اما است صفر زیرفضاها بین درهم تنیدگ اینکه وجود با که کرد تولید را حالتهایی دوبعدی

هستند. صفر غیر ناهم خوان دارای
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Aabstract

Quantum discord is a kind of correlation beyond the quantum entanglement. It is defined as
the difference between mutual information and classical correlations.
Quantum discord can be nonzero even for the cases without any entanglement. So separable density
matrices are not sufficient reason for zero discord and zero entanglement does not imply absence
of the quantum correlations.
Considering the coins being used, asymptotic reduced density matrix of the quantum walks may
be X-state or not. For example, quantum walk with the Bell-coin has reduced density matrix in the
form of X-state, while for quantum walk with Grover and Hadamard is not, but doesn’t have more
independent variable.
In this work we consider different types of coins such as Bell, Grover and Hadamard and study
all types of the quantum correlations for them. We also consider correlation between coin and the
position as well as quantum discord between subsystems.
Key words: quantum discord, reduced density matrix, two dimensional coins
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