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یافته دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا
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نشر حق و نتایج یت مال
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این م باشد. شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •
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یده چ

که دارند عمده ای تفاوت های کلاسی تصادف شت های ول با مقایسه در کوانتوم شت های ول
به موضع شدن پدیده کرد. اشاره موضع شدن و پخش سرعت واریانس، احتمال، توزیع به م توان
احتمال صورت به پدیده این م رود. شمار به کوانتوم شت های ول توجه قابل ویژگ های از ی عنوان
شده داده نشان م شود. شناخته خود، اولیه ی ان م در زیاد گام های ط از پس کوانتوم رد ول یافتن
جستجوی وریتم های ال در بالقوه ای کاربرد های م تواند کوانتوم شت های ول در شدن موضع اثر که

عبارت به بعدی، ی ن غیر هم کوانتوم شت های ول بر تمرکز با تحقیق این باشد. در داشته کوانتوم
کمیت این بررس به است متفاوت خط روی مختلف ان های م برای ه س ر عمل آن در که شت هایی ول

پرداخت. خواهیم مسیر شمارش روش از استفاده با مهم
م کنیم. معرف را PQRS روش و داده ارائه را شده گرفته نظر در مدل از تعاریف ابتدا منظور این به
توسط φ اولیه کیوبیت حالت از شده شروع Xφ

n کوانتوم شت ول برای ترکیبی عبارت ی سپس
جذب مسائل شده ی شناخته نتایج برخ ارائه ی با همچنین م آوریم. دست به U(٢) ان ی ماتریس
در واق جذب دیواره با هادامارد شت ول در جذب مسئله بررس به ، کوانتوم و کلاسی موارد در
بازگشت احتمال و پرداخته بعدی ی ن غیر هم کوانتوم شت های ول به سپس م پردازیم. صفر ان م
صورت به نظر مورد کوانتوم شت ول حدی توزیع که م دهیم نشان م آوریم. دست به را مبدأ به
مدل های برخ و شده گرفته نظر در مدل بین مقایسه ای نهایت در و م باشد. limn→∞ p٢n(٠) > ٠

م دهیم. انجام مرتبط

جذب مسئله هادامارد، شت ول موضع شدن، ، کوانتوم شت های ول کلیدی: کلمات

ی





پایان نامه از مستخرج مقاله

شت ول در موضع شدن ”بررس ایران، فیزی کنفرانس ،(١٣٩۵) م، عنابستان و ف. تنگ .١
شیراز. اه دانش ،١٢۴٨ ص شتابدار”، بعدی ی کوانتوم

ل
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تصاویر فهرست

٨ . گام ١٠٠ از پس متوازن ه ی س با کلاسی تصادف شت ول احتمال توزیع نمودار ٢ . ١
|ψ(٠)⟩ = اولیه ی حالت با گام ١٠٠ از پس کوانتوم شت ول احتمال توزیع نمودار ٢ . ٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |L⟩ ⊗ |x = ٠⟩
|ψ(٠)⟩ = اولیه ی حالت با گام ١٠٠ از پس کوانتوم شت ول احتمال توزیع نمودار ٢ . ٣

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |R⟩ ⊗ |x = ٠⟩
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١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١√
٢(|L⟩ − i |R⟩)⊗ |x = ٠⟩

کلاسی تصادف شت ول با مقایسه در ضربدر) (خطوط کوانتوم شت ول معیار انحراف ۵ . ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گام ١٠٠ از دایره)پس (خطوط

حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف ۶ . ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ٣ و ١√

٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩) اولیه ی
حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف ٢ . ٧

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ۴ و ١√
٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩) اولیه ی

حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف ٢ . ٨
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = ۵ و ١√

٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩) اولیه ی
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ξ(١,١)٢ با متناظر مختلف مسیرهای ١ . ۴
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۶٠ . . . . . . . . . . . . . مختلف های ω ازای به موضع شدن احتمال نمودار ۴ . ۴
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شروع کلاسی تصادف شت ول برای ،nزمان در و x ان م در ذره حضور احتمال ٢ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدا از شده

شروع کوانتوم شت ول برای ،n زمان در و x ان م در کوانتوم ذره حضور احتمال ٢ . ٢
١١ . . . . . . . . . . . . |ψ(٠)⟩ = |L⟩ ⊗ |x = ٠⟩ اولیه ی حالت با مبدا از شده
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P,Q,R, S ضرایب جدول ٣ . ١

ق





١ فصل
فتار پیش

قوانین توسط باید نهایت در اطلاعات پردازش یا محاسبه برای استفاده مورد فیزی دستگاه هر رفتار
فیزی زمینه در محاسبات نظریه روی بر که دارند وجود متعددی ردهای روی شود. پیش  بین فیزی

دارد. قرار اول اه جای در کوانتوم انی م استفاده، مورد فیزی نظریه های میان در که هستند متمرکز
نشان آن ها شد. معرف [٢] فاینمن٢ و [١] بنیوف١ توسط ١٩٨٠ اوایل در کوانتوم کامپیوترهای ایده ی

انی م رهای عمل تحت م توانند کوانتوم انی م حالت های توسط شده ارائه بیت های که دادند
تداخل دلیل به که داد نشان دویچ٣ ١٩٨٩ در یابند. تحول پذیر برگشت   محاسبات انجام برای کوانتوم
،١٩٩٣ در م کند[٣]. عمل دیجیتال مورد از قدرتمندتر کوانتوم محاسبات ، کوانتوم حالت های
از ناش که م دهد پیشنهاد را ترومغناطیس ال پالس های از استفاده با کوانتوم محاسبات انجام لوید۴
اولین کشف از پس و ١٩٩۴ در است[۴]. ضعیف نش برهم با اتم ها از زنجیره ای در یافته تشدید انتقال
شُر، کوانتوم وریتم ال م شود. ایجاد کوانتوم محاسبات به علاقه موج شُر۵، توسط کوانتوم وریتم ال
سپس م کرد[۵]. تجزیه اول عوامل به کلاسی مورد از بیش نمایی سرعت با را دلخواه صحیح اعداد
جستجوی به قادر کلاسی وریتم ال هر از سریع تر که م کند معرف را وریتم ال ،١٩٩۶ در گروور۶

بود[۶]. سرعت از دوم توان به صورت نامرتب داده اه پای ی بین از داده ها
١Benioff
٢Feynman
٣Deutsch
۴Lloyd
۵Shor
۶Grover



فتار پیش ٢

یل تش کوانتوم محاسبات زمینه ی در جهان مدل ی ٧ کوانتوم شت های ول پیشرفت ها این به دنبال
رخ کوانتوم جهان در که م شوند مطرح کلاسی شت های ول از تعمیم عنوان به و م دهند
شت های ول فواید همچنین و کوانتوم شت های ول و کلاسی تصادف شت های ول بین ارتباط م دهند.
که است افرادی جمله از کونو٨ هستند. تحقیقات در باز حوزه ی دو عنوان به مختلف علوم در کوانتوم
پیوند های PQRS روش از استفاده با و دارد[٧]؛ سهم کوانتوم و کلاسی شت های ول بین ارتباط در

.[٩] م دهد[٨] ارائه زمینه این در را م مح ریاضیات
و احتمال دامنه های تداخل وجود م سازد، متمایز آن کلاسی نوع از را کوانتوم شت ول که چیزی
.[١۴] [١٣] [١٢] [١١] م شود[١٠] آن ها از متفاوت رفتارهای ظهور به منجر که م باشد آن ها ٩ نه بر هم

طراح و ساخت در شهودی چارچوب ی ایجاد کوانتوم تصادف شت های ول این بارز ویژگ های از
م باشد. [١۶] جدید[١۵] کوانتوم جستجوی وریتم های ال

استاندارد مدل دو عنوان به پیوسته[١٨] کوانتوم شت های ول و گسسته[١٧] کوانتوم شت های ول
تحول رهای عمل اعمال زمان در آن ها بین اصل تفاوت که م شوند شناخته کوانتوم شت های ول از
م شود اعمال گسسته زمان گام های در فقط سیستم تحول ر عمل گسسته، مدل در م باشد. مربوطه

م دهد. تغییر پیوسته صورت به را سیستم تحول، ر عمل پیوسته مدل در که حال در
کوانتوم شت های ول عادی غیر ویژگ های از ر دی ی عنوان به شدن١٠ موضع پدیده همچنین

قرار مطالعه مورد به خوبی فیزی پدیده ی عنوان به ال چ ماده فیزی در پدیده این م شود. شناخته
انی م پدیده ی ی چارچوب در شدن موضع آن در که مقاله ای اولین زیاد احتمال به است. گرفته

موضع شدن بعد، به آن از است[١٩][٢٠]. گردیده ارائه اندرسون١١ توسط شده واق بحث مورد کوانتوم
م شود. ارائه آن برای مختلف کیف و ریاضیات تعاریف و م گیرد قرار مطالعه مورد گسترده ای طور به
م تواند این که است؛ کوانتوم انی م حالت انتشار عدم موضع شدن، پشت در اصل ایده حال این با

فیزی سیستم های دینامی در تناوب دوره ست ش از که باشد بی نظم یا تصادف محیط های از ناش
مشابه تحول(که رهای عمل توسط م تواند شدن موضع به[٢١] توجه با این، بر علاوه م شود. ایجاد

شود. ایجاد هستند) بی نظم محیط های رفتار
تحول ر عمل ن تبه مقادیر ویژه از ناش م تواند موضع شدن پدیده ، کوانتوم شت های ول مورد در
ان ها م از معدودی در به جز آن ها هم که تحول رهای عمل از استفاده با معمولا (که شت ول

باشد[٢٢]. ان اند م به وابسته که ه ای س رهای عمل انتخاب از ناش یا و م شوند) ایجاد سان اند، ی
احتمال بعدی ی هادامارد١٣ شت ول نیز و ، مربع ه شب ی یا خط روی ١٢ تصادف شت ول ی در
شت های ول مورد در اما م کند. میل صفر سمت به زیاد گام های ط از پس مبدأ اطراف در ذره یافتن
از پس ذره که است شده داده نشان م شوند، کنترل گروور ه س ر عمل توسط که بعدی دو کوانتوم

٧Quantum Walk
٨Konno
٩superposition

١٠Localization
١١P.W.Anderson
١٢Random Walk
١٣Hadamard



٣

نامیده موضع شدن که پدیده این شد؛ خواهد یافت مبدأ در زیادی بسیار احتمال با زیاد گام های ط
[٢۵] [٢۴] است[٢٣] گرفته قرار مطالعه مورد گسترده ای طور به تحلیل و عددی صورت به م شود

.[٢٧] [٢۶]
[٢٨] به[٢٢] را خواننده توجه کوانتوم شت های ول در شدن موضع دقیق و جام مطالعه منظور به
ن تبه مقادیر ویژه و شدن موضع بین ارتباط کونو و اینیویی١۴ همچنین م کنیم. جلب [٣٠] [٢٩]
علاوه به دادند[٣١]. قرار مطالعه مورد را دایره روی کوانتوم شت های ول در ذره افتان دام به زمینه در
نگاشت اثر محاسبه [٣٣]١۵ رومانل در[٣٢]، شده ارائه نامتناوب کوانتوم شت های ول مطالعه ی براساس
مورد در شدن موضع که داد نشان آمپادو١٧ و کرد مطرح ١۶ فیبوناچ کوانتوم شت های ول مورد در را
پیشنهاد شدن موضع برای معیاری ران دی و استفانک١٨ در[٢۵]، نم افتد[٣۴]. اتفاق شت ها ول این
ه ی شب روی گسسته زمان کوانتوم شت ول انجام هنگام که دریافتند ران[٣۵] دی و کولار١٩ و دادند
در[٣۶]، نم شود. نمایان مبدا حول شدن موضع حالته، ٣ گروور ر عمل از استفاده با ل ش مثلث
مشاهده برای تئوری معیار ی بعدی، ی هادامارد شت ول در ذره M حرکت تحلیل و تجزیه با آمپادو

کوانتوم شت ول که را شرایط همچنین داد. ارائه بالا احتمال با اولیه ان م در کوانتوم ردهای ول
۵ کوانتوم شت های ول در شدن موضع پدیده نیز و م کند[٣٧] بازگشت سط روی شده٢٠ بایاس
دو هر آمپادو در[٣٩]، شده ارائه CMV روش براساس م دهد[٣٨]. قرار بررس مورد را بعدی دو حالته
کانترو٢٢ علاوه، به کرد. مطالعه را صفحه نیم روی کوانتوم شت های ول شدن موضع و حدی٢١ توزیع
روش از استفاده با و داده ارائه کوانتوم شت های ول مجانبی رفتار از جامع تحلیل ران[۴٠] دی و
طبقه بندی را مبدا به بازگشت احتمال برای ماخوذ عبارت های نیز و شدن موضع ویژگ های CGMV

زمان کوانتوم شت های ول که کرد ثابت ریاض لحاظ به کونو[۴١] بیشتر، مطالعات انجام با کردند.
که دادند نشان [۴٢] کاتسورا٢۵ و انو٢۴ شی م دهند. نمایش را شدن موضع ن٢٣، هم غیر گسسته

موضع مبدا حول که دارد وجود حدی توزیع ی ن، غیرهم کوانتوم شت های ول از گروه ی برای
نشان را فراکتال٢۶ ساختار ی آن ها مقادیر ویژه گستره که دریافتند عددی مطالعات انجام با و است
داد[۴٣] ارائه خط روی کوانتوم شت های ول شدن موضع برای مدل ی ماچیدا٢٧ همچنین م دهد.
مختلف یونیتاری رهای عمل با حالته ٢ ن غیرهم کوانتوم شت های ول برای را محدود توزیع ی و

١۴Inui
١۵Romanelli
١۶Fibonacci
١٧Ampadu
١٨Stefanak
١٩Kollar
٢٠Biased quantum walk
٢١limit distribution
٢٢Cantero
٢٣inhomogeneous
٢۴Shikano
٢۵Katsura
٢۶Fractal
٢٧Machida



فتار پیش ۴

هامیلتون هایی پیشنهاد ضمن ار٢٨[۴۵] چاندراش کرد[۴۴]. محاسبه مختلف زمان های در رفته کار به
رهای عمل فضایی استاتی و شدن موضع بین ارتباط یافتن و مختلف ه های شب در شت ول برای
سرانجام داد. ارائه بوز‐اینشتین[٢١] الش چ در شدن موضع نمایش برای را مدل ی شده، مختل
شدن موضع دینامی و شده مختل بعدی ی کوانتوم شت های ول روی ران دی و آلبریت٢٩ در[۴۶]،

دادند. انجام بررس هایی

٢٨Chandrashekar
٢٩Ahlbrecht



٢ فصل
شت ول انواع

کلاسی تصادف شت ول ٢ . ١
خط روی تصادف شت ول ٢ . ١ . ١

جهت  حالت این در که است؛ بعدی ی مسیر روی ذره کلاسی حرکت ، تصادف شت ول نوع ساده ترین
آمدن شیر(خط) با که گونه این به م شود. تعیین رد١ ول دست در موجود ه ی س پرتاب بر  اساس حرکت
گام n ط از پس و فرایند این تکرار با م دارد. بر  راست(چپ) سمت به را خود گام های رد ول ه، س

داریم صورت این در که م گیرد قرار x ان م در رد ول ، زمان

x = nr − nl , n = nr + nl. (٢ . ١)

را رد ول ان م همچنین م رود. چپ و راست سمت به رد ول که هستند دفعات تعداد ترتیب به nl و nr

م نامیم q و p را رد ول رفتن چپ و راست احتمال م گیریم. در نظر صحیح مقادیر با گسسته ای نقاط
سمت به بار nr رد ول x به رسیدن مسیر در ه س پرتاب بار n در اگر حال . p + q = ١ به طوری که

صورت به رفتن راست به احتمال آن گاه کند حرکت راست

P (n, nr) =

(
n

nr

)
pnrqnl (٢ . ٢)

١Walker



شت ول انواع ۶

داشت: خواهیم ٢ . ١ روابط ذاری جای با که م باشد.

P (n, x) =

(
n

n+x
٢

)
p

n+x
٢ q

n−x
٢ . (٢ . ٣)

به صورت حالت این در حضور احتمال یریم؛ ب در نظر n = ٠ با x = ٠ اولیه ی ان م در را رد ول اگر
در یا و x = ١ ان م در ١

٢ احتمال با رد ول ،n = ١ یعن بعد گام در است. P (n = ٠, x = ٠) = ١
م شود. مشاهده ٢ . ١ جدول در بعد گام چند در رد ول یافتن احتمال م شود. یافت x = −١ ان م

از شده شروع کلاسی تصادف شت ول برای ،nزمان در و x ان م در ذره حضور احتمال :٢ . ١ جدول
مبدا

‐۵ ‐۴ ‐٣ ‐٢ ‐١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ x⧸n

١ ٠
١
٢

١
٢ ١

١
۴

١
٢

١
۴ ٢

١
٨

٣
٨

٣
٨

١
٨ ٣

١
١۶

١
۴

٣
٨

١
۴

١
١۶ ۴

١
٣٢

۵
٣٢

۵
١۶

۵
١۶

۵
٣٢

١
٣٢ ۵

نوع از ه س بنابراین است، برابر هم با رفتن چپ و راست احتمال ها حالت این تمام در که آن جا از
م شود: توصیف زیر صورت به ن مم احتمالات تمام و بوده متوازن٢

P (n, x) =
١

٢n

(
n

n+x
٢

)
=

n!

٢n(n+x
٢ )!(n−x

٢ )!
. (۴ . ٢)

xهای برای فرد nهای تعداد همچنین و زوج xهای برای زوج nهای تعداد ازای به  فقط رابطه این
دارای n از تابع صورت به احتمال شت ول چنین برای است[۴٧]. غیر صفر عبارت به دارد؛ اعتبار فرد
دوجمله ای یا گاوس صورت به احتمال توزیع تابع که م دهد نشان ٢ . ١ ل ش است. مشخصه منحن ی

است. آمده ادامه در نکته این اثبات است.
استرلینگ تقریب به با توجه

n! ≃
√

٢πnnne−n (۵ . ٢)

آن از گرفتن ln ی  بار با و

lnn! ≃ n lnn− n+ ln
√

٢πn (۶ . ٢)
٢unbiased



٧ کلاسی تصادف شت ول

م کنیم. بازنویس زیر صورت به را رابطه ی٢ . ۴

lnP (n, x) = lnn!− n ln ٢ − ln (
n+ x

٢ )!− ln (
n− x

٢ )!

=n lnn− n+ ln
√

٢πn− n ln ٢ − (
n+ x

٢ ) ln (
n+ x

٢ ) + (
n+ x

٢ )

− ln
√
π(n+ x)− (

n− x

٢ ) ln (
n− x

٢ ) + (
n− x

٢ )− ln
√
π(n− x)

=n lnn+
١
٢ ln (٢πn)− n ln ٢ − (

n+ x

٢ ) ln (
n+ x

٢ )− ١
٢ ln π(n+ x)

− (
n− x

٢ ) ln (
n− x

٢ )− ١
٢ ln π(n− x)

=n lnn+
١
٢ ln (٢πn)− n ln ٢ + (

n+ x

٢ ) ln ٢ − (
n+ x

٢ ) ln (n+ x)

+ (
n− x

٢ ) ln ٢ − (
n− x

٢ ) ln (n− x)− ١
٢ ln π(n+ x)− ١

٢ ln π(n− x)

=n lnn+ (٠) ln ٢ − (
n+ x

٢ ) ln (n+ x)− (
n− x

٢ ) ln (n− x) +
١
٢ ln

٢πn
π٢(n٢ − x٢)

=n lnn− (
n+ x

٢ ) lnn− (
n+ x

٢ ) ln (١ +
x

n
)− (

n− x

٢ ) lnn

− (
n− x

٢ ) ln (١ − x

n
) +

١
٢ ln (

٢
πn

)− ١
٢ ln (١ − x٢

n٢ )

تیلور بسط از بهره گیری با حال گرفته ایم. فاکتور n از اخیر رابطه در که

ln (١ +m) =m− m٢

٢ +
m٣

٣ − · · ·

ln (١ −m) =−m− m٢

٢ − m٣

٣ − · · ·

داریم:

lnP (n, x) =(٠) lnn− (
n+ x

٢ )
[x
n
− x٢

٢n٢
]
− (

n− x

٢ )
[
− x

n
− x٢

٢n٢
]

+
١
٢ ln (

٢
πn

)− ١
٢
[
− x٢

n٢ − x۴

٢n۴
]



شت ول انواع ٨

گام ١٠٠ از پس متوازن ه ی س با کلاسی تصادف شت ول احتمال توزیع نمودار :٢ . ١ ل ش

به م رسیم n≫ x گرفتن در نظر با و

lnP (n, x) =− (
n+ x

٢ )
x

n
+ (

n

٢)
x

n
+

١
٢ ln (

٢
πn

) = − x٢

٢n + ln

√
٢
πn

⇒P (n, x) ≃
√

٢
πn

e−
x٢
٢n .

(٢ . ٧)

است. نرمال یا گاوس توزیع ی گویای واض طور به معادله این که

واریانس محاسبه ٢ . ١ . ٢
تصادف متغیر ی توزیع تابع مورد در مهم اطلاعات حاوی که هستند مواردی از میانگین و واریانس

صورت به  تصادف متغیرهای مورد در میانگین و σ٢ =
⟨
x٢⟩ − ⟨x⟩٢ به صورت واریانس م باشند.

کلاسی شت ول مورد در واریانس محاسبه ی روش های از ی م شود. معرف ⟨x⟩ =
∑

i xip(xi)

به گسسته حالت های برای مولد تابع k جدید متغیر گرفتن در نظر با که است. مولد٣ تابع به موسوم
:[۴٨] م شود تعریف زیر  صورت

P̃ (n, k) =
+∞∑

x=−∞

P (n, x)ekx. (٢ . ٨)

داریم: ،k = ٠ دهیم قرار و گرفته مشتق k به نسبت رابطه این از اگر
dP̃ (n, k)

dk

∣∣∣
k=٠

=
+∞∑

x=−∞

xP (n, x) = ⟨x⟩ (٢ . ٩)
٣generating function



٩ کلاسی تصادف شت ول

داشت: خواهیم مجدد مشتق گیری با که
d٢P̃ (n, k)

dk٢

∣∣∣
k=٠

=
+∞∑

x=−∞

x٢P (n, x) =
⟨
x٢⟩ . (٢ . ١٠)

م کنیم. ذاری جای ٢ . ٨ در را ٢ . ٣ و ٢ . ١ روابط حال

P̃ (n, k) =
+∞∑

x=−∞

(
n

n+x
٢

)
p

n+x
٢ q

n−x
٢ ekx

=
+∞∑

nr−nl=−∞

(
n

nr

)
pnrqnlek(nr−nl)

بازه ی در r مقدار بنابراین م رود، راست سمت به رد ول که است تکرارهایی تعداد nr که آن جایی از
م آید: به دست زیر به صورت مولد تابع و م کند تغییر [٠, n]

P̃ (n, k) =
n∑

nr=٠

(
n

nr

)
(pek)nr(qe−k)n−nr

داریم: (x+ y)n =
∑n

k=٠

(
n

nr

)
xn−kyk دو جمله ای بسط از بهره گیری با حال

P̃ (n, k) = (pek + qe−k)n. (٢ . ١١)

یریم: ب نتیجه زیر به صورت را ٢ . ١٠ و ٢ . ٩ میانگین روابط م توانیم اکنون

⟨x⟩ =dP̃ (n, k)
dk

∣∣∣
k=٠

= n(p− q)(p+ q)n−١ = n(p− q)

⟨
x٢⟩ =d٢P̃ (n, k)

dk٢

∣∣∣
k=٠

= n(p+ q)(p+ q)n−١ + n(n− ١)(p− q)٢(p+ q)n−٢

=n[١ + (n− ١)(p− q)٢]

(٢ . ١٢)

کرده ایم. استفاده p+ q = ١ از آن در که
م شود: محاسبه n با متناسب واریانس که م کنیم مشاهده تعریف، به با توجه بنابراین
σ٢ =

⟨
x٢⟩− ⟨x⟩٢ = n+ n(n− ١)(p− q)٢ − n٢(p− q)٢

=n− n(p− q)٢ = n− n[p٢ + q٢ − ٢pq + ٢pq − ٢pq]

=n− n[(p+ q)٢ − ۴pq] = n− n(١ − ۴pq) = ۴npq

⇒ σ٢ ∝ n. (٢ . ١٣)



شت ول انواع ١٠
معیار۴ انحراف همچنین

σ = ٢√npq (١۴ . ٢)
م باشد. √

n با متناسب که

کوانتوم شت ول ٢ . ٢
خط روی کوانتوم شت ول ٢ . ٢ . ١

مستلزم خط روی شت ول انجام برای ؛ کلاسی تصادف شت ول از تعمیم عنوان به کوانتوم شت ول
ی و دارد) دلالت ان م بر فضا این بردار Hp(هر بعدی بی نهایت هیلبرت فضای با کوانتوم رد ول ی

م باشد. ۵ کایرالیت به نام اضاف آزادی درجه ی دارای که است Hc بعدی ٢ هیلبرت فضای با ه س
گام زمان هر در م کند. مشخص را حرکت جهت و م گیرد را (R)راست و (L)چپ ارزش دو کایرالیت

از این رو گیرد، قرار راست و چپ کایرالیت حالت های از بر هم نه ی در رد ول که دارد وجود ان ام این
زمان حالت این م شود[۴٩]. توصیف م پردازیم آن به آینده در که دو مولفه ای موج تابع ی توسط

اعمال کایرالیت حالت Cروی ه س تحول ر عمل ، کلاسی مورد در ه س پرتاب معادل که م افتد اتفاق
هادامارد ر عمل ه، س تحول رهای عمل بین در شود.

C = H =
١√

٢

(
١ ١
١ −١

)
(١۵ . ٢)

بنابراین: است. کاربرد بیشترین دارای
H |L⟩ = ١√

٢
(|L⟩+ |R⟩) , H |R⟩ = ١√

٢
(|L⟩ − |R⟩). (١۶ . ٢)

م شوند: تعریف زیر به صورت R و L کایرالیت حالت های آن، در که

|L⟩ =

(
١
٠

)
, |R⟩ =

(
٠
١

)
. (٢ . ١٧)

شرط انتقال ر عمل رد، ول جا به جایی برای حال
S =

∑
x

|x+ ١⟩ ⟨x| ⊗ |R⟩ ⟨R|+ |x− ١⟩ ⟨x| ⊗ |L⟩ ⟨L| (٢ . ١٨)
به گام ی را رد ول ه، س حالت بر اساس است ان ی ری عمل که تحول ر عمل این م کنیم. معرف را

م کند. جا به جا چپ سمت به گام ی یا و راست سمت
صورت به کوانتوم شت ول کل تحول ر عمل بنابراین

U = (S ⊗ Ic) · (Ip ⊗ C) (٢ . ١٩)
۴standard deviation
۵Chirality



١١ کوانتوم شت ول

شده شروع کوانتوم شت ول برای ،n زمان در و x ان م در کوانتوم ذره حضور احتمال :٢ . ٢ جدول
|ψ(٠)⟩ = |L⟩ ⊗ |x = ٠⟩ اولیه ی حالت با مبدا از

‐۵ ‐۴ ‐٣ ‐٢ ‐١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ x⧸n

١ ٠
١
٢

١
٢ ١

١
۴

١
٢

١
۴ ٢

١
٨

١
٨

۵
٨

١
٨ ٣

١
١۶

١
٨

١
٨

۵
٨

١
١۶ ۴

١
٣٢

۵
٣٢

١
٨

١
٨

١٧
٣٢

١
٣٢ ۵

حالت و هستند. ان م و ه س فضای در ان ی ر های عمل به ترتیب Ip و Ic آن در که م شود[۵٠]. بیان
م شود: معرف زیر به صورت گام زمان n ط از پس کوانتوم رد ول کل

|ψ(n)⟩ = Un |ψ(٠)⟩ . (٢ . ٢٠)

شامل مرحله اولین م گیریم. در نظر را |ψ(٠)⟩ = |L⟩ ⊗ |x = ٠⟩ اولیه ی حالت مثال به عنوان
به صورت رد ول ان م ، شرط انتقال ر عمل اعمال با سپس م باشد. |L⟩ حالت روی ه س ر عمل اعمال

م گیرد. قرار x = −١ و x = ١ در ه س حالت های از بر هم نه

|L⟩ ⊗ |x = ٠⟩ H⊗Ip−−−→
( |L⟩+ |R⟩√

٢

)
⊗ |x = ٠⟩

S−→ ١√
٢
(
|١⟩ ⊗ |R⟩+ |−١⟩ ⊗ |L⟩

) (٢ . ٢١)

م شود: محسوب گام اولین به عنوان رابطه این که

|ψ(١)⟩ = ١√
٢
(
|١⟩ ⊗ |R⟩+ |−١⟩ ⊗ |L⟩

)
. (٢ . ٢٢)

صورت به n گام در و x ان م در کوانتوم رد ول حضور احتمال اگر

P (n, x) = | ⟨L| ⊗ ⟨x| ψ(n)⟩ |٢ + | ⟨R| ⊗ ⟨x| ψ(n)⟩ |٢ (٢ . ٢٣)

را احتمال توزیع ، ٢ . ٢ نمودار است. آمده ٢ . ٢ جدول در بعد گام چند محاسبه ی از حاصل نتایج باشد،
م دهد. نشان گام زمان ١٠٠ ط از پس

حاصل نتایج شود، گرفته در نظر |ψ(٠)⟩ = |R⟩ ⊗ |x = ٠⟩ اولیه حالت که موردی در همچنین
م باشد. مشاهده قابل ٢ . ٣ نمودار در



شت ول انواع ١٢

|ψ(٠)⟩ = |L⟩ ⊗ اولیه ی حالت با گام ١٠٠ از پس کوانتوم شت ول احتمال توزیع نمودار :٢ . ٢ ل ش
|x = ٠⟩

|ψ(٠)⟩ = |R⟩ ⊗ اولیه ی حالت با گام ١٠٠ از پس کوانتوم شت ول احتمال توزیع نمودار :٢ . ٣ ل ش
|x = ٠⟩

در  با م توان اما است. نا متقارن احتمال توزیع م شود، مشاهده ٢ . ٣ و ٢ . ٢ ل ش در که همان طور
شت ول ل ش |ψ(٠)⟩ = ١√

٢(|L⟩ − i |R⟩) ⊗ |x = ٠⟩ صورت به  رد ول اولیه ی حالت گرفتن نظر
.[۴٧] (۴ . ٢ ل (ش آورد دست به متقارن به صورت را کوانتوم



١٣ کوانتوم شت ول

شت های ول به نسبت را متفاوت احتمال توزیع ، کوانتوم شت های ول در احتمال دامنه های تداخل
سط در احتمالات پهن شدگ باعث کلاسی شت ول در حال که م دهد. نشان آن ها از کلاسی

هادامارد شت ول در م شود. احتمال دامنه ی گسترش منجر به کوانتوم شت ول م شود، نمودار
دو در بلند پی دارای کوانتوم احتمال توزیع ، کلاسی ل ش گاوس توزیع بر خلاف که م بینیم فوق
شت ول از سریع تر توان به صورت σ = n کوانتوم شت ول معیار انحراف این رو از م باشد. توزیع طرف

.[۵١] (۵ . ٢ ل دارد(ش گام تعداد با خط رابطه ی که م شود منتشر کلاسی

|ψ(٠)⟩ = اولیه ی حالت با گام ١٠٠ از پس کوانتوم شت ول احتمال توزیع نمودار :۴ . ٢ ل ش
١√

٢(|L⟩ − i |R⟩)⊗ |x = ٠⟩

خط روی کوانتوم شت ول تحلیل حل ٢ . ٢ . ٢
کننده ی توصیف  عنوان به  را موج تابع شد، معرف قبل بخش در که شت ول ویژگ های مطالعه ی برای
به م توان را ٢ . ٢٠ رابطه ی که آن جا از م گیریم. در نظر زمان در تحول ونگ چ تحلیل و رد ول ان م

 صورت

|ψ(n)⟩ =
∑
x′

[
a(n, x′) |R⟩+ b(n, x′) |L⟩

]
⊗ c(n, x′) |x′⟩ (٢۴ . ٢)

داریم: این رو از کرد[۵٠]. بیان
⟨x| ψ(n)⟩ =

∑
x′

a(n, x′) |R⟩ ⊗ c(n, x′) ⟨x| x′⟩+ b(n, x′) |L⟩ ⊗ c(n, x′) ⟨x| x′⟩

=a(n, x)c(n, x) |R⟩+ b(n, x)c(n, x) |L⟩ = ψR(n, x) |R⟩+ ψL(n, x) |L⟩ .
(٢۵ . ٢)



شت ول انواع ١۴

کلاسی تصادف شت ول با مقایسه در ضربدر) (خطوط کوانتوم شت ول معیار انحراف :۵ . ٢ ل ش
گام ١٠٠ از دایره)پس (خطوط

موج تابع بنابراین

ψ(n, x) =

(
ψL(n, x)

ψR(n, x)

)
(٢۶ . ٢)

م شود. تعریف n زمان و x ان م در واق رد ول دامنه ی از برداری مولفه ی دو به صورت
روی هادامارد ر عمل اعمال با گام، n + ١ از بعد x ان م در هادامارد شت ول رفتار تحلیل برای حال

م کنیم. عمل زیر صورت به ه س حالت های

|ψ(n+ ١)⟩ =U |ψ(n)⟩ = (S ⊗ Ic) · (Ip ⊗H) |ψ(n)⟩

=
(∑

x′

|x′ + ١⟩ ⟨x′| ⊗ |R⟩ ⟨R|H + |x′ − ١⟩ ⟨x′| ⊗ |L⟩ ⟨L|H
)
|ψ(n)⟩

⟨x|−−→ ⟨x| ψ(n+ ١)⟩ =
(∑

x′

⟨x| x′ + ١
⟩ ⟨
x′
∣∣⊗ |R⟩ ⟨R|H + ⟨x| x′ − ١

⟩ ⟨
x′
∣∣⊗ |L⟩ ⟨L|H

)
|ψ(n)⟩

= ⟨x− ١| ψ(n)⟩ ⊗ |R⟩ ⟨R|H + ⟨x+ ١| ψ(n)⟩ ⊗ |L⟩ ⟨L|H

=

 ٠ ٠
١√

٢ − ١√
٢

ψ(n, x− ١) +

 ١√
٢

١√
٢

٠ ٠

ψ(n, x+ ١)

(٢ . ٢٧)



١۵ کوانتوم شت ول

داریم: M− و M+ به صورت فوق ماتریس های معرف با

ψ(n+ ١, x) =M+ψ(n, x− ١) +M−ψ(n, x+ ١). (٢ . ٢٨)

مسئله حل بنابراین نم آورد، دست به  تحلیل صورت به را احتمال توزیع تابع رابطه این که آن جایی از
است. مناسب فوریه قلمرو در

به صورت ψ(n, k) موج تابع برای k ∈ [−π, π] به ازای ψ̃(n, k) فوریه ی تبدیل
ψ̃(n, k) =

∑
x

ψ(n, x)eikx (٢ . ٢٩)

م شود. داده
داریم[۴٩]: چپ اولیه ی کایرالیت با مبدأ از شده شروع شت ول ی برای ها k همه به ازای خاص، به طور

ψ̃(٠, k) =
(

١
٠

)
.

م آوریم: به دست ٢ . ٢٨ معادله از استفاده با
ψ̃(n+ ١, k) =

∑
x

[
M+ψ(n, x− ١) +M−ψ(n, x+ ١)

]
eikx

=M+e
ik
∑
x

ψ(n, x− ١)eik(x−١) +M−e
−ik
∑
x

ψ(n, x+ ١)eik(x+١)

=
(
M+e

ik +M−e
−ik
)
ψ̃(n, k) =Mkψ̃(n, k).

(٢ . ٣٠)
آن در که

Mk =M+e
ik +M−e

−ik =
١√

٢

(
e−ik e−ik

eik −eik

)
. (٢ . ٣١)

ψ̃(n + ١, k) = Mkψ̃(n, k) به صورت فوریه تبدیل فضای در بازگشت از ساده ای ل ش ترتیب این به
به م شود منجر که داریم

ψ̃(n, k) =Mn
k ψ̃(٠, k). (٢ . ٣٢)

طریق از را ( ψ̃(n, k) سپس و ) Mn
k م توانیم به راحت است، ان ی ماتریس ی Mk که آن جا از

و ∣∣Φ٢
k

⟩ و ∣∣Φ١
k

⟩ صورت به  حالت هایی ویژه  دارای Mk اگر کنیم. محاسبه Mk ماتریس قطری سازی
داریم: باشد، λ٢

k و λ١
k ویژه مقادیر همچنین

Mk = λ١
k

∣∣Φ١
k

⟩ ⟨
Φ١

k

∣∣+ λ٢
k

∣∣Φ٢
k

⟩ ⟨
Φ٢

k

∣∣ , (٢ . ٣٣)



شت ول انواع ١۶

به صورت را ماتریس زمان تحول بنابراین و
Mn

k = (λ١
k)

n
∣∣Φ١

k

⟩ ⟨
Φ١

k

∣∣+ (λ٢
k)

n
∣∣Φ٢

k

⟩ ⟨
Φ٢

k

∣∣ (٣۴ . ٢)
م کنیم. محاسبه را  Mk ویژه مقادیر ابتدا به این منظور م آوریم. ∣∣∣∣∣به دست e

−ik
√

٢ − λk
e−ik
√

٢
eik√

٢ − eik√
٢ − λk

∣∣∣∣∣ = ٠ ⇒ λ٢
k + i

√
٢λk sin k = ٠

نتیجه در
λ١
k =− i sin k√

٢
+

√
١ − ١

٢ sin٢ k

λ٢
k =− i sin k√

٢
−
√

١ − ١
٢ sin٢ k.

ویژه مقادیر باشد، sin(ωk) =
sin k√

٢ که به طوری  کنیم تعریف [−π
٢ ,

π
٢ ] در زاویه ای به صورت را ωk اگر

م آیند. به دست زیر صورت به
λ١
k =e

−iωk

λ٢
k =e

i(π+ωk) = −eiωk

م کنیم. عمل زیر به صورت ویژه حالات یافتن برای همچنین
: λ١

k = e−iωk به ازای
١√

٢

(
e−ik e−ik

eik −eik

)(
α

β

)
= e−iωk

(
α

β

)
⇒ ١√

٢
(αe−ik + βe−ik) = αe−iωk

⇒ (α + β)e−ik = α
√

٢e−iωk

⇒ β = α(
√

٢e−i(ωk−k) − ١)

(٣۵ . ٢)

داریم: |α|٢ + |β|٢ = ١ بهنجارش شرط در ذاری جای با و
|α|٢ + |α|٢(

√
٢e−i(ωk−k) − ٢(١ = ١ ⇒ |α|٢(۴ −

√
٢e−i(ωk−k) + ei(ωk−k))

⇒ |α|٢(۴ − ٢
√

٢ cos(ωk − k)) = ١ ⇒ α =
١√

۴ − ٢
√

٢ cos(ωk − k)

⇒ α =
١√

۴ − ٢
√

٢(cosωk cos k + sinωk sin k)

(٣۶ . ٢)



١٧ کوانتوم شت ول

به: م رسیم sin(ωk) =
sin k√

٢ به با توجه که

α =
١√

۴ − ٢
√

٢(
√

١ − sin٢ k
٢ cos k + sin٢ k√

٢ )

=
١√

۴ − ٢(
√

٢ − sin٢ k cos k + sin٢k)

=
١√

۴ − ٢(
√

١ + cos٢ k cos k + sin٢k)
=

١√
٢)٢ − sin٢ k)− ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

=
١√

١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k
√

١ + cos٢ k
.

(٢ . ٣٧)

م باشد: زیر به صورت β مقدار رابطه ی٢ . ٣۵ از استفاده با حال

β =
(
√

٢e−i(ωk−k) − ١)√
١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

. (٢ . ٣٨)

م آید. به دست ویژه مقدار این با متناظر ویژه حالت بنابراین

∣∣Φ١
k

⟩
=

(
α

β

)
=


١√

١)٢+cos٢ k)−٢ cos k
√

١+cos٢ k

(
√

٢e−i(ωk−k)−١)√
١)٢+cos٢ k)−٢ cos k

√
١+cos٢ k



=
eik√

١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k
√

١ + cos٢ k

(
e−ik

√
٢e−iωk − e−ik

)
(٢ . ٣٩)

کرد. چشم پوش eik از م توان آن در که
م آید. دست به  مشابه طور به  نیز λ٢

k = ei(π+ωk) به ازای ویژه حالت

١√
٢

(
e−ik e−ik

eik −eik

)(
α

β

)
= ei(π+ωk)

(
α

β

)
⇒ (α + β)e−ik = α

√
٢ei(π+ωk)

⇒ β = α(
√

٢ei(π+ωk+k) − ١)

(۴٢ . ٠)



شت ول انواع ١٨

م آید. به دست زیر به صورت α مقدار بهنجارش، شرط از استفاده با قبل مشابه

|α|٢ + |α|٢(
√

٢ei(π+ωk+k) − ٢(١ = ١

⇒ α =
١√

۴ + ٢
√

٢ cos(ωk + k)
=

١√
١)٢ + cos٢ k) + ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

.

(۴٢ . ١)

م باشد: زیر به صورت که β مقدار و

β =
(
√

٢ei(π+ωk+k) − ١)√
١)٢ + cos٢ k) + ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

. (۴٢ . ٢)

داریم: ویژه مقدار این با متناظر ویژه حالت برای بنابراین

∣∣Φ٢
k

⟩
=

(
α

β

)
=


١√

١)٢+cos٢ k)+٢ cos k
√

١+cos٢ k

(
√

٢ei(π+ωk+k)−١)√
١)٢+cos٢ k)+٢ cos k

√
١+cos٢ k



=
eik√

١)٢ + cos٢ k) + ٢ cos k
√

١ + cos٢ k

(
e−ik

√
٢ei(π+ωk) − e−ik

)
.

(۴٢ . ٣)

م باشد. محاسبه قابل زیر صورت به  رابطه٢ . ٣٢ آمده، به دست حالات ویژه  و مقادیر ویژه  به با توجه حال

ψ̃(n, k) =
[
e−inωk

∣∣Φ١
k

⟩ ⟨
Φ١

k

∣∣+ ei(π+ωk)n
∣∣Φ٢

k

⟩ ⟨
Φ٢

k

∣∣ ]ψ̃(٠, k)

=
e−inωkeik[

١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k
√

١ + cos٢ k
] ( e−ik

√
٢e−iωk − e−ik

)

+
(−١)neinωkeik[

١)٢ + cos٢ k) + ٢ cos k
√

١ + cos٢ k
] ( e−ik

−
√

٢eiωk − e−ik

)

=


e−inωk

٢
[
(١+cos٢ k)−cos k

√
١+cos٢ k

] + (−١)neinωkeik

٢
[
(١+cos٢ k)+cos k

√
١+cos٢ k

]
eike−inωk (

√
٢e−iωk−e−ik)

٢
[
(١+cos٢ k)−cos k

√
١+cos٢ k

] + eik(−١)neinωk (−
√

٢eiωk−e−ik)

٢
[
(١+cos٢ k)+cos k

√
١+cos٢ k

]


(۴۴ . ٢)



١٩ کوانتوم شت ول

م دهیم: انجام را زیر ساده سازی های رابطه، این ساده تر شدن منظور به

١
(١ + cos٢ k)± cos k

√
١ + cos٢ k

=
١

(١ + cos٢ k)± cos k
√

١ + cos٢ k
× (١ + cos٢ k)∓ cos k

√
١ + cos٢ k

(١ + cos٢ k)∓ cos k
√

١ + cos٢ k

=
(١ + cos٢ k)∓ cos k

√
١ + cos٢ k

(١ + cos٢ k)٢ − cos١)٢ + cos٢ k)
=

(١ + cos٢ k)∓ cos k
√

١ + cos٢ k

(١ + ٢ cos٢ k + cos۴ k − cos٢ k − cos۴ k)

=
(١ + cos٢ k)(١ ∓ cos k

√
١+cos٢ k

١+cos٢ k
)

١ + cos٢ k
= ١ ∓ cos k√

١ + cos٢ k
,

(۴۵ . ٢)

همچنین

±
√

٢e−iωk − e−ik = ±
√

٢(cosωk − i sinωk)− cos k + i sin k

=±
√

٢ cosωk − i
√

٢sin k√
٢

− cos k + i sin k = ±
√

٢ cosωk − cos k

=±
√

٢
√

١ − sinωk − cos k = ±

√
٢ − ٢ sin٢ k

٢ − cos k

=±
√

١ + (١ − sin٢ k)− cos k = (±
√

١ + cos٢ k − cos k)× ٢
√

١ + cos٢ k

٢
√

١ + cos٢ k

=
±١)٢ + cos٢ k)− ٢ cos k

√
١ + cos٢ k

٢
√

١ + cos٢ k
.

(۴۶ . ٢)

به: م رسیم رابطه٢ . ۴۴ در ساده سازی ها این اعمال با بنابراین



شت ول انواع ٢٠

ψ̃(n, k) =



١
١)٢ + cos k√

١+cos٢ k
)e−inωk + ١

(١−)٢n(١ − cos k√
١+cos٢ k

)einωk

١
١)٢ + cos k√

١+cos٢ k
)e−inωkeik × ٢

[
(١+cos٢ k)−cos k

√
١+cos٢ k

]
٢
√

١+cos٢ k

−١
(١−)٢n(١ − cos k√

١+cos٢ k
)einωkeik × ٢

[
(١+cos٢ k)+cos k

√
١+cos٢ k

]
٢
√

١+cos٢ k



=


١
١)٢ + cos k√

١+cos٢ k
)e−inωk + ١

(١−)٢n(١ − cos k√
١+cos٢ k

)einωk

eik
{

e−inωk

٢
√

١+cos٢ k
[١ + cos٢ k − cos k

√
١ + cos٢ k + cos k√

١+cos٢ k
(١ + cos٢ k)− cos٢ k]

− (−١)neinωk

٢
√

١+cos٢ k
[١ + cos٢ k + cos k

√
١ + cos٢ k − cos k√

١+cos٢ k
(١ + cos٢ k)− cos٢ k]

}



=


١
١)٢ + cos k√

١+cos٢ k
)e−inωk + ١

(١−)٢n(١ − cos k√
١+cos٢ k

)einωk

eik
{

e−inωk

٢
√

١+cos٢ k
[١ − cos k√

١+cos٢ k
(١ + cos٢ k) + cos k√

١+cos٢ k
(١ + cos٢ k)]

− (−١)neinωk

٢
√

١+cos٢ k
[١ + cos k√

١+cos٢ k
(١ + cos٢ k)− cos k√

١+cos٢ k
]
}



=


١
١)٢ + cos k√

١+cos٢ k
)e−inωk + ١

(١−)٢n(١ − cos k√
١+cos٢ k

)einωk

eik

٢
√

١+cos٢ k
[e−inωk − (−١)neinωk ]

 .

(۴٢ . ٧)
م آیند: به دست زیر به صورت k فضای در فوریه تبدیل دامنه های نتیجه در

ψ̃L(n, k) =
١
١)٢ +

cos k√
١ + cos٢ k

)e−inωk +
١
(١−)٢n

(
١ − cos k√

١ + cos٢ k

)
einωk ,

ψ̃R(n, k) =
eik

٢
√

١ + cos٢ k
[e−inωk − (−١)neinωk ].

(۴٢ . ٨)

کرد: بیان حقیق فضای در را دامنه ها این م توان فوریه تبدیل عکس از استفاده با که

ψL(n, x) =
١ + (−١)x+n

٢

∫ π

−π

dk

٢π
(

١ +
cos k√

١ + cos٢ k

)
e−i(ωkn+kx)

ψR(n, x) =
١ + (−١)x+n

٢

∫ π

−π

dk

٢π
( eik√

١ + cos٢ k

)
e−i(ωkn+kx).

(۴٢ . ٩)



٢١ ن غیرهم کوانتوم شت های ول

به ازای دامنه ها م رود، انتظار کوانتوم شت ول تعریف از و است مشهود روابط این از که همان طور
م باشند. صفر فرد(زوج) xهای در زوج(فرد) nهای تعداد

همچنین و P (n, x) و ψ(n, x) مجانبی رفتار تعیین جهت ۴٢ . ٩ در آمده به دست تحلیل عبارت های
هستند[۴٩]. مناسب مفید نتایج یافتن

ن غیرهم کوانتوم شت های ول ٢ . ٣
ن۶ هم کوانتوم شت های ول عنوان به که دادیم قرار بررس مورد را کوانتوم شت های ول تاکنون
م کند. عمل ه س فضای یا ان م از مستقل ه، س ر عمل شت ها ول نوع این در م شوند. شناخته
توجه با هادامارد، ه س ر عمل م باشد. شت ها ول قبیل این از بارز نمونه ای خط روی هادامارد شت ول
م داد قرار ن مم حالات از مساوی نه برهم ی در را ه س حالت گام هر در (|L⟩ , |R⟩) ه س حالت به
توزیع ل ش که م نمود. منتقل مجاور نقطه ی به مشخص راستای در را ذره انتقال، ر عمل سپس و

دادیم. نشان هادامارد شت ول برای را استاندارد انحراف نیز و احتمال
کوانتوم شت های ول به که م کنیم معرف را کوانتوم شت های ول از ری دی نوع بخش این در

نیز ذره ان م به ه بل ه س حالت به تنها نه ه س ر عمل شت، ول نوع این در مشهورند. ن غیرهم
ی به مقید م تواند رد ول این که جمله از م شود، منجر جالبی رفتارهای به امر این م باشد. وابسته

باشد. زمان ها تمام در فضا از مشخص ناحیه ی
این با م کنیم تعریف استاندارد کوانتوم شت ول با مشابه شیوه ای به را ن غیرهم کوانتوم شت ول
به شت ول ان ی تحول بنابراین م باشد. ذره کنون m ان م به وابسته C ه س ر عمل حالا که تفاوت

صورت

U = S
(∑

m

|m⟩ ⟨m| ⊗ Cm

)
(۵٢ . ٠)

فضای در دلخواه ان ی ر عمل هر م تواند Cm خط، روی شت های ول مورد در م شود[۵٢]. توصیف
ه بل کنیم، مجاور نقاط به حرکت به محدود را شت ها ول که ندارد لزوم واق در باشد. بعدی دو ه س

شود. منتقل خط روی ری دی نقطه هر به نقطه ی از م تواند ذره
|L⟩ پایه های در آن ان ی ماتریس که م گیریم نظر در را متناوب ه ی س ر عمل ساده مثال ی عنوان به

توسط |R⟩ و

cos(nπ

k
) − sin(nπ

k
)

sin(nπ
k
) cos(nπ

k
)

 (۵٢ . ١)

۶homogeneous



شت ول انواع ٢٢

فوق، ه ی س ر عمل است. دلخواه صحیح عدد ی k که م باشد ٢k شت ول این م شود. دوره ی داده
م دهد: تحول زیر صورت به را ه س حالت

Cn |n, L⟩ =cos(
nπ

k
) |n, L⟩+ sin(

nπ

k
) |n,R⟩ ,

Cn |n,R⟩ =− sin(
nπ

k
) |n, L⟩+ cos(

nπ

k
) |n,R⟩ .

(۵٢ . ٢)

است[۵٢]. شده داده نشان ٢ . ٨ و ٢ . ٧ ، ۶ . ٢ ل های ش در شت ول نوع این برای استاندارد انحراف نمودار
دوره ای حرکت ی ٢ . ٧ ل ش و زمان در خط حرکت ی ٢ . ٨ و ۶ . ٢ ل ش م شود مشاهده که همان طور
ابتدا منظور این به م پردازیم. مورد این بررس به زیر لم از استفاده با م دهند. نمایش را زمان در
در را بماند باق خط از مشخص محدوده ی در زمان ها همه ی در شت ول این که برای عموم شرایط

م گیریم. نظر
باشد زیر صورت به شت ول اولیه حالت م کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ لم
|n٠⟩

(
a٠ |L⟩+ b٠ |R⟩

)
, (۵٢ . ٣)

اگر فقط و اگر ماند خواهد محدود ، ان ی ه ی س ر عمل با ن غیر هم کوانتوم شت ول صورت این در
باشد: داشته وجود زیر صورت به ه ای س ر عمل n٠ راست و چپ سمت )در

٠ eiθ

eiϕ ٠

)
(۵۴ . ٢)

باشد. داشته وجود
کران بزرگترین و بالا کران ترین کوچ بنابراین باشد. محدود شت ول که م کنیم فرض ابتدا اثبات:
ترین کوچ ان م بیانگر را nu و پایین کران بزرگترین ان م بیانگر را nl دارد. وجود شت ول برای پایین
باید رد ول بنابراین است، شت ول برای پایین کران بزرگترین nl که آن جا از م گیریم. نظر در بالا کران
ر عمل بنابراین است. صفر برود چپ سمت به بیشتر نقطه آن از این که احتمال و رسیده نقطه این به

صورت به nl در ه س

Cnl
=

(
٠ a

b c

)
(۵۵ . ٢)

داریم: و شد خواهد صفر نیز c نتیجه در باشد ان ی باید ر عمل این که جایی آن از و م باشد.

Cnl
=

(
٠ eiθ

eiϕ ٠

)
. (۵۶ . ٢)

رسیده نقطه این به باید رد ول است، شت ول برای بالا کران ترین کوچ nu که آن جا از مشابه، طور به
به nu در ه س ر عمل بنابراین بود. خواهد صفر برود راست سمت به بیشتر نقطه آن از که این احتمال و

است زیر صورت

Cnu =

(
e f

g ٠

)
. (۵٢ . ٧)



٢٣ ن غیرهم کوانتوم شت های ول

اولیه ی حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف :۶ . ٢ ل ش
k = ٣ و ١√

٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩)

اولیه ی حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف :٢ . ٧ ل ش
k = ۴ و ١√

٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩)

داریم: قبل حالت مشابه استدلال با که

Cnu =

(
٠ eiθ

′

eiϕ
′ ٠

)
. (۵٢ . ٨)

باشند. ۵٢ . ٨ و  ۵۶ . ٢ صورت به باید آن ه س رهای عمل باشد، محدود تصادف شت ول اگر بنابراین



شت ول انواع ٢۴

اولیه ی حالت و ه ی س ر عمل با بعدی ی ن غیرهم کوانتوم شت ول استاندارد انحراف :٢ . ٨ ل ش
k = ۵ و ١√

٠|)٢, L⟩+ |٠, R⟩)

ابتدا باشد. داشته وجود اولیه حالت طرف دو در ۵۶ . ٢ صورت به ه ای س ر عمل م کنیم فرض بالعکس
نقطه ای به چپ سمت از باید بار اولین رد ول باشد، راست سمت در ه س ر عمل این که یریم ب نظر در اگر
حالت هر است، مشخص ر عمل این ل ش از که همان طور برسد. دارد وجود آن در ه س ر عمل این که
کران نقطه این و کند عبور نقطه این از نم تواند شت ول بنابراین م دهد. جهت تغییر چپ به را راست

بود. خواهد شت ول بالای
باشد، داشته وجود اولیه حالت چپ سمت در ۵٢ . ٨ صورت به ری عمل کنیم فرض اگر مشابه طور به
رو این از بود. خواهد پایین کران نقطه آن و کرد نخواهد عبور نقطه آن از شت ول مشابه استدلال با

است. محدود کوانتوم شت ول
جملات بنابراین باشد. ۵٢ . ٣ حالت های از خط ترکیب م تواند ، عموم اولیه حالت که داشت توجه باید

نتیجه در باشند. نداشته را شرایط این جملات و داشته را بودن محدود شرایط م تواند بر هم نه این از
م شود. خارج محدوده از ر دی قسمت های و مانده باق محدود موج تابع از بخش هایی

زوج k ازای به شت ول که دید م توان کردیم، تعریف ۵٢ . ١ در که ه ای س برای لم این از استفاده با
بود. خواهد محدود غیر فرد k ازای به و محدود



٣ فصل
PQRS روش

پایه تعاریف ٣ . ١
م شود. داده زیر ان ی ماتریس  توسط بعدی ی کوانتوم شت ول زمان تحول

U =

(
a b

c d

)
∈ U(٢), (٣ . ١)

داریم: و است مختلط اعداد از مجموعه  ای C و a, b, c, d ∈ C آن در که

ac+ bd = ٠ , |ā|٢ + |c̄|٢ = |b̄|٢ + |d̄|٢ = ١ , c = −∆b , d = ∆a (٣ . ٢)

یونیتاری ماتریس مورد در که است ∆ = detU = ad − bc و z ∈ C مختلط مزدوج z آن در که
رفتار عنوان به و م دهد دوران جابه جایی از قبل را کایرالیت حالت U ماتریس م باشد. |∆| = ١ ،U
با ψ(n, x) مورد در کوانتوم های شت ول رفتار ٢ . ٢٧ روابط به توجه با م شود[۵٣]. معرف شت ول

تبدیل

ψ(n+ ١, x) = ψ(n, x+ ١) |L⟩ ⟨L|U + ψ(n, x− ١) |R⟩ ⟨R|U (٣ . ٣)

شود نوشته زیر فرم به م تواند معادله این که م شود داده

ψ(n+ ١, x) = Pψ(n, x+ ١) +Qψ(n, x− ١). (۴ . ٣)



PQRS روش ٢۶

آن در که

P =

(
a b

٠ ٠

)
, Q =

(
٠ ٠
c d

)
(۵ . ٣)

چپ(راست) سمت به را ذره زمان گام هر در که است ری عمل بیانگر (Q)P . U = P+Q طوری که به
م دهد. حرکت

صورت به کوانتوم شت های ول مورد در مبدا در اولیه١ کیوبیت حالت های مجموعه
Φ = {φ = T [α, β] ∈ C٢ , |α|٢ + |β|٢ = ١} (۶ . ٣)

است. ترانهاده٢ ر عمل T آن در که م شود داده
ماتریس های معرف Q و P همانند ، کوانتوم شت های ول رفتار بررس در همچنین

R = |L⟩ ⟨R|U =

(
c d

٠ ٠

)
, S = |R⟩ ⟨L|U =

(
٠ ٠
a b

)
. (٣ . ٧)

برداری فضای که هستند M٢(C) بهنجار متعامد پایه ی ل ش S و R ، Q ، P م باشد. مناسب
اگر م دهند. یل تش را مختلط ٢ × ٢ ماتریس های

X =

(
x y

z w

)
, (٣ . ٨)

داریم ad− bc ̸= ٠ ازای به آن گاه باشد، دلخواه ماتریس ی
X = cpP + cqQ+ crR + csS, (٣ . ٩)

م شوند: تعیین زیر به صورت cs و cr ، cq ، cp ضرایب آن در که
cp

cq

cr

cs

 =
١

ad− bc


d −c ٠ ٠
−b a ٠ ٠

٠ ٠ d −c
٠ ٠ −b a



x

y

z

w

 . (٣ . ١٠)

به صورت راحت به م توان را ad− bc ̸= ٠ فرض با  X صورت به  ٢ × ٢ ماتریس هر بنابراین
X =

١
ad− bc

{(dx− cy)P + (−bz + aw)Q+ (−bx+ ay)R + (dz − cw)S}

=tr(P ∗X)P + tr(Q∗X)Q+ tr(R∗X)R + tr(S∗X)S.

(٣ . ١١)

،{P,Q,R, S}ماتریس هایی چنین بر مبن تحلیل روش است. ٣ الحاق ر عمل بیانگر ∗ که کرد. بیان
است[٧]. موسوم PQRS روش به

محاسبه ی در که داده ایم؛ نشان ٣ . ١ جدول در را P,Q,R, S ماتریس های حاصلضرب ، کل طور به 
م باشد. استفاده قابل کمیت ها برخ

١initial qubit state
٢Transposed Operator
٣Adjoint Operator



٢٧ پایه تعاریف

P,Q,R, S ضرایب جدول :٣ . ١ جدول
P Q R S

P aP bR aR bP

Q cS dQ cQ dS

R cP dR cR dP

S aS bQ aQ bS

شروع شت ول جذب احتمال ،٣ . ٣ بخش در شده بیان جذب۴ مسائل گرفتن نظر در منظور به اکنون
N و ٠ ان م در واق جذب۵ دیواره های با {٠,١, · · · , N} (N ≤ ∞) دنباله ی روی m ان م از شده
ذره که م گیریم نظر در ن مم مسیرهای روی جم را Ξ(N,m)

n منظور این به م کنیم[٨]. توصیف را
کند. برخورد ٠ دیواره با N به رسیدن از قبل زمان گام n ط با m ان م از شده شروع

هستند. واق N و ٠ ان های م در جذب دیواره دو آن در که م گیریم نظر در را N < ∞ مورد ابتدا
است: زیر قرار به تحول انیزم م بنابراین

م دهیم. نسبت اولیه مقدار ی m ان م در φ ∈ Φ سیستم به : ١ مرحله
منظور به سیستم اندازه گیری (ب) . زمان تحول گام اولین انجام برای ۴ . ٣ معادله اعمال (آ) : ٢ مرحله
N ان م در این که بررس منظور به سیستم اندازه گیری (پ) نه. یا هست ٠ ان م در این که بررس

نه. یا هست
پایان فرآیند است، N ان م در یا و ٠ ان م در سیستم که داد نشان اندازه گیری نتایج اگر : ٣ مرحله

م شود. تکرار ٢ مرحله صورت این غیر در و یافته
رسیدن از قبل که طوری به م کند ط ١ ان م از شده شروع ذره که مسیرهایی مجموع مثال، طور به

است: زیر صورت به شود ٠ دیواره جذب ٣ دیواره به

Ξ
(٣,١)
۵ = P ٢QPQ.

رسیدن از قبل ،φ(∈ Φ) اولیه ی کیوبیت حالت با زمان گام n با m از شده شروع ذره که این احتمال
صورت به شود ٠ دیواره جذب N به

P (N,m)
n (φ) =∥ Ξ(N,m)

n φ ∥٢ (٣ . ١٢)

از قبل ،φ(∈ Φ) اولیه ی کیوبیت حالت با m از شده شروع ذره که این احتمال برای بنابراین است.
داریم کند، برخورد ٠ با N به رسیدن

P (N,m)(φ) =
∞∑
n=٠

P (N,m)
n (φ). (٣ . ١٣)

۴absorption problems
۵absorbing boundary



PQRS روش ٢٨

حالت این در م باشد. واق ٠ ان م در جذب دیواره ی تنها حالت این در که است N = ∞ بعد مورد
است: زیر قرار به تحول انیزم م نیز

م دهیم. نسبت اولیه مقدار ی m ان م در φ ∈ Φ سیستم به : ١ مرحله
منظور به سیستم اندازه گیری (ب) . زمان تحول گام اولین انجام برای ۴ . ٣ معادله اعمال (آ) : ٢ مرحله

نه. یا هست ٠ ان م در این که بررس
غیر در و یافته پایان فرآیند است، واق ٠ ان م در سیستم که داد نشان اندازه گیری نتایج اگر : ٣ مرحله

م شود. تکرار ٢ مرحله صورت این
برخورد ٠ دیواره با این که تا م کند ط ١ ان م از شده شروع ذره ی که مسیرهایی مجموع مثال، طور به

صورت به کند

Ξ
(∞,١)
۵ = P ٢QPQ+ P ٣Q٢

م شوند. معرف مشابه طور به نیز P (∞,m)(φ) و P (∞,m)
n (φ) است.

حدی قضیه و مشخصه تابع ٣ . ٢
طوری که به م گیریم نظر در n زمان در φ ∈ Φ اولیه ی حالت از شده شروع تصادف شت ول را Xφ

n

گام n ط از پس ذره این که احتمال بنابراین دارد. قرار مبدأ در که است ذره ای بیانگر Xφ
٠ = ٠

از احتمال توزیع ممان ۶های م شود. تعریف P (Xφ
n = x) صورت به باشد واق x ان م در زمان

مهم کمیت های محاسبه ی در آن ها از م توان که هستند احتمال توزیع های در کمیت ها مهم ترین
کرد. استفاده غیره و واریانس میانگین، مانند

ممان بخش این قضایای از استفاده با م آیند. دست به ممان٧ مولد تابع محاسبه ی طریق از ممان ها
است. اولیه کیوبیت حالت از مستقل زوج mهای ازای به که م دهیم نشان و آورده دست به را اُم m

م دهیم. ارائه Xφ
n کوانتوم تصادف شت ول برای ترکیبی٨ عبارت ی ابتدا در بنابراین

صورت به Ξn(l,m) ،٣ . ١١ رابطه به توجه با

Ξn(l,m) = pn(l,m)P + qn(l,m)Q+ rn(l,m)R + sn(l,m)S (١۴ . ٣)

n ط از پس مبدأ از شده شروع ذره که است ن مم مسیرهای تمام مجموع بیانگر و م شود تعریف
و x = −l +m طوری که به م رسد. x ان م به m راست گام های و l چپ گام های شامل زمان گام

م باشد. n = l +m

sn(l,m) و rn(l,m) ، qn(l,m) ، pn(l,m) از واضح ل ش آوردن دست به بعد مسئله بنابراین
م کنیم. بیان ترکیبی روش ی از استفاده با را زیر لم منظور این به م باشد.

۶moment 
٧moment generating function
٨combinatorial expression
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و l,m ≥ ٠ کنیم فرض اگر م گیریم. نظر در را abcd ̸= ٠ با بعدی ی کوانتوم شت ول .٣ . ٢ . ١ لم
آن گاه باشد l +m = n

l ∧m = (min{l,m}) ≥ ١ برای (آ)

Ξ(l,m) = aldm
l∧m∑
γ=١

(
bc

ad
)γ

(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ − ١

)
×
[ l − γ

aγ
P +

m− γ

dγ
Q+

١
c
R +

١
b
S
]
,

m = ٠ و l(= n) ≥ ١ برای (ب)

Ξ(l,٠) = al−١P,

داریم m(= n) ≥ ١ و l = ٠ برای و (پ)

Ξ(٠,m) = dm−١Q.

شت ول مسیرهای شمارش براساس نیز (آ) قسمت اثبات هستند. بدیه (پ) و (ب) قسمت های
. م باشد[٧] ان پذیر ام l +m = n

به صورت را sn(l,m) و rn(l,m) ، qn(l,m) ، pn(l,m) با متناظر مسیر ۴ منظور این به اثبات:
م گیریم. درنظر زیر

pn(l,m) :
ω١︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٢︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٣︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٢γ+١︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P

qn(l,m) :
ω١︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٢︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٣︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٢γ+١︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q

rn(l,m) :
ω١︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٢︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٣︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q

sn(l,m) :
ω١︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٢︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٣︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P

(١۵ . ٣)

م باشد. γ ≥ ١ و ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١ ≥ ١ آن در که
داریم بنابراین باشد. m ≥ ١ و l ≥ ٢ که م کنیم فرض pn(l,m) محاسبه ی برای (الف)

C(p, ω)٢γ+١
n (l,m) =

ω١︷ ︸︸ ︷
PP · · ·P

ω٢︷ ︸︸ ︷
QQ · · ·Q

ω٣︷ ︸︸ ︷
PP · · ·P · · ·

ω٢γ︷ ︸︸ ︷
QQ · · ·Q

ω٢γ+١︷ ︸︸ ︷
PP · · ·P (١۶ . ٣)

طور به است. γ ≥ ١ و ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١ ≥ ١ با ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١) ∈ Z٢γ+١
+ آن در که

p تعداد l که کنیم توجه باید م باشد. γ = ١ و ω١ = ω٢ = ω٣ = ١ با موردی PQP رشته ی مثال،
بنابراین است، Q تعداد m و

l =ω١ + ω٣ + · · ·+ ω٢γ+١ =

γ∑
k=٠

ω٢k+١,

m =ω٢ + ω۴ + · · ·+ ω٢γ =

γ∑
k=١

ω٢k.

(٣ . ١٧)
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γ = ١ مقدار کمترین با را γ محدوده ی بنابراین است. Q و P خوشه های تعداد ٢γ + ١ همچنین
صورت به خوشه ٣ شامل

P · · ·PQ · · ·QP · · ·P,

زیر صورت به وهایی ال شامل مثال طور به که م گیریم درنظر γ = (l − ١) ∧ m مقدار بیشترین و
است:

PQPQPQ · · ·PQPQPP · · ·PP (l − ١ ≥ m),

PQPQPQ · · ·PQPQPQ · · ·QQP (l − ١ ≤ m).

م کنیم. معرف را ٢γ + ١ مولفه های با دنباله ها از مجموعه ای حال

داریم ثابت γ( ∈ [١, (l − ١) ∧m]
) به ازای بنابراین

W (p,٢γ + ١) = {ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١) ∈ Z٢γ+١
+ : l =

γ∑
k=٠

ω٢k+١ , m =

γ∑
k=١

ω٢k

, ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١ ≥ ١}.

داریم: ٣ . ١ جدول و ١۵ . ٣ در pn(l,m) با متناظر مسیر از استفاده با

C(p, ω)٢γ+١
n (l,m) =aω١−١Pdω١−٢Qaω١−٣P · · · dω٢γ−١Qaω٢γ+١−١P

=aω١−١+ω١−٣+···+ω٢γ+١−١dω١−٢+···+ω٢γ−١PQP · · ·QP

=al−(γ+١)dm−γ(PQ)γP = al−(γ+١)dm−γ(bR)γP

=al−(γ+١)dm−γbγRγP = al−(γ+١)dm−γbγcγ−١RP

=al−(γ+١)dm−γbγcγ−١cP = al−(γ+١)dm−γbγcγP

(٣ . ١٨)

از مستقل بالا معادله راست سمت که کنیم توجه باید م باشد. ω ∈ W (p,٢γ + ١) آن در که
بنویسم م توانیم ω ∈ (p,٢γ + ١) به ازای بنابراین است؛ ω ∈ W (p,٢γ + ١)

C(p, ω)٢γ+١
n (l,m) = C(p)٢γ+١

n (l,m). (٣ . ١٩)

صورت به استاندارد ترکیبی استدلال ی با سپس

|W (p,٢γ + ١)| =
(
l − ١
γ

)(
m− ١
γ − ١

)
(٣ . ٢٠)
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داریم ٣ . ١٨ رابطه ی از استفاده با و

pn(l,m)P =

(l−١)∧m∑
γ=١

∑
ω∈W (p,٢γ+١)

C(p, ω)٢γ+١
n (l,m)

=

(l−١)∧m∑
γ=١

|W (p,٢γ + ١)|C(p)٢γ+١
n (l,m)

=

(l−١)∧m∑
γ=١

(
l − ١
γ

)(
m− ١
γ − ١

)
al−(γ+١)dm−γbγcγP.

(٣ . ٢١)

نتیجه در

pn(l,m) =

(l−١)∧m∑
γ=١

(
l − ١
γ

)(
m− ١
γ − ١

)
al−(γ+١)dm−γbγcγ. (٣ . ٢٢)

داریم m = ٠ و l ≥ ١ فرض با

pn(l,٠) =
(l−١)∧٠∑
γ=١

(
l − ١
γ

)(
٠ − ١
γ − ١

)
al−(γ+١)d٠−γbγcγ

=

(
l − ١

٠

)(
−١
−١

)
al−١d٠b٠c٠ = al−١P = P l

واض باشد، m ≥ ٠ و l = ٠ یا m ≥ ١ و l = ١ زمان که همچنین . pn(l,٠) = al−١ عبارت به
که است

pn(l,m) = ٠.

محاسبه اند. قابل مشابه شیوه ای به نیز sn(l,m) و rn(l,m) ، qn(l,m)

مطالعه ی به m ≥ ٢ و l ≥ ١ فرض با qn(l,m) محاسبه ی برای حال (ب)

C(q, ω)٢γ+١
n (l,m) =

ω١︷ ︸︸ ︷
QQ · · ·Q

ω٢︷ ︸︸ ︷
PP · · ·P

ω٣︷ ︸︸ ︷
QQ · · ·Q · · ·

ω٢γ︷ ︸︸ ︷
PP · · ·P

ω٢γ+١︷ ︸︸ ︷
QQ · · ·Q (٣ . ٢٣)

γ ≥ ١ و ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١ ≥ ١ با ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١) ∈ Z٢γ+١
+ آن در که م پردازیم.

l که آن جا از م باشد. γ = ١ و ω١ = ω٢ = ω٣ = ١ با موردی QPQ رشته ی مثال، طور به است.
بنابراین است، Q تعداد m و p تعداد

l =ω٢ + ω۴ + · · ·+ ω٢γ =

γ∑
k=١

ω٢k,

m =ω١ + ω٣ + · · ·+ ω٢γ+١ =

γ∑
k=٠

ω٢k+١.

(٢۴ . ٣)
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٢γ + ١ مولفه های با دنباله ها از مجموعه ای معرف با حال

W (q,٢γ + ١) = {ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١) ∈ Z٢γ+١
+ : l =

γ∑
k=١

ω٢k , m =

γ∑
k=٠

ω٢k+١

, ω١, ω٢, · · · , ω٢γ+١ ≥ ١}

داریم: ثابت γ(∈ [١, l ∧ (m− ١)]) به ازای و
C(q, ω)٢γ+١

n (l,m) =dω١−١Qaω١−٢Pdω١−٣Q · · · aω٢γ−١Pdω٢γ+١−١Q

=dm−(γ+١)al−γ(QP )γQ = dm−(γ+١)al−γcγSγQ

=dm−(γ+١)al−γcγbγ−١SQ = dm−(γ+١)al−γcγbγ−١bQ

=dm−(γ+١)al−γcγbγQ

(٢۵ . ٣)

گرفتن نظر در با قبل مشابه همچنین م باشد. ω ∈ W (p,٢γ + ١) آن در که
C(q, ω)٢γ+١

n (l,m) =C(q)٢γ+١
n (l,m),

|W (q,٢γ + ١)| =
(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ

)
,

(٢۶ . ٣)

به: م رسیم

qn(l,m) =

l∧(m−١)∑
γ=١

(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ

)
dm−(γ+١)al−γcγbγ. (٣ . ٢٧)

آن گاه باشد، m ≥ ١ و l = ٠ کنیم فرض اگر

qn(٠,m) = dm−١

که است واض ، l ≥ ٠ و m = ٠ یا l ≥ ١ و m = ١ به ازای و

qn(l,m) = ٠.

به توجه با و m ≥ ١ و l ≥ ١ فرض با (پ)
C(r, ω)٢γ

n (l,m) =
ω١︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٢︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٣︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q (٣ . ٢٨)

ω١, ω٢, · · · , ω٢γ ≥ با ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ) ∈ Z٢γ
+ آن در که م پردازیم. rn(l,m) محاسبه ی به

γ = ٢ و ω١ = ω٢ = ω٣ = ω۴ = ١ با موردی PQPQ رشته ی مثال، طور به است. γ ≥ ١ و ١
همچنین م باشد.

l =ω١ + ω٢ + · · ·+ ω٢γ−١ =

γ∑
k=٠

ω٢k−١,

m =ω٢ + ω۴ + · · ·+ ω٢γ =

γ∑
k=١

ω٢k.

(٣ . ٢٩)
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به مربوط آن مقدار کمترین که است صورت این به γ محدوده ی است. Q و P رشته های تعداد ٢γ که
به که است γ = l∧m به مربوط مقدار بیشترین و P · · ·PQ · · ·Q به صورت رشته ای شامل و γ = ١

مسیرهای شامل مثال طور
PQPQPQ · · ·PQPP · · ·PPQ (l ≥ m),

PQPQPQ · · ·PQPQQ · · ·QQ (l ≤ m),

٢γ مولفه های با دنباله ها از مجموعه ای معرف با حال م باشد.

W (r,٢γ) = {ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ) ∈ Z٢γ
+ : l =

γ∑
k=٠

ω٢k−١ , m =

γ∑
k=١

ω٢k

, ω١, ω٢, · · · , ω٢γ−١, ω٢γ ≥ ١}.

داریم: ثابت γ(∈ [١, l ∧m]) به ازای
C(r, ω)٢γ

n (l,m) =aω١−١Pdω١−٢Qaω١−٣P · · · dω٢γ−١Q

=al−γdm−γ(PQ)γ = al−γdm−γbγRγ

=al−γdm−γbγcγ−١R

(٣ . ٣٠)

گرفتن نظر در با قبل مشابه بنابراین م باشد. ω ∈ W (r,٢γ) آن در که

|W (r,٢γ)| =
(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ − ١

)
(٣ . ٣١)

به م رسیم

rn(l,m) =
l∧m∑
γ=١

(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ − ١

)
al−γdm−γbγcγ−١. (٣ . ٣٢)

داریم l ∧m = ٠ ازای به و
rn(l,m) = ٠.

مطالعه ی با باشد. m ≥ ١ و l ≥ ١ م کنیم فرض ابتدا (ت)
C(s, ω)٢γ

n (l,m) =
ω١︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q
ω٢︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P
ω٣︷ ︸︸ ︷

QQ · · ·Q · · ·
ω٢γ︷ ︸︸ ︷

PP · · ·P (٣ . ٣٣)

sn(l,m) محاسبه ی به γ ≥ ١ و ω١, ω٢, · · · , ω٢γ ≥ ١ با ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ) ∈ Z٢γ
+ آن در که

است. γ = ٢ و ω١ = ω٢ = ω٣ = ω۴ = ١ با موردی QPQP رشته ی مثال، طور به م پردازیم.
داریم همچنین

l =ω٢ + ω۴ + · · ·+ ω٢γ =

γ∑
k=١

ω٢k,

m =ω١ + ω٣ + · · ·+ ω٢γ−١ =

γ∑
k=٠

ω٢k−١.

(٣۴ . ٣)
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٢γ مولفه های با دنباله ها از مجموعه ای معرف با قبل مشابه

W (s,٢γ) = {ω = (ω١, ω٢, · · · , ω٢γ) ∈ Z٢γ
+ : l =

γ∑
k=١

ω٢k , m =

γ∑
k=٠

ω٢k−١

, ω١, ω٢, · · · , ω٢γ−١, ω٢γ ≥ ١}

داریم ثابت γ(∈ [١, l ∧m]) به ازای و

C(s, ω)٢γ
n (l,m) =dω١−١Qaω١−٢Pdω١−٣Q · · · aω٢γ−١P

=dm−γal−γ(QP )γ = dm−γal−γcγSγ

=dm−γal−γcγbγ−١S

(٣۵ . ٣)

به توجه با بنابراین م باشد. ω ∈ W (s,٢γ) آن در که

|W (s,٢γ)| =
(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ − ١

)
(٣۶ . ٣)

به م رسیم

sn(l,m) =
l∧m∑
γ=١

(
l − ١
γ − ١

)(
m− ١
γ − ١

)
dm−γal−γcγbγ−١. (٣ . ٣٧)

داریم l ∧m = ٠ ازای به و

sn(l,m) = ٠.

شت ول مورد در که م شود. اثبات ٣ . ٢ . ١ لم ، ١۴ . ٣ در آمده دست به روابط ذاری جای با درنهایت
داریم کوانتوم

bc

ad
= −(١ − |d|٢)

|a|٢ = −|b|٢

|a|٢ . (٣ . ٣٨)

و زیر لم در که آید؛ دست به مستقیم محاسبه ی با و لم٣ . ٢ . ١ از استفاده با م تواند Xφ
n احتمال توزیع

است. مشاهده قابل متفاوت های n ازای به



٣۵ حدی قضیه و مشخصه تابع

داریم k = ١,٢, · · · , [n/٢] و n ≥ ٢ ازای به .٣ . ٢ . ٢ لم

P (Xφ
n = n− ٢k) =|a|٢(n−١)

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ(κγ,δ,n,k
γδ

)
×
[
{k٢|a|٢ + (n− k)٢|b|٢ − (γ + δ)(n− k)}|α|٢

+ {k٢|b|٢ + (n− k)٢|a|٢ − (γ + δ)k}|β|٢

+
١
|b|٢ [{(n− k)γ − kδ + n(٢k − n)|b|٢}aαbβ

+ {−kγ + (n− k)δ + n(٢k − n)|b|٢}aαbβ + γδ]
]
,

P (Xφ
n = −(n− ٢k)) =|a|٢(n−١)

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ(κγ,δ,n,k
γδ

)
×
[
{k٢|b|٢ + (n− k)٢|a|٢ − (γ + δ)k}|α|٢

+ {k٢|a|٢ + (n− k)٢|b|٢ − (γ + δ)(n− k)}|β|٢

+
١
|b|٢ [{kγ − (n− k)δ − n(٢k − n)|b|٢}aαbβ

+ {−(n− k)γ + kδ − n(٢k − n)|b|٢}aαbβ + γδ]
]
,

(٣ . ٣٩)

n ≥ ١ ازای به و

P (Xφ
n = n) =|a|٢(n−١){|b|٢|α|٢ + |a|٢|β|٢ − (aαbβ + aαbβ)},

P (Xφ
n = −n) =|a|٢(n−١){|a|٢|α|٢ + |b|٢|β|٢ + (aαbβ + aαbβ)}.

(۴٣ . ٠)

آن در که

κγ,δ,n,k =

(
k − ١
γ − ١

)(
k − ١
δ − ١

)(
n− k − ١
γ − ١

)(
n− k − ١
δ − ١

)
, (۴٣ . ١)

شود. مراجعه آ  . ١ پیوست به بیشتر جزئیات برای م باشد. x صحیح قسمت بیانگر [x] و
م آوریم دست به Xφ

n برای را (E(eiζXφ
n )
) مشخصه تابع یا ممان مولد تابع لم، این از استفاده با حال

فرض با بنابراین است. ζ ∈ R آن در که

µα,β =(|a|٢ − |b|٢)(|α|٢ − |β|٢) + ٢(aαbβ + aαbβ),

νγ,δ,n,k =(n− k)٢ + k٢ − n(γ + δ) + ٢γδ/|b|٢.
(۴٣ . ٢)

م کنیم[۵۵]. بیان را زیر قضیه
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داریم ،abcd ̸= ٠ ازای به (الف) .١ قضیه

E(eiζX
φ
n ) =|a|٢(n−١)

[
cos(nζ)− iµα,β sin(nζ) +

[n−١
٢ ]∑

k=١

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ(
κγ,δ,n,k
γδ

)
× [νγ,δ,n,k cos((n− ٢k)ζ)− (n− ٢k)

× {µα,βn+
γ + δ

٢|b|٢ (|α|٢ − |β|٢ − µα,β)}i sin((n− ٢k)ζ)]

+ I
(n

٢ − [
n

٢ ]
)
×

n
٢∑

γ=١

n
٢∑

δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ(κγ,δ,n,n/٢

٢γδ

)
νγ,δ,n,n/٢

]
,

(۴٣ . ٣)
. x = ٠(x ̸= ٠) صورت که در I(x) = ١(= ٠) آن در که

،b = ٠ ازای به (ب)

E(eiζX
φ
n ) = cos(nζ) + i(|β|٢ − |α|٢) sin(nζ). (۴۴ . ٣)

داریم a = ٠ ازای به و (پ)

E(eiζX
φ
n ) =

cos ζ + i(|α|٢ − |β|٢) sin ζ nفرد ,

١ nزوج .
(۴۵ . ٣)

به م توانند زیر نتایج بنابراین م دهد. دست به Xφ
n برای را (E((Xφ

n )
m)
) اُم mممان قضیه، این

قرار گیرند[۵۵]. استفاده مورد Xφ
n احتمال توزیع مطالعه ی منظور

فرد، m ازای به و abcd ̸= ٠ فرض با (الف) .٣ . ٢ . ٣ نتیجه

E((Xφ
n )

m) =− |a|٢(n−١)

[
µα,βn

m +

[n−١
٢ ]∑

k=١

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ
(n− ٢k)m+١κγ,δ,n,k

γδ

× {µα,βn+
γ + δ

٢|b|٢ (|α|٢ − |β|٢ − µα,β)}

]
,

(۴۶ . ٣)
داریم زوج m ازای به و

E((Xφ
n )

m) = |a|٢(n−١)

{
nm +

[n−١
٢ ]∑

k=١

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ
(n− ٢k)mκγ,δ,n,kνγ,δ,n,k

γδ

}
.

(۴٣ . ٧)
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، b = ٠ فرض با (ب)

E((Xφ
n )

m) =

nm(|β|٢ − |α|٢) mفرد
nm mزوج

(۴٣ . ٨)

داریم ، a = ٠ فرض با و (پ)

E((Xφ
n )

m) =


|α|٢ − |β|٢ nوmفرد
١ mزوج و nفرد .

٠ nزوج
(۴٣ . ٩)

φ اولیه کیوبیت حالت از مستقل E((Xφ
n )

m) زوج، m ازای به و مورد هر در که م کنیم مشاهده
م باشد.

شت های ول برای متقارن توزیع مورد mدر = ١ ازای به نتیجه٣ . ٢ . ٣(الف) و لم٣ . ٢ . ٢ از استفاده با
داریم: کوانتوم

Φs = Φ٠ = Φ⊥ . (۵٣ . ٠)

آن در که
Φs ={φ ∈ Φ : P (Xφ

n = k) = P (Xφ
n = −k) هر ازای به n ∈ Z+ و k ∈ Z},

Φ٠ ={φ ∈ Φ : E(Xφ
n ) = ٠ هر ازای به n ∈ Z+},

Φ⊥ ={φ = T [α, β] ∈ Φ : |α| = |β| , aαbβ + aαbβ = ٠},
(۵٣ . ١)

مطرح را متقارن توزیع در[۴٩] نایاک٩ م باشد[۵۵]. ( منف مثبت(غیر صحیح اعداد مجموعه (Z)Z+ و
است. T [٢√/١,±i/

√
٢] ∈ Φs که داد نشان هادامارد شت ول برای و کرد

جذب مسأله در PQRS روش ٣ . ٣
جذب مسأله ٣ . ٣ . ١

یا {٠,١, · · · , N} مجموعه ی روی کوانتوم شت های ول مورد در را جذب مسأله ی بخش این در
از قبل م کنیم. مطرح [۵٧] کوانتوم شت های ول مورد در PQRS روش از استفاده با {٠,١, · · · }
{٠,١, · · · , N} متناه مجموعه ی روی کلاسی تصادف شت ول مورد ابتدا ، کوانتوم حوزه ی به ورود

ببینید). را و[۵٩] مثال[۵٨] طور (به م کنیم توصیف را N و ٠ ان های م در واق جذب دیواره دو با
احتمال با راست سمت به واحد ی یا و p احتمال با چپ سمت به واحد ی ذره گام زمان هر در

٩Nayak
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به مجاز و م شود متوقف و کرده برخورد جذب دیواره های از ی با این که تا م کند حرکت q = ١ − p

گام های جهت که باشیم داشته توجه باید م شود). دیواره جذب عبارت بود(به نخواهد شت ول ادامه
رند. دی ی از مستقل مختلف

داده نمایش Y m
n توسط زمان گام n با m ∈ {٠,١, · · · , N} از شده شروع کلاسی تصادف شت ول

م کنیم فرض م شود.

Tk = min{n ≥ ٠ : Y m
n = k}

م باشد، Y m
٠ = m این که به توجه با باشد. k ∈ {٠,١, · · · , N} به برخورد اولین زمان

P (N,m) = P (T٠ < Tn)

کند، برخورد ٠ دیواره با N ان م به رسیدن از قبل m از شده شروع ذره این که احتمال صورت به را
م شود. شناخته Gambler,s ruin مسأله عنوان به همچنین جذب مسأله م گیریم. درنظر

کوانتوم و کلاسی شت ول نوع دو هر برای جذب مسأله مورد در را حدسیات و نتایج برخ ادامه در
م کنیم. بررس بعد ی در

تفاضل معادله ،P (N,m) یافتن منظور به م کنیم. بررس را کلاسی مورد ابتدا

P (N,m) = pP (N,m−١) + qP (N,m+١) (۵٣ . ٢)

مرزی شرایط با است، ١ ≤ m < N − ١ آن در که را

P (N,٠) = ١ , P (N,N) = ٠

است: زیر به صورت ٠ ≤ m ≤ N هر به ازای تفاضل معادله چنین راه حل م گیریم. نظر در

P (N,m) =١ − m

N
(p =

١
٢),

P (N,m) =
(p
q
)m − (p

q
)N

١ − (p
q
)N

(p ̸= ١
٢),

(۵٣ . ٣)

آن گاه باشد، N = ∞ که صورت در بنابراین

P (∞,m) =١ (
١
٢ ≤ p ≤ ١),

P (∞,m) =(
p

q
)m (٠ ≤ p <

١
٢).

(۵۴ . ٣)

همچنین

lim
m→∞

P (∞,m) =١ (
١
٢ ≤ p ≤ ١),

lim
m→∞

P (∞,m) =٠ (٠ ≤ p ≤ ١
٢).



٣٩ جذب مسأله در PQRS روش

به توجه با را m = ١ از شده شروع T٠ شرط چشمداشت و م نامیم. ٠ به برخورد اولین زمان را T٠

صورت به {T٠ <∞} پیشامد

E(∞,١)(T٠|T٠ <∞) =
E(∞,١)(T٠;T٠ <∞)

P (∞,١)(T٠ <∞)
=
E(∞,١)(T٠;T٠ <∞)

P (∞,١)

بنابراین م گیریم. نظر در

E(∞,١)(T٠|T٠ <∞) =
٢p√

١ − ۴pq
− ١ (

١
٢ < p ≤ ١),

E(∞,١)(T٠|T٠ <∞) =∞ (p =
١
٢),

E(∞,١)(T٠|T٠ <∞) =
٢q√

١ − ۴pq
− ١ (٠ ≤ p <

١
٢).

به یا N = ∞ وقت که هادامارد) شت (ول U = H برای م کنیم. بررس را کوانتوم مورد سپس
که کردند ثابت ران[١٢] دی و آمبینیس است. حالت فضای {٠,١, · · · } عبارت

P (∞,١)(T [٠,١]) = P (∞,١)(T [١,٠]) = ٢
π
, (۵۵ . ٣)

که دادند نشان ران[۶٠] دی و باخ١٠ همچنین و

lim
m→∞

P (∞,m)(φ) = (
١
٢)|α|٢ + (

٢
π
− ١

٢)|β|٢ + ١)٢
π
− ١

٢)ℜ(ᾱβ). (۵۶ . ٣)

که کردند ثابت [١٢] ران دی و آمبینیس ، P (∞,١)(T [٠,١]) = ٢
π

با مقایسه در وجود این با

lim
N→∞

P (N,١)(T [٠,١]) = ١√
٢
. (۵٣ . ٧)

داریم (۵۴ . ٣ و ۵٣ . ٣ (روابط کلاسی مورد در ٠ ≤ m ≤ N هر ازای به که باشیم داشته توجه باید

P (∞,m) = lim
N→∞

P (N,m). (۵٣ . ٨)

هادامارد شت ول مورد در جذب مسأله ٣ . ٣ . ٢
است. آن برای PQRS روش کارگیری به و کوانتوم مورد در مشابه معادله ای بررس ما اصل رد روی
Z = {١±,٠, · · · انmروی{ م از شده شروع (U ≡ H)هادامارد شت ول برای را جذب مسأله بنابراین

. م کنیم[۴١] بررس مسیر شمارش رد روی از استفاده با ، ٠ ان م در واق جذب دیواره ی با
و م کنیم. تمرکز Z+ = {٠,١, · · · } با m(≥ ١) ان م از شده شروع هادامارد شت ول روی ابتدا (آ)

داریم N = ∞ برای گفتیم، قبلا که آنچه به توجه با م گیریم. نظر در را n ≥ ١ فقط

Ξ(∞,m)
n = p(∞,m)

n P + q(∞,m)
n Q+ r(∞,m)

n R + s(∞,m)
n S. (۵٣ . ٩)

١٠Bach
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صورت به مسیر نوع دو فقط حالت این در که است واض Ξ(∞,m)
n تعریف به توجه با

P → · · · → P , Q→ · · · → P

که م بینیم ١۵ . ٣ مسیرهای به توجه با بنابراین دارد. وجود

q(∞,m)
n = s(∞,m)

n = ٠ (n ≥ ١). (۶٣ . ٠)

داریم m ≥ ١ ازای به همچنین

Ξ(∞,m)
n = Ξ

(∞,m−١)
n−١ P + Ξ

(∞,m+١)
n−١ Q. (۶٣ . ١)

است. کلاسی تصادف شت ول مورد در ۵٣ . ٢ تفاضل معادله ی کوانتوم نسخه ی معادله این که
آ  . ۴): م آوریم(پیوست دست به بنابراین

p(∞,m)
n =

١√
٢
p
(∞,m−١)
n−١ +

١√
٢
r
(∞,m−١)
n−١ , q(∞,m)

n = − ١√
٢
q
(∞,m+١)
n−١ +

١√
٢
s
(∞,m+١)
n−١

r(∞,m)
n =

١√
٢
p
(∞,m+١)
n−١ − ١√

٢
r
(∞,m+١)
n−١ , s(∞,m)

n =
١√

٢
q
(∞,m−١)
n−١ +

١√
٢
s
(∞,m−١)
n−١ .

(۶٣ . ٢)
ماتریس های از آن در که

P =
١√

٢

(
١ ١
٠ ٠

)
, Q =

١√
٢

(
٠ ٠
١ −١

)

R =
١√

٢

(
١ −١
٠ ٠

)
, S =

١√
٢

(
٠ ٠
١ ١

)

. P ٢ =
√

٢
٢ P مثال، طور به کرده ایم. استفاده

که دارد دلالت معادله٣ . ١٢
P (∞,m)
n (φ) = ∥ Ξ(∞,m)

n φ ∥٢= C١(n)|α|٢ + C٢(n)|β|٢ + ٢ℜ
(
C٣(n)ᾱβ

)
=(aα + bβ)p(∞,m)

n + (cα + dβ)r(∞,m)
n .

(۶٣ . ٣)

همچنین و است φ = T [α, β] ∈ Φ و z ∈ C حقیق قسمت ℜ(z) آن در که
C١(n) =|ap(∞,m)

n + cr(∞,m)
n |٢ + |as(∞,m)

n + cq(∞,m)
n |٢,

C٢(n) =|bp(∞,m)
n + dr(∞,m)

n |٢ + |bs(∞,m)
n + dq(∞,m)

n |٢,

C٣(n) =(ap
(∞,m)
n + cr

(∞,m)
n )(bp(∞,m)

n + dr(∞,m)
n ) + (as

(∞,m)
n + cq

(∞,m)
n )(bs(∞,m)

n + dq(∞,m)
n ).

(۶۴ . ٣)



۴١ جذب مسأله در PQRS روش

صورت به r(∞,m)
n و p(∞,m)

n مولد توابع معرف ، p(∞,m)(φ) حل برای بنابراین

p(∞,m)(z) =
∞∑
n=١

p(∞,m)
n zn , r(∞,m)(z) =

∞∑
n=١

r(∞,m)
n zn (۶۵ . ٣)

روابط ذاری جای با سپس |z| باشد. < ١ که م کند ایجاب سری این رایی هم . بود[٧] خواهد مناسب
داریم: مولد توابع این در ۶٣ . ٢

p(∞,m)(z) =
∞∑
n=١

[ ١√
٢
p
(∞,m−١)
n−١ +

١√
٢
r
(∞,m−١)
n−١

]
zn

=
z√

٢

∞∑
n=١

p
(∞,m−١)
n−١ zn−١ +

z√
٢

∞∑
n=١

r
(∞,m−١)
n−١ zn−١

=
z√

٢
p(∞,m−١)(z) +

z√
٢
r(∞,m−١)(z)

(۶۶ . ٣)

همچنین و

r(∞,m)(z) =
∞∑
n=١

[ ١√
٢
p
(∞,m+١)
n−١ − ١√

٢
r
(∞,m+١)
n−١

]
zn

=
z√

٢

∞∑
n=١

p
(∞,m+١)
n−١ zn−١ − z√

٢

∞∑
n=١

r
(∞,m+١)
n−١ zn−١

=
z√

٢
p(∞,m+١)(z)− z√

٢
r(∞,m+١)(z).

(۶٣ . ٧)

گام زمان n = ١ با m = ١ از شده شروع ذره برای

p
(∞,١)
١ = ١ (۶٣ . ٨)

شامل مسیرهایی n ≥ ٢ ازای به اما م کند. برخورد ٠ دیواره به ،P مسیر ط با تنها که چرا م باشد،

Q→ · · · → P (۶٣ . ٩)
نیست.بنابراین ن مم ١۵ . ٣ در p(∞,m)

n با متناظر مسیرهای به توجه با مسیری چنین که داریم،

p(∞,١)
n = ٠ (n ≥ ٢). (٣ . ٧٠)

داریم، ۶۵ . ٣ رابطه p(∞,m)(z) مولد تابع از استفاده با نتیجه در

p(∞,١)(z) = p
(∞,١)
١ z + p

(∞,١)
٢ z٢ + · · · = p

(∞,١)
١ z = z. (٣ . ٧١)

مشابه بازگشت r(∞,m)(z) و p(∞,m)(z) دو هر که م کنیم مشاهده ، ۶٣ . ٧ و ۶۶ . ٣ روابط حل با
تبدیل ر دی بار و m → m + ٢ تبدیل بار ی اول رابطه در ابتدا حل برای م دهند. به دست را

م دهیم: انجام را m→ m+ ١

m→ m+ ٢ : p(∞,m+٢)(z) =
z√

٢
p(∞,m+١)(z) +

z√
٢
r(∞,m+١)(z), (٣ . ٧٢)



PQRS روش ۴٢

m→ m+ ١ : p(∞,m+١)(z) =
z√

٢
p(∞,m)(z) +

z√
٢
r(∞,m)(z)

=
z√

٢
p(∞,m)(z) +

z√
٢
[ z√

٢
p(∞,m+١)(z)− z√

٢
r(∞,m+١)(z)

]
=

z√
٢
p(∞,m)(z) +

z٢

٢ p(∞,m+١)(z)− z٢

٢ r(∞,m+١)(z).

(٣ . ٧٣)
م کنیم: جم ٣ . ٧٣ رابطه با و کرده ضرب z√

٢ در را ٣ . ٧٢ رابطه طرفین حال
z√

٢
p(∞,m+٢)(z) + p(∞,m+١)(z) =

z٢

٢ p(∞,m+١)(z) +
z٢

٢ r(∞,m+١)(z) +
z√

٢
p(∞,m)(z)

+
z٢

٢ p(∞,m+١)(z)− z٢

٢ r(∞,m+١)(z)

⇒ z√
٢
p(∞,m+٢)(z) + (١ − z٢)p(∞,m+١)(z)− z√

٢
p(∞,m)(z) = ٠

نتیجه در

p(∞,m+٢)(z) +
√

١)٢
z
− z)p(∞,m+١)(z)− p(∞,m)(z) = ٠, (٧۴ . ٣)

، r(∞,m)(z) برای مشابه طور به و

r(∞,m+٢)(z) +
√

١)٢
z
− z)r(∞,m+١)(z)− r(∞,m)(z) = ٠. (٧۵ . ٣)

مشابه را بالا روابط منظور این به است. مشخصه معادله از استفاده راه حل بهترین بازگشت روابط برای
داریم فیبوناچ ام m جمله ی برای که رابطه ای

Fm = Fm−١ + Fm+١ (٧۶ . ٣)

داریم ثابت)، عددی λ ) Fm = λm = p(∞,m)(z) فرض با و م گیریم. نظر در

λm+٢ +
√

١)٢
z
− z)λm+١ − λm = ٠ ⇒ λ٢ +

√
١)٢
z
− z)λ− ١ = ٠

به صورت مشخصه ای ریشه های دارای مشخصه معادله این که

λ± =
−١ + z٢ ±

√
١ + z۴

√
٢z

. (٣ . ٧٧)

م توانیم فیبوناچ روابط از استفاده با معادله هایی چنین حل برای م باشد.

Fm = p(∞,m)(z) = c١λ
m
+ + c٢λ

m
− (٣ . ٧٨)



۴٣ جذب مسأله در PQRS روش

م باشد limm→∞ p(∞,m)(z) <∞ ،٠ < λ+ < ١ ازای به  z محدوده به توجه با که یریم. ب نظر در را
داریم و

p(∞,m)(z) = c١λ
m
+ . (٣ . ٧٩)

داریم p(∞,١)(z) = z به توجه با و c١ یافتن برای حال

p(∞,١)(z) = c١λ+ = z ⇒ c١ =
z

λ+

نتیجه در

p(∞,m)(z) =
z

λ+
λm+ = zλm−١

+ . (٣ . ٨٠)

داریم بالا رابطه از استفاده با و m = ٢ ازای به ۶۶ . ٣ رابطه ی به توجه با همچنین

p(∞,٢)(z) =
z√

٢
p(∞,١)(z) +

z√
٢
r(∞,١)(z) ⇒ r(∞,١)(z) =

−١ +
√

١ + z۴

z
(٣ . ٨١)

قبل مشابه سپس

r(∞,١)(z) = c١λ
m
+ =

−١ +
√

١ + z۴

z
(٣ . ٨٢)

نتیجه: در و

r(∞,m)(z) =
−١ +

√
١ + z۴

z
λm−١
+ . (٣ . ٨٣)

جذب دیواره با Z− = {١−,٠, · · · } ≥)mروی −١) ان م از شده شروع هادامارد شت ول اکنون ب)
(N = −∞) مورد این در م گیریم. درنظر را ٠ در واق

Ξ(−∞,m)
n = p(−∞,m)

n P + q(−∞,m)
n Q+ r(−∞,m)

n R + s(−∞,m)
n S. (٨۴ . ٣)

صورت به مسیر نوع دو فقط که است واض ، تعریف این از استفاده با

Q→ · · · → Q , P → · · · → Q

که م بینیم ١۵ . ٣ مسیرهای به توجه با بنابراین م باشد. ن مم

p(−∞,m)
n = r(−∞,m)

n = ٠ (n ≥ ١). (٨۵ . ٣)

m ≤ −١ ازای به همچنین

Ξ(−∞,m)
n = Ξ

(−∞,m+١)
n−١ P + Ξ

(−∞,m−١)
n−١ Q. (٨۶ . ٣)



PQRS روش ۴۴

داریم آ  . ۵) (پیوست قبل مشابه که
p(−∞,m)
n =

١√
٢
p
(−∞,m+١)
n−١ +

١√
٢
r
(−∞,m+١)
n−١ , q(−∞,m)

n = − ١√
٢
q
(−∞,m−١)
n−١ +

١√
٢
s
(−∞,m−١)
n−١

r(−∞,m)
n =

١√
٢
p
(−∞,m−١)
n−١ − ١√

٢
r
(−∞,m−١)
n−١ , s(−∞,m)

n =
١√

٢
q
(−∞,m+١)
n−١ +

١√
٢
s
(−∞,m+١)
n−١ .

(٣ . ٨٧)
مولد توابع گرفتن نظر در با قبل، مشابه حال

q(−∞,m)(z) =
∞∑
n=١

q(−∞,m)
n zn , s(−∞,m)(z) =

∞∑
n=١

s(−∞,m)
n zn (٣ . ٨٨)

داریم مولد توابع این در ٣ . ٨٧ روابط ذاری جای با و
q(−∞,m)(z) =− z√

٢
q(−∞,m−١)(z) +

z√
٢
s(−∞,m−١)(z),

s(−∞,m)(z) =
z√

٢
q(−∞,m+١)(z) +

z√
٢
s(−∞,m+١)(z).

(٣ . ٨٩)

گام زمان n = ١ با m = −١ از شده شروع ذره برای که

q
(−∞,−١)
١ = ١ (٣ . ٩٠)

شامل مسیرهایی n ≥ ٢ به ازای اما م کند. برخورد ٠ دیواره به ،Q مسیر ط با تنها که چرا م باشد،

P → · · · → Q (٣ . ٩١)

لذا نیست. ن مم ١۵ . ٣ به توجه با مسیری چنین که داریم،

q(−∞,−١)
n = ٠ (n ≥ ٢). (٣ . ٩٢)

، q(−∞,m)(z) مولد تابع از استفاده با نتیجه در

q(−∞,−١)(z) = q
(−∞,−١)
١ z = z. (٣ . ٩٣)

هستند: زیر صورت به قبل مشابه که م دهند نشان را مشابه بازگشت نیز ٣ . ٨٨ روابط
m→ m+ ٢ : q(−∞,m+٢)(z) = − z√

٢
q(−∞,m+١)(z) +

z√
٢
s(−∞,m+١)(z), (٩۴ . ٣)

m→ m+ ١ : p(−∞,m+١)(z) =− z√
٢
q(−∞,m)(z) +

z√
٢
s(−∞,m)(z)

=− z√
٢
q(−∞,m)(z) +

z٢

٢ q(−∞,m+١)(z) +
z٢

٢ s(−∞,m+١)(z).

(٩۵ . ٣)



۴۵ جذب مسأله در PQRS روش

م کنیم: کم ٩۵ . ٣ رابطه از و ضرب z√
٢ در را ٩۴ . ٣ رابطه طرفین سپس

z√
٢
q(−∞,m+٢)(z)− q(−∞,m+١)(z) =

z٢

٢ q(−∞,m+١)(z) +
z٢

٢ s(−∞,m+١)(z) +
z√

٢
q(−∞,m)(z)

− z٢

٢ q(−∞,m+١)(z)− z٢

٢ s(−∞,m+١)(z)

نتیجه در

q(−∞,m+٢)(z)−
√

١)٢
z
− z)q(−∞,m+١)(z)− q(−∞,m)(z) = ٠, (٩۶ . ٣)

، s(−∞,m)(z) برای مشابه طور به همچنین

s(−∞,m+٢)(z)−
√

١)٢
z
− z)s(−∞,m+١)(z)− s(−∞,m)(z) = ٠. (٣ . ٩٧)

صورت به مشخصه ای ریشه های دارای که

λ± =
١ − z٢ ±

√
١ + z۴

√
٢z

. (٣ . ٩٨)

فیبوناچ اُم m جمله ی گرفتن نظر در با ، بازگشت روابط چنین حل برای قبل مشابه هستند.

Fm = q(−∞,m)(z) = c١λ
m
+ + c٢λ

m
− , (٣ . ٩٩)

داریم رایی  هم شرط به توجه با و

q(−∞,m)(z) = c٢λ
m
− . (٣ . ١٠٠)

آن گاه م باشد، q(−∞,−١)(z) = z این که به توجه با بنابراین

q(−∞,m)(z) = zλm+١
− . (٣ . ١٠١)

داریم: m = ٠ به ازای و ٣ . ٨٩ رابطه از استفاده با همچنین

s(−∞,−١)(z) =
١ −

√
١ + z۴

z
, (٣ . ١٠٢)

، s(−∞,−١)(z) = c٢λ
−١
− به توجه با بنابراین

s(−∞,m)(z) =
١ −

√
١ + z۴

z
λm+١
− . (٣ . ١٠٣)





۴ فصل
کوانتوم شت های ول در موضع شدن

ن غیرهم

تحول ر عمل ١ . ۴
بررس بعدی ی ن١ فضا‐غیر هم حالته دو کوانتوم شت  ول مورد در را موضع شدن فصل این در

ه ی س ر عمل ی انتخاب با بنابراین م باشد. وابسته نیز ذره ان م به ه س ر عم آن ها در که م کنیم
م کنیم. بررس را آن احتمال توزیع و آورده دست به شت ول نوع این برای را احتمال و دامنه مناسب،

به صورت م شود |R⟩ و |L⟩ پایه حالت های بین نسبی فاز در تحول باعث که را ان ی ر عمل اگر

Rz(ωx) = e
i
٢ωxσ̂z =

(
e

iωx
٢ ٠

٠ e−
iωx

٢

)
(١ . ۴)

داریم: {ωx : x ∈ Z} مجموعه ی برای آن گاه یریم، ب درنظر

U(ωx) =Rz(ωx)UR
−١
z (ωx) =

(
e

iωx
٢ ٠

٠ e−
iωx

٢

)(
a b

c d

)(
e−

iωx
٢ ٠

٠ e
iωx

٢

)

=

(
a beiωx

ce−iωx d

)
.

(٢ . ۴)

١space-inhomogeneous



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۴٨

.[۵۴] است دلخواه فاز ی ωx ∈ [٠,٢π) و پائول اسپین ماتریس σ̂z =
(

١ ٠
٠ −١

)
آن در که

اعمال داخل تبدیل عنوان به را هادامارد تبدیل ωx ∈ [٠,٢π) بازه ی در فوق دنباله ی برای اگر بنابراین
داریم: کنیم،

Ux = Ux(ωx) =
١√

٢

(
١ eiωx

e−iωx −١

)
. (٣ . ۴)

داریم ماتریس دو به Ux تجزیه ی با صورت این در

Px = P =
١√

٢

(
١ eiω

٠ ٠

)
, Qx = Q =

١√
٢

(
٠ ٠
e−iω −١

)
. (۴ . ۴)

هادامارد شت ول با و ن هم ωنیز = ٠ به ازای و بود خواهد ن هم مبدأ در به جز شت ول ،ω ̸= ٠ به ازای
این در م شود[۴١]. معادل Ux = Ux(٠) ≡ H = ١√

٢

(
١ ١
١ −١

)
هادامارد گیت توسط شده تعیین

وابسته زیر صورت به ωx ∈ [٠,٢π) پارامتر به فقط که م گیریم نظر در را ساده ای ن نا هم مدل جا
باشد

U٠ =U٠(ω) , x = ٠

Ux =Ux(٠) , x ̸= ٠.
(۵ . ۴)

م گیریم. نظر در اولیه کیوبیت حالت عنوان به را φ∗ =
T [ ١√

٢ ,
i√

٢ ] متقارن حالت همچنین

مبدأ به بازگشت ٢ . ۴
تمام مجموع بنابراین کنیم. بررس را خود اولیه ی ان م به ذره بازگشت م خواهیم بخش این در
م باز مسیر مبدا به زمان گام  n ط از پس که φ∗ ∈ Φ اولیه کیوبیت حالت از شده شروع مسیرهای

صورت به را گردند
Ξn(l,m) =

∑
lj ,mj≥٠

P
l١
x(l١)

Q
m١
x(m١)

P
l٢
x(l٢)

Q
m٢
x(m٢)

· · ·P ln−١
x(ln−١)

Q
mn−١
x(mn−١)

P ln
٠ Q

mn
٠ (۶ . ۴)

است: برقرار زیر روابط آن در که . م گیریم[۵۶] نظر در

l١ + · · ·+ ln = l , m١ + · · ·+mn = m , lj +mj = ١. (٧ . ۴)

م گردد. باز مسیر مبدأ به چپ(راست) گام با زمان گام n از پس ذره که است این بیانگر (Qmn
٠ )P ln

٠

گام دو ط از پس باشد، کرده شروع x = ٠ ان م از را مسیری ذره که موردی در مثال طور به



۴٩ مبدأ به بازگشت

باز مسیر مبدأ به (m = راست(١ به گام ی و (l = چپ(١ به گام ی شامل (n = ٢) زمان
است: زیر صورت به آن مسیرهای تمام مجموع ل۴ . ١)که م گردد(ش

Ξ(١,١)٢ = PQ٠ +QP٠, (٨ . ۴)

م باشد. l٢ +m٢ = ١ و l١ +m١ = ١ آن در که

Ξ(١,١)٢ با متناظر مختلف مسیرهای :١ . ۴ ل ش

ل۴ . ٢): داریم(ش زمان گام n = ۴ با m = ٢ و  l = ٢ گام های شامل شت ول برای همچنین

Ξ۴(٢,٢) =P ٢QQ٠ + PQ٠PQ٠ + PQ٠QP٠ +QP٠QP٠ +Q٢PP٠ +QP٠PQ٠. (٩ . ۴)

Ξ۴(٢,٢) با متناظر مختلف مسیرهای :٢ . ۴ ل ش



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۵٠

Ξ۶(٣,٣) با متناظر مختلف مسیرهای :٣ . ۴ ل ش

ل۴ . ٣): (ش زمان گام n = ۶ و m = ٣ ، l = ٣ با شت ول برای نیز و

Ξ۶(٣,٣) =QP٠QP٠QP٠ + PQ٠PQ٠PQ٠ + P ٣Q٢Q٠ + P ٢QPQQ٠ + P ٢QQ٠PQ٠

+ P ٢QQ٠QP٠ + PQ٠PQ٠QP٠ + PQ٠QP٠QP٠ + PQ٠Q
٢PP٠

+Q٢PQPP٠ +Q٣P ٢P٠ +Q٢PP٠PQ٠ + PQ٠P
٢QQ٠ +QP٠P

٢QQ٠

+QP٠PQ٠PQ٠ +QP٠PQ٠QP٠ +QP٠QP٠PQ٠ + PQ٠QP٠PQ٠

+Q٢PP٠QP٠.

(١٠ . ۴)



۵١ مبدأ به بازگشت

شود. مراجعه پیوستآ  . ٢ به بیشتر جزییات برای

بازگشت احتمال ٢ . ١ . ۴
در زمان گام n ط از پس φ∗ اولیه کیوبیت حالت با مبدأ از شده شروع کوانتوم ذره که این احتمال

به صورت باشد، x ان م

P (Xφ
n = x) = |Ψn(x)|٢ =∥ Ξn(l,m)φ∗ ∥٢=| Ξn(l,m)φ∗ |∗| Ξn(l,m)φ∗ | (١١ . ۴)

بنابراین م شود[۴١]. تعریف

P (Xn = ٠) = pn(٠)

های n به ازای که باشیم داشته توجه باید م باشد. n زمان در x = ٠ مبدأ به بازگشت احتمال بیانگر
عبارت به است. صفر n زمان در بازگشت احتمال فرد،

p٢n+(٠)١ = ٠ (n ≥ ٠)

با و زوج های n ازای به ول .(Ξn(l,m) = ندارد(٠ مبدأ به بازگشت ذره فرد، های n ازای به که چرا
داریم: ١١ . ۴ رابطه به توجه

p٢n(٠) = |Ψ٢n(٠)|٢ =∥ Ξ٢n(n, n)φ∗ ∥٢ (١٢ . ۴)

م باشد. l = m = n حالت این در که

مستقیم محاسبات انجام از پس و ω = π ازای به  که م بینیم بالا مثال های از ی هر مورد در بنابراین
داریم:

p(٠)٢ =
∣∣Ξ(١,١)٢φ∗

∣∣∗∣∣Ξ(١,١)٢φ∗
∣∣

=

∣∣∣∣∣ ١
٢
√

٢

(
−١ −١

١ −١

)(
١
i

)∣∣∣∣∣
∗∣∣∣∣∣ ١

٢
√

٢

(
−١ −١

١ −١

)(
١
i

)∣∣∣∣∣ = ٢
٢٢ ,

p۴(٠) =
∣∣Ξ۴(٢,٢)φ∗

∣∣∗∣∣Ξ۴(٢,٢)φ∗
∣∣

=

∣∣∣∣∣ ١
۴
√

٢

(
١ ٣
−٣ ١

)(
١
i

)∣∣∣∣∣
∗∣∣∣∣∣ ١

۴
√

٢

(
١ ٣
−٣ ١

)(
١
i

)∣∣∣∣∣ = ١٠
٢۴ ,

p۶(٠) =
∣∣Ξ۶(٣,٣)φ∗

∣∣∗∣∣Ξ۶(٣,٣)φ∗
∣∣

=

∣∣∣∣∣ ١
٢٣
√

٢

(
٢ −۶
۶ ٢

)(
١
i

)∣∣∣∣∣
∗∣∣∣∣∣ ١

٢٣
√

٢

(
٢ −۶
۶ ٢

)(
١
i

)∣∣∣∣∣ = ۴٠
٢۶ .



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۵٢

داریم: م باشد؛ ω = ٠ آن مورد در که هادامارد شت ول برای همچنین

p
(H)
٢ (٠) =

∣∣Ξ(١,١)٢φ∗
∣∣∗∣∣Ξ(١,١)٢φ∗

∣∣ = ٢
٢٢ ,

p
(H)
۴ (٠) =

∣∣Ξ۴(٢,٢)φ∗
∣∣∗∣∣Ξ۴(٢,٢)φ∗

∣∣ = ٢
٢۴ ,

p
(H)
۶ (٠) =

∣∣Ξ۶(٣,٣)φ∗
∣∣∗∣∣Ξ۶(٣,٣)φ∗

∣∣ = ٨
٢۶ .

شود. مراجعه آ  . ٣ پیوست به محاسبات جزییات برای

، ١٢ . ۴ رابطه در

Ψ٢n(٠) =
(
ΨL

٢n(٠)
ΨR

٢n(٠)

)
= Ξ٢n(n, n)φ∗ (n ≥ ٠) (١٣ . ۴)

با متناظر بالا(پایین) مولفه آن در که م شود، تعریف ٢n زمان در مبدأ حول احتمال دامنه صورت به
م باشد. چپ(راست) کایرالیت حالت

داریم فرد های n برای واض طور به

Ψ٢n+(٠)١ =
(
ΨL

٢n+(٠)١
ΨR

٢n+(٠)١

)
=

(
٠
٠

)
(n ≥ ٠). (١۴ . ۴)

ن غیر هم شت ول در جذب مسئله ٣ . ۴
گرفته نظر در ن غیر هم کوانتوم شت  ول در احتمال دامنه ی برای رابطه ای آوردن دست به منظور به

م کنیم. بررس آن ها مورد در را جذب مسئله ی شده،
محدوده در زمان گام n از پس که مبدأ از شده شروع ن مم مسیرهای تمام مجموع را (Ξ−

n )Ξ
+
n بنابراین

صو رت به که م گیریم نظر در م کند برخورد ٠ ان م در واق دیواره ی با (Z−)Z+

Ξ+
n = Ξ(∞,١)

n Q٠ , Ξ−
n = Ξ(−∞,−١)

n P٠ (١۵ . ۴)

اولین مبدأ از شده شروع ذره که معناست این به اول(دوم) رابطه در (P٠)Q٠ . م دهیم[۴١] نمایش
توجه با که است. رسیده (m = −١)m = ١ ان م به و برداشته راست(چپ) سمت به را خود گام

، به۴ . ٣

P٠ =
١√

٢

(
١ eiω

٠ ٠

)
, Q٠ =

١√
٢

(
٠ ٠
e−iω −١

)
(١۶ . ۴)



۵٣ ن غیر هم شت ول در جذب مسئله

در مختلف زمان گام های ازای به و مبدأ از شده شروع مسیرهای بررس از حاصل نتایج که م باشند.
است. آمده زیر لم

داریم زوج nهای و n ≥ ۴ ازای به (آ) .٣ . ١ . ۴ لم

Ξ+
n = Ξ(∞,١)

n Q٠ = r
(∞,١)
n−١ RQ٠ =

r
(∞,١)
n−١

٢

(
١ −١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iω −١

)
=
r
(∞,١)
n−١

٢

(
−e−iω ١

٠ ٠

)
(١٧ . ۴)

آن در که

Ξ(∞,١)
n = p(∞,١)

n P + q(∞,١)
n Q+ r(∞,١)

n R + s(∞,١)
n S = r(∞,١)

n R (١٨ . ۴)

از م کند، برخورد ٠ دیواره با زمان گام n− ١ با ذره شده، گرفته نظر در شرایط به توجه با م باشد.
صورت به را Ξ(∞,١)

n رو این

Ξ(∞,١)
n = r

(∞,١)
n−١ R (١٩ . ۴)

مشابه طور به کردیم. بیان

Ξ−
n = Ξ(−∞,−١)

n P٠ = s
(−∞,−١)
n−١ SP٠ =

s
(−∞,−١)
n−١

٢

(
٠ ٠
١ ١

)(
١ eiω

٠ ٠

)
=
s
(−∞,−١)
n−١

٢

(
٠ ٠
١ eiω

)
.

(٢٠ . ۴)
همچنین

∞∑
n=١

r(∞,١)
n zn =

−١ +
√

١ + z۴

z
,

∞∑
n=١

s(−∞,−١)
n zn =

١ −
√

١ + z۴

z
. (٢١ . ۴)

، n = ٢ به ازای (ب)

Ξ+
n =Ξ

(∞,١)
٢ Q٠ = PQ٠ = −١

٢

(
−e−iω ١

٠ ٠

)
,

Ξ−
n =Ξ

(−∞,−١)
٢ P٠ = QP٠ =

١
٢

(
٠ ٠
١ eiω

)
.

(٢٢ . ۴)

داریم فرد های n ازای به  و (پ)

Ξ+
n =Ξ(∞,١)

n Q٠ =

(
٠ ٠
٠ ٠

)
,

Ξ−
n =Ξ(−∞,−١)

n P٠ =

(
٠ ٠
٠ ٠

)
.

(٢٣ . ۴)



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۵۴

از استفاده با بنابراین ،r(∞,١)
n + s

(−∞,−١)
n = ٠ که م دانیم قبل فصل ٣ . ١٠٢ و ٣ . ٨٢ روابط از

داریم: n ≥ ١ برای Ξ∗
n = Ξ+

n + Ξ−
n گرفتن نظر در با و لم۴ . ٣ . ١

Ξ∗
n =

r
(∞,١)
n−١

٢

(
−e−iω ١

٠ ٠

)
+
s
(−∞,−١)
n−١

٢

(
٠ ٠
١ eiω

)
=
r
(∞,١)
n−١

٢

(
−e−iω ١
−١ −eiω

)

=
r∗n−١

٢

(
−e−iω ١
−١ −eiω

)
.

(٢۴ . ۴)

آن در که

r∗n =


(−١)m−١ (٢m−١)!

٢٢m−١(m−١)!m!
n = ۴m− ١ , m ≥ ١

٠ n ̸= ۴m− ١ , n ≥ ٢ , m ≥ ١

−١ n = ١

(٢۵ . ۴)

عبارت به یا

r∗١ = −١ , r∗٢ = ٠ , r∗٣ =
١
٢ , r∗۴ = r∗۵ = r∗۶ = ٠ , r∗٧ = −١

٨ , · · · (٢۶ . ۴)

صورت به r∗n مولد تابع بنابراین م باشد.
∞∑
n=١

r∗nz
n =

−١ − z٢ +
√

١ + z۴

z
. (٢٧ . ۴)

م آید. دست به

احتمال دامنه ٣ . ١ . ۴
داریم: زمان گام ٢n با مبدأ حول احتمال دامنه  ی برای و ١٣ . ۴ رابطه ی از استفاده با اکنون

Ψ٢n(٠) =
n∑

k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
Ξ∗

٢aj

)
φ∗. (٢٨ . ۴)

به م رسیم ٢۴ . ۴ رابطه ذاری جای با که م باشد. P = {١,٢, · · · } آن در که

Ψ٢n(٠) =
n∑

k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

[
k∏

j=١

r∗٢aj−١

٢

(
−e−iω ١
−١ −eiω

)]
φ∗

=
١√

٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)
١

٢k

(
−e−iω ١
−١ −eiω

)k(
١
i

) (٢٩ . ۴)



۵۵ ن غیر هم شت ول در جذب مسئله

ماتریس قطری سازی با ادامه در

D =

(
−e−iω ١
−١ −eiω

)
(٣٠ . ۴)

م یابیم زیر به صورت را D ماتریس مقادیر ویژه ابتدا منظور این به م پردازیم. بالا رابطه حل به

∣∣∣∣∣−e−iω − λ ١
−١ −eiω − λ

∣∣∣∣∣ = ٠ ⇒ λ١,٢ = − cosω ± i
√

١ + sin٢ ω.

λ١ = − cosω+i
√

١ + sin٢ ω ازای به که م کنیم، محاسبه را آن شده بهنجار حالت های ویژه سپس
صورت به

|D١⟩ =
١√

٢
{
(١ + sin٢ ω)− sinω

√
١ + sin٢ ω

}


١

−i sinω + i
√

١ + sin٢ ω

 ,

(٣١ . ۴)

داریم λ٢ = − cosω − i
√

١ + sin٢ ω ازای به و

|D٢⟩ =
١√

٢
{
(١ + sin٢ ω) + sinω

√
١ + sin٢ ω

}


١

−i sinω − i
√

١ + sin٢ ω

 .

(٣٢ . ۴)

از استفاده با بنابراین

Dk = λk١ |D١⟩ ⟨D١|+ λk٢ |D٢⟩ ⟨D٢|



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۵۶

م شود: میسر ٢٩ . ۴ رابطه حل

Ψ٢n(٠) = ١√
٢

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)
١

٢k

×

[ (
− cosω + i

√
١ + sin٢ ω

)k
٢
[
(١ + sin٢ ω)− sinω

√
١ + sin٢ ω

]


١

−i sinω + i
√

١ + sin٢ ω



×
(

١ i sinω − i
√

١ + sin٢ ω
)
+

(
− cosω − i

√
١ + sin٢ ω

)k
٢
[
(١ + sin٢ ω) + sinω

√
١ + sin٢ ω

]

×


١

−i sinω − i
√

١ + sin٢ ω

(١ i sinω + i
√

١ + sin٢ ω
)]١

i



=
١√

٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)
١

٢k

×



(
−cosω+i

√
١+sin٢ ω

)k(
١−sinω+

√
١+sin٢ ω

)
٢
[
(١+sin٢ ω)−sinω

√
١+sin٢ ω

] +

(
−cosω−i

√
١+sin٢ ω

)k(
١−sinω−

√
١+sin٢ ω

)
٢
[
(١+sin٢ ω)+sinω

√
١+sin٢ ω

]

(
−cosω+i

√
١+sin٢ ω

)k
(−i)
(
sinω−

√
١+sin٢ ω

)[
١−
(
sinω−

√
١+sin٢ ω

)]
٢
[
(١+sin٢ ω)−sinω

√
١+sin٢ ω

]
+

(
−cosω−i

√
١+sin٢ ω

)k
(−i)
(
sinω+

√
١+sin٢ ω

)[
١−
(
sinω+

√
١+sin٢ ω

)]
٢
[
(١+sin٢ ω)+sinω

√
١+sin٢ ω

]


.

(٣٣ . ۴)

دهیم: قرار اخیر رابطه در اگر

γ± =− cosω ± i
√

١ + sin٢ ω , µ± = sinω ∓
√

١ + sin٢ ω

c± =

√
٢
[
(١ + sin٢ ω)∓ sinω

√
١ + sin٢ ω

] (٣۴ . ۴)



۵٧ ن غیر هم شت ول در جذب مسئله

داریم: زمان گام ٢n با مبدأ حول احتمال دامنه برای بنابراین

Ψ٢n(٠) = ١√
٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)
١

٢k

×


γk
+(١−µ+)

c٢
+

+
γk
−(١−µ−)

c٢
−

−
{

γk
+µ+(١−µ+)

c٢
+

+
γk
−µ−(١−µ−)

c٢
−

}
i



=
١√

٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)

×


١−µ+

c٢
+

(γ+٢ )k + ١−µ−
c٢
−

(γ−٢ )k

−
{

µ+(١−µ+)

c٢
+

(γ+٢ )k + µ−[١−µ−]

c٢
−

(γ−٢ )k
}
i

 .

(٣۵ . ۴)

م آید. دست به مبدأ حول احتمال دامنه ی نتیجه در

مبدأ به بازگشت احتمال ٣ . ٢ . ۴
تابع ابتدا منظور این به م پردازیم. p٢n(٠) محاسبه به آمده، دست به احتمال دامنه از استفاده با حال

داریم: xn = r∗٢n−١ و u± = γ±
٢ گرفتن نظر در با م آوریم. دست به را Ψ(L)

n (٠) مولد

∞∑
n=١

Ψ
(L)
٢n (٠)z٢n =

∞∑
n=١

{
١√

٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)

×
[١ − µ+

c٢
+

(
γ+
٢ )k +

١ − µ−

c٢
−

(
γ−
٢ )k

]}
z٢n

=
١√

٢

[
١ − µ+

c٢
+

(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u+

١ −
(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u+

+
١ − µ−

c٢
−

(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u−

١ −
(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u−

]

(٣۶ . ۴)



ن غیرهم کوانتوم شت های ول در موضع شدن ۵٨

نیز و
∞∑
n=١

Ψ
(R)
٢n (٠)z٢n =

∞∑
n=١

{
١√

٢

n∑
k=١

∑
(a١,··· ,ak)∈Pk:
a١+···+ak=n

(
k∏

j=١
r∗٢aj−١

)

×
[
−
{µ+(١ − µ+)

c٢
+

(
γ+
٢ )k +

µ−(١ − µ−)

c٢
−

(
γ−
٢ )k

}
i
]}

z٢n

=
−i√

٢

[
µ+(١ − µ+)

c٢
+

(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u+

١ −
(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u+

+
µ−(١ − µ−)

c٢
−

(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u−

١ −
(
− ١ − z٢ +

√
١ + z۴

)
u−

]
.

(٣٧ . ۴)

شود. مراجعه آ  . ۶ پیوست به سازی ساده جزئیات مشاهده برای
و Ψ(L)

٠ (٠) = ١√
٢ اولیه حالت به توجه با حال

١ − µ+

c٢
+

+
١ − µ−

c٢
−

= ١, (٣٨ . ۴)

داریم:
∞∑
n=٠

Ψ(L)
n (٠)zn =

١√
٢

{
١ − µ+

c٢
+

١
١ − Zu+

+
١ − µ−

c٢
−

١
١ − Zu−

}
. (٣٩ . ۴)

و Ψ(R)
٠ (٠) = i√

٢ اولیه حالت به توجه با همچنین
µ+(١ − µ+)

c٢
+

+
µ−(١ − µ−)

c٢
−

= −١, (۴٠ . ۴)

به: م رسیم Ψ
(R)
n (٠) مولد تابع برای مشابه طور به

∞∑
n=٠

Ψ(R)
n (٠)zn =

−i√
٢

{
µ+(١ − µ+)

c٢
+

١
١ − Zu+

+
µ−(١ − µ−)

c٢
−

١
١ − Zu−

}
. (۴١ . ۴)

بنابراین گرفته ایم. نظر در Z = −١ − z٢ +
√

١ + z۴ آن در که
∞∑
n=٠

Ψ(L,ℜ)
n (٠)zn =

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℑ)
n (٠)zn = − ٢ + Z cosω√

٢)٢ + ٢Z cosω + Z٢)
∞∑
n=٠

Ψ(L,ℑ)
n (٠)zn =

(١ + sinω)Z√
٢)٢ + ٢Z cosω + Z٢)

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℜ)
n (٠)zn =− (١ − sinω)Z√

٢)٢ + ٢Z cosω + Z٢)

(۴٢ . ۴)



۵٩ ن غیر هم شت ول در جذب مسئله

با م باشد. A = L,R ازای به Ψ(A)
n (٠) ( (موهوم حقیق قسمت (Ψ(A,ℑ)

n (٠)
)
Ψ

(A,ℜ)
n (٠) آن در که

داریم مستقیم محاسبات انجام
∞∑

n=٠
Ψ(L,ℜ)

n (٠)zn =

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℑ)
n (٠)zn

=
۴ − ٣ cosω + ١)٢ − cosω)٢z٢ + (٢ − cosω)z۴ + (٢ − cosω)(١ + z٢)

√
١ + z۴

٢
√

٢
{

٣ − ٢ cosω + ١)٢ − cosω)٢z٢ + (٣ − ٢ cosω)z۴
}

∞∑
n=٠

Ψ(L,ℑ)
n (٠)zn =−

(١ + sinω)
{

١ + ١)٢ − cosω)z٢ + z۴ + (−١ + z٢)
√

١ + z۴
}

٢
√

٢
{

٣ − ٢ cosω + ١)٢ − cosω)٢z٢ + (٣ − ٢ cosω)z۴
}

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℜ)
n (٠)zn =

(١ − sinω)
{

١ + ١)٢ − cosω)z٢ + z۴ + (−١ + z٢)
√

١ + z۴
}

٢
√

٢
{

٣ − ٢ cosω + ١)٢ − cosω)٢z٢ + (٣ − ٢ cosω)z۴
}

(۴٣ . ۴)

م آوریم: دست به نتیجه در

Ψ
(L,ℜ)
٢n (٠) =Ψ

(R,ℑ)
٢n (٠) ∼

√
١)٢ − cosω)

٣ − ٢ cosω
cos(nθ٠),

Ψ
(L,ℑ)
٢n (٠) ∼−

√
١)٢ − cosω)(١ + sinω)

(٣ − ٢ cosω)
√

١ + sin٢ ω
sin(nθ٠),

Ψ
(R,ℜ)
٢n (٠) ∼−

√
١)٢ − cosω)(١ − sinω)

(٣ − ٢ cosω)
√

١ + sin٢ ω
sin(nθ٠),

(۴۴ . ۴)

آن در که

sin θ٠ =
(٢ − cosω)

√
١ + sin٢ ω

٣ cosω − ٢ , cos θ٠ = −(١ − cosω)٢

٣ cosω − ٢

.[۴١] n→ ∞ طوری که به f(n)/g(n) → ١ عبارت به ،f(n) ∼ g(n) و است
به م رسیم ١٢ . ۴ رابطه به توجه با و ٢n زمان در بازگشت احتمال برای بنابراین

p٢n(٠) =|Ψ(L,ℜ)
٢n (٠)|٢ + |Ψ(L,ℑ)

٢n (٠)|٢ + |Ψ(R,ℜ)
٢n (٠)|٢ + |Ψ(R,ℑ)

٢n (٠)|٢

=
∣∣∣√١)٢ − cosω)

٣ − ٢ cosω
cos(nθ٠)

∣∣∣٢
+
∣∣∣− √

١)٢ − cosω)(١ + sinω)

(٣ − ٢ cosω)
√

١ + sin٢ ω
sin(nθ٠)

∣∣∣٢

+
∣∣∣− √

١)٢ − cosω)(١ − sinω)

(٣ − ٢ cosω)
√

١ + sin٢ ω
sin(nθ٠)

∣∣∣٢
+
∣∣∣√١)٢ − cosω)

٣ − ٢ cosω
cos(nθ٠)

∣∣∣٢

=
١)٢ − cosω)٢

(٣ − ٢ cosω)٢ [٢ cos٢(nθ٠) + ٢ sin٢(nθ٠)] =
۴(١ − cosω)٢

(٣ − ٢ cosω)٢
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نتیجه در

lim
n→∞

p٢n(٠) =
(١)٢ − cosω)

٣ − ٢ cosω

)٢
=: c(ω) (۴۵ . ۴)

م کند. برآورده را زیر ویژگ های بالا حد است، مشخص نمودار۴ . ۴ از که همان طور
. c(ω) = c(٢π − ω) (الف)

است. صعودی اکیدا c(ω) ،ω ∈ [٠, π] در (ب)
.c(٠) = ٠ ≤ c(ω) ≤ c(π) = (۴

۵)
٢ ،ω ∈ [٠, π] هر ازای به و (پ)

م شود نمایان موضع شدن ،ω ∈ (٠,٢π) عبارت به باشد؛ ن غیر هم مدلمان صورت که در بنابراین
که م بینیم باشد، داشته [٠,٢π) روی نواخت ی توزیع ω که هنگام .(c(ω) > ٠)

E[c(.)] =
١

٢π

∫ ٢π

٠
c(ω) dω = (٢۵ − ٧

√
۵)/٢۵ = ٠٫٣٧٣٩ · · · (۴۶ . ۴)

است. c(ω) چشمداشت مقدار E[c(.)] آن در که

مختلف های ω ازای به موضع شدن احتمال نمودار :۴ . ۴ ل ش

ر دی مدل های با ن غیر هم کوانتوم شت ول مقایسه ۴ . ۴
مشابه استدلال با م پردازیم. مرتبط شت های ول برخ و خود مدل بین ارتباط بررس به بخش، این در

م شود: حاصل (ω = ن(٠ هم شت ول عبارت به هادامارد شت ول برای ۴٣ . ۴ روابط از که آنچه
∞∑
n=٠

Ψ(L,ℜ)
n (٠)zn =

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℑ)
n (٠)zn =

١
٢
√

٢

(
١ +

١ + z٢
√

١ + z۴

)
∞∑
n=٠

Ψ(L,ℑ)
n (٠)zn =−

∞∑
n=٠

Ψ(R,ℜ)
n (٠)zn = − ١

٢
√

٢

(
١ +

−١ + z٢
√

١ + z۴

) (۴٧ . ۴)



۶١ ر دی مدل های با ن غیر هم کوانتوم شت ول مقایسه

[۵۶] از آمده به دست نتیجه به توجه با و

p
(H)
٢n (٠) ∼ ١

πn
(۴٨ . ۴)

داریم
lim
n→∞

p
(H)
٢n (٠) = ٠. (۴٩ . ۴)

تحول ر عمل با ر دی ن غیر هم شت ول ی مورد در همچنین

Ux = Ux(ωx) =

(
eiωx ١

١ −e−iωx

)
(۵٠ . ۴)

در طوری که به هستیم ن هم شت ول مشابه رفتاری شاهد است؛ گرفته قرار مطالعه مورد [۵۶] در که
عبارت به م باشد. p∗٢n(٠) = p

(H)
٢n آن

p∗٢n(٠) ∼ ١
πn

(۵١ . ۴)
نتیجه در و

lim
n→∞

p∗٢n(٠) = ٠. (۵٢ . ۴)
مورد این در بنابراین م شود. تعریف ٢n زمان در مبدأ به بازگشت احتمال صورت به p∗٢n(٠) آن در  که

م باشد. ما مدل با تقابل در امر این که نم دهد. نمایش را موضع شدن کوانتوم شت ول
م رسیم مشابه طور به ،Z روی مبدأ از شده شروع ن غیر هم کلاسی تصادف شت ول برای همچنین

به:

f (c)(z) =
∞∑
n=٠

p(c)n (٠)zn =

{
١ −

(
p٠
p

+
q٠
q

)
١ −

√
١ − ۴pqz٢

٢

}−١

, (۵٣ . ۴)

ذره ی مدل، این در است[۴١]. کلاسی شت ول برای ٢n زمان در بازگشت احتمال p(c)n (٠) آن در که
حرکت چپ سمت به گام ی qx احتمال با و راست سمت به گام ی px احتمال با x ان م در  واق
معادله از .px = p, qx = q ، x ∈ Z/{٠} ازای به و px + qx = ١ ،x ∈ Z هر ازای به که م کند

داریم ۵٣ . ۴
p
(c)
٢n(٠) ∼ ٢

p٠
p
+ q٠

q

(۴pq)n√
πn

. (۵۴ . ۴)

باشد p ̸= q صورت که در نم افتد. اتفاق شدن موضع و limn→∞ p
(c)
٢n(٠) = ٠ مورد این در بنابراین

داریم p = q = ١
٢ صورت که در و م کند میل صفر سمت به نمایی طور به p(c)n (٠)

p
(c)
٢n(٠) ∼ ١√

πn
. (۵۵ . ۴)

م باشد. ما مدل با تقابل در کلاسی شت ول نتیجه م رود انتظار که طور همان
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نتیجه گیری ۵ . ۴
م رود. شمار به مختلف علوم در باز حوزه ی ی به عنوان همواره مناسب جستجوی وریتم های ال یافتن
سریع وریتم های ال ایجاد موفقیت آمیزی طور به موازی، محاسبات ان ام و کوانتوم سیستم های ماهیت
جستجوی وریتم های ال ایجاد در کوانتوم شت های ول نقش بین این در است. نموده فراهم را کارآمد و
O(١) احتمال با خاص حالت به سیستم تبدیل آن ها مشترک هدف که م باشد؛ توجه قابل کوانتوم

است. اهمیت حائز مناسب ه ی س ر عمل ی انتخاب کوانتوم وریتم های ال پیش برد در م باشد.
ر عمل آن ها در که گرفتیم نظر در را ن فضا‐غیرهم نوع از کوانتوم شت های ول پایان نامه این در
را ٣ . ۴ صورت به ه ای س ر عمل بنابراین است. وابسته نیز ذره ان م به ه بل ه س حالت به تنها نه ه س
شت های ول در موضع شدن پدیده بررس به مسیر شمارش رد روی از استفاده با سپس نمودیم. انتخاب

پرداختیم. بعدی ی ن فضا‐غیر هم حالته دو گسسته زمان کوانتوم
ذره توسط ان ها م اشغال عادی کوانتوم شت های ول در که م دهد نشان احتمال توزیع بررس نتیجه
صفر سمت به گام ها تعداد افزایش با مبدأ اطراف در ذره یافتن احتمال و بوده مرکز از دور نقاط به محدود
در خود اه جای حفظ به مایل ذره بعدی ی ن غیر هم کوانتوم شت های ول مورد در اما م کند. میل

م شود. ظاهر زیادی احتمال با موضع شدن اثر و بوده مبدأ اطراف
م شود استنباط بنابراین داشت نخواهد مبدأ به بازگشت ذره فرد n زمان گام های ازای به که آن جا از

م باشد. غیرصفر زوج های n ازای به فقط مبدأ به بازگشت احتمال که
تقریبا و م یابد انتشار زمان در خط طور به و شده شروع اولیه ان م ی از ذره کوانتوم شت های ول در
به شرایط اعمال با م توانند همچنین کوانتوم شت های ول م گیرد. بر در را ن مم حالت های تمام
وریتم های ال امر، این با تقابل در شوند. موضع خاص اه جای حول و نموده بازگشت خود اولیه ی ان م

م رسند. خاص نقطه ی به و شده شروع ن مم حالت های زیادی تعداد از کوانتوم جستجوی
جستجوی وریتم های ال تولید پتانسیل م تواند کوانتوم شت های ول در موضع شدن اثر بنابراین

باشد. داشته را کوانتوم
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روابط اثبات ٧٠

پیوستآ 
روابط اثبات

٣ . ٢ . ٢ لم آ  . ١
م آوریم: دست به ٣ . ٢ . ١ لم و ٣ . ١ معادله از

P (Xφ
n = x) =

∣∣Ξn(l,m)φ∗
∣∣∗∣∣Ξn(l,m)φ∗

∣∣
=|a|٢l|d|٢m

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)γ+δ

k − ١
γ − ١

k − ١
δ − ١

n− k − ١
γ − ١

n− k − ١
δ − ١


×
(
ᾱ β̄

) [ l − δ

āδ
P ∗ +

m− δ

d̄δ
Q∗ +

١
c̄
R∗ +

١
b̄
S∗
]

×
[ l − γ

aγ
P +

m− γ

dγ
Q+

١
c
R+

١
b
S
]α

β


=|a|٢l|d|٢m

k∑
γ=١

k∑
δ=١

(
− |b|٢

|a|٢

)(κγ,δ,n,k
γδ

)
× {l٢ +

|b|٢

|a|٢ (m− δ)(m− γ)−m(γ + δ) + ٢γδ + |a|٢

|b|٢ γδ}|α|
٢

+ { b
a
[l(l − γ)−m(m− δ)] +

ā

b̄
(mδ − lγ)}ᾱβ

+ { b̄
ā
[l(l − δ)−m(m− γ)] +

a

b
(mγ − lδ)}αβ̄

+ {m٢ +
|b|٢

|a|٢ (l − δ)(l − γ)− l(γ + δ) + ٢γδ + |a|٢

|b|٢ γδ}|β|
٢



٧١ مبدأ به بازگشت

مبدأ به بازگشت آ  . ٢

مجموع مختلف، زمان گام های ازای به و x = ٠ مبدا از شده شروع ذره برای ۶ . ۴ رابطه ی به توجه با
بود: خواهد زیر صورت به مسیرها

Ξ(١,١)٢ =
∑

lj ,mj≥٠
P

l١
x(l١)

Q
m١
x(m١)

P
l٢
x(l٢)

Q
m٢
x(m٢)

=P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١) + P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠) = PQ٠ +QP٠,

م باشد. l٢ +m٢ = ١ و l١ +m١ = ١ آن در که

Ξ۴(٢,٢) =
∑

lj ,mj≥٠
P

l١
x(l١)

Q
m١
x(m١)

P
l٢
x(l٢)

Q
m٢
x(m٢)

P
l٣
x(l٣)

Q
m٣
x(m٣)

P
l۴
x(l۴)

Q
m۴
x(m۴)

=P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

=P ٢QQ٠ + PQ٠PQ٠ + PQ٠QP٠ +QP٠QP٠ +Q٢PP٠ +QP٠PQ٠.



روابط اثبات ٧٢

Ξ۶(٣,٣) =
∑

lj ,mj≥٠
P

l١
x(l١)

Q
m١
x(m١)

P
l٢
x(l٢)

Q
m٢
x(m٢)

P
l٣
x(l٣)

Q
m٣
x(m٣)

P
l۴
x(l۴)

Q
m۴
x(m۴)

P l۵
x(l۵)

Qm۵
x(m۵)

P
l۶
x(l۶)

Q
m۶
x(m۶)

=P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)

+ P
(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)P

(٠)
x(٠)Q

(١)
x(١)P

(١)
x(١)Q

(٠)
x(٠)

=QP٠QP٠QP٠ + PQ٠PQ٠PQ٠ + P ٣Q٢Q٠ + P ٢QPQQ٠ + P ٢QQ٠PQ٠

+ P ٢QQ٠QP٠ + PQ٠PQ٠QP٠ + PQ٠QP٠QP٠ + PQ٠Q
٢PP٠

+Q٢PQPP٠ +Q٣P ٢P٠ +Q٢PP٠PQ٠ + PQ٠P
٢QQ٠ +QP٠P

٢QQ٠

+QP٠PQ٠PQ٠ +QP٠PQ٠QP٠ +QP٠QP٠PQ٠ + PQ٠QP٠PQ٠

+Q٢PP٠QP٠.



٧٣ بازگشت احتمال

بازگشت احتمال آ  . ٣
آن در که ω = π ازای به و ۴ . ۴ روابط به توجه با

P =
١√

٢

(
١ ١
٠ ٠

)
, Q٠ =

١√
٢

(
٠ ٠
−١ −١

)

Q =
١√

٢

(
٠ ٠
١ −١

)
, P٠ =

١√
٢

(
١ −١
٠ ٠

)

داریم: م باشند،

Ξ(١,١)٢ =١
٢

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)
+

١
٢

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

=
١
٢

(
−١ −١

١ −١

)

Ξ۴(٢,٢) =١
۴

(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١
۴

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١
۴

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١
۴

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١
۴

(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١
۴

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

=
١
۴

(
١ ٣
−٣ ١

)



روابط اثبات ٧۴

Ξ۶(٣,٣) = ١
٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١
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١ ١
٠ ٠
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١ eiπ

٠ ٠
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+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١
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١ ١
٠ ٠
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١ ١
٠ ٠

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
١ −١
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١ ١
٠ ٠

)(
١ eiπ

٠ ٠
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١ ١
٠ ٠
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٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠
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٠ ٠
١ −١
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٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠
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١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)



٧۵ بازگشت احتمال

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)

+
١

٢٣

(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ

٠ ٠

)(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)

+
١

٢٣

(
١ ١
٠ ٠

)(
٠ ٠
e−iπ −١

)(
٠ ٠
١ −١

)(
١ eiπ
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آن در که ω = ٠ ازای به و هادامارد شت ول مورد در همچنین
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کرده ایم: استفاده زیر سازی ساده از آن در که
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Abstract

The quantum walks in comparison to the classical random walks, have some major dif-
ferences in the probability distribution, variance, diffusion velocity, etc. The localization
phenomenon is one of the distinctive features of the quantum walks. This phenomenon is
known as the probability of finding the walker in its initial position after long time walk-
ing. It has been demonstrated that the localization effect in the quantum walks can have
potential applications for the quantum search algorithms. In this thesis, by focusing on the
inhomogeneous one-dimensional quantum walks namely those have different coin oper-
ator for different spaces, we will investigate the localization probability by using a path
counting approach.
To this end, we firstly introduce the given model and the PQRS method. Then we ob-
tain a combinatorial expression for the quantum walk(Xφ

n ) started from the initial qubit
state φ, by utilizing a unitary matrix U(2). Also, by using some known results regarding
the absorption problems for both classical and quantum walks, we study the absorption
problem for the Hadamard walk with an absorbing boundary at 0. We proceed with an
inhomogeneous one-dimensional quantum walks and estimating the return probability at
the origin. It is shown that we have nonzero return probability for even number of steps
after long time walking(limn→∞ p2n(0) > 0). Finally, we make a comparison between
the given model and the other related models.

Keywords: Quantum walk, Localization, Hadamard walk, Absorption problem
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