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  مقدماتي درباره مكانيك كوانتومي

   مقدمه-1-1
توانيم حالت يك سيستم را با يك بـردار در فـضاي هيلبـرت              طبق اصل موضوع نظريه كوانتومي مي      بر

ردارهـاي عملگـر مـورد    گيري بر روي مشاهده پذير سيستم اين بردار بر ويژه ب    با هر اندازه  . تعيين كنيم 

    قـه منـديم و بـه كليـات آن توجـه           زاي سيـستم كوانتـومي علا     بيشتر وقتها به اج ـ   . شودنظر تصوير مي  

همان طور كه گفتيم حالت يك سيستم با يك بردار توصيف مـي شـود حـال مـي خـواهيم                     . كنيمنمي

  .  اينكه ببينيم چگونه مي توان آنها را توصيف كرد حالت اجزاي سيستم را بررسي كنيم و

   قواعد مكانيك كوانتومي-2 -1
 تـا   براي مشخص كردن اين الگو لازم اسـت       . ي است  رياضي از جهان فيزيك     يك الگوي  ي كوانتوم نظريه

  . كنيمصگيري ها و ديناميك را مشخ اندازه،حالتها، مشاهده پذير ها

  : حالتها-1-2-1

 1در مكانيك كوانتومي يك حالت يك پرتو      .  كامل از يك سيستم فيزيكي است      توصيف يك   ،يك حالت  

  .در فضاي هيلبرت است

  ضاي هيلبرت چيست؟ف

) نمايش كت ديراك ( ψبردارها با .  استC يك فضاي برداري از اعداد مختلط       فضاي هيلبرت  )الف

  .نشان داده مي شوند

بـردار را بـه      كه يك جفت     شودتعريف مي  ϕψ  به صورت   يك ضرب داخلي    در فضاي هيلبرت   )ب

   .دهد و با خواص زير نشان داده مي شود نگاشت مي Cعدد 

    .ψψ<0 داريم ψ≠0يعني براي همه . مثبت استضرب بردارها  .1

                                                 
1 . ray 



 ٢

                 : داريم هاي متعلق به اعداد حقيقيb وa براي تمام يعني.  خطي استضرب بردارها .2

( ) 2121 ψϕψϕψψϕ baba +=+  

 :  در اين فضا داريمϕ وψ براي يعني. استانييكپاد اين ضرب  .3

*ϕψψϕ = 

  :كنند بردارها از رابطه زير پيروي مي يعني.كامل استفضاي هيلبرت ) ج

  

 معـين را     تـابع  هچون همگرايـي ويـژ    . كامل بودن يك شرط مهم در فضاي تابع با ابعاد نامحدود است           (

  .)تضمين مي كند

  پرتو چيست؟

     مـا .  متفـاوت اسـت    غير صفر،  از بردارهاست كه با ضرب به وسيله يك اسكالر مختلط            ارزيهميك نوع   

  .با داشتن مقدار واحد انتخاب كنيم) براي هر بردار غير صفر( مي توانيم يك نمايش از اين نوع را 

)                        1-1     (  

  .αie=1 يك حالت فيزيكي يكسان را توصيف مي كنند چون ψαie و ψدانيمنين ميهمچ

، ψ و   ϕبنابراين بـا داشـتن دو حالـت         . مربوط است  ممكن به يك حالت   پرتو    توجه شود كه هر   

ψϕ توانيم يك شكل ديگر به صورت        مي ba فاز . ته باشيم ششود دا مي  ناميده 1 كه اصل تركيب   +

  . يك اثر فيزيكي است داراينسبي در اين تركيب

) ψϕ ba ) را با + )ψϕα baei ψϕمي شناسيم نه با + αbea i+.(  

  :ا مشاهده پذيره-1-2-2

در مكانيـك   . گيـري شـود   م فيزيكي است كه مي توانـد انـدازه        يك مشاهده پذير يك خاصيت از سيست      

  يك عملگر يك نگاشت خطي است كه بردارها. ، يك عملگر خود الحاقي است مشاهده پذيركوانتومي
                                                 
1 .superposition 

2
1

ψψψ =

1=ψψ



 ٣

  :را به بردارها مي برد

           )  1-2(           

( ) ψϕψϕ bAaAbaA +=+  

  : تعريف مي شودψ و ϕ بردارهاي ي به وسيله رابطه زير براي همهAر الحاقي عملگ

)              1-3(  †A Aφ ψ φ ψ=  

:                    ست اگر داشته باشيم يك عملگر خودالحاقي اAعملگر. ايم نشان دادهψA را با ψAدر اينجا 

)1-4(                                                                                           †A A=  

  : نيز عملگر خود الحاقي است چونA+B خود الحاقي باشند بنابراين  B وAاگر 

)              1-5(                                                                    † † †( )A B A B+ = +  

 يك نمايش طيفي دارد كه به صورت زيـر نـشان داده             Hهر عملگر خود الحاقي در يك فضاي هيلبرت         

  :مي شود

)              1-6(  

  .  استan مربوط به تصويرگر عمودي ويژه بردار با ويژه مقدار Pn و Aژه مقدار   يك ويanكه هر 

nnpn  نباشد پستبهگن anاگر (   ).تصوير بر روي ويژه بردار مربوطه است=

npها شرط زير را برآورده مي كنند .  

            ) 1-7(             

  :گيري اندازه-1-2-3

.  اسـت A يـك ويـژه مقـدار    Aدر مكانيك كوانتومي خروجي عددي يك اندازه گيري هر مشاهده پذير      

قـرار  با ويژه مقدار اندازه گيري شـده        ،  Aژه حالت      يك وي   در گيري، حالت كوانتومي  عد از اندازه  درست ب 

 بـا احتمـال زيـر       an باشد، پس  نتيجـه       ψ اندازه گيري    زاگر حالت كوانتومي درست قبل ا     . گيردمي

  .بدست مي آيد

ψψ AA →:

n
n

n paA ∑=

nn

nmnmn

pp

ppp

=

=
+

,δ



 ٤

          )1-8(                                                   ψψψ nnn pPaprob ==
2

)(  

  : به صورت زير است بدست بيايد، حالت كوانتومي نرمالanاگر نتيجه 

  

           )1-9(        

گيري شـود نتيجـه يكـسان بـا         ز اندازه گيري اول دوباره اندازه     توجه شود كه اگر سيستم بلافاصله بعد ا       

  .احتمال يك بدست مي آيد

  :ميك دينا-1-2-4

آنچه كه بـه وسـيله عملگرخودالحـاقي بدسـت     .  استيكانيديناميك تحول زماني يك حالت كوانتومي  

 ديناميك، بردار توصـيف كننـده        از 1در تصوير شرودينگر  . مي آيد، هاميلتونين سيستم ناميده مي شود      

  : است2معادله شرودينگر در زمان، مطابق سيستمحركت 

  )1-10(                                                                      ( ) ( )tiHt
dt
d ψψ −=  

ممكن است اين معادلـه بـا تقريـب مرتبـه اول در مقـدار بـي نهايـت                   .  هاميلتونين سيستم است   Hكه  

   : به صورت زير نشان داده شودdtكوچك 

  )1-11(                                                            ( ) ( ) ( )tiHdtdtt ψψ −=+ 1  

)عملگر ) iHdtdtU −= † خودالحاقي است شرط   Hچون  .  است يكاني 1 1UU  تقريب خطي مرتبه     با =

 محدوداسـت، تحـول زمـاني بـر روي يـك            يكانيچون حاصلضرب عملگرهاي     . برآورده مي شود   dtاول  

  . استيكانيفاصله محدود 

 

)1-12(                                                                          ( ) ( ) ( )0ψψ tUt =  

  . نوشتU=e-itH را به صورت U وابسته است مي توان t به Hدر حالتي كه 

                                                 
1 .Schrodinger picture 
2- Schrödinger equation 

( )2
1

ψψ

ψ

n

n

p

p
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 در حـالي كـه درفيزيـك كلاسـيك بـا            دله شرودينگر اين است كه خطي است،       معا جالبيك خاصيت   

  .آشنا بوديممعادلات ديناميكي غير خطي 

) اگر )0ψ را مشخص كنيم تحول زماني حالت ( )tψ را بعد از گذشت زمان tمي كند  پيشگويي .  

  1 كيوبيت-1-3
}طلاعات كلاسيكي بيت نام دارد كه يكـي از دو مقـدار ممكـن               پذير ا اتجزيه ن واحد   . گيـرد را مـي  1,0{

لـت    اطلاعات كوانتومي بيت كوانتومي يا اصطلاحاً كيوبيت ناميده مي شود، كه يك حا             معادل در واحد  

   كـوچكترين فـضاي هيلبـرت غيـر بـديهي          . را در ساده ترين سيستم كوانتومي ممكن توصيف مي كند         

}پايه هاي يـك فـضاي بـرداري دو بعـدي را بـه صـورت                 . دو بعدي است   .    ان مـي دهـيم     نـش  1,0{

  :شده به صورت زير بيان مي شود ترين حالت نرماليزهعمومي

)1-13(                                                                                   10 ba + 

122 اعداد مختلط هستند كه شرط       b و   aكه   =+ ba   در   حـالتي  يك كيوبيـت  . ندرا برآورده مي كن 

مـي تـوانيم     .بگيرد) 13-1( مي تواند هر مقدار رابه شكل معادله          است كه  يك فضاي هيلبرت دو بعدي    

}گيري انجام دهيم كـه كيوبيـت را در پايـه هـاي        زهاندا يك     بعـد از در نتيجـه .  تـصوير كنـد  1,0{

 اگـر . آيـد مي  بدست 1حالت 2b را خواهيم داشت و با احتمال      0حالت   2aگيري با احتمال  اندازه

گيـري يـا بـا هـر        بـا يـك انـدازه       را b و   aمقدار كيوبيت اوليه نامعلوم باشد، هيچ راهي وجود ندارد كه           

 0 معلوم   ياز اندازه گيري كيوبيت در يك حالت شناخته شده         اما بعد . دگيري ممكن تعيين كر   اندازه

به همين دليـل يـك كيوبيـت    .  قرار مي گيرد كه عموماً با حالتي كه از قبل داشت متفاوت است     1يا  

ن آن اندازه بگيريم    رهم زد مي توانيم يك بيت كلاسيكي را بدون ب       . با يك بيت كلاسيكي متفاوت است     

مي كنيم يك بيت كلاسيكي داريم كـه         فرض. توانيم تمام اطلاعات بيت كلاسيكي را كشف كنيم       و مي 

بنـا بـر اطلاعـات در       . را دارد، امـا مقـدار اوليـه نامـشخص اسـت           ) صفر يا يك  (واقعاً يك مقدار محدود     

                                                 
1 .qbit 
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 مقدار يـك را     p1رد و با احتمال      بيت مقدار صفر را دا     p0دسترس فقط مي توانيم بگوييم كه با احتمال         

بعد از ايـن مقـدار      .  وقتي كه بيت رااندازه بگيريم، اطلاعات اضافي بدست مي آوريم          .p0+p1=1دارد كه   

  .دانيم مي% 100با اطمينان  بيت را

اسپين  -1-3-1
2
1:  

گيـري در  صـل از يـك انـدازه   ، كاري بيش از كدگذاري احتمـالات حا   )13-1( در معادله    b و   a ضرايب  

}هاي پايه   . استمفهوم فيزيكينيز داراي  b و a، فاز نسبي اصخبه طور . دهندا انجام مير 1,0{
با اسپين   ) مثلاً الكترون ( يك شي   را مي توان به صورت حالت        )13-1(معادله  

2
 كـه در     تفسير كـرد   1

)  حالتهاي اسپين بالا   1 و   0آن   )اسپين پايين     و ↑( محور خاص مثـل محـور      يك  در طول    ↓(

         دو عدد حقيقي مشخص كننده كيوبيت، اسپين را در فضاي سه بعدي نشان مي دهند            .  هستند zمحور  

  ).. است زاويه سمتيϕ زاويه قطبي و θ ه در آنبر طبق كره بلاخ ك(

  : تقارن-1-3-2

يك تقارن  . بيان مي كنيم    تقارن مكانيك كوانتومي را    به طور خلاصه بعضي خصوصيات نظريه     در اينجا   

 تمـام   مچنـان   كنـد بـه طـوري كـه ه        يك تبديل است كه بر روي يك حالت از يك سيستم عمل مي              

هـا همـان    در مكانيـك كوانتـومي مـشاهده   . سيستم بدون تغيير مي ماند هايخصوصيات مشاهده پذير  

 نتيجـه  ي شده باشـد، آنگـاه  گير اندازهψ در حالت    Aاگر  . عملگرهاي خودالحاقي هستند  گيري  اندازه

a)  ژه بردار     يك ويA (2ل با احتما
ψaتقـارن  وقتـي كـه هـم     عمـل  يـك  با انجام .  رخ مي دهد

  .سيستم و هم دستگاه راچرخش دهيم نبايد اين احتمال را تغيير دهد

  : پس يك تقارن يك نگاشت از بردارها در فضاي هيلبرت است به صورت

   )1 -14(                                                                                    ψψ ′→ 

   : كند حفظ مي طبق رابطه زير هاψ و ϕ ضرب داخلي را براي همه كه مقادير قدر مطلق



 ٧

)1-15(                                                                      ψϕψϕ ′′=  

 را همـواره هـم   )با اتخاذ يك فاز مناسـب (، يك نگاشت با اين خصوصيات      1بر طبق قضيه مشهور ويگنر    

    يكـاني بـا وجـود اهميـت در          پـاد . ه عنوان يكاني و هم به عنوان پـاد يكـاني در نظـر گرفـت               توان ب مي

  :قارن به صورت زير عمل مي كند پس ت.هاي پيوسته قابل كاربرد نيستهاي گسسته، براي تقارنتقارن

)1-16(                                                                       ψψψ U=′→ 

  .حالت خاص خطي استدر  ي و يكانUكه 

  : يك گروههاي شكل تقارن-1-3-3

 تواند معكوس شود و همچنين  يك تبديل متقارن مي   چون  . كندعمل تقارن شرايط گروه را برآورده مي      

ي سيستم فيزيكي، يك  عمل كننده بر رو   Rبراي هر عمل تقارني     . حاصلضرب دوتقارن يك تقارن است    

از قـانون ضـرب گـروه تقـارن      بايـست  مـي يضرب اين عملگرهاي يكان. د دارد  وجو U(R)ي  تبديل يكان 

پس بايـد داشـته   .  باشدR1 و سپس R2 بايد معادل به كار بردن ابتدا R1o R2به كار بردن .  كندپيروي

  :باشيم

   )1-17 (                                        )(),()()( 212121 oRRURRPhaseRURU =  

 فقط احتياج داريم كه     هستند،فاز در معادله بالا ناديده گرفته مي شود چون حالت هاي كوانتومي پرتو              

)( 21oRRU     به شكل يكسان به صورت  U(R1)U(R2)     نه بـر روي بردارهـا      -  به روي پرتوها عمل كند - 

U(R) از گروه متقارن فراهم مي كندييكان يك نمايش .  

معمـولاً از تقـارن مـي خـواهيم كـه تحـول             . تا كنون عقيده داشتيم تقارن با ديناميـك ارتبـاط نـدارد           

  را انجام حوليعني اگر ابتدا سيستم را تبديل كنيم و سپس ت. ديناميكي يك سيستم را نشان دهد

  . تفاوت داشته باشد،دهيم و سپس تبديل را زماني كه ابتدا تحول را انجام مي دهيم نبايد با

                                                 
1- Wigner 
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  .ير استبه عبارت ديگر طبق نمودار زير جابجا پذ

    
  .تقارن و تحول):1-1(شكل 

  : جابجا شودU( R)بايد با تبديل تقارن  −itHeست كه عملگر تحول زمانياين بدين معنا

)1-18(                                                                 ( ) )(RUeeRU itHitH −− =  

  :آوريم بدست ميtمرتبه  و با بسط دادن رابطه فوق به صورت خطي از

)1-19(                                                                        )()( RHUHRU =  

TIRخيلي كوچك به صورت     را R اگر ε+= كـه در آن      ،نتخاب كنيم ا I    تبـديل يكـاني وT  يـك

  : باشد1 نزديك  U، وچرخش است

            )1-20(    

Q†  يـك مـشاهده پـذير اسـت و    Qنشان داده مي شود كه ) εاز مرتبه  ( Uي بودن   از يكان  Q= .  بـا

  : داريمεازمرتبه) 19-1( رابطه بسط

)1-21(                                                                                     [ ] 0, =HQ  

  . جابجا مي شودH با هاميلتونين Qيعني مشاهده پذير 

لت از  اين رابطه براي مثال بيان مي كند كه اگر يك ويژه حا           . يك قانون پايستگي است   ) 21-1(معادله  

Q            يژه حالت را در همان حالت       فراهم كنيم، پس تحول زماني تعيين شده به وسيله معادله شرودينگر و

  .كندحفظ مي

  

Initial dynamics

dynamics

rotation rotation

Final

NewInitial NewFinal

)(1 2εε OQiU +−=
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  :اي چرخش با اندازه حركت زاويهنظريهرتباط  ا-1-3-4

اي بـه   زاويه    اندازه حركت  لاصه نشان مي دهيم كه چگونه نظريه عمومي با چرخش خاص و           به طور خ  

  ماننـد بـردار      با بردار واحـد    ين حول محور مع   θdيك چرخش بي نهايت كوچك به اندازه         .رودكار مي 

),,( 321 nnnn  بـه  Q  به جـاي  .Jn و ε به جايθdگذاري و جا) 20-1( و با استفاده از رابطه         =

  :شودصورت زير نشان داده مي 

    )         1-22(    

د به صورت زير نـشان  ش محدويك چرخ. اي هستند مولفه هاي اندازه حركت زاويه (J1,J2,J3)كه درآن   

  .شودداه مي

  )1-23(                                                               ( ) ( )jninR .ˆexp,ˆ θθ −=  

ن خصوصيت ذاتي چرخش ها، رابطـه جابجـايي         از اي . شونديچرخش ها حول محور مشخص جابجا نم      

  :آوريمزير را بدست مي

    )1-24(                                                                    [ ] mklmlk JiJJ ε=,  

1123نسور پاد متقارن كلي با  تاklmεكه   =εبـا  . شـوند  و انديسها پي در پي جمـع بـسته مـي    است

321انجام چرخش ها بر روي سيستم كوانتومي، عملگرهاي خودالحاقي           ,, JJJ      را درفـضاي هيلبـرت 

 تعريف نمايش گروه چرخش در سه بعد اسـت،        . برآورده مي كنند   اين رابطه را  پيدا مي كنيم كه شرط      

 : مي شود  دو بعدي است كه به وسيله رابطه زير داده، غيربديهي غيرقابل تبديلاما ساده ترين نمايش

              )1-25(                                                                                    kkJ σ
2
1

= 

  : ماتريسهاي پائولي زير را داريم با توجه به آنكه    
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( ) jnidIdnR .ˆ,ˆ θθ −=



 ١٠

 برابر   Jkچون ويژه مقادير    
2
1

 به اين نمايش اسپين      ، هستند ±
2
يكي ازخواص ماتريـسهاي    . گوييم مي 1

  : و داريم هستند،يي پاد جابجا داراي خاصيتپائولي اين است كه به صورت دو به دو

)1-27 (                                                                    Iklkllk σσσσσ 2=+  

),,(ين وقتي كهبنابرا 321 nnnn    : ماتريس پائولي است داريمσو=

)1-28(                                                ( ) IInnnnn lklklk === σσσ 2.ˆ  

بـه صـورت زيـر     با بسط سري نمايي، چرخـشهاي محـدود       .ستنده n̂هايها مولفه ln و knكه در آن  

  :نمايش داده مي شوند

)1-29              (                    ( )
2

sin.ˆ
2

cos,ˆ
.ˆ

2 θσθθ
σθ

niIenU
ni

−==
−

  

تـوان  بنـابراين مـي   . مي توانند به اين شـكل بيـان شـوند          1 با دترمينان    2 2× يكانيبيشتر ماتريسهاي   

 اسپين  به صورت حالتي از شي با       را كيوبيت
2
ي يك  روي دلخواه كه بر     يكان و هرتبديل    ،نظرگرفت در1

)يك خاصيت ويژه نمـايش      . سپين است حالت اثر مي كند، يك چرخش ا       )θ,n̂U      دو مقـداري بـودن ،

  :نمايش داده مي شودحول هر محور به صورت زير π2يك چرخش به اندازه به خصوص با. آن است

)1-30(                                                                        -1)2,n U( == πθ  

در حالي كه اين درست است كـه يـك          . اين نمايش دو مقداري بودن چرخش اسپينور ناميده مي شود         

ي يك شي با اسپين       هيچ اثري بر رو    π2چرخش به اندازه  
2
 ندارد، ولي اين اشتباه است كه نتيجـه         1

كه بر روي يـك     گيريم  ي را در نظر مي     ماشين .پذيري ندارد  خاصيت اسپينور هيچ نتايج مشاهده     بگيريم

 اما اگر اسـپين     هيچ عملي انجام نمي دهد،      ماشين  باشد 1اگر اسپين اول بالا   . جفت اسپين اثر مي كند    

  بـر روي    ماشـين حـال ايـن     .  مـي چرخانـد    π2اسپين دوم را به انـدازه       اين ماشين    باشد،   2اول پايين 

  افتد؟، حال چه اتفاقي ميكندمي در يك تركيب از اسپينهاي بالا و پايين است اثر  كهاسپين اول

                                                 
1 . up 
2 . down 



 ١١

  : به صورت زير استنتيجه

      )1-31(                                       ( ) ( )
211211 2

1
2

1
↑↓−↑→↑↓+↑ 

در حالي كه هيچ اثر قابل آشكاري برروي اسپين دوم وجود ندارد، حالت اول به يك حالت عمود بر هم                    

  .شود كه قابل مشاهده است تبديل مي

  :اي تحت چرخش به صورت يك بردار به صورت زيراسته مؤلفه تبديل اندازه حركت زاويهس

         )1-32(                                                                ( ) ( )†
k kl lU R J U R R J=  

  : باشد3Jژه حالت   يك ويmبنابراين اگر يك حالت 

)1-33           (                                                                    mmmJ =3  

)پس  ) mRU 3 يك ويژه حالتRJبا همان ويژه مقدار به صورت زير است:  

)1-34    (                            
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

†
3 3

3

RJ U R m U R J U R U R m

U R J m m U R m

=

= =
  

 وراي را در امتــــداد محــــالتهــــاي انــــدازه حركــــت زاويــــه ويــــژه حبنــــابراين مــــي تــــوان

( )θϕθϕθ cos,sinsin,cossin=n  بــا بــه كــار بــردن يــك چــرخش بــه انــدازه θ حــول محــور ،

( )on ,cos,sin ϕϕ−=′      3 با يك ويژه حالتJ براي نمـايش اسـپين      .  ساخت
2
 ايـن چـرخش بـه       1

  : صورت زير است

)1-35   (         
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⎟⎟و با به كار بردن آن با 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
  :، بدست مي آوريم1 با ويژه مقدار 3J، ويژه حالت 1
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) كهرسي كردتوان مستقيماً  برمي )ϕθψ   .    است1 با ويژه مقدار σ.n يك ويژه حالت ,
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با  ) 13-1(بنابراين با استفاده از معادله      
2

cos2 θϕ
i

ea
−

 و   =
2

sin2 θϕi
eb به صورت  توانيم آن را    مي =

)ك اسپين در جهت ي , )θ φنشان دهيم.  

حتـي بـا چنـد كپـي از         .  را تعيـين كـرد     b و   aتوانيم  گيري نمي  كه تنها با يك اندازه     اشتبايد توجه د   

اين كار فقط ما را     .  تعيين كرد  zگيري هركپي تنها حول محور      ي توان حالت را كاملاً با اندازه      حالت، نم 

 بايـد مؤلفـه   .دانيمي نمb و   a را تخمين بزنيم، اما چيزي درباره فاز نسبي          b و   aقادر مي سازد كه     

  : را پيدا كنيمzاسپين حول محور 

   )1-38(                                    ( ) ( ) θθθϕθψσϕθψ cos
2

sin
2

cos,, 22
3 =−=  

 با انـدازه گيـري مؤلفـه هـاي آن           n معادل تعيين بردار واحد      ،گيريله اندازه  به وسي  ψمسئله تعيين 

 ،3σ و1σاز . گيري حول سه محـور متفـاوت لازم اسـت   البته اندازه . ورهاي گوناگون است  حول مح 

1n 3 وn 2اما كنيم،  را تعيين ميn همچنان غير قابل تعيين مي ماند.  

گيـري يـك    انـدازه . كافي خواهد بود  zگيري در امتداد محور    اندازه ،چرخش اسپين را نديده بگيريم    اگر

  ، و سپسبچرخانيم z محور را حول n ابتدا محور  كه  حالتي است معادلnاسپين درامتداد محور
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  .گيري كنيماندازهzدرامتداد

در يك حالت خاص     
2
πθ اسـپين بـالا   : (زيراسـت حالـت اسـپين بـه صـورت        ) xمحـور    (ϕ=0 و   =

  ) x درامتداد محور

            )1-39(                                                              ( )zzx ↓+↑=↑
2

1  

  ): xاسپين پايين درامتداد محور (الت عمود برآن به صورت زير است ح

                )1-40(                                                             ( )zzx ↓−↑=↓
2

1  

      را بـا احتمـال      ↑z  انـدازه بگيـريم،    z اسـپين را در امتـداد محـور          راي هركدام از اين حالتهـا، اگـر       ب

2
 را هم با احتمال↓zو 1

2
  :گيريمحال تركيب زير را در نظرمي.  بدست خواهيم آورد1

 )1 -41 (                                                                       ( )xx ↓+↑
2

1  

 هـر  ↓x يـا  ↑x گيـريم،  انـدازه ب   xاسپين رادر امتداد محـور       حالت اين خاصيت رادارد كه اگر        اين

كدام را با احتمال     
2
 انـدازه بگيـريم چـه       zحال اگر حالت فوق را در امتداد محـور          .  بدست مي آوريم   1

  اتفاقي مي افتد؟

دريكي از دو حالت     )41-1(حالت در معادله    . د، پاسخ واضح است   ناگر اين حالت بيتهاي كلاسيكي باش     

 برابر zهركدام ازاين دو حالت احتمال براي جهت بالا يا پايين در امتداد محور است، و براي 
2
  .  است1

، مي بينيم كـه حالـت       )40-1(و  ) 39-1(با جمع كردن معادلات     . ها اين چنين نيست   اما براي كيوبيت  

 ↑zهميـشه     اندازه گيري مي كنيم،      zتداد محور   وقتي كه در ام   .   است  ↑zواقعاً  ) 41-1(معادله  

كي احتمالي، به   ها، به صورت مخالف با حالت بيتهاي كلاسي       براي كيوبيت .  را ↓zرا پيدا مي كنيم نه      

ه كوانتومي  اين پديده مداخل  . شودهاي مختلف جمع بسته      مي تواند در راه    راحتي مي بينيم كه احتمال    

  .ناميده مي شود و يك رفتارمهم اطلاعات كوانتومي است
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   ماتريس چگالي-1-4

  : سيستم كوانتومي دو قسمتي-1-4-1

گـام برداشـتن ازيـك كيوبيـت بـه دو      . هاي كوانتومي دو قسمتي مي پردازيم  دراين قسمت به سيستم   

 تر است   عجيب  مكانيك كوانتومي  يآنچه درباره . خيز بزرگي است   رودانتظار مي  كيوبيت همان طور كه   

هـاي كوانتـومي دو      به وسيله خواص فـرض شـده از حالـت          توان مكانيك كوانتومي را    اين است كه مي   

 كوانتـومي    عمومي كاملاً قابـل قبـول از نظريـه         يك فرمول بندي   2-1 قسمت   قواعد. دكيوبيت بيان كر  

 سـعي   قصد نـداريم  .  شوند  مواجه مي   شكست  با تحت رويدادهاي زيادي اين قواعد     ولي. كند فراهم مي 

 . وشه كوچكي از جهان راضي هستيم      با مشاهده فقط گ     ولي ،بفهميم  فيزيك تمام جهان اطراف را     كنيم

 توجه خـود را بـه       وقتي كه . م بزرگ محدود مي كنيم    هميشه مشاهدات را به تكه كوچكي ازيك سيست       

  : قسمتي از يك سيستم بزرگتر محدود كنيم پس در اين صورت

  . حالتها پرتو نيستند-1

  . متعامد نيستنديها تصويرهاگيري اندازه-2

  .ي نيست تحول يكان-3

ترين مثال ممكن  اين است كه يك        ساده. گرفتن يك مثال ساده فهميد    با در نظر      اين نكات را   توانمي

  .ها رامشاهده مي كنيمجهان دو كيوبيتي داريم كه فقط يكي از كيوبيت

سـت  ه كردن ا  را به هر طريقي قابل مشاهده و اد       Aيتي در نظر بگيريد كه كيوبيت       يك سيستم دو كيوب   

 اند، مـي خـواهيم يـك      بعضي ازحالات كوانتومي دوكيوبيت داده شده     .  دسترسي نداريم  Bو به كيوبيت    

  . به تنهايي انجام شودAاي را مشخص كند كه بر روي كيوبيت راه پيدا كنيم كه بتواند مشاهده

}از حالتهاي   }
AA

} و 1,0 }
BB

مـشخص    راB و A كه به ترتيب پايه هـاي متعامـد كيوبيـت    1,0

  :يك حالت كوانتومي دوكيوبيتي به شكل زير در نظر بگيريد. مي كنند استفاده خواهيم كرد

)1-42(                                         BABAAB
ba 1100 ⊗+⊗=ψ 
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با تصوير كردن     را Aخواهيم كيوبيت   فرض كنيد مي  . اند به هم وابسته   B و   Aهاي  ت حالت كيوبي  دراين

}بر روي پايه   }
AA

 نتيجه 2aپس با احتمال .   اندازه بگيريم   1,0
A

  بـا يـك       وم، مي آوري رابدست0

  :شود مي تهيه زير راگيري حالتاندازه

)1-43(                                                                                  BA
00 ⊗  

A نتيجه 2bو بااحتمال
  : شود را بدست مي آوريم و حالت زير تهيه مي1

)1-44(                                                                                   BA
11 ⊗  

را  B  بعـداً كيوبيـت  اگـر . گيري انتخاب مي شود به وسيله اندازهB، يك حالت از كيوبيت     ديگر درحالت

 اندازه بگيريم و اگر   
A

 ،مال يك  را پيدا كرده باشيم، مطمئناً بااحت      0
B

مين  را پيدا مي كنيم و تض       0

مي كنيم كه  
B

اگـر  را پيـدا كنـيم    1
A

گيـري  بـه ايـن ترتيـب نتيجـه انـدازه         . اشـيم را پيـدا كـرده ب     1

{ }
AA

} و 1,0 }
BB

  . مربوط استABψكاملاً به حالت  1,0

گيـريم  را درنظر مـي   كند   عمل مي  A كه بر روي كيوبيت       تصادفي عمومي كاملاً  حال يك مشاهده پذير   

يك مشاهده پذير كه فقط بر روي كيوبيـت     . كنيم به تنهايي مشخص مي    Aبراي   گيري را ونتيجه اندازه 

Aتواند به صورت زير بيان شود عمل مي كند مي:  

)1-45(                                                                                      BA IM ⊗  

 Bكننـده بـر روي       اپراتـور يكـاني عمـل      IBاست و    Aكننده بر روي    ر خودالحاقي عمل   عملگ AMكه  

  : به صورت زيراستψمقدار چشمداشتي مشاهده پذير در حالت . است

  
( )( )( )

AAAAAA

BABABABABABA

MbMa

baIMbaIM

1100

11001100
22 +=

⊗+⊗⊗⊗+⊗=⊗ ∗∗ψψ
  

  )1-46 (  

كه از خاصيت تعامد (
B

و0
B

  :توان دوباره به شكل زيرنوشتنمايش را مياين  ). استفاده كرده ايم1

)1-47(                                                                         ( )AAA MtrM ρ=  
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    )1 -48(                                                  1100
A

22

AAAA ba +=ρ  

 Aبـراي كيوبيـت     ) يا ماتريس چگـالي   ( عملگر چگالي    Aρعملگر  .  به معني رد ماتريس است     (…)trو  

   رد  داراي  و  اسـت  ) مقـادير آن نـامنفي هـستند       ژهوي ـ( خودالحاقي، مثبت    راين عملگ  ناميده مي شود و   

  .) يك حالت نرمال استψچون (باشد  ميواحد

        معادلـه  بـه صـورت   كنـد    عمـل مـي    A كيوبيـت    ي كه بـر رو    MA براي هر مشاهده پذير      AMچون  

كـه هـر     باشـد آنسامبل از حالتهاي كوانتومي ممكن مي      يك   يدهنده نشان Aρ  بنابراين ، است )1-47(

 بايـد دقيقـاً   ر يكي ازدو حالت كوانتومي باشـد،  دAاگر كيوبيت . دنافتاحتمال مشخص اتفاق مي   يك با 

2 با احتمال   Aكيوبيت   ؛ بدست آوريم  AMنتيجه يكسان براي    
0P a=     در حالت كوانتومي 

A
 و  0

2با احتمال 
1P b=   در حالت كوانتومي  

A
منـد  گيـري ممكـن علاق    به نتيجـه هـر انـدازه      اگر  .  است 1

نظـر  درپذير خـاص     در ويژه فضاي مربوطه از مشاهده      EA(a) را به صورت تصوير      MAباشيم، مي توانيم    

  :آنگاه. بگيريم

)1- 49 (                              ( ) ( ) ( ) AAAAAA
aEPaEPaprob 1100 10 +=  

  .آنسامبل جمع بسته شده است  تمام روياست كه a نتيجه آوردن بدست احتمال همانكه

نهش يك حالت حاصل از برهم  بين كنيم كه تاكيد مي 
A

 و0
A

يك آنسامبل احتمـالي كـه در آن    با 1

A
 و 0

A
 بـراي مثـال بـراي در      . تفاوت اساسي وجـود دارد     دهند، هر يك با احتمال مشخص رخ مي       1

اسپين    
2
) را در حالت 1σ، اگر  1 )zz ↓+↑

2
 را با احتمال يـك بدسـت   ↑xيريم، نتيجه اندازه بگ1

 هر كدام با احتمال      ↓z و   ↑z  در آن   كه آنسامبلياما  . خواهيم آورد 
2
ر ند بـا عملگ ـ    اتفاق مي افت   1

  :چگالي زير نشان داده مي شود

)1- 50(                                                       ( ) Izzzz 2
1

2
1

=↓↓+↑↑=ρ  

  :  مقدار چشمداشتي زير را دارد↑xبر و تصوير 
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       )1- 51(  ( )
2
1

=↑↑ ρxxtr 

توانـد بـه    ن داده شده به وسـيله يـك پرتـو، مـي           بينيم كه هر حالت از يك كيوبيت نشا       در حقيقت مي  

)حالت. رت يك اسپين در بعضي جهات معلوم نشان داده شود         صو )ϕθψ  با به كار بردن يك تبـديل        ,

  :داريم )50 -1( داده شده به وسيله معادله ρ بدست مي ايد، براي ↑zي مناسب بايكان

)1- 52(                                                               ( ) ( )( )
2
1,, =ρϕθψϕθψtr 

 حالت  براي بنابراين اگر 
AB

ψ    بـا احتمـال      ،تهيه شده اسـت   ) 53 -1(كه در معادله 
2
122 == ba 

ن بـالا    اسـپي  :يجه كاملاً تصادفي بدست مي آوريم      يك نت  امتداد هر محور اندازه بگيريم،     را در    Aاسپين  

تواند با احتمال  يا اسپين پايين هر كدام مي
2
  .دهد رخ 1

بحث مربوط به حالت   
AB

ψ   آساني به يك حالت دلخـواه از هـر سيـستم كوانتـومي دو             دو كيوبيتي به

سيـستم دو   فضاي هيلبرت يـك     . شودتعميم داده مي  ) م شده به دو قسمت    يك سيستم تقسي  (قسمتي  

BAقسمتي   HH BAH است كه    ⊗ اين بدين معني است كه اگر   .  فضاهاي هيلبرت دو قسمتي هستند     ,

{ }
A

i     يك پايه اورتونرمال AH و { }
B

μ     يك پايه اورتونرمال BH ،پس  باشد{ }
BA

i μ⊗   يك پايه 

BAاورتونرمال HH BA براين يك حالت خالص دلخواه    بنا. است⊗ HH  مـي توانـد بـه صـورت زيـر           ⊗

  :بسط داده شود

        )1- 53(  ∑ ⊗=
μ

μ μψ
,i

BAiAB
ia  

,,1كــه  =∑ μμ ii a . مــشاهده پــذير مقــدار چــشمداشتي يــكBA IM كــه فقــط روي يــك ، ⊗

  :به صورت زير است عمل مي كندA زيرسيستم 

( )( ) ( )∑∑ ⊗⊗⊗=

⊗=
∗

μ
μ

ν
ν μν

ψψ
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,

i
BAi

j
BABAj

ABBAABA

iaIMja

IMM
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∑ ∗=
μ

μμ
,, ji

AAAij iMjaa  

)1- 54(                                                                                   ( )AAMtr ρ=        

  : در آن كه
( )ψψρ

ABABBA tr=  
)1- 55(                                                                     jiaa

A
ji

Aji∑ ∗≡
μ

μμ
,,

    

 از مـاتريس  Bبه وسيله انجام يك رد جزئي بر روي زير سيستم A  براي زير سيستم Aρعملگر چگالي

  . بدست مي آيدAB سيستم مركب چگالي

  :كه  پي بردAρمي توان به خصوصيات) 55 -1(از تعريف معادله 

1. Aρيعني. ستهرميتي ا: †
A Aρ ρ=.  

2 .Aρ0 براي هر
2
≥= ∑ ∑μ μ ψψρψψ

i AAiAAAA
iaست مثبت ا.  

3 .( ) 1=Atr ρ.  1داريم
,

2
== ∑ μ μρ

i iA a چون
AB

ψست نرماليزه ا.  

گـوييم و در غيـر ايـن صـورت           مي 1خالص در حالتي كه حالت زيرسيستم پرتو است به حالت سيستم،         

اگر حالت خالص    .  است 2حالت آميخته 
A

ψ      باشد، ماتريس هاي چگاليψψρ
AAA  تـصوير بـر     =

Aروي فضاي يك بعدي اندازه گرفته شده با         
ψ بنا براين يـك مـاتريس چگـالي خـالص داراي           .  است

ρρخاصيت   يك ماتريس چگالي عمومي در پايه هايي كه قطري هـستند بـه شـكل زيـر             .  است 2=

  :نشان داده مي شود

)1- 56(                                                                    ∑=
a

aaaA P ψψρ  

10كه   ≤< aP   1 و=∑a aP .              اگر حالت خالص نباشد، بيشتر از دو يا چند قسمت در اين جمع وجود

ρρدارد، و  122؛ در حقيقت    2≠ =<= ∑∑ a aa a PPρ .    گـوييم كـه     در اين صورت مـيρ يـك 

}تركيب نا همدوس از حالت هاي  }aψنا همدوسي يعني فازهاي نسبي.  استaψبه صورت   

                                                 
1 .pure 
2 . mixed 
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  .رياضي غير قابل دسترس هستند 

بيـان   تواند به صورت زير   يستم مي كننده برروي زيرس   عمل Mچون مقدار چشمداشتي هرمشاهده پذير      

  : شود

)1- 57(                                            ( ) aa aa MPMtrM ψψρ ∑==  

لص تفـسير                    را به صورت توضيح يك آنسامبل حالت هاي كوانتومي خا         ρاز قبل ديديم كه ممكن است     

در مكانيـك كوانتـومي وقتـي يـك سيـستم                    . رخ مي دهدaPبا احتمال  aψ حالت   كنيم، كه در آن   

 برهمكنش دارد، فهميدن اينكه چگونه احتمالات رخ مي دهد        Bبا سيستم كوانتومي ديگرA كوانتومي 

بـه ايـن ترتيـب       .  مربوط باشند در هـم تنيـده مـي شـوند    وقتي كه به هم B  وA   .خيلي سخت است

 توجـه   Aبنا براين اگـر فقـط بـه         .  را خراب مي كند    Aتنيدگي،  همدوسي تركيبي از حالت هاي        درهم

اين امكان وجود دارد كه ايـن وضـعيت را بـا            . شوندازها در تركيب غير قابل دسترس مي      كنيم بعضي ف  

  .شي شده است توضيح داد متلاAگفتن اينكه حالتي از سيستم 
  : كره بلاخ -1-4-2 

. چگالي عمومي است در نظر مي گيريم       را كه شكلي از ماتريس       Aاكنون حالتي از سيستم دوكيوبيتي      

 تواننـد در پايـه هـاي   ي چهـار پـارامتر حقيقـي دارنـد و مـي     ميت ـي هر يكـان 2×2بيـشتر ماتريـسهاي   

 { }321 ,,, σσσI چون هر   . بيان شوندσi    ،ضريب   بدون رد است I       در بسط ماتريس چگـالي ρ   بايـد 

2
)(1چون ( باشد 1 =ρtr ( وρن است به صورت زير نشان داده شود ممك :  

)1-58(            

                                                            
1

1
2
1          
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)1(كه مي توان  
4
1 det 2P−=ρ   بنابراين يك شرط ضروري بـراي اينكـه         .  را محاسبه كردρ   مقـادير 

det 0ويژه نامنفي داشته باشد اين است كه  ≥ρ 12 يا ≤P.   

)(1 چون ،اين شرط كافي است    =ρtr         و ممكـن نيـست كـه ρ           دو مقـدار ويـژه منفـي داشـته باشـد  .

اط روي يـك كـره       بيتي و نق ـ  يك سيستم تك كيـو    ه يك به يك بين ماتريس چگالي        طببنابراين يك را  

  .ن كره سه بعدي كره بلاخ نام دارداي. سه بعدي وجود دارد

)(1چون   =ρtr      آنها تصويرگرهاي يـك  . شد داشته با1,0 بنابراين اين ماتريس چگالي بايد مقادير ويژه

از قبل مي دانيم كه هرحالت خالص تك كيوبيتي بـه  . ند و دراينجا حالتهاي خالص هست     ،بعدي هستند 

)صورت   )ϕθψ بـا اسـتفاده از     .  باشـد  (θ,ϕ) است و مي توان طوري تصور كرد كه اسپين در جهـت              ,

  :خاصيت

) 1-59     (                                                                                In =2).ˆ( σ                    

  :ص زيرل به آساني مي توان تحقيق كرد كه ماتريس چگالي حالت خايكه است، يك بردار n̂كه 

) 1-60       (                                                                 ).ˆ(
2
1)ˆ( σρ nIn +=                    

  :شرط

) 1-61    (                                                    )ˆ().ˆ)(ˆ()ˆ().ˆ( nnnnn ρσρρσ ==                 

  .كندرا برآورده مي

  : بنابراين داريم

) 1-62      (                                                            ( ) ( )ϕθψϕθψρ ,,)ˆ( =n              

  :همچنين از رابطه.  جهت اسپين بالا مي باشد در امتدادn̂كه 

) 1-63       (                                                          ( )
⎟
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⎜
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  . محاسبه مي كنيممستقيماً رابطه زير را

)1-64(                                         

( ) ( )

).ˆ(
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1            

cose sin
 sincos
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  :چون داريم

                                                         
θθθ

θθ

sin
2
1

2
cos

2
sin

)cos1(
2
1

2
cos2

=

+=
                 

ˆcos , sinsin , cos(sin(كه در آن     θϕθϕθ=n كـردن كـره     زهيك خاصيت خوب از پـارامتري     .  است 

)  اين است كه در حالي كه      ،بلاخ از حالت خالص    )ϕθψ  دارد كـه از نظـر        يك فـاز سرتاسـر دلخـواه       ,

) هيچ ابهامي در فاز ماتريس چگالي         ،فيزيكي مهم نيست   ) ( )ϕθψϕθψϕθρ ,,),(  دارد، وجود ن  =

  . يك معني فيزيكي دارندρتمام پارامترها در

  :از خاصيت 

) 1-65         (                                                                       ijjitr δσσ =
2
1                    

  :مي بينيم كه

) 1-66    (                                                         PnPntrn
P

.ˆ))(.ˆ(.ˆ == ρσσ              

 هـاي تهيـه     اگر سيـستم  . كندسيون اسپين را پارامتريزه مي    پلاريزا) 58-1(در معادله   Pبنابراين بردار   

 در امتـداد    σ.n̂گيـري   را با اندازه  P مي توانيم    زيادي در دسترس وجود داشته باشد،      يكسان   يشده

  .يك از سه محور وابسته تعيين كنيمهر 
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   : چگاليعملگر تحول -1-4-3

فرض كنيد كه هـاميلتونين يـك سيـستم         . الات تركيب شده را توضيح مي دهيم      اكنون تحول زماني ح   

  :  شكل زير را داردHA⊗HBخالص دو قسمتي در 

)1-67    (                                                         BABAAB HIIHH ⊗+⊗=               

گيـري  نابراين هـر نتيجـه  ب.  وجود نداردB وA با اين فرض هيچ نوع جفت شدگي بين دو زير سيستم 

  : زيراپراتور تحول زماني براي سيستم مركب. مستقل است

)1-68      (                                                            ( ) ( ) ( )tUtUtU BAAB ⊗=  

در تـصوير   . شـود ده بر روي هر سيستم تجزيه مـي       ي جداپذير عمل كنن   به اپراتورهاي تحول زماني يكان    

)، يك حالت خالص پايه      شرودينگر از ديناميك   )
AB

0ψ  53-1 ( معادلـه  يستم دو قسمتي كه بـا      از س (

  :ه مي شودداده مي شود به معادله زير ساد

)1-69     (                                                ( ) ( ) ( )∑ ⊗=
BAiAB

ttiat μψ μ   

  :كه در آن روابط

)1-70                           (                                 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

BtBUBt
AitAUAti

0
0

μμ
           

ي يكـان  UB(t) و   UA(t)چـون   . (كنـيم  مـي   تعريـف  HB و   HAبه عنوان پايه هاي متعامد جديد بـراي         را  

  : داريمتن رد جزئي به صورت قبلبا گرف.) هستند

      )1-71      (                                               
( ) ( )

+

∗

=

= ∑
)()0()(U          

)(

A

,,

tUt

tjtiaat

AA

ji
AAjiA

ρ

ρ
μ

νμ

  

  .ا معين مي كنداني ماتريس چگالي ر تحول زمUA(t)بنابراين 

  :قطري است، داريم Aρ)0( به خصوص در پايه هايي كه

)1-72       (                               ( ) ( ) ( ) ( )∑=
a

AaAAaAaA tUtUPt 00)( ψψρ           
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لـت در   هـر حا  . آنـسامبل سـازگار اسـت     ير   كاملاً با تفـس    Aρنشان مي دهد كه تحول      ) 72-1(معادله  

)اگر حالـت    .  نتيجه مي شود   UA(t)زمان تعيين شده به وسيله        در آنسامبل )0aψ      بـا احتمـال P0  در 

) ،زمان صفر رخ دهد  )taψ با احتمال Pa در زمان بعدي tكـاملاً واضـح   از طـرف ديگـر  .  رخ مي دهد 

، به  با هاميلتوني جفت شده نيستند BوA سيستم فقط وقتي كه فرض كنيم ) 72-1(است كه معادله 

  .كار مي رود

   تجزيه اشميت -1-5
اده شود كه   يك حالت خالص دو قسمتي مي تواند در يك شكل استاندارد كه خيلي مفيد است نشان د                

  .تجزيه اشميت نام دارد

نـد بـه صـورت     توا ميHA⊗ HB براي دست يافتن به اين شكل بايد توجه كرد كه يك بردار دلخواه در

  :زير بسط داده شود

)1-73         (                                   ∑∑ ≡=
BA

i
BAiAB

iiia ~
,μ

μ μψ   

}در اينجا  }{ }
AB

ii  دوم طرف ت آوردن  هستند كه براي بدس HB و HA  به ترتيب پايه هاي متعامد,

  :تعريف مي كنيم) 73-1(در رابطه 

)1-74              (                                                           ∑≡
μ

μ μ
BiB

ai~     

توجه شود كه لازم نيست از ابتدا 
B

i~متعامد يا نرماليزه باشد .  

}فرض مي كنيم كه پايه هاي }
A

i اند كه طوري انتخاب شدهAρدرآن قطري باشد، يعني داريم :  

)1-75                                            (                             ∑=
i

AAiA iiPρ           

  : با انجام يك رد جزئي محاسبه كرد راAρهمچنين مي توان 

( ) == ψψρ
ABABBA tr  
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)1-76  (                                                          
( )∑

∑

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⊗=

ij
AABB

ij
BBAAB

jiij

jijitr

~~

~~

  

  :ا توجه به رابطه زير بدست آورديمكه تساوي فوق را ب

                                                              ( ) ∑=
k

BBBBBBB kjikjitr ~~~~  

)1-77 (                                                       
BB

k
BBBB

ijikkj ~~~~ == ∑  

}كه  }
B

k يك پايه متعامد برايHBمي بينيم كه) 76-1(و ) 75-1(با مقايسه معادلات .  است:  

)1-78               (                                                              ijiBB
Pij δ=~~          

}بنا براين ثابت شد كه }
B

i~بردارهاي متعامد را به صورت زير مي نويسيم. ها متعامد هستند:  

)1-79(                                                                               BiB
iPi 2

1
−=′  

) 75-1(  هاي ظاهر شده در معادلـه      i، چون معادله فوق را فقط براي        iP≠0توانيم فرض كنيم كه   مي(

  : ، بنابراين بسط زير را بدست مي آوريم)احتياج داريم

)1-80                   (                                                 ∑ ′=
i

BAiAB
iiPψ                

معادله فوق تجزيه اشميت حالت خالص دو قسمتي        .  است HB و   HAكه برحسب پايه هاي متعامد ويژه       

AB
ψ لـت   ، اما پايه ها بايد به حـا       تي مي تواند به اين شكل بيان شود       هر حالت خالص دو قسم    .  است

تـوان  به طور همزمـان نمـي   .  وابسته باشند  ،ه بسط داده مي شود    خالص ك 
AB

ψ و 
AB

ϕـ متعل ـ  ه ق ب

HA⊗ HB  را با استفاده از پايه هاي متعامد يكسان برايHA و HBبسط داد) 80-1 ( به شكل معادله.   

  :  معين كرد تا بدست بياوريمHAمي توان رد جزئي روي ) 80-1(با استفاده از معادله 

)1-81                            (                    ( ) ∑ ′′== iiPtr
BBiABABAB ψψρ   

  .قادير ويژه غير صفر يكساني دارند مBρ و Aρمي بينيم كه 
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  :ه اشميت را به صورت زير بيان كردبه صورت كلي مي توان تجزي

اگر
AB

ψ        يك حالت خالص از سيستم مركب AB       باشد بـه طوريكـه { }
A

i   و { }
B

i    بردارهـاي پايـه

  :د آن باشند داريممتعام

)1-82                    (                                                  ∑=
i

BAiAB
iiλψ                

∑ ها اعداد حقيقي مثبت هـستند و شـرط           λiبه طوريكه    =
i

i 12λ     ن اعـداد   اي ـ. مـي كننـد   را بـرآورده

  .ضرايب اشميت نام دارند

  : درهم تنيدگي-1-5-1

به هر حالت    
AB

ψ                    خالص دو قسمتي مي توان يك عدد صحيح مثبت بـه نـام عـدد اشـميت مربـوط 

بنابراين تعـداد جمـلات در      . مي باشد ) Bρيا  (Aρ كه اين عدد تعداد مقادير ويژه غير صفر در           ،ساخت

 برحسب اين مقدار مي تـوانيم درهـم تنيـدگي بـراي يـك               .ه اشميت بر حسب اين عدد مي باشد       تجزي

. الت خالص دو قسمتي را تعريف كنيم      ح
AB

ψ    است اگر عدد اشـميت     ) غيرقابل تفكيك ( درهم تنيده

λ،است) قابل تفكيك(ر اينصورت حالت جداپذير در غي بزرگتر از يك باشد.  

لص در  بنابراين يك حالت خالص دو قسمتي جداپذير يك حاصلضرب تانسوري مستقيم از حالتهاي خا             

HA و HBاست كه به صورت زير مي باشد :  

)1-83         (                                                               BAAB
χϕψ ⊗=                 

ϕϕρبنابراين ماتريسهاي چگالي تحـول يافتـه        
AAA χχρو  =

BBB هـر  . خـالص هـستند   =

، و  حاصلضرب تانـسوري مـستقيم نـشان داد، حالـت درهـم تنيـده اسـت               حالت را كه نتوان به صورت       

  .  حالتهاي آميخته هستندBρ وAρماتريس هاي چگالي 

اگـر   . صلي ما درك بهتـر درهـم تنيـدگي اسـت          يكي از اهداف ا   
AB

ψ    بـه صـراحت     جداپـذير باشـد ،       

   زير  دو اسپين در حالت جدا پذير.  به هم وابسته نيستندB وAهاي  توان گفت كه زير سيستمنمي

)1-84                                (                                                             
BA

↑↑     
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 در يـك حالـت      B و Aاما ارتبـاط بـين      .  هر دو اسپين يك جهت يكسان دارند       .مطمئناً به هم مربوطند   

تـرين تفـاوت ايـن      مهـم .  دارد  خصوصيات متفـاوتي   ، با وقتي كه در حالت جداپذير هستند       درهم تنيده 

 درهـم  B وAتنهـا راه بـراي اينكـه    . اي ايجاد شـود  تنيدگي نمي تواند به صورت منطقه    است كه درهم  

  .قيماً با هم برهمكنش داشته باشندتنيده باشند اين است كه دو زير سيستم مست

احتيـاج  . كنند بدسـت آوريـم     هم برخورد     با B  و Aرا بدون اينكه اسپينهاي     ) 84-1(مي توانيم معادله    

نها بگـوييم   به هر دو آ    بفرستيم و ) باب آليس و (داريم كه يك پيام كلاسيكي به دو تهيه كننده اسپين           

را بـه يـك   ) 84-1(اما تنها راه براي اينكه حالـت معادلـه   .  تهيه كنندZكه يك اسپين در جهت محور    

  :م تنيده مثل حالت زير تبديل كنيمحالت دره

)1-85         (                                                      ( )
BABA

↓↓+↑↑
2

1   

 موضـعي بـه شـكل    ييكـان تبـديل  .  پيوسته بر روي حالت به كـار بـريم         ياين است كه يك تبديل يكان     

UA⊗UB،  دو كيـوبيتي    حالـت     نمي تواند عدد اشميت    ،گيري انجام شده به وسيله آليس يا باب        و اندازه

بـا   . ت داشـته باشـد  ، بدون اينكه چگونگي بحث و انجام آن توسط آلـيس و بـاب اهمي ـ        را افزايش دهد  

ا با يكديگر برهمكنش داشـته      كيوبيت بايد آنها را به هم برسانيم و اجازه دهيم ت          درهم تنيده كردن دو     

  .باشند

   نكاتي درباره آنسامبل و ماتريس هاي چگالي -1-6

   : تحدب-1-6-1

ر را داشـته     اگـر خـصوصيات زي ـ     ،كندبرت اثر مي  كه در فضاي هيل   ρكنيم كه عملگر    تدا يادآوري مي  اب

  :باشد عملگر چگالي است

1- ρعملگر خودالحاقي باشد .  

2- ρغير منفي باشد .  

3- 1)( =ρtr.  
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يـب خطـي    توانيم يك ماتريس چگالي ديگر كـه ترك       داشته باشيم مي  2ρ و   1ρ چگالي   و ماتريس اگر د 

  :محدب آنها است ايجاد كنيم

)1-86                                          (                             21 )1()( ρλλρλρ −+=   

 دوλρ)(به راحتي مي بينيم كـه       .  را برآورده كند برقرار است     λ≤1≥0 كه شرط    λه براي هر    اين رابط 

  . را بررسي كنيم2 و فقط بايد شرط  را برآورده مي كند3 و1شرط 

)1-87              (                            ( ) ( ) 01 21 ≥−+= ψρψλψρψλψλρψ                   

( )λρ   ،1چون  مطمئناً غير منفي استρ 2وρبنـابراين نـشان داديـم كـه در     . غير منفي هستند

 عملگرهاي چگالي يك زير مجموعه محدب از فضاي بـرداري حقيقـي             ،H بعدي   Nيك فضاي هيلبرت    

ر مجموعه از يك فضاي برداري محدب گفتـه         در صورتي به يك زي    . (است N×N  هرميتي ماتريس هاي 

ه در مجموعـه را بـه هـم ارتبـاط           مي شود كه مجموعه شامل بخش خطي مستقيم باشد كه هردو نقط           

  .)دهد

هاي مختلـف بيـان   بيشتر عملگرهاي چگالي مي توانند به صورت يك مجموع از عملگرهاي ديگر به راه       

  .  محدب از دو حالت ديگر بيان شوندجمعاما حالات خالص ممكن نيست كه به صورت يك . شوند

ــالص   ــت خ ــك حال ψψρي ــد و  = ــر بگيري ــد  ψ⊥در نظ ــردار متعام ــك ب ــدψ را ي ،  بگيري

0=⊥ ψψ . فرض كنيدρشود داريم دادهبسط) 86-1(تواند به صورت معادله  مي:  

)1-88(                         ( ) ⊥⊥⊥⊥⊥⊥ −+== ψρψλψρψλψρψ 21 10      

 سـت پـس هـر دو      چون سمت راست تساوي مجموع دو جمله غير منفي است و چون مجمـوع صـفر ا                

   عمـود  ψ⊥ بـر  2ρو   1ρگيريم كه   ، نتيجه مي   مخالف صفر يا يك باشد     λاگر  . جمله بايد صفر باشند   

  : باشد، نتيجه مي گيريم كهψتواند هر بردار عمود بر ميψ⊥ اما چون هستند

)1-89(                                                                                    ρρρ == 21  

توانند به صورت يك تركيـب خطـي از ديگـر بردارهـاي           مجموعه محدب كه نمي   بردارهايي در يك زير     

دهيم كه فقط حالتهاي خالص      نشان مي  .شوندمجموعه ناميده مي    اكسترمال  نقاط وند،مجموعه بيان ش  
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 كـسترمال هـستند،   هاي خالص نقاط ا   لتتنها حا . هاي چگالي هستند  ال مجموعه ماتريس  نقاط اكسترم 

=∑تواند به صورت    چون هر حالت آميخته مي     i
iiρ  ه شـود  در پايه هايي كه قطري هستند نوشت ،

  .  مجموع محدب از حالتهاي خالص استبنابراين يك و

 سـه بعـدي از      هعملگرهـاي چگـالي يـك كـره در مجموع ـ         . ختار را قبلاً در كره بلاخ ديديم      اين نوع سا  

قـاط روي مـرز نقـاط اكـسترمال         كره مجموعه محدب اسـت و ن      . رد واحد هستند    با 2×2 هاي ماتريس

هـاي    يك زير مجموعـه محـدب از مجموعـه مـاتريس           N×Nبه طور مشابه عملگرهاي چگالي      . هستند

)1(هرميتي  2 −Nخالص هستندنقاط اكسترمال مجموعه حالتهاي رد واحد هستند و  بعدي با .  

  :امبلسنيه يك آ ته-1-6-2

فـرض مـي كنـيم تهيـه     . روشـن دارد  يك تفسير فيزيكي ساده و   هاي چگالي    تحدب مجموعه ماتريس  

بـا    تهيـه شـده و     1ρ حالـت    λبا احتمـال    . ز دو حالت ممكن توافق داشته باشد      آنسامبل با تهيه يكي ا    

 روي هـر    Mاشتي هر مشاهده پذير     با محاسبه مقدار چشمد   . ست شده ا   تهيه 2ρ  حالت (λ-1)احتمال  

  : گيري كوانتومي به صورت زير است  را حساب مي كنيم و نتيجه اندازه متوسط،دو انتخاب

)1-90(                                                        
))((       

)()1()(       

)1(

21

21

λρ
ρλρλ

λλ

Mtr
MtrMtr

MMM

=
−+=

−+=

  

ر چشمداشتي غير قابل  آوريم همه مقادي   مي اي آنها تهيه شود از آنچه كه بدست       به ج λρ)(اگر حالت   

داريم كه  2ρو 1ρ يك روش معلوم براي تهيه هر تركيب محدب از حالتهاي            بنابراين. تشخيص هستند 

جـود دارد  ه حالت آميخته روشـهاي گونـاگوني و      براي تهي .  است 2ρ و 1ρروش شناخته شده براي تهيه    

يژه حالت از چند مشاهده     هر حالت خالص يك و    . ه هر حالت خالص يك روش وجود دارد       ولي براي تهي  

ψψρيعني براي حالت    . پذير است  د كه نتيجه   كن مي  تضمينψψ=Eگيري تصوير   ، اندازه =

، يـك باشـد    100% با احتمـال     Eتنها حالتي است كه نتيجه اندازه گيري        ρچون  . يك را داشته باشيم   

  توليد  ممكن از چند روش تهيههيچ راهي وجود ندارد كه اين خاصيت مشاهده پذير را با انتخاب يكي
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  .يك حالت آميخته مبهم استما تهيه ، انابراين تهيه حالت خالص واضح استب. كند

  :علت ابهام در تهيه حالت آميخته  -1-6-3

ود را به اين سـوال      تواند به صورت يك مجموع از حالتهاي خالص نشان داده شود توجه خ             مي ρچون  

حـدب از حالتهـاي خـالص    يك عملگر چگالي در چند روش به صورت يك مجمـوع م       . كنيممحدود مي 

ز حالتهاي اكسترمال نوشـته      در چند روش به صورت مجموعي ا       ρ؟ يا به صورت رياضي      مي شود بيان  

  ؟مي شود

  :گيريمته از يك كيوبيت در نظر مييك حالت آميخ

)1-91        (                                                                                      I
2
1

=ρ  

.  هـاي متنـوع تهيـه شـود        تواند به صورت يك آنسامبل از حالتهاي خالص در راه         در واقع اين حالت مي    

  :براي مثال

)1-92                              (                                  zzzz ↓↓+↑↑=
2
1

2
1ρ  

 را بـا احتمـال     ↓z يـا    ↑z هـر يـك از حالتهـاي       بنابراين اگـر  
2
را بدسـت          ρتهيـه كـرده باشـيم    1

  :اما همچنين داريم. آوريممي

)1-93          (                                                 xxxx ↓↓+↑↑=
2
1

2
1ρ  

را بـا احتمـال       ↓x يـا    ↑x وبنابراين اگر هر يك از حالتهـاي      
2
      را بدسـت    ρتهيـه كـرده باشـيم        1

اهـي وجـود نـدارد كـه        ، ولي هيچ ر   كه انكارناپذير هستند متفاوت است    هايي  پس تهيه روش  . آوريممي

  . با مشاهده كردن اسپين بيان كندتفاوت را

، كـه    هر دو نقطه متقاطر درون كره است       ، نقطه واقع در مركز كره بلاخ مجموعي از         به طور عمومي تر   

 با احتمال  هر يك↓n̂ يا ↑n̂تهيه حالتهاي 
2
I دهد كهرخ مي1

2
1

=ρرا توليد خواهد كرد.  
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ي بـراي توليـد   هاي واضـح ار تبهگن باشد، راه مقد از دو يا چند ويژه  بيشتر داراي ρتنها در حالتي كه     

ρ     ليـل خـوبي نيـست      اما اين د  .  متعامد دو طرفه وجود خواهد داشت       از يك آنسامبل حالتهاي خالص

ممكن است ما يـك نقطـه   .  خالص متعامد دو طرفه محدود كنيمكه توجه خود را به آنسامبل حالتهاي      

  :درون كره بلاخ در نظر بگيريم 

)1-94                            (                                               ).(
2
1)( σρ PIP +=    

10كه  << Pتواند به صورت زير بيان شوده ميهمچنين اين رابط.  است:  

)1-95       (                                                 )ˆ()1()ˆ()( 21 nnP ρλλρρ −+=  

21اگر ˆ)1(ˆ nnP λλ ، گيـرد در هر مكاني بر روي خط ارتبـاط قـرار ب          Pبه عبارت ديگر اگر   . ( باشد =+−

2   1نقاط  ˆ  ,ˆ nnاند بر روي كره.(  

اين ابهام بزرگ طبيعي در تهيه يـك حالـت كوانتـومي آميختـه يكـي از خـصوصيات ويـژه اطلاعـات                       

مـثلاً يـك حالـت از يـك توزيـع           . كوانتومي است كه به شدت با توزيع احتمال كلاسيكي مغايرت دارد          

اين دو توزيع اكسترمال بـه صـورتي هـستند كـه     . بگيريديك تك بيت كلاسيكي در نظر  احتمال براي   

هر توزيع احتمـالي بـراي ايـن بيـت يـك مجمـوع        .  رخ مي دهد   100%ر كدام با احتمال     صفر يا يك ه   

 توزيـع   N،   حالت ممكن وجود داشته باشد     Nبه طور مشابه اگر   . اكسترمال است محدب از اين دو نقطه      

  .تجزيه واحد به اكسترمال اول دارداحتمال وجود دارد و هر توزيع احتمال يك 

  : ارتباط سريعتر از نور-1-6-4

 درهم تنيـده    B با سيستم    Aدهد چون    رخ مي  Aحال به ديگاه قبلي كه يك حالت مخلوط از سيستم           

 Aاگـر كيوبيـت     . گيـريم لتهاي آميخته را در نظر مي     ، به علاوه مفاهيم تهيه مبهم حا      گرديماست برمي 

  :شته باشدداماتريس چگالي زير را 

)1-96               (                                  zAAzzAAzA ↓↓+↑↑=
2
1

2
1ρ  
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اين ماتريس چگالي بايد از يك حالت خالص دو قسمتي در هم تنيده              
AB

ψ  تجزيـه اشـميت زيـر        بـا 

  :ايجاد شده باشد

)1-97                       (                  ( )zAAzzAAzAB
↓↓+↑↑=

2
1ψ   

كه  لياح در   Aρ آنسامبل   بنابراين شرح 
Az↑   يا 

Az↓    با احتمال    هر يك
2
توانـد  اند مـي   تهيه شده  1

}پايـه    را در    B كيوبيـت    .ت بيايـد   بدس ـ Bگيري از كيوبيت    با انجام يك اندازه    }
BzBz ↓↑     انـدازه   ,

 اگر نتيجه  ؛گيريممي
Bz↑  بدست بيايد 

Az↑          را تهيه كرده ايـم و اگـر نتيجـه 
Bz↓     بدسـت بيايـد 

Az↓ايم را تهيه كرده.  

توانيم تبديل  همزمان مي .  دارد، پايه اشميت يكتا نيست     تبهگن مقادير ويژه    Aρاما در اين حالت چون      

بدون اصلاح كردن حالت خالص دو قسمتي        ) B را با    *U و A را با    B) U  و Aي را روي كيوبيتهاي     نايك

AB
ψ   بنابراين براي هر بردار سه بعدي واحد        .  به كار بريمn̂   و 

AB
ψ         يك تجزيه اشـميت بـه شـكل 

  :زير دارد

)1-98                (                        ( )
BnAnBnAnAB ′′ ↓↓+↑↑= ˆˆˆˆ2

1ψ  

 را بـه صـورت      Aρتوانيم هـر تفـسير از        در يك پايه مناسب مي     Bگيري كيوبيت   مي بينيم كه با اندازه    

  . دو حالت خالص بفهميمسامبلي ازآن

فـرض كنيـد      . كنـيم اط سـريعتراز نـور پيـشنهاد مـي        حال با دانستن اين خاصيت مكانيسمي براي ارتب       

هاي زيادي از  كپي
AB

ψ  لـيس همـه كيوبيتهـاي       فرض آ . اند تهيه شدهA          را بـه يـك كهكـشان ديگـر     

 يك پيام يك بيتي     خواهدوقتي كه باب مي   . دارد مي  را روي زمين نگه    Bبرد و باب همه كيوبيتهاي      مي

بنابراين . كندرا براي همه اسپينهايش انتخاب مي      3σ يا 1σگيري  ، يك مقياس اندازه   به آليس بفرستد  

}اسپين هاي آليس در يكي از آنسامبل هـاي           }
AzAz ↓↑ } يـا  , }

AxAx ↓↑ .         تهيـه مـي شـوند      ,

)U     واقعي است بنابراين *U   U,   ˆˆ =′= nn( .             براي خواندن پيـام آلـيس بلافاصـله اسـپين هـايش را
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.  به راحتي عيب اين طرح آشـكار اسـت         اما. يه شده مي باشد   اندازه مي گيرد تا ببيند كه از آنسامبل ته        

 يكسان توضيح   Aρ، هر دو آنسامبل توسط ماتريس چگالي        رندهيه اسپينها مطمئناً تفاوت دا    دو روش ت  

گيري ممكني وجود ندارد تـا آلـيس بتوانـد دو آنـسامبل را تـشخيص                زهبنابراين هيچ اندا  . اندداده شده 

پيـام غيـر قابـل      . د باب چه عملي را انجام داده است       ، و هيچ راهي براي آليس وجود ندارد تا بگوي         بدهد

ر يـك از دو    ؟ با ترديد فرض كرديم كه بـاب ه ـ         متفاوتند شد انجام   تهيه كه چرا دو روش    . خواندن است 

  :كار زير را انجام دهد

 .اندازه بگيردẑباب همه اسپينهايش را در امتداد محور .1
 .اندازه بگيرد x̂باب همه اسپينهايش را در امتداد محور .2

) 2(يا  ) 1(ار  باب به آليس نمي گويد كه ك      . با تلفن بين كهكشاني صحبت مي كند      سپس به آليس    اب  ب

 گيريهـايش را كـه مـثلاً اسـپين اول بـالا و اسـپين دوم      ، اما به آليس نتايج تمام اندازهرا انجام داده بود  

وي اسـپين هـاي خـود        ر را) 2(يـا   ) 1(حال آليس هر يك از كارهاي       . پايين بود و يا غيره را مي گويد       

س مـي فهمـد     ، آلي گيري كرده باشند   يك محور اندازه   باب هر دو در امتداد     اگر آليس و  . انجام مي دهد  

بـاب در    اما اگر آليس و   . ه كه باب فرستاده است توافق دارد      گيري هايش با آنچ   كه نتايج تك تك اندازه    

يچ ارتبـاطي بـين      خواهد فهميد كه ه    ، پس آليس  گيري كنند متفاوت اندازه ) متعامد(امتداد محورهاي   

ق دارد و نيمي ديگـر      گيريهاي باب تواف   هايش با اندازه   گيريحدود نيمي از اندازه   . باب نيست  نتايج او و  

 يهـايش را بـه گونـه   گيـري  را انجام دهد و انـدازه ) 2(يا ) 1(اگر باب قول دهد كه كار     . اينگونه نيست 

حتـي اگـر    (ود كه عمل باب نسبت به عمل او متفاوت اسـت            شيس متوجه مي  ، پس آل  ديگر انجام ندهد  

آنچه كه باب انجام داده است           گيري هاي او مخالف با      و خيلي زود يكي از اندازه     ) ي نگويد باب به او چيز   

گيـري  سـپين هـاي زيـادي انـدازه       ، اگر ا   هايشان با هم توافق داشته باشد      گيرياگر همه اندازه  . شودمي

      محـور يكـسان   ار خيلي بالا اطمينـان خواهـد داشـت كـه او و بـاب در امتـداد يـك                     ، آليس با آم   شوند

خيص دهد تا دو روش تهيـه اسـپين بـاب را تـش             بنابراين آليس روشي را انجام مي      .اندگيري كرده اندازه

زمـون  ليس قبل از اينكه بتوانـد آ      زيرا آ . ارتباط سريعتر از نور وجود ندارد     دراين حالت مطمئناً     اما .دهد

   [2 ,1].دهد، تلفن باب را دريافت مي كندانجام  خود را



  
    

 :  ل دوم
  

ت ی  ی       لا یو ک ی  ی  و ا   و  
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  معرفي گيت هاي كلاسيكي و كوانتومي
   مقدمه–2-1

براي . اي هستند كه به صورت داده هاي ديجيتالي پردازش مي شوند          اطلاعات كامپيوتري اطلاعات پايه   

 كه برنامه نويسي    ورالعمل هايي  نياز داريم كه توسط مجموعه دست      كامپيوترپردازش اين داده ها به يك       

  داده هاي ورودي و خروجي برحـسب واحـدهاي اساسـي بيـان            . ، داده را پردازش كنند    شوندناميده مي 

  .شوند كه بيت نام داردمي

 ذخيـره مـي شـوند و        1 و   0اي از متغيرهـاي     تمام اطلاعات به شكل رشـته     هاي كلاسيكي   كامپيوتردر  

  .د چيزي جز انجام اعمال منطقي روي اين رشته ها نيستها از هر نوع كه باشپردازش داده

       هر نوع پردازش اطلاعات يك سلـسله توابـع پـشت سـرهم اسـت كـه روي يـك رشـته ورودي انجـام                         

د ن ـكننها روي يك بيت يا دو بيت اثـر مـي          توان با تركيب مقدماتي كه ت     تمام اين توابع را مي    . مي شود 

  .مقدماتي را اصطلاحاً گيت مي نامند هر كدام از اين توابع ، كهساخت

 الكترونيكي شامل صدها و هزارها ميليون گيت مي باشـد و هـر كـدام از ايـن گيـت هـا                       كامپيوتريك  

توان گيت ها را همانند جعبه هاي سياه كوچك بـا ورودي            مي. دهندفرآيند مربوط به خود را انجام مي      

  .هاي خاص و خروجي هاي متناسب در نظر گرفت

  گيت هاي كلاسيكي – 2-2
گيت هاي كلاسيكي براساس  تعداد  ورودي ها طبقه بندي مي شوند كه شامل گيت هاي تك ورودي                   

  .و گيت هاي دو ورودي هستند
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  : گيت هاي تك ورودي– 2-2-1

  

  :NoT  گيت-1

  NOT a   

 

    

  . و بالعكس تغيير مي دهد1 به 0اين گيت مقدار ورودي را از 

 :مثال 

 

                                                      1                            0    
  

)2-1(                                              ( ) 1
2

10mod010 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⊕=NOT  

  ) :كپي( FANOUT  گيت-2

 اين گيت شامل يك ورودي و دو خروجي است كه شاخه بيت ورودي را به دو شاخه بيت خروجي كـه                    

 .، تبديل مي كندل دو بيت مشابه با بيت ورودي استحاص

 

   

  

   :ERASE گيت -3

   .اين گيت بيت ورودي را با صفر جايگزين مي كند

     
a 0
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  : گيت هاي دو ورودي – 2-2-2

   :AND گيت -1

باشند در غير    ورودي يك    ، خروجي يك است تنها اگر هر دو       شامل دو ورودي و يك خروجي است      

 .، خروجي برابر صفر مي باشداين صورت

  .عمليات رياضي آن مانند حاصلضرب است

)2-2(                                                                        abaANDb =  

           a  
      a AND b = ab                                                                            b   

  .ANDگيت ):1-2(شكل

   :OR گيت -2

 خروجي صفر است و در غير       تنها اگر ورودي ها صفر باشند،     . ستشامل دو ورودي و يك خروجي ا      

  .اين صورت خروجي برابر يك خواهد شد

 
  

               aOR b    
  .ORگيت):2-2(شكل

   :XOR گيت -3

 .ا عمليات رياضي زير مشخص مي شود بXORگيت 

)2-3(                                                                    baaXORb ⊕= 

   اگر تنها يكـي از ورودي هـا صـفر و ديگـري يـك باشـد يعنـي                   ،بنابراين خروجي برابر يك خواهد شد     

  .جي صفر خواهد شددر غير اين صورت خرو. ورودي ها متفاوت باشند

  : نمايش دادتوسط جدول زير توان ميگيت هاي دو ورودي را
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 . نمايش گيت ورودي:1-2جدول 

XOROR  AND b  a  

0  0  0  0  0  

1  1  0  1  0  

1  1  0  0  1  

0  1  1  1  1  

  

  : توان نشان داد كهبا استفاده از جدول فوق براحتي مي

)2-4(                                                  ( ) ( )aXORbXORaANDbaORb =  

  

  . ساخته شودXOR و AND  به صورت تركيبي از گيت هاي ORيعني گيت 

  

   : NAND گيت -4

   ANDاين گيت شامل دو ورودي و يك خروجي است كه عمل آن درسـت بـرعكس عمـل گيـت                     

 .مي باشد

    

a NAND b= NOT(aANDb)        

  .NAND گيت):3-2(شكل 

   :NOR گيت -5

  . عمل مي كندORت هم برعكس گيت اين گي

  
a NOR b= NOT(a OR b)                                                                

  .NOR گيت):4-2(شكل 
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محاسبات كلاسيكي با استفاده از گيت هاي فوق انجام مي شود اما جالب اين جاسـت كـه بـدانيم                    

 چون مي توان گيت هاي ديگـر را از گيـت            ، فوق نياز نداريم   كه براي محاسبات به همه گيت هاي      

  . بدست آوردNAND و FANOUT و ERASEهاي 

  1رمحاسبات برگشت پذي – 2-3

لي كه  در حا .  را از خروجي هاي گيت بدست آورد       NOT و   FANOUTمي توان ورودي گيت هاي      

گفـت كـه گيـت هـاي        مـي تـوان     . اين عمل براي ساير گيت هاي كلاسيك امكان پذير نمي باشد          

NOT   و FANOUT         در   . كلاسـيكي برگـشت پـذير مـي باشـند          برگشت پذيرند و تنها گيت هـاي

  .گيت هاي برگشت ناپذير كلاسيكي خروجي يك بيت كمتر از ورودي دارد

 كوانتـومي  گفت كـه همـه گيـت هـاي        ايدكوانتومي ب در مقايسه گيت هاي كلاسيكي با گيت هاي         

، ايده اصلي اين كـار    اي كلاسيكي برگشت پذير بسازيم كه       م گيت ه  مي تواني  .برگشت پذير هستند  

  .كپي كردن تعدادي از بيت هاي ورودي به بيت هاي خروجي است

  . پذير كلاسيكي را شبيه سازي كرد مي توان گيت هاي برگشتToffoliبا گيت 

   :Toffoli  گيت– 2-3-1

  .اين گيت شامل سه ورودي و سه خروجي است

  

    

     

   

 

aabbabcc كه ==⊕= /// ,,.  

/////چون , aabbbacc ==⊕= بيت ورودي ممكن اسـت بـا عقـب برگـشتن از بيـت هـاي                ,   

  .خروجي ساخته شوند
                                                 
1- reversible  

⊕

/a

/b
/c

a

b
c
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/0,0براي  === cbc  يك گيتToffoli  مانند گيت برگشت پذير ERASEعمل مي كند .  

/1,0,0به ازاء  === bccمشابه گيت  FANOUTعمل مي كند .  

NOTaac و c=1 و b=1و اگر    . استNOT  كه معادل با گيت /1=⊕=

aXORcacc و b=1به ازاء    . را داريمXORيك گيت برگشت پذير  /=⊕=

aANDbabcبـه    c=0و نهايتاً به ازا        . عمـل مـي كنـد      ANDمـشابه گيـت برگـشت پـذير        /==

  كوانتومي گيت هاي – 2-4

گيت هاي كوانتومي تبديل كننده بيت هاي كوانتومي هستند درست مشابه گيت هاي كلاسـيكي كـه                 

  .بيت هاي كلاسيكي را تغيير مي دهند

مستلزم اين عمل تحول زماني سيستم كوانتومي است كه برطبق قوانين مكانيك كوانتومي اين عمل با                

  . متناظر استU يكانيكوانتومي با يك عملگر ين هر گيت بنابرا. عملگر يكاني توصيف مي شوند

 :كيوبيتي اختياري اثر كند ، داريمچنانچه يك گيت كوانتومي روي يك حالت چند 

)      2-5(                       inoutin U ψψψ =→  

تـوان از حالـت هـاي       ا مـي   هميشه برگشت پذير هـستند و حالـت هـاي ورودي ر             كوانتومي  هاي گيت

  .بازسازي كردخروجي 

  :ل يكاني برگشت پذير است بنابراينهر تحو

)2-6                                                                  (†
in outUψ ψ→  

U            بنابراين عملگر خطـي و يكـاني        .  عملگر يكاني است يعني بزرگي و طول حالت را تغيير نمي دهدU 

ي توصيف مـي شـود كـه مـي توانـد بـر پايـه هـاي اصـلي كيوبيـت هـاي            به صورت يك گيت كوانتوم   

 .                                   عمال شودا0,1منفرد

  

  



 ٣٩

  : گيت هاي كوانتومي منفرد– 2-4-1

  :)NOT ) X گيت كوانتومي -1

  : داريمNOT ، براي گيت كوانتومي NOTمشابه گيت كلاسيكي 

)2-7        (                                                               01,10 →→  

 : را براي آن تعريف مي كنيمXكه ماتريس يكاني 

 )2 -8(                                                                   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

X  

 : صورت زير عمل مي كندكه به

)2-9(    1
1
0

0
1

01
10

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=X  

0
0
1

1
0

01
10

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=X 

   : Z گيت -2

 : در پايه هاي محاسباتي داريمZبراي گيت 

)            2-10                                                             (  11,00 −→→ 

 

  :شكل زير است ماتريس يكاني آن به كه

)2-11 (                                                                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
Z                    

    :1 گيت هادامارد-3

  :ه صورت زير تعريف مي شود پايه هاي محاسباتي توسط عملگر گيت هادامارد ب

                                                 
1 . Hadamard gate  
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)2-12                                                                   (
( )

( )10
2

11

10
2

10

−→

+→

  

  :ماتريس متناظر يكاني آن به صورت زير است 

)2-13(                        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=Η
11

11
2

1
      

  

    :ايش مي دهيم عموماً گيت هادامارد را با نماد زير نم

  

  . هيچ گونه مشابه كلاسيكي ندارندH و گيت Zگيت 

  

  : گيت هاي كوانتومي دوتايي– 2-4-2

  :CONTROLLED NOT (C-NOT) گيت -1

، كيوبيت ورودي بالايي را كيوبيـت كنتـرل و كيوبيـت ورودي    ين گيت شامل دو كيوبيت ورودي است   ا

 :به شكل زير است پايين را كيوبيت هدف مي نامند و نماد اين گيت 

  

   

                      

    

}توجه شود كه }1,0, ∈ba هستند.  

 كنتـرل صـفر باشـد       ورودي هدف در صورتي كه    .  شده است  عمل رياضي اين گيت روي مدار فوق بيان       

(a=0)اما اگر . كند تغيير نميa=1 كند، هدف تغيير ميباشد. 

H

⊕b
a

ba⊕
a
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C-NOT  است، اگـر   يك گيت كوانتومي بسيار مهم b=0   باشـد گيـت C-NOT     بـه ماننـد كپـي عمـل     

    .مي كند

 

  

)2-14(                                aaaaaaoa NOTC ,00, =⎯⎯⎯ →⎯⊗== −  

اي  در زير نـشان داده شـده اسـت كـه يـك جفـت از بيـت ه ـ                   C-NOTيك نمونه از كاربردهاي گيت      

 .، عوض مي كندكوانتومي را در پايه محاسباتي

 
             

      

  

  .عمل رياضي اين نمودار به صورت زير انجام مي شود

baababaaba ⊕⊕⊕→⊕→ ,)(,,  

)2-15                                           (( ) abbabbbab ,,)(, =++=→+=  

  . با هم عوض مي شودa , bبنابراين مكان 

  .بيان مي شود به صورت زير C-NOTماتريس يكاني متناظر با عملگر گيت 

   

)2-16(                                                                 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0100
1000
0010
0001

C   

  :لت كوانتومي كلي باشد به طوري كهاگر كيوبيت كنترل يك حا

)2-17                                           (1,10 22 =++= βαβαψ  

⊕ 0⊕a
aa

b

⊕⊕

⊕a

b

b

a



 ٤٢

  :زير خواهيم داشت   و با توجه به مدارC-NOT باشد طبق تعريف گيت 0كيوبيت هدفو 

  
)2-18       (( ) 1,10,00,10,00100 )( βαβαβαψ +⎯⎯⎯⎯ →⎯+=+= − gateNOTC  

  : باشد ψحال اگر كيوبيت هدف هم يك حالت كلي مانند

)2-19                                (0,11,01,10,0 22 βααββαψψ +++=  

 ، ، يعنـي اگـر كيوبيـت هـاي ورودي    اشـد  ب β = 0 يا  α= 0اين در صورتي مشابه حالت پيش است كه 

  .حالت هاي پايه محاسباتي باشد

با اين وجود نمي توان مدارها و گيت هاي پيچيده تر را براي كپي كردن يك حالت كوانتـومي دلخـواه                     

  . مطرح مي شودNo-cloningوان قضيه به كار ببريم كه اين نتيجه به عن

بنابراين قضيه كپي شدن براي حالت هاي پايه راست هنجار امكـان پـذير اسـت نـه بـراي هـر حالـت                        

  .كوانتومي دلخواه

  :مثال

)2-20(                                                                       
( )

x
0

10
2

1

=

+=

ψ

ψ
  

  
   Function (f-gate) گيت -2

 .گيت كوانتومي دوتايي مهمي ديگر است كه شامل دو ورودي و دو خروجي است

  
    

  

      

⊕

10 βαψ +=

0

ψ

1,10,00 βαψ +=⊕

x

y

x

)(xfy ⊕
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 است و مانند آن عمل مي كند با اين تفاوت كه كيوبيت هـدف بـا تـابعي از                    C-NOTتعميمي از گيت    

  . مي شود2كيوبيت كنترل ، مدول 

)2-21                      (                                          
{ } { }

)(,,
1,01,0:

xfyxyx
f

⊕→

→
  

  . متناظر استC-NOT باشد با گيت f(x)= xاگر 

  : خواهيم داشتy= 0به ازاي 

)2-22        (                                                   ( )xfxx gatef ,0, ⎯⎯ →⎯ −  

10اگر كيوبيت كنترل در حالت دلخواه  βαψ   :باشد نتيجه به صورت زير است=+

)2-23   (                    )1(,1)0(,00,10,010 ff βαβαψ +→+=  

براي مثـال   . هر كسي ممكن است فكر كند كه گيت هاي كوانتومي شبيه گيت هاي كلاسيكي هستند              

)را به   0گيت هادامارد حالت   )10
2

1
كه اندازه گيري اين حالت هـر كـدام از          . بديل مي كند   ت +

  را با احتمال1 و 0مقادير 
2
اين درست شبيه يك گيت كلاسيكي است كه نتيجـه  . مشخص مي كند 1

 را هر كدام با احتمال       1 و   0
2
ن گيـت   به هر حال اين تصور بـا بـه كـار بـردن دومـي              . توليد مي كند   1

  .، برطرف مي شود تغيير خواهد داد0هادامارد كه حالت گذشته را با اطمينان به

) عموماً حالت هادامارد   )10
2

1
⎥ يك حالت خالص است كه به وسيله ماتريس دانسيته      +

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
11
11

2
1 

احتمال كلاسيك يك حالت آميختـه بـا مـاتريس    ، چون خروجي گيت بيان مي شوددر پايه محاسبات   

⎥دانسيته
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01

2
  . است1

  NO-Cloning  قضيه– 5 -2

  ويژگي هاي حالت هاي كوانتومي كه مفاهيم تعميمي را در محاسات كوانتومي به همراه داردي ازيك
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 كپي ، نشناختهE توان از يك حالت كوانتوميبه اين معني كه نمي. شدمي با No- Cloning قضيه

  . بدست مي آيدنتايج خطي بودن مكانيك كوانتوميسازي انجام داد كه از گرفت و يا به عبارتي همانند

براي اثبات آن كافي است كه فرض كنيم كه يك حالت را روي خودش نگاشت بدهيم در ايـن صـورت                     

   : داريمψبراي حالت دلخواه

)2-24(                                                                       ψψψ ⊗→  

  : هم بدست خواهيم آوردϕو همين طور براي حالت دلخواه

)2-25(                                                                       ϕϕϕ ⊗→ 

  :  كهشوده ميد نشان دا به راحتيايد خطي باشد بنابراينچون تبديل ب

)2-26(                                             ϕϕψψϕψ ⊗+⊗→⊕  

ψϕاز طرفي    :در نظر گرفت كه طبق آن داريمχ را مي شود معادل يك حالت كلي +

)2-27(                                ( ) ( )ϕψϕψχχχ

ϕψχ

+⊗+=⊗→→

+=
  

  :با توجه به دو فرمول فوق داريم

)2-28(                          )()( ϕψϕψϕψψψ +⊗+≠⊗+⊗  

ϕψبنابراين كپي كردن از            دركل حالت هاي متعامد را جـدا مـي كنـيم ،           . مردود اعلام مي شود    +

وان از حالت هاي پايه كپي بدست بياوريم اما از بر هـم نهـي حالـت هـاي پايـه نمـي تـوان كپـي                   تمي

  .برداشت

ن صـورت بـرهم نهـي از بـين          گيري خواهيم داشت كـه در اي ـ      ن صورت يا روي سيتم اوليه اندازه      در اي 

 [4 ,3] .يا اين كه حالتي را توليد كنيم كه حالت اوليه و كپي در هم تنيده مي شودت، خواهد رف

  
 
 



  
    

 :وم   ل 
  

ی  بات      ی  حا و ا   و  
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  معرفي محاسبات كوانتومي
   تعريف-3-1

 فـرض كنيـد    . ها نمـايش دهـيم      مي توانيم اعداد صحيح را بر حسب كيوبيت         همان طور كه مي دانيم    

اگر اين رجيـستر    . ها بنويسيم   را در يك رجيستر از كيوبيت      7 و   صفرخواهيم يك عدد صحيح بين      مي

 يك عـدد    2در يك سيستم بر مبناي      . سه بيت احتياج داريم    به   يكي باشد براي نوشتن اين اعداد     كلاس

به صورت يك رشـته از سـه رقـم شـامل صـفر و يـك                  در مبناي دو      مي تواند در نمايش    7 و   صفربين  

 پيكر بنـدي زيـر را   8يك رجيستر كلاسيكي كه اين اعداد را نشان مي دهد يكي از     . نمايش داده شود  

  :در خود ذخيره خواهد كرد
)3-1     (                                           { } { } { } { }1117,...,0102,0011,0000 ====  

         بـه صـورت يـك حالـت ذخيـره          7 تاصـفر  ولي دريك سيستم كوانتومي سـه كيـوبيتي يكـي از اعـداد            

  .شوندمي

  .  حالت سه كيوبيتي زير نشان داده مي شوند8اين اعداد به صورت  : براي مثال

)3-2        (   1117,1106,1015,1004,0113,0102,0011,0000 =======≡  

 نمـايش سـاده شـده       101براي مثال حالت    . ايم نمايش ضرب تانسوري را حذف كرده      در نمايش فوق  

CBA 101  HCو HA. HB به صورت يك بردار در فضاي هيلبـرت  C و  A،B بيتهايكه كيو.  است⊗⊗

اسـتفاده   )2-3( ص كردن يكـي از هـشت حالـت        براي مشخ  است   x ,0= 1 , … , 7كه x از   .هستند

1015براي مثال   . كنيممي نمـايش يـك عـدد      .  كيو بيت سخت نيـست     nتعميم اين نمايش به     . =

120 يـك بـردار حالـت را بـا           x كيوبيـت نيـاز دارد و        n به   N=2n كوچكتر از  −≤≤ nX  مـشخص       

  .كندمي
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     ، عمـود بـر هـم سـاخته شـده انـد            x كه با اسـتفاده از بردارهـاي         n⊗Ηهايي از فضاي هيلبرت      پايه

           چـون مـا مـي تـوانيم يـك تركيـب خطـي از هـشت حالـت                   . هاي محاسـباتي ناميـده مـي شـوند        پايه

هـاي بـرداري يـك سيـستم سـه        توانيم نتيجه بگيريم كه در يـك زمـان حالـت           مي  پس بسازيم،)3-2(

 n اسپين در فضاي هيلبرت      n در حالي كه اگر       عدد را ذخيره كنيم،    8=23اسپيني به ما اجازه مي دهد       

هاي   اما اگر براي مثال اسپين    .  عدد را در يك زمان ذخيره كنيم       2n مي توانيم    بعدي استفاده شوند  
2
1 

گيري از سه اسپين در طول محور       ها استفاده شده باشند، يك اندازه      براي پشتيباني فيزيكي از كيوبيت    

OZ       امـا وقتـي كـه       اطلاعات مهمي را در دسترس داريـم،      . را مي دهد  )2-3( لزوماً يكي از هشت حالت 

 يـك سيـستم كلاسـيكي بـه        درگيـري   توانيم در يك انـدازه     آنها را عملي كنيم، نمي     كنيم كه سعي مي 

چون اندازه گيري فقط يكي از هشت حالت را به مـا مـي دهـد و همـه را در                 . بهترين شكل عمل كنيم   

بنابراين ضروري است كه بيشتر كار كنيم تا احتمالات يك كامپيوتر كوانتـومي را              . يك زمان نمي دهد   

 طـرح واري از      حال مـا توضـيح    . نيمنتيجه بگيريم و الگوريتم هايي كه براي آن مؤثر هستند را پيدا ك            

  .اصول تابع كامپيوتر كوانتومي بيان مي كنيم

 نـشان داده شـده      )1-3(محاسبات انجام شده بر روي يك كامپيوتر كوانتومي به صورت طرح در شكل              

  . است

  
ي آنها تحت يك تحول يكان. ده اند فراهم ش0 كيوبيتي در حالت n. طرح عمده از محاسبات كوانتومي :  )1-3(شكل 

nHدر فضاي  nH درu(t,t0) ييكان بوسيله يك عملگر tتا زمان t=t0   از زمان⊗   . مشخص مي شوند⊗

0

0

( )0,ttU

0t t
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ن مرحله آمـاده سـازي  سيـستم كوانتـومي           اي. اندتهيه شده 0 در حالت    t=t0 كيوبيت در زمان     n كه  

nH بعدي    2nاست، و بردار حالت اوليه وابسته به يك فضاي هيلبرت            اين مرحله اوليه يك .  مي باشد ⊗

ها تحت  كيوبيت. يك فرآيند اتلاف كننده است    و  ري تصويري   يگاما يك اندازه  . ات يونيتاري نيست  عملي

nH  فضاي هيلبـرت    در u(t,t0) ييكاني بيان شده توسط يك عملگر       نيك تحول كوانتومي يكا     عمـل   ⊗

  مـشكلات تجربـي     ،بـراي مثـال در يـك تـابع        . كنند كه عمليات توضيح داده شده را انجام مي دهد         مي

       ا ر ييكـان  زيـرا پديـده ناهمدوسـي تحـول          ،كنش با محـيط مـي باشـد        باعث دوري كردن از هر بر هم      

 ييكـان كنش با محيط وجود داشته باشد، تحـول   دانيم، اگر يك بر همهمانطور كه از قبل مي    . سازدمي

nHدر فضاي هيلبرت اتفاق مي افتد كه از           بزرگتر است، زيرا اين شامل درجه آزادي محيط اطـراف           ⊗

 سازگار هستند و آنها نيازمند      ييكان ها با ميدان كلاسيكي خارجي با تحول      كنش برهم. ها است كيوبيت

حول كوانتـومي كامـل     اولين ت .  اداره كنند  Rabiها را با مهارت به وسيله نوسان        اين هستند كه كيوبيت   

اي كـه    در مرتبـه   tدرزمـان   ) هـا يا روي يك دسته از كيوبيـت      (ها  گيري برروي كيوبيت  شده يك اندازه  

توانـد در فاصـله      اين است كه حالت محاسبات نمـي       مهميك نكته   . آيند مي باشد  محاسبات بدست مي  

 u(t,t0)جعبـه   :  را تغيير دهـد    ييكانگيري ممكن است تحول      مشاهده شود، چون هر اندازه     t و   t0زماني  

  ر ورودي و خروجـي     هـا د  كيوبيـت .  يك جعبه سياه است كه نبايـد بـا آن مداخلـه كـرد              )1-3(ازشكل  

 ييكـان نكته ضروري ديگر اين است كه تحول  . اندگيري نشده ندازه اما داخل جعبه ا    اند،گيري شده اندازه

 t0باره بردار حالت را در زمان توانيم دو بدانيم، ما مي   t اگر ما بردار حالت را در زمان         ؛ر است يبرگشت پذ 

  . بدست بياوريمu-1(t,t0)=u(t0,t)با استفاده از 

   محاسبات برگشت پذير-3-2

 توسـط يـك عمليـات برگـشت پـذير         t به حالت كيوبيت نهايي در       t=t0در  عبور از حالت كيوبيت اوليه      

ايـن حـالتي بـا      . اتفاق مي افتد، و الگوريتم هاي كامپيوتر كوانتومي حتمـاً بايـد برگـشت پـذير باشـند                 

الگوريتم هاي استفاده شده بر روي كامپيوترهاي كلاسيكي كه برگشت ناپذيرند نيست، و بنابراين بعداً               

بيـشتر گيتهـاي منطقـي معمـولي برگـشت          .  شوند تقيماً باكامپيوترهاي كوانتومي جابجا   توانند مس نمي
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بيتـي   تك  حالت هستند، و حالت نهايي يك     ) بيت 1← بيت 2(يك تبديل   زيرا آنها مربوط به     . ناپذيرند

   NAND، گيت البراي مث. بيتي اوليه انجام شودد تا نمونه مطابق اصل از حالت دواجازه نمي ده

)3-3                      (                                                     XYYX ⊕=↑ 1  
  : نتيجه مي دهد كه.  است2 باقيمانده تقسيم بر ⊕كه  

( ) ( ) ( ) ( ) 011,110,101,100 →→→→ 

همـانطور كـه مـي دانـيم        .  ورودي دوباره ساخته شود    و دانستن حالت نهايي اجازه نمي دهد كه حالت        

يك سوال جالب ايـن اسـت       .  براي ساختن هر مدار منطقي مناسب هستند       COPY و   NANDگيتهاي  

كه به هر حال همه عمليات هاي منطقي معمولي مي توانند بر روي كامپيوترهاي كلاسـيكي بـه طـور                    

  .برگشت پذير انجام شوند

 دو تـن از     2 و بنـت   1، در ابتـدا توسـط لانـداور       بـود الـب    ج ينظـر  از لحـاظ  فقط  در ابتدا   كه  اين سوال   

 تـوان مـي   چگونـه  كهزده بودند شگفت آنها. كردند مطرح شد   اين مسأله كار مي    دانشمنداني كه بر روي   

 در حقيقت، اطلاعات لزوماً بـه وسـيله تعـدادي پـشتيبان             د؟سبه را بدون اتلاف انرژي انجام دا      يك محا 

بنت با استفاده از اين تحقيق بعد از چنـد قـرن سـرانجام توانـست يـك حـل                    . شوندفيزيكي حمل مي    

  . بخش از پارادوكس ماكسول بدست بياوردرضايت

 يك بيت اطلاعات در يك اتلاف  شبيههاي برگشت ناپذيريك عمليات شامل عملياتمطابق لانداور، 

 KBكه .  داردهزينه بر بيت 2lnBKيك آنتروپي ترموديناميكي ي به اندازه حداقل ،NANDعمليات 

KJKثابت بولتزمان است  B /1038.1 2lnBKE  و بنابراين منجر به اتلاف انرژي=×−23 =Δ در 

زيرا . در حال حاضر اين يك مسئله آكادميك است.  دماي مطلق كامپيوتر استTمحيط مي شود كه 

TKE تقريباًكنده شده به انرژي توليد شده، واقعي انرژي پراPCبراي يك  B500≈Δ است كه واقعاً به 

، ممكن است كه اين اما. مي نيستKBTو بنابراين ما هيچ كجا نزدك . علت مصرف الكتريكي است

 انرژي پراكنده شده بر مبناي عمليات. پرسش از نظر اهميت كاربردي بعضي وقتها در آينده پيش بيايد

                                                 
1    .Landauer 
2 .Bennett 
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  سال به اندازه ده مرتبه كاهش داشته است، بنابراين ممكن است كه50از نظربزرگي در طي منطقي 

KBT سال مربوط باشد15 يا 10 محدود شده به .  

دليل حقيقي بـراي جـذابيت محاسـبات برگـشت پـذير امكـان جابجـايي الگـوريتم هـاي كلاسـيكي،                      

ردن مستقيم امكـان پـذير اسـت، زيـرا          به طوري كه اشاره كرديم، جابجا ك      . بامحاسبات كوانتومي است  

 بايد به وسيله يك عمليات برگـشت        NANDمحاسبه كوانتومي برگشت پذير است، و بنابراين عمليات         

  . پذير معادل جايگزين شود

 داشـته   no-cloning  بدون اينكه تضادي با قـضيه         COPY همچنين ضروري است كه معادل عمليات       

اين مي توانـد بـا اسـتفاده از دو          . ومي گيتها را مي سازد پيدا شود      وقتي كه جابجايي نسخه كوانت    ،  باشد

اگر بيت هايي كه بـه گيـت   . )) 2-3(شكل ( TOFFOLI و گيت  CNOTگيت . گيت اصلي انجام شود

Control-NOT) C-NOT (    وارد مي شوند)x,y (كه   ،باشند x       بيـت كنتـرل و y    اسـت   1 بيـت هـدف   .

  :بيت كنترل بر طبق طرح زير وابسته است روي بيت هدف به حالت C-NOTعمل گيت 

  
   نقطه سياه بيتهايToffoli گيت C-NOT . (b) گيت (a) ):2-3(شكل 

  .كنترل و دايره ها بيتهاي هدف را نشان مي دهند
       )3-3                                                               (     ),(),(: yxxyxCNOT ⊕→   

 
برد، و بـه طـور برگـشت     مي ¬X  باشد بهy=1 و اگر y=0 راكپي مي كند اگر x  بيتC-NOTگيت  

 چون يك رابطه يك به يك بين حالت         ، برگشت پذيراست   عمل ناي.  است copyپذير معادل به عمليات     

 را  4-3بخـش . ( ساده از بردارهاي پايه اسـت       يك جايگشت  C-NOTعمليات  . اوليه و نهايي وجود دارد    

  .                           اين عمل مي تواند بااستفاده از يك گيت تك بيتي نشان داده شود). ببينيد
                                                 
1 . target 

⊕ ⊕

x x x x

yx⊕y

y

z

y

xyz⊕

( )a ( )b
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        )3-4(                                                  XX                يا    →¬

ممكن است فقط تابعهاي خطي را ايجاد كند اگر ما خودمان را به عمليات هاي ، C-NOTو گيت 

:                    توان نشان داد كهي باشند مييبيتهاي اوليه و نها /x) (/y,و  ) x,y(اگر . كلاسيكي محدود كنيم

)3-5                  (                                   ⎟⎟
⎠
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μβαكه    معرفـي   Toffoliكه يك گيت جمعي به نام گيت        ضروري است   .  ضرايب عددي هستند   ,,...,

 (x,y)دو تـا از آنهـا بيتهـاي كنتـرل         . كنيم كه يك گيت با سه بيت ورودي و سه بيت خروجـي اسـت              

  : استzوديگري يك بيت هدف 

)3-6                 (                                   ),,(),,(: xyzyxzyxToffoli ⊕→                  

 رابـه   NAND عمليـات    Toffoli باشـد، گيـت      z=1اگر  .  آشكار است  xyغير خطي بودن گيت از عامل       

 ساختن همه مدارهاي     مي تواند با دوباره برگشت پذير      Toffoliگيت  . طور برگشت پذير انجام مي دهد     

 يك گيت جهاني براي همه عمليات هاي منطـق بـولين      Toffoliگيت  . منطقي كلاسيكي استفاده شود   

  .است

  هاي منطق كوانتومي گيت-3-3

nH بعدي   2n در فضاي هيلبرت     ييكانعموماً تحول كوانتومي يك تبديل       عمومـاً  .  كيوبيت است  n از   ⊗

nnمي يك ماتريس    گيت منطق كوانتو   22 nHدر فضاي هيلبرت   است كه    ييكان × .  عمـل مـي كنـد      ⊗

يك قضيه از جبر خطي كه ما بدون اثبات آن را شرح مي دهيم به ما اجازه مي دهد كه خودمان را بـه                        

  . يك و دو كيوبيت محدود كنيميعمليات بر رو

nH در   ييكان هر تبديل    :قضيه  بـر   ييكـان و تبديلات    CNOTتواند به يك حاصلضرب ازگيتهاي       مي ⊗

  .و بيت تجزيه شودروي يك كي

 ييكـان تواند يـك تبـديل      بيت منفرد نمي  ، يك عمليات بر روي كيو     همان طور كه قبلاً توضيح داده شد      

nHعمومي از   .          از حاصلضرب تا نسوري دارد توليد كند زيرا هر عمليات يك شكلي⊗

XX ⊕→1
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)3-7                                                             (( ) ( ) ( )nUUUU ⊗⊗⊗= ...21  

 ييكـان  ضروري است كه عمليات غير بديهي بر روي حداقل دو كيوبيت انجـام دهـيم تـا يـك تبـديل                    

ه يك قضيه حياتي    اين قضي . ار مناسب است  كند كه اين ك   قضيه فوق تضمين مي   . عمومي بدست آوريم  

 بـدون   ، است كه گيتهاي منطق كوانتـومي بـراي يـك مـسئله داده شـده                اين  آسانتر و عموما راه  . است

.  مفيد اسـت   ×44 به صورت ماتريس     C-NOTنمايش گيت   .  استفاده از اين قضيه آشكارا توليد شوند      

  : مربوط مي شود به تبديلها بر حسب كيوبيتC-NOTعمليات 

1011,1110,0101,0000 →→→→  

}در پايه هاي    :  نمايش ماتريسي به صورت زيراست11,10,01,00{
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   تعمـيم يافتـه گيـت   .  باشـد  نمي تواند يك حاصلضرب تا نـسوري      C-NOTدراين شكل واضح است كه      

C-NOT گيت Control –U(CU)كه مـاتريس  .  استxσ     بـه وسـيله يـك مـاتريس U  22 ييكـان× 

  .      جايگزين مي شود

)            3-9(  

  ت آن را به صور.  باشدx=1 بدون تغيير رها مي كند و اگر x=0 بيت هدف را اگر CUگيت 

)3-10                                                                                       (yUy =  

  )).3-3(شكل (  توليد شودC-NOTشروع از گيت  تواند با ميCUگيت . تغيير مي دهد

  : را به شكل زير پيدا كنيمييكان C و A ،B ضروري است كه سه عملگر 

)           3-11(                                                       UABC xx =σσ CBA=I    ,      

 بـا   )3-3(شـكل    (CNOT و گيتهـاي     CU ممكن است از گيتهـاي       Toffoliدر فيزيك كوانتومي گيت     

)xU σ= (و معادله زير توليد شود:                                                ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
+

=
1

1
1

1
i

i
ixσ  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

U
I

CU
0

0



 ٥٢

  
  نمودارها از چپ به راست خوانده مي شوند. Toffoliو گيت CUساختن گيت : )3-3(شكل 

  .و حاصلضرب عملگرها از راست به چپ عمل مي كند
  

در مقابـل حالـت كلاسـيكي       .  وجود ندارد  xσعمليات   چرا كه    ،رفيزيك كلاسيك ممكن نيست   كه د 

قي برگـشت    رابه طور آشكار با توليد كردن آنسامبلي از مدارهاي منط          Toffoliضروري نيست كه گيت     

 مي بينيم كه اگر يك مدار منطقي كلاسـيكي در دسـترس       2-3 از نتيجه بخش  . پذير معرفي مي كنيم   

توانيم بـر حـسب نيـاز يـك مـدار           ميپس  . محاسبه شود  f(x) بعداشته باشيم اجازه مي دهد كه يك تا       

  .توليد كنيم ها گيتدكوانتومي به تعدا

 را ارزيـابي كنـد،      f(x)توانـد يـك تـابع       ارد كه مي  دانيم كه يك مدار منطقي كوانتومي وجود د       ميحال  

زي كوانتـومي   اي اساسـي هـم ار     براي مثال، با جابجا كردن يك الگوريتم كلاسيكي، مي توانيم ايده ه ـ           

يك رجيستر ورودي كـه بيتهـاي       . از دو رجيستر استفاده خواهيم كرد     . را قرار دهيم  )  كوانتومي توازي(

. كنـد   را ذخيـره مـي  f(x) ذخيره مي كند و يك رجيستر خروجي كه بيتهاي مورد نيـاز  راX مورد نياز

روع مي كنـيم، بـه      براي ساده شدن بحث، با حالتي كه رجيستر ورودي يك رجيستر تك بيتي است ش              

مي سازيم كـه عمليـات      ) )4-3(شكل   (Ufيك تبديل   . طوري كه رجيستر خروجي هم تك بيتي  است        

  .زير را انجام دهد

)3-12                                                                       ())(,(),( xfyxyx
fU

⊕→  
  

A  B  C ⊕⊕
=

U 

UU 

⊕⊕ =

U2  

U+  
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  . كيوبيتيb ((n+m). ( كيو بيتيUf : (a) 2   ساخت :)4-3(شكل 

  
  :به طور خلاصه داريم.  باشدy=0اگر مقدار اوليه 

))(,()0,( xfxx
fU

→  

xfx)(يك سوال وجود دارد كه چرا به سادگي تبديل   پاسخ اين است كه اگـر  . دهيم را انجام نمي→

و بنابراين براي يك الگوريتم .  باشدييكان تبديل نظير نمي تواند ، يك به يك نباشد    f(x) و   xرابطه بين   

 زيـرا  , اسـت ييكان Uf   ع كنيم كهن است كه خودمان را قانبرعكس اين آسا. كوانتومي مناسب نيست

  . يك اتحاد مربع است

)3-13                             ([ ]( ) [ ]( ) ),()()(,)(, yxxfxfyxxfyx
fU

=⊕⊕→⊕  

)لت اينكه براي هر    به ع  ) ( ) ( )xfxfxf به ديگري تبـديل    يك بردار پايه راUfعمليات .  است⊕=0,

IUچون  . مي كند  f =
 ارتباط فقط مي تواند يك تغيير جايگشت چهار بردار پايه باشد، و بنابراين              اين 2

  :عملگريدر نماد گذاري . استي يكانيك تبديل 

          )3-14(  

اجازه دهيد تا حالت
x

  . به كار بريمH را با يك گيت هادامارد 0
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اوليه باشـد بـردار حالـت نهـايي دو كيوبيـت، حالـت جفـت شـده                  0حال اگر كيوبيت دوم در حالت       

  :زيراست

)3-16    ( ( ) ( ) ( )( )1100
2

10100
2

100 ffUHU ff ⊗+⊗=⊗+⊗=⊗=ψ  
 نيازمنـد   ψ را همزمـان در بـردارد، و محاسـبات بـردار           f(1) و   f(0) اطلاعات بر روي     ψبردار حالت 

ي يكـان  عملگـر  يـك    Uf:  به طور جداگانه اسـت     fU⊗01 يا   fU⊗00تعدادي عمليات به صورت     

  .است كه به حالت برداري به كار رفته وابسته نيست

   1 الگوريتم دوچ-3-4

 را همزمان دربـر دارد، امـا اگـر          f(1) و   f(0)اطلاعات بر روي     )16-3( در معادله    ψكه گفتيم انطورهم

 اي هيچ فايده  بر روي يك كامپيوتر كلاسيكي     كار  اين ، بسازيم f(x)  معلوم بخواهيم يك جدول از مقادير    

 احتياج داشته باشيم كه نيـاز بـه سـاختن           اما ممكن است اين اتفاق بيافتد كه فقط به اطلاعاتي         . ندارد

پس ممكن است كه يك الگـوريتم كوانتـومي بتوانـد طـوري رفتـار كنـد كـه                   . جدول مورد نظر نباشد   

. نتايج را با استفاده از عمليات كمتري از يك الگوريتم كلاسـيكي بدسـت آورد               ψاطلاعات موجود در  

  . يم دادچگونگي اين كار را توضيح خواه

هاي ورودي و خروجـي     ستر بـا رجي ـ   )5-3(الگوريتم دوچ مي تواند با استفاده از مدار شكل          : براي مثال 

 را مي گيرد و مي توانيم سوال زير را مطرح           1 يا   0 دو مقدار    f(x)تابع نامعلوم   . يك كيوبيتي درك شود   

)0()1(يا  ) يك تابع ثابت  ( راداريم   f(0)=f(1)آيا  . كنيم ff از  را داريـم؟ اگـر  )يك تابع بالانس شده   ( ≠

 را محاسبه مي كرديم و دو مقدار را با هم f(1) وf(0) يك الگوريتم كلاسيكي استفاده مي كرديم، بايد 

 اگر از يك كامپيوتر كوانتومي استفاده كنيم، اين سوال مي تواند در يك تك عمليات             اما .مقاليسه كنيم 

ان هستند؟  آيا دو طرف متفاوتند يا آنها يكس      : عادل اين بررسي سكه است    يك مسئله م  . پاسخ داده شود  

دهد كه اين مقايسه را بدون نگاه كردن به دو طرف سكه در تكـرار انجـام                  اجازه مي  كامپيوتر كوانتومي 

   .  اسـت   جالب است، اما ساده ترين مثال توازي كوانتومي         مقدماتي اين مثال البته براي هر كاربرد     . دهيم
                                                 
1 .Deutch 
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 و  0 دارد، رجيـستر ورودي در ابتـدا در حالـت          Ufرا در ورودي جعبـه      ψحالـت    )5-3(ر شكل   مدا

  . قرار دارند1رجيستر خروجي در حالت 

)3-17(     ( ) ( )10
2
110)10(

2
1)1()0(

1

0
−⊗⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−⊗+=⊗= ∑

=x
xHHψ  

Uf تيجه زير رامي دهدرا در اين حالت به كار مي بريم كه ن)16-3( در:  

ــر    . 1 )                                                          اگ ) ( )10100)( −→−⇒=xf                    
  

)                                  اگر             . 2 ) ( ) ( )1001101)( −→−=−⇒=xf                       

  
  

  الگوريتم دوچ:)5-3(شكل 
  :     يا به طور خلاصه

)          3-18(  

  : حاصلضرب تانسوري زير استψfUحالت
  

)3-19                                    ( ( ) ( ) ( )101
2
1 1
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=x

xf
f xU ψ  

  
  :الص براي رجيستر ورودي به صورت زير استنتيجه خ

)           3-20(  
هاي ورودي و   شـود كـه رجيـستر     توجـه   . ناميده مـي شـود      1 يك پيشگو  Ufدر اين حالت خاص جعبه      

 :ت زيراسترحالتي از كيوبيت رجيستر ورودي به صو. خروجي بعد از پيشگويي غير جفت شده هستند

)          3-21                  (                                 ( ) ( ) ( ) ( )( )1101
2

1 10 ff −+−=Φ  

                                                 
1 . oracle 

H

H

H0

1
fU

ψ

ϕ

( ) ( ) ( )10110 )( −−→− xf

( ) ( ) xx xfUf 1−⎯→⎯
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  :)ببينيد را )5-3 (شكل(گيري رجيستر ورودي، يك گيت هادامارد رابه كار مي بريم اندازهقبل از 
  

)         3-22(  
  

 را بدهد، 1اگر  .بت است ، يعني تابع در ابتدا ثاf(0)=f(1)را بدهد، پس  0 گيري كيوبيتاگر اندازه

)0()1(پس ff توازي كوانتومي اجازه     است كه   اين يك نكته مهم  .  و تابع در ابتدا بالانس شده است       ≠

گيري يك تك كيوبيت دو نتيجه ممكـن       اندازه  راكنار بگذاريم و   f(x)مي دهد كه محاسبات صريح تابع       

  .توان به چند كيوبيت تعميم داد مي رااين روش. را در بردارد

   كيوبيتn+m  تعميم به-3-5
 كيوبيتي تعمـيم داده  m كيوبيتي و يك رجيستر خروجي    nتواند به يك رجيستر ورودي      بحث فوق مي  

 n=3بـراي مثـال  بـراي رجيـستر ورودي     .  اسـت f(x) تعداد بيتهاي مورد نياز براي نوشتن  mشود كه

  :زير است) در مبناي دو( يكي از هشت عدد xكه  x از نماد گذاري با استفاده. قرارمي دهيم

)        3-23(  
  

 يـك تركيـب خطـي از بردارهـاي پايـه            تـوان  مـي  ترفند خاص يك كامپيوتر كوانتومي ايـن اسـت كـه          

  : داريمn=3 كه در حالت خاص ساخت Hاستفاده از اپراتور  محاسباتي با

)         3-24(  
  
 

  به طور عمومي.  را مشخص مي كندH ضرب تانسوري سه اپراتور H⊗3كه 
  

)        3-25(  

  

...011 و بردار حالت پايه محاسباتيx عدد  در مبناي دو نماد فشرده براي نمايشx كه xxxx n−= 

011است، كه  ,,..., xxxn−اپراتور .دگيرنرا مي1  يا  0 مقادير Uf به )14-3(تعميم رابطه   ازاستفاده با  
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  :شود تعريف مي(b) )4-3(صورت شكل 

)3-26                                                            (( )[ ]xfzxzxU f ⊕⊗=⊗  

  : بدون انتقال به صفحه بعد است، براي مثال2 باقيمانده بر ⊕كه 
  

0111=1010⊕1101 
 

 : به ياد داريم كه
  
  
IU با اين اطمينان كه      xi,zi=0 يا   1با   f پايـه،    بـردار  n+m 2، كـه يـك جايگـشت سـاده از           fU و   2=

 :پس. دهيم روجي قرار  رابه صورت حالت اوليه رجيستر خm⊗0اگر ما .  استييكان

)3-27                                      (                      ( )xfxxU m
f ⊗=⊗ ⊗0  

بردار حالت حالت نهـايي     .  به كار بريم   Ufقبل از    n⊗0 را با رجيستر ورودي در حالت        Hاگر درنهايت   

  : به صورت خطي زير خواهد شد

    )3-28    (               ( ) ( )∑
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12

022
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n

x
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mnn

ffin xfxHU 

  ).همه آنها با هم متفاوت نيستند( است f(x) مقدار از تابع 2nاين بردار حالت در اصل شامل 

هـا   است كه يك رشـد نمـايي حالـت         f(x) مقدار از    1030 باشد، آن شامل تقريباً      n=100براي مثال اگر    

البته يك اندازه گيري فقـط مـي توانـد          . تومي منجر مي شود   است كه به واقعه شگفت انگيز توازي كوان       

به طوري كه در الگوريتم دوچ ديده ايم اين، اين هرگز ممكـن نيـست كـه                 . يكي از اين مقادير را بدهد     

 را خارج كند، يـك      xمقادير مختلف     براي يك آنسامبل از    f(x)اطلاعات مفيد درباره رابطه بين مقادير       

 [5 ,4 ,3].  وابسته ارزيابي كندxبراي همه اين مقادير   راf(x)كامپيوتر كلاسيكي بايد 

  

  

011... xxxx n−=

011... zzzz n−=



  
    

 :م ھار  ل 
  

ور   ی   بدل  و ا   و ن   آ و کار د ی 
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  تبديل فوريه كوانتومي و كاربردهاي آن

  :تعريف-4-1

امروزه مهترين كشف در محاسبات كوانتومي اين است كه كامپيوترهاي كوانتومي مي تواننـد كارهـايي              

براي مثال پيدا كردن عوامل     . جام دهند به طور موثر ان    كه در كامپيوتر هاي كلاسيكي ممكن نيستند را       

هاي كلاسيكي شناخته شـده بـه نـام غربـال ميـدان عـددي                بيتي در بهترين الگوريتم    nاول يك عدد    

نيازمند  
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Θ nn 3

2
3
1

logexp    كه   زمان نوشتن مي باشد    عمليات در Θ    ايـن  .  مرتبه بزرگي عبارت است

بنابراين تجزيه عموماً به عنوان يك مسئله سـخت بـر           .  ا به صورت نمايي است    عدد تجزيه شده در ابتد    

 يك الگوريتم كوانتومي مي تواند كار مشابه را    ،در مقابل . روي يك كامپيوتر كلاسيكي مطرح شده است      

)با استفاده از     )nnnO logloglog2  بنابراين يك كامپيوتر كوانتومي مي تواند يك      . عمليات انجام دهد 

اين نتيجه خـود در     . عدد نمايي را سريعتر از بهترين الگوريتم هاي كلاسيكي شناخته شده تجزيه كند            

چگونـه  :  اين سـوال مطـرح شـود       ، در اين مسئله   حقيقت مهم است، اما شايد در مهمترين جنبه جالب        

ي يـك   مي توانند بـه طـور مـؤثر بـر رو    كامپيوتر كلاسيكي غير عملي هستند،كه بر روي   مسائل ديگر 

  يوتر كوانتومي انجام شوند؟كامپ

 مي دهيم، كه از عوامل اصـلي بـراي تجزيـه كوانتـومي و                بسط تبديل فوريه كوانتومي را    دراين بخش   

شروع مي كنـيم، يـك      تبديل فوريه كوانتومي، كه     . بسياري از الگوريتم هاي كوانتومي جالب ديگراست      

اسـتفاده از   . استه از دامنه هاي مكانيك كوانتومي       ل فوري براي انجام يك تبدي    الگوريتم كوانتومي موثر  
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اما يك كارمهم كه قادر     . تبديل فوريه بر روي داده هاي كلاسيكي سرعت كار كلاسيكي را بالا نمي برد             

 تحـت شـرايط معـين، در        يكاني تخمين ويژه مقادير يك اپراتور       .، تخمين فاز مي باشد    است انجام دهد  

اجازه مي دهد تا چندين مسئله جالب ديگر شامل مـسئله             مسئله  اين .وداين بخش توضيح داده مي ش     

  .اند تو ضيح داده  شده3-4كه دربخش . پيدا كردن مرتبه و مسئله تجزيه را حل كنيم

  را   1تخمين فاز همچنين مي تواند با الگوريتم جستجوي كوانتومي تركيب شود تا مسئله حل شـمردن               

ه ر گـرو  تبديل فوريه كوانتومي ممكن است استفاده شود تا مـسئله زي ـ          . دحل كن  با يك مسئله جستجو   

  . مخفي را حل كند

  .ديگر مسائل گفته شده بر روي يك كامپيوتر كلاسيكي سخت هستند

  2تبديل فوريه كوانتومي-4-2

هاي يك مسئله در علم رياضي يا كامپيوتر تبديل آن به چند مـسئله ديگـر                مفيد ترين راه حل    يكي از 

چند تبديل از اين نوع وجود دارد كه اغلب پيدا مي شـوند و بنـابراين در         . ل آن را مي دانيم است     كه ح 

بزرگتـرين كـشف از     . خيلي مفاهيم سخت تبديلات براي منظور خاص خودشان ياد گرفته مـي شـوند             

ر محاسبات كوانتومي چند تبديل دارد كه خيلي سريعتر بر روي يك كامپيوتر كوانتومي ازيك كـامپيوت               

 كـشف قـادر مـي باشـد كـه الگـوريتم هـاي سـريعتر بـراي                   ايـن . لاسيكي مي توانند محاسبه شـوند     ك

در زبـان رياضـي   . تبـديل فوريـه گسـسته اسـت    ، يكي از ايـن تبـديلات  . كامپيوترهاي كوانتومي بسازد 

. معمولي، تبديل فوريه گسسته بر روي يك بردار از اعداد مخـتلط بـه عنـوان ورودي عمـل مـي كنـد                      

110 ,...,, −Nxxx    كه طول N     يـك بـردار    ،  در خروجي داده هاي تبديل يافته     .  از بردار پارامتر ثابتي است

10از اعداد مختلط  ,..., −Nyyتبديل فوريه با رابطه زيرتعريف مي شود  ، هستند :  

)4-1                (                                                   ∑
−

=

≡
1

0

21 N

j

N
kij

jk kex
N

y
π

  

                                                 
1 . counting solutions 
2 .quantum fourier transform 
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اين تبديل است، اگر چه نماد قراردادي براي تبديل فوريه كوانتومي           تبديل فوريه كوانتومي دقيقاً نظير      

   تعريـف  0و ...و N−1هـاي متعامـد     نتومي بر روي پايـه    تبديل فوريه كوا  . تا حدودي متفاوت است   

  :   كه در زير بر روي حالت هاي پايه عمل مي كند استصورت يك اپراتور خطي به  وشودمي

)4-2             (                                                            ∑
−

=

→
1

0

21 N

k

N
kij

ke
N

j
π                    

  :به صورت مشابه عمليات بر روي يك حالت دلخواه ممكن است به صورت زير نوشته شود

)         4-3(         

                                                                                                             

اين يك شكل واضح از تعريف نيـست،   .  هستند xjه گسسته از دامنه هاي       تبديل فوري  ykكه دامنه هاي    

 است و بدين معناست كه طول بردار ثابت است و بنابراين مي تواند به               يكانياما اين تبديل يك تبديل      

بـودن تبـديل فوريـه را بـه وسـيله            يكـاني . صورت ديناميكي براي يك كامپيوتر كوانتومي انجام شـود        

همچنـين  .  كه تبديل فوريه را محاسبه مي كند اثبات خواهيم كـرد           يكانيانتومي  ساختن يك مدار كو   

  .است يكاني به طور مستقيم ثابت كنيم تبديل فوريه توانيمي ميآسانبه

0,...,12 و پايـه هـاي        تعداد اعداد صحيح است،    n قرار مي دهيم، كه      N=2n،  درزير −n     پايـه هـاي 

  .  بيتي هستندnوتر كوانتومي محاسباتي براي يك كامپي

njjjj به صورت    در مبناي دو   را با استفاده از نمايش       jمفيد است كه حالت       بنويـسيم كـه     =21...

ــولي   ــورت فرم ــه ص 02ب
2

1
1 2...22 n

nn jjjj +++= ــاد   هم.  اســت−− ــه نم ــد اســت ك ــين مفي چن

mll jjjo .... 1 ،2 اعشاردرمبناي را به عنوان نمايش+1
1

2
...

42 +−
+ +++ lm

mll jjjقبول كنيم .  

د زير  تواند به صورت نمايش حاصلضرب مفي   با يك محاسبات جبري كوچك تبديل فوريه كوانتومي مي        

  :بدست بيايد
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ديل فوريه كوانتـومي     چون حتي ممكن است اين تعريف را تعريفي از تب          ،  اين نمايش ضربي مفيد است    

 يـك مـدار كوانتـومي       توان مي اين نمايش با  همان طور كه به طور كوتاه بدست آورديم         . در نظر بگيريد  

 يكانييك اثبات وجود دارد كه تبديل فوريه كوانتومي         .  كه تبديل فوريه را محاسبه كند      ساختمناسب  

به صـورت يـك     . انتومي فراهم مي كند   است، و بينشي با الگوريتم هاي بناشده بر روي تبديل فوريه كو           

و تعريف   )4-4(معادل نمايش ضربي    .  تبديل فوريه سريع كلاسيكي را بدست مي آوريم       نتيجه وابسته   

  :در زير از تعدادي عمليات جبري  مقدماتي نشان داده مي شود كه )4-2(
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  :  ها يا صفر ند يا يك پس داريمkچون تمام 

∑∑ ∑∑
= = =

−

=

=
1

0

1

0

1

0

12

0 1 2

...
k k kk n

n

  

n22...22 =××× 

kej
k k k

kij

n
n

n∑∑ ∑
= = =

=
1

0

1

0

1

0

2
2

2 1 2

...
2

1 π

 

( )∑ ∑
= =

−

→⇒

⇒==
1

0

1

0
21

2...2

2

2121

1

21 ......
2

1

......

k k
n

kkkij
n

nn

n

n
n kkkej

kkkkkkk

π 

1
1

1 ...
42

...0 +−
+

+ +++=⋅ lm
mll

mll j
jjjjjj

01
1

2
2

1
1 22...22 nn

nn jjjjj ++++= −
−−

njjjj ...21=



 ٦٢

∑ ∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

=

−∑
→

1

0

1

0
21

222

2 1

1 ......
2

1
k k

n

kij

n
n

n
n

l

l
l

kkkej
π

 

)4-6          ([ ][ ] n
k k

kkkij
n kkkej

n

n
n ......

2

1
2

1

0

1

0
1

2...222

2 1

2
2

1
1∑ ∑

= =

+++ −−−

→ π
 

 ( )( ) ( )[ ]∑ ∑
= =

−−−

→
1

0

1

0

22
2

2222

2 1

2
2

1
1 ...1...

2

1
k k

n
ijkijkijk

n
n

n
n kekeej πππ

 

 )4 -7(                                                  ∑ ∑⊗
= = =

−

→
1

0

1

0

22

12 1

...
2

1
k k

l
ijk

n

l
n

n

l
l kej π  

 )4 -8(                                                                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→ ∑⊗

==

−
1

0

22

122

1

l

l
l

k
l

ijk
n

l
n kej π

  

[ ]10
2

1 122022

12

ll ijij
n

l
n ee

−−

+= ⊗
=

ππ  

)4-9                                                                   (       [ ]10
2

1 22

12

lij
n

l
n e

−

+= ⊗
=

π
 

    :  مقدار قرار دهيم داريم Lاگر به جاي 
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  :بارانجام دهيم داريمn اگراين كارراتا 
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   :داريم )n( و ...و )3( و )2( و )1(و  )6-4(از  معادله 
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 مـوثر بـراي تبـديل فوريـه         به راحتي يك مـدار     به راحتي درست مي شود و        )4-4(نمايش حاصلضرب   

را  يكـاني  تبـديل    Rk گيـت    )1-4(نظير مـدار نـشان داده شـده درشـكل           .  نتيجه مي دهد    را كوانتومي

  .مشخص مي كند

  

)   4-11(        

  
  .مدار تبديل فوريه كوانتومي ):1-4( شكل 
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     در نظـر بگيريـد چـه اتفـاقي         . سـبه مـي شـود     با مشاهده مدار ترسيم شده تبديل فوريه كوانتومي محا        

njjمي افتد وقتي كه حالت      ،دامـارد بـا بيـت اول   با به كار بردن گيـت ها . رودي است و به عنوان1...

  :حالت زير نتيجه مي شود

)     4-12 (  

1102چون   −=⋅ jie π  11 وقتي كه =j    به كار بردن گيت كنترلـي      .  است 1+صورت برابر   است و در غير اين

R2حالت زيررا نتيجه مي دهد                :  

  

  

  

)     4-13(  

 1  ادامه مي دهيم، هركدام با بيت اضافي در فاز ضريب             Rn الي   R3  ،R4با استفاده از گيتهاي كنترلي      

  :نهايت در اين روش حالت زير راداريماول جمع مي شود در
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)     4-14(  

حالـت زيـر را نتيجـه          گيت هـا دامـارد      . حال يك روش مشابه را به روي كيو بيت دوم انجام مي دهيم            

  :مي دهد

)     4-15(                  ( )( ) n
jijji jjeen n ...1010

2

12 3
02...02

2
2

21 ⋅⋅ ++→= ππ
 

  . حالت زير را نتيجه مي دهندRn-1 تا R2و گيتهاي كنترلي 

  

  )   4-16(  

  : به اين روش براي هركيوبيت ادامه مي دهيم، حالت نهايي بدست مي آيد

  

)     4-17(  

  :بعد از عوض كردن جاي عملها، حالت كيوبيت به صورت زيراست

  

)4-18(  

  

اين ساختار  .  مي بينيم كه اين نتيجه دلخواه از تبديل فوريه كوانتومي است           )4-4(در مقايسه با معادله     

يـك  . اسـت  يكانياست، چون هرگيت درمدار      يكاني ثابت مي كند كه تبديل فوريه كوانتومي         همچنين

مثال واضح نشان دهنده يك مدار براي تبديل فوريه كوانتومي بر روي سه كيوبيت در زيـر نـشان داده                    

  .شده است
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  مثال تبديل فوريه كوانتومي سه كيوبيتي-4-2-1

  :  كوانتومي سه كيوبيتي استمدار مشخص شده زير براي تبديل فوريه

  
   مدار تبديل فوريه كوانتومي سه كيوبيتي):2-4(شكل 

S وT  كه به ترتيب گيتهاي فازو 
8
πبه صورت يك ماتريس تبديل فوريـه كوانتـومي   .  هستند را  داريم

ieدر اين مثال با استفاده از 
i

== 8
2π

ω ماتريس هاي  و SوTاندنشان داده شده زير  كه در:   
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  :ماتريس اين تبديل به صورت زير بدست مي آيد
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 در مجمـوع  به كيوبيت اول شروع مي كنيم، ) ستهواب(چرخش مقيد  n-1و  با انجام يك گيت هادامارد

n اين به وسيله يك گيت هادامارد و        .  گيتn-2     مـي شـود،    چرخش وابسته به كيوبيت دوم نشان داده   

)با ادامه ايـن روش مـي بينـيم كـه             . گيت n-1در مجموع    ) ( )
2

)1(1...21 +
=++−+−+

nnnnn 

به بيش از    . گيت مورد نياز است، به علاوه گيتها دراين مبادله درگير هستند          
2
n  ا نياز اسـت    جانشين ه .

)بنـابراين ايـن مـدار   .  انجـام شـود  NoTاز سه گيت كنترلي  و هر جانشين مي تواند با استفاده )2nΘ 

  .الگوريتم براي انجام تبديل فوريه كوانتومي فراهم مي كند

 ،عنـصر n2درمقابل، بهترين الگوريتم هاي كلاسيكي بـراي محاسـبه تبـديل فوريـه گسـسته بـر روي                   

، كه تبديل فوريه گسسته را با اسـتفاده از          (FFT)الگوريتم هايي به صورت تبديل فوريه  سريع هستند          

( )nn2Θ     امپيوتر كلاسـيكي   تبـديل فوريـه رابـر روي يـك ك ـ         براي اينكـه      گيت محاسبه مي كنند، كه

 تبديل فوريه كوانتـومي را بـر روي         ست، بنابراين  نيازمند عملهاي بيشتري ا    به طور نمايي  محاسبه كند   

  . يك كامپيوتر كوانتومي انجام مي دهد

ر خيلـي از جـستجوهاي      بدين ترتيب تبديل فوريه كوانتـومي ارزشـمند اسـت چـون تبـديل فوريـه د                

بـراي مثـال، دركـامپيوتر تـشخيص صـدا، مرحلـه اول در               .هاي جهان واقعي نقـش دارد     كاربردي داده 

  از آيـا مـي تـوانيم     .  مـي كنـد     تبـديل  ن است كه تبديل فوريه مدار به صورت عددي        تشخيص صوت اي  

تبديل فوريه كوانتومي استفاده كنيم تاسرعت محاسبه را بالا ببرد؟ متأسفانه جواب اين است كه هـيچ                 

هـا در يـك كـامپيوتر       مـسئله ايـن اسـت كـه دامنـه           . روشي شناخته شده نيست كه اين را انجام دهد        

هـاي  بنـابراين روشـي از تعيـين دامنـه        . دگيري در دسترس باشن   اندازه اتوانند مستقيماً ب  كوانتومي نمي 

ندارد تا به طـور مـوثر        روشي وجود ر صورت كلي    بدتر اينكه د  . تبديل فوريه از حالت اصلي وجود ندارد      

  لـي ه بـراي تبـديل كوانتـومي خي       بنـابراين درك اسـتفاد    . حالت اصلي تبديل فوريه يافته را تهيه كنـد        

 دراين فصل چندين الگوريتم پايـه بـر روي يـك كـاربرد خيلـي      . از آنچه كه اميد داشتيم است      تردقيق

 .از تبديل فوريه كوانتومي را توسعه مي دهيمدقيق 
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                                                       1 تخمين فاز-4-3

صـورت تخمـين فـاز اسـت، كـه در شـروع             تبديل فوريه كليدي با يك روش عمومي شناخته شده بـه            

 داراي يـك ويـژه    Uيكـاني فرض كنيد كه يـك اپراتـور   . كليدي براي بسياري الگوهاي كوانتومي است

اين اسـت    هدف نهايي الگوريتم تخمين فاز    . نامعلوم است ϕاست، كه مقدار    ϕπie2 با ويژه مقدار   uبردار

بعـضي  ( كه يك جعبه سياه در دسـترس داريـم        فرض مي كنيم    با انجام تخمين    . را تخمين بزند  ϕكه  

را تهيــه كنــد و عمــل  uكــه قــادر اســت حالــت ) گويي مــي شناســيماوقــات بــه صــورت يــك پيــش

jكنترلي

U استفاده از جعبه سياه نشان مي دهد كه        .  مناسب انجام دهد   jمنفي   نا را براي اعداد صحيح   2

بلكه، بايد درباره تخمين فاز بـه       . لگوريتم كوانتومي كامل نيست    ا  تخمين فاز خود يك    در حقيقت روش  

بـراي  از آن     مي تـوان   ها تركيب مي شود،   كه وقتي كه با ديگر پيمانه        د،رفكر ك  پيمانه   صورت يك نوع  

در كاربردهاي خـاص از روش تخمـين فـاز ايـن را كـاملا           . دكرمحاسباتي جالب استفاده    انجام كارهاي   

انـد، و تركيـب آنهـا بـا روش          گونه عملهاي جعبه سـياه انجـام شـده        انجام خواهيم داد، توضيح اينكه چ     

  .گرچه ما به تصور آنها به صورت يك جعبه سياه ادامه خواهيم داد. تخمين فاز واقعا كار مفيدي است

 اوليـه در    كيوبيـت  tرجيـستر اول شـامل      .  تخمين فاز كوانتومي از دو رجيستر استفاده مي كنـد          روش

عدد ارقام در دسترس كـه      :  را انتخاب مي كنيم به دو چيز بستگي دارد         tاينكه چگونه   . است 0حالت  

.  احتمـالي روش تخمـين فـاز موفـق خواهـد بـود             خواهيم داشته باشيم، و بـا چـه        مي ϕبراي تخمين   

  .پديدار مي شود زير  به طور طبيعي از آناليز كميات به اينtوابستگي 

. اسـت  uزيـادي بـه انـدازه ذخيـره         بيت هاي   شروع مي شود و شامل كيو      u رجيستر دوم در حالت   

 . را به كار مي بريم     )3-4(ابتدا، مدار نشان داده شده در شكل        . ي شود تخمين فاز در دو مرحله انجام م      

وي رجيستر اول شروع مي شود و با به كار بردن عمل هـاي              ر دامارد بر مدار با استفاده از يك تبديل ها      

                                                 
1 .phase estimation 
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حالت نهـايي  . از توانهاي دوم متوالي ادامه پيدا مي كندشده  توليدU بر روي رجيستر دوم باU كنترلي 

  : اول به راحتي ديده مي شود به صورت رجيستر
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  . باقي مي ماندu ين توصيف حذف مي كنيم زيرا در طول محاسبات در حالترجيستر دوم را ازا

  

امل نرمال ع. مرحله اول روش تخمين فاز: )3-4(شكل 
2

  . در سمت راست حذف شده است1

  كار  اين. مرحله دوم تخمين فاز به كار بردن تبديل فوريه كوانتومي معكوس بر روي رجيستر اول است               

) قبل بدست مـي آيـد، و در          ر براي تبديل فوريه كوانتومي در بخش      به وسيله معكوس كردن مدا     )2tΘ 

سومين و آخرين مرحله از تخمـين فـاز خوانـدن حالـت رجيـستر اول بـه                   .له مي تواند انجام شود    مرح

نشان خواهيم داد كه اين كار يك تخمـين         . ازه گيري در پايه هاي محاسباتي است      دوسيله انجام يك ان   

  . ه شده است نشان داد)4-4(يك طرح سرتاسر كلي در شكل .  فراهم كندϕخيلي خوب از 

H0

H

H

H

02U
12U

22U
12 −t

Uu u

0

0

0

( ) 10
122 ϕπ −

+
tie

( ) 10
222 ϕπie+

( ) 10
122 ϕπie+

( ) 10
022 ϕπie+
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      رجيستر  و كيوبيتهاي پاييني.  كيوبيت بالايي رجيستر اول هستندt.  فازطرح كلي از روش تخمين) : 4-4(شكل 

خروجي .  استϕπie2 با ويژه مقدار U يك ويژه حالت از u ). معمولا براي نمايش سيمها به كار مي رود/. ( دوم هستند

⎦⎥ با ϕ ازدقيق بعد از اندازه گيري يك تقريب
⎤

⎢⎣
⎡

∈
+− )

2
12log(t1 با احتمال ،بيت- єاست .  

  

 t دقيقـا در     ϕ  با دقيق كردن بينشمان به طوري كه چرا تخمين فاز كار مي كند، فرض مي كنيم كه                  

  : زيربيان شده باشد به صورتتبي

 tϕϕϕϕ ....0 21=  
  :نتيجه شده از مرحله اول تخمين فاز مي تواند به صورت زير نوشته شود )19-4(پس حالت 

)4-20             (( )( ) ( )10...1010
2

1 ....02.02.02

2

211 tttt iii
t eee ϕϕϕπϕϕπϕπ +++ −    

 بـا    ه بخـش قبـل    امـا در مقايـس    . مرحله دوم ازتخمين فازبه كار بردن فوريه كوانتـومي معكـوس اسـت            

 مـي بينـيم كـه حالـت خروجـي مرحلـه دوم حالـت            )4-4(ي حاصل از تبديل فوريـه، معادلـه         نتيجه

 حاصلضرب
tϕϕ   .را مي دهدϕيك اندازه گيري در پايه هاي محاسباتي دقيقاً .است1...

 متناظر با   U يكانياز يك ويژه مقدار اپراتور      ϕخلاصه، الگوريتم تخمين فاز اجازه مي دهد تا يكبار فاز         

يك رفتار ذاتي در دل اين روش ، توانايي انجام تبديل فوريه      . داده شده را تخمين بزنيم    uويژه بردار 

  : معكوس به انجام تبديل زير است
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گيري مي شود،    وقتي كه اندازه   ϕ خوب براي  را مشخص مي كند كه يك تخمين       يك حالت    ~ϕكه

  .است
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  : كارآيي و نيازها-4-3-1

 بيتـي  t در مبنـاي دو مي تواند با يك بسط  دقيقاً ϕكه . آناليز فوق براي حالت ايده آل به كار مي رود      

، روشـي كـه شـرح       گيـريم ه مـي   نتيج اتفاقي مي افتد؟   وقتي كه اين حالت نباشد چه        حال .نوشته شود 

  .  با احتمال بالا توليد خواهد كردϕداديم يك تقريب خيلي خوب براي 

زها بعـضي   اين نيا .  حاكي بود  )21-4(فاده شده در    ، از نمادگذاري است   ل از قب  طور كه  همان به طور كلي  

  . مي دهندكاربردهاي دقيق را نشان

b      2تا   را عدد صحيح در بازه صفرt-1     قرار دهيد به طوري كه  tt bbb ....0
2  بيتي به   t بهترين تقريب    ،=1

ϕ است كه از ϕكه .  كوچكتر استt

b
2

−= ϕδ تفاضل بين ϕو t

b
2

≥≥−t  شرط 20 δه         را برآورد 

قصد داريم نشان دهيم كه مشاهده انتهاي روش تخمين فاز يك نتيجه توليد خواهد كرد كـه                 . مي كند 

به كار بردن تبديل    . بزنيم  را دقيقا با احتمال بالا تخمين      ϕرا قادر مي سازد تا      ما   و    وابسته است،  bبه  

  :حالت زير را توليد مي كند )19-4(وانتومي معكوس با حالت فوريه ك
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lα را دامنه( )( )tlb 2mod+ قرار دهيد .  
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  :بنابراين.  يك جمع سري هندسي است رابطهاين
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ل به دست آوردن    قصد داريم تا احتما   .  است mگيري نهايي براي     اندازه ي نتيجه  اين فرض مي كنيم كه   

ebm بـه صـورت     mيك مقدار از               يـك عـدد صـحيح مثبـت اسـت كـه      e، كـه  را تعيـين كنـيم  −<

        نظيـر بـه وسـيله رابطـه زيـر داده           mاحتمـال مـشاهده يـك       . كند مي  از خطا را مشخص    يچشم پوش 

  :شودمي
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) حقيقيθاما براي هر  ) 2exp1 ≤− θi25-4( با استفاده از رابطه ، بنابراين( :  
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πθπ وقتي كه    با حساب ديفرانسيل و يا هندسه مقدماتي       )باشـدرابطه −≥≥ )
π
θθ ||2exp1 ≥− i را

11اما وقتي كه. داريم 22 −− ≤<− tt l  داريمπδππ ≤⎟
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   :مي دهد ي زير را نتيجه)28-4( و )26-4( تركيب 
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   :آوريمبه دست مي ، در نتيجه 2tδ ≤1 ≥ 0به خاطر بياوريد كه 
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         انتخـاب  e = 2t-n – 1بـراي ايـن كـار    .  تقريـب بـزنيم  n-2 را بـا يـك دقـت    ϕفرض كنيد مي خواهيم 

 بـه   مي بينـيم كـه احتمـال   )33-4( كيوبيت در الگوريتم تخمين فاز از      t=n+p استفاده از    با. مي كنيم 

) اً با اين دقت دقيقدست آوردن يك تقريب صحيح )22211 −− p بنـابراين بـراي موفقيـت در   . اسـت    

  : انتخاب مي كنيمε−1 بيت با احتمال حداقلn  با دقيقϕبه دست آوردن 
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 را  Uاز   u، احتياج داريم تا بتوانيم يـك ويـژه حالـت            ي استفاده از الگوريتم تخمين فاز     مواردي برا در

  كـه  فـرض كنيـد   دانيم چگونه يك ويژه حالت نظير را فراهم كنيم چه مي شود؟  ن اما اگر.فراهم كنيم

 از  uبسط اين حالت برحسب ويژه حالت هاي         . فراهم كرده ايم   u ديگر را به جاي      ψچند حالت 

U، ∑= u u uCψكه ويژه حالت فرض كنيد.  است uويژه مقدار uie ϕπ2 با درك مـستقيم  . دارد

u∑نتيجه الگوريتم تخمين فاز مداوم يك حالت خروجي نهايي با   uuC ϕ~  ،كـه   خواهـد بـود uϕ
 يـك  ~

 رجيـستر اول در خروجـي يـك         بنابراين انتظار داريم كـه خوانـدن      . تاس uϕتقريب خيلي خوب به فاز    

2 تصادفي با احتمـال      uكه   ،دخواهد دا  uϕب به تقريب خو 
uC      ايـن روش اجـازه    .  انتخـاب مـي شـود     

  .ي ممكن اجتناب كنيم ناشناختهمي دهد تا از فراهم كردن يك ويژه حالت

 هـم غيـر      ازنظرفيزيكـي  اي كـه   مـسئله  كه تخمين فـاز   براي اين دليل    ؟  مين فاز جالب است   چرا تخ 

 چگونه يك ويژه مقدار مربوط به يك ويـژه بـردار            ،مثالبه طور  .دكنمياست را حل    جالب  بديهي و هم    

، از   بـه هـر حـال       كـه،   اسـت  ي صـحيح   اين استفاده  ؟ده مي شود  خمين ز  داده شده ت   يكانييك اپراتور   

 به طوري كه در بخش  توانند به تخمين فاز تبديل شوند،     آيد كه ديگر مسائل جالب مي     ت برمي مشاهدا

  .الگوريتم تخمين فاز در زير خلاصه شده است. بعدي نشان داده شده است

  

   تخمين فاز كوانتوميالگوريتم -4-3-2

  :ورودي ها

 . انجام مي دهدj  دد صحيح را براي عjU يك جعبه سياه كه يك عمل كنترل .1

uie با ويژه مقدارU  از uيك ويژه حالت .2 ϕπ2. 
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3. ⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

ε2
12lognt0 درحالتكيوبيت اوليه.  

  :خروجي

uϕ بيتي nيك تقريب 
  .uϕ به~

  :الگوريتم مراحلتعداد 

)شامل   )2tO كه عمليات   و يك عمل   يات عمل jU احتمـال   . اسـت  شـود  ناميده مي   جعبه سياه  ي كنترل

  .است ε−1  حداقلموفقيت

  : الگوريتمروش

                       u0                                                                                             حالت اوليه.   1

∑  ايجاد تركيب                                                                                .   2
−

=

12

02
1 t

j
t

uj   

∑                                                             به كار بردن جعبه سياه .  3
−

=

→
12

02
1 t

j

j

t
uUj  

∑نتيجه جعبه سياه                                                                     
−

=

=
12

0

2

2
1 t

u

j

i

t
uje ϕπ  

uuϕ                                                            به كار بردن تبديل فوريه معكوس  .  4
~→   

uϕ                                                                               اندازه گيري رجيستر اول  . 5
~→      

   پيدا كردن مرتبه وتجزيه -4-4

اكنون به شرح دو نمونه از جـالبترين        . ائل جالب ديگر را حل كرد      توان مس  با استفاده از تخمين فاز مي     

در حقيقت هم   اين دو مسئله    . ئله پيداكردن مرتبه ومسئله تجزيه    مس: مسائل مربوط به آن مي پردازيم     

 بخش يك الگوريتم كوانتومي را براي حل مسئله پيداكردن مرتبه           اين، بنابراين در  ارز با يكديگر هستند   

 توضيح مي دهيم كه چگونه مسئله پيداكردن مرتبه به توانايي تجزيه به خوبي اشـاره               شرح مي دهيم و     

  .مي كند



 ٧٦

ه كوچك در تئوري عددي نيـاز       براي فهم الگوريتم هاي كوانتومي تجزيه وپيداكردن مرتبه به يك زمين          

  .ه هاي كوانتومي مسئله مي پردازيمدر سرتاسر اين بخش به جنب. داريم

اولـين و   . الـب هـستند   بـه سـه دليـل ج      وانتومي براي فهميدن مرتبـه و تجزيـه         الگوريتم هاي سريع ك   

تر از كامپيوترهـاي كلاسـيكي      ، اين است كه كامپيوترهاي كوانتومي ممكـن اسـت قـوي           مهمترين دليل 

وريتم كلاسيكي  دومين دليل اينكه هر دو مسئله داراي ارزش ذاتي كافي براي توجيه هر دو ا لگ               . باشند

سومين دليل و مهمترين از ديدگاه عملي اين است كه الگوريتم هـاي مـوثر بـراي       . تنديا كوانتومي هس  

  .م هاي كليد مخفي عمومي بكار روندنند براي شكستن سيستبه و تجزيه مي تواپيداكردن مرت

  :  پيداكردن مرتبه-4-4-1

 بـا  x modulo Nبـدون عوامـل مـشترك مرتبـه      : x<N به طوري كه N و xبراي اعداد صحيح مثبت 

مـسئله پيـداكردن    .  تعريـف مـي شـود   xr =1(mod N) به طوري كـه  rكوچكترين عدد صحيح مثبت 

بايد باور كـرد كـه پيـدا كـردن مرتبـه بـا       .  هاي مشخص استN و x براي بعضي  rمرتبه تعيين مرتبه    

حساس كه هيچ الگـوريتم شـناخته       ، با اين ا   وترهاي كلاسيكي يك مسئله سخت است     استفاده از كامپي  

بيت مورد نياز حل كنـد وجـود نـدارد           O(L)اي كه مسئله را با استفاده از منبع چند جمله اي در             دهش

.  مشخص شودN تعداد بيتهاي مورد نياز است تا L = [Log (N)]كه مسئله را مشخص كند كه در آن 

در اين بخش شرح مي دهيم كه چگونه تخمـين فـاز ممكـن اسـت اسـتفاده شـود تـا يـك الگـوريتم                          

  .پيداكردن مرتبه بدست بيايدنتومي موثر براي كوا

 كار رفته بـا يـك عملگـر يكـاني           الگوريتم كوانتومي براي پيداكردن مرتبه فقط الگوريتم تخمين فاز به         

  .است

)4-35                  (                                              ( )NxyyU mod≡  

)، از قـرار داد N≤ y ≤ 2L-1د كـه اينجـا و در زيـر وقتـي     توجـه كني ـ . ( y∈{0,1}Lبا  )Nxy mod 

يـك محاسـبه   . )عمل مي كنـد است  y ≤ N-1 ≥ 0 به طور غير بديهي وقتيكه Uاستفاده مي كنيم كه 

  :به وسيله رابطه زير تعريف مي شود د كه حالتمي دهنشان ساده 
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  ، چون  هستندUويژه حالت هاي  S ≤ r-1 ≥ 0براي اعداد صحيح 

)4-37     (                        Nx
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isk
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uU k
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)4-38    (                                                           su
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⎤

⎢⎣
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π2exp   

)2exp(ن فاز اجازه مي دهد با دقت بالا مطابق ويـژه مقـادير              استفاده از روش تخمي    r
isπ    مرتبـه r  را 

  .بدست آوريم

يـك   اولاً بايد روش مناسبي داشـته باشـيم تـا         :  تخمين فاز به دو چيز نياز داريم       براي استفاده از روش   

jعمل كنترلي 

U  با suثانياً بايد به طور موثر يك ويژه حالت     ،   انجام دهيم  j را براي هر عدد صحيح       2

  .ي از اين ويژه حالتها فراهم كنيميك ويژه مقدار غير بديهي يا تقريباً تركيب

شـود و    مـي    مـي شناسـيم بـرآورده         1نياز اول با استفاده از يك روش كه به نام توان رساني پيمانه اي             

j عملهاي كنترلي  توانيم تمام دنباله  همچنان مي 

U  O(L3) را بوسيله روش تخمين فاز بـا اسـتفاده از            2

  . گيت انجام دهيم

. بنابراين اين خروجي مـسئله اسـت  .  استrنيازمند دانستن  suتهيه.  كوچك است حقهنياز دوم يك 

را حل كنيم كه بـه صـورت        suهد مسئله كه اجازه مي د   انه يك مشاهده زيركانه وجود دارد       خوشبخت

  :زير است

)4-39       (                                                                11 1
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−

=

r

s
su

r  

⎦⎥در انجام روش تخمين فاز اگر از        
⎤

⎢⎣
⎡ +++= )

2
12log(12
ε

Lt    ل استفاده كنيم    كيوبيت در رجيستر او

 در s، نشان مي دهد كـه بـراي هـر        تهيه كنيم 1و رجيستر دوم را در حالت       ) )4-4(ط به شكل    مربو(

                                                 
1 . modular 
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خــواهيم يــك تخمــين از فــاز ، مــي r-1 تــا 0بــازه 
r
s

≈ϕ 2 دقيقــاً بــاL+1 ًبيــت بــا احتمــال تقريبــا 

r
)1( ε− نمايش داده شده   ) 5-4(تبه به صورت طرح وار در شكل        ردن مر الگوريتم پيداك . بدست بياوريم

   .است

  
  رجيستر دوم همان طور كه. مدار كوانتومي براي الگوريتم پيداكردن مرتبه : )5-4(شكل 

  .نيز باشد0 مي باشد ولي مي تواند در حالت 1نشان داده شده است در ورودي 
  :  توان رساني پيمانه اي-4-4-2

jتوانيم دنباله عملهاي كنترلي    مي خواهيم ببينيم كه چگونه   ل مي حا

U  استفاده شده با روش تخمـين       2

خـواهيم تبـديل    به اين ترتيب مي     . ريتم پيداكردن مرتبه محاسبه كنيم    فاز را به صورت قسمتي از الگو      

  :ر را محاسبه كنيمزي

)4-40    (                                                   yUUzyz zz t
t

0
1

1 22 ...
−

→  

)4-41      (                                         ( )Nyxxz zz t
t mod...

0
1

1 22 ××=
−

  

)4-42      (                                                                ( )Nyxx z mod=  

jبنابراين دنباله عملهاي كنترلي     

U  بكار رفته در تخمين فاز معادل ضرب كردن عناصر رجيـستر دوم             2

اين عمل ممكن است به آسـاني  .  عناصر رجيستر اول مي باشدz است كه xz(mod N)با پيمانه نمايي 

      تــابعايــده اساســي در محاســبات معكــوس . جــام شــود محاســبات معكــوس انبــا اســتفاده از تكنيــك

xz(mod N) از z     در سومين رجيستر است و سپس به طور معكوس عناصـر رجيـستر دوم بـه  وسـيله 

xz(mod N)   را بـه محـض   عناصـر رجيـسترسوم  ، مي شوند، استفاده از يك حقه بدون محاسبهضرب 

      مرحلـه اول از    . لـه نمـايي دو مرحلـه دارد       اسـبه دنبا  الگـوريتم بـراي مح    . تكميل شدن پاك مـي كنـد      

tH ⊗ +FT0

Nx j mod1

tqubits
gister1Re

Lqubits
gister2Re
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 محاسـبه  x moduloN را به وسيله مربـع كـردن   x2(mod N)اي استفاده مي كند تا رساني پيمانهتوان

   كنـد و ايـن روش ادامـه پيـدا      محاسبه ميx2(mod N) را به وسيله توان دوم x4(mod N)سپس . كند

2(mod)كند تامي j

x همه براي j ها تا t-1محاسبه شود  .  

)از   )LOLt =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++= )

2
12log(12
ε

 عمل مربـع    t-1=O(L)، بنابراين تمام     بيت استفاده مي كنيم    

  .  استO(L3)بنابراين تعداد كل عمليات مرحله اول . عمل انجام مي شود O(L2)در 

  :به خاطر داريم كه. ريزي شده استبر روي مشاهده پايهمرحله دوم الگوريتم 

)4-43       (( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )NxNxNxNx zzzz t
t

t
t mod...modmodmod

0
1

2
1

1 222 −
−

−

=  

بـا اسـتفاده      عمل دارد ، مي بينيم كه نتيجه مي تواند         O(L2) ضرب پيمانه اي كه هر كدام        t-1با انجام   

الگوريتم هاي مناسب بر    ، اما بيشتر    اين عمل براي فرض ما مناسب است      .  گيت محاسبه شود   O(L3)از  

 بيتـي و يـك   tيـك رجيـستر    مي توان يك مدار معكوس با    حال  . الگوريتم ها هستند  پايه ضرب كردن    

بـا  را  (z, xzy (modN))  يخروج  را داراست  و در(z,y) بيتي ساخت كه در ورودي حالت  Lرجيستر 

گيـت   O(L3)اين مدار كوانتومي به اين معني است كه با اسـتفاده از             .  گيت مي دهد   O(L3)استفاده از   

  :تبديل زير را محاسبه مي كند

)4-44(                                            ( )Nyxzyz z mod→  

  : بسط كسرهاي تكرار شونده-4-4-3

 از  rتبديل پيداكردن مرتبه با تخمين فاز با اين توضيح كامل مي شود كه چگونه پاسخ خواسـته شـده                    

نتيجه الگوريتم تخمين فاز يعني      
r
s

≈ϕ   ؟ فقط مي دانيم       بدست مي آيد ϕ   2 دارايL+1     ،بيـت اسـت 

 بتـوانيم نزديكتـرين     اگر.  مي دانيم  )نسبت دوعدد صحيح معين   (اي درباره عددگويا    مقدمهاما همچنين   

  . را بدست بياوريمr مي توانيم  را محاسبه كنيم،ϕكسر نظير 
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       ايـن كـار را انجـام     يك الگوريتم به نام الگوريتم كسرهاي تكرار شونده وجـود دارد كـه بـه طـور مـوثر                    

  .ار را دارد در قضيه زير آمده استدليل اينكه اين الگوريتم توانايي اين ك. مي دهد

 فرض كنيد :قضيه
r
sيك عدد گويا است به طوريكه :  

)4- 45           (                                                                            22
1
rr

s
≤−ϕ  

پس  
r
s          يك سري همگرا از كسرهاي تكرار شونده براي ϕ       است وبنابراين مي تواند در O(L3)   عمليـات

  .م كسرهاي تكرار شونده محاسبه شودبا استفاده از الگوريت

2، از     بيت است   2L+1 با   ϕ يك تقريب دقيق از      ϕچون  
12

2
12
rr

s L ≤≤− −−ϕ   چون   پيروي مي كند ،

r≤N≤2L .بنابراين قضيه كاربرد دارد.  

sr مفروض الگوريتم كسرهاي تكرار شونده به طور مناسب اعـداد            ϕبه طور خلاصه      را بـدون هـيچ      ,′′

عامل مشتركي توليد مي كند به طوريكه        
r
s

r
s
=

′
rعدد   . ′ مـي تـوانيم    . نديد براي مرتبه است    يك كا  ′

Nxبا يك كنترل با محاسبه       r mod′   ببينيم كهr اگر نتيجه محاسبه   .  است يا خير    مرتبه مورد نظر   ′

r باشد پس 1   .ايم رسيده دلخواهتيجهاست و به ن  x modulo N مرتبه′

  :كارآيي-4-4-4

در دو صورت اين    . كردن مرتبه با شكست مواجه مي شود      مي خواهيم ببينيم چگونه الگوريتم پيدا     حال  

اول وقتي كه روش تخمين فاز يك تخمين بد از         : اتفاق مي افتد  
r
s   كه اين اتفاق با احتمال     .   توليد كند

وضـعيت  . ازه مدار اين احتمـال كوچـك مـي شـود    ي در اندرخ مي دهد و مي تواند با چشم پوش   εزياد

rدر اين حالـت عـدد     .  عامل مشترك داشته باشند    r و sوخيم تر وقتي است كه        بـه وسـيله الگـوريتم       ′

خوشبختانه سه راه بـراي     .  برنمي گردد  r بر مي گردد و به خود        rكسرهاي تكرار شونده به يك عامل از        

  .ود دارداين مسئله وج
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، كه در اين صورت  انتخاب شودr-1 و0 به طور تصادفي در بازه    s شايد سرراست ترين راه اين است كه        

در ايـن حالـت الگـوريتم    . ي ندارنـد  نسبت به هم اول هستند و عامل مـشترك  r و sبا احتمال خيلي بالا     

 rاد اعـداد اول كمتـر از        با ديدن اين حالت توجه شود كـه تعـد         . برمي گردد  rكسرهاي تكرار شونده به     

rrتقريباً   log
2

تقريبـاً  )  اول اسـت   rوبنابراين نسبت به    ( عدد اول باشد     s است وبنابراين احتمال اينكه      

)log(
2
1)log(

2
1 Nr  با احتمال خيلي زيـاد يـك    مرحله2log (N)بنابراين با تكرار الگوريتم در .  است<

فاز  
r
s     كه در آن s و r    بنـابراين كـسرهاي تكـرار      نسبت به هم اول هستند را مـشاهده خـواهيم كـرد و

  .ور كه انتظار داريم توليد مي كند را همان طr) دنباله دار(شونده 

، مگر  استr) فاكتور( يك عامل ′r، پس مطمئناً     باشد ′r≠rروش دوم به اين نكته توجه مي كند كه اگر           

 اين اتفاق با احتمال       باشد كه  s=0اينكه  
2
11

≤
r

. تواند به وسيله چند تكرار كم شـود       رخ مي دهد و مي     

mod)( را با    aفرض كنيد    Naa r′≡′  پس مرتبـه    . كنيم   جايگزين ميa′     در اينجـا 
r
r
′

اكنـون  .  اسـت  

، كـه اگـر موفـق شـويم          را محاسبه كنـيم    ′aمرتبه  ، و سعي مي كنيم      الگوريتم را تكرار كنيم   توانيم  مي

، چون    را محاسبه كنيم   aاجازه مي دهد كه مرتبه      
r
rrr
′

 را كه يك    ″r، پس شكست بخوريم اگر   . =′×

عامل از   
r
r
′

)(mod)(و اكنون سـعي مـي كنـيم كـه مرتبـه             . آوريماست را بدست مي     Naa r  را  ′′≡′′′

حداكثر تكرارهايي  .  را تعيين كنيم   aاين روش را آنقدر تكرار مي كنيم تا زمانيكه مرتبه           . سبه كنيم محا

a...، از اين رو هر تكرار مرتبه  استlog (r)=O(L)كه نياز داريم  مـل حـداقل دو    را به وسيله يـك عا ′′

  .كاهش مي دهد

 كلي به تنها يك عدد ثابـت از دنبالـه هـا نـسبت بـه                 ، به طور  ش سوم كه از دو روش اول بهتر است        رو

O(L)   طبق يك نظر با تكرار دوبار روش تخمين كسرهاي تكرار شـونده در مرحلـه اول                .  تكرار نياز دارد

′′
11 , sr      و در مرحله دوم ′′

22 , sr  بدست مي آيند  .′′
12 , ssدعامل مـشترك نداشـته   ند بايا كه تهيه شده
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12 ممكن است باگرفتن كوچكترين مضرب مشترك        r،  باشند , rr  احتمـال اينكـه     .  بدست بيايد′′
12 , ss 

  :ده مي شودعامل مشترك نداشته باشند به وسيله رابطه زير دا

)4-46      (                                                                       ∑ ′′−
q

sqPsqP )()(1 21  

 qاگر  .  است y تقسيم بر    xدر اينجا به معني احتمال       P(x⎜y) است و    qكه جمع بر روي همه اعداد اول        

،s′         را تقسيم كند پس همچنين مقدار واقعي s   و s1       بنابراين حد بالاي    .  را در تكرار اول تقسيم مي كند

P(q⎜s1′) با حد بالاي P(q⎜ s1) متناسب است كه s1 تا 0 به شكل تصادفي از r-1بـه  .  انتخاب مي شود

آساني مي بينيم كه     
q

sqP 1)( 1 وبنابراين  ≥
q

sqP 1)( 1 به طور مـشابه     . ′≥
q

sqP 1)( 2  وبنـابراين   ′≥

′′احتمال اينكه 
12 , ssه مي شود با نداشته باشند برآورد عامل مشترك:  

)4-47          (                                                 ∑∑ −≥′′−
qq q

sqPsqP 221
11)()(1  

  . تواند به چند روش محدود شود ميدر طرف راست حد بالا

∫ ثابت مي  شود كه x≥2چون براي همه 
+

≥
1

2
2 3

21x

x

xdy
y

  : پس داريم

)4-48(                                                                          ∑ ∫
∞

=≤
q

dy
yq 2

22 4
31

2
31  

  :پس نتيجه زير حاصل مي شود

)4-49     (                                                    ∑ =−≥′′−
q

sqPsqP
4
1

4
31)()(1 21  

 درست تقريباً rوبنابراين احتمال بدست آوردن 
4
  . است1

 گيـت نيـاز دارد و       O(L)مارد به   ؟ تبديل هادا  م تحليلي به چه منابعي نياز دارد      ل ببينيم اين الگوريت   حا

الگـوريتم  . د گيـت نيـاز دار     O(L3)كـه در مجمـوع بـه        . گيت نياز دارد   O(L2)تبديل فوريه معكوس به     

تفاده از روش   بـا اس ـ  .  بدست بيايـد   ′r اضافه مي كند تا      O(L3)كسرهاي تكرار شونده گيتهاي بيشتر از       
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 نياز داريم كه فقط اين روش را به يك تعداد ثابت تكرار كنيم تا مرتبـه                 ′r از   rسوم براي بدست آوردن     

r بعد از همه مراحل O(L3)لاصه شده استالگوريتم در زير خ.  بدست بيايد .  

  

  :  الگوريتم پيداكردن مرتبه كوانتومي-4-4-5

  :ورودي ها 

Nkxjkj  كه تبديل  Ux,Nيك جعبه سياه     )1 j mod→      را براي يـك x   در L     بيـت كـه 

  . اول است انجام مي دهدNنسبت به 

2(  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∈
+++= )

2
12log(12Lt0 كيوبيت اوليه در حالت. 

3( L  1 كيوبيت اوليه در حالت. 

  .xr = 1(mod N) به طوريكه r>0يك ليست  : خروجي ها

  .O(1)احتمال موفقيت  . عمليات O(L3) : راحلتعداد م

  :روش 

                     10حالت اوليه                                                                                             .   1

∑                                                                   ايجاد تركيب         .  2
=

→
t

j
t

j
2

0
1

2
1                     

∑                                                       Ux,N به كار بردن.   3
=

→
t

j

j

t
Nxj

2

0

mod
2
1  

∑∑
−

=

−

=

≈
1

0

12

0

2

2
1 r

s j
s

risj

t

t

uje
r

π
 

∑ كار بردن تبديل فوريه معكوس با رجيستر اول                           به.  4
−

=

→
1

0

~1  
r

s
surs

r
 

اندازه گيري رجيستر اول                                                                          .  5
~

  rs→  
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    →rونده                                                      به كار بردن الگوريتم كسرهاي تكرار ش.   6

  1شر الگوريتم -4-5
 تعريف -4-5-1

هـر گـاه    .مسئله تجزيه يك عدد به عاملهـاي اول آن اسـت         ،  يك نمونه از مسائل دشوار در نظريه اعداد       

 بهتـرين الگـوريتم هـاي       يـدا كنـيم،   م يكـي از عاملهـاي آنـرا پ         داشته باشـيم و بخـواهي      Nعددي مثل   

⎟ مرتبه   از كلاسيكي اين كار را در زماني     
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
3
2

3
1

logloglogexp NNO  نشان شر   .انجام مي دهند

حل . حل كرد  اين اين مسئله را در زمان چند جمله       توافاده از الگوريتمهاي كوانتومي مي    داد كه با است   

 بـه   و علـوم كـامپيوتر    رياضـي    ، فيزيـك  لي  توجـه بـسيار زيـاد جامعـه         علت اص ـ شر  سط  اين مسئله تو  

  .مي دهيمال اين الگوريتم را به دقت توضيح  ح.كوانتومي در دهه اخير بوده استهاي كامپيوتر

    شر  مبناي الگوريتم-4-5-2

 بامسئله يـافتن دوره     Nدر اين بخش نشان مي دهيم كه مسئله يافتن يك عامل اول از يك عدد  مثل                  

 را چنـان بيـابيم كـه در         xفرض كنيد كه عددي غير بديهي مثـل         . ان است تناوب يك تابع معين يكس    

  :صدق كندمعادله زير 

)           4-50(  

  :ور از جواب غير بديهي اين است كهمنظ

  

)           4-51(  

   :در اين صورت مي توانيم بنويسيم

)           4-52(  

                                                 
1 . shor 

Nx mod12 =

Nx mod1,1 −≠
kNx
kNx

≠+
≠−

1
1

kNxxNx =+−⇒=− )1)(1(mod012
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امـا از آنجـا كـه بنـابر         .  بخش پـذير اسـت     Nر ب (x-1)(x+1)اين معادله به اين معناست كه حاصلضرب        

پس نتيجه مي گيريم كـه    بخش پذير نيستند،Nبر (x+1) يا (x-1) هيچ كدام از اعداد )51-4(معادله 

N درك بيـشتر   اكنـون بـراي     . تواند فاكتورهاي مشتركي با يكي  يا هر دو عـدد داشـته باشـد               مي  تنها

  .كنيمموضوع چند مثال ذكر مي

 :در اين صورت داريم.  x=4و N=15نيد فرض ك :1مثال 

)            4-53(   

ولي عدد   بخش پذير نيستند15 بر 5  و3يعني(   نيستند15  مضرب هايي از  x+1=5و x-1=3 ضمنا 

اسـت و ايـن    3×5 مـضربي از  15گيريم كـه   نتيجه مي)52-4(رابطه  از .)بخش پذير است 15 بر 3×5

 .شدركي داشته با عامل مشت5ا ي 3 با 15تنها وقتي ممكن است كه 

 . باشـد N مي تواند هر عدد دلخواه كـوچكتر يـابزرگتر از    x بود وليN كوچكتر از xدر مثال قبل عدد 

 .حال به مثال بعد توجه كنيد

 : در اين صورت داريم.x =139و N=15فرض كنيد: 2مثال

          )4-54(  

گيـريم كـه   ابطه فـوق نتيجـه مـي   ستند و از ر ني115 مضرب هايي از x+1=140  و  x-1=138ضمناً  

 140يـا    138بـا   115 است و اين تنها وقتي ممكـن اسـت كـه             115 مضربي از    140×138حاصلضرب  

  . عامل مشترك داشته باشد

يك الگـوريتم كـه     .  را پيدا كنيم   x+1  يا  x-1 و Nپس ازاين به راحتي مي توانيم عامل مشترك دوعدد          

 ايـن دو عـدد را در زمـان چنـد     ر است بزرگترين مقسوم عليـه مـشترك  به نام الگوريتم اقليدس مشهو   

  .اي پيدا مي كندجمله

 در شرط زيرصـدق كنـد    كهx به مسئله يافتن عددي مثل  Nپس مسئله پيدا كردن يك عامل از عدد

  :تبديل مي شود

)         4-55(  

15mod116422 ===x

115mod119321)139( 22 ===x

Nx mod12 =
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را در نظر مي گيريم به طوري       Y عددي دلخواه مثل   .براي حل اين مسئله به ترتيب زير اقدام مي كنيم         

 :هرگاه .باشدr كه رتبه اين عدد 

  

 نيمـي ديگـر رتبـه فـرد        در نظريه اعداد نشان مي دهند كه تقريباً نيمي از اين گونه اعداد رتبـه زوج و                

 آن را پيدا كنيم به احتمـال          اختيار كنيم و بتوانيم رتبه     Yبنابراين اگريك عدد تصادفي مثل      . دارند
2
1 

  :خواهيم داشت در نتيجه .  نشان مي دهيم r=2kاين رتبه را با . رتبه اين عدد زوج خواهد بود

)      4-57(  

 را پيـدا  Nدرنتيجـه يـك عامـل از      وX را بتوانيم پيدا كنيم عدد   Yبنابراين مشروط براينكه رتبه عدد      

وريتم براي پيدا كردن رتبه يـك عـدد دلخـواه           انجام داده است ارايه يك الگ      شر   آنچه كه . خواهيم كرد 

  :زيرا هر گا ه تابعي به صورت زير تعريف كنيم، نيست 1اين كار چيزي جز يافتن پريود. است

)      4-58(  

  :آنگاه

      )4-59( ;  j=1,2,3,...                           

تـوان  مي  تابع فوق و براي آن  دوره تناوبدن عبارت است از پيدا كر     Yبنابراين مسئله يافتن مرتبه عدد            

  .يك الگوريتم به كار برد

  شرالگوريتم مراحل  -4-5-3

     مي توانيم مسئله را به شكل كلي تري طرح كنيم وآن اينكـه هـر گـاه تـابعي  متنـاوب دلخـواه مثـل                         

NN تابع ZZf ؟ اگردوره تنـاوب ايـن       كنيم وانيم دوره تناوب آنرا پيدا     چگونه مي ت   ،داشته باشيم :→

دهد كـه تعـداد   مي ؟ كمي دقت نشان را پيدا كنيمrباشد چند بار بايد تابع را بخوانيم تا بتوانيم r  تابع

مي خواهيم با استفاده از توازي كوانتومي الگوريتمي بسازيم كـه          .  است Nدفعات خواندن تابع از مرتبه      

                                                 
1 . period finding 

NXYXNYY kKr mod1,mod1 22 ==→==

NYxf X mod)( =

)()()()( xfjrxfxfrxf =+→=+

)4-56(  NY r mod1=
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م را  براي اين كار الگـوريت    . از خواندن تابع پيدا كند     د ممكن  را با كمترين تعدا    rبتواند اين دوره تناوب     

  .به چند مرحله تقسيم مي كنيم

  : مرحله اول

1,2 هــاي  بــه نــامregisterدو  REGREG حالــت  .را در اختيــار داريــمnn ⊗⊗ ⊗        تهيــه را00

0000...0 كه در آن   مي كنيم  =⊗n    توان يك عدد   مي دام از اين حالتها چنان است كه       و طول هر ك

     . را در آن نوشت  Qبسيار بزرگ مثل 

  . را تشكيل مي دهيم0Ψحالت. بزرگتر است Nفرض مي كنيم كه اين عدد از

)       4-60(  
  : مرحله دوم

    تبـديل  Q-1 تـا    0 همـه اعـداد      حالت اول را به يك تركيب خطـي از        ،   Hبا اعمال عملگرهاي هادامارد     

  :الت زير تبديل مي شود در پايان اين مرحله حالت قبل به حپس. مي كنيم

       

  

)      4-61(  

  :مرحله سوم

nlكـه حالـت     fU يكـاني ستفاده از تبـديل     حال با ا   ⊗⊗ )را بـه    0 )lfl       بـر روي    مـي بـرد    ⊗

  :اثر مي دهيم داريم 1Ψحالت 

 

 

 

)    4-62(  
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 :مرحله چهارم

ــيم  registerروي  ــي ده ــري انجــام م ــدازه گي ــدازه .  دوم يــك ان ــه نتيجــه ان ــد ك ــرض كني ــريف  گي

NYعدد l mod0در اين صورت حالت  ،باشدregisterاول به حالت زير تبديل مي شود :  

  

    ) 4-63(  

   بـديهي اسـت كـه بـا       . مـي شـود   جـا   [Q-1,0] تعداد دوره هاي تناوبي است كه در فاصله          Aدر اين جا    

    هـم چنـين بـا   . ا بدسـت آورد  رrو در نتيجـه دوره تنـاوب     Aگيري اين حالت نمـي تـوان عـدد   اندازه

,...2,,,,2...,عـداد  اول تنها يكـي از ا      registerگيري  اندازه 00000 rlrllrlrl اهنـد  پيـدا خو   −−++

راهي كـه  .  كمك بگيريمrنمي توانيم از آن براي تعيين  م، را نمي داني0lكه مقدارشدكه با توجه به اين

        كـار  بـه  QZحـال تبـديل فوريـه را روي   . باقي مي ماند اين است كه از تبـديل فوريـه اسـتفاده كنـيم     

nQفرض مي كنيم كه .يممي بر nZگروه و بنابراين تبديل فوريه روي =2
  .تعريف  مي شود 2

)      4-64(  

  :به حالت زير تبديل مي شود Φريه حالت  انجام تبديل فوپس از

     

)     4-65(  

  :مرحله پنجم

برابر است   بدست آيدkه گيري مقدار   احتمال اينكه در اين انداز    .  اول را اندازه مي گيريم     registerحال  

  : با

)    4-66(  

  

  : چون داريم
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)    4-67(  

آن حدودا است و دوره تناوب تناوبياين تابع تقريبا 
r
QA  [Q -1,0]     بنـابراين در فـا صـله    . است ≅

 .))6-4(شكل  ( بار تكرار مي شودAشكل اين تابع به طور تقريبي 

  

  

  

  

  

  

 در حالت كلي وقتي كه  P(k)شكل تابع : )6-4(شكل 
r
Qعدد صحيحي نباشد .  

  

  

    

  

  

  

 در حالتي كه P(k)شكل تابع : )7-4(شكل 
r
Qاين عدد صحيح همان . عدد صحيحي باشدAاست .  

 :مرحله ششم

  :حال به تحليل نتايج مي پردازيم
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  :حالت اول

  درايـن  .  اسـت   مـضرب صـحيحي از دوره تنـاوب        Qاي را در نظـر مـي گيـريم كـه            نخست حالت ساده  

صورت
r
QA گر معلوم مي شود كه جمع سري هندسي برابر صفر است م          ) 67-4(  و در نتيجه از رابطه     =

در مواقعي كه  
Q
kr   خود عدد صحيحي مثلmبـا  ورت جمع سـري برابـر  شد كه در اين ص با

r
A

QA
11 2 =                   

  .خواهد بود

  : بنابراين در اين حالت تابع احتمال برابر است با

  

)  4-68( 

 

 

اين رابطه بيان مي كند كه در اين حالت هر بار كه            .  است )7-4(در اين حالت مطابق شكل       P(K)تابع  

register    ر آن را بـر      گ ـي بدست مـي آوريـم  كـه ا         م عدد  اول را اندازه بگيريQ      كـسري  تقـسيم كنـيم      

مثل  
r
m  به عنوان مثال اگر      .آيدبدست ميr   گيري   باشد در اندازه   100 برابرregister  ل يكي از اعداد     او

  .مدآزير بدست خواهند 

  

البته بايد توجه داشت كه تعـدادي       . است ) r=100در اينجا     (r    مخرج اين كسرها همان دوره تناوب     

از كسرهاي فوق مثل   
100

2,
100

4,
100

يا مثلا   و 5
100
 و يا   50،25،20 به ترتيب منجر به مخرج هايي مثل       50

 كـه تعـداد قابـل ملاحظـه اي از       نكته ايـن اسـت     . مي شوند كه هيچكدام دوره تناوب واقعي نيستند        2

 بـه هـم اول هـستند و سـاده نمـي شـوند             دارند كه صورت و مخرج آنهـا نـسبت          هاي ديگر وجود    كسر

مثل
100
19,

100
13,

100
11,

100
7,

100
  .نآو نظاير  3

مرتبه كه نسبت به آن اول هستند ازr تعداد اعداد كوچكتر از rدر واقع براي اعداد بزرگ 
r

r
ln

  و. است

2

sin

sin1)(
Q
kr
Q
krA

QAkP π

π

=

if Q
k

r
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Q
krm =→=

r
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100حدودا، يري بار اندازه گ  100اين به اين معناست كه در هر        
ln
1

×
r

سـاده نـشدني    دفعه آن به اعداد 

ايـن مخـرج هـا همـان دوره تنـاوب           . خوريم كه مخرج انها از همه مخرج هاي ديگر بزرگتر است          بر مي 

  .مورد نظر هستند

  :حالت دوم

  مـضرب صـحيحي از دوره      Qتحليل قبلي مربوط به يك حالت ايده آل بود كه فرض كرده بوديم عـدد                

 برابر  دقيقاً Aتناوب است و در نتيجه      
r
Q نمي دانـيم ايـن فـرض        ولي چون دوره تناوب را از قبل      .  است

  كه جز صحيحصحيح نيست و تنها چيزي كه مي دانيم آن است
r
Q  يعني⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

r
Q  برابرAاست .                  

⎟يريم  ديگر به صورت هايي كه اندازه مي گ  Kتدر اين حال
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
mQ نمي تـوان   نخواهند بود و براحتي 

 ـ       )7-4( در اين حالت مطابق شـكل        P(k)تابع  .  را تعيين كرد   rاز روي آنها     ع  ديگـر مجموعـه اي از تواب

دلتاي كرونكر در نقاط   
r
m  خود را حفظ  مي كند ولي هر تـابع           تناوبي شكل   اين تابع هنوز  . نخواهد بود 

ه ايـن معنـا كـه بجـز مقـادير        ب ،دلتاي كرونكر كمي پهن مي شود     
r
m     مقـادير نزديـك آن نيـز بدسـت         

 .برا ي جلو رفتن دو كار انجام مي دهيم. مي آيند

  .صدق كنند هايي تعريف مي كنيم كه در شرط زير k هاي مناسب را k) الف

)        4-69(  

  

⎟ ها با Kبه عبارت دقيق تر اختلاف 
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
mQاز 

2
  .كمتر است 1

 Kنشان خواهيم داد كه باز هم مي توان از ايـن             و   . مناسب هستند   ها Kنشان خواهيم داد كه چرا اين       

  . بيان شده استاين امر در قضيه زير.  را پيدا كردrها دوره تناوب 

Qr
m

Q
k

2
1≤−
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 كسر،ندازه كافي بزرگ باشد  به ا  Qاگر  : قضيه
Q
k     را تنها به يك صورت مي توان به صـورت كـسري بـا

اگر اين كسر را به صورت     .  ساده كرد  Nمخرج كوچكتر از    
r
m بنويسيم، r     همان دوره تناوب خواهد بود  .

  .) كوچكتر استN از rياد آوري مي كنيم كه (

فرض كنيد كه علاوه بر كسر: اثبات
r
m، كسر

r
m
′
  .  صدق كند)69-4( نيز در شرط ′

  : يعني داريم

)      4-70(  

 :مساوي مثلث به رابطه زير مي رسيمدر اين صورت با جمع دو نا مساوي فوق و استفاده از نا

)      4-71(  

  

  : ازطرفي مي دانيم كه

)    4-72(  

  

 بزرگتر انتخاب كنيم وجود دو كسر با        2N را از  Qرسيم كه اگر     به اين نتيجه مي    )72-4( و )71-4(از  

  . اتفاق نخواهد افتادNمخرج كوچكتر از 

عبـارت دقيـق تـر      به  .  مناسب به اندازه كافي بالاست     Kمي دهيم كه احتمال پيدا كردن يك        نشان) ب

 هـايي از    Kنشان خواهيم داد كه احتمال يافتن چنـين         
2

4
π

       بـراي ايـن كـار بـه شـكل     .  اسـت  بيـشتر 

)تــابع  )

2

sin

sin
1

Q
kr
Q
krA

QA
kP

π

π

مــثلا نقطــه ، در اطــراف يكــي از نقطــه هــا=
r
Qk                     در .كنــيمنگــاه مــي =

       كـه ايـن تـابع را بـر    دقـت كنيـد   .  در نزديكي يكي از نقطه ها رسم شده اسـت  P(k)تابع   )8-4( شكل

حسب 
Q
k ايموره هاي تناوب تابع را نشان دادهايم  و تنها يكي از درسم كرده .  

Qr
m
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k
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 در نزديكي يكي از نقاط p(K)شكل تابع : )8-4( شكل 

r
m

Q
k
  شكل كامل تكراري ، =

  . استrو تعداد تكرارها نيز   از اين منحني است
 

 مناسب در اطراف اين نقطه را نشان مي دهـد كـه هنـوز               k احتمال پيدا كردن يك      سطح هاشورخورده 

  . را پيدا كردr  دوره تناوبkنستن اين مي توان با دا

مـساحت  . حت سـطح مـستطيل نـشان داده شـده اسـت           مساحت سطح هاشور خـورده بيـشتر از مـسا         

  :مستطيل برابر است با

  

)    4-73( 

 

1اما مي دانيم كه 
2

〈〈
Q
rπ و ArQ  :  اين عبارت تقريبا برابر است با در نتيجه،≈

 )    4-74(  

 تـا پريـود داريـم احتمـال         rخورده از اين مقدار بيشتر است و از آنجا كه تعداد            بنابراين مساحت هاشور  

 هاي مناسب از kپيدا كردن 
2

4
π

  .بيشتر خواهد بود 

 registerگيـري    از يك دوره تناوب است در اندازه        مضرب صحيحي  Qبه طور خلاصه در حالت اول كه        

          قـسيم كنـيم اعـدادي بـه         ت Qول به طورقـاطع اعـدادي بدسـت مـي آوريـم كـه هـر گـاه آنهـا را بـر                      ا

صورت
r
m      وم بـا احتمـال بيـشتر از        بدست مي آيند و درحالت د

2

4
π

        اعـدادي بدسـت مـي آوريـم  كـه          

2
1−Qr

m Qr
m

2
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m
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به صورت  مي توان آنها را   
r
m در هر صورت مي توان      . نوشتr        تنهـا  .  را در زمان چند جمله اي پيدا كرد

مي تـوان    باقي مانده است آن است كه نشان دهيم تبديل فوريه كوانتومي را         شر چيزي كه از الگوريتم   

  .  بعد انجام مي دهيماين كار را در بخش. به صورت يك مدار كوانتومي با تعداد كمتري عملگر ساخت

    شر در الگوريتم تبديل فوريه كوانتومي-4-5-4

فرض كنيد يـك    . ت خطي به صورت زير تعريف مي كنيم       تبديل فوريه كوانتومي را به صورت يك نگاش       

}  بابعدي داريم كه بردارهاي پايه آن راN فضاي هيلبرت  }1,...,2,1,0 −N   در . نشان مـي دهـيم

   : صورت زير تعريف مي شود  به(QFT)اين صورت تبديل فوريه كوانتومي 

)      4-75(  

وريه به شـكل زيـر       مولفه هاي اين بردار تحت تبديل ف       ،يك بردار دلخواه در اين فضا باشد       f اههر گ 

 :تبديل خواهند شد

)     4-76(  

   :ويا

)      4-77(  

  

    يك مدار كوانتومي براي محاسبه تبديل فوريه كوانتومي-4-5-5

12 عدد مثل    Nبراي سادگي فرض مي كنيم كه        −m      ل فوريـه كوانتـومي بـه     است مي دانيم كه تبـدي

  :شكل زير است

)     4-78(  

  :در يك كامپيوتر كوانتومي داريم

  

    )4-79(  
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  :ومي به شكل زير نشان داده مي شود در كامپيوتر كوانت23مثلا عدد 

  :(qbit)بيت  كيوn     در 

   )4-80(  

   )4-81(     

 :بنابراين

  

   

 )4-82(  

  

  :فوق را مي توان به صورت زير نوشتعبارت سمت راست در رابطه 

  

  

  

)    4-83(  

 :بنابراين مي توانيم بنويسيم

)   4-84(  

   :كه در آن

  

 

 

)   4-85(  

 .نجام دهدديل فوريه كوانتومي را احال يك مدار كوانتومي معرفي مي كنيم كه تب
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  :بيتي زير را معرفي مي كنيموابتدا عملگر يك كي 

)     4-86(  

  : با استفاده از روابط فوق داريم

  

  

  

  

  

)4-87(  

)هر كدام از عملگرهاي    )αkR      اگـر . در واقع به صورت يك عملگـر كنترلـي عمـل مـي كنـدα     مقـدار 

  . را انجام مي دهندkR باشد عمل1 برابر αبرابر صفر باشد هيچ كاري انجام نمي دهند ولي اگر مقدار

  .ديل فوريه كوانتومي ساخته مي شودبنابراين به سادگي مدار مربوط به عملگر تب

 : شر يك مثال از روند كار الگوريتم-4-5-6

)عدد  حال نشان مي دهيم چگونه       )13791 ×==N           تجزيـه   شـر  مي تواند بـا اسـتفاده از الگـوريتم 

  .شود

16384214 ابتدا عدد ==Q 22: را انتخاب مي كنيم چون داريم 2NQN ≤≤                

  :ايد داشته باشيمچون ب.  را انتخاب مي كنيمY=3يك عدد تصادفي صحيح و مثبت مثل 

       

  )4-88(  

  . را پيدا كنيمfحال بايد دوره تناوب تابع 

)       4-89(  

  :ما از روي محاسبات بدست مي آوريم را نمي دانيم اfدوره تناوب تابع 

( ) ⎟⎟
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e
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01
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  . براي تعيين دوره تناوب تابعxبر حسب f(x) مقادير :1-4جدول

… 7  6 5 4  3 2 1 0  x  
… 3 1 61 81  279  3 1 F(x)

  

  .ست آوريم است حال بايد آنرا بدr=6از روي جدول دوره تناوب 

register  اول و دوم را داريم:  
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  :كه در آن

  

  

  

)4-94(  

  :                            اول داريمregisterبا اندازه گيري 
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)  4-96(  

  : داريم)69-4(حال از رابطه 

  

  :وبا استفاده از اين رابطه داريم
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مي بينيم كـه     حال با محاسبه رابطه زير     . مشترك داشته باشد    مضرب 28 يا   26 بايد با    N=91بنابراين  

  . مضرب مشترك دارد26 با 91عدد 

)     4-100(  

د تجزيه مـي شـود و        به دو عد   N=91به اين ترتيب عدد     .  است 26 و 91 يك مضرب مشترك     13يعني  

  .نتيجه حاصل است

)      4-101( 

  [8 ,7 ,6 ,5]. آيداي كه انتظار داشتيم بدست ميبه اين ترتيب نتيجه
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  :گيري و پيشنهاداتنتيجه -4-6

گيريم كه تبديل فوريه كوانتومي در بـسياري از كاربردهـا           مواردي كه گفته شد نتيجه مي     با استفاده از    

نقش بسزايي دارد و با استفاده از آن سرعت عمليات افزايش يافته و تعداد مراحل عمليـات مـورد نظـر                     

آنچه كه ما در اين پژوهش استفاده كـرديم اسـپين            . بدياكاهش مي 
2
 دو  zS بـوده اسـت كـه در آن          1

حالتي است، يعني دو مقدار      
2
1

 و   +
2
1

 براي مثال در يك رجيستر چهار كيوبيتي، چـون در           . را دارد  −

1624 گيرد بنابراين،لت اسپين بالا و پايين قرار ميهر كيوبيت دو حا  حالـت بـراي بيـان رجيـستر     =

 0 و   +1داراي سه حالـت   zSچون   استفاده كنيم،  1حال اگر بخواهيم از اسپين      . مورد نظر وجود دارد   

8134 است بنابراين در يك رجيستر چهار كيوبيتي         −1 و  حالت براي نـشان دادن رجيـستر وجـود          =

شود كه نشان دادن حالتها     تعداد حالات بطور نمايي زياد مي     حال اگر تعداد كيوبيتها افزايش يابد       . دارد

پس بايد راهي پيدا كرد كه بتوان تعداد مراحـل را           . استبه اين صورت كار بسيار سخت و غير ممكني          

توان تبديل فوريه را توسعه داد تـا سـرعت           بنابراين مي  .كاهش داد كه اين راه همان تبديل فوريه است        

 .  عمليات در كامپيوترهاي كوانتومي افزايش يابد
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Abstract: 

As we know, the quantum fourier transform has been investigated since 1958. the present 

research deals with entangled stats and superposition stats in the quantum theory and their 

features. And also it investigates the quick quantum fourier transform and optimization 

factoring speed by quantum fourier transform. The significance of the investigation and 

research about quantum fourier transform is because of its widely use in basic function of 

quantum computer. Quantum fourier transform is used in many problems of quantum 

computer such as; in factoring problem, order finding problem, counting solution 

problem, hidden subgroup problem and discrete logarithm problem. By investigating 

quantum fourier transform and the above mentioned points, especially factoring to prime 

numbers, by shor’s algorithm which is the result of fourier transform, the numbers in 

quantum computers is factored with high speed. 

Key words: 

Quantum fourier transform, entanglement, superposition, factoring, quantum theory, 

density operator, qubit, gate, phase estimation, shor’s algorithm. 

  



 
Shahrood University of Technology 

  
  
  

Faculty Physics 
  
  
  

Quantum Fourier Transform 
  
  
 

Reza Mokarrami Rostami 
  

  
  
  

Supervisor: Hossein Movahhedian  
  

  
 

Date: jul 2009 
 


	Fehrest mataleb.pdf
	عنوان                                                                                                                               صفحه                                                                                                                                   
	فهرست مطالب 




