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چکیده

معرفی از بعد میپردازیم. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص معرفی به ابتدا رساله این در

هر تحمیلی تقریب بهترین کردن مشخص به تحمیلی، تقریب بهترین عبارتی به و انحرافی خواص

انحراف با که K = C ∩ {x ∈ X : −g(x) ∈ S} مجموعهي به نسبت X هیلبرت فضاي یک عنصر

زیرمجموعه یک C مذکور مجموعهي در بهطوریکه میآید، بدست C مجموعه به نسبت x از x− l

به ادامه، در نیست. ناتهی لزوما درونش که است، بسته محدب مخروط یک S و X از بسته محدب

دوگان مفهوم سپس میپردازیم. انحرافی خواص با قوي، مخروطی پوسته اشتراکی خواص رابطهي

مجموعهي تقریب بهترین دوگان، مشخصهي که میدهیم نشان و نموده تعریف را حدي

میآورد. بدست قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص غیاب در K = C ∩ {x ∈ X : −g(x) ∈ S}

کلیدواژهها:

حدي دوگان زیرشیبها، -ϵ تحمیلی، تقریب بهترین قوي، مخروطی پوسته اشتراکی خواص
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1 فصل
مقدماتی تعاریف و پیشینه

میگردد. ارائه بخش دو در بعدي فصول راحتتر درك جهت لازم پیشنیازهاي فصل این در

بخش در و میکنیم بیان را تعاریف از برخی و تقریب بهترین مفاهیم از یادآوريهایی اول بخش در

میشویم. آشنا آن با مرتبط مفاهیم و مخروطها با دوم

مقدماتی مفاهیم و تعاریف 1.1
یک d : X ×X → R که (X, d) مرتب زوج باشد. ناتهی مجموعهي یک X کنیم فرض .1.1.1 تعریف

هرگاه: گویند، متریک فضاي یک را میباشد حقیقی تابع

d(x, y) > الف:0

x = yاگر تنها و اگر d(x, y) = 0 ب:

d(x, y) = d(y, x):ج

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y):د

عدد یک x ∈ X هر به اگر نامیم، نرمدار خطی فضاي یک را X مختلط برداري فضاي .2.1.1 تعریف
: که باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند نامنفی حقیقی

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،Xدر y و xهر ازاي به الف:

∥αx∥ =| α | ∥x∥ آنگاه باشد اسکالر αو x ∈ X اگر ب:

میکند. ایجاب را x = 0 تساوي ∥x∥ = 0 پ:

تام نرمش وسیله به شده تعریف متر با که است نرمدار خطی فضاي یک باناخ فضاي هر .3.1.1 تعریف
باشد. همگرا نرمدار فضاي این در کوشی دنبالهي هر دیگر عبارت به باشد.
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مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 2فصل

از جفت هر براي اگر میشود، نامیده داخلی ضرب فضاي یک X حقیقی خطی فضاي .4.1.1 تعریف
هر براي زیر شرایط که باشیم، داشته < x, y > تعریفشدهي حقیقی اسکالر یک x, y ∈ X عناصر

باشد. برقرار α ∈ R و x, y, z ∈ X

< x, x >> الف:0

x = 0 اگر تنها و اگر < x, x >= 0 ب:

< x, y >=< y, x ج:<

< αx, y >= α < x, y د:<

< x+ y, z >=< x, z > + < y, z ه:<

این در کوشی دنبالهي هر یعنی است. کامل داخلی ضرب فضاي یک هیلبرت فضاي .5.1.1 تعریف
همگراست. داخلی ضرب فضاي

و Xاز K غیرتهی زیرمجموعه هر براي باشد. داخلی ضرب فضاي یک X کنیم فرض .6.1.1 تعریف
میکنیم: تعریف صورت این به را K مجموعهي از x فاصله x ∈ X هر

d(x,K) = inf
y∈K

∥x− y∥

باشیم: داشته هرگاه میشود، نامیده x ∈ X براي تقریب بهترین یک y0 ∈ K عنصر حالت این در

∥x− y0∥ = d(x,K)

براي باشد. Xاز ناتهی زیرمجموعهاي K و داخلی ضرب فضاي یک X کنیم فرض .7.1.1 تعریف
میشود: تعریف زیر صورت به K از x تقریبهاي بهترین همهي مجموعهي ،x ∈ Xهر

PK(x) := {y ∈ K : ∥x− y∥ = d(x,K)}

مجموعهي یک X از K زیرمجموعهي آنگاه باشد، عنصر یک حداقل شامل PK(x) اگر .8.1.1 تعریف
یک K دراینصورت PK(x) ̸= ∅ باشیم داشته اگر دیگر عبارت به میشود. نامیده پروکسیمینال

است. پروکسیمینال مجموعهي
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هر اگر Xباشد. از ناتهی زیرمجموعهي یک K و داخلی ضرب فضاي یک X کنیم فرض .9.1.1 تعریف
چبیشف زیرمجموعهي یک K آنگاه باشد، داشته K در منحصربهفرد تقریب بهترین یک x ∈ X عنصر

تکعضوي PK(x) اگر فقط و اگر است چبیشف مجموعهي یک K دیگر عبارت به میشود. نامیده X از

باشد.

X∗ = B(X,R) باشد. C یا R میدانهاي روي دار نرم خطی فضاي یک X کنیم فرض .10.1.1 تعریف
شود. می نامیده X دوم دوگان فضاي X∗∗ = B(X∗,R) شود. می نامیده X دوگان فضاي

یک را τ مانند X زیرمجموعههاي از گردایهاي همراه به X ̸= ∅ دلخواه مجموعهي .11.1.1 تعریف
هرگاه: گویند، توپولوژیکی فضاي

باشد. داشته قرار τ در τ عضو مجموعههاي از گردایه هر اجتماع الف:

گردایه هر اشتراك یعنی باشد، داشته قرار آن در τ عضو مجموعه تعدادمتناهی هر اشتراك ب:

باشد. داشته قرار آن در τ عضو مجموعههاي از متناهی

باشند. τ عضو X و تهی مجموعههاي پ:

در باز مجموعههاي τ توپولوژي اعضاي همچنین دارد. نام X روي شده تعریف توپولوژي τ گردایه

هستند. X در بسته مجموعههاي آنها متمم و X

توپولوژي کوچکترین دراینصورت باشد، آن و∗Xدوگان نرمدار Xیکفضاي فرضکنیم تعریف12.1.1.
توپولوژي همچنین مینامیم. Xبر ضعیف توپولوژي را باشد پیوسته f ∈ X∗ هر آن تحت که X روي

هر آن تحت ∗Xکه روي توپولوژي کوچکترین یعنی مینامیم، ستاره ضعیف توپولوژي را X∗ بر ضعیف

باشد. ∗∗Xپیوسته از عنصر

دنبالهي حد و w∗ − cl(A) با ستاره، ضعیف توپولوژي فضاي در را A مجموعهي بستار .13.1.1 تذکر
ستاره، ضعیف توپولوژي فضاي در {an}

حد و ستاره ضعیف طور به A مجموعهي بستار ترتیب، به را آنها و داده نشان w∗ − lim(an) با

مینامیم. ستاره ضعیف طور به {an} دنبالهي

یعنی .X∗ = X دراینصورت باشد، هیلبرت فضاي یک X کنیم فرض : ریس) (نمایش .14.1.1 قضیه
داریم: y ∈ X هر براي بهطوریکه است، موجود x ∈ X یکتاي عنصر یک x∗ ∈ X∗ هر براي
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∥x∗∥ = ∥x∥, x∗(y) =< y, x >

شود. رجوع 94 صفحهي [8] مرجع به برهان.

صورت این به را A شاخص تابع باشد. A ⊂ X و باناخ فضاي یک X که کنیم فرض .15.1.1 تعریف
میکنیم: بیان

δA(x) =

{
0 x ∈ A

+∞ x /∈ A
(1.1)

صورت به را A کمکی تابع u ∈ X∗ و A ⊂ X باشد. باناخ فضاي یک X کنیم فرض .16.1.1 تعریف
کنیم: می بیان زیر

σA(u) = sup
x∈A

u(x) (2.1)

تابع گراف اپی باشد. باناخ فضاي یک X کنیم فرض .17.1.1 تعریف
میشود: تعریف صورت این به f : X → R ∪ {+∞}

Epif := {(x, r) ∈ X × R : x ∈ domf, f(x) ≤ r} (3.1)

میشود: بیان اینصورت به f دامنه همچنین

domf = {x ∈ X : f(x) ≤ +∞}

باشد. تعریفشده آن در f که x ∈ X تمام مجموعهي از عبارتست f دامنهي دیگر عبارت به

باشیم: داشته x, y ∈ D هر براي هرگاه گوییم، محدب را D مجموعهي یک .18.1.1 تعریف

λx+ (1− λ)y ∈ D
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باشد. توپولوژیکی فضاي یک X کنیم فرض .19.1.1 تعریف
اگر: است پایینی نیمپیوستهي x0 ∈ X نقطهي در f : X → R ∪ {+∞}

(∀ε > 0) (∃δ > 0) : f(x0)− ε < f(x) (∀x ∈ N(x0, δ))

دیگر عبارت به

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x) (4.1)

باشد. داشته قرار شاخه پایینترین روي f(x0) آنگاه باشد، ناپیوسته x0 نقطهي در f اگر واقع در

گوییم. سره پایینی نیمپیوستهي را f تابع باشد اکید نامساوي 4.1 رابطهي در اگر

به هرگاه گوییم محدب باشد −∞ ≤ a < b ≤ +∞ آن در که را f : (a, b) → R تابع .20.1.1 تعریف
باشیم: داشته 0 ≤ λ ≤ 1 و x1, x2 ∈ (a, b) هر ازاي

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

نیمپیوسته محدب، تابع یک f : X → R ∪ {+∞} و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .21.1.1 تعریف
شود: می تعریف صورت این به f مزدوج باشد. سره پایینی

f∗ : X∗ −→ R ∪ {+∞}

آن در که

f∗(u) = sup
x∈domf

{u(x)− f(x)} (5.1)

داریم: همواره اینصورت در باشد. محدب D ⊂ X و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .22.1.1 تذکر

δ∗D = σD

داریم: تعریف طبق برهان.

σD = sup
x∈D

{u(x)}
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همچنین

δ∗D = sup
x∈domδD

{u(x)− δD(x)}

δD(x) =

{
0 x ∈ D

+∞ x /∈ D
وچون

داریم: x ∈ D اگر δ∗D تعریف در بنابراین

δ∗D = sup
x∈D

{u(x)}

نیمپیوستهپایینی محدب، یکتابع f : X → R∪{+∞} و باناخ Xیکفضاي فرضکنیم تعریف23.1.1.
میشود: تعریف صورت این به aنقطهي در f تفاضلی ε−زیر ،ε ≥ 0 هر ازاي به باشد. a ∈ domf و سره

∂εf(a) = {v ∈ X∗| f(x)− f(a) ≥ v(x− a)− ε ∀x ∈ domf} (6.1)

مینامیم. a نقطهي در f شیب ε−زیر را ∂εf(a) مجموعهي عناصر

مینامیم a نقطهي در f زیرتفاضلی مجموعهي را ∂f(a) ،a ∈ domf دلخواه نقطهي در همچنین

صورت: به و

∂f(a) =
∩
ε>0

∂εf(a)

میکنیم. تعریف

نیمپیوستهپایینی محدب، تابع یک f : X → R∪{+∞} و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .24.1.1 لم
است. محدب ∂f(a) زیرتفاضلی مجموعهي باشد. a ∈ domf و سره

x, y ∈ ،ε > 0 هر ازاي به بنابراین باشد. دلخواه x, y ∈ ∂f(a) =
∩
ε>0

∂εf(a) کنیم فرض برهان.
داشت: خواهیم ∂εf(a) تعریف به توجه با x1 ∈ domf هر ازاي به نتیجه در .∂εf(a)

f(x1)− f(a) > x(x1 − a)− ε (7.1)
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و

f(x1)− f(a) > y(x1 − a)− ε (8.1)

داریم: 8.1 در (1− λ) و 7.1 در λ ضرب با

λ(f(x1)− f(a)) > λx(x1 − a)− λε (9.1)

و

(1− λ)(f(x1)− f(a)) > (1− λ)y(x1 − a)− (1− λ)ε (10.1)

داریم: 10.1 و 9.1 روابط نمودن جمع با

(f(x1)− f(a)) > (λx+ (1− λ)y)(x1 − a)− ε

داشت: خواهیم ε > 0 هر ازاي به 6.1 رابطهي به توجه با

λx+ (1− λ)y ∈ ∂εf(a)

داریم: 0 ≤ λ ≤ 1 هر ازاي به و x, y ∈ ∂f(a) هر ازاي به بنابراین

λx+ (1− λ)y ∈ ∂f(a) =
∩
ε>0

∂εf(a)

باشد. a ∈ domf و پایینی پیوستهي نیم تابع یک f : Rn → R ∪ {+∞} کنیم فرض .25.1.1 گزاره
دراینصورت:

Epif∗ =
∪
ε>0

{(v, ε+ v(a)− f(a)) : v ∈ ∂εf(a)}

میگیریم. نظر در K مجموعهي برابر را حکم راست سمت عبارت برهان.
داریم: 3.1 رابطهي به توجه با (u, r) ∈ Epif∗ کنیم فرض

f∗(u) ≤ r
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میشود: نتیجه x ∈ domf هر بهازاي 21.1.1 تعریف به توجه با طرفی از

u(x)− f(x) ≤ f∗(u)

،x ∈ domf هر ازاي به بنابراین

u(x)− f(x) ≤ r (11.1)

نتیجه: در ε0 = r + f(a)− u(a) ≥ 0 که کنیم فرض حال

r = ε0 − f(a) + u(a) (12.1)

داریم: 12.1 و 11.1 روابط به توجه با

f(x)− f(a) ≥ u(x)− r − f(a) = u(x)− ε0 + f(a)− u(a)− f(a) = u(x− a)− ε0

داشت: خواهیم 6.1 رابطهي به توجه با یعنی

u ∈ ∂ε0f(a)

نتیجه: در

Epif∗ ⊂ K :=
∪
ε>0

{(v, ε+ v(a)− f(a)) : v ∈ ∂εf(a)}

است موجود ε0 > 0 ،K مجموعهي تعریف طبق بنابراین باشد. (u, r) ∈ K کنیم فرض برعکس،

اینکه: و u ∈ ∂ε0f(a) به توجه با .r = −f(a) + u(a) + ε0 و u ∈ ∂ε0f(a) بهطوریکه

∂ε0f(a) = {v ∈ X∗ | f(x)− f(a) ≥ v(x− a)− ε0 ∀x ∈ domf}

داریم: است، خطی u یعنی ،u ∈ X∗ چون و

f(x)− f(a) > u(x)− u(a)− ε0

نتیجه: در

f(a)− f(x) + u(x)− u(a) ≤ ε0

یعنی:
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u(x)− f(x) + f(a)− u(a) ≤ ε0

داریم: 21.1.1 تعریف طبق لذا

f∗(u) + f(a)− u(a) ≤ ε0

بنابراین،

f∗(u) ≤ ε0 + u(a)− f(a)

داریم: r = ε0 + u(a)− f(a) اینکه به توجه با و

f∗(u) ≤ r

داشت: خواهیم 3.1 رابطهي به توجه با بنابراین

(u, r) ∈ Epif∗

است. چبیشف بسته، محدب مجموعهي هر هیلبرت فضاي یک در .26.1.1 قضیه

شود. رجوع 35 صفحهي [8] مرجع به برهان.

از زیرفضا یک M و داخلی ضرب فضاي یک X کنیم فرض : ( باناخ - هان قضیهي ) .27.1.1 قضیه
بهطوریکه: است موجود F ∈ X∗ یک f ∈ M∗ هر براي آنگاه باشد، X

∥F∥ = ∥f∥, F |M= f

شود. رجوع 94 صفحهي [8] مرجع به برهان.

مختلط، توپولوژیکی برداري فضاي یک X کنیم فرض : ( هان-باناخ جداسازي قضیه ) .28.1.1 قضیه
خطی تابعک یک باشد باز A اگر .A ∩ B = ∅ و باشند X از محدب ناتهی زیرمجموعههاي B و A

باشیم: داشته b ∈ B هر و a ∈ A هر بهازاي بهطوریکه است، موجود γ ∈ R یک و Γ ∈ X∗ پیوسته

ReΓ(a) < γ 6 ReΓ(b)
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شود. رجوع [5] مرجع به برهان.

باشند. X باناخ فضاي از بسته محدب زیرمجموعههاي C1, C2, ...., Cm کنیم فرض .29.1.1 تعریف
از S کراندار زیرمجموعهي هر براي هرگاه گویند کراندار خطی منظم را {C1, C2, ...., Cm} مجموعهي

داریم: x ∈ S هر ازاي به طوریکه به باشد موجود kS > 0 ،X باناخ فضاي

d(x,

m∩
i=1

Ci) 6 kSmax{d(x,Ci), i = 1, 2, ...,m}

بردارهاي تمام مجموعهي و R+ با را صفر مساوي یا مثبت حقیقی اعداد تمام مجموعهي .30.1.1 تذکر
میدهیم. نمایش Rm

+ با را حقیقی اعداد در صفر مساوي یا مثبت m−تایی

این در باشند. X باناخ فضاي از بسته محدب زیرمجموعهي دو D و C کنیم فرض .31.1.1 تذکر
داریم: صورت

{0} × R+ ⊂ cl(EpiσC + EpiσD)

نوشت: میتوان صورت این در باشد. دلخواه (0, r) ∈ {0} × R+ کنیم فرض برهان.

(0, r) = (0 + 0, 0 + r)

.r ≥ 0 آن در که

داریم: 2.1 رابطهي به توجه با

σC(0) = sup
x∈C

x(0) = 0 ≤ 0

σD(0) = sup
x∈D

x(0) = 0 ≤ r

میشود: نتیجه 3.1 رابطهي به توجه با

(0, 0) ∈ EpiσC (13.1)

(0, r) ∈ EpiσD (14.1)

میگیریم: نتیجه 14.1 و 13.1 روابط کردن جمع با
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(0, r) ∈ (EpiσC + EpiσD)

یعنی: میباشد. نیز بستارش در بنابراین

(0, r) ∈ cl(EpiσC + EpiσD)

مرتبط ومفاهیم مخروطها 2.1
مخروط یک را K دراینصورت باشد. X برداري فضاي از زیرمجموعه یک K کنیم فرض .1.2.1 تعریف

λx ∈ K باشیم: داشته λ > 0 هر و x ∈ K هر براي اگر مینامیم،

هر ازاي به اگر گوییم، محدب مخروط را X داخلی ضرب فضاي از C مجموعهي زیر .2.2.1 تعریف
باشیم: داشته α, β > 0 و x, y ∈ C

αx+ βy ∈ C

هر براي هرگاه نامیم، زیرفضا یک را X داخلی ضرب فضاي از M ناتهی مجموعهي زیر .3.2.1 تعریف
باشیم: داشته α, β ∈ R و x, y ∈ M

αx+ βy ∈ M

نیست. برقرار آن عکس اما است، محدب مخروط یک زیرفضا هر که است واضح .4.2.1 تذکر

x ∈ D هر ازاي به D نرمال مخروط باشد. D ⊂ X و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .5.2.1 تعریف
میشود: تعریف صورت این به

ND(x) := {v ∈ X∗ : σD(v) = v(x)} = {v ∈ X∗ : v(y − x) ≤ 0, ∀y ∈ D} (15.1)

تمام اشتراك باشد. X داخلی ضرب فضاي از ناتهی مجموعهي زیر یک S کنیم فرض .6.2.1 تعریف
مینامیم. S مخروطی پوستهي را S شامل محدب مخروطهاي
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صورت: به که است S توسط شده تولید مخروط همان واقع در S مخروطی پوستهي

con(S) = {
n∑

i=0

ρixi | xi ∈ S, ρi > 0}

میشود. تعریف

میکنیم: تعریف زیر فرم به نیز را S مجموعه شامل محدب پوستهي همچنین

co(S) = {
n∑

i=0

ρixi | xi ∈ S, ρi > 0,

n∑
i=0

ρi = 1}

Sدوگان مخروط باشد، X داخلی ضرب فضاي از ناتهی مجموعه زیر یک S کنیم فرض .7.2.1 تعریف
از: است عبارت

S◦ := {x ∈ X |< x, y >≤ 0, ∀y ∈ S} (16.1)

لزوما که باشد بسته محدب مخروط یک S و باشد باناخ فضاي یک X کنیم فرض .8.2.1 تعریف
میکنیم: تعریف صورت این در نیست. ناتهی درونش

S+ := {λ ∈ X∗ | λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S} (17.1)

قطبی مخروط ،X از W زیرمجموعهي براي باشد، هیلبرت فضاي یک X کنیم فرض .9.2.1 تعریف
میکنیم: تعریف اینصورت به را W

W ◦ := {v ∈ X∗ : v(w) ≤ 0, ∀w ∈ W}

مخروط همان واقع در W ◦ قطبی مخروط تعریف و نرمال مخروط تعریف به توجه با .10.2.1 تذکر
است. صفر در W نرمال

یک باشد. Y در بسته محدب مخروط یک S و باشند باناخ فضاي Y و X کنیم فرض .11.2.1 تعریف
باشیم: داشته اگر میگوییم S−محدب را g : X → Y تابع

λg(x) + (1− λ)g(y)− g(λx+ (1− λ)y) ∈ S (x, y ∈ X; 0 ≤ λ ≤ 1)



2 فصل
X∗ فضاي در مخروطهایی معرفی

مخروطها، این از یکی میپردازیم. آنها بین روابط و X∗ فضاي در مخروطهایی معرفی به فصل این در

،l ∈ M̃(x) و باناخ فضاي یک X که x− l به x ∈ X انحراف با سوم فصل در که است M̃(x) مخروط

میپردازیم. تحمیلی تقریب بهترین بررسی به

مفاهیم 1.2
که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .1.1.2 تعریف

باشد. پیوسته S−محدب تابع یک g : X → Y و نیست ناتهی درونش لزوما

S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S} همچنین

میکنیم: تعریف x ∈ X هر براي اینصورت در

M̃(x) := {u ∈ X∗ | (u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)}

در بسته محدب مخروط یک M̃(x) آنگاه باشد محدب مخروط یک ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ اگر .2.1.2 گزاره
است. X∗

،1.1.2 تعریف به توجه با باشند. M̃(x) از دلخواه عناصري u′ و u کنیم فرض برهان.
اگر حال .y = (u′, u′(x)) و z = (u, u(x)) طوریکه به موجودند z, y ∈ w∗ − cl(∪Epi(λg)∗)

w∗−cl(∪λ∈S+Epi(λg)∗)یعنی است. محدب نیز ضعیفستاره طور بستارشبه باشد، محدب ∪Epi(λg)∗

: داریم α, β > هر0 ازاي به بنابراین میباشد. محدب

αz + βy ∈ w∗ − cl(∪λ∈S+Epi(λg)∗)

13
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پس

α(u, u(x)) + β(u′, u′(x)) ∈ w∗ − cl(∪λ∈S+Epi(λg)∗)

: داریم یعنی

(αu+ βu′, αu(x) + βu′(x)) ∈ w∗ − cl(∪λ∈S+Epi(λg)∗)

بنابراین هستند، خطی نتیجه در ،u, u′ ∈ X∗ چون

(αu+ βu′, (αu+ βu′)(x)) ∈ w∗ − cl(∪λ∈S+Epi(λg)∗)

داریم: u, u′ ∈ M̃(x) و α, β ≥ 0 هر ازاي به ،1.1.2 تعریف به توجه با نتیجه در

αu+ βu′ ∈ M̃(x)

است. محدب M̃(x) یعنی

در باشند. X از بستهاي محدب زیرمجموعههاي D و C و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .3.1.2 لم
داریم: صورت این

(0,−1) /∈ cl(Epiδ∗C +Epiδ∗D)

اگر وتنها اگر

C ∩D ̸= ∅

داریم: 22.1.1 تذکر به توجه با باشد. (u, α) ∈ (EpiσC + EpiσD) کنیم فرض برهان.

(u, α) ∈ Epiδ∗C +Epiδ∗D

بهطوریکه: موجودند β, δ ∈ R و v, w ∈ X∗ صورت این در

بنابراین .α = β + δ ،u = v + w و (w, δ) ∈ Epiδ∗C = EpiσC ،(v, β) ∈ Epiδ∗D = EpiσD

اگر نتیجه در .w(x) ≤ δ ،x ∈ C هر براي و v(x) ≤ β ،x ∈ D هر براي 3.1 رابطهي به توجه با

داریم: باشد دلخواه x ∈ K := C ∩D

u(x) = (v + w)(x) ≤ β + δ = α
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داریم: 3.1 و 2.1 روابط به توجه با نتیجه در .sup
x∈K

u(x) ≤ α بنابراین

(u, α) ∈ EpiσK

لذا،

Epiδ∗D + Epiδ∗C ⊂ EpiσK

نتیجه: در است. بسته ستاره، ضعیف طور به EpiσK است واضح طرفی از

cl(Epiδ∗D + Epiδ∗C) ⊂ EpiσK (1.2)

داریم: دراینصورت C ∩D ̸= ∅ اگر حال

σK(0) = sup
x∈K

x(0) = 0 � −1

میشود: نتیجه 3.1 رابطهي به توجه با بنابراین

(0,−1) /∈ EpiσK (2.2)

داریم: 2.2 و 1.2 روابط به توجه با لذا

(0,−1) /∈ cl(Epiδ∗D + Epiδ∗C)

استفاده با اینصورت در .(0,−1) /∈ cl(EpiσC+EpiσD) = cl(Epiδ∗D+Epiδ∗C) کنیم فرض برعکس،

ازاي به و −α < 0 بهطوریکه است موجود (0, 0) ̸= (x, α) ∈ X × R هان-باناخ جداسازي قضیهي از

داریم: (u, α) ∈ cl(Epiδ∗D + Epiδ∗C) هر

u(x) + γα ≥ 0 (3.2)

میشود: نتیجه (u, γ) ∈ cl(Epiδ∗D + Epiδ∗C) هر بهازاي 3.2 رابطهي در x = x̄α دادن قرار با

u(−x̄)− γ ≤ 0 (4.2)
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به توجه با که δ∗D(v) ≤ δ∗D(v) ،δ∗C(w) ≤ δ∗C(w) داریم: w ∈ domδ∗C و v ∈ domδ∗D هر براي

میشود: نتیجه 3.1 رابطهي

(w, δ∗C(w)) ∈ Epiδ∗C (5.2)

و

(v, δ∗C(v)) ∈ Epiδ∗C (6.2)

داریم: 6.2 و 5.2 روابط نمودن جمع با

(v + w, δ∗D(v) + δ∗C(w)) ∈ (Epiδ∗D +Epiδ∗C)

میگیرد.یعنی: قرار نیز بستارش در بنابراین،

(v + w, δ∗D(v) + δ∗C(w)) ∈ cl(Epiδ∗D + Epiδ∗C) (7.2)

میگیریم: نتیجه 7.2 و 4.2 روابط به توجه با

(v + w)(−x̄)− δ∗D(v)− δ∗C(w) ≤ 0 (8.2)

داریم: v ∈ domδ∗D هر براي 8.2 رابطهي در w = 0 دادن قرار با

v(−x̄− δ∗D(v)) ≤ 0

بنابراین، است. پایینی پیوسته نیم تابع δD چون طرفی از

δD(−x̄) = δ∗∗D (−x̄) = sup
v∈domδ∗D

[v(−x̄)− δ∗D(v)] ≤ 0

بنابراین ،−x̄ ∈ C داریم: v = 0 دادن قرار با مشابه طور به .−x̄ ∈ D 1.1 رابطهي به توجه با

.K ̸= ∅ لذا −x̄ ∈ C ∩D

C ∩D ̸= ∅ اگر باشند. X باناخ فضاي از بسته محدب زیرمجموعهي دو D و C کنیم فرض .4.1.2 لم
آنگاه:
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EpiσC∩D = cl(EpiσC + EpiσD)

باشد. (u, α) ∈ (EpiσC + EpiσD) و K = C ∩D ̸= ∅ کنیم فرض برهان.
بهطوریکه: موجودند β, δ ∈ ℜ و v, w ∈ X∗ صورت این در

3.1 رابطهي به توجه با بنابراین .α = β + δ ،u = v + w و (w, δ) ∈ EpiσC ،(v, β) ∈ EpiσD

.w(x) ≤ δ ،x ∈ C هر وبراي v(x) ≤ β ،x ∈ D هر براي

داریم: باشد، دلخواه x ∈ K := C ∩D اگر نتیجه در

u(x) = (v + w)(x) ≤ β + δ = α

.sup
x∈K

u(x) ≤ α بنابراین

داریم: 3.1 و 2.1 روابط به توجه با نتیجه در

(u, α) ∈ EpiσK

بنابراین،

EpiσC + EpiσD ⊂ EpiσK

نتیجه: در است، بسته ستاره ضعیف طور به EpiσK است واضح طرفی از

cl(EpiσC + EpiσD) ⊂ EpiσK (9.2)

کنیم فرض برعکس،

(u, α) /∈ cl(EpiσC + EpiσD) (10.2)

داریم: 3.1.2 لم بنابر K ̸= ∅ فرض طبق چون

(0,−1) /∈ cl(Epiδ∗C +Epiδ∗D)

:22.1.1 تذکر به توجه با لذا

(0,−1) /∈ cl(EpiσC +EpiσD)
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دهیم: قرار اگر بنابراین

B = {δ(u, α) + (1− δ)(0,−1) ∈ X∗ × R | δ ∈ [0, 1]}

داریم:

B◦ ∩ cl(EpiσC + EpiσD) = ∅

طوریکه: به باشد موجود δ0 ∈ (0, 1) اگر غیراینصورت در

δ0(u, α) + (1− δ0)(0,−1) ∈ cl(EpiσC + EpiσD)

: یعنی

(δ0u, δ0α− (1− δ0)) ∈ cl(EpiσC + EpiσD) (11.2)

میدانیم: 31.1.1 تذکر به توجه با همچنین

{0} × R+ ⊂ cl(EpiσC + EpiσD) (12.2)

داریم: 12.2 و 11.2 روابط به توجه با بنابراین

(δ0u, δ0α) = (δ0u, δ0α− (1− δ0)) + (0, 1− δ0) ∈ cl(EpiσC + EpiσD)

داشت: خواهیم نتیجه در

(u, α) =
1

δ0
(δ0u, δ0α) ∈ cl(EpiσC + EpiσD)

بنابراین است، تناقض در 10.2 رابطهي با این که

B◦ ∩ (cl(EpiσC + EpiσD)) = ∅

(x, β) ∈ X × R باناخ هان- جداسازي قضیهي از استفاده با حال

داریم: δ ∈ [0, 1] هر ازاي به طوریکه به است موجود (x, β) ̸= (0, 0) که

[δ(u, α) + (1− δ)(0,−1)](x, β) < 0 (13.2)
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،(v, γ) ∈ cl(EpiσC +EpiσD) هر ازاي به و

v(x) + γβ ≥ 0 (14.2)

.β > 0 داریم: 13.2 رابطهي در δ = 0 دادن قرار با

داشت: خواهیم 13.2 رابطهي در δ = 1 دادن قرار با همچنین

u(x) + αβ < 0

یعنی:

u(
−x

β
) > α (15.2)

داریم: 14.2 رابطهي از استفاده با و 3.1.2 لم مشابه استدلال با
−x

β
∈ C ∩D = K

داریم: 15.2 و 3.1 روابط به توجه با نتیجه در

(u, α) /∈ EpiσK (16.2)

میگیریم: نتیجه 16.2 و 10.2 روابط از

EpiσK ⊂ cl(EpiσC + EpiσD)

بنابراین،

EpiσK = cl(EpiσC + EpiσD)

باشند X از بسته محدب زیرمجموعهي دو D و C و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .5.1.2 قضیه
،x ∈ C ∩D هر بهازاي اگر .C ∩D ̸= ∅ بهطوریکه

NC∩D(x) ⊂ {v ∈ domσC∩D : (v, r) ∈ EpiσC∩D}
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است. بسته ستاره، ضعیف طور به NC∩D(x) آنگاه

بسته ستاره، ضعیف طور به EpiσC∩D 4.1.2 لم طبق باشد. دلخواه x ∈ C ∩D کنیم فرض برهان.
است. بسته ستاره، ضعیف طور نیزبه A = {v ∈ domσC∩D : (v, r) ∈ EpiσC∩D} نتیجه در است.

دهیم: نشان کافیست ستاره، ضعیف طور به NC∩D(x) بودن بسته دادن نشان براي

طبق دیگر عبارت به یا .v ∈ NC∩D(x) آنگاه lim
n→+∞

vn = v و باشد دلخواه vn ∈ NC∩D(x) اگر

تعریف:

NC∩D(x) = {v ∈ X∗ : σC∩D(v) = v(x)}

.σC∩D(v) = v(x) که دهیم نشان

(vn, σC∩D(vn)) ∈ داریم: 3.1 رابطهي به توجه با σC∩D(vn) ≤ σC∩D(vn) چون طرفی از

بنابراین، .v ∈ A نتیجه در است بسته A و lim
n→+∞

vn = v ،vn ∈ A نتیجه در .EpiσC∩D

v ∈ domσC∩D

σC∩D(vn) = نتیجه در است vn ∈ NC∩D(x) دیگر طرف از کرد. تعریف σC∩D(v) میتوان یعنی

.σC∩D(v) = v(x) بنابراین، است پیوسته تابع یک نیز σC∩D(v) و lim
n→+∞

vn = v طرفی از .vn(x)

است. بسته ستاره، ضعیف طور به NC∩D(x) دیگر بعبارت .v ∈ NC∩D یعنی

و باشند X از بسته محدب زیرمجموعهي دو D و C و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .6.1.2 نتیجه
،x ∈ C ∩D هر ازاي به اگر .0 ∈ C ∩D

NC∩D(x) ⊂ {v ∈ domσC∩D : (v, r) ∈ EpiσC∩D}

است. بسته −(C ∩D)+ آنگاه

با است. بسته ستاره، ضعیف طور به NC∩D(x) ،x ∈ C ∩D هر ازاي به 5.1.2 قضیهي به بنا برهان.
است. بسته ستاره، ضعیف طور به نیز NC∩D(0) نتیجه در 0 ∈ C ∩D فرض به توجه

داریم: و17.1 15.1 روابط به توجه با بنابراین

NC∩D(0) = {u ∈ X∗ : u(y) ≤ 0, ∀y ∈ C ∩D} = −(C ∩D)+
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است. بسته ستاره، ضعیف طور به −(C ∩D)+ لذا

تابع یک g : X → Y ،S = Rm
+ ⊂ Y باشند، باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .7.1.2 گزاره

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S} و X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب

باشد. X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک

داریم: باشد، K := C ∩D ̸= ∅ اگر

EpiσD = w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) (17.2)

بعلاوه

EpiσK = w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ + EpiσC) (18.2)

آن در که

S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S}

کنیم فرض برهان.

(u, r) ∈
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ (19.2)

بهطوریکه: است موجود λ ∈ S+ دراینصورت باشد. دلخواه

(u, r) ∈ Epi(λg)∗

.(λg)∗(u) ≤ r ،3.1 رابطهي به توجه با بنابراین

داریم: 5.1 رابطهي از استفاده با لذا

(λg)∗(u) = sup
x∈dom(λg)

{u(x)− (λg)(x)} ≤ r
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: داشت خواهیم x ∈ X هر ازاي به بنابراین

u(x)− (λg)(x) ≤ r (20.2)

فرض طبق وچون .−g(x) ∈ S = R+
m آنگاه باشد. x ∈ D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S} اگر حال

داریم: λ ∈ S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S}

λ(−g(x)) ≥ 0

نتیجه: در

(λg)(x) ≤ 0 (21.2)

داشت: خواهیم x ∈ D هر ازاي به ،21.2 و 20.2 روابط به توجه با

u(x) ≤ r

.(u, r) ∈ EpiσD ،3.1 رابطهي به توجه با یعنی

داریم: نتیجه در
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ ⊂ EpiσD

است، X∗ × R در بسته ستاره ضعیف طور به مجموعهي EpiσD چون طرفی از

: که میگیریم نتیجه

w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) ⊂ EpiσD (22.2)

.(u, r) /∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) که کنیم فرض برعکس،

(0,−1) /∈ میگیریم: نتیجه 3.1 رابطهي به توجه با که σD(0) = sup
x∈D

x(0) = 0 � −1 طرفی از

EpiσD

میگیریم: نتیجه 22.2 رابطهي به توجه با لذا

(0,−1) /∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)



X∗ فضاي در مخروطهایی معرفی .2 23فصل

دهیم: اگرقرار

B = {α(u, r) + (1− α)(0,−1) ∈ X∗ × R : 0 ≤ α ≤ 1}

میگیریم: نتیجه 4.1.2 لم اثبات مانند

B◦ ∩ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) = ∅

به طوریکه به است موجود (0, 0) ̸= (x, s) ∈ X × R هان-باناخ جداسازي قضیهي از استفاده با حال

داریم: α ∈ [0, 1] هر ازاي

[α(u, r) + (1− α)(0,−1)](x, s) < 0 (23.2)

داریم: (v, t) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) هر ازاي به و

v(x) + ts ≥ 0 (24.2)

.(0,−1)(x, s) < 0 داریم: 23.2 رابطهي در α = 0 دادن قرار با

s > 0 یعنی: −s < 0 نتیجه در

.(u, r)(x, s) < 0 داریم: 23.2 رابطهي در α = 1 دادن قرار با همینطور و

بنابراین،

u(x) + rs < 0 (25.2)

داریم: 25.2 رابطهي در x = sx0 دادن قرار با

u(sx0) + rs < 0

: داریم (−1) در طرفین ضرب با

(u(−x0)− r)s > 0

میگیریم: نتیجه آوردیم، بدست s > 0 وچون

u(−x0) > r (26.2)

داریم: 24.2 رابطهي در x = sx0 جايگذاري با
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(v(x0) + t)s ≥ 0

میگیریم: نتیجه (−1) در طرفین ضرب با

(v(−x0)− t)s ≤ 0

داشت: خواهیم (v, t) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(g)∗) هر ازاي به بنابراین آوردیم، بدست s > 0 طرفی از

v(−x0)− t ≤ 0 (27.2)

داریم: v ∈ dom(λg)∗ هر و λ ∈ S+ هر براي همچنین

(λg)∗(v) ≤ (λg)∗(v)

داریم: 3.1 رابطهي از استفاده با نتیجه در

(v, (λg)∗(v)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)

داریم: λ ∈ S+ وهر v ∈ dom(λg)∗ هر ازاي به 27.2 رابطهي به توجه با لذا

v(−x0)− (λg)∗(v) ≤ 0

است، پیوسته تابع یک (λg) چون

(λg)(−x0) = (λg)∗∗(−x0)

داریم: λ ∈ S+ هر ازاي به 5.1 رابطهي به توجه با

(λg)(−x0) = (λg)∗∗(−x0) = sup
v∈dom(λg)∗

[v(−x0)− (λg)∗(v)] ≤ 0

نتیجه: در

(λg)(−x0) ≤ 0

داشت: خواهیم S = Rm
+ مجموعهي به توجه با بنابراین

−g(−x0) ∈ S

میگیریم: نتیجه D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S} تعریف به توجه با که
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−x0 ∈ D

.u(−x0) > r داریم: 26.2 رابطهي به توجه با همچنین

داشت: خواهیم 3.1 رابطهي از استفاده با نتیجه در

(u, r) /∈ EpiσD

بنابراین،

EpiσD ⊂ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)

داریم: باشد، ناتهی D اگر نتیجه در

EpiσD = w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)

است. بدیهی 17.2 رابطهي و 22.1.1 تذکر ،4.1.2 لم به توجه با 18.2 عبارت اثبات

که باشد بسته محدب مخروط یک S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .8.1.2 گزاره
نیست، ناتهی درونش لزوما

S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S}

داریم: x ∈ X هر براي باشد. پیوسته S−محدب تابع یک g : X → Y و

(D − x)◦ = M̃(x)

میکنیم: تعریف زیر صورت به که است، بستهاي محدب مجموعهي D که

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S} (28.2)

تعریف: به توجه با اینصورت در باشد. دلخواه u ∈ (D − x)◦ کنیم فرض برهان.

(D − x)◦ = {v ∈ X∗ : v(y − x) ≤ 0, ∀y − x ∈ (D − x)}

،w ∈ (D − x) هر ازاي به
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u(w) ≤ 0

داشت: خواهیم d ∈ D هر ازاي به دیگر بهعبارت

u(d− x) ≤ 0

،d ∈ D هر ازاي به بنابراین است. خطی u نتیجه در u ∈ X∗ چون

u(d) ≤ u(x)

نتیجه: در

sup
d∈D

u(d) ≤ u(x)

.σD(u) ≤ u(x) ،2.1 رابطهي به توجه با لذا

بنابراین، هستند. برگشتپذیر بالا روابط

σD(u) ≤ u(x) اگر وتنها اگر u ∈ (D − x)◦

.(u, u(x)) ∈ EpiσD با است 3.1معادل رابطهي به توجه با σD(u) ≤ u(x)

داریم: D ̸= ∅ اگر 7.1.2 گزاره طبق طرفی از

EpiσD = w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)

نتیجه: در

(u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) اگر تنها و اگر u ∈ (D − x)◦

بنابراین، .u ∈ M̃(x) اگر تنها و اگر u ∈ (D − x)◦ میگیریم نتیجه M̃(x) تعریف به توجه با

(D − x)◦ = M̃(x)

اگر ،S = R+ ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .9.1.2 گزاره

S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S},
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و باشد X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي D

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

داریم: x ∈ D ازاي به

M̃(x) = {u ∈ X∗ : u = w∗ − limn→∞un},

. lim
n→∞

εn = 0 و lim
n→∞

(λng)(x) = 0 ،{λn}n>1 ⊂ S+ ،{εn}n>1 ⊂ R+ ،un ∈ ∂εn(λng)(x) آن: در که

u ∈ M̃(x) کنیم فرض میگیریم. نظر در A مجموعهي برابر را حکم راست سمت عبارت برهان.
چون باشد.

M̃(x) = {u ∈ X∗ | (u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)}

داریم:

(u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) (29.2)

داریم: 25.1.1 گزاره به توجه با طرفی از

Epi(λg)∗ =
∪
ε>0

{(v, v(x) + ε− (λg)(x)) : v ∈ ∂ε(λg)(x)} (30.2)

داریم: 29.2 30.2درعبارت جايگذاري با بنابراین

(u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

∪
ε>0

{(v, ε+ v(x)− (λg)(x)) : v ∈ ∂ε(λg)(x)})

{λn}n>1 ⊂ S+ ،{εn}n>1, {rn}n>1 ⊂ R+ دنبالههاي میتوان حال

خاصیت با n>1{un}را ⊂ X∗ و

un ∈ ∂εn(λng)(x)(n = 1, 2, ...)

طوریکه: به یافت
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(u, u(x)) = w∗ − lim
n→∞

(un, εn + un(x)− (λng)(x))

یعنی:

u = w∗ − lim
n→∞

un (31.2)

و

u(x) = lim
n→∞

[εn + un(x)− (λng)(x)]

داریم: نتیجه در

lim
n→∞

un(x) = u(x) = lim
n→∞

[εn + un(x)− (λng)(x)]

بنابراین،

lim
n→∞

[εn − (λng)(x)] = 0 (32.2)

میگیریم نتیجه D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S} تعریف به توجه با کردیم فرض x ∈ D چون

داریم: n > 1 هر براي بنابراین .−g(x) ∈ S

−(λng)(x) > 0

میشود: نتیجه εn > 0 و n > 1 هر براي ،−(λng)(x) > 0 داشتیم ازاینکه 32.2و رابطهي از

lim
n→∞

(λng)(x) = lim
n→∞

εn = 0 (33.2)

بنابراین، .u ∈ A میگیریم نتیجه 33.2 و 31.2 روابط به توجه با

M̃(X) ⊆ A

باشد. u ∈ A کنیم فرض برعکس،

خاصیت: با {un}n>1 ⊂ X∗و {λn}n>1 ⊂ S+،{rn}n>1, {εn}n>1 ⊂ R+ دنبالههاي یعنی

u = w∗ − lim
n→∞

unطوریکه به باشد موجود un ∈ ∂εn(λng)(x)

. lim
n→∞

(λng)(x) = lim
n→∞

εn = و0

تعریف: طبق un ∈ ∂εn(λng)(x)(n = 1, 2, ...) چون
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∂εf(a) = {v ∈ X∗ | f(x)− f(a) > v(x− a)− ε, ∀x ∈ domf}

داشت: خواهیم y ∈ D و n > هر1 ازاي به

(λng)(y)− (λng)(x) > un(y − x)− εn (34.2)

: داریم D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S} به توجه با y ∈ D چون

−g(y) ∈ S

.(λng)(y) 6 0 داریم: λn ∈ S+ و n > 1 هر براي بنابراین −g(y) ≥ 0 نتیجه در S = R+ فرض طبق

.(λng)(y) 6 0 اینکه به توجه با نتیجه در

: میشود نتیجه 34.2 رابطهي از

(λng)(x) 6 un(x− y) + εn (35.2)

داریم: همچنین lim
n→∞

un(y) = u(y) ،y ∈ X هر ازاي به که کردیم فرض طرفی از

lim
n→∞

(λng)(x) = lim
n→∞

εn = 0

داریم: y ∈ D هر ازاي به 35.2 رابطهي به توجه با نتیجه در

u(y − x) ≤ 0

تعریف: طبق لذا

(D − x)◦ = {u ∈ X∗;u(y − x) ≤ 0, ∀y − x ∈ (D − x)}

میشود: نتیجه

u ∈ (D − x)◦

است. برقرار حکم پس .A ⊂ M̃(x) نتیجه در u ∈ M̃(x) ،8.1.2 گزارهي طبق

تابع یک g : X → Y ،S = R+ ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .10.1.2 تعریف
و باشد پیوسته S−محدب
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S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S}

کنیم: می تعریف λ ∈ S+و x ∈ X هر براي

Cλ(x) := Cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0} (36.2)

و

M(x) :=
∪

λ∈S+

Cλ(x) (37.2)

خاصیت با X∗ در محدب مخروط یک M(x) میبینیم بوضوح ،10.1.2 تعریف در .11.1.2 تذکر
باشد. می M(x) ⊂ M̃(x)

هر ازاي به میدهیم نشان M(x) مخروط بودن محدب اثبات براي برهان.

α, β ≥ 0 هر ازاي به و y, z ∈ M(x)

αy + βz ∈ M(x)

تعریف طبق بنابراین y, z ∈ M(x) چون

M(x) =
∪

λ∈S+

Cλ(x) =
∪

λ∈S+

cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0}

طوریکه: به λ1, λ2 ∈ S+ دارد وجود

y ∈ Cλ1(x) = cone{∂(λ1g)(x) : (λ1g)(x) = 0}

z ∈ Cλ2(x) = cone{∂(λ2g)(x) : (λ2g)(x) = 0}

یعنی:

y =

n∑
i=1

ρi∂(λ1g)(xi); (λ1g)(xi) = 0

z =

n∑
i=1

γi∂(λ2g)(xi); (λ2g)(xi) = 0
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α, β ≥ 0 هر ازاي به بنابراین .(λ2g)(xi) = 0 و (λ1g)(xi) = 0 (i = 1, 2, ..., n) هر ازاي به چون

داریم: (i = 1, 2, ..., n) و

α(λ1g)(xi) = 0

β(λ2g)(xi) = 0

داریم: نتیجه در
n∑

i=1

α(λ1g)(xi) +

n∑
i=1

β(λ2g)(xi) = 0

داریم: همچنین
n∑

i=1

ρiα(λ1g)(xi) +

n∑
i=1

γiβ(λ2g)(xi) = 0

داریم: دیگر عبارت به

α
n∑

i=1

ρi(λ1g)(xi) + β
n∑

i=1

γi(λ2g)(xi) = 0

لذا،

(α
n∑

i=1

ρiλ1 + β
n∑

i=1

γiλ2)g(xi) = 0

میشود: نتیجه 37.2 و 36.2 روابط به توجه با

∂(α

n∑
i=1

ρi(λ1g)(xi) + β

n∑
i=1

γi(λ2g)(xi)) ∈ M(x)

داریم: است خطی ∂ چون

α

n∑
i=1

ρi∂(λ1g)(xi) + β

n∑
i=1

γi∂(λ2g)(xi) ∈ M(x)

داریم: α, β ≥ 0 هر ازاي به و y, z ∈ M(x) هر ازاي به یعنی

αy + βz ∈ M(x)

است. محدب مخروط یک M(x) نتیجه در

صورت این به که است بستهاي محدب مجموعهي D که ،M̃(x) = (D − x)◦ ،8.1.2 گزاره طبق

،λ ∈ S+و x ∈ X هر براي وهمچنین D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S = R+} میشود تعریف



X∗ فضاي در مخروطهایی معرفی .2 32فصل

M(x) =
∪

λ∈S+

Cλ(x)

Cλ(x) := Cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0} که

،λ ∈ S+ هر ازاي به که دهیم نشان M(x)کافیست ⊂ M̃(x) اثبات براي توضیحات این به توجه با

.(λg)(x) = 0 زمانیکه ∂(λg)(x) ⊂ (D − x)◦

: داریم تعریف به توجه با .(λg)(x) = 0 و باشد دلخواه λ ∈ S+ کنیم فرض

∂(λg)(x) := {l ∈ X∗ : (λg)(y) ≥ (λg)(x) + l(y − x), (∀y ∈ X)}

= {l ∈ X∗ : (λg)(y) ≥ l(y − x), (∀y ∈ X)} (38.2)

تعریف به توجه با بنابراین باشد، دلخواه y ∈ D ⊂ X که کنیم فرض حال

D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S = R+}

داریم:

−g(y) ∈ S = R+

: یعنی ،λ(−g(y)) ≥ 0 داریم: لذا λ ∈ S+ وچون −g(y) ≥ 0 بنابراین

(λg)(y) ≤ 0 (39.2)

داریم: 39.2 و 38.2 روابط طبق نتیجه در

∂(λg)(x) ⊂ {l ∈ X∗ : l(y − x) ≤ 0, ∀y ∈ D}

∂(λg)(x) ⊂ میگیریم: نتیجه (D − x)◦ = {l ∈ X∗ : l(y − x) ≤ 0, ∀y ∈ D} تعریف به توجه با و

(D − x)◦

بنابراین، باشد (λg)(x) = 0 زمانیکه ∂(λg)(x) ⊂ (D − x)◦ ،λ ∈ S+ هر ازاي به چون

M(x) =
∪

λ∈S+

Cλ(x) =
∪

λ∈S+

Cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0} ⊂ (D − x)◦

M(x) ⊂ M̃(x) داریم: 8.1.2 گزارهي به توجه با حال



X∗ فضاي در مخروطهایی معرفی .2 33فصل

نیست. برقرار M̃(x) = M(x) کلی حالت در که میدهیم نشان مثال یک با حال

بهطوریکه: g : R2 → R کنیم فرض .12.1.2 مثال

g(x, y) = (x2 + y2)

1

2 − y

اینصورت: در .S = R+ و x = (0, 0) ∈ R2

g(x) = g(0, 0) = 0

داریم: λ ∈ S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S} هر ازاي به بنابراین

λg(x) = 0, ∂(λg)(x) = {(0, 0)}

داریم: تعریف به توجه با

∂(λg)(x) = {l ∈ X∗ : (λg)(w) ≥ (λg)(x) + l(w − x), (∀w ∈ R2)}

داریم: لذا (λg)(x) = 0 ،λ ∈ S+ هر بهازاي وچون

∂(λg)(x) = {l ∈ X∗ : (λg)(w) ≥ l(w − x), (∀w ∈ R2)}

داریم: λ ∈ S+ ،w ∈ R2 هر بهازاي g(x, y) = (x2 + y2)

1

2 − y تعریف به توجه با

(λg)(w) ≥ 0

∂(λg)(x) = {(0, 0)} نتیجه در

تعریف: به توجه با بنابراین

Cλ(x) = cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0}

Cλ(x) = {(0, 0)} داریم: λ ∈ S+ هر ازاي به

نتیجه: در

M(x) =
∪

λ∈S+

Cλ(x) = {(0, 0)}
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زوج از عبارتست مجموعه این D = {(x, y) ∈ X : −g(x, y) ∈ S} مجموعهي تعریف به توجه با

طوریکه: به (x, y) صورت به مرتبهاي

−g(x, y) = y − (x2 + y2)

1

2 ∈ S = R+

داشت: خواهیم لذا

D = {(0, y) : y ≥ 0}

داریم: تعریف طبق طرفی از

(D − x)◦ = {u ∈ X∗ : u(w − x) ≤ 0, ∀w − x ∈ (D − x)}

.y ≥ 0 آن در که w = (0, y) ،D مجموعهي تعریف به توجه با حال

داریم: بنابراین

(D − x)◦ = {u ∈ X∗ : u((0, y)− (0, 0)) ≤ 0, ∀y ≥ 0} = −(R× R+)

میشود: نتیجه 8.1.2 گزاره به توجه با

M̃(x) = (D − x)◦ = −(R× R+)

بنابراین،

M(x) ̸= M̃(x)

اگر باشد. S = R+ ⊂ Y و باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .13.1.2 گزاره

S+ := {λ ∈ Y ∗ : λ(s) ≥ 0, ∀s ∈ S},

بسته ستاره ضعیف طور به X∗ × R در ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ و پیوسته S−محدب تابع یک g : X → Y

هر براي دراینصورت باشد.

x ∈ D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S}

داریم:
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M(x) = M̃(x) = (D − x)◦

داریم: 8.1.2 گزاره توجه با باشد. دلخواه x ∈ D کنیم فرض برهان.

M̃(x) = (D − x)◦

.M̃(x) ⊂ M(x) کنیم ثابت کافیست پس .M(x) ⊂ M̃(x) 11.1.2 تذکر به توجه با همچنین

:M̃(x) تعریف طبق باشد، u ∈ M̃(x) که کنیم فرض

M̃(x) = {u ∈ X∗ | (u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗)}

(u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) داریم:

داریم: نتیجه در است، بسته ستاره طورضعیف به ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ داریم فرض طبق طرفی از

w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) =
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗

بنابراین،

(u, u(x)) ∈
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗

(u, u(x)) ∈ Epi(λg)∗ بهطوریکه: دارد وجود λ ∈ S+ لذا

میگیریم: نتیجه 3.1 رابطهي از استفاده با

(λg)∗(u) ≤ u(x)

داشت: خواهیم y ∈ D هر ازاي به 5.1 رابطهي به توجه با طرفی از

sup{u(y)− (λg)(y)} ≤ u(x)

لذا

u(y)− (λg)(y) ≤ u(x)

داریم: نیز x ∈ D براي بنابراین

u(x)− (λg)(x) ≤ u(x)

نتیجه: در
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−(λg)(x) ≤ 0

(λg)(x) = 0 پس .−(λg)(x) ≤ 0 ،D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S = R+} تعریف به توجه با همچنین

: داریم y ∈ Dهر براي نتیجه در

u(y)− u(x) 6 (λg)(y)− (λg)(x)

رابطهي6.1، به توجه با

u ∈ ∂(λg)(x)

: نتیجه در

است. برقرار حکم پس ،u ∈ M(x) =
∪

λ∈S+

Cone{∂(λg)(x) : (λg)(x) = 0}



3 فصل
قوي مخروطی پوسته

خواص معرفی از بعد میپردازیم. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص معرفی به ابتدا فصل این در

با قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص رابطهي به تحمیلی، تقریب بهترین بهعبارتی و انحرافی

میپردازیم. انحرافی خواص

قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص 1.3
.x ∈ C1 ∩C2و بوده X باناخ فضاي در بسته محدب مجموعهي دو C2 و C1کنیم فرض .1.1.3 تعریف
اگر: دارد قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص x ∈ C1 ∩C2 نقطهي در {C1, C2} میگوییم آنگاه

(C1 ∩ C2 − x)◦ = (C1 − x)◦ + (C2 − x)◦ (1.3)

x نقطهي∋ هر در اگر دارد، قوي مخروطی پوستهي خواصاشتراکی {C1, C2}جفت گوییم .2.1.3 تذکر
باشد. 1.1.3 خاصیت داراي C1 ∩ C2

باشند، X از بسته محدب زیرمجموعهي دو C2 و C1 و باناخ فضاي یک X کنیم فرض .3.1.3 تذکر
داریم: x ∈ X هر براي آنگاه C1 ∩ C2 ̸= ⊘ اگر

(C1 − x)◦ + (C2 − x)◦ ⊂ (C1
∩

C2 − x)◦

.y2 ∈ (C2−x)◦ و y1 ∈ (C1−x)◦ طوریکه به y1+y2 ∈ (C1−x)◦+(C2−x)◦ کنیم فرض برهان.
داریم: c2 ∈ C2 و c1 ∈ C1 هر براي 16.1 رابطهي به توجه با نتیجه در

< y1, c1 − x >6 0 (2.3)

37
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و

< y2, c2 − x >6 0 (3.3)

بنابراین c′ ∈ C2 و c′ ∈ C1 چون اینصورت در باشد، دلخواه عنصري c′ ∈ C1 ∩C2 که کنیم فرض حال

یعنی: میکند، صدق 3.3 و 2.3 روابط در c′

< y1, c
′ − x >6 0 (4.3)

و

< y2, c
′ − x >6 0 (5.3)

داریم: 5.3 و 4.3 روابط نمودن جمع با

< y1 + y2, c
′ − x >6 0

داشت: خواهیم 16.1 رابطهي به توجه با بنابراین بود، دلخواه عنصري c′ ∈ C1 ∩ C2 چون

y1 + y2 ∈ (C1 ∩ C2 − x)◦

داریم: x ∈ X هر براي یعنی

(C1 − x)◦ + (C2 − x)◦ ⊂ (C1 ∩ C2 − x)◦

انحرافی خواص مشخصکننده قوي، مخروطی پوستهي اشتراکی خواص که میدهیم نشان ادامه در

میباشد. تقریب بهترین از

خواصاشتراکی با رابطهيآن بهترینتقریبو خواصانحرافیدر 2.3
قوي مخروطی پوسته

و w0 ∈ W ،X از بسته محدب زیرمجموعهي یک W هیلبرت، فضاي یک X کنیم فرض .1.2.3 لم
.x− w0 ∈ (W − w0)

◦ اگر تنها و اگر w0 = PW (x) دراینصورت باشد. x ∈ X
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شود. رجوع 44 صفحهي [8] مرجع به برهان.

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .2.2.3 گزاره
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي یک D و باشد X از بسته محدب

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

x0 = PC(x − l) باشیم داشته l ∈ M̃(x0) یک ازاي به اگر .x0 ∈ K = C ∩D و x ∈ X همچنین

.x0 = PK(x) آنگاه

داریم: 1.2.3 لم طبق .x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به کنیم فرض برهان.

x− l − x0 ∈ (C − x0)
0

میشود: نتیجه 3.1.3 تذکر و 8.1.2 گزاره به توجه با

x− x0 ∈ (C − x0)
◦ + l ⊂ (C − x0)

◦ + M̃(x0) = (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ ⊂ (K − x0)
◦

بنابراین،

x− x0 ∈ (K − x0)
◦

است. برقرار حکم نتیجه در .x0 = PK(x) داریم: 1.2.3 لم طبق لذا

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .3.2.3 قضیه
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي یک D و باشد X از بسته محدب

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

معادلند: زیر عبارات اینصورت در باشد. x0 ∈ K و x ∈ X اگر

است. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 نقطه در {C,D} الف:

.x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به اگر وتنها اگر x0 = PK(x) ،x ∈ X هر براي ب:
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گزاره بنابر باشد. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 در {C,D} کنیم فرض برهان.
.x0 = PK(x) آنگاه x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به اگر 2.2.3

{C,D} طرفی از .x− x0 ∈ (K − x0)
◦ ،1.2.3 لم بر بنا باشد، x0 = PK(x) که کنیم فرض حال

است، قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 در

که: کنیم پیدا طوري (C − x0)
در◦ را l1 توانیم می 1.3 رابطهي به توجه با پس

x− x0 − l1 ∈ (D − x0)
◦ (6.3)

میگیریم: نتیجه 6.3 رابطهي و 8.1.2 گزاره به توجه با

l := x− x0 − l1 ∈ M̃(x0)

داریم: لذا l1 ∈ (C − x0)
◦ طرفی از

x− l − x0 = l1 ∈ (C − x0)
◦

میشود: نتیجه 1.2.3 لم بنابر

x0 = PC(x− l)

است. برقرار (ب) یعنی

نتیجه: در x = z+ x0 ∈ X و باشد دلخواه z ∈ (K − x0)
و◦ باشد برقرار (ب) کنیم فرض برعکس،

x− x0 = z ∈ (K − x0)
◦

میشود: نتیجه لم1.2.3 از استفاده با

x0 = PK(x)

داریم: 1.2.3 لم از استفاده با لذا .x0 = PC(x− l) فرض، به توجه با طرفی از

x− l − x0 ∈ (C − x0)
◦

داشت: خواهیم 8.1.2 گزاره بنابر نتیجه در

z = x− x0 = x− l − x0 + l ∈ (C − x0)
◦ + M̃(x0) = (C − x0)

◦ + (D − x0)
◦
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بنابراین،

(K − x0)
◦ ⊂ (C − x0)

◦ + (D − x0)
◦ (7.3)

داریم: 3.1.3 تذکر بنابر همچنین

(C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ ⊂ (K − x0)
◦ (8.3)

میشود: نتیجه و8.3 7.3 روابط از استفاده با

(K − x0)
◦ = (C − x0)

◦ + (D − x0)
◦

باشد. می قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 نقطهي در {C,D} بنابراین

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .4.2.3 قضیه
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي یک D و باشد X از بسته محدب

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

،x ∈ X هر براي اینصورت در باشد. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي {C,D} اگر

.x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به طوریکه به است موجود x0 ∈ K := C ∩D

قضیهي به بنا است، بسته محدب مجموعهي یک K چون باشد. دلخواه x ∈ X کنیم فرض برهان.
و موجود K در تقریب بهترین پس است. Xدر چبیشف مجموعهي K که میگیریم نتیجه 26.1.1

فرض طبق چون و x0 = PK(x) طوریکه به است موجود x0 ∈ K بنابراین باشد، می فرد به منحصر

خواص همین داراي نیز x0 در پس باشد، می قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي {C,D}

.x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به ،3.2.3 قضیه به بنا نتیجه در بوده،

باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .5.2.3 تعریف
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما که

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي D و باشد X از بسته محدب
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D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

میکنیم: تعریف صورت دراین باشد. x0 ∈ K := C ∩D و x ∈ X اگر

∂∥x− x0∥ = {v ∈ X∗ : ∥v∥ = 1, v(x− x0) = ∥x− x0∥}

w0 ∈ W و x ∈ X ،X از بسته محدب زیرمجموعهي Wیک باناخ، فضاي Xیک فرضکنیم .6.2.3 لم
باشد.

و ∥f∥ = 1 طوریکه به باشد موجود f ∈ (W − w0)
◦ اگر تنها و اگر w0 ∈ PW (x) صورت این در

.f(w − w0) = ∥w − w0∥

شود. رجوع [18, 19] مرجع به برهان.

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .7.2.3 قضیه
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي D و باشد X از بسته محدب

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0در {C,D} و باشد x0 ∈ K := C ∩D و x ∈ X اگر

معادلند: زیر عبارات صورت این در باشد.

x0 = PK(x) الف:

0 ∈ ∂∥x− xo∥+ (C − x0)
◦ + M̃(x0) ب:

.x0 = PC(x− l) ،l ∈ M̃(x0) یک ازاي به پ:

طوریکه: به است موجود v ∈ X∗ ،6.2.3 لم طبق دراینصورت باشد. x0 = PK(x) کنیم فرض برهان.
است موجود v ∈ X∗ میکند ایجاب این که v(x− x0) = ∥x− x0∥ و ∥v∥ = 1 ،v ∈ (K − x0)

◦

داراي x0 نقطه در {C,D} اینکه به توجه با .v ∈ (K − x0)
◦ و −v ∈ ∂∥x − x0∥ طوریکه به

ازاي به نتیجه در .(K − x0)
◦ = (C − x0)

◦ + (D − x0)
◦ است، مخروطی پوستهي اشتراکی خواص

.v = v1 + v2 طوریکه به دارد وجود v2 ∈ (D − x0)
◦ و v1 ∈ (C − x0)

◦ ،v ∈ (K − x0)
◦ هر

داریم: گزاره8.1.2 از استفاده با طرفی از
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(D − x0)
◦ = M̃(x0)

داشت: خواهیم بنابراین .v2 ∈ M̃(x0) نتیجه در

v ∈ (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ = (C − x0)
◦ + M̃(x0)

: داریم بنابراین −v ∈ ∂∥x− x0∥ داشتیم طرفی از

0 = −v + v ∈ ∂∥x− x0∥+ (C − x0)
◦ + M̃(x0)

یعنی: باشد، برقرار (ب) که کنیم فرض حال

0 ∈ ∂∥x− x0∥+ (C − x0)
◦ + M̃(x0)

اینکه از .v1 + v2 = 0 طوریکه به دارد وجود v2 ∈ (C − x0)
◦ + M̃(x0)و v1 ∈ ∂∥x − x0∥ بنابراین

داریم: M̃(x0) = (D − x0)
◦ و v2 ∈ (C − x0)

◦ + M̃(x0)

v2 ∈ (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ = (K − x0)
◦ (9.3)

است. برقرار آخر تساوي میباشد، قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي {C,D} که آنجا از

.v2 ∈ (K − x0)
◦ ،9.3 به توجه با نتیجه در

داشتیم: تعریف طبق باشد. دلخواه y ∈ K := C ∩Dکه کنیم فرض اکنون

(K − x0)
◦ = {v2 ∈ X∗| v2(y − x0) ≤ 0, ∀y ∈ K} (10.3)

میشود: نتیجه y ∈ Kهر براي 10.3 و از9.3 استفاده با

v2(y − x0) ≤ 0 (11.3)

داریم: 5.2.3 تعریف و 11.3 رابطهي به توجه با v1 = −v2 و v1 ∈ ∂∥x− x0∥ چون طرفی از

∥x0 − y∥ = v1(x0 − y) = 0 (12.3)

داشت: خواهیم 12.3 رابطهي به توجه با بنابراین
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∥x0 − x∥ = ∥x0 − x+ y − y∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥x0 − y∥ ≤ ∥x− y∥

داریم: y ∈ K هر براي نتیجه در

∥x0 − x∥ ≤ ∥x− y∥

بنابراین،

∥x0 − x∥ ≤ inf
y∈K

∥x− y∥ = d(x,K) ≤ ∥x0 − x∥

لذا

∥x− x0∥ = d(x,K)

.x0 = PK(x) تقریب بهترین تعریف به بنا حال

است. بدیهی (الف) 8.1.2 گزاره به بنا باشد، برقرار (پ) کنیم فرض اکنون

داراي x0 نقطهي در {C,D} قضیه فرض از .x0 = PK(x) یعنی باشد، برقرار (الف) کنیم فرض

است قوي مخروطی پوسته اشتراکی خواص

.x0 = PC(x− l) داریم: 3.2.3 قضیه بر بنا نتیجه در x0 = PK(x) و

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .8.2.3 قضیه
ناتهی زیرمجموعهي یک C پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي D و باشد X از بسته محدب

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

معادلند: زیر عبارات باشد x0 ∈ K := C ∩D اگر

(K − x0)
◦ = (C − x0)

◦ +M(x0) الف:

x0 = PC(x− l) ،l ∈ M(x0) یک ازاي به اگر تنها و اگر x0 = PK(x) ،x ∈ X هر ازاي به ب:

1.2.3 لم به بنا x0 = PC(x− l) ،l ∈ M(x0) یک ازاي به کنیم فرض برهان.
داریم:
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x− l − x0 ∈ (C − x0)
◦

نتیجه در

x− x0 ∈ (C − x0)
◦ + l

: داریم (الف) فرض از استفاده با و l ∈ M(x0) چون طرفی از

x− x0 ∈ (C − x0)
◦ + l ⊂ (C − x0)

◦ +M(x0) = (K − x0)
◦

میشود: نتیجه لم1.2.3 از دوباره استفاده با

x0 = PK(x)

داریم: 1.2.3 لم بنابر .x0 = PK(x)و x ∈ X کنیم فرض حال

x− x0 ∈ (K − x0)
◦ (13.3)

و x− l− x0 ∈ (C − x0)
◦ طوریکه به دارد وجود l ∈ M(x0) ،13.3 رابطهي و (الف) فرض به توجه با

داشت: 1.2.3خواهیم لم از استفاده با

x0 = PC(x− l)

است. برقرار (ب) نتیجه در

و باشد برقرار (ب) که کنیم فرض برعکس،

z ∈ (K − x0)
◦ (14.3)

.x− x0 = z ∈ (K − x0)
◦ نتیجه در x = z + x0 ∈ X و باشد دلخواه

طوریکه به دارد وجود l ∈ M(x0) یک (ب) طبق نتیجه در .x0 = PK(x) داریم 1.2.3 بنابرلم

داریم: نتیجه در x− l − x0 ∈ (C − x0)
◦ لم1.2.3، بنابر دوباره x0 = PC(x− l)

z = x− x0 = x− x0 − l + l = x− l − x0 + l ∈ (C − x0)
◦ +M(x0) (15.3)

میگیریم: نتیجه و15.3 14.3 روابط از بنابراین
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(K − x0)
◦ ⊂ (C − x0)

◦ +M(x0)

داریم: 8.1.2 گزاره به بنا طرفی از

M(x0) ⊂ (D − x0)
◦

بنابراین،

(K − x0)
◦ ⊂ (C − x0)

◦ +M(x0) ⊂ (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦

داشت: خواهیم 3.1.3 تذکر به توجه با اکنون

(K − x0)
◦ ⊂ (C − x0)

◦ +M(x0) ⊂ (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ ⊂ (K − x0)
◦

نتیجه: در

(K − x0)
◦ = (C − x0)

◦ +M(x0)

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .9.2.3 نتیجه
پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

D و باشد X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C ،S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) > 0, ∀s ∈ S}

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي

.D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S}

پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 ∈ C ∩D نقطهي در {C,D} ،x0 ∈ K = C ∩D ،x ∈ X اگر

زیر گزارههاي گاه آن باشد. بسته ستاره ضعیف طور به X∗ ×R در ∪
λ∈S+ Epi(λg)∗و قوي مخروطی

ارزند: هم

x0 = PK(x):الف

0 ∈ ∂∥x− x0∥+ ∂(λg)(x0) + (C − x0)
◦, (λg)(x0) = 0 ب:

0 ∈ ∂∥x− x0∥+ (C − x0)
◦ +M(x0) پ:
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x0 = PC(x− l) ،l ∈ M(x0) یک ازاي به ت:

،13.1.2 گزاره به توجه با است بسته ستاره ضعیف طور به X∗ × R در ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ چون برهان.
است. بدیهی (الف) به (ت) و (ب) به (الف) 7.2.3 قضیه بنابر نتیجه در .M(x0) = M̃(x0)

تعریف: بنابر باشد، برقرار (ب) کنیم فرض

M(x) =
∪

λ∈S+

con{∂(λg)(x0) : (λg)(x0) = 0}

است. برقرار بدیهی طور به (پ)

حکم M(x0) = M̃(x0) اینکه به توجه با و 7.2.3 قضیه بنابر باشد، برقرار (پ) کنیم فرض حال

است. بدیهی (ت)

که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .10.2.3 قضیه
پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

D و باشد X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C ،S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) > 0, ∀s ∈ S}

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 ∈ C ∩ D نقطهي در {C,D} ،x0 ∈ K = C ∩ D ،x ∈ X اگر

باشد. بسته ستاره ضعیف طور به X∗ × R در ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗و قوي مخروطی

،y ∈ K هر ازاي به اگر تنها و اگر x0 = PC(x − l) ،l ∈ M(x0) یک ازاي به صورت این در

.< x− x0, y − x0 >≤ 0

توجه با نتیجه در است بسته ستاره ضعیف طور به X∗ × R در ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ فرض طبق برهان.
،l ∈ M(x0) یک ازاي به 9.2.3 نتیجه به توجه با بنابراین .M(x0) = M̃(x0) ،13.1.2 گزاره به

اگر وتنها اگر x0 = PK(x) ،1.2.3 لم به توجه با و .x0 = PK(x) اگر تنها و اگر x0 = PC(x − l)

< x− x0, y − x0 >≤ ،y ∈ K هر ازاي به اگر تنها و اگر x0 = PC(x− l) لذا .x− x0 ∈ (K − x0)
◦

.0
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که باشد بستهاي محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض .11.2.3 نتیجه
پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

D و باشد X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C ،S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) > 0, ∀s ∈ S}

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

نقطهي در {C,D} و بسته ستاره، ضعیف طور به ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ ،x0 ∈ K := C ∩D ⊂ X اگر

باشد. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0

C آنگاه باشد، X از C n−بعدي زیرفضاي براي پایه یک {x1 − l, x2 − l, ..., xn − l} همچنین

بهطوریکه: دارد وجود l ∈ M(x0) یک x ∈ X هر براي که است چبیشف زیرفضاي یک

PK(x) =

n∑
i=1

αi(xi − l)

و است نرمال معادلات از یکتا جواب αi اسکالرهاي که

داریم: (i, j = 1, 2, ..., n) ازاي به
n∑

i=1

αi < xi − l, xj − l >=< x− l, xj − l >

x ∈ X هر ازاي به آنگاه باشد، C براي قائم پایه یک {x1 − l, x2 − l, ..., xn − l} اگر خاص حالت در

داریم: l ∈ M(x0) یک و

PK(x) =

n∑
i=1

< x− l, xi − l > (xi − l)

.y0 =
n∑

i=1

αi(xi− l) ،αi اسکالرهاي ازاي به اینصورت در باشد. y0 ∈ C و x ∈ X کنیم فرض برهان.
.y ∈ C هر ازاي به < x− l− y0, y >= 0 اگر اگروتنها y0 = PC(x− l) 10.2.3 قضیهي از استفاده با

یعنی: .(i, j = 1, 2, 3, ..., n) هر ازاي به < x− l − y0, xj − l >= 0 با است معادل این که

< x− l −
n∑

i=1

αi(xi − l), xj − l >= 0

< x− l, xj − l >=<

n∑
i=1

αi(xi − l), xj − l >
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بنابراین،

< x− l, xj − l >=
n∑

i=1

αi < (xi − l), xj − l > (16.3)

آنگاه باشد C براي قائم پایه یک {x1 − l, x2 − l, ..., xn − l} اگر خاص حالت در

< xi − l, xj − l >= δij (17.3)

داریم: (i = 1, 2, ..., n) هر ازاي به 17.3 و 16.3 رابطهي به توجه با

αi =< x− l, xi − l >

نتیجه: در

PC(x− l) =
n∑

i=1

< x− l, xi − l > (xi − l)

داریم: l ∈ M(x0) یک ازاي به 9.2.3 نتیجه طبق بنابراین

PK(x) =
n∑

i=1

< x− l, xi − l > (xi − l)



4 فصل
حدي دوگان

تقریب بهترین براي حدي دوگان شرایط 1.4
که باشد بسته محدب مخروط S ⊂ Y و باشند باناخ فضاي دو Y و X کنیم فرض فصل این سراسر در

پیوسته، S−محدب تابع یک g : X → Y نیست، ناتهی درونش لزوما

D و باشد X از بسته محدب ناتهی زیرمجموعهي یک C ،S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) > 0, ∀s ∈ S}

صورت: به بستهاي محدب مجموعهي

D := {x ∈ X : −g(x) ∈ S},

از جملاتی صورت به را (K − x)◦ = {u ∈ X∗ : u(y − x) ≤ 0, ∀(y − x) ∈ (K − x)} فصل دراین

میکنیم. بیان ε−زیرتفاضلیها دنبالههاي

خواهیم مشاهده را شدهاست داده شرح ε−زیرشیبها از استفاده با که حدي دوگان شرایط همچنین

در شده بیان تحمیلی شرایط بدون K := C ∩D از تقریب بهترین حدي دوگان شرایط واقع در کرد.

میکند. مشخص سوم فصل

خواص بدون ε−زیرشیبها شرایط در تقریب بهترین حدي، دوگان شرایط میدهیم نشان ادامه در

میکند. مشخص قوي مخروطی پوستهي اشتراکی

داریم: صورت این در باشد. دلخواه x ∈ K که کنیم فرض .1.1.4 لم

(K − x)◦ = {u ∈ X∗ | u = w∗ − lim
n→∞

(un + vn)}

آن: در که

50
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طوریکه: به {λn}n>1 ⊂ S+و {εn}n>1, {rn}n>1 ⊂ R+ ،vn ∈ ∂rnδC(x) ،un ∈ ∂εn(λng)(x)

. lim
n→∞

rn = 0 و lim
n→∞

εn = 0 ، lim
n→∞

(λng)(x) = 0

باشد. u ∈ (K − x)◦ کنیم فرض میگیریم. نظر در A مجموعهي برابر را راست سمت عبارت برهان.
تعریف: طبق اینصورت در

(K − x)◦ = {u ∈ X∗ : u(y − x) ≤ 0, ∀y − x ∈ K − x}

هر ازاي به بنابراین است. خطی u لذا ،u ∈ X∗ چون طرفی از .u(k − x) ≤ 0 ،k ∈ K هر ازاي به

نتیجه: در .u(k) ≤ u(x) ،k ∈ K

sup
k∈K

u(k) ≤ u(x)

داشت: خواهیم 2.1 رابطهي به توجه با لذا

σK(u) ≤ u(x)

میگیریم: نتیجه 3.1 رابطهي طبق

(u, u(x)) ∈ EpiσK (1.4)

داشتیم: 7.1.2 تذکر طبق طرفی از

EpiσK = w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ + EpiσC) (2.4)

میگیریم: نتیجه 2.4 و 1.4 روابط به توجه با

(u, u(x)) ∈ w∗ − cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ + EpiσC) (3.4)

داریم: را زیر روابط 22.1.1 تذکر و 25.1.1 گزاره به توجه با طرفی از

Epi(λg)∗ =
∪
ε>0

{(v, ε+ v(x)− (λg)(x)) : v ∈ ∂ε(λg)(x)} (4.4)
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و

δ∗C = σC (5.4)

میشود: نتیجه 5.4 و 4.4 به توجه با

EpiσC = Epiδ∗C =
∪
r≥0

{(w, r + w(x)− δC(x)) : w ∈ ∂rδC(x)} (6.4)

میآوریم: بدست 6.4 رابطهي در 5.4 و 4.4 روابط جایگذاري با

(u, u(x)) ∈ w∗−cl(
∪

λ∈S+

∪
r>0

∪
ε>0

{(v+w, ε+v(x)−(λg)(x)+r+w(x)−δC(x))} : v ∈ ∂ε(λg)(x), w ∈ ∂rδC(x))

(7.4)

مجموعهي: بستار به متعلق (u, u(x)) ،7.4 رابطهي به توجه با
∪

λ∈S+

∪
r>0

∪
ε>0

({(v+w, ε+ v(x)− (λg)(x)+ r+w(x)− δC(x))} : v ∈ ∂ε(λg)(x), w ∈ ∂rδC(x))

است.

{un}n≥1 ⊂ S+ ،{εn}n>1, {rn}n>1 ⊂ R+ دنبالههاي لذا

un ∈ ∂εn(λng)(x) (n = 1, 2, 3, ...) ازاي به که {vn}n>1 ⊂ X∗ و

: طوریکه به دارد وجود vn ∈ ∂rnδC(x) و

(u, u(x)) = w∗ − lim
n→+∞

[un + vn, εn + rn + un(x) + vn(x)− (λng)(x)− δC(x)]

یعنی:

u = w∗ − lim
n→+∞

(un + vn) (8.4)

و

u(x) = lim
n→+∞

[εn + rn + un(x) + vn(x)− (λng)(x)− δC(x)] (9.4)

داریم: x ∈ K ⊂ C ازاي به 9.4 ،8.4 روابط به توجه با
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lim
n→+∞

[un(x) + vn(x)] = u(x) = lim
n→+∞

[εn + rn + un(x) + vn(x)− (λng)(x)− δC(x)]

نتیجه: در δC(x) = 0 ،1.1 رابطهي به توجه با x ∈ C وچون

lim
n→+∞

[εn + rn − (λng)(x)] = 0 (10.4)

ازاي به نتیجه در .−g(x) ∈ S = Rm
+ بنابراین x ∈ K ⊂ D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S} چون طرفی از

.−(λng)(x) > 0 ،n > 1 هر

−(λng)(x) ≥ 0 و rn > 0 ،εn > 0 ،n > 1 هر ازاي به چون همینطور و 10.4 رابطهي به توجه با

: داریم

lim
n→+∞

(λng)(x) = lim
n→+∞

εn = lim
n→+∞

rn = 0 (11.4)

u ∈ A میشود: نتیجه 11.4 و 8.4 روابط به بنا

و {λn}n>1 ⊂ S+ ،{rn}n>1, {εn}n>1 ⊂ R+ بنابراین باشد. u ∈ A کنیم فرض برعکس،

vn ∈ و un ∈ ∂εn(λng)(x) (n = 1, 2, 3, ...) ازاي به که دارد وجود {vn}n>1, {un}n>1 ⊂ X∗

. lim
n→+∞

(λng)(x) = lim
n→+∞

εn = lim
n→+∞

rn = 0 و u = w∗− lim
n→+∞

(un+vn) طوریکه: به ∂rnδC(x)

رابطهي به توجه با نتیجه در vn ∈ ∂rnδC(x) و un ∈ ∂εn(λng)(x) (n = 1, 2, 3, ازاي(... به چون

داریم: n > 1 هر و y ∈ X هر ازاي به 6.1

(λng)(y)− (λng)(x) > un(y − x)− εn (12.4)

و

δC(y)− δC(x) > vn(y − x)− rn (13.4)

هر و y ∈ X هر ازاي به یعنی .δC(x) = 0 ،1.1 رابطهي به توجه با بنابراین x ∈ K ⊂ C طرفی از

داریم: 13.4 رابطهي به توجه با n > 1

δC(y) > vn(y − x)− rn (14.4)
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هر ازاي به بنابراین .−g(y) ∈ S = Rm
+ آنگاه y ∈ K ⊂ D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S} اگر حال

داریم: 12.4 به توجه با نتیجه در .(λng)(y) ≤ 0 ،n > 1

(λng)(x) ≤ (un + vn)(x− y) + εn + rn (15.4)

δC(y) = 0 داریم: 1.1 رابطهي به توجه با نتیجه در y ∈ K ⊂ C طرفی از

داریم: 14.4 رابطهي در δC(y) = 0 نمودن قرار با

vn(y − x) ≤ rn (16.4)

داریم: 16.4 و 15.4 روابط نمودن جمع با

(λng)(x) ≤ (un + vn)(x− y) + εn + rn (17.4)

،y ∈ X هر ازاي به چون و 17.4 رابطهي به توجه با

u(y) = lim
n→+∞

(un + vn)(y)

.u(y− x) ≤ 0 ،y ∈ K هر ازاي به میگیریم نتیجه lim
n→+∞

(λng)(x) = lim
n→+∞

εn = lim
n→+∞

rn = 0 و

تعریف: طبق لذا

(K − x)◦ = {u ∈ X∗ : u(y − x) ≤ 0, ∀y − x ∈ K}

میشود: نتیجه

u ∈ (K − x)◦

بنابراین،

A ⊂ (K − x)◦
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زیر عبارات اینصورت در x0 ∈ K = C ∩ {x ∈ X : −g(x) ∈ S} و x ∈ X کنیم فرض .2.1.4 قضیه
معادلند:

x0 = PK(x) الف:

{λn}n>1 ⊂ S+ ،{εn}n>1, {rn}n>1 ⊂ R+ دنبالههاي براي ب:

داریم: (n = 1, 2, ...) vn ∈ ∂rnδc(x0)و un ∈ ∂εn(λng)(x0) ,n>1{vn}که {un}n>1 ⊂ X∗و

x− x0 = w∗ − lim
n→∞

(un + vn),

lim
n→∞

(λng)(x) = 0,

lim
n→∞

εn = 0, lim
n→∞

rn = 0

.x−x0 ∈ (K−x0)
◦ اگر وتنها اگر x0 = PK(x) 1.2.3 لم بر بنا باشد، برقرار (الف) کنیم فرض برهان.

است. (ب) ارز هم 1.1.4 لم به توجه با (الف) درنتیجه



5 فصل
خطی شده تحمیل تقریب بهترین

مفاهیم 1.5
بیان سوم فصل در که قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص با مرتبط انحرافی خواص فصل این در

گرفته درنظر البعد متناهی که نامساويهایی صورت به محدودیتهاي Dتوسط که مواردي در را کردیم

کرد. خواهیم بررسی است، شده

،X از بسته محدب زیرمجموعهي یک C و باناخ فضاي یک X کنیم فرض فصل این سراسر در

،D :=

n∩
j=1

Hj ،Hj = {x ∈ X :< hj , x >≤ bj} ،bj ∈ R ،hj ∈ X \ {0}

S+ = {λ ∈ Y ∗ : λ(s) > 0, ∀s ∈ S}

fj ∈ X∗ ،hj ∈ X \{0} هر براي ریس نمایش قضیه به توجه با باشد. K := C ∩ (

n∩
j=1

Hj) ̸= ∅ و

داریم: x ∈ X هر ازاي به بهطوریکه است موجود

fj(x) =< x, hj > (j = 1, 2, ...,m), (1.5)

این بر علاوه

∥ hj ∥=∥ fj ∥= sup{|fj(x)| : x ∈ X, ∥ x ∥= 1} (j = 1, 2, ...,m)

و b = (b1, b2, ..., bm) ∈ Rm ،Y = Rm فصل این تمام در

S = Rm
+ := {z = (z1, ..., zm) ∈ Rm : zi > 0 (∀i = 1, 2, ..,m)}

56
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میکنیم: تعریف صورت این به را A : X → R خطی نگاشت و میگیریم نظر در

Ax := (< h1, x >, ..., < hm, x >) (x ∈ X)

میکنیم: تعریف صورت این به x ∈ X هر ازاي به g : X → Rm تابع همچنین

g(x) := (f1(x)− b1, ..., fm(x)− bm)

داریم: دراینصورت باشد، دلخواه x, y ∈ X اگر

g(x) := (f1(x)− b1, ..., fm(x)− bm)

g(y) := (f1(y)− b1, ..., fm(y)− bm)

داشت: خواهیم 0 ≤ λ ≤ 1 ازاي به

λg(x) = λ(f1(x)− b1, ..., fm(x)− bm)

(1− λ)g(y) = (1− λ)(f1(y)− b1, ..., fm(y)− bm)

g(λx+ (1− λ)y) = (f1(λx+ (1− λ)y)− b1, ..., fm(λx+ (1− λ)y)− bm)

داریم: بالا عبارت سه جمع با بنابراین است. خطی نتیجه در ،fj ∈ X∗ چون

λg(x) + (1− λ)g(y)− g(λx+ (1− λ)y) = (0, 0, ..., 0) ∈ S = Rm
+

: صورت به آن مولفههاي که است پیوسته S−محدب تابع یک g لذا

gi(x) := fi(x)− bi (i = 1, 2, ...,m : x ∈ X) (2.5)

و

I(x) := {i ∈ {1, 2, ...,m} : gi(x) = 0} (∀x ∈ K)

میباشد.

صورت: دراین باشد. (λg)(x0) = و0 x0 ∈ K ،λ ∈ S+ کنیم فرض .1.1.5 تذکر
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λ = (λ1, λ2, ..., λm) ∈ Rm,

هر ازاي به λi = 0 و λi > 0 (i = 1, 2, ...,m)

i /∈ I(x0) := {i ∈ {1, 2, ...,m} : gi(x0) = 0} (∀x ∈ K)

آنگاه باشد. (λg)(x0) = 0 و λ ∈ S+ ،x0 ∈ K کنیم فرض .2.1.5 گزاره

∂(λg)(x0) = {
m∑
i=1

λihi}

.i /∈ I(x0) هر ازاي به λi = 0 و (i = 1, 2, ...,m) λi > 0 آن در که λ = (λ1, λ2, ..., λm) که جایی

که λ = (λ1, λ2, ..., λm) ،1.1.5 تذکر به توجه با باشد. (λg)(x0) = 0 و λ ∈ S+ کنیم فرض برهان.
.i /∈ I(x0) هر براي λi = 0 و (i = 1, ..,m) λi > 0 آن در

داریم: (λg)(x) =

m∑
i=1

λigi(x) (∀x ∈ X) و 2.5 ،1.5 روابط به توجه با

(λg)(y − x0) =

m∑
i=1

λigi(y − x0)

=
m∑
i=1

λifi(y − x0)

=

m∑
i=1

λi < y − x0, hi >

=< y − x0,

m∑
i=1

λihi >

=<
m∑
i=1

λihi, y − x0 >

داریم: نتیجه در

(λg)(y − x0) =<

m∑
i=1

λihi, y − x0 > (3.5)

داریم: 3.5 و 6.1 روابط به توجه با حال

∂(λg)(x0) = {l ∈ X : (λg)(y) > (λg)(x0)+ < l, y − x0 > ∀y ∈ X}

= {l ∈ X : (λg)(y − x0) >< l, y − x0 > ∀y ∈ X}

= {l ∈ X : <
m∑
i=1

λihi, y − x0 >>< l, y − x0 > ∀y ∈ X}
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= {l ∈ X : <

m∑
i=1

λihi, y >>< l, y > ∀y ∈ X}

= {l ∈ X : <
m∑
i=1

λihi, y >=< l, y > ∀y ∈ X}

= {
m∑
i=1

λihi}

است. بسته ستاره، ضعیف طور به ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ .3.1.5 لم

.(u, r) ∈ cl(
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗) کنیم فرض برهان.
بهطوریکه است، موجود {(un, rn)}n>1 ⊂

∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ بنابراین

lim
n→+∞

(un, rn) = (u, r)

بنابراین

lim
n→+∞

rn = r (4.5)

،x ∈ X هر براي و

lim
n→+∞

< un, x >=< u, x > (5.5)

هر براي نتیجه در ،(un, rn) ∈
∪

λ∈S+

Epi(λg)∗ چون طرفی از

.(un, rn) ∈ Epi(λng)
∗ بهطوریکه است موجود λn ∈ S+ ،(n = 1, 2, ...)

داریم: 3.1 رابطهي به توجه با نتیجه در

(λng)
∗(un) ≤ rn

میشود: نتیجه 5.1 رابطهي به بنا حال
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(λng)
∗(un) = sup

x∈dom(λng)
{un(x)− (λng)(x)} ≤ rn

بنابراین،

un(x)− (λng)(x) ≤ rn

لذا

< un, x > − < λn, g(x) >≤ rn (∀x ∈ X), (∀n ≥ 1) (6.5)

λn ∈ S+ ،n ≥ 1 هر ازاي به چون باشد، (n = 1, 2, ...) λn := (λ1,n, ..., λm,n) کنیم فرض حال

.λi,n ≥ 0 ،(i = 1, ...,m) هر ازاي به لذا

است. کراندار (i = 1, ...,m) هر ازاي به {λj,n}n>1 دنبالههاي میکنیم ادعا

نباشد، کراندار {λj,n}n>1 بهطوریکه باشد موجود j ∈ {1, ...,m} کنیم فرض صورت این غیر در

x0 ∈ D = {x ∈ X : −g(x) ∈ S} کنیم فرض حال .λj,n =| λj,n |≥ n ،n ≥ 1 هر ازاي به بنابراین

در g(x0) = (g1(x0), ..., gm(x0)) ،g تابع تعریف طبق چون و −g(x0) ∈ S = Rm
+ نتیجه در باشد،

داریم: بنابراین − < λi,n, gi(x0) >≥ 0 و −gi(x) > 0 ،(i = 1, ...,m) بهازاي نتیجه

− < λn, g(x0) >=

m∑
i=1

−gi(x0)λi,n =

m∑
i=1i̸=j

−gi(x0)λi,n + [−gj(x0)]λj,n >

m∑
i=1i ̸=j

−gi(x0)λi,n + [−gj(x0)]n > [−gj(x0)]n (∀n > 1)

،6.5 رابطهي به توجه با لذا .− < λn, g(x0) >→ +∞ ،n → +∞ زمانیکه میکند ایجاب این که

طبق بنابراین است. n>1{λj,n}کراندار نتیجه در است. تناقض در rn → r با این که .rn = +∞

همگراست. زیردنبالهاي داراي {λn}n≥1 وایرشتراس، بولتزانو قضیهي

نتیجه در λn ∈ S+ چون .λ ∈ Rm بهازاي λn → λ کنیم فرض مساله کلیت رفتن دست از بدون

داریم: 6.5 و 5.5 ،4.5 روابط به توجه با بنابراین λ ∈ S+

< u, x > − < λ, g(x) >≤ r (∀x ∈ X)

داریم: 3.1 رابطهي به توجه با بنابراین
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(u, r) ∈ Epi(λg)∗ ⊂ ∪λ∈S+Epi(λg)∗

است. بسته ∪λ∈S+Epi(λg)∗ یعنی

معادلند: زیر عبارات x0 ∈ K کنیم فرض .4.1.5 قضیه
است. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 نقطهي در {C,D} الف:

λi > 0 آن در که x0 = PC(x −
m∑
i=1

λihi) اگر تنها و اگر x0 = PK(x) ،x ∈ X هر ازاي به ب:

.i /∈ I(x0) هر ازاي به λi = 0 و (i = 1, 2, ...,m)

X∗ ×R در ∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ 3.1.5 لم به بنا باشد. x0 = PK(x) و دلخواه x ∈ X کنیم فرض برهان.
.M(x0) = M̃(x0) میشود: نتیجه 13.1.2 گزاره طبق لذا است. بسته ستاره ضعیف طور به

قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي x0 نقطهي در {C,D} فرض به توجه با طرفی از

x0 = PC(x− l) داریم: l ∈ M(x0) یک ازاي به 3.2.3 قضیهي به توجه با نتیجه در است

بهطوریکه است موجود λ ∈ S+ ،M(x0) =
∪

λ∈S+

Cλ(x0) تعریف به توجه با لذا

l ∈ Cλ(x0) := cone{∂(λg)(x0) : (λg)(x0) = 0}

آن: در که l =
∑m

i=1 λihi ،2.1.5 گزاره به توجه با نتیجه در

.i /∈ I(x0) هر ازاي به λi = 0 و (i = 1, 2, ...m) λi > 0

هر ازاي به λi = 0 و (i = 1, 2, ...,m) λi > 0 آن در که x0 = PC(x −
∑m

i=1 λihi) بنابراین

.i /∈ I(x0)

آن: در که x0 = PC(x−
∑m

i=1 λihi) کنیم فرض برعکس،

.i /∈ I(x0) هر ازاي به λi = 0 و (i = 1, 2, ...,m) λi > 0

هر براي gi(x0) = 0 و i /∈ I(x0) هر λiبراي = 0 چون .λ ∈ S+ و .λ := (λ1, λ2, ..., λm)

داریم: نتیجه در .i ∈ I(x0)

(λg)(x0) =

m∑
i=1

λigi(x0) =
∑

i∈I(x0)

λigi(x0) +
∑

i/∈I(x0)

λigi(x0) = 0

داریم: 2.1.5 گزاره به توجه با نتیجه در (λg)(x0) = 0 لذا
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∂(λg)(x0) = {
m∑
i=1

λihi}

بنابراین:
m∑
i=1

λihi ∈ M(x0) =
∪

λ∈S+

cone{∂(λg)(x0) : (λg)(x0) = 0}

∪
λ∈S+

Epi(λg)∗ ،3.1.4 قضیه طبق وچون x0 = PC(x−l) طوریکه به دارد وجود l ∈ M(x0)یک یعنی

داریم: 13.1.2 گزاره طبق لذا است بسته ستاره، ضعیف طور به

M(x0) = M̃(x0)

3.2.3 قضیهي به توجه با نتیجه در x0 = PC(x− l) طوریکه به دارد وجود l ∈ M(x0) یک نتیجه در

داریم:

x0 = PK(x)

باشد. دلخواه z ∈ (K − x0)
◦ و باشد برقرار (ب) کنیم فرض حال

1.2.3 لم بنابر .x− x0 = z ∈ (K − x0)
◦ آنگاه x = z + x0 ∈ X و

و (i = 1, ...,m) λi > 0 آن در که x0 = PC(x −
∑m

i=1 λihi) نتیجه در .x0 = PK(x) داریم:

داریم: 1.2.3 لم بنابر حال .i /∈ I(x0) هر براي λi = 0

x−
m∑
i=1

λihi − x0 ∈ (C − x0)
◦ (7.5)

λ := (λ1, ..., λm) کنیم فرض حال .i /∈ I(x0) هر براي λi = 0 و λi > 0 (i = 1, ...,m) آن در که

نتیجه: در i ∈ I(x0) هر ازاي به gi(x0) = 0 و i /∈ I(x0) هر ازاي به λi = 0 چون .λ ∈ S+ آنگاه

(λg)(x0) =
∑

i/∈I(x0)

λigi(x0) +
∑

i∈I(x0)

λigi(x0) = 0 (8.5)

،2.1.5 گزاره به توجه با لذا

∂(λg)(x0) = {
m∑
i=1

λihi} (9.5)

داریم: 9.5 و 8.5 روابط به توجه با نتیجه در
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m∑
i=1

λihi ∈ M(x0) =
∪

λ∈S+

cone{∂(λg)(x0) : (λg)(x0) = 0}

داریم: 7.5 رابطهي و 8.1.2 گزاره به توجه با

z = x− x0 = x−
m∑
i=1

λihi − x0 +

m∑
i=1

λihi ∈ (C − x0)
◦ + (D − x0)

◦

نتیجه: در

(K − x0)
◦ ⊂ (C − x0)

◦ + (D − x0)
◦

داریم: 3.1.3 تذکر به توجه با طرفی از

(C − x0)
◦ + (D − x0)

◦ ⊂ (K − x0)
◦

است. قوي مخروطی پوستهي اشتراکی خواص داراي {C,D} بنابراین
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Abstract

In this thesis we study the strong conical hull intersection property completely characterizes the

best approximation to x in a hilbert space X from the set

K := C ∩ {x ∈ X : −g(x) ∈ S}

by a perturbation x − l of x from the set C for some l in a convex cone of X. where C is

a closed convex subset of X. S is closed convex cone which does not necessarily have non-empty

interior. Y is a banach space and g : X → Y is a continuous S-convex function.

Keywords:

Strong conical hull intersection property, constrained best approximation, ε−subgradients, sequential

dual conditions.
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