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 ده:یچک
: تابع  ( ) {0,1,2}f V G  گراف کی یرو شده فیتعر G هرگواه شود  یم دهینام یروم تابع کی 

) بووا v راس هوور یازا بوو  ) 0f v  ماننوود یراسوو ( )u N v  کوو  باشوود مدجوود ( ) 2f u  .نیووا  ر 

 f تابع وزن.  شد  یم گرفت  نظر  ر گراف کی راس عندان ب  ینظام گروه ای لشگر هر  گاهیپا خصدص

) با و G گراف یالهای تمام یرو آن یها وزن مجمدع با است برابر )w f انیوم  ر.  شد  یم  ا ه نشان 

 یرومو یگور احاطو  عود  را وزن نیکودکتتر G گراف یرو شده فیتعر یروم تدابع تمام  یها وزن

) با و مینام یم  G گراف )R G لذا. میدهیم نشان: 

}f یرو یروم تابع کی G است( ) min{ ( ) |R G w f  

 نیوا  ر. اسوت لا یم از قبل کهارم قرن  ر باستان روم  ر ینظام -ی فاع مدل کی از برگرفت  پارامتر نیا 

 آنهوا  ر الیو کی انقباض نیهمچن و الی افزو ن ای راس کاستن ک  میکن یم یبررس را ییگرافها پژوهش

 یرومو  احاطو  یگرافهوا بیترت ب  را گرافها نیا. شد  یم گراف یروم یگر احاط  عد  کاهش ب  منجر

 سپس و می ه یم ارائ  ییفهاگرا نیکن از یمتعد  خداص ابتدا. مینام یم  یانفباض و یالی و یراس یبحران

 .میکن یم یبند  ست  را آنها از یمتعد  و مهم یها  ست 

 

 .یبحران ،یروم یگر احاط  ،یگر احاط   :یدیکل کلمات
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كنيم مياستفاده مي از آنها فاهيم و قضاياي نظريه گراف كه در اين فصل به ارائه برخي از تعاريف، م

ب  صدرت  یک گراف سا ه زوجی .منظدر از یک گراف، همداره یک گراف سا ه است  پردازيم.

G=(V,E)  است ک   ر آنV و  از نقاط مدسدم ب  راسها یمجمدع  اE یر مجمدع  هایاز ز یمجمدع  ا 

 ینشان م uv با   یگسا  یده و آن را برایال نامیک یرا  Eاز  e={u,v}است. هر عنصر  V ی و عضد

 م.ی ه

 راسی یگراحاطه 1-1

  م.یکن یان میب [6]گرافها را از مرجع  یراس ین  احاط  گری ر زم یجیم و نتایمفاه ابتدا

G(VS(مجمدع  G ر یک گراف  :5-5-5تعریف     نامیم هرگاه هر می احاط  گررا یک مجمدع

کمترین اندازه  ر  Gگراف  یگر مجاور باشد. عد  احاط  Sبا حداقل یتی از راسهای  V (G)-Sراس از 

کنین بزرگترین  هیم. همنشان می G((است و آن را با  Gبرای  احاط  گرهای های مجمدع میان اندازه

  هیم. نشان می G((را با Gنیمال برای گرافمی احاط  گرهای اندازه  ر بین مجمدع 

شد  مجمدع  تمام راسهای مجاور نشان  ا ه می N(x)ک  با xمنظدر از همسایگی Gاز گراف xبرای راس

x{)x(N]x[N{ب  صدرت زیر xاست و همسایگی بست  G ر گراف xبا  شد .تعریف می 

 عبارتست از G ر Sهمسایگی Gاز راسهای Sکنین برای یک زیرمجمدع هم

)x(NSx)S(N  

S)S(N]S[Nعبارتست از Sو همسایگی بست  .  

 .N[S]= V(G)          است هرگاه احاط  گریک مجمدع   Sبنابراین مجمدع  

گرافی بدون راس تنها باشد آنگاه  Gاگر  :([6])0-5-5قضیه 
2

)(
)(

GV
G . 

 باشد. Sزیرگراف القایی تدسط  G[ S]فرض کنید  Gاز راسهای گراف   S برای یک زیر مجمدع 
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مجاور  G ر گراف Sرا مستقل نامیم هرگاه هیچ  و راسی از Gاز مجمدع  راسهای گراف Sزیرمجمدع 

 نباشند. 

را   S باشد  ر این صدرت G ر گراف   احاط  گریک مجمدع   Sکنید فرض   :([6]) 3-5-5تعریف 

 راس تنها نداشت  باشد. G[S]نامیم هرگاه  یلباز یا ک احاط  گرای مجمدع 

با نامیده و  Gگراف  یلباز یا ک یگر ر  تعریف فدق را عد  احاط  Sکدکتترین اندازه مجمدع   

)G(t هیم.نشان می  

چ زیرگرافی القایی نامیم و منظدر از یک گراف بدون پنج  گرافی است ک  هیرا پنج  می K,31گراف

 نداشت  باشد. K,31یتریخت با

 G((مستقل با اندازه  احاط  گر ارای یک مجمدع   Gهرگراف بدون پنچ    : ([6])4-5-5قضیه 

 است.

  هیم.نشان می G(o(را با  Gمستقل  ر گراف   اندازه بزرگترین مجمدع 

ضربی بررسی کر ه و حدس زیر را را  ر گرافهای حاصل احاط  گرهای مجمدع  1698ویزینگ  ر سال 

 ارائ   ا :

 ، Hو  Gبرای هر  و گراف   :([6]ینگویز)1-5-5حدس 

)H()G()HG(  . 

ها ثابت شده است. اما  ر حالت کلی هندز این حدس های گرافق برای بسیاری از  ست  رستی حدس فد

 اثبات یا ر  نشده است.

 ، Hه برای هر گرافکند هرگا ر حدس ویزینگ صدق می Gگراف :([6]) 6-5-5تعریف  

)H()G()HG(  . 

 کند.  ر حدس ویزینگ صدق می Gآن گاه 1)G(یا  2اگر :([6])7-5-5قضیه 
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 ر  xقدی نامیم هرگاه هر راس  احاط  گرای را مجمدع  S احاط  گرمجمدع   :([6])8-5-5تعریف 

S)G(V   تدسط راسی مانندy  ازS   احاط  شد  ب  طدریت)xdeg()ydeg(   کدکتترین اندازه یک

  هیم.نشان می G(s(را با  Gقدی  ر گراف  احاط  گرمجمدع  

است ک  برای هر  Sای از راسها مانند جمدع ، زیر مGبندی از گراف بست  2یک  :([6])8-5-5تعریف 

Sy,x  اشت  باشیم  

     yNxN. 

می Gبندی گراف بست  2شد  کدکتترین اندازه یک نشان  ا ه می G(2(ک  با  Gبندی بست  2عد  

 باشد.

)G ،)G()Gبرای هر گراف  :([6])52-5-5قضیه   . 

خداهد بد  و منظدر از  G((از اندازه احاط  گرای مجمدع ، مجمدع  )G(منظدر از یک 

. ب  همین ترتیب خداهد بد  G(c(همبند از اندازه احاط  گرای مجمدع ، مجمدع  c)G(یک

مجمدع  با مفاهیم  G((مجمدع  و )G(مجمدع ، i)G(مجمدع ، t)G(عبارتهای

و انداع آن خداننده را ب   احاط  گرهای روند. برای مطالع  بیشتر  ر زمین  مجمدع مربدط  ب  کار می

  هیم. ارجاع می [6]مرج

G(VS(مجمدع  G ر یک گراف  :([6])55-5-5ف یتعر    یمتان یکل احاط  گررا یک مجمدع 

yxس را و  هر یبد ه و برا یکل احاط  گر یمجمدع  ا S نامیم هرگاهمی SGVاز ,  می اشت  باش )(\

SyNSxN  )()(. 

 یکل احاط  گر هایهای مجمدع کمترین اندازه  ر میان اندازه Gگراف  یمتان یکلکنندگی عد  احاط  

)(است و آن را با  Gبرای  یمتان Gl

t هیم.نشان می  
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 یروم یکنندگاحاطه   -1-0

ارائ   [4]از مرجع  ک گرافی یروم یرا  ر خصدص احاط  گر یمقدمات یجیم و نتاین بخش مفاهی ر ا

 ک گراف باشد . تابعی G=(V,E)د یفرض کن م.یکن یم

: ( ) {0,1,2}f V G  

مانند  یراس  )0vf=(با شرط  vهر راس  یم هر گاه ب  ازاینام یم یک تابع احاط  گر رومیرا 

( )u N v م ک  یاش اشت  بf(u)=2. 

 

 برابر است با    fباشد وزن  Gگراف  یرو یک تابع احاط  گر رومی fاگر  

                                            



Vv

vffw )()( 

)ک  با  Gگراف  یروم یعد  احاط  گر )R Gن وزن  ر یشود  برابور اسوت بوا کودکتتر ینشان  ا ه م

  ر ینظوام -ی فواع مودل کی از برگرفت  پارامتر نیا. Gگراف  یرو یابع احاط  گر رومتد یان وزنهایم

 یبررسو مودر  ینظوام و ی فواع لیمسا  ر حاضر حال  ر ک  است لا یم از قبل کهارم قرن  ر باستان روم

...(  و هنوگ -لشگر -بان دهی  از اعم)  ینظام یگروهها  ا ن قرار یروشها مدل نیا  ر. است گرفت  قرار

 . باشد  اشت  وجد   فاع امتان کشدر ای نیسرزم ب   شمن حمل  مداقع  ر ک  است شده یبررس یطدر

 

)باشد Gگراف  یرو یک تابع احاط  گر رومی fاگر   : 5-0-5 قرارداد )R G(f)=w  آن گواهf   را

 م .ینام یم G یتابع براRک یب  اختصار 

),,( ییک س  تایتداند تدسط  یم یک تابع احاط  گر رومی 210 VVVنشان  ا ه شد  ک   ر آن 

 0)(|0  vfVvV 
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 1)(|1  vfVvV  و 

 2)(|2  vfVvV. 

 م ی ار f یتابع احاط  گر روم یش براین نمای را 

||2||)( 21 VVfw  

 

 م هر گاه ینام یروم یرا گراف Gگراف  : 0-0-5ف یتعر

( ) 2 ( )R G G  

 م : ی ار Gهر گراف  یبرا :([4]) 3-0-5ه یقض

( ) ( ) 2 ( )RG G G    

)،  nاز مرتب   Gهر گراف  یبرا :([4]) 4-0-5ه یقض ) ( )R G G   اگر و تنها اگرG  یتهوگراف 

 باشد .  nاز مرتب  

),,(توابع  Rک یو یاست اگر و تنها اگر  ارا یروم یگراف Gگراف  : 1-0-5ه یقض 210 VVVf  

1Vباشد ک   ر آن     

),,(د یوفورض کن :([4])6-0-5ه یقض 210 VVVf  ک یوR گوراف  یتوابع بوراG ن یوباشود .  ر ا

 صدرت :

(1 ) 1VG 1 ید شده تدسط رأسهایر گراف تدلیزV است .. 1مم  رج  حداکثر یماکز ی ارا 

 جاور است . م 1Vبا حداکثر  و رأس از  0V( هر رأس از 2)

(3 )2V 20د شده تدسط یگراف تدل یک مجمدع  احاط  گر برای VV   . است 

 وصل نخداهد کر  .  2Vyو  1Vxرا با   yو x و راس  یالیچ ی( ه4)
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4ن صودرت یوباشد .  ر ا nهمبند از مرتب   یگراف Gد یفرض کن :([4]) 7-0-5ه یقض
( )

5
R

n
G   .

5CGا یا اگر برقرار است اگر و تنه ین تساویهمچن   ا یوG  اجتمواع
5

5
p

n  ر گوراف همبنود یوک زیوو

آن مراکز  یباشد ک  راسها
5

5
p

n. هستند 

 م یرها و  ورها  اریمس ی: برا([4]) 8-0-5ه یقض

2
( ) ( )

3
R n R n

n
P C 

 
   

 
 

شود   ینشوان  ا ه مو GHآنهوا کو  بوا یحاصلضور   کوارت Hو G و گراف  ید ک  ب  ازایتدج  کن

 یاس با مجمدع  راسها یگراف

 ( , ) | ( ), ( )u v u V G v V H . 

1 و راس ) 1,u v  و )
22( , )u v مجاورند هر گاه 

(1 )1 2u u  1و 2 ( )v v E H ا ی 

(2 )1 2v v  1و 2 ( )u u E G . 

)2م ی ار  nهر عد   یبرا :([4]) 8-0-5ه یقض ) 1R nP P n  . 
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 ین گرافها را  ست  بندیبر آن است تا ا ینمد ه و سع یرا بررس یروم یراس بحران ین فصل گرافهای ر ا

 یبلودک یم و سوپس گرافهوای هو یارائو  مو یل ر حالت ک یک  ست  بندین منظدر ابتدا ما یا یم. برایکن

 م.یینما یرا مشخص م یبحران

 می ار G یروم یک گراف احاط  بحرانی ر  vهر راس  یبرا :5-0لم 

( ) ( ) 1R RG v G   . 

 باشد. لذا  Gاز  یراس  vبد ه و یروم یک گراف احاط  بحرانی Gد یفرض کن اثبات:

( ) ( ) 1R RG v G    0د ی. فرض کن 1 2( , , )f V V V ک ی( )R G v ن یوتوابع باشود.  ر ا

صدرت تابع  1 : ( ) 0,1,2f V G    1با ضابط 1( ) ( ) , ( ) 1f x f x f v   اگرx v ک توابع یو

)است. لذا  G یبرا یاحاط  گر روم ) ( ) 1R RG G v    ن یبنابرا 

( ) ( ) 1R RG v G                                                                                       

 

 م. ی ه یارائ  م ی ر حالت کل یراس یبحران یاحاط  روم یگرافها یبرا یک  ست  بندیحال 

ک یوو G ر  Vهور راس  یاسوت اگوور و تنهوا اگور بوو  ازا یروموو یاحاطو  بحرانو G: گووراف 0-0ه یقض 

)(GR  0تابع 1 2( , , )f V V V   1مدجد  باشد کV. 

0باشد و  G ر  یراس د یفرض کن اثبات: 1 2( , , )f V V V ک ی)(GR کو   یتابع باشد بو  طودر

1V ن صدرتی.  ر ا 

 1 : ( ) 0,1,2f V G   

)1ف شده با ضابط  یتعر  ) ( )f X f X یبرا یک تابع رومی v-G  1با وزن)( GR جو  یاست.  ر نت

( ) ( )R RG v G    کدن لخداه است لذا G است. یراس یبحران یاحاط  روم یگراف 

  لخداه باشد. یراس باشد و  یراس یبحران یاحاط  روم یگراف Gد یبر عتس فرض کن
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 می ار 1-2بنا ب  لم 

1)()(  GG RR . 

),,(د : یفرض کن  210 VVVg  ک ی( )R G v - . تابع باشد 

تابع  2,1,0)(1  GVg   1)(1را با ضابط vg  1)()(و ugug  و اگرu=v م .  ر یکن یف میتعر

1با وزن  G یبرا یک تابع رومی 1gن صدرت یا ( )R G v  باشد. کدن  یم 

( ) 1 ( )R RG G v    . 1لذاg ک ی)(GR باشد. یتابع م  

 م.ی ه یرا ارائ  م یراس یروم یبحران یاحاط  روم یاز گرافها ییر خاندا ه های ر گزاره ز

 : 3-0گزاره 

nPP یگراف نر بان -1 2  ،R 2است اگر و تنها اگر  یراس یبحرانn . 

qPRگراف  -2 KK  , 1است اگر و تنها اگر  یراس یبحران qP . 

ر یگراف مستد-3 , ( 1,2,...... )nC r Rاست اگر و تنها اگر یراس یبحران  

 . 1nا ی2( r2+1مان  ی)پ

کامل  یبخش -rگراف  -4
1 2, ,..., rP P PK2 یبراr .R ا یاست اگر و تنها اگر  یراس یبحران

 3,2.....21  rPPP  2ا یو,, 21
KK

rPPP . 

 

 اثبات:

)(1می ار -1 2  nPP nR  212422. بو  وضود , KPPCPP  ییگرافهوا R 

 uمجاور با  vباشد و  2با  رج   یراس uد ی. فرض کن3nد یهستند. لذا فرض کن یراس یبحران

 ن صدرت ی.  ر ا deg(u)=3باشد ک  
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)(1)( 22 nRnR PPnvPP   

nPPلذا   2 2تنها  ر حالتn است. یبحران 

pqد یت فرض کنی( بدون کاستن از کل2)  . 

qKKآن گاه باشد  p=qاگر  qPR 2)(   و اگرp=q  12آن گاه)(  qKK qpR. 

qp ر  vهر راس  یب  ازا KK   2  ید ک  برایتدان   یمp q  

( ) 2R p qK K v q    

1p یو برا q  

( ) 2 1R p qK K v q     

 و

) یبرا ) 2 2 ,R p qK K v p p q      . 

qPRن یبنابرا  KK  , 1است اگر و تنها اگر  یراس یبحران qp 

 شد   یده می  ی( ب  آسان3)

 ( ( 1,2,.... )) 2 1
2 1

R n

n
C r

r


 
   

 

 ( و 2r+1مان  ی)پ1nاگر 

 ( ( 1,2,.... )) 2
2 1

R n

n
C r

r


 
   

 

از  یراس vد ی( . فرض کن2r+1مان  ی)پ1nاگر  ),....2,1( rCn م: ین صدرت  اریباشد .  ر ا 

 ( ( 1,2,.... ) ) 2 1
2 1

R n

n
C r v

r


 
    

 

2nاگر  پ(2مان  یr+1 و ) 
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 ( ( 1,2,.... ) ) 2
2 1

R n

n
C r v

r


 
    

 

2nاگر  پ(2مان  یr+1و  ر نت )ج  ی ( 1,2,.... )nC rیگرافR - است اگر و تنها  یراس یبحران 

 اگر

 ( .2r+1مان  ی)پ 1nا ی 2

 د :     یت فرض کنی( بدون کاستن از کل4)

1 2 ......... rP P P   

 آن گاه        11P=اگر 

2)( ,....., 21


rPPPR K . 

)(3آن گاه                  21P=اگر  ,....., 21


rPPPR Kو 

)(4آن  گاه                       3 1Pاگر  ,....., 21


rPPPR K  . 

 آن گاه  1rP=اگر  

1 2, ,..... rP P P rK K 

د کو  یوتودان   یگور موی  یاحالت هو ی. برا r=2است اگر وتنها اگر  یراس یبحران Rو ب  وضد   

rPPPR K ,....., 21
, است اگر و تنها اگر یراس یبحران 

 3,2....21  rPPP.                                         

 (.3مان  ی)پ n=1ا ی 2است اگر و تنها اگر  یراس یبحران nC  ،Rک  ور ی :4-0جه ینت

باشند بو   u ی  هایهمسا wوvباشد. اگر  2حداقل  از  رج  uبا راس  یگراف Gد ی: فرض کن1-0لم 

  ک  یطدر ( ) ( )N v N w N u  .  آن گاهG ،R ست.ین یراس یبحران 
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0توابع  Rک ی 2-2  یاست. بنا ب  قض یراس یبحران G ،Rد ی:  فرض کن اثبات 1 2( , , )f V V V 

1uک   یمدجد  است ب  طدر G یبرا V 0ن صدرت ی.  ر ا 1( )N u V V   . 

 کدن

 ( ) ( )N v N w N u  

)()(1ن صدرت ی ر ا    wfvf . ک تناقض است. لذا ین یاG ،R ست.ین یراس یبحران  

 

 ک برگ مجاور است.یقاً یبان با  قیهر راس پشت یراس یبحران Rک گراف ی:  ر 6-0جه ینت

 

 م.یکن یم یا  ست  بندر یبلدک یراس یبحران R ییحال ما گرافها

 .2G=Kاست اگر و تنها اگر  یراس یبحران G ،R یک گراف بلدکی: 7-0ه یقض

با  یراس یبحران R یگراف Gد یاست. فرض کن یراس یبحران Rک گراف ی 2Kب  وضد   اثبات:

سوت. لوذا ین یراس یبحران G ،Rکامل باشد آن گاه  یگراف G. اگر  2KGباشد ک   3ل مرتب  حداق

باشد آن گاه فرض  2از  رج   vبان مانند یپشت یراس ی ارا Gگراف کامل نباشد. اگر  Gم یکن یفرض م

 G ،Rکودن  2-2  یک بورگ اسوت . بنوا بور قضویو wباشوند کو   v ی  هایهمسا wو uم یکن یم

0توووابع  Rک یووواسوووت  یبحرانووو 1 2( , , )f V V V   مدجووود  اسوووت کوووf(u)=1ن ی. هوووم کنووو

( ) ( ) 2f v f w . 

ن صدرت تابع یاما  ر ا  2,1,0)(: GVg  با ضابط 

   0)()(2)(),()(  ugwgvgafag  اگر wvua ,, 

 است . R( Gبا وزن کمتر از ) G یبرا یک تابع رومی



 

 04 

 یانیک بلدک پاید یباشد. فرض کن ینم 2از رج   یبانیچ راس پشتیه ی ارا Gک تناقض است. لذا ین یا

B  یبوووورا 3از مرتبوووو  حووووداقل G م و یوووو ار( )u V B  از  یک راس برشوووویووووG  باشوووود و

 , ( )v w V B u  ن صدرت یباشند.  ر ا ( ) ( )N v N w N u   5-2و بنا بر لم ،G یبحرانو 

 Gاز  یانیک برگ است. لذا هر بلدک پایقاً یبان مجاور با  قیم هر راس پشتی ان یم 9-2ج  یست. طبق نتین

 یانیوک بلودک پایو B'دیاست. فرض کن 3از مرتب  حداقل  L(G)-Gاز  یانیاست وهر بلدک پا 2Kک ی

ک یوباشود اموا  ینمو G-L(G) ر  یراس برش باشد ک  'Bاز  یراس Yد یباشد. فرض کن G-L(G) یبرا

د یاست. فرض کن Gبان  ر یراس پشت , ( )z x V B y  مجاور با  یبرگy 2-2  یباشد. بنوا بو  قضو 

),,(تووووابع Rک یوووو 210 vvvf یبوووورا G   1مدجوووود  اسووووت کووووx Vن صوووودرت یوووو.  ر ا

1 0( )N X V V  . 

)'اگوووووور  ) 0f y   آن گوووووواه'( ) 2f z   و تووووووابع : ( ) 0,1,2g V G    بووووووا ضووووووابط

2)(),()(  ygafag  اگر zyxa ,, یبرا یک تابع رومی G  با وزن کمتور از)(GR  اسوت

)'ج  یک تناقض است .  ر نتیک   ) 1f y  1جو  یو  ر نت)(  zf ن یک تنواقض اسوت. بنوابرایون یو. ا

2G=K.  
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 فصل سوم

 

 

 

 یروم یال بحرانی یگرافها
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 یرا  ست  بند یالی یبحران R یم و  رختهایکن یرا مطالع  م یالی یبحران R ین فصل گرافهای ر ا

 م.یکن یم

 آن گاه  GEe)(باشد و  یالیر یبحران R یگراف Gاگر  :5-3لم 

1)()(  GeG RR . 

 . GEe)(باشد و  یالی یبحران R یگراف Gد یفرض کن  اثبات:

)()(1ف ی. بنا ب  تعر e=xyد یفرض کن  GeG RR . 

),,(د یفرض کن 210 VVVg  ک یR یتابع برا G+e  باشد. اگر   ( ), ( ) 0,2g x g y   آن گاه

g یبرا یک تابع احاط  گر رومی G 1ج  یبد ه و ر نت)()(  GG RR    باشود.  یک تناقض مویک

لذا    2,0)(),( ygxg د:یفرض کن 

g(x)=2 ن صدرت ی ر ا 2,1,0)(:  GVg   1با ضابط)(  yg  و)()( vgvg   اگرv y 

)()(1ج یاست .  ر نت G یبرا یک تابع احاط  گر رومی  eGG RR . یعنی 

1)()(  GeG RR  

)()(1ن  یبنابرا  GeG RR .  

 

، Gاز  yو xر مجاور یهر  و راس غ یااست اگر و تنها اگر بر یالی یبحران G ،Rگراف  :0-3ه یقض

0، تابع R(G)ک  ی 1 2( , , )f V V V ک   یمدجد  باشد ب  طدر   ( ), ( ) 1,2f x f y . 

ک  یوود یووباشوود. ابتوودا فوورض کن y,xر مجوواور یووک گووراف شووامل  و راس غیوو Gد یووفوورض کن اثب  ات: 

R(G) 0، تابع 1 2( , , )f V V V کو   یمدجد  اسوت بو  طودر   2,1)(),( yfxfد یو. فورض کن

f(x)=1 . 
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ن صدرت ی ر ا 2,1,0)(:1  xyGVf  با ضابط 

(x)=01f  و(v)=f(v)1f  اگرxv 

)()(ج  یاست.  ر نت G+xy یبرا یک تابع احاط  گر رومی GxyG Rr  ن ی. بنابراG یگراف R 

 است. یالیر یبحران

 می ار 1-3است. بنابر لم  یروم یبحران R یگراف Gد یبرعتس فرض کن

1)()(  GxyG RR . 

),,(د یفرض کن  210 VVVg  ک ی)( xyGR .تابع باشد 

اگر    2,0)(),( yfxf ه آن گاg یبرا یک تابع احاط  گر رومی G   باشود  یک تناقض میاست ک

لذا    2,0)(),( ygxgد ی. فرض کنg(x)=0 ن صدرت تابع ی.  ر ا 2,1,0)(:1 GVg   با ضوابط

1)(1 xg  1)()(و vgvg   اگرxv گراف  یاحاط  گر رومک تابع یG  1است. کدن وزنg  برابر

)(GR 1است لذاg ک ی)(GR- باشد. یتابع م  

 م.یاز  اریب  کند لم ن یالی یبحران یاحاط  روم یاکر ن  رخته ی ست  بند یبرا

 ک برگ مجاور است.یقاً یبا  ق یالی یبحران Rک گراف یبان  ر ی: هر راس پشت3-3لم 

با  و بورگ  xبان باشد و یپشت یراس xد یباشد. فرض کن یالی یبحران R یگراف Gد یفرض کن  اثبات:

b,a ک ی 2-3  یمجاور باشد . بنا ب  قض)(GR 0تابع 1 2( , , )f V V V  مدجد  است ک 

   2,1)(),( bfaf. 

ن صدرت ی ر ا  2,1,0)(: GVg  با ضابط 

g(x)=2 ،g(v)=0 اگر bavvfvg ,),()(   اگر baxv ,, 
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 xک تناقض است. لذا ین یاست. اGR)(است ک  وزن آن کمتر از  G یبرا یک تابع احاط  گر رومی

 ک برگ مجاور است.یقاً یبا  ق

 

)باشد آن گاه  یالی یحرانب-R ی رخت Tاگر  :4-3لم  ) 5diam T . 

 یباشند ب  طدر T و برگ  ر  zوyد یباشد و فرض کن یالیر یبحران R ی رخت Tد یفرض کن  اثبات:

د یباشد. فرض کن zوyن یر بیمس Pد یو فرض کن d(y,z)=diam(T)ک     uyNvzN  )(,)(   

vu: 3-3بنا بر لم    3و),( zyd  ب  علاوهdeg(u)=deg(v)=2 ک یود ک  یتدان   یم ی. ب  راحت

)(4م یکنوو یباشوود. لووذا فوورض موو ینموو یالیوو یبحرانوو R یر کهووار راسوویمسوو Tdiam  فوورض .

دیکن yuNw  ),,(توابع  R (T)ک ی 2-3  یباشد. طبق قض pاز  یراس )( 210 VVVh    مدجود

 . f(z)=1و  f(y)=2د یت فرض کنی. بدون کاستن از کل {1,2}={h(y),h(z)} یاست ب  طدر

متعلق  wو uد یتدان   یم یباشد. و ب  راحت یم wمجاور  vن صدرت ی.  ر اdiam(T)=4د یفرض کن

 یک توابع احاطو  گور روموی h. کدن h(v)=1م  اشت یخداه h(z)=1و  h(w)=0هستند.کدن  0Vب  

است لذا  2)( VwN.    

'2د یفرض کن ( )w N w V ن صدرت ی.  ر اw' بان . اگور یک راس پشتیا یک برگ است و یا یw' 

ک برگ باشد آن گاه ی 2,1,0)(:1 TVh  با ضابط 

(w)=21h 1 1 1 1( ) ( ), ( ) 1 , ( ') ( ) 0,h x h x h y h w h v     اگر yvwwx ,,', 

)با وزن کمتر از  T یبرا یک تابع احاط  گر رومی )R T د یقض است. لذا فرض کنک تناین یاست. ا

w' د یوووفووورض کن  بان باشووود.یک راس پشوووتیووو*w  بووورگ مجووواور بووواw' ن صووودرت یوووباشووود.  ر ا

{0,1,2}:V(T)2h   با ضابط(w)=22(v)=0,h2(w')=h2h  ، 

)=1*(w2(y)=h2(x)=h(x),h2h  اگر x ,v,y}*{w,w',w     
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)با وزن کمتر از  T یبرا یک تابع احاط  گر رومی )R T  .است 

 . diam(T)>=5ک تناقض است. لذا ین یا

)دیفرض کنحال  ) 6diam T  د ی. فرض کن' ( ) { }w N v z  ر  یراس P رت ن صودیوباشود.  ر ا

][' wNw ک یوو 2-3  ی. بنووا بوور قضوو)(TR  تووابع 2101 ,, VVVg  کوو   یمدجوود  اسووت بوو  طوودر

      2,1', 11 wgwg. 

د یت فرض کنیبدون کاستن از کل     1',2 11  wgwg1ن صودرت ی.  ر ا 1( ) ( ) 2g y g u  .

2حال تابع  : ( ) {0,1,2}g V G   با ضابط 

2 2( ) ( ) 0g y g w  2و( ) 2g u  2و 1( ) ( )g x g x  اگر wuyx ,, 

 diam (T)ک تناقض اسوت. لوذا ین یاست. ا TR)(با وزن کمتر از T یبرا یک تابع احاط  گر رومی

=5 .  

12م یم. فرض کنیکن یرا  ست  بند یالی یبحران R یم تا  رختهایحال ما آما ه ا , HH ر یوز ی رختهوا

 باشند.
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است اگر و تنها اگر  یالی یبحران - T،R رخت  : 1-3ه یقض 21,TTT . 

Tد یهستند. فرض کن یالی یبحران - Rو  TT,21 یشد  ک   رخت ها یده می  یابتدا ب  سا گ اثبات :

م ی هو ی لخوداه باشود. نشوان مو یال بحرانویو - R ی رخت 21,TTT  د یوفورض کن –. فورض خلوف

 21,TTT د ی. فرض کنz ,y کو   یباشند ب  طودر ی وراس قطر   Tdiamzyd ,د یو. فورض کنp 

 دیوباشد. فورض کن zو  yن یب یقطر یریمس       uyNvzN  کو   ,    2degdeg  vu ر  .

تابع  -Rک یو  diam(T)=5ن صدرت یا 210 ,, VVVh    مدجود  اسوت کو      2,1, zhyh .

21د یفرض کن , VyVz  د یباشند. فرض کن       yuNwvNwNv  ر یمس P. لذا  ',

z-v-v'-w-u-y 0ن صدرت یباشد.  ر ا یم, Vwu    . 

اگر   1' vh  آن گاه  0vhن صدرت ی. اما  ر ا   2VvN   باشود. لوذا  یک تنواقض مویوکو

   2,0' vh . 

:  5 یادعا   3,2deg w  . 

د کوو  یوون ا عووا فوورض کنیوواثبووات ا یبوورا deg 4w  ک راس  ر یوون صوودرت حووداکثر یووباشوود.  ر ا

   uvwN ,' ی  راسهایبرگ است و بق    uvwN ,' 0باشوند. کودن  یبان مویپشوت یراسهاVw 

بان یهور راس پشوت یبرا   ',vuwNa  م یو ار    2'  ahah  کو   ر آنa'  بورگ مجواور بواa 

 ر یباشد کو  بوا راسو ییمجمدع  هم  برگ ها Aد ین فرض کنیاست. هم کن   ',vuwN   .مجاورنود

تابع    2,1,0:* TVh م ک   ر آنیکن یف میرا تعر 

      2*,1**  whxhyh اگرx A 

 * 0,h x  اگر   , , 'x N w u v   

   *h x h x   اگر      ',, vuwNAwyx . 
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ک تناقض است. ین یاست. ا TR)(با وزن کمتر از T یبرا یک تابع احاط  گر رومی *hن صدرت ی ر ا

لذا    3,2deg w . 

:  0 یادعا   3,2'deg v . 

د ین ا عا فرض کنیاثبات ا یبرا deg ' 4v ک برگ ین صدرت ی.  ر اzv *   مدجد  است ک 

        wvvNvN ,'*. 

 مدجد  است ک  T یبرا *hتابع  - Rک ین یهم کن

    * * , * {1,2}h v h z . 

د یت فرض کنیبدون کاستن از کل    2**,1*  vhzh . 

ن صدرت ی ر ا  0'* vh د ک  یتدان   یم 1 یج  مشاب  ا عایو  ر نت   3,2'deg v. 

:  3 یادعا  3'deg v 

د یوون ا عووا فوورض کنیوواثبووات ا یبوورا  2'deg v ن صوودرت یوو.  ر ا    2',0  vhvh حووال .

   2,1,0:* TVh م ک  یکن یف میتعر یرا طدر      0*'**  zhvhyh و 

        2**,*  vhuhxhxh  اگر vuzvyx ,,,',. 

 یج  موین تناقض نتیاست. ا TR)(با وزن کمتر از T یبرا یک تابع احاط  گر رومی *hن صدرت ی ر ا

 هد   3'deg v. 

  د کیتدان   یم 3 یمشاب  ب  ا عا  3deg w. 

د یفرض کن    ',1 vuwNw  د ک  یتدان   یم ین صدرت ب  سا گی.  ر ا   TLvw 11 .  ر ,'

11از  یتی  قایا  قین صدرت یا ,' wv 1 هد  یج  میبان است ک  نتیراس پشتT=T  یا هر  ویو 

11 ,' wv 2 هد  یج  میهستند ک  نت بان هستندیراس پشتT=T  . 
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 یفارس-یسیواژه نام  انگل

 پنج 
Claw 

 پنج  آزا 
Claw – free 

 بحرانی
Critical 

 گریاحاط 
Domination 

 احاط  بحرانی
Domination critical 

 عد  احاط  کنندگی
Domination number 

 مجمدع  احاط  کننده
Dominating set 

k –  گریاحاط 
k – domination 

 یکمت
Reinforcement 

 یروماحاط  کنندگی 
Roman domination 

 یرومعد  احاط  کنندگی 
Roman domination number 

  

 

    

    

    


