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قدردانی

را خداوندي بیکران سپاس و شکر
باشد استوارم گاه تکیه که داد پدري من به که

باشد برایم پرمهري پناهگاه که داد مادري
باشد یاورم و یار همواره که همسري

باشند راهنمایم که استادانی و



چکیده
گروههاي مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي گروه مرتبه و ساختار پایاننامه این در
باشند متناهی گروههایی K و H اگر که میدهیم نشان ابتدا میآوریم.ما بهدست را متناهی
میتوان را AutG مرتبه و ساختار آنگاه ،G = H×K و ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ که
Hom(K,Z(H)) و Hom(H,Z(K)) مرکزي همریختی گروههاي و AutK ، AutH برحسب

کرد. بیان
ناآبلی یکگروه از نسخه n مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي گروه ابتدا سوم فصل در
که درایههایی با ماتریسهایی بهصورت را خودریختیها گروه ما مییابیم. را تجزیهناپذیر
همراه را توصیف این سپس میکنیم. توصیف هستند مستقیم عامل n بین همریختیهاي
مستقیم عامل هیچ K و H که ، Aut(H ×K) روي 1 کاران و بیدول از اي نتیجه تعمیم با
مستقیم حاصلضرب یک براي را مرتبه و ساختار قضایاي تا میبریم بهکار ندارند مشترکی

آوریم. بهدست دلخواه
دلخواه متناهی مستقیم حاصلضرب یک خودریختیهاي گروه اصلی نتیجه بهعنوان
و تجزیهناپذیرند و غیریکریخت همگی Hiها که میکنیم توصیف را G = H

β١
١ × · · · ×Hβn

n

شدهاند. گرفته [12] و [11] منابع از 3 و 2 فصلهاي مطالب .(١ ≤ i ≤ n) βi ≥ ١

متناهی. گروههاي مستقیم، حاصلضرب خودریختیها، کلیدي: کلمات

1Bidwell,Curran
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1 فصل
مقدماتی و اساسی مفاهیم

اولیه نتایج و تعاریف 1.1
میپردازیم. بعد فصلهاي در نیاز مورد لمهاي و اولیه تعاریف بیان به فصل این در

Hom(G,H) با را H گروه به G گروه از همریختیهاي همهي مجموعهي .1.1.1 تعریف
f(x) = ١ ضابطهي با f : G → H تابع زیرا است غیرخالی مجموعه این میدهیم. نشان

است.) گروه هر خنثی عضو نمایانگر 1) است. همریختی یک ( G از x هر ازاي (به

با Hom(G,H) دراینصورت باشد. آبلی گروه یک H و گروه یک G کنیم فرض .2.1.1 لم
، G در x هر و Hom(G,H) در g و f هر براي : است آبلی گروه یک زیر عمل

(f + g)(x) = f(x)g(x).

را f : G → G مانند همریختی هر باشد. گروه یک G کنیم فرض .3.1.1 تعریف
نشان End(G) با را G درونریختیهاي همهي مجموعهي مینامیم. G درونریختی یک
مینامیم G خودریختی یک را آن باشد، G به G از یکریختی یک f درصورتیکه میدهیم.
که میدهد گروه یک تشکیل توابع ترکیب عمل با G خودریختیهاي همهي مجموعهي

میدهیم. نشان Aut(G) با و مینامیم G خودریختیهاي گروه را آن
1
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١ علامت با هست نیز G درونریختی یک که را G همانی خودریختی پس این از
را آن و داد خواهیم نمایش ◦ علامت با را G بدیهی درونریختی همچنین میدهیم. نشان

مینامیم. صفر درونریختی
( β و α تابع دو (ترکیب αβ حاصلضرب باشندآنگاه G درونریختی دو β و α هرگاه
(=ترکیب) ضرب عمل به نسبت End(G) مجموعهي یعنی است. G درونریختی یک نیز
ضرب عمل با End(G) پس هست. نیز شرکتپذیر عمل این است. بسته درونریختیها

است. نیمگروه یک

(ϕ+θ)(g) = ϕ(g)θ(g)بصورت که ϕ+θ : G → Hنگاشت ، θ, ϕ ∈ Hom(G,H) اگر .4.1.1 لم
شوند. جابجا یکدیگر با Imθ و Imϕ اگر است همریختی یک میشود تعریف

میشود، جابجا آنها تصاویر و هستند همریختی θ و ϕ چون g, g′ ∈ G هر براي اثبات.
داریم

(ϕ+ θ)(gg′) = ϕ(gg′)θ(gg′)

= ϕ(g)ϕ(g′)θ(g)θ(g′)

= ϕ(g)θ(g)ϕ(g′)θ(g′)

= (ϕ+ θ)(g)(ϕ+ θ)(g′)

G١ × · · · × Gn مجموعه در باشند. گروه n ، Gn و . . . و G١ کنیم فرض .5.1.1 تعریف
میکنیم: تعریف چنین را زیر دوتایی عمل

(g١, . . . , gn)(g
′
١, . . . , g

′
n) = (g١g

′
١, . . . , gng

′
n),
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G١×· · ·×Gn مجموعه که میشود ملاحظه آسانی به اند. Gi در g′i و gi ،i هر براي آن در که
و G١ گروههاي (خارجی) مستقیم حاصلضرب را گروه این است. گروه یک فوق عمل با
یک را Gi هر میدهیم. نشان G١ × · · · × Gn علامت همان با را آن و نامند می Gn و . . .

گوییم. G مستقیم عامل

باشند آن از هایی زیرگروه Gn و . . . و G١ و باشد گروه یک G کنیم فرض .6.1.1 قضیه
بهطوريکه

؛ Gi ▹G ، ١ ≤ i ≤ n ، i هر ازاي به .1

؛ G = G١ . . . Gn .2

. Gi ∩G١ . . . Gi−١Gi+١ . . . Gn = ١ ، ١ ≤ i ≤ n ، i هر ازاي به .3

. G ∼= G١ × · · · ×Gn دراینصورت

شود. رجوع [3] به اثبات.

xg با و مینامیم g توسط x مزدوج را g−١xg عضو . x, g ∈ G کنیم فرض .7.1.1 تعریف
میدهیم. نشان

ig(x) = xg ضابطه با ig : G → G تابع ، G از g هر ازاي به که میشود معلوم آسانی به
می g توسط شده القا G داخلی خودریختی را خودریختی این است. G خودریختی یک
، میدهیم نشان Inn(G) با را آن که ، G داخلی خودریختیهاي همهي مجموعهي نامیم.
یک τ(g) = ig ضابطه با τ : G → Aut(G) تابع علاوه به است. Aut(G) نرمال زیرگروه یک
میشوند جابهجا G عضو هر با که است G از اعضایی مجموعه آن هسته که است همریختی
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بنابراین، . Inn(G) از است عبارت τ تصویر و

G/Z(G) ∼= Inn(G).

گوییم. خارجی نباشد، داخلی که را G خودریختی هر

. H ▹G آنگاه H 6 Z(G) و باشد گروه یک G اگر .8.1.1 لم

است. بدیهی اثبات.

باشد. ناآبلی A اگر تنها و اگر است ناآبلی AH آنگاه ، H ≤ Z(G) و A ≤ G اگر .9.1.1 لم

موجودند a١h١, a٢h٢ ∈ AH مانند اعضایی دراینصورت باشد، ناآبلی AH فرضکنیم اثبات.
.،[a١h١, a٢h٢] = [a١, a٢] لذا h١, h٢ ∈ H ⊆ Z(G) داریم اما .[a١h١, a٢h٢] ̸= ١ بهطوريکه
باشد، ناآبلی A کنیم فرض بالعکس است. ناآبلی A پس .a١, a٢ ∈ A که [a١, a٢] ̸= ١ پس
a١, a٢ ∈ AH داریم طرفی از [a١, a٢] ̸= ١ بهطوريکه موجودند a١, a٢ ∈ A دراینصورت

است. ناآبلی نیز AH پس

مشخصه زیرگروه یک را G از H زیرگروه باشد. گروه یک G کنیم فرض .10.1.1 تعریف
زیرگروه یک Z(G) مثال بعنوان . α(H) = H باشیم داشته α ∈ Aut(G) هر براي اگر گوییم

است. G مشخصه

خودریختی هر با σ اگر گوییم مرکزي خودریختی را G از σ خودریختی .11.1.1 تعریف
نشان Autc(G) با را G مرکزي خودریختیهاي همهي مجموعهي شود. جابجا Inn(G) در

میدهیم.

و اگر است مرکزي خودریختی یک σ دراینصورت . σ ∈ Aut(G) کنید فرض .12.1.1 لم
. g−١σ(g) ∈ Z(G) باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر فقط
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با σ ، g ∈ G هر براي دراینصورت باشد، مرکزي خودریختی یک σ کنیم فرض اثبات.
پس میشود. جابهجا برد، می g−١xg به را x ∈ G هر ،که ig : G → G داخلی خودریختی

بنابراین . ig(σ(x)) = σig(x) داریم x ∈ G هر براي لذا . igσ = σig داریم

g−١σ(x)g = σ(g−١xg) = σ(g−١)σ(x)σ(g)

. σ(x)gσ(g−١) = gσ(g−١)σ(x) داریم فوق رابطه در راست از σ(g−١) و چپ از g ضرب با
با gσ(g−١) پس {σ(x)|x ∈ G} = G چون و میشود جابهجا σ(x) هر با gσ(g−١) بنابراین
برقرار بازگشتی بهطور عکس برهان . gσ(g−١) ∈ Z(G) لذا میشود. جابهجا G عضو هر

است.

است. Aut(G) نرمال زیرگروه یک Autc(G) .13.1.1 لم

داریم .σ ∈ Autc(G) و α ∈ Aut(G) کنید فرض اثبات.

x−١((α−١σα)(x)) = x−١α−١(σ(α(x)))

= x−١α−١(α(x)(α(x)−١σ(α(x)))

= x−١α−١(α(x))α−١(α(x)−١σ(α(x)))

= x−١x α−١(α(x)−١σ(α(x)))

= α−١(α(x)−١σ(α(x)))

مشخصه زیرگروه یک Z(G) چون و α(x)−١σ(α(x)) ∈ Z(G) لذا σ ∈ Autc(G) چون حال
لذا . α−١σα ∈ Autc(G) بنابراین . α−١(α(x)−١σ(α(x))) ∈ Z(G) لذا است

. Autc(G)▹ Aut(G)
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هیچ G تجزیه هر در اگر گوییم ناآبلی بهطورمحض گروه یک را G گروه .14.1.1 تعریف
باشد. نداشته وجود آبلی عامل

، ϕ ∈ Hom(G,Z(G)) و باشد ناآبلی بهطورمحض گروه یک G کنید .فرض .15.1.1 لم
یک σ(g) = gϕ(g) ضابطهي با ، σ : G → G نگاشت ، g ∈ G هر براي دراینصورت

است. G مرکزي خودریختی

داریم g ∈ G هر براي اثبات.

g−١σ(g) = g−١gϕ(g) = ϕ(g) ∈ Z(G)

است. مرکزي خودریختی یک ، σ 12.1.1 لم به بنا پس

x جابجاگر را [x, y] = x−١y−١xy آنگاه ، x, y ∈ G و باشد گروه یک G اگر .16.1.1 تعریف
زیرگروه را G اعضاي جابجاگرهاي تمام وسیلهي به شده تولید G زیرگروه مینامیم. y و
G از شده مشتق زیرگروه را G′ گاهی ) میدهیم نمایش G′ با را آن و مینامیم G جابجاگر

مینامیم). G مشتق زیرگروه یا

β ∈ Hom(K,H) و باشد آبلی گروه یک H و دلخواه گروه یک K کنیم فرض .17.1.1 لم
. K ′ ⊂ Kerβ داریم دراینصورت

Imβ ⊆ H چون دراینصورت باشد، K ′ از دلخواهی مولد [a, b] ∈ K ′ میکنیم فرض اثبات.
داریم است، آبلی H و

β([a, b]) = β(a−١b−١ab) = β(a−١)β(b−١)β(a)β(b) = ١

.[a, b] ∈ kerβ پس
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دراینصورت: باشد آبلی گروه یک H و دلخواه گروه یک G کنیم فرض .18.1.1 لم

Hom(G,H) ∼= Hom(G/G′, H).

.G′ ≤ Kerϕ داریم 17.1.1 لم به بنا باشد. همریختی یک ϕ : G → H کنید فرض اثبات.
براي . است موجود ϕ با متناظر ϕ̄(gG′) = ϕ(g) ضابطه با ϕ̄ : G/G′ → H همریختی لذا
در g−١٢ g١G′ = G′ دراینصورت .g١G′ = g٢G′ میکنیم فرض ϕ̄ تعریفی خوش بررسی
ϕ̄(g١G′) = بنابراین .ϕ(g١) = ϕ(g٢) لذا ϕ(g−١٢ g١) = ١ پس g−١٢ g١ ∈ G′ ≤ Kerϕ نتیجه
یکریختی یک میکند نظیر ϕ̄ به را ϕ ∈ Hom(G,H) هر که نگاشتی صورت این در .ϕ̄(g٢G′)

است.

دراینصورت: باشد دلخواه گروه یک G کنیم فرض .19.1.1 نتیجه

Hom(G,Z(G)) ∼= Hom(G/G′, Z(G))

کنیم. استفاده Z(G) از H جاي به 18.1.1 لم در کافیاست اثبات.

داریم: دراینصورت باشند. آبلی گروههایی Ht و . . . و H١ و G کنیم فرض .20.1.1 لم

Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

و
Hom(G,H١ × · · · ×Ht) ∼= Hom(G,H١)× · · · ×Hom(G,Ht).

. است بدیهی اثبات.

داریم دراینصورت باشند، دلخواه گروههایی Ht و . . . و H١ کنیم فرض .21.1.1 لم

(H١ × · · · ×Ht)
′ = (H ′

١ × · · · ×H ′
t)
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کنیم. H١)ثابت × H٢)′ و H ′
١ × H ′

٢ مولدهاي براي و t = ٢ حالت براي کافیست اثبات.
داریم ([a١, b١], [a٢, b٢]) ∈ H ′

١ ×H ′
٢ هر براي

([a١, b١], [a٢, b٢]) = (a−١١ b−١١ a١b١, a
−١
٢ b−١٢ a٢b٢) = (a−١١ , a−١٢ )(b−١١ , b−١٢ )(a١, a٢)(b١, b٢)

= [(a١, a٢), (b١, b٢)] ∈ (H١ ×H٢)
′

است. برقرار بازگشتی بهطور عکس برهان

آنگاه باشند ناآبلی گروههایی Ht و . . . و H١ و باشد آبلی گروهی G اگر .22.1.1 لم

Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

داریم 21.1.1 و 20.1.1 ، 18.1.1 لمهاي از استفاده با اثبات.
Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(

H١ × · · · ×Ht

H ′
١ × · · · ×H ′

t

, G)

∼= Hom(
H١
H ′
١
× · · · × Ht

H ′
t

, G)

∼= Hom(
H١
H ′
١
, G)× · · · ×Hom(

Ht

H ′
t

, G)

∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

، l = min{r, s} و باشند مثبت صحیح عدد دو s و r و اول عدد دو q و p اگر .23.1.1 لم
Hom(Cpm , Cqn) ∼=

{ ١ (p ̸= q)
Cpl (p = q)

آنگاه

شود. رجوع [4] به اثبات.

: دراینصورت باشد، گروه یک G کنیم فرض .24.1.1 لم

است. آبلی گروهی G/G′ و G′ ▹G .1
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.G′ 6 N اگر تنها و اگر است آبلی G/N آنگاه ، N ▹G اگر .2

شود. رجوع [1] به اثبات.

p-گروه یک را G گروه باشد. اول عدد یک p و گروه یک G کنیم فرض .25.1.1 تعریف
p-زیرگروه یک را G از H زیرگروه باشد. p از توانی G عضو هر مرتبه درصورتیکه مینامیم

باشد. p-گروه یک H درصورتیکه گوییم G

در که است pn صورت به G مرتبه آنگاه باشد متناهی p-گروه یک G اگر .26.1.1 گزاره
از توانی اش مرتبه و متناهی گروهی G اگر همچنین است. نامنفی صحیح عدد یک n آن

بود. خواهد p-گروه یک G آنگاه باشد p اول عدد

متناهی دنباله دراینصورت باشد. متناهی آبلی گروه یک G کنیم فرض .27.1.1 قضیه
اعضا ترتیب از نظر صرف با بهطوريکه دارد وجود مثبت صحیح اعداد از (ps١١ , . . . , psmm )

و متمایز) لزوماً (نه اول اعدادي pm، . . . ، p١ ) G ∼= Zp
s١
١

⊕ · · · ⊕ Zpsmm و است منحصربفرد
هستند.) متمایز) لزوماً (نه مثبت صحیح اعداد sm, . . . , s١

شود. رجوع [5] به اثبات.

مینامیم. G مقدماتی علیه مقسوم یک شد بیان 27.1.1 قضیه در که را psii هر

ازاي به کنیم فرض باشد. ناتهی مجموعهاي X و گروه یک G کنیم فرض .28.1.1 تعریف
وجود میدهیم نشان x ∗ g علامت با را آن که X از یکتایی عضو ،X از x هر و G از g هر

بهطوريکه باشد داشته

.x ∗ ١ = x ،X از x هر ازاي به .1
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x ∗ (g١g٢) = (x ∗ g١) ∗ g٢ ،X از x هر و G از g٢ و g١ هر ازاي به .2

گوییم. X بر G عمل را ∗ و میکند عمل X بر G گوییم دراینصورت

در است. SX متقارن گروه کند اثر مجموعهاي بر که گروهی از مثال سادهترین مثال.
گروه یک مهم طریق دو به .x ∗ f = f(x) میدهیم قرار x ∈ X و f ∈ SX فرض با اینجا
به xg آن در که x ∗ g = xg دهیم قرار x, g ∈ G هر براي اگر کند. عمل خودش بر میتواند
به x ∗ g = g−١xg دهیم قرار اگر و گوییم منتظم عمل آن به است G عضو دو ضرب معنی

گوییم. تزویج عمل آن

حلقوي و مستقیم نیم حاصلضرب 1.1.1
باشد.(به همریختی یک ϕ : H → Aut(K) و گروه دو K و H کنیم فرض .29.1.1 تعریف
H ×K دکارتی حاصلضرب در میدهیم.) نشان ϕh با را ϕ توسط h تصویر H از h هر ازاي

میکنیم: تعریف را زیر دوتایی عمل

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١ϕh٢)k٢).

نیممستقیم حاصلضرب را گروه این میدهد. یکگروه تشکیل فوق عمل با H×K مجموعۀ
میگوییم اصطلاحاً و میدهیم. نشان H ×ϕ K علامت با را آن و مینامیم ϕ عمل با K و H
مشخص یا نیاید، ϕپیش مورد در ابهامی که حالتی در میکند. عمل ϕ با K گروه بر H گروه

میکنیم. استفاده H nK علامت از مذکور علامت جاي به نباشد، نیاز مورد آن کردن

فرض همچنین باشد. مثبت صحیح عدد یک n و گروه یک G کنیم فرض .30.1.1 تعریف
میکنیم: تعریف را زیر تابع و K = G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

n

میدهیم قرار σ ∈ Γ و Γ ≤ Sn کنید

σ∗ : K → K
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(x١, . . . , xn) 7→ (xσ−(١)١, . . . , xσ−١(n))

است. تکریختی یک ϕ : Γ → Aut(K)
σ 7→ σ∗ تابع و σ∗ ∈ Aut(K) که میشود معلوم سهولت به

علامت با را آن و مینامیم Γ و G حلقوي حاصلضرب را Γ×ϕ K مستقیم نیم حاصلضرب
میدهیم. نشان GwrΓ

ϕ : H → کنیم فرض باشد. متناهی گروه یک H و گروه یک G کنیم فرض .31.1.1 تعریف
میدهیم قرار و باشد راست از ضرب عمل با H جایگشتی نمایش با متناظر همریختی S|H|

با را آن و مینامیم H و G حلقوي حاصلضرب را GwrH حلقوي حاصلضرب .Γ = ϕ(H)

. میدهیم نشان G ≀H علامت
. |G ≀H| = |H||G||H| آنگاه باشد متناهی G اگر که است واضح

Q۴n و D٢n گروههاي معرفی 2.1.1
دووجهی گروه را (n ≥ ٣) ،< a, b|an = b٢ = ١, bab−١ = a−١ > گروه .32.1.1 تعریف

میدهیم. نمایش D٢n با و مینامیم ٢n مرتبه

تعمیم کواترنیون گروه را (n ≥ ٢) ،< a, b|an = b٢, bab−١ = a−١ > گروه .33.1.1 تعریف
میدهیم. نمایش Q۴n با و مینامیم ۴n مرتبه از چهارگانه) (یا یافته

و ٢ مرتبه از Z(D٢n) =< an/٢ >= {١, an/٢} آنگاه باشد زوج n اگر .1 .34.1.1 لم
. Z(D٢n) = ١ آنگاه باشد فرد n اگر و است. C٢ با یکریخت

است. C٢ با یکریخت و ٢ مرتبه از Z(Q۴n) =< an >= {١, an} .2

شود. رجوع [2] به اثبات.

. Z(An) = ١ داریم n ≥ ۴ براي و Z(Sn) = ١ داریم n ≥ ٣ براي .35.1.1 لم
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شود. رجوع [5] به اثبات.

گروه یک AutG دراینصورت باشد. n مرتبه از دوري گروه یک G کنید فرض .36.1.1 لم
است. ϕ(n) مرتبه از آبلی

شود. مراجعه 73 صفحه [15] به اثبات.
∣∣∣AutD٢n

∣∣∣ = nϕ(n) و
∣∣∣AutQ۴n

∣∣∣ = ٢nϕ(٢n) ، n ≥ ٢ براي .37.1.1 لم

شود. مراجعه [20] به اثبات.



2 فصل
مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي

متناهی گروه دو
فصل مقدمه 1.2

مشترکی مستقیم عامل هیچ که باشند Kگروههایی و H اگر که میدهیم نشان فصل این در
،AutH برحسب میتوانیم را AutG مرتبه و ساختار دراینصورت G = H×K و باشند نداشته
در کنیم. بیان Hom(K,Z(H)) و Hom(H,Z(K)) مرکزي همریختی گروههاي و AutK

هستند. استاندارد رفته بکار علائم و میگیریم نظر در را متناهی گروههاي فقط فصل این
میباشند. [11] براساس فصل این مطالب

داریم. نیاز نمادگذاري تعدادي به جزئیات شروع از قبل
کنید فرض

M =
{(

α β
γ δ

)
:

α ∈ EndH, β ∈ Hom(K,H), [Imα, Imβ] = ١
γ ∈ Hom(H,K), δ ∈ EndK, [Imγ, Imδ] = ١

}

شرکت خاصیت کافیست است. نیمگروه یک ماتریسی ضرب تحت M که میدهیم نشان
داریم

(
α β
γ δ

)
,

(
α′ β′

γ′ δ′

)
,

(
α′′ β′′

γ′′ δ′′

)
∈ M هر براي کنیم. بررسی را پذیري

(

(
α β
γ δ

)(
α′ β′

γ′ δ′

)
)

(
α′′ β′′

γ′′ δ′′

)
=

(
αα′ + βγ′ αβ′ + βδ′

γα′ + δγ′ γβ′ + δδ′

)(
α′′ β′′

γ′′ δ′′

)
13
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=

(
αα′α′′ + βγ′α′′ + αβ′γ′′ + βδ′γ′′ αα′β′′ + βγ′β′′ + αβ′δ′′ + βδ′δ′′

γα′α′′ + δγ′γ′′ + γβ′γ′′ + δδ′γ′′ γα′β′′ + δγ′β′′ + γβ′δ′′ + δδ′δ′′

)
)و

α β
γ δ

)
(

(
α′ β′

γ′ δ′

)(
α′′ β′′

γ′′ δ′′

)
) =

(
α β
γ δ

)(
α′α′′ + β′γ′′ α′β′′ + β′δ′′

γ′α′′ + δ′γ′′ γ′β′′ + δ′δ′′

)
=

(
αα′α′′ + αβ′γ′′ + βγ′α′′ + βδ′γ′′ αα′β′′ + αβ′δ′′ + βγ′β′′ + βδ′δ′′

γα′α′′ + γβ′γ′′ + δγ′γ′′ + δδ′γ′′ γα′β′′ + γβ′δ′′ + δγ′β′′ + δδ′δ′′

)
شرکت خاصیت که میگیریم نتیجه شده داده نگاشتهاي تصاویر جابجایی خاصیت بخاطر

است. برقرار پذیري

گروه). نیم (بعنوان EndG ∼= M اینصورت در G = H ×K کنیم فرض .1.1.2 قضیه

πK و πH و باشند G به K و H از ترتیب به شمول نگاشتهاي iK و iH کنیم فرض اثبات.
میکنیم تعریف θ ∈ EndG هر براي باشند. K و H به ترتیب به G از تصویر نگاشتهاي

و γ = πKθiH ∈ Hom(H,K) ، β = πHθiK ∈ Hom(K,H) ، α = πHθiH ∈ EndH

و θ(h,١) = (h١, k١) فرض با k ∈ K و h ∈ H هر براي . δ = πKθiK ∈ EndK

داریم: θ(١, k) = (h٢, k٢)

θ(h,١) = (h١, k١) = (πH(h١, k١), πK(h١, k١)) = (πHθ(h,١), πKθ(h,١))

= (πHθiH(h), πKθiH(h)) = (α(h), γ(h))

و

θ(١, k) = (h٢, k٢) = (πH(h٢, k٢), πK(h٢, k٢)) = (πHθ(١, k), πKθ(١, k))

= (πHθiK(k), πKθiK(k)) = (β(k), δ(k))
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بنابراین

θ(h, k) = θ(h,١)θ(١, k) = (α(h)β(k), γ(h)δ(k))

= θ(١, k)θ(h,١) = (β(k)α(h), δ(k)γ(h))

نگاشت حال . [Imα, Imβ] = ١ = [Imγ, Imδ] که میگیریم نتیجه بنابراین
است تکریختی یک f میگیریم. نظر در f(θ) =

(
α β
γ δ

)
ضابطه با را f : EndG → M

زیرا:

f(θ١)f(θ٢) =

(
πHθ١iH πHθ١iK
πKθ١iH πKθ١iK

)(
πHθ٢iH πHθ٢iK
πKθ٢iH πKθ٢iK

)
=

(
πHθ١(iHπH + iKπK)θ٢iH πHθ١(iHπH + iKπK)θ٢iK
πKθ١(iHπH + iKπK)θ٢iH πKθ١(iHπH + iKπK)θ٢iK

)

و
f(θ١θ٢) =

(
πHθ١θ٢iH πHθ١θ٢iK
πKθ١θ٢iH πKθ١θ٢iK

)
است. همریختی یک f پس f(θ١θ٢) = f(θ١)f(θ٢) لذا (iHπH + iKπK) = IH×K چون حال

پس باشد، f(θ١) = f(θ٢) کنیم فرض بودن یکبهیک بررسی براي
(
πHθ١iH πHθ١iK
πKθ١iH πKθ١iK

)
=

(
πHθ٢iH πHθ٢iK
πKθ٢iH πKθ٢iK

)

داریم (h, k) ∈ G هر براي درنتیجه
(
πHθ١iH πHθ١iK
πKθ١iH πKθ١iK

)(
h
k

)
=

(
πHθ٢iH πHθ٢iK
πKθ٢iH πKθ٢iK

)(
h
k

)
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داریم باشد، θ٢(h, k) = (h٢, k٢) و θ١(h, k) = (h١, k١) اگر حال

πHθ١iH(h) + πHθ١iK(k) = πHθ٢iH(h) + πHθ٢iK(k)

→ πHθ١(iH(h) + iK(k)) = πHθ٢(iH(h) + iK(k))

→ πHθ١(h, k) = πHθ٢(h, k)

→ πH(h١, k١) = πH(h٢, k٢)

→ h١ = h٢

بنابراین و θ١ = θ٢ پس . θ١(h, k) = θ٢(h, k) لذا .k١ = k٢ که میشود ثابت ترتیب همین به
θ : G → G میتوانیم ،

(
h
k

)
∈ H × K و

(
α β
γ δ

)
∈ M اگر بعلاوه، است. یکبهیک f

مینویسیم.
(
α β
γ δ

)(
h
k

)
بصورت و θ

(
h
k

)
=

(
α(h)β(k)
γ(h)δ(k)

)
بهطوريکه کنیم تعریف را

داریم M تعریف به توجه با زیرا θ ∈ EndG دراینصورت
θ(h١, k١)θ(h٢, k٢) = (α(h١)β(k١), γ(h١)δ(k١))(α(h٢)β(k٢), γ(h٢)δ(k٢))

= (α(h١)β(k١)α(h٢)β(k٢), γ(h١)δ(k١)γ(h٢)δ(k٢))

= (α(h١h٢)β(k١k٢), γ(h١h٢)δ(k١k٢)) = θ(h١h٢, k١k٢)

است. یکریختی یک f لذا و پوشاست f بنابراین ، f(θ) =
(
α β
γ δ

)
و

دهیم. نشان
(
α β
γ δ

)
∈ M آن ماتریس با را θ ∈ EndG هر میتوانیم پس این از

کنید فرض حال

A =
{(

α β
γ δ

)
:
α ∈ AutH β ∈ Hom(K,Z(H))
γ ∈ Hom(H,Z(K)) δ ∈ AutK

}
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میتوانیم آنجا از و Aut(G) ∼= A معینی شرایط در که میدهند نشان فصل این اصلی نتایج
آوریم. بدست را Aut(G) مرتبه

مقدماتی نتایج 2.2
میپردازیم. نیاز مورد مقدماتی نتایج از تعدادي به بخش این در

وجود r مثبت صحیح عدد یک آنگاه ϕ ∈ EndG و باشد گروه یک G اگر .1.2.2 قضیه
و σ = ϕr اگر بعلاوه . Kerϕr = Kerϕr+n ، n مثبت صحیح عدد هر براي بهطوريکه دارد

. G ∼= Kerσ × Imσ آنگاه ،Imσ ▹ G

دراینصورت . kj = Kerϕj کنید فرض ، j مثبت صحیح عدد هر براي اثبات.

k١ ≤ k٢ ≤ k٣ ≤ . . . ≤ G.

استقرا با . kr = kr+١ بهطوريکه دارد وجود r مثبت صحیح عدد یک است متناهی G چون
. kr = kr+n ، n مثبت صحیح عدد هر براي که میگیریم نتیجه n روي

. L = Imϕr و K = kr = kerϕr : میدهیم قرار . Imσ ▹ G و σ = ϕr کنید فرض حال
. L E G داریم فرض بر بنا و K E G بوضوح

بهطوريکه است موجود y ∈ G و ϕr(x) = ١ دراینصورت ، x ∈ K ∩ L کنید فرض
قبل قسمت از استفاده با پس .ϕ٢r(y) = ϕr(ϕr(y)) = ϕr(x) = ١ داریم حال .x = ϕr(y)

قضیه از استفاده با .K ∩ L = ١ درنتیجه x = ϕr(y) = ١ بنابراین .y ∈ k٢r = kr داریم،
چون بنابراین .L ∼= G

K
یکریختی اول قضیه بنابر طرفی از .L ∼= KL

K
داریم یکریختی دوم

.G = K × L ،6.1.1 لم به بنا درنتیجه G = KL پس است متناهی G و KL 6 G

میآید. دست به 1.2.2 قضیه از مستقیما بعدي نتیجه
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که g ∈ G یک براي و ، ϕ ∈ Hom(G,Z(G)) و باشد ناآبلی گروه یک G اگر .2.2.2 نتیجه
دارد. آبلی مستقیم عامل یک G آنگاه ، ϕ(g) = g باشیم داشته g ̸= ١

دراینصورت ، ϕ(x) = x باشیم داشته x ∈ Gبرايیک و باشد محضناآبلی بطور G اگر بویژه،
. x = ١

r مثبت صحیح عدد 1.2.2 قضیه بنابه و ϕ ∈ EndG پس ϕ ∈ Hom(G,Z(G)) چون اثبات.
میدهیم قرار . Kerϕr = Kerϕr+n ، n مثبت صحیح عدد هر براي بهطوريکه دارد وجود
داریم 1.2.2 قضیه از استفاده با و است آبلی و Imσ ▹G پس Imσ ⊆ Z(G) داریم σ = ϕr

.ϕr(g) = g پس ، ϕ(g) = g ، g ̸= ١ که g ∈ G یک براي چون حال . G ∼= Imσ ×Kerσ

است. G نابدیهی آبلی مستقیم عامل یک Imσ بنابراین . ١ ̸= g ∈ Imσ لذا

طوري γ ∈ Hom(H,K) و β ∈ Hom(K,H) و ، G = H × K کنیم فرض .3.2.2 قضیه
دراینصورت . Im(βγ)m ▹H و Im(γβ)m ▹K ، m مثبت صحیح عدد هر براي که باشند
( βγ(h) = h ، h ̸= ١ که h ∈ H یک براي (یا γβ(k) = k ، k ̸= ١ که k ∈ K یک براي اگر

دارند. نابدیهی مشترك مستقیم عامل یک K و H آنگاه

s و r مثبت صحیح اعداد 1.2.2 قضیه بنابر ، γβ ∈ EndK و βγ ∈ EndH چون اثبات.
و Ker(βγ)r = Ker(βγ)r+n ، n مثبت صحیح عدد هر براي بهطوريکه موجودند

. τ = (βγ)t و σ = (γβ)t ، t = max{r, s} کنیم فرض حال . Ker(γβ)s = Ker(γβ)s+n

داریم 1.2.2 قضیه از استفاده با پس فرض) (طبق Imσ▹K و Imτ ▹H چون دراینصورت
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داریم، k١ ∈ K هر براي طرفی از . K = Imσ ×Kerσ و H = Imτ ×Kerτ

β(σ(k١)) = β(γβ)t(k١)

= (βγ)t(β(k١))

= τ(β(k١)) ∈ Imτ.

بعلاوه است. همریختی یک β : Imσ → Imτ پس

β(σ(k١)) = ١⇒ σ(k١) ∈ Kerβ ⊆ Kerσ.

Imτ به یکبهیک بطور را Imσ ، β یعنی این . σ(k١) = ١ لذا Kerσ ∩ Imσ = ١ چون اما
Imσ به یکبهیک بطور به را Imτ نیز γ که میشود معلوم مشابه روش با مینگارد.

مینگارد.
نتیجه γβ(k) = k چون طرفی از ، Imτ ∼= Imσ داریم هستند متناهی K و H چون بنابراین

( Imτ (یا Imσ لذا ،( h ∈ Imτ مشابه بطور (یا k ∈ Imσ پس ، (γβ)t(k) = k میدهد
دارند. نابدیهی مشترك مستقیم عامل یک K و H نتیجه در است. نابدیهی

. γ ∈ Hom(H,Z(K)) و β ∈ Hom(K,Z(H)) ، G = H × K کنیم فرض .4.2.2 نتیجه
، h ̸= ١ که h ∈ H یک براي (یا γβ(k) = k ، k ̸= ١ که k ∈ K یک براي اگر دراینصورت

دارند. مشترك آبلی مستقیم عامل یک K و H آنگاه ( βγ(h) = h

، k ∈ K یک براي و باشند نداشته مشترکی آبلی مستقیم عامل هیچ K و H اگر بویژه،
، βγ(h) = h باشیم داشته ، h ∈ H یک براي اگر (یا k = ١ آنگاه ، γβ(k) = k باشیم داشته

.( h = ١ آنگاه

پس ، Im(γβ)m ≤ Z(K) چون باشد. مثبت صحیح عدد یک m کنیم فرض اثبات.
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قضیه از بنابراین . Im(βγ)m ▹ H پس ، Im(βγ)m ≤ Z(H) چون و ؛ Im(γβ)m ▹ K

Im(γβ)t مانند نابدیهی مشترك آبلی مستقیم عامل یک K و H که میشود نتیجه 3.2.2
است. آبلی ضرورتاً که دارند

کرد: خواهیم استفاده زیر نمادگذاري از بعدي نتایج براي
M در ماتریس یک با θ ∈ AutG هر 1.1.2 قضیه از استفاده با آنگاه ، G = H × K اگر
کنیم فرض میتوانیم پس میباشد. صورت همین به نیز θ−١ آن معکوس و میشود متناظر

که
θ =

(
α β
γ δ

)
∈ M , θ−١ =

(
α′ β′

γ′ δ′

)
∈ M.

برقرارند: زیر روابط بالا نمادگذاري به باتوجه .5.2.2 لم

(i)α′α + β′γ = ١ , (ii)α′β + β′δ = ٠ , (iii)γ′α + δ′γ = ٠ , (iv)γ′β + δ′δ = ١

(i)′αα′ + βγ′ = ١ , (ii)′αβ′ + βδ′ = ٠ , (iii)′γα′ + δγ′ = ٠ , (iv)′γβ′ + δδ′ = ١

θ−١ و θ نظیر ماتریسهاي ضرب از فوراً فوق روابط ، θ−١ ◦ θ = ١ = θ ◦ θ−١ چون اثبات.
ماتریس اینجا در که شود (توجه میآیند. دست به همانی ماتریس با دادن قرار مساوي و

است.) M از عضوي همانی،

. β ∈ Hom(K,Z(H)) آنگاه α ∈ AutH اگر -1 .6.2.2 لم

. γ ∈ Hom(H,Z(K)) آنگاه δ ∈ AutK اگر -2

پس α ∈ AutH چون اما . [Imα, Imβ] = ١ داریم 1.1.2 قضیه برهان از استفاده با اثبات.
قسمت با مشابه دوم قسمت برهان . β ∈ Hom(K,Z(H)) و Imβ ⊆ Z(H) لذا ، Imα = H

است. یک
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.τ = (βγ′)t و σ = (γ′β)t و باشد مثبت صحیح عدد یک t کنیم فرض .7.2.2 قضیه
. Imτ ▹H و Imσ ▹K دراینصورت

ϕ با را γ′β اگر . x = γ′β(x)δ′δ(x) ، x ∈ K هر براي داریم (iv) قسمت 5.2.2 لم از اثبات.
از استفاده با و Imϕ ⊆ Imγ′ طرفی از . (†) x = ϕ(x)x∗ داریم دهیم، نشان x∗ با را δ′δ(x) و
x, y ∈ K هر براي پس ، [Imϕ, Imδ′] = ١ لذا ، [Imγ′, Imδ′] = ١ داریم 1.1.2 قضیه برهان
که میدهد نتیجه این و ϕ(y)x

∗
= ϕ(y) بنابراین [ϕ(y), x∗] = ١ لذا [ϕ(y), δ′δ(x)] = ١ ،

زیرا: Imϕ▹K

ϕ(y)x = ϕ(y)ϕ(x)x
∗
= ϕ(y)ϕ(x) = ϕ(yx) ∈ Imϕ

داریم: دهیم قرار ϕ(x) ، x جاي به (†) رابطه در اگر زیرا ، Imϕ٢ ▹K بعلاوه

ϕ(x) = ϕ٢(x)x∗∗

( x∗∗ = δ′δ(ϕ(x)) آن در (که
بنابراین

x = ϕ(x)x∗ = (ϕ٢(x)x∗∗)x∗

داریم است برقرار x, y ∈ K هر براي [ϕ(y), δ′δ(x)] = ١ رابطۀ چون و
لذا ، [ϕ٢(y), x∗∗] = [ϕ(ϕ(y)), δ′δ(ϕ(x))] = ١

ϕ٢(y)x = ϕ٢(y)(ϕ
٢(x)x∗∗)x∗

= ϕ٢(y)ϕ
٢(x) = ϕ٢(yx) ∈ Imϕ٢

داشت: خواهیم استقرایی بهطور روند این ادامه با

Imσ = Imϕt ▹K.
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. y = βγ′(y)αα′(y) داریم y ∈ H هر براي ، (i)′ قسمت 5.2.2 لم از استفاده با چنین هم
. Imτ ▹H که میدهد نشان بالا مشابه استدلالی

میآید. دست به 3.2.2 قضیه از آسانی به بعدي نتیجه

یک براي (یا γ′β(k) = k باشیم داشته ، k ̸= ١ که k ∈ K یک براي اگر .8.2.2 نتیجه
مشترك مستقیم عامل یک K و H آنگاه ( βγ′(h) = h باشیم داشته ، h ̸= ١ که h ∈ H

دارند.
داشته ، k ∈ K یک براي و باشند نداشته مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H اگر بویژه،
آنگاه ، βγ′(h) = h باشیم داشته ، h ∈ H یک براي اگر (یا k = ١ آنگاه ، γ′β(k) = k باشیم

.( h = ١

دراینصورت . τ = (βγ′)t و σ = (γ′β)t ، t مثبت صحیح عدد هر براي کنید فرض اثبات.
β ∈ Hom(K,H) اینکه به توجه با حال . Imτ ▹H و Imσ ▹K داریم 7.2.2 قضیه به بنا

میآید. دست به نتیجه و میباشد برقرار 3.2.2 قضیه شرایط γ′ ∈ Hom(H,K) و

اصلی نتایج 3.2
K و H اگر فقط و اگر A ⊆ AutG دراینصورت . G = H ×K کنید فرض .1.3.2 قضیه

باشند. نداشته مشترکی آبلی مستقیم عامل هیچ

کنیم فرض باشند. نداشته مشترکی آبلی مستقیم عامل هیچ K و H کنیم فرض اثبات.
و θ =

(
α β
γ δ

)
∈ A(

α β
γ δ

)(
h
k

)
=

(١
١
)
.
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. h = α−١(β(k−١)) پس ، α(h)β(k) = ١ دراینصورت
. k = δ−١(γ(h−١)) پس ، γ(h)δ(k) = ١ چنین هم

بنابراین . δ(k) = γ(h−١) = γ(α−١(β(k))) لذا

k = (δ−١γ)(α−١β)(k)

نتیجه از استفاده با حال . α−١β ∈ Hom(K,Z(H)) و δ−١γ ∈ Hom(H,Z(K)) آن در که
از استفاده با و .k = ١ داریم ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H چون ، 4.2.2
متناهی G گروه چون و است یکبهیک θ بنابراین .h = ١ داریم h = α−١(β(k−١)) رابطۀ

. A ⊆ AutG نتیجه در . θ =

(
α β
γ δ

)
∈ AutG داریم و هست نیز پوشا θ است

مشترك آبلی مستقیم عامل یک K و H کنیم فرض . A ⊆ AutG کنید فرض بالعکس
میکنیم: تعریف باشد. آبلی A که K = A×K∗ و H = A×H∗ خلف)، (فرض باشند داشته

γ : H → Z(K)

و γ(a, h∗) = (a−١,١) بهطوريکه

β : K → Z(H)

.β(a, k∗) = (a−١,١) بهطوريکه
و نمیباشد یکبهیک θ =

(١ β
γ ١

)
پس .

(١ β
γ ١

)(
a
a

)
=

(١
١
)
دراینصورت

H و باطل خلف فرض پس دارد. Aتناقض ⊆ AutG فرض با این که θ =

(١ β
γ ١

)
̸∈ AutG

ندارند. مشترکی آبلی مستقیم عامل هیچ K و

نداشته مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .2.3.2 قضیه



متناهی گروه دو مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي .2 24فصل

بویژه، . AutG ∼= A دراینصورت باشند.

|AutG| = |AutH||AutK||Hom(H,Z(K))||Hom(K,Z(H))|.

کنید فرض همچنین . θ =

(
α β
γ δ

)
∈ M و باشد دلخواه θ ∈ AutG کنید فرض اثبات.

داریم: (iv) قسمت 5.2.2 لم از استفاده با . δ(k) = ١ و k ∈ K

γ′β(k)δ′δ(k) = k

داریم: لذا δ(k) = ١ وچون
γ′β(k) = k

داریم ندارند، مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H چون ،8.2.2 نتیجه از استفاده با بنابراین
5.2.2 لم از استفاده و مشابه استدلالی با .δ ∈ AutK لذا و است یکبهیک δ پس . k = ١

داریم 6.2.2 لم از استفاده با بنابراین .α ∈ AutH که داد نشان میتوان (i) قسمت
.AutG ⊆ A یعنی این و θ =

(
α β
γ δ

)
∈ A لذا ،γ ∈ Hom(H,Z(K)) و β ∈ Hom(K,Z(H))

داریم 1.3.2 قضیه بنابر ندارند، مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H چون طرفی از
و AutG ∼= A بنابراین .A ⊆ AutG

|AutG| = |A| = |AutH||AutK||Hom(H,Z(K))||Hom(K,Z(H))|.

به 2.3.2 قضیه از مستقیم ضرب یک مرکزي خودریختیهاي گروه مرتبهي و ساختار
میآید. دست
کنید: فرض

Ac =
{(

α β
γ δ

)
:

α ∈ AutcH β ∈ Hom(K,Z(H))
γ ∈ Hom(H,Z(K)) δ ∈ AutcK

}
.
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نداشته مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .3.3.2 نتیجه
بنابراین و ، AutcG ∼= Ac دراینصورت باشند.

|AutcG| = |AutcH||AutcK||Hom(H,Z(K))||Hom(K,Z(H))|.

داریم g ∈ G هر براي 12.1.1 لم بنابه دراینصورت θ ∈ AutcG کنیم فرض اثبات.
. g−١θ(g) ∈ Z(G)

θ ∈ AutcG ⊆ AutG چون و میدهیم نشان (h, k) با را g ∈ G پس G = H ×K چون حال
آن در که θ =

(
α β
γ δ

)
∈ A میگیریم نظر در پس AutG ∼= A داریم 2.3.2 قضیه به بنا و

برقرارند: زیر روابط بنابراین .γ ∈ Hom(H,Z(K)) و β ∈ Hom(K,Z(H))

θ ∈ AutcG ⇔ ∀g ∈ G, g−١θ(g) ∈ Z(G)

⇔ (h−١, k−١)(α(h)β(k), γ(h)δ(k)) ∈ Z(H)× Z(K)

⇔ h−١α(h) ∈ Z(H), k−١δ(k) ∈ Z(K)

⇔ α ∈ AutcH, δ ∈ AutcK

⇔ θ ∈ Ac.

مستقیم عامل هیچ K و H آنگاه باشد، ناآبلی محض بطور K و آبلی H اگر .4.3.2 نتیجه
از استفاده با و ، AutG ∼= A داریم 2.3.2 قضیه از استفاده با دراینصورت ندارند. مشترکی

بعلاوه . AutcG ∼= Ac داریم 3.3.2 نتیجه

|AutcG| = |AutcH||AutcK||Hom(H,Z(K))||Hom(K,Z(H))|.
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غیر (گروه K = Q١٢ است، آبلی H = C٢ اینجا در .G = C٢ × Q١٢ کنید فرض مثال.
داریم فوق توجه از استفاده با بنابراین است. ناآبلی محض بطور (١٢ مرتبه از دوري

|AutG| = |AutC٢||AutQ١٢||Hom(C٢, C٢)||Hom(C۴, C٢)| = |D١٢||C٢||C٢| = ۴٨.

مستقیم عامل هیچ K و H که باشد، p-گروه یک G = H ×K کنید فرض .5.3.2 نتیجه
AutK و AutH اگروفقطاگر است p-گروه یک AutG دراینصورت باشند. نداشته مشترکی

باشند. p-گروه دو هر

داریم 2.3.2 قضیه به بنا پس ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H چون اثبات.

|AutG| = |AutH||AutK||Hom(H,Z(K))||Hom(K,Z(H))|. (∗)

مرتبه 26.1.1 گزارهي به بنا دراینصورت باشد p-گروه یک Aut(G) کنیم فرض حال
نیز Aut(K) و Aut(H) مرتبه (∗) رابطه بنابر پس بود. خواهد p اول عدد از توانی Aut(G)

هستند. p-گروه نیز Aut(K) و Aut(H) لذا است p از توانی
توانی آنها مرتبه دراینصورت باشند p-گروه دو هر Aut(K) و Aut(H) کنیم فرض بالعکس،
p-گروه دو هر K و H پس است p-گروه یک G = H ×K فرض به بنا طرفی از است. p از

و Hom(H,Z(K)) ∼= Hom(
H

H ′ , Z(K)) ،19.1.1 لم به بنا هستند.
آبلی Z(H) و K

K ′ ،Z(K) ،H
H ′ گروههاي چون حال . Hom(K,Z(H)) ∼= Hom(

K

K ′ , Z(H))

استفاده با و بنویسیم دوري گروههاي حاصلضرب بهصورت را آنها میتوانیم پس هستند
دو هر Hom(K,Z(H)) و Hom(H,Z(K)) که میگیریم نتیجه 23.1.1 20.1.1و لمهاي از

است. p-گروه نیز AutG (∗) رابطه به بنا نتیجه در هستند. p-گروه

کنید: فرض میگردیم. باز G = H ×K که AutG ساختار به حال
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A =
{(

α ٠
٠ ١

)
: α ∈ AutH

}
,

B =
{(١ β

٠ ١
)

: β ∈ Hom(K,Z(H))
}
,

C =
{(١ ٠

γ ١
)

: γ ∈ Hom(H,Z(K))
}
,

D =
{(١ ٠

٠ δ

)
: δ ∈ AutK

}
,

و C ، B ، A پس است متناهی AutG و بستهاند ضرب به نسبت D و C ، B ، A چون
داشته مشترك مستقیم عامل یک K و H اگر (حتی هستند Aut(G) از زیرگروههایی D

باشند).

ندارند. مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .6.3.2 قضیه

.AD = A×D ⊆ N(C) و AD = A×D ⊆ N(B) بطوریکه ، AutG = ABCD دراینصورت

بالعکس، .ABCD ⊆ AutG هستند، AutG از زیرگروههایی D و C ، B ، A چون اثبات.
(١ − βγ)(h) = ١ زیرا . ١ − βγ ∈ AutH آنگاه ،

(١ β
٠ ١

)
∈ A اگر که کنید توجه ابتدا

بر بنا ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ K و Hچون و βγ(h) = h که میدهد نتیجه
است. AutH به متعلق لذا و است یکبهیک ١− βγ یعنی این .h = ١ داریم 4.2.2 نتیجه

داریم: بنابراین میباشد Hom(K,Z(H)) به −١)متعلق βγ)−١β همچنین
(١ β
γ ١

)
=

(١− βγ ٠
٠ ١

)(
١ (١− βγ)−١β
٠ ١

)(١ ٠
γ ١

)
∈ ABC.

با .θ =

(
α β
γ δ

)
∈ A داریم 2.3.2 قضیه بر بنا باشد شده داده θ ∈ AutG کنید فرض حال

گرفتن نظر در
β∗ = α−١βδ−١ ∈ Hom(K,Z(H))
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داریم فوق نکته به توجه با و
(
α β
γ δ

)
=

(
α ٠
٠ ١

)(١ β∗

γ ١
)(١ ٠

٠ δ

)
∈ A(ABC)D = ABCD,

هر براي میکنند. نرمال را C و B ، Dو A میکنیم ثابت حال .AutG ⊆ ABCD بنابراین
داریم

(١ β
٠ ١

)
∈ B هر براي و

(
α ٠
٠ ١

)
∈ A

(
α ٠
٠ ١

)(١ β
٠ ١

)
=

(
α αβ
٠ ١

)
=

(١ αβ
٠ ١

)(
α ٠
٠ ١

)
∈ B

(
α ٠
٠ ١

)

ترتیب همین به .A ⊆ N(B) بنابراین
(
α ٠
٠ ١

)
∈ N(B) لذا

(
α ٠
٠ ١

)
B = B

(
α ٠
٠ ١

)
پس

.A×D ⊆ N(C) و A×D ⊆ N(B)پس . D ⊆ N(C) و D ⊆ N(B) ، A ⊆ N(C) داریم

مشترکی آبلی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H × K کنید فرض .7.3.2 نتیجه
. A = ABCD صورت دراین ندارند.

نیازي دراینصورت کنیم، استفاده A از AutG بجاي فوق قضیه برهان در است کافی اثبات.
نمیباشد. 2.3.2 قضیه از استفاده به

، AutD٨ ∼= D٨ ،AutQ٨ ∼= S۴ داریم G = Q٨ ×D٨ کنید فرض مثال.
و Hom(D٨, Z(Q٨)) = Hom(

D٨
D′
٨
, C٢) = Hom(C٢ × C٢, C٢) = C٢ × C٢

داریم: بنابراین . Hom(Q٨, Z(D٨)) = Hom(
Q٨
Q′
٨
, C٢) = Hom(C٢ × C٢, C٢) = C٢ × C٢

A ∼= S۴, B ∼= C٢ × C٢, C ∼= C٢ × C٢, D ∼= D٨.

و ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .8.3.2 نتیجه

gcd(|H/H ′|, |Z(K)|) = ١ = gcd(|K/K ′|, |Z(H)|) (∗)
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دراینصورت
AutG = AutH × AutK.

کنیم فرض زیرا . Hom(K,Z(H)) = ١ = Hom(H,Z(K)) داریم اینجا در اثبات.
: داریم h ∈ H هر براي دراینصورت ϕ ∈ Hom(H/H ′, Z(K))

o(ϕ(hH ′))
∣∣∣|Z(K)| , o(ϕ(hH ′))

∣∣∣o(hH ′), o(hH ′)
∣∣∣|H/H ′|

پس
o(ϕ(hH ′))

∣∣∣gcd(|H/H ′|, |Z(K)|) = ١

لذا
o(ϕ(hH ′)) = ١⇒ ϕ(hH ′) = ١⇒ ϕ ≡ ١⇒ Hom(H/H ′, Z(K)) = ١

به . Hom(H,Z(K)) = Hom(H/H ′, Z(K)) = ١ داریم 19.1.1 نتیجهي از استفاده با حال
AutG از C و B زیرگروههاي بنابراین . Hom(K,Z(H)) = ١ که میشود ثابت روش همین

داریم 6.3.2 قضیه بنابر و بدیهیاند دو هر

AutG = AD ∼= AutH × AutK.

برقرار رابطه(∗) Z(H) = ١ و K = K ′ و Z(K) = ١ یا H = H ′ که حالتی در ، ویژه به
برد. بکار را بالا نتیجه میتوان و میشود

مشترکی مستقیم عامل هیچ K = A۴ و H = D٨ که ، G = D٨ × A۴ کنید فرض مثال.
حاصل بهصورت باید شود تجزیه D٨ اگر مثلاً و اند ناآبلی دو هر K = A۴ و H = D٨ ندارند.
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D٨ پس است ممکن غیر این و آبلیاند دو هر که باشد عضوي 4 و 2 زیرگروههاي ضرب
چون و Z(K) = Z(A۴) = ١ طرفی از ندارد. A۴ با مشترکی عامل لذا و است تجزیهناپذیر

داریم A′
۴ = C٢ × C٢ و Z(D٨) = C٢

gcd(|K/K ′|, |Z(H)|) = gcd(٣,٢) = ١

داریم و است برقرار 8.3.2 نتیجه شرایط پس

AutG = AutH × AutK ∼= D٨ × S۴.

و ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .9.3.2 نتیجه
است زیر بهصورت نیممستقیم حاصلضرب یک AutG دراینصورت .Z(K) = ١

AutG ∼= (AutH × AutK)nHom(K/K ′, Z(H)).

نرمال را B ، A × D ، 6.3.2 قضیه از استفاده با و C = ١ پس Z(K) = ١ چون اثبات.
.AutG = ABD ⊆ N(B) پس B ⊆ N(B) بهوضوح همچنین و A×D ⊆ N(B) لذا میکند

و B ▹ AutG بنابراین

AutG = (A×D)nB ∼= (AutH × AutK)nHom(K,Z(H))

داریم 19.1.1 نتیجۀ از استفاده با حال

AutG ∼= (AutH × AutK)nHom(K/K ′, Z(H)).

G٢ = C۴ × S٣ و (H١ = C٢ × C٢, K = S٣) G١ = (C٢ × C٢) × S٣ گروه دو مثال.
دو هر در 9.3.2 نتیجه بگیرید. نظر در هستند ٢۴ مرتبه از که را (H٢ = C۴, K = S٣)
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S ′
٣ = A٣ طرفی از هستند. آبلی H٢ و H١ و Z(K) = Z(S٣) = ١ زیرا میباشد برقرار مورد

: داریم بنابراین .S٣/S ′
٣
∼= C٢ لذا

AutG١ ∼= (AutH١ × AutK)nHom(C٢, C٢ × C٢) ∼= (S٣ × S٣)n (C٢ × C٢)

و
AutG٢ ∼= (AutH٢ × AutK)nHom(C٢, C۴) ∼= (C٢ × S٣)n C٢.

مینامیم. 1 تنهاي گروه یک را G گروه آنگاه ، Z(G) ⊆ G′ اگر .10.3.2 تعریف

نداشته مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H که ،G = H ×K کنید فرض .11.3.2 قضیه
. Z(K) ⊆ K ′ و Z(H) ⊆ H ′ یعنی باشند. تنهاي گروههاي دو هر K و H و باشند

دراینصورت

AutG ∼= (AutH × AutK)n (Hom(K/K ′, Z(H))×Hom(H/H ′, Z(K))).

صورت این در .
(١ ٠
γ ١

)
∈ C و

(١ β
٠ ١

)
∈ B کنید فرض اثبات.

(١ β
٠ ١

)(١ ٠
γ ١

)
=

(١+ βγ β
γ ١

)

١)و ٠
γ ١

)(١ β
٠ ١

)
=

(١ β
γ ١+ γβ

)
.

روش به .βγ = ٠ بنابراین .Imγ ⊆ Z(K) ⊆ K ′ ⊆ Kerβ 17.1.1داریم از استفاده با اما
.BC = CB ∼= B × C درنتیجه .γβ = ٠ که میشود ثابت مشابه

1stem group
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و AD ⊆ N(BC) پس میکند. نرمال را BC ،AD ∼= A×D 6.3.2 قضیه به بنا علاوه به
داریم 6.3.2 قضیه از استفاده با پس BC ⊆ N(BC) بهوضوح

AutG = ABCD ⊂ N(BC)

نتیجه در . BC ▹ AutG بنابراین .

AutG = (AD)n (BC) ∼= (A×D)n (B × C).

هستند. اي تنه گروههاي D٨ و Q٨ که کنید توجه G = Q٨ ×D٨ کنید فرض مثال.
24.1.1 لم به بنا و است آبلی Q٨/Z(Q٨) لذا

∣∣∣Q٨/Z(Q٨)
∣∣∣ = ۴ پس Z(Q٨) = C٢ چون )

برقرار 11.3.2 قضیه شرایط پس (. D′
٨ ⊆ Z(D٨) داریم مشابه بهطور . Q′

٨ ⊆ Z(Q٨) داریم
داریم 23.1.1 و 20.1.1 لمهاي از استفاده با و است.

AutG ∼= (AutQ٨ × AutD٨)n (Hom(Q٨/Q
′
٨, Z(D٨))×Hom(D٨/D

′
٨, Z(D٨)))

∼= (S۴ ×D٨)n (Hom(C٢ × C٢, C٢)×Hom(C٢ × C٢, C٢)

∼= (S۴ ×D٨)n (Hom(C٢, C٢)×Hom(C٢, C٢)× (Hom(C٢, C٢)×Hom(C٢, C٢))

∼= (S۴ ×D٨)n (C٢ × C٢ × C٢ × C٢)



3 فصل
مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي

متناهی گروه چند
فصل مقدمه 1.3

غیرآبلی گروه یک از نسخه n مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي گروه ابتدا فصل این در
از مجموعهاي با یکریخت خودریختیها گروه میدهیم نشان مییابیم. را تجزیهناپذیر
سپس میباشد. هستند، مستقیم عامل n بین همریختیهاي که درایههایی با ماتریسها
K و H که ، Aut(H ×K) روي 1 کاران و بیدول از اي نتیجه تعمیم با همراه را تعریف این
یک براي را مرتبه و ساختار قضایاي تا میبریم بهکار ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ
گرفته نظر در گروههاي تمام نیز فصل این در آوریم. بهدست دلخواه مستقیم حاصلضرب

میباشند. [12] براساس فصل این مطالب و هستند متناهی شده
شد. مطالعه 2 فصل در Kو H متناهی گروه دو مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي گروه
نداشته مشترکی مستقیم عامل هیچ K و H و G = H ×K اگر که دادیم نشان جا آن در

آنگاه باشند

AutG ∼= A =
{(

α β
γ δ

)
:

α ∈ AutH β ∈ Hom(K,Z(H))
γ ∈ Hom(H,Z(K)) δ ∈ AutK

}
1Bidwell,Curran
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مستقیم حاصلضرب ، (n > ١) ، G = Hn وقتی AutG از توصیفی اولیه نتایج عنوان به
قرار با n = ٢ حالت میآوریم. بهدست است، H ناآبلی تجزیهناپذیر گروه یک از نسخه n

میآید. بهدست 2 فصل در شده مطالعه گروههاي در K = H دادن
باشیم. داشته وکار سر نشدیم جه موا 2 فصل در که پیچیدگی دو با باید ما کلی nیک براي
مستقیم عوامل که خودریختیهاي باید دوماً و کنیم کار n× n ماتریسهاي روي باید اولاً
حاصلضرب یک AutG که میدهند نشان ما اصلی نتایج بگیریم. نظر در میکند جابهجا را

و است Sn متقارن گروه در ماتریسی گروه یک از نیممستقیم

|AutG| = |AutH|n|Hom(H,Z(H)|n٢−nn!.

متناهی مستقیم حاصلضرب یک خودریختیهاي گروه فصل، این اصلی نتیجه عنوان به
و غیریکریخت همگی Hiها که میکنیم توصیف را G = H

β١
١ × · · · × Hβn

n مانند دلخواه
. (١ ≤ i ≤ n) βi ≥ ١ و تجزیهناپذیرند

مقدماتی نتایج 2.3
ما که کنید توجه باشد. Hi روي شرطی هیچ بدون ، G = H١ × · · · × Hn کنید فرض
بهطوريکه بنویسیم [αij]n×n ماتریس یک بهصورت را G از ϕ درونریختی هر میتوانیم
مستقیم عامل نشاندن تابع و طبیعی تصویر تابع ترتیب به ej و πi آن در که ، αij = πiϕej

توسط ϕ تحت ، (h١, . . . , hn) عنصر یک تصویر . αij ∈ Hom(Hj, Hi) بنابراین هستند. Hj

میآید. بهدست [αij]n×n ماتریس در (h١, . . . , hn)
T ستونی بردار چپ از ضرب

واقع در .i = ١,٢ که ، [Imαi١, Imαi٢] = ١ آنگاه n = ٢ اگر که دادیم نشان 2 فصل در
میآید. بهدست زیر لم و مییابد تعمیم n هر براي آسانی به نتیجه این
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که ، EndG ∼= M دراینصورت ، G = H١ × · · · ×Hn کنید فرض .1.2.3 لم

M =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;
αij ∈ Hom(Hj, Hi), [Imαij١ , Imαij٢ ] = ١,

∀i, j١, j٢; j١ ̸= j٢


همریختی دو جمع علاوه به است، ماتریسها معمولی ضرب همان M در ضرب و

همان α, β ∈ Hom(Hj, Hi) ضرب و (α+β)(x) = α(x)β(x) بهصورت α, β ∈ Hom(Hj, Hi)

است. β با α ترکیب

تابع ej و Hi به G از تصویر تابع πi آن در که ، αij = πiϕej و ϕ ∈ EndG کنیم فرض اثبات.
داریم: است. G در Hj مستقیم عامل نشاندن

ϕ(١, . . . , hj١ ,١, . . . ,١, hj٢ , . . . ,١) = ϕ(١, . . . ,١, hj١ ,١, . . . ,١)ϕ(١, . . . ,١, hj٢ ,١, . . . ,١)

= (α١j١(hj١), . . . , αnj١(hj١))(α١j٢(hj٢), . . . , αnj٢(hj٢))

= (α١j١(hj١)α١j٢(hj٢), . . . , αnj١(hj١)αnj٢(hj٢)).

طرفی از

ϕ(١, . . . , hj١ ,١, . . . ,١, hj٢ , . . . ,١) = ϕ(١, . . . ,١, hj٢ ,١, . . . ,١)ϕ(١, . . . ,١, hj١ ,١, . . . ,١)(1.3)

= (α١j٢(hj٢)α١j١(hj١), . . . , αnj٢(hj٢)αnj١(hj١)).

داریم ،(j١ ̸= j٢) ، i, j١, j٢ هر براي لذا

[Imαij١ , Imαij٢ ] = ١

زیر بهصورت را f : EndG → M نگاشت حال . EndG ⊆ M نتیجه در و ϕ ∈ M پس
کنیم: تعریف

f(θ) =

α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn
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هر براي حال است. 1.1.2 قضیه برهان مشابه f بودن یکبهیک و همریختی بررسی

تعریف زیر بهصورت را θ : G → G نگاشت ، (h١, . . . , hn) ∈ G و
α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ∈ M

میکنیم

θ(h١, . . . , hn) =

α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn


h١...
hn


زیرا: است G از درونریختی یک θ

θ(h١, . . . , hn)θ(h
′
١, . . . , h

′
n) =

α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn


h١...
hn


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn


h′

١...
h′
n


= (α١١(h١) . . . α١n(hn), . . . , αn١(h١) . . . αnn(hn))(α١١(h

′
١) . . . α١n(h

′
n), . . . , αn١(h

′
١) . . . αnn(h

′
n))

= (α١١(h١) . . . α١n(hn)α١١(h
′
١) . . . α١n(h

′
n), . . . , αn١(h١) . . . αnn(hn)αn١(h

′
١) . . . αnn(h

′
n))

= (α١١(h١h′
١) . . . α١n(hnh

′
n), . . . , αn١(h١h′

١) . . . αnn(hnh
′
n))

=

α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn


h١h′

١...
hnh

′
n

 = θ(h١h′
١, . . . , hnh

′
n)

. EndG ∼= M لذا و پوشاست f پس . f(θ) =
α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 داریم و

نداشته مشترك مستقیم عامل (١ ≤ i ≤ n) Hiها از تا دو هیچ که میکنیم فرض حال
میآوریم. بهدست را 2 فصل در 2.3.2 قضیه از زیر تعمیم و باشند

مستقیم عامل Hiها از جفت هیچ که G = H١ × · · · × Hn کنیم فرض .2.2.3 قضیه
آن در که AutG ∼= A دراینصورت ندارند. مشترك

A =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

 .
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دنبال n روي استقرا به را برهان است. Hiها تعداد n که A = An میدهیم قرار اثبات.
داریم: 2.3.2 قضیه به بنا آنگاه ،G = H١ ×H٢ یعنی n = ٢ اگر میکنیم.

AutG ∼= A٢ =

{(
α١١ α١٢
α٢١ α٢٢

)
;αij ∈

{
AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

}
.

باشیم داشته K = H١ × · · · ×Hn−١ براي کنیم فرض

AutK ∼= An−١ =


 α١١ . . . α١(n−١)... . . . ...
α(n−١)١ . . . α(n−١)(n−١)

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

.


داریم .K = H١ × · · · ×Hn−١ آن در که G = K ×Hn کنیم فرض حال

AutG ∼=
{(

α β
γ δ

)
:
α ∈ AutK β ∈ Hom(K,Z(Hn))
γ ∈ Hom(Hn, Z(K)) δ ∈ AutHn

}
استقرا فرض به بنا پس ،α ∈ AutK = Aut(H١ × · · · ×Hn−١) اما

α =

 α١١ . . . α١(n−١)... . . . ...
α(n−١)١ . . . α(n−١)(n−١)

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

.

طرفی از
β ∈ Hom(K,Z(Hn)) = Hom(H١ × · · · ×Hn−١, Z(Hn))

= Hom(H١, Z(Hn))× · · · ×Hom(Hn−١, Z(Hn))

داریم: پس

β =


α١n
α٢n...

α(n−١)n

 ;αin ∈ Hom(Hi, Z(Hn)).

همچنین

γ ∈ Hom(Hn, Z(K)) = Hom(Hn, Z(H١ × · · · ×Hn−١))

= Hom(Hn, Z(H١)× · · · × Z(Hn))

= Hom(Hn, Z(H١))× · · · ×Hom(Hn, Z(Hn))
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لذا

γ =
(
αn١ αn٢ . . . αn(n−١)

)
;αni ∈ Hom(Hn, Z(Hi)) i = ١, . . . , n− ١.

داشت خواهیم δ = αnn فرض با بنابراین

AutG ∼=
{(

α β
γ δ

)
:
α ∈ AutK β ∈ Hom(K,Z(Hn))
γ ∈ Hom(Hn, Z(K)) δ ∈ AutHn

}

∼=




 α١١ . . . α١(n−١)... . . . ...
α(n−١)١ . . . α(n−١)(n−١)




α١n
α٢n...

α(n−١)n

(
αn١ αn٢ . . . αn(n−١)

)
αnn

 : αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j


∼=


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

 = An.

. AutG ∼= A داریم و میشود کامل استقرا ترتیب این به

یک با را θ ∈ AutG هر و G = H١ × · · · × Hn میکنیم فرض بخش این سراسر در
میگیریم. نظر در M در ماتریس

(١ ≤ i, j ≤ n) براي آن در که θ = (αij) کنید فرض بالا توضیحات به توجه با .3.2.3 لم
. Hi =

∏
j Imαij ، i هر براي دراینصورت . αij ∈ Hom(Hj, Hi) ،

(h١, . . . , hn) ∈ G عضو (h′
١, . . . , h

′
n) ∈ G هر براي پس پوشاست θ : G → G چون اثبات.

بهطوريکه است موجود

θ(h١, . . . , hn) = (h′
١, . . . , h

′
n)

یعنی این α١١و . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn


h١...
hn

 =

h′
١...

h′
n
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لذا
α١١(h١) . . . α١n(hn) = h′

١...
αn١(h١) . . . αnn(hn) = h′

n

. Hi =
∏

j Imαij ، i هر براي نتیجه در . h′
i =

∏
j αij(hj) ، h′

i ∈ Hi هر براي پس

(١ ≤ i ≤ n) i هر براي دراینصورت . θ−١ = (α′
ij) و θ = (αij) کنید فرض .4.2.3 لم

داریم:
∑n

j=١ α
′
ijαji = ١ .1

∑n
j=١ αijα

′
ji = ١ .2

و θθ−١ = ١ اینکه و همانی ماتریس بهصورت همانی خودریختی گرفتن درنظر با اثبات.
داریم θ−١θ = ١

θ−١θ =

α′
١١ . . . α′

١n... . . . ...
α′
n١ . . . α′

nn


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 =


∑n

j=١ α
′
١jαj١ . . .

∑n
j=١ α

′
١jαjn... . . . ...∑n

j=١ α
′
njαj١ . . .

∑n
j=١ α

′
njαjn



=

١ . . . ٠... . . . ...
٠ . . . ١


است. مشابه 2 برهان است. برقرار حکم اصلی، قطر روي درایههاي به توجه با

γ′ = α′
٢١, β

′ = , δ = α٢٢, γ = α٢١, β = α١٢, α = α١١ فرض با n = ٢ حالت در
بود: خواهد زیر بهصورت فوق لم δ′ = α′

٢٢ و α′
١٢, α

′ = α′
١١,

α′α + β′γ = ١, γ′β + δ′δ = ١ .1

αα′ + βγ′ = ١, γβ′ + δδ′ = ١ .2
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میباشند. 5.2.2 لم در (iv)′, (iv), (i)′, (i) خواص همان دقیقاً که
میباشد. 7.2.2 قضیه تعمیمیاز که داریم زیر کاربردي لم به نیاز همچنین ما

، ١ ≤ i,m ≤ n براي کنیم فرض .5.2.3 لم

σi,m =
n∑

j=١
j ̸=m

α′
ijαji , σ′

i,m =
n∑

j=١
j ̸=m

αijα
′
ji.

. Imσ
′r
i,m EHi و Imσr

i,m EHi ، r مثبت صحیح عدد هر براي دراینصورت

از و ∑n
j=١ α

′
ijαji(x) = x داریم ،1 قسمت 4.2.3 لم بنابر ، x ∈ Hi کنید فرض اثبات.

داریم 1.2.3 لم در جابهجایی خاصیت

α′
imαmi(x)

n∑
j=١
j ̸=m

α′
ijαji(x) = x

لذا
α′
imαmi(x)σi,m(x) = x. (∗)

داریم j١ ̸= j٢ براي چون . x∗ = α′
imαmi(x) که x = x∗σi,m(x) میدهیم قرار حال

هر براي و [Imσi,m, x
∗] = ١ پس .[Imσi,m, Imα′

imαmi] = ١ لذا [Imα′
ij١
, Imα′

ij٢
] = ١

داریم x, y ∈ Hi

σi,m(y)
x = σi,m(y)

x∗σi,m(x) = σi,m(y)
σi,m(x) = σi,m(y

x).

داشت خواهیم (∗) در x جاي به σi,m(x) قراردادن با حال . Imσi,m EHi دیگر، عبارت به
بنابراین . .x∗∗ = α′

imαmiσi,m(x) که ، σi,m(x) = σ٢i,m(x)x
∗∗

x = x∗σi,m(x) = σi,m(x)x
∗ = σ٢i,m(x)x

∗∗x∗.
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یعنی این و [Imσi,m, α
′
imαmiσi,m(x)] = ١ لذا [Imσi,m, Imα′

imαmi] = ١ چون اما
داریم پس . [Imσi,m, x

∗∗] = ١

σ٢i,m(y)
x = σ٢i,m(y)

σ٢i,m(x)x∗∗x∗
= σ٢i,m(y)

σ٢i,m(x) = σ٢i,m(y
x).

صحیح عدد هر براي که میدهد نتیجه استقرایی بهطور فرآیند این . Imσ٢i,mEHi نتیجه در
است. اوّل قسمت مشابه دوّم قسمت اثبات . Imσr

i,m EHi ، r مثبت

Hn فرم به ناآبلی گروههاي مستقیم حاصلضرب 3.3
تجزیهناپذیر ناآبلی گروه با یکریخت همگی Hiها که ، G = Hn = H١×· · ·×Hn کنید فرض

میگیریم درنظر زیر بهصورت را A هستند. H

A =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

}
.

میکنیم: تعریف را AutHn از زیر زیرگروه همچنین

{
σ̄ : Hn → Hn; σ̄(h١, . . . , hn) = (hσ(١), . . . , hσ(n)), σ ∈ Sn

}
تعریف طوري Sn به فوق مجموعه از را ϕ کافیاست زیرا است یکریخت Sn با فوق گروه زیر
Sn با را زیرگروه این ما بیاید ابهامیپیش اینکه بدون ببرد. آن نظیر σ به را σ̄ هر که کنیم

میدهیم. نمایش

. A ∩ Sn = ١ داریم فوق توضیحات به توجه با .1.3.3 لم

ماتریس یک بهصورت میتوان را فوق مجموعه از σ̄ خودریختی هر که دانیم می اثبات.
و Hi به G از تصویر تابع πi آن در که نوشت βij = πiσ̄ej درایههاي با [βij]n×n مانند n× n
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داریم و βij ∈ Hom(Hj, Hi) بنابراین است. G در Hj مستقیم عامل نشاندن تابع ej

βij(hj) = πiσ̄ej(hj) = πiσ̄(١, . . . , hj, . . . ,١) = πi(δσ(١)jhj, δσ(٢)jhj, . . . , δσ(n)jhj)

= δσ(i)jhj =

{ ٠ σ(i) ̸= j
hj σ(i) = j

است زیر شکل به σ̄ با متناظر ماتریس و βij = δσ(i),j ١,(١)δσپس . . . δσ(١),n... . . . ...
δσ(n),١ . . . δσ(n),n


صفر یک حداقل درغیراینصورت است، همانی ماتریس فوق ماتریس باشد همانی σ اگر
متعلق اصلی قطر روي درایههاي A مجموعه در تعریف به توجه با اما دارد. اصلی قطر روي
A و Sn مشترك عضو تنها لذا و باشند صفر نمیتوانند پس هستند پوشا لذا و AutH به

است. همانی ماتریس

. Sn ⊂ N(A) .2.3.3 لم

هر در σ̄ که بگوییم میتوانیم آمد بدست قبل لم در σ̄ هر براي که نمایشی به توجه با اثبات.
سطرها کردن جابهجا از σ پس هستند. صفر درایهها بقیه و دارد 1 یک فقط ستون و سطر
مقدماتی سطري اعمال سري یک اگر یعنی میآید، بهدست همانی ماتریس ستونهاي یا
σ̄ = E١E٢ . . . En لذا میآید. بهدست σ̄ شود انجام همانی ماتریس روي سطرها جابهجایی
داریم و هستند مقدماتی سطري عمل هر با متناظر مقدماتی سطري ماتریسهاي Eiها که
سطري ماتریس هر معکوس چون است، Ei همان E−١

i اما . σ̄−١ = E−١
n E−١

n−١ . . . E
−١
١

میشود. خودش مقدماتی
داریم θ ∈ A هر براي بنابراین

σ̄−١θσ̄ = E١E٢ . . . EnθE
−١
n . . . E−١

٢ E−١
١
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با باشد، j-ام و i-ام سطر کردن جابهجا عمل با متناظر مقدماتی سطري ماتریس Ei اگر
از E−١

i ضرب با و شده جابهجا هم با θ j-ام و i-ام سطر θ ماتریس در چپ از Ei ضرب
قطر روي درایههاي اما میشود. جابهجا هم با θ j-ام و i-ام ستون θ ماتریس در راست
درایهها سایر و هستند AutH به متعلق و میمانند باقی اصلی قطر روي همچنان اصلی
هم باز σ̄−١θσ̄ لذا و میباشند Hom(H,Z(H)) به متعلق همچنان نیز میشوند جابهجا که

میکند. نرمال را A ،Sn درنتیجه بود. خواهد A از عضوي

کنید فرض و باشد تجزیهناپذیر ناآبلی گروه یک H کنیم فرض .3.3.3 قضیه
ویژه به و AutG = Ao Sn دراینصورت . G = Hn = H١ × · · · ×Hn

|AutG| = |AutH|n|Hom(H,Z(H))|n٢−nn!.

هر براي میدهیم. Mنشان ماتریسدر یک با را θ قبل مثل و θ ∈ AutG فرضکنیم اثبات.
میشوند. جابهجا متفاوت jهاي براي αij تصاویر M تعریف طبق و Hi =

∏
j Imαij ثابت، i

فرض باشد. ناآبلی گروه یک باید Imαijها از یکی پسحداقل است ناآبلی H چون طرفی از
داریم k ∈ K هر براي 2 قسمت 4.2.3 از است. ناآبلی K که Imαim = K که کنید n∑

j=١
αijα

′
ji

 (k) = k

است. شده تعریف 5.2.3 در که است همان σ′
i,m که σ′

i,m(k)αimα
′
mi(k) = k بهعبارتی یا

. [Imαij, K] = ١ لذا . [Imαij, Imαim] = ١ داریم j ̸= m براي و σ′
i,m(k) ∈ K بنابراین

σ′
i,m(k) ∈ Z(K) لذا و میگیرد قرار CHi

(K) در σ′
i,m(k) بنابراین . Imαij 6 CHi

(K) پس
که نوشت k = zαimα

′
mi(k) بهصورت را K غیرآبلی گروه از k عنصر هر میتوان .چون

ناآبلی باید Imαimα
′
mi 9.1.1 لم به بنا لذا K = Z(K)Imαimα

′
mi پس z = σ′

i,m(k) ∈ Z(K)
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است. K̂ مانند دیگري ناآبلی گروه با یکریخت Imα′
mi نتیجه در باشد.

داریم 1 قسمت از4.2.3 ،x ∈ Kerαim کنیم فرض حال n∑
j=١

α′
mjαjm

 (x) = x

بنابراین α′
miαim(x) = ١ پس αim(x) = ١ چون و

σm,i(x) =

 n∑
j=١
j ̸=i

α′
mjαjm

 (x) = x.

قضیه از استفاده با و Imσr
m,i E Hm ،r صحیح عدد هر براي که میدهد نتیجه 5.2.3 لم

تجزیهناپذیر H چون حال . Hm = Kerσt
m,i×Imσt

m,i داریم ، t صحیح عدد یک براي 1.2.2
باشد. بدیهی باید Imσt

m,i و Kerσt
m,i از یکی پس است

و Imσt
m,i ≤ Imσm,i داریم اما است. خودریختی یک σt

m,i آنگاه ، Kerσt
m,i = ١ اگر

. [Imσm,i, Imα′
mi] = [Imσm,i, K̂] = ١

دراینصورت چون باشد Hm برابر نمیتواند Imσm,i که میگیریم نتیجه فوق رابطه از
چون است غیرممکن این که K̂ ≤ Z(Hm) لذا و شود جابهجا K̂ ناآبلی گروه با Hm باید
پس نمیباشد. خودریختی لذا و نیست پوشا σm,i بنابراین است. ناآبلی K̂ و آبلی Z(Hm)

داریم و است برقرار Imσt
m,i = ١ نتیجه در نمیباشد. خودریختی نیز σt

m,i

x = σm,i(x) = σm,i(σm,i(x)) = · · · = σt
m,i(x) = ١.

هست. نیز پوشا αim لذا متناهیاند، گروهها چون و Kerαim = ١ پس
است ناآبلی H گروه و شوند جابهجا باید سطر هر در ها αij تصویر M تعریف به بنا چون
H با باید نیز درایهها بقیه تصاویر دارد. وجود θ سطر هر در پوشا عنصر یک دقیقاً پس
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همریختیهایی درایهها باقیمانده لذا باشند. Z(H) مجموعههاي زیر باید پس شوند جا جابه
میباشند. H مرکز بهتوي

داریم 2 قسمت 4.2.3 لم گرفتن نظر در با

αi١α
′
١i + · · ·+ αinα

′
ni = ١ (∗)

Z(Hi) به همریختیهایی آنها از یکی شاید بجز سطر یک درایههاي همهي که میدانیم
پوشا αim که کنید فرض میگیرند). قرار Hom(Hj, Z(Hi)) در αijها از تا n− ١ ) هستند
با میگیرند. قرار Hom(Hj, Z(Hi)) در فوق جملهي امین - m جز به همه بنابراین باشد،

که αimα
′
mi(h) = hϕ(h) بنویسیم میتوانیم (∗) رابطه از استفاده

Hi چون که میگیریم نتیجه 15.1.1 لم از استفاده با . ϕ = −σ′
i,m ∈ Hom(Hi, Z(Hi))

پوشاست. لذا و یکبهیک α′
mi بنابراین αimα

′
mi ∈ AutHi لذا ندارد، آبلی مستقیم عامل هیچ

از ستون هر پس باشد. چنین باید نیز α′
ji باشد پوشا αij اگر که دادهایم نشان اینجا تا

ماتریس که کنیم ثابت میتوانیم بنابراین باشد. پوشا درایۀ یک حداقل شامل باید θ−١

(براي است ستون هر در پوشا درایۀ یک و سطر هر در پوشا درایهي یک دقیقاً شامل θ

باید نیستند پوشا که درایهها بقیه که میدانیم و کنید) عوض را θ−١ و θ جاي منظور این
باشند. مرکزي همریختیهایی

یک بنابراین میکند. جابهجا را θ ستونهاي θ ماتریس در σ ∈ Sn راست از ضرب
لم به بنا علاوه به و AutG = A.Sn نتیجه در . θσ ∈ A بهطوريکه دارد وجود σ ∈ Sn

به توجه با نیز مرتبه فرمول .AutG = A o Sn بنابراین میکند. نرمال را A ، Sn ، 2.3.3
میآید. بهدست A ساختار

|AutG| = |A||Sn| = |AutH|n|Hom(H,Z(H))|n٢−nn!.
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،Hom(D٨, Z(D٨)) ∼= C٢
٢ و AutD٨ ∼= D٨ داریم . G = D٨ ×D٨ ×D٨ کنید فرض مثال.

داریم قبل قضیه به بنا بنابراین
|AutG| = |AutH|n|Hom(H,Z(H))|n٢−nn! = ٨٣۴۶٣! = ١٢,۵٨٢,٩١٢.

دراینصورت .Hom(H,Z(H)) = ١ که G = Hn کنید فرض .4.3.3 نتیجه
. |AutG| = |AutH|nn! لذا و AutG = (AutH) ≀ Sn

بدیهی θ اصلی قطر خارج درایههاي ،Hom(H,Z(H)) = ١ چون θ ∈ A هر براي اثبات.
حاصلضرب تعریف و 3.3.3 قضیه به توجه با حال .A ∼= (AutH)n بنابراین هستند.

داریم نیممستقیم

AutG = Ao Sn = (AutH)n o Sn = AutH ≀ Sn

. |AutG| = |AutH|n|Sn| = |AutH|n|n! بنابراین .

نتیجه Z(S۴) = ١ چون فوق رابطه در H = S۴ دادن قرار با . G = S۴۴ کنید فرض مثال.
. AutG = S۴ ≀ S۴ داریم AutS۴ = S۴ چون و میشود برقرار

. |AutG| = ۴!۴۴! = ٧,٩۶٢,۶٢۴ داریم بعلاوه و

نیستند. مرکزي خودریختی {σ̄;σ ∈ Sn, σ ̸= ١} یعنی Sn در نابدیهی عناصر .5.3.3 لم

، σ(١) = t١ فرض با σ̄ ∈ {σ̄;σ ∈ Sn, σ ̸= ١} هر و x = (x١, . . . , xn) ∈ G هر براي اثبات.
داریم σ(n) = tn و . . . ، σ(٢) = t٢

x−١σ̄(x) = (x١, . . . , xn)
−١(

δσ(١),١ . . . δσ(١),n... . . . ...
δσ(n),١ . . . δσ(n),n


x١...
xn

)
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= (x−١
١ (δσ(١),١x١ . . . δσ(١),nxn), . . . , x

−١
n (δσ(n),١x١ . . . δσ(n),nxn))

= (x−١
١ xt١ , . . . , x

−١
n xtn)

میگیریم درنظر طوري را x′ ∈ G حال .ti ̸= i بهطوریکه است موجود اي iپس σ ̸= ١ چون
فوق رابطهي طبق بنابراین میگیریم. درنظر ١ را ′xها

i بقیه و h ̸∈ Z(Hi) و x′
ti
= h که

پس h ̸∈ Z(Hi) چون و است ام i مولفه در h که x′−١σ̄(x′) = (١, . . . ,١, h,١, . . . ,١) داریم
. σ̄ ̸∈ Autc(G) نتیجه در . x′−١σ̄(x′) ̸∈ Z(G)

داریم 5.3.3 لم و 3.3.3 قضیه به توجه با حال . Autc(G) ≤ Aut(G) میدانیم
کنیم. مشخص نیز را Autc(G) ساختار میتوانیم بهعلاوه و . Autc(G) ≤ A

دراینصورت است. تجزیهناپذیر و ناآبلی H که G = Hn کنیم فرض .6.3.3 نتیجه

Autc(G) ∼= Ac =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

Autc(Hi) i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

 .

مولفه i-امین دراینصورت .hi ∈ Hi که g = (h١, . . . , hn) ∈ G و θ ∈ A کنیم فرض اثبات.
است زیر بهصورت g−١θ(g)

h−١
i (αi١(h١)αi٢(h٢) . . . αin(hn)) = h−١

i (αii(hi)Πiαij(hj)) = h−١
i (αii(hi)z)

لذا h−١
i αii(hi) ∈ Z(Hi) ،پس αii ∈ Autc(Hi) اما . z = Πiαij(hj) ∈ Z(Hi) که
است. Z(Hi) به متعلق g−١θ(g) مولفه i-امین پس h−١

i (αii(hi)z) ∈ Z(Hi)

. Ac ⊂ AutcG نتیجه در . θ ∈ AutcG بنابراین . g−١θ(g) ∈ Z(G) پس
بهطوریکه دارد وجود ، (١ ≤ i ≤ n) ، i پس θ ̸∈ Ac کنید فرض بالعکس

فرض با . h−١
i αii(hi) ̸∈ Z(Hi) بهطوریکه دارد وجود hi ∈ Hi پس . αii ̸∈ Autc(Hi)
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که داریم هستند ١ مولفهها بقیهي و hi آن i-ام مولفه که g = (١, . . . ,١, hi,١, . . . ,١)

بنابراین نیست. Z(Hi) به متعلق h−١
i (αii(hi)Πiαij(hj)) یعنی g−١θ(g) مولفه i-امین

.Autc(G) ⊂ Ac نتیجه در . θ ̸∈ AutcG پس . g−١θ(g) ̸∈ Z(G)

اي مجموعه Aij که میکنیم توصیف را A از (١ ≤ i, j ≤ n)Aij زیرگروه n٢ همچنین ما
و Hom(Hj, Z(Hi) به متعلق باشد i ̸= j اگر آنها (i, j) درایه که است n×n ماتریسهاي از
غیر در و 1 باشند اصلی قطر روي اگر درایهها سایر و است AutHi به متعلق باشد i = j اگر
باشد i ̸= j اگر و Aii

∼= Aut(Hi) آنگاه باشد i = j اگر پس میگیریم. نظر در صفر اینصورت
هیچ K و H که ،G = H×K اگر دادیم نشان 6.3.2 قضیه در .Aij

∼= Hom(Hj, Z(Hi)) آنگاه
،B ∼= Hom(K,Z(H)) ،A ∼= AutH که ،A = ABCD آنگاه ندارند مشترکی مستقیم عامل
هیچ K و H که این و 5.2.2 لم از آنجا در اثبات براي .D ∼= AutK و C ∼= Hom(H,Z(K))

تجزیهناپذیر و ناآبلی H چون اینجا در شد. استفاده نداشتند، مشترکی آبلی مستقیم عامل
داریم بنابراین میباشد. برقرار نیز G = H ×H براي 7.3.2 نتیجه پس است.

A = ABCD = A١١A١٢A٢١A٢٢

شود. برقرار n هر براي استقرایی بهطور میتواند فرآیند این واقع در .

و G = Hn = H١ × · · · ×Hn کنیم فرض .7.3.3 لم

An =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

AutHi i = j
Hom(Hj, Z(Hi)) i ̸= j

}
.

داریم دراینصورت

An = A١١ . . . A١nA٢١ . . . An١A٢٢ . . . A٢nA٣٢ . . . An٢ . . . Ann
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است. برقرار رابطه n = ٢ براي فوق توضیحات بنابه میکنیم. ثابت n روي استقرا به اثبات.
آنگاه G = Hn−١ = H١ × · · · ×H(n−١) اگر یعنی باشد، برقرار n− ١ براي کنیم فرض

A(n−١) = A١١ . . . A١(n−١)A٢١ . . . A(n−١)١A٢٢ . . . A٢(n−١)A٣٢ . . . A(n−١)٢ . . . A(n−١)(n−١)

عناصر حال . G = Hn = K ×Hn دراینصورت K = H١ × · · · ×H(n−١) کنیم فرض حال
١× (n−١) ، (n−١)×١ ، (n−١)× (n−١) بلوکی ماتریسهاي بهصورت میتوان را An

گرفت. نظر زیردر بهصورت ١× ١ و
 α١١ . . . α١(n−١)... . . . ...
α(n−١)١ . . . α(n−١)(n−١)


 α١n...
α(n−١)n

[
αn١ . . . αn(n−١)

] [
αnn

]


از ترتیب به که باشند n× n ماتریسهاي از مجموعههایی D̄ و C̄ ، B̄ ، Ā کنیم فرض حال
فوق ١× ١ و ١× (n− ١) ، (n− ١)× ١ ، (n− ١)× (n− ١) بلوکی ماتریسهاي توسیع
و یک باشند اصلی قطر روي اگر را باقیمانده درایههاي که ترتیب این به میآیند بهدست

فرض به بنا پس میگذاریم. صفر اینصورت غیر در

Ā = An−١ = A١١ . . . A١(n−١)A٢١ . . . A(n−١)١A٢٢ . . . A٢(n−١)A٣٢ . . . A(n−١)٢ . . . A(n−١)(n−١)

C̄ = An١An٢ . . . An(n−١) ، B̄ = A١n . . . A١(n−١) داریم ماتریسها خاصیتضرب به توجه با طرفی از
داریم 6.3.2 قضیه و فرض از استفاده با پس . D̄ = Ann و

An = ĀB̄C̄D̄

= A١١ . . . A١(n−١)A٢١ . . . A(n−١)١A٢٢ . . . A٢(n−١)A٣٢ . . . A(n−١)٢ . . . A(n−١)(n−١)

(An١An٢ . . . An(n−١))(A١nA٢n . . . A(n−١)n)Ann

= A١١ . . . A١nA٢١ . . . An١A٢٢ . . . A٢nA٣٢ . . . An٢ . . . Ann
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جابهجا نقطهبهنقطه Ajj و Aii زیرگروههاي (١ ≤ i, j ≤ n)i ̸= j که j و i هر براي
با یکریخت که است A از زیرگروهی A١١ × · · · × Ann بنابراین میشوند،

AutH١ × · · · × AutHn
∼= (AutH)n

میباشد.

مجموعه A از A١١ × · · · × Ann زیرگروه .8.3.3 لم

D = {a = (αij) ∈ A : αkk = ١,∀k,١ ≤ k ≤ n}

میکند. نرمال را

هر و a =


α١١ ٠ . . . ٠
٠ α٢٢

...... . . . ٠
٠ . . . ٠ αnn

 ∈ A١١ × · · · × Ann هر براي اثبات.

داریم b =


١ α١٢ . . . α١n

α٢١ ١ ...... . . . α(n−١)n
αn١ . . . αn(n−١) ١

 ∈ D

a−١ba =


α−١
١١ ٠ . . . ٠
٠ α−١

٢٢
...... . . . ٠

٠ . . . ٠ α−١
nn



١ α١٢ . . . α١n

α٢١ ١ ...... . . . α(n−١)n
αn١ . . . αn(n−١) ١



α١١ ٠ . . . ٠
٠ α٢٢

...... . . . ٠
٠ . . . ٠ αnn



=


١ α−١

١١α١٢α٢٢ . . . α−١
١١α١nαnn

α−١
٢٢α٢١α١١ ١ ...... . . . α−١

(n−١)(n−١)α(n−١)nαnn

α−١
nn αn١α١١ . . . α−١

nn αn(n−١)α(n−١)(n−١) ١

 ∈ D

میکند. نرمال را D مجموعهي فوق زیرگروه بنابراین
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است. A از زیرگروه یک D مجموعهي آنگاه باشد، تنهاي گروه یک H اگر .9.3.3 لم

است. بسته ماتریسی ضرب عمل به نسبت D مجموعهي دهیم نشان است کافی اثبات.
Aij از عنصر یک ضرب میشوند. جابهجا نقطهبهنقطه Akl و Aij زیرگروههاي ، j ̸= k براي
ij مکانهاي در همانی ماتریس از متفاوت درایههاي با ماتریس یک Ajk از عنصر یک در
تنها i ̸= j براي علاوه به میمانند. باقی 1 اصلی قطر روي درایههاي و میدهد jk و ik و
مکان در درایه یک ضرب توسط دارد اصلی قطر روي غیربدیهی درایههاي که ممکن ضرب
αij ∈ Hom(Hj, Z(Hi)) اگر خاصتر بهطور میآید. بهدست ji مکان در درایه یک در ij

آنگاه باشد، Aji از درایه ji-امین ، αji ∈ Hom(Hi, Z(Hj)) و باشد Aij از درایه ij-امین ،
بود. خواهد ١+ αijαji ،AijAji درایهي ii-امین

داریم است Imαij ⊂ Z(Hi) چون [a, b] ∈ H ′
j هر براي

αij([a, b]) = αij(a
−١b−١ab) = αij(a

−١)αij(b
−١)αji(a)αij(b) = ١

داریم است اي تنه گروه یک H چون حال . H ′ ≤ Kerαij نتیجه در [a, b] ∈ Kerαij لذا
و (i ̸= j) ، j و i هر براي بنابراین . Imαji ≤ Kerαij لذا .Z(H) ≤ H ′ = H ′

j ≤ Kerαij

ضرب عمل به نسبت D مجموعۀ پس . αijαji = ٠ داریم αji و αij مرکزي همریختی هر
بود. خواهد A از زیرگروه یک D لذا و است بسته ماتریسی

جابهجا نقطهبهنقطه Ajk و Aij مثلاً قطري غیر مجزاي زیرگروه دو هر مورد این در
گروه یک H اگر واقع در میرود. بین از ik مکان در حاصلضرب عبارت زیرا شد. خواهند
با یکریخت D میشوند، جابهجا قطري غیر زیرگروههاي همهي چون آنگاه باشد، اي تنه

میباشد. Hom(H,Z(H))n
٢−n آبلی گروه

میباشد. 11.3.2 نتیجه به شبیه بعدي نتیجه
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دراینصورت است. تجزیهناپذیر تنهاي یکگروه H که G = Hn فرضکنید .10.3.3 نتیجه
و A = (A١١ × · · · × Ann)nD

AutG ∼= (D o (A١١ × · · · × Ann))o Sn

زیرگروههاي دو این و میکند نرمال را D ، A١١ × · · · × Ann 8.3.3 لم به بنا چون اثبات.
داریم 3.3.3 قضیه به بنا و A = (A١١ × · · · × Ann)nD پس هستند بدیهی اشتراك با A

میآید. بهدست فوق نتیجه A در جایگذاري با AutG ∼= Ao Sn

چون است تنهاي گروه یک D٨ که دانیم می . G = D٨ × D٨ × D٨ کنیم فرض مثال.
پس AutD٨ = D٨ و Hom(D٨, Z(D٨)) = C٢ × C٢ داریم طرفی از . Z(D٨) = D′

٨ = C٢

داریم فوق نتیجه به توجه با لذا (١ ≤ i, j ≤ ٣) که Aij =

{
D٨ i = j
C٢ × C٢ i ̸= j

AutG ∼= ((C٢ × C٢)
۶ oD٣

٨)o S٣.

کلی حالت در مستقیم حاصلضرب 4.3
خودریختیهاي ساختار مورد در شده شناخته نتایج با را 2.2.3 و 3.3.3 قضایاي بخشما این در
مثبت صحیح اعداد r و n ، اول عدد یک p که ،AutCn

pr یعنی همودوري آبلی p-گروه یک
حاصلضرب گروه هر خودریختیهاي میتوانیم آن از پس . میکنیم ترکیب هستند،

کنیم. مشخص را متناهی مستقیم
G = A×H

β١
١ ×· · ·×Hβn

n شکل به مستقیم حاصلضرب ساختار یک G متناهی گروه هر
مثبت صحیح اعداد βiها و وناآبلیاند تجزیهناپذیر و یکریخت غیر Hiها و آبلی A که دارد

اند.

AutCn
pr

∼= GL(n, Zpr) .1.4.3 لم
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شود. مراجعه [16] به اثبات.

دراینصوت باشد، اول عدد یک p و باشند صحیح اعداد r و n کنید فرض .2.4.3 لم

|GL(n, Zpr)| = pn
٢(r−١)

n∏
i=١

(pn − pn−i)

شود. مراجعه [10] به اثبات.

2.2.3 قضیه ندارد، وجود Hβi

i و A بین مشترکی مستقیم عامل هیچ ،i هر براي چون
(n+١)×(n+١) که B′ = (B′

ij)ماتریسهاي مجموعهي با یکریخت AutG که میدهد نتیجه
بهطوريکه میباشد هستند،

B′
ij ∈



AutA i = j = ١
AutH

βi−١
i−١ i > ١, i = j

Hom(H
βj−١
j−١ , A) i = ١, j > ١

Hom(A,Z(H
βi−١
i−١ )) i > ١, j = ١

Hom(H
βj−١
j−١ , Z(H

βi−١
i−١ )) i.j > ١, i ̸= j

تا میسازد قادر را ما که ببریم کار به را 3.3.3 قضیه که هستیم موقعیتی در ما حال
سعی ما کنیم. توصیف Hom(Hi, Z(Hi)) و AutHi کوچکتر درایههاي بهصورت را AutHβi

i

B′ ما ترتیب بدین کنیم. تجزیه مرحله این در را AutA ساختار این از بیش که نمیکنیم
میگیریم. درنظر بلوکی ماتریسهاي از مجموعه یک بهصورت را

اینصورت، غیر در و سطرند 1 با ماتریسهایی i = ١ وقتی ، ١ ≤ i, j ≤ n + ١، ′Bها
ij

اینصورت غیر در و دارد ستون یک B′
ij بلوك ،j = ١ وقتی همچنین سطرند. βi−١ داراي

.١ ≤ k, l ≤ βi که میدهیم نشان (αkl) با را بلوكها این پس این از ما دارد. ستون βj−١

داریم: 3.3.3 قضیه از استفاده با بنابراین

B′
i,j =


(αkl) : αkl ∈ Hom(Hj−١, Z(Hi−١)) i ̸= j, i, j > ١
(αkl) : αkl ∈ Hom(Hj−١, A) i = ١ < j
(αkl) : αkl ∈ Hom(A,Z(Hi−١)) i > ١, j = ١
(αkl) ∈ AutA i = j = ١
(αkl) ∈ Ao Sβi−١ i = j > ١.



متناهی گروه چند مستقیم حاصلضرب خودریختیهاي .3 54فصل

که میکنیم تعریف B′ با مشابه بلوکی ماتریس یک بهصورت را B ما اصلی قضیهي براي
j یا i که وقتی جز به باشد -ام i, j درایهي در βi−١ × βj−١ اندازه با Bi,j بلوكهاي شامل
i = j > m مورد در که است این B′ بلوكهاي و B بلوكهاي بین تفاوت تنها باشند. یک
یک کلی شکل میتوانیم بیشتر توضیح براي است. A از ماتریسی Bi,j که میکنیم شرط ما

بنویسیم: زیر بهصورت را B در ماتریس
a HNA . . . . . . HNA

HAN θ HNN . . . HNN... HNN
. . . . . . ...... ... . . . ...

HAN HNN . . . HNN θ


Hom(Hj, A) از درایههایی با سطري بردارهاي دادن نشان براي نمادي HNA ،a ∈ AutA که
هستند، Hom(A,Z(Hi)) از درایههایی با ستونی بردارهاي دهنده نشان HANها است،
j و i یک براي ، Hom(Hj, Z(Hi)) از درایههایی با ماتریسهایی دهنده نشان HNNها

هستند. A از ماتریسهایی دهنده نشان θها و هستند
هستند. N×N ماتریسهاي شامل B′ و B دو هر که است واضح آنگاه N = ١+

∑n
i=١ βi اگر

(١ ≤ i ≤ n) Hiها و است آبلی A که G = A×H
β١
١ ×· · ·×Hβn

n کنید فرض .3.4.3 قضیه
دراینصورت تجزیهناپذیرند. مستقیم بهطور و غیریکریخت ناآبلی،

AutG ∼= B o (Sβ١ × · · · × Sβn)

بویژه، و

|AutG| = |AutA|
n∏

j=١
|Hom(Hj, A)|βj

n∏
i=١

|Hom(A,Z(Hi))|βi

×
n∏

i,j=١
i̸=j

|Hom(Hj, Z(Hi))|βiβj

n∏
i=١

|AutHi|βi

n∏
i=١

βi!.
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که است این میماند باقی آنچه همۀ بنابراین AutG ∼= B′ که دادهایم نشان قبلاً اثبات.
قضیهي ، i هر براي کنیم. مرتب دوباره ١ < i ≤ n که وقتی B′

ii بلوكهاي در را درایهها
و δi ∈ A که شوند نوشته δiσi بهصورت میتوانند بلوكها این که میدهد نشان 3.3.3
σiها این است. جایگشت یک از ماتریسی نمایش یک Sβi

که میکنیم یادآوري . σi ∈ Sβi

به و یابند گسترش صفرها و یکها مناسب جایگذاري با طبیعی بهطور میتوانند سپس
شوند. تبدیل σ̄i ∈ AutG ، N ×N ماتریسهاي

مستقیم عاملهاي روي آنها چون میشوند، جابهجا σj و σi ، i ̸= j براي که کنید توجه
روي فقط σ̄i توسط B در خودریختی یک مزدوج چون علاوه به میکنند. عمل متفاوتی
پس میکند، نرمال را A ، Sn که دیدیم 3.3.3 قضیه در و میکند اثر Hi نوع عاملهاي

کند. نرمال را B باید σ̄i که میگیریم نتیجه
θ ∈ B′ خودریختی هر که میبینیم کنیم جایگزین δi با را B′

ii بلوكهاي سپس ما اگر
شود. نوشته σ̄iها از حاصلضرب یک در ضرب B در ماتریس یک بهصورت است ممکن
B با هم که میدهد Sβ١ × · · · × Sβn با یکریخت گروه یک تشکیل σ̄iها که است واضح

میکند. نرمال را B هم و دارد بدیهی اشتراك

که A = A
γ١
١ × · · · × Aγm

m داریم متناهی آبلی گروههاي اساسی قضیهي بردن بکار با
ما بعلاوه، اند. مثبت صحیح اعداد riها و اول اعداد piها و Ai

∼= Zp
ri
i
،١ ≤ i ≤ m براي

و pi = pj از یعنی هستند. غیریکریخت دوري گروههاي Aiها که کنیم فرض میتوانیم
از استفاده با هستند. یکریخت غیر Aiها پس ،i = j که گرفت نتیجه میتوان ri = rj

توسیع ماتریسهایی به را شد بیان قبلاً که HNA و HAN بردارهاي میتوانیم ما تجزیه این
نظر در Ai دوري عامل هر براي را مناسب تحدید و تصویر نگاشتهاي باید البته دهیم،
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بگیریم.
داریم 2.2.3 قضیه از استفاده با A = A

γ١
١ × · · · × Aγm

m چون

AutA =


α١١ . . . α١n... . . . ...
αn١ . . . αnn

 ;αij ∈
{

AutAγi
i i = j

Hom(A
γj
j , Aγi

i ) i ̸= j

 .

از عنصر یک میتوانیم 1.4.3 لم از استفاده با پس Ai
∼= Zp

ri
i
،١ ≤ i ≤ m براي طرفی از

دهیم. توسیع GL(γi, Ai) در ماتریس یک به را AutAγi
i

که نکته این به توجه با بنابراین

|Hom(Aj, Ai)|γiγj = gcd(prii , p
rj
j )

γiγj

آوریم. بهدست را |AutA| میتوانیم 2.4.3 لم بردن بکار با و

و Ai
∼= Zp

ri
i
، ١ ≤ i ≤ m هر براي که A = A

γ١
١ × · · · × Aγm

m کنید فرض .4.4.3 نتیجه
دراینصورت .ri > ٠ و هستند اول piها و یکریخت غیر Aiها

|AutA| =
m∏
i=١

p
γ٢i (ri−١)
i

γi∏
j=١

(pγii − pγi−j
i )

 m∏
i,j=١
i̸=j

gcd(prii p
rj
j )

γiγj

دراینصورت . G = C٢ ×D٢
٨ ×Q٢

٨ کنید فرض مثال.

B =




[α١١]

[
α١٢ α١٣

] [
α١۴ α١۵

][
α٢١
α٣١

] [
α٢٢ α٢٣
α٣٢ α٣٣

] [
α٢۴ α٢۵
α٣۴ α٣۵

]
[
α۴١
α۵١

] [
α۴٢ α۴٣
α۵٢ α۵٣

] [
α۴۴ α۴۵
α۵۴ α۵۵

]

 ,

، است C٢ روي همانی نگاشت α١١ که
، α١٢, α١٣ ∈ Hom(D٨, C٢) ∼= C٢ × C٢

، α١۴, α١۵ ∈ Hom(Q٨, C٢) ∼= C٢ × C٢

، α٢١, α٣١ ∈ Hom(C٢, Z(D٨)) ∼= C٢
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، α٢٣, α٣٢ ∈ Hom(D٨, Z(D٨)) ∼= C٢ × C٢

، α٢۴, α٢۵α٣۴, α٣۵ ∈ Hom(Q٨, Z(D٨)) ∼= C٢ × C٢

، α۴١, α۵١ ∈ Hom(C٢, Z(Q٨)) ∼= C٢

، α۴٢, α۴٣α۵٢, α۵٣ ∈ Hom(D٨, Z(Q٨)) ∼= C٢ × C٢

، α۴۵, α۵۴ ∈ Hom(Q٨, Z(Q٨)) ∼= C٢ × C٢

.α۴۴, α۵۵ ∈ AutQ٨ ∼= S۴ و α٢٢, α٣٣ ∈ AutD٨ ∼= D٨

بنابراین

|B| = ١ ·۴٢ ·۴٢ ·٢٢ ·۴٢ ·۴۴ ·٢٢ ·۴۴ ·۴٢ ·٨٢ ·٢۴٢ = ٢,۵٣٣,٢٧۴,٧٩٠,٣٩۵,٩٠۴

پس AutG ∼= B o (S٢ × S٢) داریم 3.4.3 قضیه به بنا چون و

|AutG| = |B|||S٢||S٢| = ١٠,١٣٣,٠٩٩,١۶١,۵٨٣,۶١۶.

داریم دراینصورت . G = C٣
٢ × C٢

٣ × S٢٣ ×Q٢
٨ کنید فرض مثال.

، |AutC٣
٢ | = |GL(٣, Z٢)| = ١۶٨

، |AutC٢
٣ | = |GL(٢, Z٣)| = ۴٨

، |AutS٢|٣ = |S٢|٣ = ٣۶

، |Hom(C٢
٣ , C

٣
٢)| = ١ ، |AutQ٢|٨ = |S۴|٢ = ۵٧۶

، |Hom(S٣, C
٣
٢|(٢ = |Hom(

S٣
S ′
٣
, C٣

٢|(٢ = |Hom(C٢, C٣
٢|(٢ = ۶۴

، |Hom(Q٨, C٣
٢|(٢ = |Hom(

Q٨
Q′
٨
, C٣

٢|(٢ = |Hom(C٢ × C٢, C٣
٢|(٢ = ٢١٢

، |Hom(C٣
٢ , C

٢
٣)|

٢ = ١

، |Hom(S٣, C
٢
٣)|

٢ = |Hom(
S٣
S ′
٣
, C٢

٣)|
٢ = |Hom(C٢, C٢

٣)|
٢ = ١
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، |Hom(Q٨, C٢
٣)|

٢ = |Hom(
Q٨
Q′
٨
, C٢

٣)|
٢ = |Hom(C٢ × C٢, C٢

٣)|
٢ = ١

، |Hom(C٣
٢ , Z(S٣))|٢ = |Hom(C٣

٢ ,٢|(١ = ١

، |Hom(C٢
٣ , Z(S٣))|

٢ = |Hom(C٢
٣ ,٢|(١ = ١

، |Hom(Q٨, Z(S٣))|۴ = |Hom(
Q٨
Q′
٨
,١)|۴ = |Hom(C٢ × C٢,١)|۴ = ١

، |Hom(C٣
٢ , Z(Q٨))|٢ = |Hom(C٣

٢ , C٢|(٢ = ۶۴

، |Hom(C٢
٣ , Z(Q٨))|٢ = |Hom(C٢

٣ , C٢)|
٢ = ١

، |Hom(S٣, Z(Q٨))|۴ = |Hom(
S٣
S ′
٣
, C٢)|۴ = |Hom(C٢, C٢)|۴ = ١۶

و |Hom(S٣, Z(S٣))|٢ = |Hom(
S٣
S ′
٣
,٢|(١ = |Hom(C٢,١)|٢ = ١

|Hom(Q٨, Z(Q٨))|٢ = |Hom(
Q٨
Q′
٨
, C٢|(٢ = |Hom(C٢ × C٢, C٢|(٢ = ١۶.

بنابراین

|AutG| = |B|||S٢||S٢| = ١۶٨ · ۴٨ · ٣۶ · ۵٧۶ · ۶۴ · ۴٠٩۶ · ۶۴ · ١۶ · ١۶ · ٢! · ٢!

= ٢,٨٧٢,٧٣٣,۶١٢,٣٠٨,٩۵۵,١٣۶.
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نمادها فهرست
G مرتبه |G|

ϕ همریختی تصویر Im(ϕ)

ϕ همریختی هستهي Kerϕ

φ-اویلر تابع φ(n)

است G نرمال زیرگروه یک N N ▹G

n مرتبه از دوري گروه Cn

N روي G قسمتی خارج گروه G

Nحرف n روي متقارن گروه Sn

حرف n روي متناوب گروه An

n مرتبه از دووجهی گروه Dn

است یکریخت H با G G ∼= H

G جابهجاگرهاي زیرگروه G′

G مرکز Z(G)

G خودریختیهاي گروه Aut(G)

G مرکزي خودریختیهاي گروه Autc(G)

G داخلی خودریختیهاي گروه Inn(G)

H به G از همریختیهاي تمام مجموعه Hom(G,H)

G روي درونریختیهاي تمام مجموعه End(G)
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Abstract

In this thesis, we show that if H and K are finite groups with no common direct
factor and G = H ×K, then the structure and order of AutG can be simply expressed
in terms of AutH, AutK and the central homomorphism groups Hom(H,Z(K)) and
Hom(K,Z(H)).

In section 3, we first find the automorphism group of the direct product of n copies
of an indecomposable non-abelian group. We describe the automorphism group as
matrices with entries which are homomorphisms between the n direct factors. We
then use this description with a generalization of a result by Bidwell, Curran, and
McCaughan on Aut(H×K), where H and K have no common direct factor, to provide
structure and order theorems for an arbitrary direct product.

Keywords: Automorphisms, direct products, finite groups.
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