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که با درود فراوان خدمت خانواده  بسی شایسته است« من لم یشکر المخلوق لم یشکر الخالق»به مصداق

ام و همواره جام تعلیم و تربیت، فضیلت و انسانیّت آنها بودهجرعه نوش  بسیار عزیز، دلسوز و فداکارم که پیوسته

 .روشنگر راه من در سختی ها و مشکلات بوده است، از ایشان تقدیر و تشکر نمایم چراغ وجودشان

ارجمندم جناب  تاداس دریغ اساتید فرهیخته و بزرگوارم در دانشگاه صنعتی شاهرود بخصوصاز زحمات بی

های دلسوزانه خود در پیشبرد این پروژه راهگشای اینجانب که با راهنمایی طهرانی حجت احسنیآقای دکتر 

گر من در این راه بوده و همیشه با روی گشاده پاسخگوی سوالات بنده های خردمندانه یاریبودند و با مشاوره

 .دارمبودند کمال تشکر و سپاسگزاری 

یت لطف را به بنده نمودند و در این پروژه بسیار مرا که نها جواد محمدیانجناب آقای  بزرگوارماز دوست 

 یاری کردند، سپاسگزارم.

همیشه مهدی فرهناک، سعید اسعدی که  ، امیر علیزاده،علی آهنگری انهمچنین از دوستان گرانقدرم آقای

 تشکر فراوان دارم. ،اینجانب را مورد لطف و محبت خود قرار داده و به من درس صداقت و مهرورزی آموختند

خواهم و برایشان آرزوی موفقیت از تمامی عزیزانی که بر اثر غفلت، نامشان از قلم افتاد، صمیمانه پوزش می

  دارم.
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 افزارها و تجهیزات ساخته ای، نرمهای رایانهاثر و محصولات آن ) مقالات مستخرج، کتاب، برنامه کلیه حقوق معنوی این

 باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.شده ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.مجاز نمینامه بدون ذکر مرجع استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان 
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  چکیده

 

با  ورودی های گسسته زمانی خطی همراه با اغتشاشدراین پایان نامه روشی جدید جهت کنترل سیستم

های موجود دارای های افزوده و تبدیلات تشابهی ارائه شده است که نسبت به روشاستفاده از ماتریس

-و در واقع یک سیستم دارای اغتشاش به یک سیستم بدون اغتشاش تبدیل می باشدتر میمحاسباتی ساده

ای تعیین پذیر گسسته خطی دوم دلخواه بوده، لذا به گونهگردد. همچنین در روش ارائه شده سیستم کنترل

بهینه  توان کنترلگرپذیر باشد. لذا با استفاده از تبدیلات تشابهی میگردد تا سیستم نهایی همواره کنترلمی

 ای تعیین نمود تا پایداری سیستم همواره حفظ گردد.زمانی را به گونه

 مطالب ارائه شده در این پایان نامه بصورت زیر آورده شده است:

در فصل اول، تعاریف و نمادهای مقدماتی و همچنین تاریخچه مختصری از کارهای انجام شده برای رد 

 ،z های کنترل دیجیتال، تابع تبدیلم. در فصل دوم، سیستمکنیهای کنترلی ارائه میاغتشاش سیستم

کنیم. در فصل سوم، را بیان می zبسته در حوزة -های حلقه، پایداری سیستمzها و صفرها در صفحه قطب

های کنیم. همچنین در این فصل، تعریفسازی اشاره میهای عملکرد و فرموله نمودن مسائل بهینهشاخص

های کنترل بهینه درجه دوم شود. به علاوه، سیستمهای کنترلی بیان میپذیری سیستمرویتپذیری و کنترل

گردد. در بسته و ارزیابی شاخص عملکرد ارائه می-بصورت حلقه u(k) و معادله ریکاتی بردار کنترل بهینه

-ای سیستمهای کنترل مدرن، روشی جدید برهای کنترل کلاسیک و روشفصل چهارم، پس از بیان تکنیک

های افزوده و تبدیلات تشابهی به همراه های گسسته خطی زمانی با ورودی اغتشاش با استفاده از ماتریس

  گردد.        چند مثال ارائه می
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 0فصل 

 مقدمه و تاریخچه

 تعاریف و نمادهای مقدماتی 0.0

 دستگاه 0.0.0تعریف 

دهند، باشد. هر ماشین که یک کار انجام می ای از اجزاءتواند بخشی از یک وسیله، مثلاً مجموعهدستگاه می

جسم فیزیکی تحت کنترل مثلاً یک وسیله مکانیکی ، کوره گرمایش، راکتور شیمیایی یا سفینه دستگاه نامیده 

 شود.می

 فرایند 1.0.0تعریف 

فرایند عملی طبیعی و تدریجی یا یک رشته تغییر تدریجی است که به صورتی تقریباً معین یکی پس از 

ها و کارهای انجامد، همچنین عملی مصنوعی که از یک رشته جنبشیگری انجام شده به هدفی مشخص مید

گیرد. در این پایان نامه هر کاری که باید کنترل شود فرایند کنترل شده برای سوق به هدفی مشخص صورت می

 ا هستند.هایی از این فرایندهنامیم. فرایندهای شیمیایی، اقتصادی، و زیستی مثالمی

 سیستم 9.0.0تعریف 

کنند. سیستم تنها سیستم فیزیکی سیستم ترکیبی از اجزاست که با هم و برای انجام عملی مشخص کار می

های اقتصادی، نیز تعمیم داد. بنابراین های پویای انتزاعی، مثلاً پدیدهتوان به پدیدهنیست. مفهوم سیستم را می

 شود.های فیزیکی، زیستی، اقتصادی، و غیره را شامل میتواند تمام سیستمکلمة سیستم می

ای از یک سیستم کنترل نشده است دهد، و نمونه( یک رابطه ساده ورودی و خروجی را نشان می1-1شکل )

 دهد.که شرایط موجود در دنیای فیزیکی را نشان می
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 سیستم کنترل نشده 1 - 1 شکل

 

 چند مثال:

 نیروگاه 

باشد. نیروگاه به عنوان یک سیستم عمل نموده و خروجی آن الکتریسیته ورودی این سیستم سوخت می

 باشد.می

 وتور الکتریکیم 

 گردد.باشد که موجب دوران سیستم موتور میورودی این سیستم الکتریسته می

 اختمان در طول زلزلهس 

سیگنال ورودی است و سیگنال خروجی پاسخ سازه سیستم همان سازه است و حرکت فوندانسیون همان 

 است.

 اغتشاش 1.0.0تعریف 

کند. اگر اغتشاش در داخل اغتشاش سیگنالی است که در جهت تغییر شدید خروجی یک سیستم عمل می

شود و یک ورودی نامیم؛ اغتشاش خارجی در خارج سیستم تولید میسیستم تولید شود آن را داخلی می

توان به عواملی مانند باز شدن نوان مثال برای اختلال در یک سیستم حرارت مرکزی میبه ع سیستم است.

پنجره، تغییر دما یا سرعت باد خارج ساختمان اشاره نمود. سیستم کنترلی که قادر به غلبه بر اغتشاشات باشد، 

 ی خواهد داشت.بیشتر و در نتیجه هزینه بیشتر خواهد بود که البته امکان ناپایدار دارای پیچیدگی
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 سیستم کنترل 1.0.0تعریف 

 کنند.می تنظیم را سیستمی یا خود که نحوی به یکدیگر به مرتبط تجهیزات از متشکل سیستمی

 ورودی 1.0.0تعریف 

رک یا تحریک کننده اعمالی به یک سیستم کنترل از طرف منبع انرژی خارجی که معمولاً به منظور مح

 کنترل است.تولید پاسخ معین توسط سیستم 

 خروجی)پاسخ( 1.0.0تعریف 

 پاسخ حقیقی دریافتی از سیستم کنترلی است. )معمولاً متغیری که باید کنترل شود.(

 کنترل با پسخورد 1.0.0تعریف 

جی سیستم و ورودی مرجع را به رغم وکوشد اختلاف بین خرمنظور از کنترل با پسخورد عملی است که می

 گیرد. این کوشش براساس این اختلاف صورت میوجود اغتشاش مینیمم کند، و 

 

 های کنترلمعرفی سیستم

 در پیشرفت انسان علل طبیعت، یکی از از نیروهای جمله از مختلف های سیستم کنترل برای بشر تقاضای

 کار نحوه .جامه عمل پوشاند را بشر آرزوهای از بسیاری مهندسی کنترل بیستم قرن خلال در .است تاریخ طول

 تماس در آنها با مستقیما انسان دست که کرد ایجاب می شد، ساخته بشر دست به که ای اولیه وسایل و ها ماشین

 به احتیاج (دقیقه چند هر) متناوب طور به و دائما دستگاه یا بنابراین یک ماشین .کند کنترل را آنها رفتار و بوده

گیرد که انسان به سادگی قادر به می قرار استفاده مورد هایی قسمت در کنترل علم اما امروزه .است داشته کنترل

گیری، سرعت انجام آنها نیست. در بسیاری از مسائل از قبیل کنترل دقیق درجه حرارت، دقت در اندازه

ها که انسان قادر به درک و حل سریع آنها نیست، کنترل ای، مهندسی و سایر رشتهجوابگیری، علوم هسته

های کنترل خودکار در خلال کند. رشد وتوسعه طرز استفاده از دستگاهاسی و حیاتی را ایفا میخودکار نقش اس
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سال اخیر، اثر مشخصی در زندگی بشر گذارده است. چون پیشرفت و استفاده از کنترل خودکار جهت  35تا  31

ازدیاد درصد تولید و های دینامیکی، بهبود کیفیت و زوال قیمت محصول، اجرای بهترین نوع عملکرد سیستم

های کنترل خودکار اصولاً به وسایلی ها را سبب شده است. نام سیستمسهولت زیاد کنترل و فرمان سیستم

شود که در هر لحظه و به طور خودکار یک سلسله از اعمال خود را بررسی، و اگر اختلافی با وضع یا اطلاق می

کنند. بدین ترتیب چنین مدارهایی تا حدود زیادی مانند یک یبینی شده داشته باشد آن را اصلاح منتیجه پیش

دهند که از قبل تعیین شده است. اتومبیل بدون راننده یا ای را انجام میکنند و وظیفهانسان متفکر عمل می

های اخیر است. هواپیمای بدون هایی از کاربرد مدارهای کنترل خودکار در سالهواپیمای بدون خلبان مثال

بینی نیست، ارتفاع و زاویه حرکت با افق را ن در هرگونه شرایط جوی که از قبل به طور کامل قابل پیشخلبا

های کنترل خودکار سه خاصیت رساند. به طور کلی برای سیستمکند و پرواز را طبق برنامه به انجام میحفظ می

 شود:اساسی تعریف می

 ها و عوامل خارجی، قابل کنترل است.مستقل از پارازیتکار یک مدار کنترل خودکار تا حد قابل قبولی  .1

 بینی نیست وفق دهد.تواند خود را با شرایطی که قابل پیشسیستم می .2

 دقت عمل بسیار خوب و در اکثر موارد به مراتب بالاتر از دقت عمل انسان است. .3

 های کنترلبندی سیستمتقسیم

شوند. تفاوت اساسی این حلقه باز و حلقه بسته تقسیم میهای کنترل به طور کلی به دو نوع عمده سیستم 

 های حلقه بسته است.های کنترل ناشی از کاربرد شاخه پسخورد در سیستمدو گروه از سیستم

 های کنترل حلقه بازسیستم 3.0.0تعریف 

نیست.  هایی هستند که در آنها عمل کنترل تحت تأثیر نتیجه آن عملهای کنترل حلقه باز سیستمسیستم

 به عبارت دیگر خروجی سیستم بر روی عمل کنترل اثری ندارد.
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 سیستم کنترل حلقه باز 2 - 1 شکل

 

نما دارد یک سیستم حلقه باز کند و خلبان هواپیما فقط یک قطبمثلاً هواپیمایی که در بالای ابرها پرواز می

نمای خود به مقصد دلخواه برسد، ولی اگر تواند به کمک قطبخلبان میآل دهد. در حالت ایدهرا نشان می

العمل خلبان برای تصحیح مسیر هواپیما جریان هوا و باد را در نظر بگیریم و همچنین با توجه به اینکه عکس

 شود.آهسته است، معمولاً برای پروازهای طولانی هواپیما از مسیر اصلی خود قدری منحرف می

 های کنترل حلقه بستهسیستم 01.0.0تعریف 

گردد.  می سیستم در تغییرات موجب که شود می پسخورد کنترل به سیگنال کنترلی سیستم نوع این در

 .دارد ادامه مطلوب و شده تعیین خروجی مقدار به مطمئن یابی دست منظور به مداوم بطور این تغییرات

بین ورودی اصلی یا فرمان دهنده و خروجی یا  ملاحظه شد که در یک سیستم حلقه باز، رابطه مشخصی

های های فرعی یا اغتشاشات که بر قسمتفرمان گیرنده موجود است. ولی این رابطه ممکن است به علت ورودی

توان از نتیجه شود، تغییر کند. بنابراین در یک سیستم حلقه باز فقط با تنظیم ورودی نمیمختلف مدار وارد می

ئن بود. مثلاً اگر اتاقی که توسط یک بخاری برقی گرم و جریان بخاری بوسیله یک مقاومت خروجی کاملاً مطم

شود، رابطه معینی بین اندازه مقاومت و کالری داده شده بوسیله بخاری، و در نتیجه دمای اتاق متغیر تنظیم می

هر مقاومت، دمای معینی  موجود خواهد بود. در این مثال دمای اتاق تحت فرمان اندازه مقاومت است و برای

های اتاق باز شود، برای همان مقدار مقاومت، دیگر دمای اتاق ثابت وجود خواهد داشت. حال اگر یکی از پنجره

نماید. لذا در این حالت تعیین مقدار مقاومت، مستقیماً برای ایجاد نخواهد بود، بلکه مقدار دیگری را اختیار می

ه باید دستگاهی تعبیه شود که دمای اتاق را در شرایط مختلف بررسی کند و در دمای مورد نظر کافی نیست، بلک
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ضمن بررسی اگر لازم باشد مقاومت را متناسب با مقدار لازم تغییر دهد. برای این منظور فرض کنید یک 

 تر ایینترموستات در اتاق و در سر راه جریان الکتریکی قرار داده شود به طوری که کلید جریان را در دمای پ

 

 

 سیستم کنترل حلقه بسته 3 - 1 شکل

 

از دمای مطلوب باز کند، با توجه به شرایط جدید نوعی عمل فرمان از طرف دما انجام شده و اثر ورودی فرعی 

 .خنثی شده است ) نظیر کنترل اتوهای برقی (. در این حالت مدار فرمان حلقه باز نیست

 های کنترل  گسسته زمانیسیستم 00.0.0تعریف 

های کنترلی هستند که در آنها یک یا چند گسسته (، سیستم-های کنترل گسسته زمانی ) زمانسیستم

𝑡𝑘 (𝑘یا  𝑘𝑇ها، که آنها را با توانند تغییر کنند. این لحظهای از زمان میهای گسستهمتغیر فقط در لحظه =

های فیزیکی گیریهایی را مشخص کنند که در آنها برخی اندازهاست لحظه دهیم، ممکننشان می (…,0,1,2

 انجام گرفته است. 

 های کنترل آنالوگ و دیجیتالسیستم 01.0.0تعریف 

 .هستند باشد، می زمان عموماً  که مستقل متغیر از تابعی معمولاً کنترل سیستم یک در هاسیگنال

زمان باشد، سیگنال پیوسته زمانی یا آنالوگ  مستقل متغیر از ایپیوسته مقادیر به وابسته که سیگنالی -1

 توان ولتاژ پیوسته سینوسی جریان برق شهر را نام برد.شود. به عنوان مثال مینامیده می
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تعریف شود، سیگنال گسسته یا داده  زمان مستقل متغیر از یاگسسته هایلحظه در فقط که سیگنالی -2

هر روز  8شود. به عنوان مثال، نمونه برداری روزانه در ساعت دیجیتال نامیده میبرداری شده و یا نمونه

 [32]ای از سیگنال گسسته زمانی است.از دمای اتاق نمونه

 تاریخچه 1.0

دوم خطی منفرد با رد سازی درجه ای کنترل مسائل بهینهدر مقاله 2111در سال  2و ژاولین. چنگ 1لی. چن

اند که در آن کنترل مسائل اند و روشی را ارائه دادهتوصیفگر را مورد بررسی قرار داده هایاغتشاش برای سیستم

کنترل را تغییر شکل داده که با  های توصیفگربا رد اغتشاش برای سیستم سازی درجه دوم خطی منفردبهینه

تواند بوسیله حل مسائل معادل شود، که می های توصیفگرنامنفرد با رد اغتشاش برای سیستمسازی مسائل بهینه

 [11]. کنترل بهینه درجه دوم نامفرد برای دو سیستم دیگر حل شود

کرباسی و اند. روی رد اغتشاش پایا بوسیله پسخورد حالت ایستا کار کرده1و ماریو اشنایر 3فرانکو بلاچینی

را مورد بررسی قرار های خطی چند متغیره سازی کنترلگرهای پسخورد حالت برای سیستمتهرانی پارامتری

فیلتر شده را ارائه -LMS Xزمان ،الگوریتم -های متناوببرای رد اغتشاش سیستم 5فاولر لزلی [16].اندداده

 .اندکرده

  

                                                           
 

1- Li Chen  
2- Zhaolin Cheng   
3- Franco Blanchini  
4- Mario Sznaier  
5- Leslie Paige Fowler 
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 1فصل 

 های کنترل گسسته زمانیآشنایی با سیستم

 

 مقدمه 0.1

های کنترل حاصل سیستمهای دیجیتال در های اخیرافزایش سریعی در استفاده از کنترل کنندهدر سال

های کنترل صنعتی، کامپیوترهای دیجیتال را به عنوان جزء لازم عملیات شده است. در واقع بسیاری از سیستم

های دیجیتال در رسیدن به عملکرد بهینه مثلاً بصورت قابلیت تولید حداکثر، سود گیرند. کنترلخود در بر می

روند. سیر تکاملی اخیر میکروپروسسورها و اقل به کار میحداکثر، هزینه حداقل، یا مصرف انرژی حد

توانند در وظایف کنترلی مختلف مورد استفاده قرار گیرند، روند جدیدی در جهت منظور میکروکامپیوترها که می

های کنترل با مقیاس کوچک به منظور به دست آوردن عملکرد کردن کامپیوترهای دیجیتال حتی در سیستم

 کرده است. بهینه برقرار

های صنعتی، بهینه سازی مصرف سوخت در اخیراً، کاربرد کنترل کامپیوتری، حرکت هوشمندانه در روبات

های خیاطی و غیره ها، تظریف در عملیات لوازم خانگی و ماشین آلات مانند تنورهای مایکروویوی و چرخاتومبیل

های ذیری در برنامه کنترل مزایای عملی سیستمپگیری و انعطافپذیر ساخته است. قابلیت تصمیمرا امکان

 باشد. کنترل دیجیتال می
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اند. اولاً، از آنها برای در مهندسی کنترل، کامپیوترهای دیجیتال برای دو منظور مختلف به کار برده شده

های سازی دیجیتالی و محاسبة دیجیتالی دینامیکهای کنترل پیچیده شامل شبیهتحلیل و ترکیب سیستم

 [32]اند.های کنترل به کار برده شدهها در سیستمکنترل پیچیده استفاده شده است. ثانیاً، بصورت کنترل کننده

 

 های کنترل دیجیتالسیستم 1.1

شمای کنترلی را که در آن برای انجام پردازش سیگنال با شیوة مطلوب کامپیوتر دیجیتالی در حلقه کنترل 

های به سیستم 1161های نامند. کنترل دیجیتال مستقیم از سال 1مستقیمگنجانیده شود، کنترل دیجیتال 

زرگ در فرایندهای شیمیایی و غیره اعمال شده است و به مقدار بسیار زیادی در بکنترل فرایند با مقیاس 

های کارگری سهیم بوده است. جویی در هزینههای مربوط به قابلیت تولید و کیفیت محصولات و صرفهپیشرفت

مهندسین کنترل را  1171های های چشمگیر در میکروپروسسورها و میکروکامپیوترها از اواسط سالپیشرفت

های کنترل هم با مقیاسهای های کنترل دیجیتال مستقیم را به تنوع وسیعی از سیستمقادر کرده است که روش

یند یا دستگاه در مقایسه با بزرگ و هم با مقیاسهای کوچک اعمال کنند. کنترل دیجیتال مستقیم یک فرا

 کنترل آنالوگ متناظر دارای مزایای زیر است:

توان به های دیجیتال سرراست است، محاسبات کنترلی پیچیده را میها در کنترل کنندهپردازش داده -1

 سهولت انجام داد.

صورتی که چنین توان به سادگی تغییر داد، در های کنترل کننده ( را میهای کنترل ) مشخصهبرنامه -2

 تغییراتی مورد نیاز باشد.

                                                           
 

1-Direct digital control  
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های های دیجیتال به مراتب برتر از کنترل کننده، کنترل کننده 2و اثرات رانش 1از دیدگاه نویز داخلی -3

 باشند.آنالوگ متناظر می

 از سوی دیگر کنترل دیجیتال معایبی نیز به شرح زیر دارد:

انجامد، که عملکرد سیستم را تنزل اهای بیشتری میبرداری و کوانتیزه کردن به خطفرایندهای نمونه -1

 دهد.می

تر از طراحی کنترل های دیجیتال برای جبران چنین تنزلی به مراتب پیچیدهطراحی کنترل کننده -2

 باشد.های آنالوگ در یک سطح عملکرد معادل میکننده

شکیلات یک شمای کنترل دهد که ت( نمودار بلوکی یک سیستم کنترل دیجیتال را نمایش می1-2شکل )

اساسی را در بر دارد. سیستم شامل کنترل پسخورد و کنترل پیشخورد است. در طراحی چنین سیستم کنترلی 

سیستم کنترل به شرایط انفرادی بستگی دارد. برای یک حالت مفروض لازم است  «خوبی»باید توجه کرد 

عملکرد انتخاب شده را راحی نمود که شاخص ای طشاخص عملکرد مناسبی را انتخاب کرده و کنترل کننده

 بهینه سازد.

های کنترل عددی های کنترل عددی است. سیستمهای کنترل دیجیتال، سیستمیک نمونه از سیستم

شوند، زیرا ای در صنعت به کار برده میهای کنترل مستقیم هستند بطور گستردهکامپیوتری شده که سیستم

پیوترهای ارزان قیمت به راحتی در دسترس هستند. با به کار گرفتن میکروپروسسورها یا میکروکام

های کنترل عددی کاهش های لازم، هزینه و اندازه ماشینمیکروپروسسورها و میکروکامپیوترها برای پردازش داد

 یافته است.

 

                                                           
 

1-Internal noise  
2-Drift 
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 نمودار بلوکی یک سیستم کنترل دیجیتال 1 -2 شکل

 

های ورودی ) مرکب از روشی برای کنترل حرکت قطعات ماشین با اعداد باینری است. داده کنترل عددی

ای از مثلاً ابعاد، شکل یک قسمت مکانیکی که باید تولید شود ( و نیز ترتیب دستورهای برش به عنوان دنباله

یا دیسک  1را نوار ورودیشوند. چنین نوار، یا دیسکی اعداد باینری در یک نوار یا دیسک مغناطیسی ذخیره می

های ورودی به وسیله نامند. مشخصه اصلی یک سیستم کنترل عددی آن است که اعداد باینری در داده 2ورودی

آیند به مقادیر فیزیکی )ابعاد های الکتریکی ) یا نوع دیگر ( که به صورت حرکت خطی یا دورانی در میسیگنال

 شوند.ها( تبدیل مییا کمیت

                                                           
 

1- Input tape  
2- Input disk

   



12 

 

دهد. سیستم به شرح زیر کار نمودار بلوکی یک ماشین تراش کنترل شده عددی را نشان می( 2-2شکل )

شود. در شکل باینری است تهیه می Pکند. یک نوار یا یک دیسک ورودی که نمایش دهنده قطعه مورد نیاز می

که اعداد باینری را شود های روی نوار یا دیسک ورودی از طریق خواننده، خورانده میبرای شروع سیستم، داده

کند. سیگنال پالس ورودی نخست با سیگنال پالس پسخورد مقایسه به صورت سیگنال پالس ورودی تبدیل می

شود )معمولاً هر دو مدوله شده فرکانسی هستند( و سیگنال تفاضل )خطا( به یک سبک از پیش تعیین شده می

هش یابد. خروجی کامپیوتر به مبدل دیجیتال به یابد به قسمی که خطا کامطلوب در کامپیوتر پردازش می

های دیجیتال را بصورت نشان داده شده در شکل و دستگاه نگهدار، داده D/Aشود. مبدل آنالوگ خورانده می

از  dcدهد. )در برخی از کاربردها که نیازهای توانی، بالنسبه کوچک است به جای سروموتورهای تشکیل می

هایی توسط کامپیوتر ارسال شود.( همچنین برای کنترل عملیات ترتیبی سیگنالاستفاده میای موتورهای پله

کند، که وصل شده است حرکت را به صورت سیگنالی الکتریکی تبدیل می 1شود. مبدلی که به تیغه برشمی

 نشان دهنده های شود. خواندن دقیق دادهتوسط مبدل آنالوگ به دیجیتال به صورت سیگنال پالس تبدیل می

 

 نمودار بلوکی یک ماشین تراش کنترل شده عددی 2 -2 شکل

                                                           
 

1 -Cutterhead  

بیکنترل ترتی سیگنال  

P 
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 کیفیت افزایش باعث و شده پذیرامکان عددی کنترل توسط ترتیبی برنامه در سریع گیریتصمیم و شما یا رسم

 .است گردیده تولید قابلیت و محصول

-ای برای تعیین وضعیت تیغه برش به کار میرا وقتی که موتورهای پله 1( مثالی از تقریب مقطع3-2)شکل 

کند، تعیین می xy ای که وضعیت تیغه برش ماشین تراش را در صفحه دهد. سیستم موتور پلهروند نشان می

های فرمان از کامپیوتر نوع پالسشود. تعداد و دهد کنترل میای ورودی را پردازش میتوسط کامپیوتری که داده

 yو  xهای لازم برای آوردن تیغه برش به وضعیت درست در مختصات ای، تعداد و جهت حرکتبه موتورهای پله

میکرون( برای هر پالس فرمان  11یک میکرون )یا  yیا  xکند. در بسیاری از موارد حرکت در جهت را تعیین می

میکرون )یا  5ارسال شود، در این صورت تیغه برش  xامپیوتر در جهت مثبت پالس فرمان توسط ک 5است. مثلاً 

به اندازه یک میکرون  yیا  xکند. بنابراین، تیغه برش در هر نوبت در جهت حرکت می xمیکرون( در جهت  51

کند. این بدان معنی است که تیغه برش منحنی مفروضی را با دقتی در حدود یک میکرون( حرکت می 11)یا 

 مفروض مقطع یک کردن دنبال دقت رو، این از. کندمی دنبال y و x جهت دو هر در( میکرون 11 یا) میکرون

ا توان ببالا نگه داشت. مزیت کنترل عددی یک ماشیت تراش آن است که قطعات پیچیده را می توانمی را

 های یکنواخت در سرعت تراش ماکزیمم تولید کرد.تولرانس

کنند. برای تعیین جهت حرکت در های کنترل عددی کامپیوتری شده بصورت بلادرنگ عمل میسیستم

میکروثانیه یا در این حدود یک سیگنال  111کامپیوتر باید معادلات جبری را حل کرده و در هر  ،xyصفحه 

ها باشد، پالس را ارسال کند. برای تسریع زمان محاسبه، نه تنها میکروکامپیوتر باید قادر به پردازش سریع داده

 بلکه تعداد مراحل در برنامه کامپیوتر باید در حداقل نگه داشته شود.

                                                           
 

1- Profile  
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علاوه بر پایین بودن هزینه و فشرده بودن اندازه آن، سیستم کنترل عددی کامپیوتری شده دارای مزایای 

شود نیازی به باز چرخانیدن نوار ورودی وجود ندارد. علاوه قطعه یکسانی تولید میاست. هر باری که   1عملیاتی 

                                                           
 

1- Functional advantages  

-x (→) 
t 

x(←) t 

y(↓) 

y(↑) t 

t 

 تقریب مقطع ماشین تراش کنترل شده عددی 3 -2 شکل
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های ورودی متفاوت بسیاری ذخیره نمود و انواع متفاوت بسیاری از توان دادهبر این، با افزایش ظرفیت حافظه می

 [32ن رو قابلیت تولید را افزایش داد.]محصولات را به طور پیوسته تولید کرد و از ای

 

 zتبدیل  9.1

رود های کنترل گسسته زمانی به کار مییکی از ابزارهای ریاضی که معمولاً در تحلیل و ترکیب سیستم

های پیوسته های گسسته زمانی مشابه نقش تبدیل لاپلاس در سیستمدر سیستم z است. نقش تبدل zتبدیل 

های سیستم را یک معادله تفاضلی خطی دینامیک ،خطی زمانی است. در یک سیستم کنترل گسسته زمانی

کند. برای آنکه پاسخ سیستمی را به ورودی معینی تعیین کنیم باید چنین معادله تفاضلی را حل مشخص می

شود. )درست به همان ترتیبی که تبدیل حل معادلات تفاضلی خطی ماهیتاً جبری می zکرد. با روش تبدیل 

معادلات  zکند، تبدیل تبدیل می sطی ثابت را به معادلات جبری برحسب لاپلاس معادلات دیفرانسیل خ

 کند.(تبدیل می z تفاضلی خطی ثابت را به معادلات جبری برحسب 

های گسسته زمانی بسیار نیرومند است. یک روش عملیاتی است که در کار کردن با سیستم zروش تبدیل 

 kکه در آن  x(k)یا  x(kT)دیر ای از مقااست، یا دنباله فینامن tکه در آن  x(t)زمانی تابع  یک zتبدیل 

 شود:است، با معادله زیر تعریف می برداریدروه تناوب نمونه Tمثبت را اختیار کرده و مقادیر صفر یا 

(2-1) 

𝑋(𝑧) = 𝓩[𝑥(𝑡)] = 𝓩[𝑥(𝑘𝑇)] = 𝓩[𝑥(𝑘)] 

          = ∑ 𝑥(𝑘𝑇)𝑧−𝑘 = ∑ 𝑥(𝑘)𝑧−𝑘

∞

𝑘=0

∞

𝑘=0

 

یک طرفه  zاست. در تبدیل «  zتبدیل » نشانگر  𝓩شود. نماد یک طرفه اطلاق می z تبدیل ،z تبدیل این به

یک متغیر مختلط  z. توجه کنید که k<0برای  x(kT)=x(k)=0یا  t<0برای  x(t)=0کنیم که فرض می

 است.
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∞−در آن،  که x(t) برای zتبدیل   < 𝑡 < 𝑘مقادیر صحیح ) 𝑘که در آن  𝑥(𝑘)یا  𝑥(𝑘𝑇)یا  ∞ =

 شود:کند، با معادله زیر تعریف می( را اختیار می …,∓2,∓1,0

(2-2) 

𝑋(𝑧) = 𝓩[𝑥(𝑡)] = 𝓩[𝑥(𝑘𝑇)] = 𝓩[𝑥(𝑘)] 

          = ∑ 𝑥(𝑘𝑇)𝑧−𝑘 = ∑ 𝑥(𝑘)𝑧−𝑘

∞

𝑘=−∞

∞

𝑘=−∞

 

𝑡شود که برای دو طرفه، فرض می zشود. در تبدیل دو طرفه اطلاق می z، تبدیل zبه این تبدیل  < تابع  0

𝑘برای  𝑥(𝑘)یا  𝑥(𝑘𝑇)شود دنباله زمانی غیر صفر باشد و فرض می 𝑥(𝑡)زمانی  < مقادیر غیر صفر  0

های هستند. )دومی شامل هم توان 𝑧−1های توانی یک طرفه و دو طرفه سری zداشته باشد. هر دو تبدیل 

 است.(  𝑧−1های منفی مثبت و هم توان

بستة راحتی در ناحیه همگرایی خود یک طرفه جواب صورت zبرای بیشتر کاربردهای مهندسی تبدیل 

|𝑧|، در بیرون  دایره 𝑧−1یک سری نامتناهی برحسب به ، 𝑋(𝑧)خواهد داشت. هر وقت  = 𝑅  ،همگراه شود

برای حل مسائل گسسته زمانی  zرا شعاع همگرایی مطلق گویند، در استفاده از روش تبدیل  𝑅که در آن، 

 .شودهمگرا می X(z)مشخص شود که به ازای آن  zر مقادیری از لزومی ندارد که هر با

 دهد:( می1-2گسترش سمت راست معادله )

(2-3) 𝑋(𝑧) = 𝑥(0) + 𝑥(𝑇)𝑧−1 + 𝑥(2𝑇)𝑧−2 + ⋯+ 𝑥(𝑘𝑇)𝑧−𝑘 

توان به طور ذهنی به صورت را می 𝑥(𝑡)هر تابع پیوسته زمانی  zکند که تبدیل این معادله اخیر ایجاب می

شود. حاصل می 𝑥(𝑘𝑇)دهد که در آن دامنه وضعیتی در زمان را نشان می 𝑧−1سری نوشت. در این حالت 

توان به طور ذهنی را می z( داده شود، عکس تبدیل 3-2به صورت سری به شکل معادله ) 𝑋(𝑧)برعکس، اگر 

های زمانی مخصوص به خود در لحظه 𝑥(𝑡)آورد که با مقادیر به دست  𝑥(𝑘𝑇)ای از تابع به صورت دنباله

 باشد.متناظر می
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توان با را می zداده شود، در این صورت عکس تبدیل  zای از بصورت نسبت دو چند جمله zاگر تبدیل 

چندین روش مختلف مانند روش تقسیم مستقیم، روش محاسباتی، روش گسترش کسرهای جزئی و روش 

 [32]وس به دست آورد.انتگرال معک

 

 zها و صفرها در صفحه قطب 0.9.1

 ممکن است به شکل زیر باشد: z، 𝑋(𝑧)در کاربردهای مهندسی روش تبدیل 

(2-1) 𝑋(𝑧) =  
𝑏0𝑧

𝑚 + 𝑏1𝑧
𝑚−1 + ⋯+ 𝑏𝑚

𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛
 

 یا

𝑋(𝑧) =  
𝑏0(𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)… (𝑧 − 𝑧𝑚)

(𝑧 − 𝑝1)(𝑧 − 𝑝2)… (𝑧 − 𝑝𝑛)
 

 هستند. 𝑋(𝑧)ها صفرهای 𝑧𝑖و  𝑋(𝑧)های ها قطب𝑝𝑖که در آن 

کنند. درست مانند ، دنباله مقادیر اعداد را تعیین می𝑥(𝑘)های مشخصه 𝑋(𝑧)ها و صفرهای موقعیت قطب

از  zهای کنترل پیوسته خطی زمانی، ما اغلب از یک نمایش ترسیمی در صفحه سیستم sحالت تحلیل صفحه 

اغلب  𝑋(𝑧)ها، کنیم. در مهندسی کنترل و پردازش سیگنالاستفاده می 𝑋(𝑧)ها و صفرهای محل قطب

 شود:بصورت زیر بیان می 𝑧−1ایهایی برحسب بصورت نسبت چند جمله

(2-5) 𝑋(𝑧) =
𝑏0𝑧

−(𝑛−𝑚) + 𝑏1𝑧
−(𝑛−𝑚+1) + ⋯+ 𝑏𝑚𝑧−𝑛

1 + 𝑎1𝑧−1 + 𝑎2𝑧−2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑧−𝑛
 

، راحت است 𝑋(𝑧)ها و صفرهای شود. در پیدا کردن قطبمیبه عنوان اپراتور تأخیر واحد تعبیر  𝑧−1که در آن 

 بیان کنیم. به عنوان مثال: zایهایی از را بصورت چند جمله 𝑋(𝑧)که 

𝑋(𝑧) =
𝑧2 + 0.5𝑧

𝑧2 + 3𝑧 + 2
=

𝑧(𝑧 + 0.5)

(𝑧 + 1)(𝑧 + 2)
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z هایی درقطب 𝑋(𝑧)روشن است،  = zو  1− = zو صفرهایی در  2− = zو  0 = دارد. اما اگر  0.5−

𝑋(𝑧) ایهایی از را بصورت نسبت چندجمله𝑧−1  ،بنویسیم𝑋(𝑧) توان چنین نوشت:بالا را می 

𝑋(𝑧) =
1 + 0.5𝑧−1

1 + 3𝑧−1 + 2𝑧−2
=

1 + 0.5𝑧−1

(1 + 𝑧−1)(1 + 2𝑧−2)
 

zها در اگر چه قطب = zو  1− = zدر  صفریک و  2− = شوند، به روشنی از عبارت بالا دیده می 0.5−

zاما صفر در  = ها و صفرهای بطور صریح نشان داده نشده است. بنابراین، بهتر است در کار کردن با قطب 0

𝑋(𝑧) ،𝑋(𝑧) ایهایی از را بصورت نسبت چند جملهz ایهایی از بیان کرد، نه بصورت چند جمله𝑧−1. 

 

  z بسته در حوزة-های حلقهتحلیل پایداری سیستم 1.9.1

زمان را -تک خروجی خطی ثابت -کنترل گسسته زمانی تک ورودیهای در این بخش پایداری سیستم

 گیریم:بسته زیر را در نظر می-سیستم با تابع تبدیل پالسی حلقه کنیم.بررسی می

(2-6) 𝐶(𝑧)

𝑅(𝑧)
=

𝐺(𝑧)

1 + 𝐺𝐻(𝑧)
 

توان از های کنترل گسسته زمانی نوع دیگر را می( و نیز سیستم6-2پایداری سیستم تعریف شده با معادله )

 های معادله مشخصه یا ریشه zبسته در صفحه -های حلقهمحل قطب

(2-7) 𝑃(𝑧) = 1 + 𝐺𝐻(𝑧) = 0 

 

 به شرح زیر تعیین کرد:

های معادله مشخصه باید در درون دایره بسته یا ریشه-های حلقهبرای اینکه سیستم پایدار باشد، قطب .1

 کند.بسته بیرون دایره واحد، سیستم را ناپایدار می-قرار گیرند. هر قطب حلقه zواحد در صفحه 
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𝑧اگر یک قطب ساده در  .2 = 𝑧یا  1 = 𝑧قرار گیرد )یا یک قطب ساده در  1− = و قطب ساده  1

𝑧دیگر در  = شود. همچنین، اگر یک جفت قطب می 1قرار گیرد( آن وقت سیستم پایدار بحرانی 1−

شود. هر قطب مکرر قرار گیرد سیستم پایدار بحرانی می zایره واحد در صفحه مختلط مزدوج بر روی د

 کند.بسته بر روی دایره واحد سیستم را ناپایدار می-حلقه

 zتوانند در هر محلی از صفحه بسته تأثیری بر روی پایداری مطلق ندارند و بنابراین می-صفرهای حلقه .3

 قرار گیرند.

زمان وقتی -تک خروجی خطی ثابت-بسته گسسته زمانی تک ورودی-لقهاز این رو، یک سیستم کنترل ح

بسته آن بیرون دایره واحد قرار گیرد و یا یک قطب مکرر -های حلقهشود که لااقل یکی از قطبناپایدار می

 قرار گیرد. zبسته بر روی دایره واحد صفحه -حلقه

( را در نظر بگیرید. پایداری سیستم را 1-2بسته نشان داده شده در شکل )-سیستم کنترل حلقه 0.1مثال 

𝐾وقتی که  =  سیستم چنین است: 𝐺(𝑠)باز -کنیم. تابع تبدیل حلقهباشد تعیین می 1

(2-8) G(s) =
1 − 𝑒−𝑠

𝑠

1

𝑠(𝑠 + 1)
 

 با استفاده از رابطه

 

 

 

 

 

 

                                                           
 

1- Critically stable  

R(s
R(z

) 

_ 

 

+ 
𝛿𝑇  

 1

𝑠(𝑠 + 1)
 

 
K 

 1 − 𝑒−𝑠

𝑠
 

C(s) 

C(z) 

 1-2بسته مثال -سیستم کنترل حلقه 1 -2 شکل
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(2-1) 𝑐(𝑠) = ℒ−1[𝐶(𝑠)] = ℒ−1[𝐺(𝑠)
𝑅∗(𝑠)

1 + 𝐺𝐻∗(𝑠)
] 

 بصورت زیر است: z 𝐺(𝑠)تبدیل 

(2-11) 𝐺(𝑠) = ɀ [
1 − 𝑒−𝑠

𝑠

1

𝑠(𝑠 + 1)
] =

0.3679𝑧 + 0.2642

(𝑧 − 0.3679)(𝑧 − 1)
 

 بصورت زیر است:بسته این سیستم -از آنجایی که تابع تبدیل پالسی حلقه

(2-11) 𝐶(𝑧)

𝑅(𝑧)
=

𝐺(𝑧)

1 + 𝐺(𝑧)
 

 معادله مشخصه چنین است:

(2-12) 1 + G(z) = 0 

 شود:که چنین می

(2-13) (𝑧 − 0.3679)(𝑧 − 1) + 0.3679𝑧 + 0.2642 = 0 

 یا

(2-11) 𝑧2 − 𝑧 + 0.6321 = 0 

 آیند:های معادله مشخصه چنین بدست میریشه

(2-15) 𝑧2 = 0.5 − 𝑗0.6181 𝑧1 = 0.5 + 𝑗0.6181 

 چون 

|𝑧1| = |𝑧2| < 1 

 [32]است.مجانبی  بنابراین سیستم پایدار
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 9فصل 

 های کنترل بهینهتحلیل در فضای حالت و سیستم

 

 مقدمه 0.9

. یک سیستم کنترل است مهندسین کنترل قرار گرفتهتعداد زیادی از مسائل کنترل بهینه مورد توجه 

کند بر سازی میعنوان شاخص عملکرد را بهینه سیستمی که طراحی آن مقدار یک تابع انتخاب شده به -بهینه

آل از این لحاظ متفاوت است که با یک سیستم ایده -ممکن است به حداقل یا حداکثر برساند ،حسب مورد

آل های فیزیکی است و حال آن که سیستم ایدهسیستم بهینه، بهترین سیستم قابل حصول با وجود محدودیت

 ل باشد.قابل حصوممکن است یک هدف غیر

 

 های عملکردشاخص 1.9

های خاصی لازم در طراحی یک سیستم کنترل بهینه، برای تعیین یک تصمیم کنترل فعلی تحت محدودیت

آل را به حداقل برساند. آن معیار معمولاً توسط شاخص است قانونی پیدا کنیم که معیاری از انحراف عملکرد ایده

ای از میزان خص عملکرد تابعی است که مقدار آن به عنوان نشانهگردد. شا، فراهم میشده عملکرد انتخاب

شود. در اکثر مواقع، رفتار یک سیستم با انتخاب بردار تطبیق عملکرد واقعی با عملکرد مطلوب در نظر گرفته می

𝑢(𝑘) یا برحسب ماهیت شاخص عملکرد انتخاب شده، به (ای که شاخص عملکرد را به حداقل برساند به گونه

شود. از آنجاییکه شاخص عملکرد ماهیت سیستم کنترل بهینه حاصل را تعیین سازی میبهینه )حداکثر برساند .

کند انتخاب یک شاخص عملکرد مناسب مهم است. یعنی اینکه تعیین خطی یا غیرخطی بودن، ثابت یا می
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ت. بنابراین مهندس کنترل متغیر با زمان بودن یک سیستم کنترل بستگی  به شکل شاخص عملکرد خواهد داش

سازی کرده و آن را در تعیین ماهیت براساس ملزوماتی که یک سیستم باید برآورده کند این شاخص را فرموله

های عملکرد، بلکه برای تضمین گیرد. ملزومات طراحی معمولاً نه تنها شامل مشخصهسیستم حاصل در نظر می

سازی نه تنها باشند.  فرایند بهینهکنترل مورد استفاده نیز می هایی در شکلتحقق فیزیکی آن شامل محدودیت

باید قوانین کنترل بهینه و ترکیبات پارامترها را فراهم بیاورد بلکه کنترل در عملکرد را که در اثر هرگونه انحراف 

آید را نیز آن که از اعمال قوانین کنترل غیربهینه بوجود می )حداکثر(تابع شاخص عملکرد از مقدار حداقل 

 بینی کند .پیش

های پیچیده بسیار ترین شاخص عملکرد برای یک مسألًه داده شده، به خصوص در سیستمانتخاب مناسب

مشکل است. مطلوب آن است که معیار کنترل بهینه به جای در نظر گرفتن دیدگاه ریاضی از یک دیدگاه 

دار از ای بین یک برآورد معنیملکرد مصالحهکاربردی سرچشمه بگیرد. اما در حالت کلی انتخاب شاخص ع

 [32]شود.عملکرد سیستم و یک مسأله مهارشدنی ریاضی را شامل می

 

 سازی فرموله نمودن مسائل بهینه 9.9

 تواند فرموله شود:سازی یک سیستم کنترل میاگر اطلاعات زیر داده شده باشند، مسأله بهینه

 معادلات سیستم -1

 رده بردارهای مجاز کنترل  -2

 های یک مسأله محدودیت -3

 شاخص عملکرد -1

 پارامترهای سیستم -5
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در میان رده بردارهای مجاز کنترل است. این  𝑢(𝑘)حل یک مسأله کنترل بهینه، تعیین بردار کنترل بهینه 

 به عوامل زیر بستگی دارد: 𝑢(𝑘)بردار 

 ماهیت شاخص عملکرد -1

 هاماهیت محدودیت -2

 حالت اولیه یا خروجی اولیه  -3

 حالت مطلوب یا خروجی مطلوب -1

مسأله کنترل بهینه از لحاظ بدست آوردن یک پاسخ تحلیلی آنچنان جزء در موارد خاص، ممکن است 

 پیچیده باشد که لازم گردد جواب محاسباتی آن بدست آورده شود.

 𝑢(𝑘)پیدا کردن یک بردار کنترل مجاز ، شامل 𝑥(0)مسأله کنترل بهینه، برای هر حالت اولیه داده شده 

است که حالت را به ناحیه مطلوبی در فضای حالت انتقال داده که درآن شاخص عملکرد به حداقل رسانیده شود. 

ها، کنترل بهینه را در بعضی از موارد ترکیب خاصی از دستگاه، حالت مطلوب، شاخص عملکرد و محدودیت

-مورد وجود یک بردار کنترل بهینه مهم هستند زیرا که آنها طراح را مطلع میسازند. سوالاتی در غیرممکن می

پذیر است یا خیر. در های داده شده آن، کنترل بهینه امکانسازند که آیا برای یک سیستم و دسته محدودیت

 [31]باشند.پذیری میپذیری و رویتمیان سوالات دو تا از مهمترین آنها کنترل

 

 پذیریکنترل 1.9

 سیستم یک حالت کامل پذیریکنترل 0.1.9 تعریف

پذیر حالت گویند اگر بتوان سیستم را در یک زمان متناهی از هر حالت اولیه سیستم کنترلی را کاملاً کنترل

به عبارت دیگر سیستم کنترلی را  [32]دلخواه به هر حالت مطلوب دیگر همچنین یک حالت دلخواه، انتقال داد.

ند اگر بتوان هر متغیر حالت را در طول یک زمان متناهی توسط سیگنال کنترل بدون پذیر گویکنترل



24 

 

محدودیت، کنترل نمود. اگر یکی از متغیرها مستقل از سیگنال کنترل باشد، کنترل این متغیر حالت غیرممکن 

اب مسأله پذیر نباشد، ممکن است جوپذیر نیست. اگر سیستمی کنترلخواهد بود و بنابراین سیستم کنترل

پذیر هستند اما ممکن است های فیزیکی کنترلکنترل بهینه آن وجود نداشته باشد. اگرچه بسیاری از سیستم

پذیری نباشند، از این رو لازم است بدانیم تحت چه شرایطی های ریاضی متناظر دارای خاصیت کنترلمدل

 پذیر است.سیستم کنترل

 

 زمان-سسته زمانی خطی ثابتپذیری کامل حالت سیستم گکنترل 0.1.9

 سیستم گسسته زمانی توصیف شده بصورت زیر را در نظر بگیرید:

(1 − 3) 𝑥((𝑘 + 1)𝑇) = 𝐴𝑥(𝑘𝑇) + 𝐵𝑢(𝑘𝑇) 

سیگنال کنترل در  𝑢(𝑘𝑇)ام و 𝑘برداری بعدی حالت در لحظه نمونه-𝑛بردار  𝑥(𝑘𝑇)بطوریکه در آن 

𝐴 ،𝑛هایوماتریسام 𝑘برداری لحظه نمونه × 𝑛  و𝐵، 𝑛 × برداری ، دوره نمونه𝑇های ورودی و ، ماتریس1

𝑘𝑇در فاصله  𝑢(𝑘𝑇) کنیم کهفرض می باشد.می < 𝑡 < (𝑘 + 1)𝑇 .ثابت باشد 

 

 زمان-خطی ثابتزمانیپذیری کامل حالت سیستم گسستهکنترل 1.1.9تعریف

1)شده با معادله  سیستم کنترل گسسته زمانی داده  − -حالت یا به سادگی کنترل پذیر کاملرا کنترل (3

-های نمونهتعریف شده در تعداد متناهی از دوره 𝑢(𝑘𝑇)ای پذیر حالت گویند اگر سیگنال کنترل ثابت تکه

 𝑥𝑓را بتوان به هر حالت مطلوب  𝑥(𝑘𝑇)برداری چنان وجود داشته باشند که با شروع از هر حالت اولیه، حالت 

 [32]انتقال داد.برداری دوره نمونه 𝑛در حداکثر 
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𝑥𝑓توان به صورت مبدأ مشخص کرد یا را می 𝑥𝑓پذیری، حالت مطلوب در بحث کنترل = . اما در اینجا 0

باشد. با استفاده از تعریفی که داده بعدی شامل مبدأ می-𝑛یک حالت دلخواه در فضای  𝑥𝑓کنیم که فرض می

 ریم.آوپذیری کامل حالت را بدست میشد، اینک شرط کنترل

1)از حل معادله  −   خواهیم داشت: (3

𝑥(𝑛𝑇) =  𝐴𝑛𝑥(0) + ∑ 𝐴𝑛−𝑗−1

𝑛−1

𝑗=0

𝐵𝑢(𝑗𝑇) 

  = 𝐴𝑛𝑥(0) + 𝐴𝑛−1𝐵𝑢(0) + 𝐴𝑛−2𝐵𝑢(0) + ⋯+ 𝐵𝑢((𝑛 − 1)𝑇)                                             

 آوریم:بدست می 

 

(2 − 3) 𝑥(𝑛𝑇) − 𝐴𝑛𝑥(0) = [𝐵 ⃒ 𝐴𝐵⃒⋯⃒ 𝐴𝑛−1𝐵] [

𝑢((𝑛 − 1)𝑇)

𝑢((𝑛 − 2)𝑇)
⋮

𝑢(0)

] 

𝑛یک ماتریس  𝐵چون  × یک 𝐵 ،𝐴𝐵 ،…، 𝐴𝑛−1𝐵های یابیم که هر یک از ماتریساست، در می 1

𝑛ماتریس  ×  باشد: 𝑛بعدی است. اگر رتبه ماتریس زیر -𝑛یا یک بردار ستونی  1

(3 − 3)  [𝐵 ⃒ 𝐴𝐵⃒⋯⃒ 𝐴𝑛−1𝐵] = 𝑛 Rank 

 بعدی را بپوشانند. ماتریس معادله -𝑛توانند فضای می 𝐵 ،𝐴𝐵 ،…، 𝐴𝑛−1𝐵بردار  𝑛در این صورت 

(3 − توان به هایی که از مبدأ میپذیری گویند. ) توجه کنید که تمام حالترا به طور متداول ماتریس کنترل (3

پذیری شوند.( از این رو اگر رتبه ماتریس کنترلپذیری پوشانیده میآنها رسید، توسط ستونهای ماتریس کنترل

𝑥(𝑛𝑇)باشد، در این صورت برای حالت دلخواه  𝑛برابر   = 𝑥𝑓های کنترل بدون ای از سیگنال، دنباله

𝑢(0) ،𝑢(𝑇) ،... ،𝑢((𝑛محدودیت  − 1)𝑇)  3)وجود دارند که معادله − سازند. از این رو را برآورده می (3

دهد. مل حالت بدست میپذیری کاباشد یک شرط کافی برای کنترل 𝑛پذیری شرط اینکه رتبه ماتریس کنترل

3)برای اثبات اینکه معادله  −  کنیم:پذیری کامل حالت نیز است، فرض مییک شرط لازم برای کنترل (3
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 [𝐵 ⃒ 𝐴𝐵⃒⋯⃒ 𝐴𝑛−1𝐵] < 𝑛 Rank 

توان را می 𝐴𝑖𝐵دلخواه،  𝑖توان نشان داد که برای هر هامیلتون می -در این صورت با استفاده از قضیه کیلی

 داریم: 𝑖بیان نمود. در نتیجه برای هر  𝐵 ،𝐴𝐵 ،…، 𝐴𝑛−1𝐵های خطی ترکیببرحسب 

[𝐵 ⃒ 𝐴𝐵⃒⋯⃒ 𝐴𝑖−1𝐵] < 𝑛 Rank 

 𝑥𝑓بعدی را بپوشانند و بنابراین برای بعضی -𝑛توانند فضای نمی 𝐵 ،𝐴𝐵 ،…، 𝐴𝑖−1𝐵و از این رو بردارهای 

𝑥(𝑖𝑇)داشته باشیم  𝑖امکان ندارد که برای تمام  = 𝑥𝑓 3). از این رو شرط داده شده توسط معادله − یک  (3

1)شرط لازم است. اگر سیستم تعریف شده توسط معادله  − پذیر حالت باشد، در این به طور کامل کنترل (3

برداری انتقال داد، اگر و دوره نمونه 𝑛صورت امکان دارد هر حالت اولیه را به هر حالت دلخواه دیگر حداکثر در 

کراندار باشد ممکن است بیش از  𝑢(𝑘𝑇)بدون محدودیت باشد. در صورتی که اندازه  𝑢(𝑘𝑇)اندازه فقط اگر 

𝑛 برداری طول بکشد.دوره نمونه 

 پذیر کامل هستندهای زیر کنترلسیستم 0.9مثال 

1.  [
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)
] = [

−1 0
0 −2

] [
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)
] + [

2
3
] [𝑢(𝑘)] 

پذیر کامل باشد، باید رتبه ماتریس آن که سیستم فوق کنترلباشد، برای برابر با دو می 𝑛چون در این مثال 

𝑄 :زیر برابر با دو باشد 

𝑄 = [𝐵  ⃒𝐴𝐵  ] = [
2 −2
3 −6

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄 = 2 

 پذیر است. بنابراین سیستم فوق کنترل

2.  

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)

𝑥3(𝑘 + 1)

𝑥4(𝑘 + 1)

𝑥5(𝑘 + 1)]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
−2 1 0
0 −2 1
0
0
0

0
0
0

−2
0
0

    

0 0
0 0
0

−5
0

0
1

−5]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)

𝑥3(𝑘)

𝑥4(𝑘)

𝑥5(𝑘)]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
0 1
0 0
3
0
2

0
0
1]
 
 
 
 

[
𝑢1(𝑘)
𝑢2(𝑘)

] 
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زیر باید برابر با  𝑄پذیری سیستم فوق باید رتبه ماتریس برابر پنج است، بنابراین برای کنترل 𝑛در این مثال 

 پنج باشد:

𝑄 = [𝐵  ⃒𝐴𝐵  ⃒𝐴2𝐵  ⃒𝐴3𝐵  ⃒𝐴4𝐵] 

     =

[
 
 
 
 
0 1
0 0
3
0
2

0
0
1

    

0 −2
3 0

−6
2

−10

0
1

−5

    

3 4
−12 0
12

−20
50

0
−10
25

     

−18
36

−24
150

−250

   

−8 72
0 −96
0
75

−125

48
−1000
1250

    

16
0
0

−500
625 ]

 
 
 
 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄 = 5 

 باشد.پذیر میبنابراین، این سیستم کنترل

 پذیر نیستندهای زیر کنترلسیستم 1.9مثال 

 1.  [
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)
] = [

−1 0
0 −2

] [
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)
] + [

2
0
] [𝑢(𝑘)] 

 در این مثال داریم:

𝑄 = [
2 −2
0 0

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄 = 1 < 2 = 𝑛 

 نیست.پذیر در نتیجه سیستم فوق کنترل

2.  

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)

𝑥3(𝑘 + 1)

𝑥4(𝑘 + 1)

𝑥5(𝑘 + 1)]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
−2 1 0
0 −2 1
0
0
0

0
0
0

−2
0
0

    

0 0
0 0
0
5
0

0
1

−5]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)

𝑥3(𝑘)

𝑥4(𝑘)

𝑥5(𝑘)]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
0 1
3 0
0
2
0

0
1
0]
 
 
 
 

[
𝑢1(𝑘)
𝑢2(𝑘)

] 

 ، برای این مثال بصورت زیر است:𝑄پذیری، ماتریس کنترل

𝑄 =

[
 
 
 
 
0 1
3 0
0
2
0

0
1
0

    

3 −2
−6 0
0

−10
0

0
−5
0

    

−12 4
12 0
0
50
0

0
25
0

       

36
−24
0

−250
0

      

−8 −96
0 48
0

−125
0

0
1250

0

    

16
0
0

625
0 ]

 
 
 
 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄 = 3 < 5 = 𝑛 

 باشد.پذیر نمیبنابراین در این مثال، سیستم کنترل
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 پذیریرویت 1.9

 سیستم کنترل گسسته زمانی تحریک نشده تعریف شده بصورت زیر را در نظر بگیرید:

(1 − 3) 𝑥((𝑘 + 1)𝑇) = 𝐴𝑥(𝑇) 

(5 − 3) 𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇) 

بعدی در -𝑚بردار خروجی  𝑦(𝑘𝑇)و  ام𝑘برداری بعدی در لحظه نمونه-𝑛بردار حالت  𝑥(𝑘𝑇)که در آن 

𝑛یک ماتریس  𝐴ام و 𝑘برداری لحظه نمونه × 𝑛  و𝐶  یک ماتریس𝑛 × 𝑚 باشد.می 

 

 پذیری کامل حالت یک سیستمرویت 0.1.9تعریف 

در طول تعداد  𝑦(𝑘𝑇)را بتوان از مشاهده  𝑥(0)پذیر کامل گویند اگر هر حالت اولیه سیستم را رویت

پذیر کامل است اگر هر انتقال حالت نهایتاً برداری تعیین نمود. بنابراین سیستم رویتهای نمونهمتناهی از دوره

 [32]هر مؤلفه بردار خروجی را تحت تأثیر قرار دهد.

جش از متغیرهای حالت قابل پذیری در حل مسأله بازسازی متغیرهای حالت غیرقابل سنمفهوم رویت

های کنترل پسخورد حالت طراحی شده با روش برداری سودمند است. سیستمهای نمونهسنجش در حداقل دوره

جایابی قطب، پسخورد متغیرهای حالت وزن داده شده را لازم خواهند داشت. مشکل عملی مواجه شده با 

یرهای حالت برای سنجش مستقیم قابل دسترسی های کنترل پسخوردحالت آن است که برخی از متغسیستم

های باشند، از این رو لازم است که متغیرهای حالت غیرقابل سنجش تخمین زده شوند تا بتوان سیگنالنمی

گیریم به شرح زیر است. اگر سیستم با کنترل پسخورد را ساخت.دلیل اینکه سیستم بدون تحریک را در نظر می

 معادلات زیر توصیف شود:

(6 − 3) 𝑥((𝑘 + 1)𝑇) = 𝐴𝑥(𝑘𝑇) + 𝐵𝑢(𝑘𝑇) 
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(7 − 3) 𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇) + 𝐷𝑢(𝑘𝑇) 

 در این صورت:

(8 − 3) 𝑥(𝑘𝑇) = 𝐴𝑘𝑥(0) + ∑ 𝐴𝑘−𝑗−1𝐵𝑢(𝑗𝑇)

𝑘−1

𝑗=0

 

𝑦(𝑘𝑇) چنین است: 

(1 − 3) 𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝐴𝑘𝑥(0) + ∑ 𝐶𝐴𝑘−𝑗−1𝐵𝑢(𝑗𝑇)

𝑘−1

𝑗=1

+ 𝐷𝑢(𝑘𝑇) 

باشد، جملات دوم و سوم در سمت نیز معلوم می 𝑢(𝑘𝑇)معلوم است و  𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶های چون ماتریس

1)راست معادله  − کم  𝑦(𝑘𝑇)توان آنها را از مقدار رویت شده های معلومی هستند. از این رو میکمیت (3

های توصیف پذیری کامل کافی است سیستمکرد. به این جهت برای بررسی یک شرط لازم و کافی برای رویت

1)ا معادلات شده ب − 5)و  (3 −  در نظر گرفته شوند. (3

، 𝑢(0)را نیز تعیین نمود، زیرا  𝑥(𝑘)توان را از مشاهده خروجی تعیین کرد، می 𝑥(0)وقتی بتوان 

𝑢(𝑇) ،... ،𝑢(𝑘 −  معلوم هستند. (1

 

 های گسسته زمانی خطی پذیری کامل سیستمرویت 0.1.9

1)سیستم تعریف شده با معادلات   − 5)و  (3 − پذیر کامل است اگر با را در نظر بگیرید. سیستم رویت (3

را  𝑥(0)برداری، بتوان بردار حالت اولیه های نمونهدر طول تعداد متناهی از دوره 𝑦(𝑘𝑇)داشتن خروجی 

 تعیین کرد.

1) گسسته زمانی توصیف شده با معادلات  پذیری کامل سیستمدر ادامه شرط رویت − 5)و  (3 − را  (3

1)معادله  𝑥(𝑘)ست خواهیم آورد. از آنجایی که جواب بد −  چنین است: (3

(11 − 3) 𝑥(𝑘𝑇) = 𝐴𝑘𝑥(0) 
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 آوریم:بدست می

(11 − 3) 𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝐴𝑘𝑥(0) 

و ... و  𝑥2(0)و  𝑥1(0)و ...، بتوان  𝑦(2𝑇)و  𝑦(𝑇)و  𝑦(0)پذیری کامل بدان معنی است که با داشتن رویت

𝑥𝑛(0) توان را  تعیین نمود. از این رو می𝑛  مقدار اولیه 𝑦(𝑘𝑇)  یا𝑦(0) ،𝑦(𝑇) ،... ،𝑦((𝑛 − 1)𝑇)  را برای

 پذیر کامل، با داشتن:به کار برد. در مورد یک سیستم رویت 𝑥1(0) ،𝑥2(0) ،... ،𝑥𝑛(0)تعیین 

(12 − 3) 

𝑦(0) = 𝐶𝑥(0) 

 

𝑦(𝑇) = 𝐶𝐴𝑥(0) 

 

⋮ 

 

𝑦((𝑛 − 1)𝑇) = 𝐶𝐴𝑛−1𝑥(0) 

 

بردار است، -𝑚یک  𝑦(𝑘𝑇)را تعیین کنیم. با توجه به اینکه  𝑥𝑛(0)و ... و  𝑥2(0)و  𝑥1(0)باید بتوانیم 

12)معادله هم زمان  𝑛دستگاه  − و  𝑥2(0)و  𝑥1(0)شامل دهد که همگی معادله بدست می 𝑚𝑛، تعداد (3

معادله  𝑚𝑛را از این  𝑥𝑛(0)و ... و  𝑥2(0)و  𝑥1(0)های یکتای هستند. برای اینکه دسته جواب 𝑥𝑛(0)... و 

دارد که ماتریس معادله مستقل خطی از میان آنها بنویسیم. این امر لازم می 𝑛بدست آوریم، باید بتوانیم دقیقاً 

𝑚𝑛 × 𝑛  زیر، از رتبه𝑛 .باشد 

[

𝐶
𝐶𝐴
⋮

𝐶𝐴𝑛−1

] 
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-توان شرط رویت، می ماتریس یکسان هستند مزدوج آن ماتریس و رتبه ترانهاده  با توجه به اینکه رتبه یک

1)پذیری کامل را به شرح زیر بیان کرد. شرط لازم و کافی برای آنکه سیستم تعریف شده با معادلات  − و  (3

(5 − 𝑛پذیر کامل باشد آن است که رتبه ماتریس رویت (3 × 𝑚𝑛  زیر برابر با𝑛 .باشد 

( 31 − 3) [𝐶∗ ⃒ 𝐴∗𝐶∗ ⃒ …  ⃒ (𝐴∗)𝑛−1𝐶∗ ] 

𝐶∗ ترانهاده ماتریس ،𝐶 و 𝐴∗ ترانهاده ماتریس ،𝐴 باشد.می 

13)ماتریس داده شده توسط  −  شود.پذیری گفته میعموماً ماتریس رویت (3

 پذیر کامل هستند.های زیر رویتسیستم 9.9مثال 

1.  [
𝑥1(𝑘 + 1)𝑇

𝑥2(𝑘 + 1)𝑇
] = [

−1 0
0 −2

] [
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)
] 

      𝑦(𝑘𝑇) = [1 5] [
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)
] 

باشد، باید رتبه ماتریس  پذیر کاملرویتباشد، برای آن که سیستم فوق برابر با دو می 𝑛چون در این مثال 

𝑆 :زیر برابر با دو باشد 

𝑆 = [𝐶∗  ⃒𝐴∗𝐶∗] = [
1 −1
5 −10

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 2 = 𝑛 

 باشد.پذیر کامل میبنابراین سیستم فوق رویت

2.  

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘 + 1)𝑇

𝑥2(𝑘 + 1)𝑇

𝑥3(𝑘 + 1)𝑇

𝑥4(𝑘 + 1)𝑇

𝑥5(𝑘 + 1)𝑇]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
2 1 0
0 2 1
0
0
0

0
0
0

2
0
0

    

0 0
0 0
0

−3
0

0
1

−3]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)

𝑥3(𝑘𝑇)

𝑥4(𝑘𝑇)

𝑥5(𝑘𝑇)]
 
 
 
 

 

           [
𝑦1(𝑘𝑇)
𝑦2(𝑘𝑇)

] = [
1
0
  
1 1
1 1

  
0
1
  
1
0
]

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)

𝑥3(𝑘𝑇)

𝑥4(𝑘𝑇)

𝑥5(𝑘𝑇)]
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باید برابر با پنج  𝑆پذیری پذیری سیستم در این مثال، رتبه ماتریس رویتبا توجه به مثال قبل، برای رویت

 باشد:

𝑆 = [𝐶∗  ⃒𝐴∗𝐶∗   ⃒(𝐴∗)2𝐶∗   ⃒(𝐴∗)3𝐶∗   ⃒(𝐴∗)4𝐶∗] 

    =

[
 
 
 
 
1 0
1 1
1
0
1

1
1
0

    

2 0
3 2
3
0

−3

3
−3
1

    

4 0
8 4
9
0
9

8
9

−6

    

8 0
20 8
26
0

−27

20
−27
27

    

16
48
72
0
81

    

0
16
48
81

−108]
 
 
 
 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 5 

 باشد.پذیر میبنابراین سیستم فوق رویت

 کامل نیستند.پذیر های زیر رویتسیستم 1.9مثال 

 1.  [
𝑥1(𝑘 + 1)𝑇

𝑥2(𝑘 + 1)𝑇
] = [

−1 0
0 −2

] [
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)
] 

           𝑦(𝑘𝑇) = [0 5] [
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)
] 

 در این مثال، داریم:

𝑆 = [
0 0
5 −10

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 1 < 2 = 𝑛 

 پذیر نیست. در نتیجه سیستم فوق رویت

 2.  

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘 + 1)𝑇

𝑥2(𝑘 + 1)𝑇

𝑥3(𝑘 + 1)𝑇

𝑥4(𝑘 + 1)𝑇

𝑥5(𝑘 + 1)𝑇]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
2 1 0
0 2 1
0
0
0

0
0
0

2
0
0

    

0 0
0 0
0

−3
0

0
1

−3]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)

𝑥3(𝑘𝑇)

𝑥4(𝑘𝑇)

𝑥5(𝑘𝑇)]
 
 
 
 

 

           [
𝑦1(𝑘𝑇)
𝑦2(𝑘𝑇)

] = [
1
0
  
1 1
1 1

  
0
0
  
1
0
]

[
 
 
 
 
𝑥1(𝑘𝑇)

𝑥2(𝑘𝑇)

𝑥3(𝑘𝑇)

𝑥4(𝑘𝑇)

𝑥5(𝑘𝑇)]
 
 
 
 

 

 پذیری سیستم فوق بصورت زیر است:ماتریس رویت
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𝑆 =

[
 
 
 
 
1 0
1 1
1
0
1

1
0
0

    

2 0
3 2
3
0

−3

3
0
0

    

4 0
8 4
9
0
9

8
0
0

    

8 0
20 8
26
0

−27

20
0
0

    

16
48
72
0
81

    

0
16
48
0
0 ]

 
 
 
 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 4 < 5 = 𝑛 

 باشد.پذیر نمیبنابراین سیستم فوق رویت

 

 های کنترل بهینهسیستم 1.9

رساند، ای را به حداقل )حداکثر( میبنابر تعاریف، سیستمی که طراحی آن شاخص عملکرد انتخاب شده

مطلب مهم است کند. تذکر این بهینه است. واضح است که در واقع شاخص عملکرد ترکیب سیستم را تعیین می

های عملکرد که سیستم کنترلی که تحت تأثیر یک شاخص عملکرد بهینه است، در حالت کلی، تحت شاخص

افزاری یک قانون کنترل بهینه مخصوص ممکن است بسیار مشکل و باشد. همچنین تحقق سختدیگر بهینه نمی

کننده بهینه که تنها در یک عمال کنترلهای بسیار زیادی برای اگران باشد. از این رو ممکن است صرف هزینه

معنی باشد. یک سیستم کنترل بندرت برای انجام یک کار تنها که مفهوم باریک یا فردگرایانه بهترین است بی

گردد. در عوض برای انجام یک کار تصادفی انتخاب شده از میان یک کاملاً از قبل مشخص شده باشد طراحی می

های عملی به تر باشد اگر در سیستمشود. بنابراین ممکن است معقولانهطراحی میمجموعه کامل کارهای ممکن 

 دنبال قوانین تقریبی کنترل بهینه بوده که با دقت به یک شاخص عملکرد یکتا گره نخورده باشد.

های عملی یک سیستم کنترل وقتی بخواهیم دقیق صحبت کنیم، باید متوجه باشیم که در بیشتر وضیعت 

دهد و بدست آمده از طریق ریاضی بالاترین عملکرد ممکن را تحت شاخص عملکرد داده شده بدست میبهینه 

بیشتر یک معیار سنجش است تا یک هدف عملی. بنابراین باید پیش از آنکه تصمیم بگیریم که سیستم کنترل 

ترل بهینه پیچیده از عملکرد ای که عملکرد سیستم کنتر بسازیم. میزان درجهتر ولی سادهبهینه یا چیزی پایین
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کند را به دقت ارزیابی کنیم. ما نباید یک سیستم کنترل بهینه تر تجاوز میسیستم کنترل زیر بهینه ساده

 پیچیده و گران بسازیم جزء آنکه بتوان آن را توجیه کرد.

-م که سیستم سادهوقتی که با استفاده از تئوری کنترل بهینه درجه نهایی عملکرد پیدا شد، باید سعی کنی

ای را که نزدیک بهینه باشد طراحی کنیم. با در نظر گرفتن این مطلب، یک سیستم فیزیکی ساخته، آن را 

های عملکردی آن نزدیک به سیستم بخشی بدست آید که مشخصهکنیم تا سیستم رضایتآزمایش و اصلاح می

. مسائل کنترل بهینه قابل حل به روش تحلیلی، دید ایمای باشد که از لحاظ تئوری آن را پیدا کردهکنترل بهینه

آورند. توانند در مورد عملی اعمال گردند، فراهم میای که میهای بهینهخوبی را نسبت به ساختارها و الگوریتم

های خطی بر اساس یک مثال از مسائل کنترل بهینه قابل حل به روش تحلیلی مسأله کنترل بهینه سیستم

های کنترل عملی به عنوان های عملکرد درجه دوم غالباً در سیستمد درجه دوم است. شاخصهای عملکرشاخص

 [32]شوند.معیارهایی برای عملکرد سیستم به کار برده می

 

 کنترل بهینه درجه دوم خطی 0.1.9

تواند به صورت زیر بیان شود؛ یک سیستم کنترل گسسته زمانی مسأله کنترل بهینه درجه دوم خطی می

 گیریم:طی داده شده بصورت زیر را در نطر میخ

(11 − 3) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘)    ,  𝑥(0) = 𝑐 

بردار  𝑢(𝑘) بعدی و -𝑛بردار حالت  𝑥(𝑘)پذیر حالت فرض شده است و که در آن سیستم، کاملاً کنترل

𝑛یک ماتریس ناویژه  𝐴بعدی، -𝑟 کنترل  × 𝑛  و𝐵  یک ماتریس𝑛 × 𝑟 اینجا مسأله کنترل در  باشد.می

 سازی با استفاده از ضرایب لاگرانژ حل خواهیم کرد.بهینه درجه دوم خطی اصلی را با روش مرسوم مینیمم
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𝑢(0) ،𝑢(1) ،... ،𝑢(𝑁دنباله کنترل بهینه  − -را که یک شاخص عملکرد درجه دوم را به حداقل می (1

0)های عملکرد درجه دوم برای یک فرایند زمانی متناهی کنیم. مثالی از شاخصرساند پیدا می ≤ 𝑘 ≤ 𝑁) 

 بدین صورت است:

(15 − 3) 𝐽 =
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
∑[𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢∗(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)]

𝑁−1

𝑘=0

 

𝑛یک ماتریس هرمیتی معین مثبت یا نیمه معین مثبت )ماتریس حقیقی متقارن(  𝑆و  𝑄که در آن   × 𝑛 ،

𝑅  بت )ماتریس حقیقی متقارن( یک ماتریس هرمیتی معین مث𝑟 × 𝑟 باشند.می 

به ترتیب برای وزن دادن به اهمیت نسبی معیارهای عملکرد ایجاد شده با بردار  𝑆و  𝑄 ،𝑅های ماتریس

𝑥(𝑘)(𝑘حالت  = 0,1,2, … ,𝑁 − 𝑢(𝑘)(𝑘(، بردار کنترل 1 = 0,1,2, … ,𝑁 − ( و حالت نهایی 1

𝑥(𝑁) اند.انتخاب شده 

𝑥(0)حالت اولیه سیستم در یک حالت اولیه دلخواه  = 𝑐  است. حالت نهایی𝑥(𝑁)  ممکن است ثابت

باشد، که در آن صورت جمله 
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) ( حذف شده و به جای آن 15-3از شاخص عملکرد معادله )

𝑥(𝑁)شرط پایانی  = 𝑥𝑓 شود، که در آن جایگزین می𝑥𝑓  پایانی حالت پایانی، ثابت است. اگر حالت𝑥𝑓  ثابت

( نشان دهنده وزن معیار عملکرد ناشی از حالت پایانی است. توجه کنید که در 15-3نباشد، آنگاه اولین جمله )

سازی وارد کردن جمله مسأله حداقل
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁)  در شاخص عملکرد𝐽 خواهیم کند که ما میایجاب می

 شد. الامکان به مبدأ نزدیک باحتی 𝑥(𝑁)حالت نهایی 

 سازی با استفاده از ضرایب لاگرانژحل به روش مرسوم حداقل
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تواند سازی شامل یک تابع چند متغیره است. از این رو میمسأله کنترل بهینه درجه دوم یک مسأله مینیمم 

تواند با الحاق های تساوی میسازی تحت محدودیتسازی حل گردد. مسأله مینیممبا روش مرسوم مینیمم

 ها به تابعی که قرار است به حداقل رسانیده شود با استفاده از ضرایب لاگرانژ حل گردد.دودیتکردن مح

15)داده شده با معادله  𝐽سازی، در مسأله کنونی بهینه − که تحت محدودیت زیر قرار گرفته باشد را  (3

 رسانیم:به حداقل می

(16 − 3) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

𝑘که در آن  = 0,1,… , 𝑁 −  و شرط اولیه بردار حالت بدین صورت مشخص شده باشد: 1

(17 − 3) 𝑥(0) = 𝑐 

, 𝜆(𝑁)اکنون با استفاده از یک مجموعه ضرایب لاگرانژ  … , 𝜆(2) , 𝜆(1)  یک شاخص عملکرد جدید𝐿 

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می

(18 − 3) 

𝐿 =
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
∑{[𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢∗(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)]

𝑁−1

𝑘=0

 

+ 𝜆∗(𝑘 + 1)[𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) − 𝑥(𝑘 + 1)]    

+ [𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) − 𝑥(𝑘 + 1)]∗𝜆(𝑘 + 1)} 

18)نوشتن جملات شامل ضرایب لاگرانژ بصورت نشان داده شده در معادله  − به دلیل تضمین آن  (3

𝐿است.  = 𝐿∗ (𝐿 توجه کنید که .)یک کمیت حقیقی اسکالر است 

 𝜆∗(0)[𝑐 − 𝑥(0)] + [𝑐 − 𝑥(0)]∗𝜆(0) 

اضافه گردد. اما برای ساده کردن نمایش، این کار را نخواهیم کرد. یک واقعیت  L عملکردتواند به شاخص می

18)تعریف شده با معادله  Lتابع  سازیحداقلشناخته شده آن است که  −  Jسازی معادل است با حداقل (3

15)تعریف شده با معادله  − 16)هنگامی که تحت محدودیت تساوی تعریف شده با معادله  (3 − قرار  (3

 .ه باشدگرفت
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, 𝜆(𝑘)، باید از آن نسبت به هر مؤلفه بردارهای  𝐿به منظور به حداقل رسانیدن تابع  𝑢(𝑘) ،𝑥(𝑘)  مشتق

نسبت به  𝐿 گرفته و نتایج را مساوی صفر قرار داد. لیکن از نظر محاسباتی، مناسب است که از 

�̅�𝑖(𝑘) , �̅�𝑖(𝑘) ،�̅�𝑖(𝑘)  مشتق گرفته شود. که�̅�𝑖(𝑘) , �̅�𝑖(𝑘) ،�̅�𝑖(𝑘) های مختلط به ترتیب مزدوج

𝜆𝑖(𝑘) , 𝑢𝑖(𝑘) ،𝑥𝑖(𝑘) باشند. )توجه کنید که سیگنال و مزدوج آن در بر گیرنده اطلاعات ریاضی یکسان می

 دهیم:باشند( بنابراین قرار میمی

;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
𝜕𝐿

𝜕�̅�𝑖(𝑘)
= 0 

;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 − 1 𝑖 = 1,2, … , 𝑟 
𝜕𝐿

𝜕�̅�𝑖(𝑘)
= 0 

;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
𝜕𝐿

𝜕�̅�𝑖(𝑘)
= 0 

یک حداقل داشته باشد، شرایط لازم هستند. توجه کنید که عبارات ساده شده  𝐿این معادلات برای آن که 

 های نسبی پیشین عبارتند از:برای معادلات مشتق

(11 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 
𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

(21 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 − 1 
𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

(21 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 
𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

 های مختلط درجه دوم و دو خطی نسبت به متغیرهای برداری، داریم:گیری از صورتبرای مشتق

,
𝜕𝑥∗𝐴𝑦

𝜕�̅�
= 𝐴𝑦 

𝜕𝑥∗𝐴𝑥

𝜕�̅�
= 𝐴𝑥 

11) آنگاه معادلات  − 21) و(3 − 21)و  (3 −  توانند بصورت زیر بدست آیند:می (3

(22 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 − 1 ; 𝑄𝑥(𝑘) + 𝐴∗𝜆(𝑘 + 1) − 𝜆(𝑘) = 0 
𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

( 32 − 3)  
;  𝑆𝑥(𝑁) − 𝜆(𝑁) = 0 

𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑁)
= 0 
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( 12 − 3) ;  𝑘 = 0,1,2,… ,𝑁 − 1 ;  𝑅𝑢(𝑘) + 𝐵∗𝜆(𝑘 + 1) = 0 
𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

( 52 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 ;  𝐴𝑥(𝑘 − 1) + 𝐵𝑢(𝑘 − 1) − 𝑥(𝑘) = 0 𝜕𝐿

𝜕�̅�(𝑘)
= 0 

( مقدار نهایی ضرایب لاگرانژ را مشخص 23-3) ( در واقع معادله حالت سیستم است. معادله25-3معادله )

شود. اکنون معادلات بردار یا بردار الحاقی نامیده میغالباً یک هم 𝜆(𝑘)کند. توجه کنید که ضرایب لاگرانژ می

 ( داریم:22-3کنیم. از معادله )بدست آمده در بالا را ساده می

(26 − 3) ;  𝑘 = 1,2, … ,𝑁 − 1 𝜆(𝑘) = 𝑄𝑥(𝑘) + 𝐴∗𝜆(𝑘 + 1) 

𝜆(𝑁)با شرط نهایی  = 𝑆𝑥(𝑁)( برای 21-3. با حل معادله )𝑢(𝑘)  و با توجه به اینکه𝑅−1  ،وجود دارد

 آوریم:بدست می

(27 − 3) ;  𝑘 = 0,1,2, … ,𝑁 − 1 𝑢(𝑘) = −𝑅−1𝐵∗𝜆(𝑘 + 1) 

 تواند بصورت زیر بازنویسی شود:( می21-3معادله )

( 82 − 3) ;  𝑘 = 0,1,2, … ,𝑁 − 1 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

 دهد:( می28-3( در )27-3واقع معادله حالت است. جایگزینی معادله )که در 

( 12 − 3) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) − 𝐵𝑅−1𝐵∗𝜆(𝑘 + 1) 

𝑥(0)با شرط اولیه  = 𝑐. 

زمان حل کنیم. ( را بطور هم21-3( و )26-3های )باید معادله سازیمینیممبرای بدست آوردن پاسخ مسأله 

 همشخص شده است، ولی برای معادل 𝑥(0) (، شرط اولیه28-3معادله )توجه کنید که برای معادله سیستم، 

مشخص شده است. از این رو مسأله در اینجا یک مسأله  𝜆(𝑁)(، شرط نهایی 26-3ضرایب لاگرانژ، معادله )

 شود.می 1اینقطه-مرزی دو-مقدار

                                                           
 

1-Two point Boundary value problem  
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توانند ضرایب لاگرانژ می ای حل شود، مقادیر بهینه بردار حالت و بردارنقطه-مرزی دو-اگر مسأله مقدار

باز بدست آورده شود. لیکن اگر تبدیلات -تواند به شکل حلقهمی 𝑢(𝑘)تعیین گردند و بردار کنترل بهینه 

  بسته یا پسخورد به شکل زیر بدست آید:-تواند بصورت حلقهمی 𝑢(𝑘)ریکاتی را به کار بریم، بردار کنترل بهینه 

( 13 − 3) 𝑢(𝑘) = −𝐾(𝑘)𝑥(𝑘) 

𝑟یک ماتریس پسخورد  𝐾(𝑘)که در آن  × 𝑛 .[32و28]است 

 بسته-بصورت حلقه 𝒖(𝒌)بهینه معادله ریکاتی بردار کنترل 1.1.9

 تواند بدین صورت نوشته شود:می λ(𝑘)فرض کنید که 

( 13 − 3) λ(𝑘) = 𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) 

𝑛یک ماتریس هرمیتی  𝑃(𝑘)که در آن  × 𝑛  یا یک ماتریس حقیقی متقارن(𝑛 × 𝑛 .با جایگزینی ( است

 ( داریم:26-3( در معادله )31-3معادله )

(32 − 3) 𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) = 𝑄𝑥(𝑘) + 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 آوریم:( بدست می21-3( در معادله )31-3و با جایگزینی معادله )

(33 − 3) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) − 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

یل دایم. فرایند تبرا حذف کرده λ(𝑘)را شامل نبوده و لذا  λ(𝑘)( 33-3( و )32-3های )توجه کنید که معادله

ای از نقطه-مرزی دو-شود که در حل چنین مسأله مقداربه کار گرفته شده در اینجا، تبدیل ریکاتی نامیده می

 ( داریم:33-3ای برخوردار است. از معادله )العادهاهمیت فوق

(31 − 3) [𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) 

𝑃(𝑘توان نشان داد که پذیر حالت، میهای کاملاً کنترلبرای سیستم + معین مثبت یا نیمه معین مثبت  (1

𝑃(𝑘است. حداقل برای یک ماتریس نیمه معین مثبت  +  ، داریم:(1

 ⃒𝐼𝑛 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1) ⃒ =  ⃒𝐼𝑟 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1 ⃒ = 

 ⃒𝐼𝑟 + 𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵 ⃒ =  ⃒𝑅−1 ⃒ ⃒𝑅 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵 ⃒ ≠ 0 
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 ایم:که در آن از رابطه زیر استفاده کرده

⃒ 𝐼𝑛 + 𝐴𝐵 ⃒ =  ⃒𝐼𝑟 + 𝐵𝐴 ⃒ 

𝑛یک ماتریس  𝐴که ماتریس  × 𝑟  و ماتریس𝐵  یک ماتریس𝑟 × 𝑛 باشد. از این رو، معکوس می𝐼 +

𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 +  شود:( بصورت زیر نوشته می31-3وجود دارد. در نتیجه، معادله ) (1

(35 − 3) 𝑥(𝑘 + 1) = [𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1𝐴𝑥(𝑘) 

 آوریم:( بدست می32-3( در معادله )35-3با جایگزینی معادله )

𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) = 𝑄𝑥(𝑘) + 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1𝐴𝑥(𝑘) 

 یا

{𝑃(𝑘) − 𝑄 − 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1𝐴}𝑥(𝑘) = 0 

 باشیم:ها برقرار باشد. از این رو، باید داشته 𝑥(𝑘)این معادله آخر باید برای تمام 

(36 − 3) 𝑃(𝑘) = 𝑄 + 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1𝐴 

 تواند اصلاح شود. با استفاده از لم معکوس سازی ماتریس ( می36-3معادله )

(𝐴 + 𝐵𝐷)−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝐵(𝐼 + 𝐷𝐴−1𝐵)−1𝐷𝐴−1 

𝐴های و با انجام جایگزینی = 𝐼 و 𝐵 = 𝐵𝑅−1 و 𝐷 = 𝐵∗𝑃(𝑘 +  آوریم:بدست می (1

[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1  = 𝐼 − 𝐵𝑅−1[𝐼 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1]−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1) 

= 𝐼 − 𝐵[𝑅 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵]−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1) 

 تواند بصورت زیر اصلاح شود:( می36-3از این رو، معادله )

(37 − 3) 𝑃(𝑘) = 𝑄 + 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)𝐴 − 𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵[𝑅 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵]−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐴 

( توجه کنید که در 31-3( و )23-3های )مراجعه به معادلهشود. با (، معادله ریکاتی نامیده می37-3معادله )

𝑘 = 𝑁 :داریم 

( 83 − 3) 

𝑃(𝑁)𝑥(𝑁) = 𝜆(𝑁) = 𝑆𝑥(𝑁) 

 یا

𝑃(𝑁) = 𝑆 
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𝑘تواند  بطور یکتا بصورت معکوس از ( می37-3( یا )36-3از این رو، معادله ) = 𝑁  به𝑘 = حل شود.  0

𝑃(𝑁توانیم که معلوم است، می 𝑃(𝑁)یعنی اینکه با شروع از  − 1) ،𝑃(𝑁 − 2) ،...،𝑃(0) .را بدست آوریم 

( اکنون 27-3داده شده با معادله ) 𝑢(𝑘) (، بردار کنترل بهینه 31-3( و )26-3های )با مراجعه به معادله

 شود:چنین می

( 13 − 3) 
𝑢(𝑘) = −𝑅−1𝐵∗𝜆(𝑘 + 1) = −𝑅−1𝐵∗(𝐴∗)−1[𝜆(𝑘) − 𝑄𝑥(𝑘)] 

          = −𝑅−1𝐵∗(𝐴∗)−1[𝑃(𝑘) − 𝑄]𝑥(𝑘) = −𝐾(𝑘)𝑥(𝑘) 

 که در آن 

( 11 − 3) 𝐾(𝑘) = 𝑅−1𝐵∗(𝐴∗)−1[𝑃(𝑘) − 𝑄] 

دهد. توجه بدست می 𝑢(𝑘)بسته یا شکل پسخورد را برای بردار کنترل بهینه -(، شکل حلقه31-3معادله )

 کنید که بردار کنترل بهینه متناسب با بردار حالت است. 

( و     31-3های )به معادله تواند به چند شکل مختلف داده شود. با مراجعهمی 𝑢(𝑘)بردار کنترل بهینه 

(3-35 ،)𝑢(𝑘) تواند به صورت زیر داده شود:می 

( 11 − 3) 

𝑢(𝑘) = −𝑅−1𝐵∗𝜆(𝑘 + 1) = −𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

          = −𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]−1𝐴𝑥(𝑘) 

          = −𝑅−1𝐵∗[𝑃−1(𝑘 + 1) + 𝐵𝑅−1𝐵∗]−1𝐴𝑥(𝑘) 

          = −𝐾(𝑘)𝑥(𝑘) 

 که در آن

(3-12) 𝐾(𝑘) = −𝑅−1𝐵∗[𝑃−1(𝑘 + 1) + 𝐵𝑅−1𝐵∗]−1𝐴 

 تواند بصورت زیر داده شود:می 𝑢(𝑘)یک شکل کمی متفاوت بردار کنترل بهینه 

(3-13) 
𝑢(𝑘) = −[𝑅 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵]−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐴𝑥(𝑘) 

          = −𝐾(𝑘)𝑥(𝑘) 

 که در آن 

(3-11) 𝐾(𝑘) = −[𝑅 + 𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐵]−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝐴 
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که قانون کنترل بهینه پسخورد، بردار حالت  دهندنشان می( به وضوح 13-3( و )11-3( و )31-3معادلات )

شمای کنترل بهینه سیستم بر اساس شاخص عملکرد  1-3دارد. شکل لازم می 𝐾(𝑘)را با بهره متغیر با زمان 

تواند قبل از شروع فرایند، وقتی که ماتریس حالت می 𝐾(𝑘)دهد. بهره متغیر با زمان درجه دوم را نشان می

 𝐾(𝑘)داده شوند، محاسبه گردد. در نتیجه  𝑆  و 𝑄 ،𝑅های وزنی و ماتریس 𝐵  ،ماتریس کنترل 𝐴سیستم 

های بعدی ذخیره گردد. توجه کنید که حالت بصورت جداگانه از پیش محاسبه گردیده و برای استفاده تواندمی

تواند بلافاصله با پیش در هر مرحله می 𝑢(𝑘)شود. برای کنترل بهینه، نمی 𝐾(𝑘)وارد محاسبه 𝑥(0)اولیه 

آن است  𝐾(𝑘)یس بهره پسخورد تعیین گردد. یک خاصیت ماتر 𝐾(𝑘)−در  𝑥(𝑘)ضرب کردن بردار حالت 

𝑘که تقریباً ثابت است به جزء در نزدیکی پایان فرایند در  = 𝑁[.132و28و] 

 

 ارزیابی شاخص عملکرد مینیمم 9.1.9

 کنیم:اکنون مقدار مینیمم شاخص عملکرد را ارزیابی می

𝑚𝑖𝑛 𝐽 = 𝑚𝑖𝑛{
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
∑{[𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢∗(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)]

𝑁−1

𝑘=0

 } 

   -K(k) 

همحاسبپیش    

     K(k)    

   B Z-1I 

  A 

Σ 

 سیستم کنترل بهینه براساس شاخص عملکرد درجه دوم 1 -3شکل
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 ، داریم:𝑥∗(𝑘)( در 32-3رب کردن طرفین معادله )با پیش ض

𝑥∗(𝑘)𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) = 𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑥∗(𝑘)𝐴∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 آوریم:( در این معادله اخیر، بدست می31-3با جایگزینی معادله )

𝑥∗(𝑘)𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) = 𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑥∗(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)]∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

                              = 𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑥∗(𝑘 + 1)[𝐼 + 𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1𝐵∗]𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 از این رو 

(3-15) 
𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) = 𝑥∗(𝑘)𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) − 𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)

− 𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 ( داریم:31-3( و )27-3های )همچنین از معادله

𝑢(𝑘) = −𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 این رواز 

𝑢∗𝑅𝑢(𝑘) = [−𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1]𝑅[−𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)                           

(3-16)                  = 𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1)𝐵𝑅−1𝐵∗𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1) 

 آوریم:(، بدست می16-3( و )15-3های )با جمع کردن معادله

(3-17) 𝑥∗(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢∗𝑅𝑢(𝑘) = 𝑥∗(𝑘)𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) − 𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1) 

 آوریم:(، بدست می15-3( در معادله )17-3با جایگزینی معادله )

(3-18) 

𝐽𝑚𝑖𝑛 =
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
∑[𝑥∗(𝑘)𝑃(𝑘)𝑥(𝑘) − 𝑥∗(𝑘 + 1)𝑃(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1)]

𝑁−1

𝑘=0

 

          =
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
[𝑥∗(0)𝑃(0)𝑥(0) − 𝑥∗(1)𝑃(1)𝑥(1) + 𝑥∗(1)𝑃(1)𝑥(1) 

              −𝑥∗(2)𝑃(2)𝑥(2) + ⋯+ 𝑥∗(𝑁 − 1)𝑃(𝑁 − 1) 𝑥(𝑁 − 1) − 𝑥∗(𝑁)𝑃(𝑁)𝑥(𝑁)] 

          =
1

2
𝑥∗(𝑁)𝑆𝑥(𝑁) +

1

2
𝑥∗(0)𝑃(0)𝑥(0) −

1

2
𝑥∗(𝑁)𝑃(𝑁)𝑥(𝑁) 

 

𝑃(𝑁)( داریم 38-3توجه کنید که از معادله ) = 𝑆( چنین می18-3. از این رو معادله ):شود 
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(3-11) 𝐽𝑚𝑖𝑛 =
1

2
𝑥∗(0)𝑃(0)𝑥(0) 

و  𝑃(0)شود. این شاخص تابعی از ( داده می11-3با معادله ) 𝐽بنابراین، مقدار مینیمم شاخص عملکرد   

 باشد.می  𝑥(0)حالت اولیه

 سیستم کنترل گسسته زمانی تعریف شده زیر را در نظر بگیرید: 1.9مثال 

𝑥(𝑘 + 1) = 0.3679𝑥(𝑘) + 0.6321𝑢(𝑘)   , 𝑥(0) = 1 

 ای تعیین کنید که شاخص عملکرد زیر را مینیمم کند:قانون کنترل بهینه

𝐽 =
1

2
[𝑥(10)]2 +

1

2
∑[𝑥2(𝑘) + 𝑢2(𝑘)]

9

𝑘=0

 

 را تعیین کنید.  𝐽. همچنین، مقدار مینیمم شاخص عملکرد S=1 ،Q=1 ،R=1توجه کنید که در این مثال 

 آوریم:را بصورت زیر بدست می 𝑃(𝑘)، (36-3)با مراجعه به معادله  حل.

𝑃(𝑘) = 1 + (0.3679)𝑃(𝑘 + 1)[1 + (0.6321)(1)(0.6321)𝑃(𝑘 + 1)]−1(0.3679) 

 شود، و در این مثال ( مشخص می38-3با معادله ) 𝑃(𝑘)شرط مرزی برای  

𝑃(𝑁) = 𝑃(10) = 𝑆 = 1 

 کنیم:محاسبه می k=0تا   k=9را بطور معکوس از  𝑃(𝑘)اکنون 

𝑃(9) = 1 + 0.1354 × 1(1 + 0.3996 × 1)−1 = 1.0967 

𝑃(8) = 1 + 0.1354 × 1. 0967(1 + 0.3996 × 1.0967)−1 = 1.1032 

𝑃(7) = 1 + 0.1354 × 1.1032(1 + 0.3996 × 1.1032)−1 = 1.1037 

𝑃(6) = 1 + 0.1354 × 1.1037(1 + 0.3996 × 1.1037)−1 = 1.1037 

𝑃(𝑘) = 1.1037         𝑘 = 5,4,3,2,1,0  

   𝑃𝑠𝑠شوند. مقدار حالت پایدار به سرعت به مقدار حالت پایدار نزدیک می 𝑃(𝑘)توجه کنید که مقادیر 

 تواند از رابطه زیر بدست آورده شود:می

𝑃𝑠𝑠 = 1 + 0.1354𝑃𝑠𝑠(1 + 0.3996𝑃𝑠𝑠)
−1 

 یا

0.3996𝑃𝑠𝑠
2 + 0.4650𝑃𝑠𝑠 − 1 = 0 
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 ، داریم:𝑃𝑠𝑠با حل این معادله نسبت به 

𝑃𝑠𝑠 = − یا    1.1037 2.2674    

 است. 1137/1برابر با  𝑃(𝑘)یابیم که مقدار حالت پایدار باید مثبت باشد، در می 𝑃(𝑘)از آنجایی که 

 :( محاسبه گردد11-3تواند از معادله )می  𝐾(𝑘)بهره پسخورد 

𝐾(𝑘) = (1)(0.6321)(0.3679)−1[𝑃(𝑘) − 1] = 1.7181[𝑃(𝑘) − 1] 

 ، داریم:𝑃(𝑘)جایگزینی مقادیر بدست آمده با 

𝐾(10) = 1.7181[1 − 1] = 0 

𝐾(9) = 1.7181[1.0967 − 1] = 0.1616 

𝐾(8) = 1.7181[1.1032 − 1] = 0.1773 

𝐾(7) = 1.7181[1.1037 − 1] = 0.1782 

𝐾(6) = 𝐾(5) = ⋯ = 𝐾(0) = 0.1782 

 شود:قانون کنترل بهینه بدین صورت داده می

𝑢(𝑘) = −𝐾(𝑘)𝑥(𝑘)  

 از آنجایی که

𝑥(𝑘 + 1) = 0.3679𝑥(𝑘) + 0.6321𝑢(𝑘) = [0.3679 − 0.6321𝐾(𝑘)]𝑥(𝑘) 

  آوریم:بدست می

𝑥(1) = [0.3679 − 0.6321𝐾(𝑘)]𝑥(0) 

          = [0.3679 − 0.6321 × 0.1782] × 1 = 0.2553 

𝑥(2) = [0.3679 − 0.6321 × 0.1782] × 0.2553 = 0.0652 

𝑥(3) = [0.3679 − 0.6321 × 0.1782] × 0.0652 = 0.0166 

𝑥(4) = [0.3679 − 0.6321 × 0.1782] × 0.0166 = 0.004241 

𝑘برای  𝑥(𝑘)مقادیر  = 5,6, …  کنند.به سرعت به صفر میل می 10,

 آید:به صورت زیر به دست می 𝑢(𝑘)اکنون دنباله کنترل بهینه 

𝑢(0) = −𝐾(0)𝑥(0) = −0.1782 × 1 = −0.1782 

𝑢(1) = −𝐾(1)𝑥(1) = −0.1782 × 0.2553 = −0.0455 

𝑢(2) = −𝐾(2)𝑥(2) = −0.1782 × 0.652 − 0.0116 
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𝑢(3) = −𝐾(3)𝑥(3) = −0.1782 × 0.0166 = −0.00296 

𝑢(4) = −𝐾(4)𝑥(4) = −0.1782 × 0.00424 = −0.000756 

𝑢(𝑘) ≈ 0        𝑘 = 5,6, … ,10 

 

 𝐾(𝑘) و𝑃(𝑘) اند. توجه کنید که مقادیر رسم شده 2-3در شکل  𝑢(𝑘)و  𝑃(𝑘) ،𝐾(𝑘) ،𝑥(𝑘)مقادیر 

 [32]باشند.به جزء در چند مرحله نهایی ثابت می

 ( به دست آید:11-3تواند از معادله )می 𝐽در نهایت، مقدار مینیمم شاخص عملکرد 

𝐽𝑚𝑖𝑛 =
1

2
𝑥∗(0)𝑃(0)𝑥(0) =

1

2
(1 × 1.1037 × 1) = 0.55185 

 

برای سیستم در نظر  𝒌بر حسب  𝒖(𝒌)و  𝒌بر حسب  𝒌 ،𝑲(𝒌) بر حسب 𝒙 ،𝒙(𝒌)بر حسب  𝑷(𝒌)نمودارهای  2 -3شکل

 5-3گرفته شده در مثال 
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 1 فصل

 های گسسته زمانی خطی با اغتشاش ورودیروشی جدید جهت کنترل سیستم

 

 مقدمه 0.1

های نامطلوبی نظیر سر و صداهای ناخواسته و لرزش دارند. در تمام طول های پویا ویژگیتقریباً همه سیستم

ای مرتب اصلاح کنند و بدین طریق هایی انجام شده است تا سیستم را به شیوهتاریخچه تئوری کنترل تلاش

تاریخچه کاربردهای دیگر دفع اغتشاش را تعیین کنند. در حقیقت وجود اغتشاش یکی از دلایل عمده استفاده از 

شوند. اسی بر سیستم قرار داده میهای اسشوند محدودیتکنترل است. وقتی اغتشاشات بر سیستم تحمیل می

پایداری و مقاومت تحت تأثیر اغتشاشات بر سیستم قرار دارند. برای مثال پهنای باند قابل دسترسی یک سیستم 

وجود داشته باشد، محدود خواهد شد. اگر اغتشاشات  1گیری در سیستم سرووبسته، اگر سر و صدای اندازه-حلقه

د داشته باشد یک سیستم ردیابی برای یک ماهواره ممکن است همانطور که ناخواسته در پاسخ دستگاه وجو

ها طبق مشخصات طراحی شده خود عمل کنند، ما باید خواهیم این سیستمرود عمل نکند. اگر میانتظار می

نوعی از کنترل را بر سیستم اجرا کنیم. چندین روش وجود دارد که در آنها ممکن است به کنترل اغتشاش 

های پسخورد، پیشخورد و پیش بینی وجود دارند که ممکن است از طریق کنترل کلاسیک، یابیم. روشدست 

تواند بنا بر فراخوانی کنترل، در منبع قابل حذف و ، اجرا شوند. اغتشاش میتطبیقیکنترل پیشرفته و یا کنترل 

 [5]گیری باشد و یا برآورد شود.اندازه

                                                           
 

1-Servo 
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گذارند. به هر حال، این زمان اثر می-های ثابتزمان و هم بر سیستم–های متناوب اغتشاشات هم بر سیستم

هایی که از نظر ماهیت نانوسانی هستند کاربرد دارند ) یعنی معادله دیفرانسیل توصیف ها برای سیستمروش

ای گذشته به ههای بسیار زیادی برای مسأله دفع اغتشاش در سالکننده سیستم، ضرایب ثابتی دارد(. تکنیک

شده است. اگرچه با ظهور های ناکارآمدی در ابتدا استفاده میهای زیادی تکنیککار بسته شده است. برای سال

های فعلی در صنایع، رشته اند و با پیشرفتهای کنترل فعال جامعیت پیدا کردهتئوری کنترل نوین روش

های اند. در اینجا یک نگاه کلی از روشنترل فعال شدههای انطباقی بطور افزایشی وسایل رایج ککامپیوتر، روش

ها شامل، کنترل کلاسیک، کنترل ترین این روشدهیم. مهممهم توسعه یافته کنونی دفع اغتشاش ارائه می

 [6باشد.]می تطبیقیمدرن و کنترل 

   

 های کنترل کلاسیکتکنیک 1.1

ار اغتشاش، تلاش برای ضعیف کردن منابع اغتشاش ترین وسیله برای از بین بردن آثترین و شهودیقدیمی

کند. برای مثال تعدیل کردن الکترونیک در های اصلاحی در سیستم را تفسیر میگیریاست و همچنین اندازه

های دیگر یک حسگر چنان که در یک برنامه کاربردی متعارف از این تکنیک امواج مزاحم کاهش پیدا کند. مثال

های اصطحکاک در یک سروو با استفاده از یک یاطاقان بهتر، یا جابجایی یک اهش دادن نیرویاند: کاز این قبیل

های کوچکتری وجود دارد. اگر چه این روش از کاهش در منبع، خوبی آن حسگر به موقعیتی که در آن اغتشاش

 [5]در مختصر بودن آن است، اما در اغلب موارد دسترسی به آن مشکل است.

 

 پسخورد کنترل 0.1.1

ای که غیر قابل دفع باشند، کنترل پسخورد قابل استفاده است. برای این روش طریقه اگر اغتشاشات در منبع

شود باید شناخته شود. ضروری است که بتوانیم حداقل یک متغیر که بوسیله در آن اغتشاش وارد سیستم می
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به یک کنترل ورودی متغیر که به سیستم اغتشاش متأثر شده است را تعریف کنیم و همچنین ضروری است که 

شود در حومه اغتشاش، دسترسی داشته باشیم. در این روش آثار اغتشاش بوسیله استفاده از پسخورد وارد می

 [5]دهیم.محلی قابل کاهش هستند. در این بخش دو روش کنترل پسخورد متفاوت را توضیح می

 

 جایابی قطب 0.0.1.1

های سیستم حلقه هاست، از این جهت که قطببیه روش مکان هندسی ریشهی قطب تا حدی شیابروش جا

ها تنها دهیم. تفاوت اصلی در این است که در روش مکان هندسی ریشههای مطلوب قرار میبسته را در محل

های قطب تمام قطبابی گیرند، ولی در روش جایهای مطلوب قرار میهای غالب حلقه بسته در محلقطب

گیرند. در این روش حساسیت سیستم به اغتشاش بدین گونه های مطلوب قرار میقه بسته در محلسیستم حل

ها دورتر از سمت چپ محور فرضی در صفحه شود. هر چند، هنگامیکه قطببطور غیر مستقیم تغییر داده می

 1-1شود. شکل تر میسیابد اما سیستم به اغتشاش حساگیرند، دوام و پایداری بهبود میاعداد مختلط قرار می

 [15]کند.دهد که این کنترل کننده چگونه کار مینشان می

 

 پسخورد کننده کنترل یبلوک نمودار 1 -1شکل 
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توان با پسخورد حالت، و به کمک یک ماتریس بهره پسخورد پذیر حالت کامل باشد، میاگر سیستم کنترل

حلقه بسته سیستم را در محل دلخواهی قرار داد. وقتی سیگنال کنترل یک کمیت های حالت مناسب قطب

شود. وقتی سیگنال کنترل یک کمیت برداری های ریاضی روش جایدهی قطب پیچیده میبرداری است، جنبه

یعنی علاوه بر امکان  ؛پارامتر را برگزید 𝑛توان آزادانه بیش از است ماتریس بهره پسخورد حالت یکتا نیست. می

های دیگرمان از سیستم حلقه بسته، در توانیم خواستههای دلخواه، میقطب حلقه بسته در مکان 𝑛قرار دادن 

 [5و1و3و2]صورت وجود، را نیز برآورده کنیم.

 

 𝑷𝑰𝑫 0کنترل  1.1.0.1

اصلاح شده  𝑃𝐼𝐷یا  𝑃𝐼𝐷های روند از طرحهای صنعتی که امروزه به کار میبیش از نیمی از کنترل کننده

-شوند، قواعد تنظیم متفاوتی در نوشتهدر محل تنظیم می 𝑃𝐼𝐷های کنند. چون اغلب کنترل کنندهاستفاده می

ها را در محل با دقت و ظرافت تنظیم کرد. توان کنترل کنندهها پیشنهاد شده است. با استفاده از این قواعد می

 قابلیت تنظیم خودکاردارای  𝑃𝐼𝐷های اند، و بعضی کنترل کنندهنیز ابداع شدههای تنظیم خودکار روش

 هستند.

های کنترل است. در عمل هرگاه مدل در قابلیت عمومی آنها به اکثر سیستم 𝑃𝐼𝐷های مزیت کنترل کننده

های د، کنترل کنندههای تحلیلی طراحی را نتوان به کار برریاضی سیستم معلوم نباشد، و به همین خاطر روش

𝑃𝐼𝐷 های کنترل های کنترل فرایند، طرحبسیار مفید هستند. در زمینه سیستم𝑃𝐼𝐷 های اصلاح شده و شکل

اند، گر چه در بسیاری از موارد کنترل کننده بهینه آن فایده خود را در ایجاد کنترل رضایتبخش به اثبات رسانده

 نیستند.

                                                           
 

1-Proportional-integral-derivative  
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های دهد. اگر بتوان مدل ریاضی دستگاه را یافت، روشدستگاه را نشان مییک  𝑃𝐼𝐷( کنترل 2-1شکل )

توان برای تعیین پارامترهای کنترل کننده به کار برد تا سیستم حلقه بسته مشخصات طراحی مختلفی را می

دل پاسخ گذرا و حالت ماندگار خواسته شده را داشته باشد. ولی اگر دستگاه آنقدر پیچیده باشد که نتوان م

استفاده  𝑃𝐼𝐷توان از رهیافت تحلیلی برای طراحی کنترل کننده ریاضی آن را به سادگی به دست آورد، نمی

 [15]های تجربی متوسل شد.به روش 𝑃𝐼𝐷کرد. در این صورت باید برای تنظیم کنترل کننده 

یم کنترل کننده نامیده فرایند انتخاب پارامترهای کنترل کننده برای برآورده شدن مشخصات عملکرد، تنظ

(  𝑇𝑑و  𝐾𝑃 ،𝑇𝑖) یعنی تعیین مقادیر 𝑃𝐼𝐷های قواعدی برای تنظیم کنترل کننده 2و نیکولس 1شود. زیگلرمی

که هنگام استفاده از کنترل  𝐾𝑃اند. این قواعد براساس پاسخ پله به دست آمده از آزمایش یا مقدار پیشنهادکرده

نیکولس، که به زودی به معرفی آنها  –شود، استوار است. قواعد زیگلر تناسبی تنها به پایداری مرزی منجر می

توان آیند. )البته این قواعد را میپردازیم، در مواقعی که مدل ریاضی دستگاه معلوم نیست بسیار به کار میمی

 𝐾𝑃 ،𝑇𝑖ای از مقادیر برای مدل ریاضی معلوم نیز به کار برد.( این قواعد مجموعه های دارایبرای طراحی سیستم

دهند که عملکرد پایدار سیستم را به همراه دارد. البته سیستم حاصل ممکن است فراجهش به دست می 𝑇𝑑و 

مشخصه مطلوب دست  بزرگ و غیر قابل قبول داشته باشد. در این صورت باید با انجام یک رشته تنظیم دقیق به

تواند نقطه شروع خوبی ای برای پارامترها به دست مینیکولس حدس هوشمندانه –یافت. در واقع تنظیم زیگلر 

 برای تنظیم باشد. پس این قواعد را نباید مقدار نهایی پارامترها به حساب آورد.

 

 

 

 

                                                           
 

1-Ziegler  
2-Nichols 

 دستگاه کی PID کنترل 2 -1شکل 
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زیگلر و نیکولس قواعدی برای تعیین  .𝑷𝑰𝑫های نیکولس برای تنظیم کنترل کننده –قواعد زیگلر 

، براساس مشخصات پاسخ گذرای دستگاه تحت کنترل 𝑇𝑑، و زمان مشتق 𝑇𝑖زمان انتگرال  𝐾𝑃بهره تناسبی 

تواند توسط مهندس کنترل در محل و با می 𝑃𝐼𝐷اند. این تعیین پارامتر یا تنظیم کنترل کننده پیشنهاد کرده

در اینجا ما نیکولس وجود دارد که  –انجام آزمایش بر روی دستگاه انجام شود. دو روش موسوم به قواعد زیگلر 

 کنیم.این دو روش را به اختصار معرفی می

در روش اول پاسخ دستگاه به ورودی پله واحد را به طور تجربی، به صورت نشان داده شده در روش اول. 

های مزدوج مختلط غالب، پاسخ پله به یابیم. اگر دستگاه نه انتگرالگیر داشته باشد، و نه قطب( می3-1شکل )

شکل نباشد، این روش را  S( است. ) اگر پاسخ بصورت منحنی 1-1شکل، همانند شکل ) S صورت یک منحنی

 توان به طور تجربی یا با شبیه سازی دستگاه به دست آورد.توان به کار برد.( این منحنی پاسخ پله را مینمی

زمان تأخیر و ثابت . 𝑇و ثابت زمانی  𝐿توان با دو پارامتر مشخص کرد، زمان تأخیر شکل را می Sمنحنی 

شکل، و یافتن محل برخورد آن با محور زمان و خط  Sزمانی با رسم خط مماس در نقطه عطف منحنی 

𝑐(𝑡) = 𝐾( تعیین می1-1، مطابق شکل )توان تابع تبدیل شود. سپس می𝐶(𝑠)/𝑈(𝑠)  را با یک سیستم

 مرتبه اول دارای تأخیر انتقالی، به صورت زیر تقریب زد:

(1-1) 𝐶(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

𝐾𝑒−𝐿𝑠

𝑇𝑠 + 1
 

 

 یافتن پاسخ پلّه دستگاه 3 -1شکل 
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 شکل Sمنحنی پاسخ  1 -1شکل 

 

 ( انتخاب شوند.1-1های جدول )براساس فرمول 𝑇𝑑و  𝐾𝑃 ،𝑇𝑖کنند مقادیر نیکولس پیشنهاد می –زیگلر 

 

 (اول روش)دستگاه پله پاسخ براساس نیکولس – زیگلر تنظیم قواعد 1 -1جدول

 𝐾𝑃 𝑇𝑖 𝑇𝑑 نوع کنترل کننده

P 
𝑇

𝐿
 ∞ 0 

PI 0.9
𝑇

𝐿
 

𝐿

0.3
 0 

PID 1.2
𝑇

𝐿
 2𝐿 0.5 

 

نیکولس دارای تابع تبدیل زیر  –تنظیم شده با روش اول قواعد زیگلر  𝑃𝐼𝐷توجه کنید که کنترل کننده 

 است:
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(1-2) 

𝐺𝑐(𝑠) = 𝐾𝑃(1 +
1

𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝑑𝑠) 

           = 1.2
𝑇

𝐿
(1 +

1

2𝐿𝑠
+ 0.5𝐿𝑠) 

           = 0.6𝑇
(𝑠 + 1/𝐿)2

𝑠
 

 

 

𝑠ای در یک قطب در مبدأ و صفر دوگانه 𝑃𝐼𝐷پس کنترل  = −1/𝐿 .دارد 

𝑇𝑖دهیم در روش دوم ابتدا قرار میروش دوم.  = 𝑇𝑑و  ∞ = . در این صورت تنها عمل کنترلی 0

برسد،  𝐾𝑐کنیم تا به مقدار بحرانی را از صفر زیاد می 𝐾𝑃را ببینید ( .  5-1شود. )شکل تناسبی استفاده می

خروجی نوسان نامیرا  𝐾𝑃کند. ) اگر به ازای هیچ مقدار جایی که خروجی برای اولین بار نوسان نامیرا پیدا می

بطور  𝑃𝑐𝑟و زمان تناوب متناظر با آن  𝐾𝑐𝑟ن روش قابل اعمال نیست. ( پس مقدار بهره بحرانی نداشته باشد، ای

 را ببینید ( . 6-1شکل  شود )تجربی تعیین می

 

 سیستم حلقه بسته با کنترل کننذه تناسبی 5 -1شکل 

 

 

 𝑷𝒄𝒓نوسان نامیرا با زمان تناوب  6 -1 شکل
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 تنظیم شوند. 2-1های جدول براساس فرمول 𝑇𝑑و  𝐾𝑃  ،𝑇𝑖اند پارامترهای  زیگلر و نیکولس پیشنهاد کرده

 
 دوم( روش) 𝑷𝒄𝒓 بحرانی تناوب زمان و 𝑲𝒄𝒓 بحرانی بهره براساس نیکولس – زیگلر تنظیم قواعد 2 -1جدول

 𝐾𝑃 𝑇𝑖 𝑇𝑑 نوع کنترل کننده

P 0.5𝐾𝑐𝑟 ∞ 0 

PI 0.45𝐾𝑐𝑟 
1

1.2
𝑃𝑐𝑟 0 

PID 0.6𝐾𝑐𝑟 0.5𝑃𝑐𝑟 0.125𝑃𝑐𝑟 

 

 نیکولس دارای تابع زیر است: –تنظیم شده به روش دوم زیگلر  𝑃𝐼𝐷توجه کنید که کنترل کننده 

(1-3) 

𝐺𝑐(𝑠) = 𝐾𝑃(1 +
1

𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝑑𝑠) 

            = 0.6𝐾𝑐𝑟(1 +
1

0.5𝑃𝑐𝑟𝑠
+ 0.125𝑃𝑐𝑟𝑠) 

            = 0.075𝑃𝑐𝑟𝐾𝑐𝑟

(𝑠 + 4/𝑃𝑐𝑟)
2

𝑠
    

 

𝑠ای در یک قطب در مبدأ و صفر دوگانه 𝑃𝐼𝐷پس این کنترل کننده  = −4/𝐾𝑐𝑟 [33.]دارد 

 

 کنترل پیشخورد 1.1.1

توجهی داشته باشد، نادیده گرفتن آنها توسط کنترل اگر عوامل خارجی بر سیستم تحت کنترل اثر قابل 

گردد. ممکن است در شرایط خاصی، بتوانیم این عوامل خارجی کننده، به اختلال در عملکرد سیستم منجر می

را از بین برده و یا آنها را تضعیف کنیم، در غیر این صورت برای اجتناب از اختلال در عملکرد سیستم، باید 

را عوض کنیم. در واقع با تغییر و بهبود مدل، اثر این عوامل خارجی یا اغتشاشات را پیش بینی  استراتژی کنترل

ها، فرامین کنترل به نماییم. در این بررسیکنیم و با در نظر گرفتن آنها قوانین کنترلی را مجدداً بررسی میمی
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. به این چنین استراتژی کنترلی که در آن ای طراحی خواهند شد تا اثر این اغتشاشات را به حداقل برسانندگونه

شوند، کنترل پیشخورد گفته عوامل خارجی در نطر گرفته شده، و اعمال کنترلی برای مقابله با آنها طراحی می

 [15]شود.دهد این روش چگونه اجرا می( نشان می7-1شود. شکل )می

 

 نمودار بلوکی کنترل پیشخورد 7 -1شکل 

 

 0ساز پیوندیطراحی جبران 1.1.1.0

تواند خطاهای زودگذر یا آنی را کمینه کند اما برای دقت آن به سبب طبیعت حلقه باز کنترل پیشخورد می

( برای بسیاری از 7-1بنابراین کنترل کننده نشان داده شده در شکل ) [11]آن هیچ تضمینی وجود ندارد.

های حلقه باز نامناسب، غیر واقعی است. در نتیجه کنترل پسخورد معمولاً به صورت تصادفی ها با دینامیکبرنامه

شوند تا اشتباهات در مینیمم کردن خطا را خنثی سازی کند. این روش در با کنترل پیشخورد با هم استفاده می

 ( نشان داده شده است.8-1شکل )

نتیجه گرفته شده است ودر شکل  1ساز است که به وسیله آکرمنجبرانتغییرات دیگر روی این، یک روش 

 [1ت.]( نشان داده شده اس1-1)

                                                           
 

1-Hybrid Compensator Design 
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 پسخورد-نمودار بلوکی کنترل پیشخورد 8 -1شکل 

 

 

 پسخورد-ساز پیشخوردنمودار بلوکی روش جبران 1 -1شکل 

 

کند . اگر بخواهیم ورودی را دنبال کنیم ، به عنوان مثال در مسائل    زیر عمل می طراحی کنترل مانند

 گیرند:،معادلات زیر در دامنه گسسته قرار می2پیگردی-نوع

(1-1) A(z) = R(z) 

                                                                                                                                                                                           
 

1-Ackermann  
2-Tracking-Type 
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(1-5) B(z) = 1 

 های انتقال بصورت زیر هستند:اگر نخواهیم ورودی را دنبال کنیم، تابع

(1-6) 𝐴 =  دلخواه

(1-7) 𝐵 = 𝑅(𝑧) 

𝑅(𝑡)بنابراین اگر ورودی  = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑡 کنیم:و نخواهیم ورودی را دنبال کنیم از رابطه زیر استفاده می 

(1-8) 𝑧 = 𝑒𝑗𝑎𝑇 

 دهد:نتیجه می 𝑅(𝑡)از  𝑧یابیم که انتقال در می

(1-1) 
𝐵(𝑡) =

𝑧𝑠𝑖𝑛𝑎𝑇

𝑧2 − 2𝑐𝑜𝑠𝑎𝑇𝑧 + 1
 

سازهایی که در جاهای مختلفی قرار دارند وابسته به کاربرد آنها این روش اساساً یک فن پسخورد با جبران

سازها قسمت جلوی حلقه یا در قسمت پسخورد است. اغتشاش ) یا تخمینی از آن ( پیشخورد است. جبران

شوند. اگر ورودی را دنبال نکنیم، این روش در نتیجه بر حلقه، چنانچه برای کاربرد مناسب باشند، استفاده می

 [1]شوند.( استفاده می1-1( و )8-1های ناخواسته با استفاده از معادلات )فع اغتشاشطبق د

 

 های کنترل مدرنروش 9.1

 1(SISOتک خروجی ) –های تک ورودی های کنترل کلاسیک در ابتدا برای طراحی و آنالیز سیستمتکنیک

-یها و خروجورودی  هایی بانترل سیستمبرای ک  هایییدایش ضرورتپاند. بعد از جنگ جهانی دوم با داده شده

شود، منجر شد. ، به توسعه چیزی که در حال حاضر به عنوان کنترل مدرن شناخته می2(MIMOهای چندگانه )

                                                           
 

1-Single-Input Single-Output  
2-Multiple-Input Multiple-Output
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های معادلات دیفرانسیل های فضای حالت، که بر مبنای روشاند که روشدیگران به این نتیجه رسیده و 1کالمن

های پیشرفته بیشتری هدایت شوند. محققین زیادی با این روش بودند، لازم بودند تا سیستم ریزی شدهپایه

مورد مطالعه قرار گرفت. فضای حالت یک  1151های موافقت کردند، و در نتیجه زمینه کنترل  مدرن طی سال

 :شودمیسیستم با معادلات زیر تعریف 

(1-11) 
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) 

اند. نمودار کند، مشخص شدهاز معادلات دیفرانسیلی که یک سیستم را توصیف می 𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶 در آن که

 [28]( نشان داده شده است.11-1بلوکی این سیستم در شکل )

 

 نمودار بلوکی فضای حالت سیستم 11 -1 شکل

 

 همراه با اغتشاشخطی های گسسته زمانی کنترل بهینه زمانی سیستم 1.1

باشند مورد خطی که دارای اغتشاش می های گسسته زمانیهای متفاوتی جهت کنترل سیستمتاکنون روش

اشاره نمود. در این جا ما روش جدیدی جهت  LQRتوان به عنوان مثال به روش بررسی قرار گرفته است که می

پذیر گسسته زمانی خطی دهیم بدین صورت که برای یک سیستم کنترلمحاسبه کنترلگر بهینه زمانی ارائه می

                                                           
 

1- Kalman  
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-پذیر بدون اغتشاش در نظر گرفته و سپس با استفاده از ماتریسدلخواه کنترل سیستم  یک  همراه با اغتشاش، 

های افزوده، دو سیستم را در یک سیستم جدید بدون اغتشاش الحاق نموده و به وسیله تبدیلات تشابهی 

 .ای که اغتشاش تأثیری بر سیستم نداشته باشدبه گونهنماییم، ر بهینه زمانی را محاسبه میکنترلگ

 پذیر زیر را در نظر بگیرید:سیستم گسسته زمانی خطی کنترل

(1-11) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴1𝑥(𝑘) + 𝐵1𝑢1(𝑘) + 𝑑(𝑘) 

𝑛یک ماتریس  𝐴1که در آن   × 𝑛،𝐵1   یک ماتریس𝑛 × 𝑚 ، 𝑥(𝑘)  یک ماتریس𝑛 × 1 ، 𝑢1(𝑘) 

𝑚یک ماتریس  × 𝑛یک ماتریس 𝑑(𝑘) و 1 × ( قانون کنترل زیر را 11-1باشند. برای سیستم معادله )می 1

 دهیم:پیشنهاد می

(1-12) 𝑢1(𝑘) = 𝐹1𝑥(𝑘) 

 کنیم:پذیر دلخواه زیر را تعریف میابتدا سیستم کنترل

(1-13) 𝑧(𝑘 + 1) = 𝐴2𝑧(𝑘) + 𝐵2𝑢2(𝑘) 

𝑛یک ماتریس  𝐴2که در آن  × 𝑛  ،𝐵2  یک ماتریس𝑛 × 𝑚 ،𝑧(𝑘)  یک ماتریس𝑛 × 1  ،𝑢2(𝑘) 

𝑚یک ماتریس  ×  باشد.می 1

 کنیم:را بصورت زیر پیشنهاد می (13-1)قانون کنترل برای سیستم معادله 

(1-11) 𝑢2(𝑘) = 𝐹2𝑧(𝑘) 

 کنیم:، مخالف صفر باشند. حال تعریف می𝑧(0)با شرط این که تمامی عناصر 

(1-15) 𝑑(𝑘) = 𝐶𝑧(𝑘) 

C باشد:باشد که عناصر روی قطر اصلی آن بصورت زیر مییک ماتریس قطری می 

(1-16) 𝐶𝑖𝑖 =
𝑑(𝑖)

𝑧(𝑖)
      ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

 نویسیم:( می13-1و با توجه به معادله ) (11-1)در معادله  (15-1ادله )لذا با جایگذاری مع

(1-17) [
𝑥(𝑘 + 1)
𝑧(𝑘 + 1)

] = [
𝐴1 𝐶
0 𝐴2

] [
𝑥(𝑘)
𝑧(𝑘)

] 
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 ( خواهیم داشت:11-1( و معادله )12-1با توجه به معادله ) 

(1-18) 
𝑢(𝑘) = [𝐹1 𝐹2] [

𝑥(𝑘)
𝑧(𝑘)

] 

𝑦(𝑘) دهیم حال قرار می = [
𝑥(𝑘)
𝑧(𝑘)

 ، خواهیم داشت:[

(1-11) 𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴𝑦(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

2𝑛یک ماتریس  𝐴بطوریکه  × 2𝑛  بصورت𝐴 = [
𝐴1 𝐶
0 𝐴2

2𝑛یک ماتریس  𝐵و  [ × 𝑚  بصورت

𝐵 = [
𝐵1

𝐵2
 باشد.می  [

𝑢(𝑘)برای قانون  𝐹 حال با تعریف = 𝐹𝑦(𝑘) ای که سیستم فوق پایدار باشد، سیستم راکنترل به گونه

 Fتوان سیستم بدون اغتشاش فوق را کنترل نمود و با استفاده از تبدیلات تشابهی و پیدا نمودن کنیم که میمی

 را به سمت صفر میل داد. 𝑦(𝑘)مناسب، 

(1-21) 

(1-21) 

(1-22) 

(1-23) 

(1-21) 

𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴𝑦(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

𝑢(𝑘) = 𝐹𝑦(𝑘) 

𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴𝑦(𝑘) + 𝐵𝐹𝑦(𝑘) 

𝑦(𝑘 + 1) = (𝐴 + 𝐵𝐹)𝑦(𝑘) 

𝑦(𝑘 + 1) = ([
𝐴1 𝐶
0 𝐴2

] + [
𝐵1

𝐵2
] [𝐹1 𝐹2])𝑦(𝑘) 

 کنیم:را بصورت زیر تعریف می 𝑄پذیری کنترلماتریس 

(1-25) 𝑄 = [𝐵  ⃒𝐴𝐵  ⃒𝐴2𝐵  ⃒⋯  ⃒𝐴2𝑛−1𝐵] 

 

 است. 2𝑛برابر با  𝑄( کافی است نشان دهیم رتبه ماتریس 21-1سیستم معادله )پذیری برای کنترل
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 تبدیلات تشابهی فضای حالت  1.1

 تعریف شده است. معادله حالت بصورت  𝑅𝑛تبدیل تشابهی باشد که بر فضای  𝑇فرض کنید 

(1-26) 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

 شود یعنیتبدیل به فضای جدید  𝑇−1دار حالت سیستم توسط ماتریس تبدیل راست. حال فرض کنید ب

(1-27) �̂�(𝑘) = 𝑇−1𝑥(𝑘) 

 در نتیجه

(1-28) 𝑥(𝑘) = 𝑇�̂�(𝑘) 

 ( خواهیم داشت:26-1با جایگذاری در معادله )

(1-21) 𝑇�̂�(𝑘 + 1) = 𝐴𝑇�̂�(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

 خواهیم داشت: 𝑇−1با ضرب طرفین معادله بالا در 

(1-31) �̂�(𝑘 + 1) = 𝑇−1𝐴𝑇�̂�(𝑘) + 𝑇−1𝐵𝑢(𝑘) 

عوض شده است.  𝑇−1𝐵با  𝐵و  𝑇−1𝐴𝑇 اب 𝐴( است با این تفاوت که 26-1معادله سیستم بالا مشابه معادله )

 کنیم:تعریف می

(1-31) �̂� = 𝑇−1𝐴𝑇    ,      �̂� = 𝑇−1𝐵 

 ( خواهیم داشت:31-1با جایگذاری در معادله )

(1-32) �̂�(𝑘 + 1) = �̂�𝑥(𝑘) + �̂�𝑢(𝑘) 

-( می31-1اگر هدف، کنترل حالت سیستم و رساندن حالت آن به تعادل ) صفر ( باشد با توجه به رابطه )

نیز که  𝑥(𝑘)را به صفر رساند، در این صورت بدیهی است که  𝑥(𝑘)توان در فضای حالت جدید بردار حالت 

با حل   ( B,Aبردار حالت در فضای اولیه است به تعادل خواهد رسید. بدین سان حل مسأله مورد نظر با زوج ) 

,�̂�همان مسأله با زوج ) �̂� هم ارز است. ماتریس )𝑇 توان بصورت منحصر بفردی با استفاده از ماتریس را می
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های ماتریس را ستون 𝑄ستقل خطی ماتریس ستون م nکه اولین پذیری مشخص کرد به این ترتیب کنترل

 دهیم، بنابراین قرار می 𝑇تبدیل 

(1-33) 𝑇 = (𝐵, 𝐴𝐵,… , 𝐴𝑞−1𝐵, 𝐴𝑞𝑏1, … , 𝐴𝑞𝑏𝑟) 

,𝐵)حال فرم استاندارد اشلون زوج  𝐴) کنیم:را بصورت زیر تعریف می 

(1-31) 

(�̂�, �̂�) = (𝑇−1𝐵, 𝑇−1𝐴𝑇) = 𝑇−1(𝐵, 𝐴(𝐵, 𝐴𝐵,… , 𝐴𝑞−1𝐵, 𝐴𝑞𝑏1, … , 𝐴𝑞𝑏𝑟)) 

             = 𝑇−1(𝐵, 𝐴𝐵,… , 𝐴𝑞−1𝐵, 𝐴𝑞𝑏1, … , 𝐴𝑞𝑏𝑟 , 𝐴
𝑞𝑏𝑟+1, … 𝐴𝑞𝑏𝑚, 𝐴𝑞+1𝑏1, … , 𝐴𝑞+1𝑏𝑟) 

             = 𝑇−1(𝑇, 𝐴𝑞𝑏𝑟+1, … 𝐴𝑞𝑏𝑚, 𝐴𝑞+1𝑏1, … , 𝐴𝑞+1𝑏𝑟) 

             = (𝐼𝑛, 𝑇−1𝐴𝑞(𝑏𝑟+1, … , 𝑏𝑚, 𝐴𝑏1, … , 𝐴𝑏𝑟)) 

             = (𝐼𝑛, 𝑉) 

𝑛یک بردار ستونی  𝑉بطوریکه  × 𝑚 آید:است که به صورت زیر به دست می 

(1-35) 𝑉𝑖 = 𝑇−1𝐴𝑞𝑏𝑖+𝑟                    ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑠 

(1-36) 𝑉𝑗 = 𝑇−1𝐴𝑞+1𝑏𝑗−𝑠                ; 𝑗 = 𝑠 + 1,… ,𝑚 

,�̂�)در حقیقت سطرهای زوج  �̂�) تواند به میq  بلوک مربعی𝑚 × 𝑚  و یک بلوک غیرمربعی𝑟 × 𝑚  مطابق

 زیر افراز شود:

(1-37) �̂� =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0𝑚×𝑚 ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ ⋯ ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ 𝑉(1)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

𝐼𝑚 ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ ⋯ ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ 𝑉(2)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋮ ⃒ ⋮ ⃒ ⋮ ⃒ ⋮ ⃒ ⋮
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0𝑚×𝑚 ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ ⋯ ⃒ 0𝑚×𝑚 ⃒ 𝑉(𝑞)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0𝑟×𝑚 ⃒ 0𝑟×𝑚 ⃒ ⋯ ⃒ 0𝑟×𝑚 ⃒ 𝑉(𝑞+1)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  , �̂� =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐼𝑚
⋯

0𝑚×𝑚

⋯
⋮
⋯

0𝑚×𝑚

⋯
0𝑚×𝑚]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

𝑉(𝑖)،(𝑖بطوریکه هر  = 1,2, … , 𝑞)  یک ماتریس مربعی𝑚 × 𝑚  است و𝑉(𝑞+1)  یک ماتریس مربعی𝑟 ×

𝑟 .است 
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,B)تواند بطور عددی با انجام عملیات سطری تشابهی روی زوج فرم استاندارد اشلون می 𝐴)  و به دنبال آن

 آید. بدست𝐴 عملیات ستونی تشابهی، تنها روی ماتریس 

𝑛حال اگر عملیات ستونی مشابه بر روی یک ماتریس واحد  × 𝑛  انجام شود ماتریس تبدیل𝑇  بدون احتیاج به

,B)آید. به عبارت دیگر برای تبدیل زوج پذیری به سادگی بدست میتشکیل ماتریس کنترل 𝐴)  به(�̂�, �̂�) 

𝑄 ماتریس افزوده  = [𝐵, 𝐴, 𝐼𝑛]کنیم:یر را تعریف میگیریم و عملیات تشابهی زرا در نظر می 

𝑘 در کمیت اسکالر  𝑄ضرب یا تقسیم یک سطر از  -1 ≠ و به دنبال آن تقسیم یا ضرب ستون متناظر 0

  𝐴از ماتریس 

𝑅𝑜𝑤(𝑖) → 𝑅𝑜𝑤(𝑖) × 𝑘                     𝑜𝑛 𝑄 

𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) → 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)/𝑘          𝑜𝑛 𝐴 

ام 𝑗ام آن و به دنبال آن جمع همان مضرب از ستون 𝑗از سطر  𝑄ام ماتریس  𝑖تفاضل مضربی از سطر  -2

 𝐴ام ماتریس 𝑖با ستون  𝐴ماتریس 

𝑅𝑜𝑤(𝑗) → 𝑅𝑜𝑤(𝑗) − 𝑘 𝑅𝑜𝑤(𝑖)                                    𝑜𝑛 𝑄   

𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) → 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) + 𝑘 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑗)                𝑜𝑛 𝐴 

  𝐴ام از ماتریس 𝑖ام و ستون 𝑗و بدنبال آن جابجایی ستون  𝑄ام از ماتریس 𝑗سطر  ام و𝑖جابجایی سطر  -3

𝑅𝑜𝑤(𝑗) ↔ 𝑅𝑜𝑤(𝑗)                                                            𝑜𝑛 𝑄 

𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) ↔ 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)                                               𝑜𝑛 𝐴 

این عملیات تشابهی مانند عملیات تشابهی در فرایند حذف گاوسی به منظور حل یک دستگاه در واقع 

شود در حالیکه در اینجا عملیات معادله خطی است با این تفاوت که در آنجا تنها عملیات سطری انجام می

�̂�نیز انجام شود، بدین سان  Aستونی متناظر با آن باید در ماتریس  = [�̂�, �̂�, 𝑇−1]  آید. قابل ذکر میبدست

 بدست خواهد آمد.  𝑇ذخیره شود ماتریس تبدیل  𝐼𝑛است که اگر عملیات ستونی در ماتریس 

فرم استناندارد اشلون برای تعیین قوانین کنترل مناسب نیست، برای رفع این مشکل بردارهای ستونی غیر 

کنیم، این فرم به فرم ی سطری تبدیل میواحد فرم استاندارد اشلون را با انتخاب یک تبدیل مناسب به بردارها
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آید، فرم همدم همدم برداری معروف است. فرم همدم برداریی که مستقیماً از فرم استاندارد اشلون بدست می

 شود.برداری اولیه نامیده می

 

 فرم همدم برداری اولیه 1.1

تعریف شده است و بردار حالت سیستمی که به  𝑅𝑛تبدیل خطی تشابهی باشد که بر فضای  𝑆فرض کنید  

 به فضای جدید تبدیل شود یعنی: 𝑆−1فرم استاندارد اشلون است توسط ماتریس تبدیل

(1-38) �̃�(𝑘) = 𝑆−1�̂�(𝑘) = 𝑆−1𝑇−1𝑥(𝑘) 

 ( خواهیم داشت:32-1در معادله ) 𝑥(𝑘)با جایگذاری 

(1-31) 𝑆�̃�(𝑘 + 1) = �̂�𝑆�̃�(𝑘) + �̂�𝑢(𝑘) 

 خواهیم داشت: 𝑆−1با ضرب طرفین معادله بالا در 

(1-11) �̃�(𝑘 + 1) = 𝑆−1�̂�𝑆�̃�(𝑘) + 𝑆−1�̂�𝑢(𝑘) 

 دهیم :قرار می

(1-11) �̃� = 𝑆−1�̂�𝑆 = 𝑆−1𝑇−1𝐴𝑇𝑆     ,    �̃� = 𝑆−1�̂� = 𝑆−1𝑇−1𝐵 

 ( خواهیم داشت:11-1با جایگذاری در معادله )

(1-12) �̃�(𝑘 + 1) = �̃��̃�(𝑘) + �̃�𝑢(𝑘) 

,�̃�)ای که زوج به گونه �̃�) ( هم ارز با حل 12-1به فرم همدم برداری اولیه خواهد بود. حل معادله سیستم )

  [16]( خواهد بود.26-1معادله سیستم )

𝑥(𝑘پذیر سیستم کنترل .0مثال  + 1) = 𝐴1𝑥(𝑘) + 𝐵1𝑢1(𝑘) + 𝑑(𝑘)  را بصورت زیر در نظر

 گیریم:می

(1-13) 𝐴1 = [

6 3 0 7
9 5 5 7
9 2 7 4
0 5 9 6

]           ,       𝐵1 = [

8 6 7
0 2 4
9 8 9
9 5 0

]           ,   𝑑 = [

1
0
1
1

] 
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پذیر سیستم کنترلای تعیین نماییم که علاوه بر دفع اغتشاش، خواهیم ماتریس پسخورد حالت را به گونهمی

 باشد.

𝑧(𝑘پذیر گسسته خطی دلخواه سیستم کنترل + 1) = 𝐴2𝑧(𝑘) + 𝐵2𝑢2(𝑘)  را بصورت زیر در نظر

 گیریم:می

   

(1-11) 𝐴2 = [

5 6 4 8
2 0 5 7
8 3 6 7
3 4 1 8

]           ,       𝐵2 = [

6 5 4
2 0 4
2 0 9
6 2 5

]             ,   𝑍(0) = [

1
1
1
1

]   

𝑦(𝑘برای سیستم افزوده زیر را های ماتریس + 1) = 𝐴𝑦(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) دهیم:تشکیل می 

(1-15) 𝐴 = [
𝐴1 𝐶
0 𝐴2

]         ,         𝐵 = [
𝐵1

𝐵2
]   , 𝐶 = [

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 گردد:لذا سیستم جدید بصورت زیر تعریف می

 

(1-16) 
𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
6 3 0 7 1 0 0 0
9 5 5 7 0 0 0 0
9 2 7 4 0 0 1 0
0 5 9 6 0 0 0 1
0 0 0 0 5 6 4 8
0 0 0 0 2 0 5 7
0 0 0 0 8 3 6 7
0 0 0 0 3 4 1 8]

 
 
 
 
 
 
 

             ,      𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
 
8 6 7
0 2 4
9 8 9
9 5 0
6 5 4
2 0 4
2 0 9
0 2 5]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 است. 8برابر با  𝑄پذیر خواهد بود، زیرا رتبه ماتریس واضح است که سیستم جدید نیز کنترل

�̃� =

[
 
 
 
 
 
 
 
21.9505    1.1758  −12.3552 −161.2449 −99.5608 8.3663 433.5198 −39.5037
4.8916   20.1188 6.7282 42.9608 80.2084 −4.4403 −190.1849 135.1463

0 0 0.9307 −60.8236 −64.9911 −6.9428 289.4265 89.4681
1.0000 0 0 0 0 0 0 0

0 1.0000 0 0 0 0 0 0
0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 0 0 1.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 1.0000 0 0 0 ]
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B̃ =

[
 
 
 
 
 
 
 
1.0000 0 2.4617

0 1.0000 −1.8414
0 0 1.0000
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 
−0.0866   −0.0280    0.0067   −0.0823    0.1007    0.1032    0.1366 0.2148
0.0837    0.0758 0.0639    0.1341   −0.0610   −0.0969   −0.1497 −0.2654
−0.0016   −0.0331    0.0754   −0.0634   −0.0569   −0.0803    0.0920 0.0372
−0.0137    0.0021   −0.0026    0.0016    0.0199    0.0123    0.0004 −0.0044
0.0124    0.0012   0.0002 0.0066   −0.0219   −0.0252    0.0105 0.0007
−0.0116   −0.0063    0.0138    0.0011   −0.0020    0.0279   −0.0069 −0.0118
0.0005   −0.0004   −0.0015    0.0011   0.0012   −0.0040    0.0031 −0.0010
0.0012   −0.0002    0.0008   −0.0005   −0.0013    0.0071   −0.0031 −0.0021]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

�̃� = [
21.9505 1.1758 −14.6464 −11.5144 60.4290 25.4576 −278.9662 −259.7487
4.8916 20.1188 8.4421 −69.0384 −39.4648 −17.2247 342.7583 299.8907

0 0 0.9307 −60.8236 −64.9911 −6.9428 289.4265 89.4681
] 

 

 آوریم:بهینه زمانی را با استفاده از تبدیلات تشابهی به فرم زیر بدست میکنترلگر 

 

𝐹 = [
−1.6243 0.0311 −0.0311 0.4765 1.3742 1.6682 1.8732 4.4634
2.4434 0.8087 1.6492 1.5844 −1.6710 −1.7233 −1.7631 −4.4599
0.3711 −0.3366 −0.2086 −0.3219 0.4007 0.0832 0.0353 −0.1393

] 

(1-17)  

 توان همانند روش فوق سیستم را کنترل نمود.در هر گام تغییر کند، می در صورتی که اغتشاش

 گیریم:را بصورت زیر در نظر می 1پذیر مثال سیستم کنترل. 1مثال 

𝐴1 = [
1 1 −1
2 0 3

−1 2 0
]  , 𝐵1 = [

1 0
2 −1
0 0

] , 𝑑 = [
2
6
1
]   

 

𝐴2 = [
−1 −2 0
0 1 2

−1 0 3
]  , 𝐵2 = [

−1 1
2 0
0 1

] , 𝑧(0) = [
−2
3
1

] 
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𝐴 =

[
 
 
 
 
 

1
2

−1
0
0
0

   

1
0
2
0
0
0

   

−1
3
0
0
0
0

   

−1
0
0

−1
0

−1

   

0
2
0

−2
1
0

   

0
0
1
0
2
3]
 
 
 
 
 

     ,    𝐵 =

[
 
 
 
 
 

1
2
0

−1
2
0

   

0
−1
0
1
0
1 ]

 
 
 
 
 

 

 

 آوریم:کنترلگر بهینه زمانی را با توجه تبدیلات تشابهی  بصورت زیر بدست می   

 

𝐹 = [
−0.1685 −1.0187 −1.4307
2.1236 −3.3196 1.6422

     
0.3071 −1.0150 −2.1573
0.8414 0.7110 −3.6180

]  
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 1 فصل

 

 نتیجه گیری

ها بصورت اختصار ارائه گردید و همچنین های این سیستمهای کنترلی و ویژگینامه سیستمدر این پایان 

ها بیان گردید. پذیری و پایداری این سیستمپذیری ، رویتهای کنترلگیژهای گسسته خطی  و ویسیستم

های تریسنی با اغتشاش ورودی با استفاده از ماهای گسسته خطی زماسپس روشی جدید جهت کنترل سیستم

    افزوده و تبدیلات تشابهی ارائه گردید.

های گسسته زمانی خطی همراه با اغتشاش با روش ارائه شده در این پایان نامه جهت کنترل سیستم 

-های موجود دارای محاسباتی سادهنسبت به روش باشد کهمی های افزوده و تبدیلات تشابهیاستفاده از ماتریس

بدین گونه که گردد. یک سیستم دارای اغتشاش به یک سیستم بدون اغتشاش تبدیل می باشد و در واقعتر می

-سیستم کنترلی با اغتشاش ورودی را با یک سیستم بدون اغتشاش الحاق نموده و سیستم جدید را کنترل می

 نماییم.

ای تعیین هدلخواه بوده، لذا به گون ،ذیر گسسته خطی دومین در روش ارائه شده سیستم کنترل پهمچن 

توان کنترلگر با استفاده از تبدیلات تشابهی می در نهایت پذیر باشد. گردد تا سیستم نهایی همواره کنترلمی

های این روش از نرم افزار هبرای نوشتن برنام .پذیر باشدکنترلای تعیین نمود تا سیستم بهینه زمانی را به گونه

 متلب استفاده گردید.

 نامه مورد توجه و استفاده دانشجویان و پژوهشگران علاقمند قرار گیرد.این پایان امید است که مطالب
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 پیوست

 

 کامپیوتریهای برنامه

 

n=input('enter n='); 

m=input('enter m='); 

A11=fix(10*rand(n,n)) 

B11=fix(10*rand(n,m)) 

pause 

A22=fix(10*rand(n,n)) 

B22=fix(10*rand(n,m)) 

[n,m]=size(B11); 

O=[]; 

C=[]; 

w=input ('enter w='); 

for i=1:n 

    O(i,i)=0; 

end 

for i=1:n  

    x0(i,1)=input (['Enter x0(',int2str(i),')=']); 

    y0(i,1)=x0(i,1); 

end 

for i=1:n  

    z0(i,1)=input (['Enter z0(',int2str(i),')=']); 

    y0(n+i,1)=z0(i,1); 

end 

for j=1:w 

    for i=1:n  

         d0(i,1)=input (['Enter d0(',int2str(i),')=']); 

         C(i,i)=d0(i,1)/x0(i,1);        

    end 

   A=[A11 C;O A22]; 

   B=[B11;B22]; 

  % REG1; 

    [n,m]=size(B);                                            %line 7 

        r=n+m; 

        Q=[B,A]; 

        T1=eye(n);                                                %line 10 

        % The Echelon form of Q 

        % ---------------------- 

        i=1;j=1; tol=1e-6; 

        while ( i<=n ) & ( j<=r ) 

               [q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1; 

               if  (q<=tol) 

                       Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1); 

                       j=j+1; 
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               else 

                      % perform the similarity operations 

                      % swap i-th row with k-th row: 

 

                       % o1 

                      

        if i~=k 

                Q([i,k],:)=Q([k,i],:); 

                T1([i,k],:)=T1([k,i],:); 

                Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]); 

        end 

 

                       % divide the pivot row 

 

                      %   o2 

                       

                       t=Q(i,j); 

                Q(i,:)=Q(i,:)/t; 

                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t; 

                T1(i,:)=T1(i,:)/t; 

                      % subtract multiples of the pivot row 

 

                        %  o3 

                if i~=n 

                for k=i+1:n 

                        t=Q(k,i); 

                        if t~=0 

                                Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 

                                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 

                                T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 

                        end 

                 end 

        end 

                         

                         

               i=i+1 ; 

               j=j+1; 

              end 

       end 

       % ********************************************** 

       % Now compute the Standard echelon form        ! 

       % ---------------------------------------------- 

       s=1; 

       while s < n 

               i=s+1 ; 

               for j=i:r 

                       if Q(i,j)~=0 

                               for k=1:s 

                                       if Q(k,j)~=0 

                                            t=Q(k,j); 

                                            Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 

                                            T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 

                                            Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 

                                      end 
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                               end 

                       break 

                      end 

               end 

           s=s+1; 

       end 

       % ***************************************************************** 

%        choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n 

%','s') 

  %      if choice=='y' 

           %  kronk3 

   

           [n,m]=size(B);p=[]; 

        P1=[];p1(m)=0; 

        l=1; j=m+1; 

               for i=1:m, 

                       p(i)=1;p1(i)=0; 

               end 

               for i=m+1:n, 

                       k=j-m*l; 

                       check_k 

                       if Q(i,j)==1, 

                               check_p1 

                               else 

                                       p1(k)=1; 

                                       for j=i+1:n+m 

                                               k=j-m*l; 

                                               check_k 

                                               if Q(i,j)==1, 

                                                       check_p1 

                                                       break 

                                               else 

                                                        p1(k)=1; 

                                               end 

                                      end 

                             end 

                             j=j+1; 

                    end 

        disp('         These are the kronecker invariants ') 

        disp('         ********************************** ') 

   p 

            

           %     end 

       % ***************************************************************** 

       % The vector companion form 

       for i=n:-1:m+1 

                for  k=i:r 

                         if Q(i,k)==1 

                                 for  j=k+1:r 

                                          t=Q(i,j); 

                                          Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k); 

                                          Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:); 

                                          T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:); 

                                       end 
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                                       break 

                                end 

                         end 

         end 

        % *************************************************************** 

   % choice=input('do you want the prim. vec comp form 

displayed,y/n%','s') 

   %     if  choice=='y' 

    %    disp('    The standard Vector Companion form ') 

     %   disp('    ********************************** ') 

                   Q 

      %  end 

        % .................................................... 

        disp('          This is the transformation matrix,T1') 

        disp('          ************************************') 

 

                                T1 

         %                       disp(' press any key to continue') 

        % **************************************************** 

       % pause 

        % The Feed-back matrix , F 

        B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r]) 

        B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0) 

        G=Q(1:m,m+1:r);F1=bo*G;G0=G; 

        Fp=F1*T1; 

        % ************************************************************** 

        disp('        This is the primdry feedback law ') 

        disp('        ******************************** ') 

 

        Fp 

        % ************************************************************** 

        %disp('        The closed loop matrix A+B*F ') 

        %disp('        **************************** ') 

        gama=A-B*Fp  

  y1=gama*y0 

   pause 

    for j=1:n/2 

       x1(j,1)=y1(j,1) 

   end 

   for i=n/2+1:n 

       z1(i-n/2,1)=y1(i,1); 

   end 

   x0=x1 

   z0=z1 

   pause 

end 

        % program for assigning eigenvalues,eigen.m 

        % ***************************************** 

       % D=[-1 0 0 0 0 ;0 -2  1 0 0 ;0 -1 -2 0 0; 0 0 0 -3 1 ;0 0 0 -1 -3] 

        D=[]; 

       for j=1:n 

                    landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']); 

                     end 

         %landa=[ 0   0   0  ]                     
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        for i=1:n 

               D(i,i)=  landa(i);  

           end 

       % D 

        %if c==0 

               Acap=A1; 

               Bcap=B1; 

               newF=Fp ; 

        %end 

        ac=Acap+Bcap*F1; 

        ac1=ac+D; 

        bc1=Bcap*bo; 

 

        Qc=[bc1 ac1]; 

%A=[0.95 0.49 0.46;0.23 0.89 0.02;0.61 0.76 0.82] 

        % The vector companion form 

        for  i=n:-1:m+1 

                 for  k=1:r 

                          if Qc(i,k)==1 

                                   for j=k+1:r 

                                         t=Qc(i,j); 

                                         Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k); 

                                         Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:); 

                                  end 

                                  break 

                            end 

                    end 

        end 

        G2=Qc(1:m,m+1:r); 

        glanda=Qc(:,m+1:r); 

        Fc=bo*G2*T1; 

        disp('      The feedback matrix which gives the desired 

eigenvalues') 

        disp('      

*******************************************************') 

        Kp=newF+Fc 

%        disp('        with the closed-loop matrix ') 

 %       disp('        *************************** ') 

        gamac=A+B*Kp; 

        disp('        checking the eigen values ') 

        disp('        ************************* ') 

        v=eig(gamac)' 

        [u1,v1]=eig(gamac); 

        c2=cond(u1) 

        disp('       Frobenius norm of feedback matrix ') 

        disp('       ********************************* ') 

        Normkp=norm(Kp,'fro') 

%       disp('              frobenious norm of closed-loop matrix ') 

 %      disp('              ************************************* ') 

  %     Normgama=norm(gamac,'fro') 

 

 

%       End of program for eigen 
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a        % Algorithm to obtain the kronecker invariants 

        % ******************************************** 

        [n,m]=size(B);p=[]; 

        P1=[];p1(m)=0; 

        l=1; j=m+1; 

               for i=1:m, 

                       p(i)=1;p1(i)=0; 

               end 

               for i=m+1:n, 

                       k=j-m*l; 

                       check_k 

                       if Q(i,j)==1, 

                               check_p1 

                               else 

                                       p1(k)=1; 

                                       for j=i+1:n+m 

                                               k=j-m*l; 

                                               check_k 

                                               if Q(i,j)==1, 

                                                       check_p1 

                                                       break 

                                               else 

                                                        p1(k)=1; 

                                               end 

                                      end 

                             end 

                             j=j+1; 

                    end 

        disp('         These are the kronecker invariants ') 

        disp('         ********************************** ') 

   p 

 

%               o1.m 

%       Swap i-th row with k-th row 

        if i~=k 

                Q([i,k],:)=Q([k,i],:); 

                T1([i,k],:)=T1([k,i],:); 

                Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]); 

        end 

 

%                       o2.m 

%       Divide the pivot row 

 

        t=Q(i,j); 

%       if t~=0 

                Q(i,:)=Q(i,:)/t; 

                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t; 

                T1(i,:)=T1(i,:)/t; 

%       end 

 

%                               o3.m 

%       Subtract multiples of the pivot row 
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        if i~=n 

                for k=i+1:n 

                        t=Q(k,i); 

                        if t~=0 

                                Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 

                                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 

                                T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 

                        end 

                 end 

        end 

 

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A 

% This program obtains : 

% (1)- The Standard form 

% (2)- The primary vector companion form 

% (3)- The feedback matrix F 

% (4)- The transformation matrix T 

% (5)- The Kronecker invariants 

% ************************************************** 

% 

t0=cputime; 

        disp('          This is the given plant matrix A')        %line 1 

        disp('          ********************************')        %line 2 

                  A                                               %line 3 

        disp('          This is the given input matrix B')        %line 4 

        disp('          ********************************')        %line 5 

                  B                                               %line 6 

        [n,m]=size(B);                                            %line 7 

        r=n+m; 

        Q=[B,A]; 

        T1=eye(n);                                                %line 10 

        % The Echelon form of Q 

        % ---------------------- 

        i=1;j=1; tol=1e-6; 

        while ( i<=n ) & ( j<=r ) 

               [q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1; 

               if  (q<=tol) 

                       Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1); 

                       j=j+1; 

               else 

                      % perform the similarity operations 

                      % swap i-th row with k-th row: 

 

                        o1 

                      % divide the pivot row 

 

                         o2 

                      % subtract multiples of the pivot row 

 

                          o3 

               i=i+1 ; 

               j=j+1; 

              end 

       end 
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       % ********************************************** 

       % Now compute the Standard echelon form        ! 

       % ---------------------------------------------- 

       s=1; 

       while s < n 

               i=s+1 ; 

               for j=i:r 

                       if Q(i,j)~=0 

                               for k=1:s 

                                       if Q(k,j)~=0 

                                            t=Q(k,j); 

                                            Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 

                                            T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 

                                            Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 

                                      end 

                               end 

                       break 

                      end 

               end 

           s=s+1; 

       end 

       % ***************************************************************** 

%        choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n 

%','s') 

  %      if choice=='y' 

            %   kronk3 

   %     end 

       % ***************************************************************** 

       % The vector companion form 

       for i=n:-1:m+1 

                for  k=i:r 

                         if Q(i,k)==1 

                                 for  j=k+1:r 

                                          t=Q(i,j); 

                                          Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k); 

                                          Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:); 

                                          T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:); 

                                       end 

                                       break 

                                end 

                         end 

         end 

        % *************************************************************** 

   % choice=input('do you want the prim. vec comp form 

displayed,y/n%','s') 

   %     if  choice=='y' 

    %    disp('    The standard Vector Companion form ') 

     %   disp('    ********************************** ') 

                   Q 

      %  end 

        % .................................................... 

        disp('          This is the transformation matrix,T1') 

        disp('          ************************************') 
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                                T1 

         %                       disp(' press any key to continue') 

        % **************************************************** 

       % pause 

        % The Feed-back matrix , F 

        B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r]) 

        B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0) 

        G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G; 

        Fp=F1*T1; 

        % ************************************************************** 

        disp('        This is the primdry feedback law ') 

        disp('        ******************************** ') 

 

        Fp 

        % ************************************************************** 

        %disp('        The closed loop matrix A+B*F ') 

        %disp('        **************************** ') 

        gama=A+B*Fp  

        % ************************************************************** 

        %choice=input('   do you want to check the resultfeed,y/n ','s') 

        %if choice=='y' 

         %     g=gama^p(1); 

          %    for i=1:n 

           %           for j=1:n 

            %                  if abs(g(i,j))<tol 

             %                         g(i,j)=0; 

              %                  end 

               %           end 

                %  end 

        %end 

        %fprintf('       This is g=(A+B*F)^%g',p(1)) 

        %disp('         **************************') 

        %g 

        % ************************************************************** 

        % generating parametric feed-back laws 

         %       q=fix(n/m); 

          %      if p(1)==q 

           %              disp('         The feed-back law is unique ! ') 

            %             disp('         ***************************** ') 

             %            disp('         The kronecker invariants are all 

equal ') 

             %disp('         ************************************** ') 

              %     else 

               %          allfeeds 

                %   end 

        % ************************************************************** 

t1=cputime-t0 
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Abstract: 
 

In this thesis a new method for controlling the time discrete systems with 

disturbance in input by using of adjoint matrices and similarity transformations 

have been presented that is more simple that existing methods computationally. 

And in feat a system with disturbance turns into a system without disturbance. 

Also in presented method, the second linear discrete controllable system may 

arbitrary so it is determined as the system is always controllable. 

Therefore by using of the similarity transformations, the time optimized 

controller is specified as system always be controllable. 

 

Keywords: Parametric feedback, Eigenvalue assignment, Linear discrete time 

systems, State-Feedback, Disturbance rejection.        
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