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دانشكده  ياضي محض،گرايش آناليزررشته  كارشناسي ارشددانشجوي دوره  يد حسين اكبرزادهساينجانب 

   ترين تقريبافتن الگوريتم براي بهي دانشگاه صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه لوم رياضيع

  .متعهد مي شوم دكتر مهدي ايرانمنش  راهنمائيتحت 

 توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است  تحقيقات در اين پايان نامه.  

  در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است. 

 كنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدرك يـا امتيـازي در   تا مطالب مندرج در پايان نامه

 .هيچ جا ارائه نشده است 

   دانشـگاه  « كليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد و مقالات مستخرج با نام

 .اهد رسيد به چاپ خو»  Shahrood  University  of  Technology« و يا » صنعتي شاهرود 

 تأثيرگذار بوده اند در مقالات مستخرج  ن نتايح اصلي پايان نامهحقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمد

 .رعايت مي گردد پايان نامه از

  اسـتفاده شـده اسـت    ) يا بافتهاي آنها  (در كليه مراحل انجام اين پايان نامه ، در مواردي كه از موجود زنده

 .قي رعايت شده است ضوابط و اصول اخلا

  در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا

                                            .استفاده شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است 
تاريخ                                                                                           

  دانشجو امضاي

  
  

  

 تعهد نامه

مالكيت نتايج و حق نشر
  برنامه هاي رايانه اي ، نرم افزار ها و مقالات مستخرج ، كتاب (كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن ،

در اين مطلب بايد به نحو مقتضي . متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد ) تجهيزات ساخته شده است 
 .توليدات علمي مربوطه ذكر شود 

 بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشد استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه. 

ج
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(ࣆیاثاঁدଌن॒ࢡുیدکاشا਩ی)
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
آقاي جناب خود، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه ایرانمنش، مهدي دکتر

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده�
فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� زحمت که شریفی کامران دکتر آقاي جناب از
کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازي آماده در و

دارم. را امتنان
که بیدخام محمود دکتر و زیره احمد دکتر آقاي جناب از می�دانم لازم همچنین

باشم. داشته را قدردانی کمال داشتند بعهده مرا پایان�نامه داوري
عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
عزیزم برادران از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا، از بعد و
روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به

بودند. من پشتیبان بهترین

اکبرزاده حسین سید
1390 دیماه

ه



حسین سید نام: اکبرزاده خانوادگی: نام

تقریب بهترین براي الگوریتم یافتن پایان�نامه: عنوان

ایرانمنش مهدي دکتر راهنما: استاد
شریفی کامران دکتر مشاور: استاد

محض ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع
ریاضی آنالیز گرایش:

ریاضی علوم دانشکده: شاهرود صنعتی دانشگاه:
82 صفحه: تعداد 1390 زمستان فارغ�التحصیلی: تاریخ

صفحه ابر پیوسته، توابع فضاي تقریب، بهترین الگوریتم، کلیدواژه�ها:

چکیده
به منجر که تکراري و پیاپی فرآیندهاي سري یک بررسی به پایان�نامه، این در
” نام با را فرآیندها این ما البته پردازیم. می شود، می تقریب بهترین رسیدن
الگوریتمهاي بیان به ابتدا بریم. می بکار تقریب” بهترین یافتن براي الگوریتمهایی
را پیوسته و متغیره دو تابع یک تقریب بهترین بتوان آنها وسیله به که پردازیم می
در الگوریتمهایی سپس یافت، پیوسته البته و متغیره یک تابع دو مجموع صورت به
ما تا کنیم می معرفی هیلبرت فضاهاي از متناهی ضرب حاصل و هیلبرت فضاي
داریم سعی نهایت در کنند. یاري فضا نقاط تمام براي مناسب تقریبی یافتن در را
با هیلبرت فضاي در محدب و بسته هاي مجموعه تقریب بهترین براي الگوریتمی

دهیم. ارائه ها صفحه ابر از استفاده

و



پیشگفتار

مسایل در زیادي کاربرد و اهمیت همواره تقریب بهترین نظریه دانیم می که همانطور
توان نمی همواره و نبود آسانی کار تقریب بهترین کردن پیدا همیشه اما دارد. ریاضی
از نمونه چند کردیم سعی پایان�نامه این در لذا کرد. ارائه آن براي کلی روش یک

کنیم. بیان میکنند، یاري تقریب بهترین رسیدن در را ما که هایی الگوریتم
وسیله به متغیره چند توابع تقریب بیان به 2 استراوس و 1 دیلبرتو 1951 سال در

. [10] پرداختند کمتر متغیر تعداد با توابعی از مجموعی
”الگوریتم نام با الگوریتمی بیان به نیومن4 وون و داش3 فرانک 1979 سال در
شده بیان باناخ فضاهاي در کلی طور به الگوریتم این که [6] پرداختند متناوب5”
که آنچه در ” متناوب ”الگوریتم روش از 1980 سال در چنی7 و لایت6 اما بود.
توابع براي متناوب الگوریتمی و کردند استفاده بودند، کرده بیان استراوس و دیلبرتو
دو ي پیوسته تابع یک تقریب بهترین توان می آن با که دادند[12] ارائه متغیره دو
در توان می را آن حاصل که کرد پیدا متغیره یک تابع دو مجموع صورت به را متغیره

نمود. مشاهده دیلبرتو-استراوس” ”الگوریتم نام با دوم فصل از اول بخش
در مسیر کوتاهترین براي الگوریتمهایی بررسی به گولیچک8 وون 1984 سال در
را متغیره دو توابع فضاي در او الگوریتمهاي این از یکی .[7] پرداخت توابع فضاهاي
قویترین از یکی الگوریتم این گفت توان می که بینیم می دوم فصل از دوم بخش در

1S.P.Diliberto
2E.G.Straus
3Frank R Deutsch
4von Neumann
5Alternating Algorithm
6W.A.Light
7E.W.Cheney
8M. von Golitschek
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ج

کردن پیدا براي توان می آن از و شده بیان زمینه این در که است هایی الگوریتم
کرد. استفاده مجموعه زیر یک از نقطه یک فاصله

ارائه باناخ و هیلبرت فضاهاي در ”گریدي9” به موسوم الگوریتمهایی 1998 سال در
از بعضی بیان به سوم فصل در دید. [11] ، [4] در را آنها از بعضی توان می که شد،

. پرداختیم خواهیم ها الگوریتم این
تقریب ∑ aiyi صورت به بتوان را x ∈ H هر که است این فصل این در ما هدف که
الگوریتم ابتدا منظور این براي باشند. H عضو yi و حقیقی ضرایب ai بطوریکه زد
را اول حالت که پردازیم می قویتري الگوریتم بیان به سپس و نموده بیان اي ساده
این از نیز پارسوال اتحاد و فوریه سري که دید توان می [4] در شود. می شامل هم

شوند. می نتیجه الگوریتم
بهترین یافتن به منجر که الگوریتمی و ها صفحه ابر بررسی به [5] در داش فرانک
بیان را مطالب این آخر فصل در ما که پرداخت شود، می هیلبرت فضاي در تقریب

کنیم. می

9Greedy

ح

Hossein
Rectangle



  مستخرج از پايان نامهمقاله هاي 

  

همايش ملي الكترونيكي ،  ”الگوريتمي براي يافتن بهترين تقريب“ ،ايرانمنش  ، مهدي و اكبرزاده ، حسين  [1] 
  ، مجتمع آموزش آلي جهرم1389نقش رياضي در علوم، بهمن ماه 

[2]  M. Iranmanesh, S.H.Akbarzadeh and  H.R.Ellahi, “Find Best Simultaneous 
Approximation of  two points in Hyperplanes”, J. Numerical Functional Analysis 
and Optimization 
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1 فصل
مقدماتی تعاریف و پیشینه

مقدماتی مفاهیم 1.1
C(X) با را X قلمرو با کراندار و پیوسته حقیقی توابع تمام مجموعه .1.1.1 تعریف

یعنی آن سوپریمم نرم f ∈ C(X) هر به دهیم. می نشان

∥f∥ = sup
x∈X
|f(x)|

∥f∥ پس∞> است کراندار f چون کنیم. می مربوط را

نگاشت باشند. باناخ فضاي یک از ناتهی فضاي زیر دو X,Y کنیم فرض .2.1.1 تعریف
اگر گوییم انقباضی را F : X −→ Y

∥F (x)− F (y)∥ ≤ ∥x− y∥ ; ∀x ∈ X, y ∈ Y

صورت این در باشد X باناخ فضاي از ناتهی زیرفضاي U کنیم فرض .3.1.1 تعریف
کنیم: می تعریف

U⊥ = {φ ∈ X∗;φ(u) = 0 ∀u ∈ U}

1



مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 2فصل

است. X دوگان فضاي همان ،X∗ آن در که

[2] در باشد. آن دوگان X∗ و باناخ فضاي یک X که کنیم می فرض .4.1.1 تذکر
آنگاه باشد X∗ در تابعک یک f اگر و است نرمدار فضاي یک X∗ که دید توان می
زیر معادل هاي صورت به f نرم همچنین است. معادل آن بودن کراندار و پیوسته

گردد. می بیان

∥f∥ = sup
x ̸=0

|f(x)|
∥x∥

= sup
∥x∥≤1

|f(x)| = sup
∥x∥=1

|f(x)|

در باشد. x ∈ X و K ⊆ Xو باشد باناخ فضاي یک X کنیم فرض .5.1.1 تعریف
به و دهیم می نمایش dist(x,K) یا d(x,K) با را K مجموعه از x فاصله صورت این

کنیم می بیان زیر صورت

d(x,K) = inf{∥x− y∥ ; y ∈ K}

مجموعه x ∈ X و K ⊆ X هر براي باشد باناخ فضاي یک X فرضکنیم تعریف6.1.1.
می بیان زیر صورت به و دهیم می نشان PK(x) با را K در x تقریبهاي بهترین ي

کنیم

PK(x) = {y ∈ K; ∥y − x∥ = dist(x,K)}

نامیم. می تقریب نگاشت را PK : X −→ K و

دقیقا x ∈ X هر براي اگر گوییم 1 چبیشف را X از K مجموعه زیر .7.1.1 تعریف
باشد. داشته K در فرد به منحصر تقریب بهترین یک

1Chebyshev



مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 3فصل

C(S), C(T ) و باشند هاسدورف و فشرده فضاي دو T, S کنیم می فرض اینجا در
کنیم. می توجه زیر نکات به حال باشد. S, T روي پیوسته توابع فضاي

است بسته لذا و فشرده برد) (مجموعه f(S) آنگاه باشد، f ∈ C(S) اگر .8.1.1 تذکر
است. مینیمم و ماکزیمم داراي نتیجه در

است. بسته C(S) .9.1.1 گزاره

به یکنواخت همگراي طوریکه به باشد C(S) در اي دنباله {fn} کنیم فرض برهان.
یکنواخت همگراي {fn} چون ولی f ∈ C(S) دهیم نشان است کافی . باشد f تابع

.f ∈ C(S) نتیجه در است پیوسته نیز f پس است f به

می اینصورت در f ∈ C(S) کنیم فرض اگر چون C(S) ⊆ C(S × T ) .10.1.1 تذکر
F (s, t) = f(s) بطوریکه گرفت نظر در آن ارز هم F ∈ C(S × T ) تابع توان

فضاي از محدب فضاهاي زیر C(S) + C(T ) همچنین و C(S), C(T ) .11.1.1 تذکر
هستند. C(S × T )

یک تابع یک max
s
f(s, t)صورت این در f ∈ C(S × T ) کنید فرض .12.1.1 تذکر
داریم. را t یعنی متغیر، یک تغییر اجازه مافقط چون است متغیره

پس max
x

f(s, t) ≃ F (t) بنویسیم توانیم می .13.1.1 تذکر
: داریم بنابراین F (t) ∈ C(T ) ⊆ C(S × T )



مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 4فصل

max
t

(max
s
f(s, t)) = max

t
(F (t)) = ثابت مقدار

پردازیم. می آن از نتایجی و باناخ - هان قضیه به اکنون

پیوسته خطی تابعک یک φ و باشد X از فضایی زیر M کنیم فرض .14.1.1 قضیه
بطوریکه است موجود ψ ∈ X∗ صورت این در باشد M روي

1) φ(m) = ψ(m) ∀m ∈M

2) ∥φ∥M = ∥ψ∥X

([9],1.7) به شود رجوع برهان.

فرض همچنین باشد. x ∈ X و X از بسته فضاي زیر M کنیم فرض .15.1.1 گزاره
کنیم

dist(x,M) = d > 0

بطوریکه است موجود φ ∈ X∗ اینصورت در

1) φ(m) = 0 ∀m ∈M

2) ∥φ∥ = 1

3) φ(x) = d

را φ خطی تابعک باشد. x و M توسط شده تولید فضاي زیر L کنیم فرض برهان.
کنیم می تعریف زیر صورت به دلخواه m ∈M هر و α ∈ R هر براي L روي

φ(αx+m) = αd

دانیم می . φ(x) = d و φ(m) = 0 که است واضح



مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 5فصل

∥φ∥ = sup
|φ(αx+m)|
∥αx+m∥

= sup
|α|d

∥αx+m∥
= sup

|α|d
|α|.∥(x+ m

α )∥
= sup

d

∥(x+ m
α )∥

پس d = dist(x,M) = inf{∥x − y∥; y ∈ M} دانیم می m′ = m
α دهیم می قرار

داریم: بالا نامساوي در دادن قرار با d ≤ ∥x+m′∥

∥φ∥ ≤ 1

اینصورت در α =
1

d
دهیم قرار اگر همچنین

φ(αx+m) = φ(
1

d
x+m) =

1

d
d = 1

.∥φ∥ = 1 که دهد می نتیجه این
داد. گسترش X روي را φ توان می باناخ - هان قضیه از استفاده با حال

داریم: اینصورت در باشد. x ∈ X و X فضاي زیر M کنیم فرض .16.1.1 نتیجه

dist(x,M) = sup{φ(x) ; φ ∈M⊥ , ∥φ∥ = 1}

طبق ، A = {φ(x) ; φ ∈ M⊥ , ∥φ∥ = 1} و d = dist(x,M) کنیم فرض برهان.
: داریم بنابراین . φ(x) = d بطوریکه است موجود φ(x) ∈ A قبل گزاره

d ≤ supA

کران d دهیم نشان است کافی منظور این براي d ≥ supA دهیم می نشان برعکس.
پس نباشد اینگونه کنیم فرض d ≥ φ(x) ، φ(x) ∈ A هر براي یعنی است A براي بالا

بطوریکه است موجود m ∈M پس d < φ(x) بطوریکه است موجود φ(x) ∈ A

φ(x) > ∥x−m∥



مقدماتی تعاریف و پیشینه .1 6فصل

گیریم می نتیجه است، صفر M روي φ چون و

φ(x−m) > ∥x−m∥

بنابراین ∥φ∥ = 1 چون است تناقض این اما ∥φ∥ > 1 که است معنی بدان این و
. d = supA

پوشا و خطی پیوسته، Λ : X −→ Y و باشند باناخ فضاي دو X,Y اگر .17.1.1 قضیه
بطوریکه است موجود a مثبت و حقیقی عدد صورت این در باشد.

a∥x∥ ≤ ∥Λx∥ ∀x ∈ X

49 صفحه [13] به شود رجوع برهان.

باشند آنها دوگان X∗, Y ∗ و باشند باناخ فضاي دو X,Y کنیم فرض .18.1.1 تعریف
را T ∗ : Y ∗ −→ X∗ نگاشت صورت این در باشد. خطی عملگر T : X −→ Y همچنین

گوییم. T الحاق را T ∗y∗ = y∗T ضابطه با

و باشند آنها دوگان X∗, Y ∗ و باشند باناخ فضاي دو X,Y اگر .19.1.1 قضیه
باشد، بسته برد با L الحاق L∗ : Y ∗ −→ X∗ و باشد خطی عملگر یک L : X −→ Y

است. بسته نیز L برد آنگاه

478-488 صفحه [8] به شود رجوع برهان.

موارد اینصورت در باشند بسته و باناخ فضاي زیر دو U, V کنید فرض .20.1.1 قضیه
معادلند زیر

است. بسته U + V (i)
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صورت به نمایش داراي که w ∈ U + V هر براي بطوریکه است موجود c ثابت (ii)
داریم u ∈ U, v ∈ V و است w = u+ v

∥u∥+ ∥v∥ 6 c∥u+ v∥

U⊥ + V ⊥ = (U
∩
V )⊥ (iii)

است. بسته U⊥ + V ⊥ (iv)

تعریف ∥(u, v)∥ = ∥u∥+ ∥v∥ صورت به را U × V روي نرم ابتدا (ii)←− (i) برهان.
کنیم. می

و پیوسته نگاشت یک L(u, v) = u+ v ضابطه با L : U × V −→ U + V خطی نگاشت
طبق است. باناخ فضاي یک نتیجه در است تام پس است بسته U +V چون پوشاست

که است موجود c مثبت و حقیقی عدد 17.1.1 قضیه

∥(u, v)∥ ≤ c∥u+ v∥

نتیجه در

∥u∥+ ∥v∥ ≤ c∥u+ v∥

U⊥ + V ⊥ ⊂ (U ∩ V )⊥ که است واضح اولا (iii)←− (ii)

ψ(V ) = 0 صورت این در ψ ∈ V ⊥ و φ ∈ U⊥ بطوریکه φ + ψ ∈ U⊥ + V ⊥ اگر زیرا
.φ ∈ (U ∩ V )⊥ ترتیب همین به ψ ∈ (U ∩ V )⊥ پس ψ(U ∩ V ) = 0 پس

.φ ∈ U⊥ + V ⊥ دهیم می نشان φ ∈ (U ∩ V )⊥ کنیم فرض برعکس.
با ،w = u+ v که w ∈ U + V هر براي که کنیم می تعریف اینگونه U + V روي را ψ

باشیم داشته ∥u∥+ ∥v∥ ≤ c∥w∥ و u ∈ U, v ∈ V شرایط
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ψ(w) = ψ(u+ v) = φ(v)

بنابراین u′ − u = v − v′ آنگاه w = u′ + v′ اگر زیرا است تعریف خوش ψ اولا
φ(v) = φ(v′) بنابراین φ(v − v′) = 0 پس φ ∈ (U ∩ V )⊥ چون v − v′ ∈ U ∩ V

زیرا است پیوسته φ ثانیا

|ψ(w)| = |φ(v)| ≤ ∥φ∥ ∥v∥ ≤ c∥φ∥ ∥w∥

زیرا θ ∈ U⊥ بعلاوه θ|(U+V ) = ψ که است موجود θ ∈ X∗ هان-باناخ قضیه طبق حال

θ(u) = ψ(u) = ψ(u+ 0) = φ(0) = 0

آنگاه باشد v ∈ V اگر همچنین

(φ− θ)(v) = φ(v)− ψ(v) = φ(v)− ψ(0 + v) = φ(v)− φ(v) = 0

φ− θ ∈ V ⊥

φ ∈ U⊥ + V ⊥ پس φ = θ + (φ− θ) چون و
بسته K⊥ دهیم می نشان باشد. X از اي مجموعه زیر K کنیم فرض (iv) ←− (iii)

است.
بدین باشد. g ∈ X∗ مانند عنصري به همگرا و K⊥ در اي دنباله {fn} کنیم فرض

داریم n ∈ N هر براي ترتیب

fn(x) = 0 ∀x ∈ K

داشت خواهیم پس بود، g به همگرا دنباله این چون و

g(x) = 0 ∀x ∈ K
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بنابه و است بسته (U ∩ V )⊥ ترتیب بدین دهد. می نشان را K⊥ بودن بسته این که
است. بسته نیز U⊥ + V ⊥ گیریم می نتیجه فرض

می تعریف L(u) = u + V ضابطه با را L : U −→ X/V خطی نگاشت (i) ←− (iv)

قسمتی خارج نگاشتهاي همچنین کنیم

Q : X −→ X/V

Q′ : X∗ −→ X∗/U⊥

کنیم. می تعریف را
Aψ حال . ψ ∈ (X/V )∗ کنیم فرض و گرفته نظر در را A : (X/V )∗ −→ V ⊥ نگاشت

باشد. Aψ ∈ V ⊥ که کنیم می تعریف اي بگونه را
(Aψ)(x) = ψ(x+ V ) کنیم می تعریف x ∈ X هر براي

باشد شده تعریف B(φ+U⊥) = φ|U ضابطه با B : X∗/U⊥ −→ U∗ کنیم می فرض و
پس L∗ = BQ′A نویسیم می و

L∗ : (X/V )∗ −→ U∗

داشت خواهیم L∗ ضابطه به توجه با صورت این در φ ∈ (X/V )∗ کنیم فرض

L∗(φ) = (Aφ)|U

داریم دهیم، تاثیر u ∈ U هر روي را فوق رابطه چنانچه و

L∗φ(u) = (Aφ)|U (u) = φ(u+ V )

داریم همچنین

φL(u) = φ(u+ V ) ∀u ∈ U
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، L∗ برد طرفی از باشد. می L الحاق L∗ پس .L∗φ = φL گیریم می نتیجه که
باشد. می B(U⊥ + V ⊥)

پس است بسته U⊥ + V ⊥ دانیم می اما Q′(V ⊥) = V ⊥ + U⊥ پس V ⊥ ⊂ X∗ زیرا
برد اما است بسته نیز L برد 19.1.1 قضیه طبق اما است بسته U∗ در B(U⊥ + V ⊥)

است. بسته X/V در است U + V همان که L
است. بسته X در U + V ، Q قسمتی خارج نگاشت به توجه با



2 فصل
بهترین یافتن براي الگوریتمهایی

توابع فضاي در تقریب
پیوسته توابع فضاي در تقریب بهترین یافتن براي روشهایی مطالعه به فصل این در
می نایل هدف این به را ما نهایتا شد خواهد بیان که قضایاي و لمها پردازیم. می
ي مجموعه زیر در را C(S × T ) فضاي در تابع یک تقریب بهترین بتوانیم که کند
یک تابع دو مجموع با را متغیره دو تابع یک تر ساده بیان به بیابیم C(S) + C(T )

به را ما نهایتا که کنیم می بیان هایی الگوریتم منظور این براي بزنیم. تقریب متغیره
رساند می هدف این

1 استراوس - دیلبرتو الگوریتم 1.2
متغیره دو تابع براي باشند. هاسدورف و فشرده فضاي دو S, T کنیم فرض

C(S) + C(T ) در آن تقریب بهترین یافتن براي الگوریتمی دنبال به z0 ∈ C(S × T )
هستیم. C(S × T ) از فضایی زیر عنوان به

را PU تقریب نگاشت . U ⊆ X و باشد باناخ فضاي یک X کنیم فرض .1.1.2 تعریف
1DILIBERTO-STRAUS

11
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باشیم: داشته u ∈ U و x ∈ X هر براي اگر گوییم مرکزي تقریب نگاشت

∥x− PU (x) + u∥ = ∥x− PU (x)− u∥

نگاشتهاي باشد. z(s, t) ∈ C(S × T ) کنیم فرض

A : C(S × T ) −→ C(S)

B : C(S × T ) −→ C(T )

کنیم می تعریف زیر صورت به را

{
(Az)(s) = 1

2(max
t
z(s, t) + min

t
z(s, t))

(Bz)(t) = 1
2(max

s
z(s, t) + min

s
z(s, t))

(1.2)

تعریف زیر صورت به را {zn} دنباله حال باشد دلخواه z0 ∈ C(S × T ) کنیم فرض
کنیم: می

wn = Azn فرد n
wn = Bzn زوج n

zn+1 = zn − wn

(2.2)

در z0 تقریب بهترین به یکنواخت همگراي {z0 − zn} دنباله دهیم می نشان
باشد. می C(S) + C(T )

که متغیره دو تابع یک تقریب بهترین یافتن براي است الگوریتمی واقع در روند این
است. Diliberto - Straus الگوریتم به است موسوم

اینصورت در باشد، ثابت غیر تابع f ∈ C(S) کنیم فرض .2.1.2 لم
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α =
1

2
(max f +min f)

است. ثابت توابع ي مجموعه در آن تقریب بهترین

دهیم نشان است کافی برهان.

∥f − α∥ ≤ ∥f − k∥

عبارتی به یا
sup |f(x)− α| ≤ sup |f(x)− k| (I)

است. دلخواه ثابت تابع یک k که
دانیم می

α−min f = max f − α =
1

2
(max f −min f)

طرفی از

min f ≤ f(x) ≤ max f ∀x ∈ S

داریم پس

min f − α ≤ f(x)− α ≤ max f − α ∀x ∈ S

رسیم می زیر رابطه به نهایتا که

|f(x)− α| ≤ α−min f = max f − α =
1

2
(max f −min f)

بنابراین باشد می |f(x)− α| سوپریمم نتیجه در و بالا کران α−min f بنابراین

∥f − α∥ = α−min f = max f − α =
1

2
(max f −min f)
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گیریم. می نظر در k ثابت براي را زیر حالات حال
min f(x) ≤ f(x) ≤ max f(x) ≤ k اول: حالت

صورت این در که

k −max f(x) ≤ k − f(x) ≤ k −min f(x)

نتیجه در و

∥f − k∥ = k −min f(x)

داریم پس α ≤ k چون طرفی از و

∥f − α∥ = α−min f ≤ k −min f(x) = ∥f − k∥

min f(x) ≤ α < k < max f(x) دوم: حالت

اینصورت در f(x) < k که باشد اي گونه به f(x) کنیم فرض

min f ≤ f(x) =⇒ k − f(x) ≤ k −min f (3.2)

باشد.داریم: k < f(x) که باشد اي گونه به f(x) کنیم فرض حال

min f < α < k < f(x) < max f

است. برقرار زیر روابط
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f(x)− k < max f − k < max f − α

= max f +min f −min f − α

= 2α−min f − α

= α−min f < k −min f

رسیم می زیر رابطه به که

f(x)− k < k −min f (4.2)

داریم: (4.2) و (3.2) روابط از

|f(x)− k| ≤ k −min f ∀x

بنابراین
k −min f = sup |f(x)− k| = ∥f − k∥

نتیجه ودر

∥f − α∥ = α−min f ≤ k −min f(x) = ∥f − k∥

تقریب بهترین α پس شود. می ثابت نیز دیگر حالات براي (I) رابطه مشابه طور به
است. ثابت توابع در f براي

کنیم: می تعریف زیر صورت به را M : C(X) −→ R میانگین نگاشت .3.1.2 تعریف

Mf =
1

2
(sup

s
f(s) + inf

s
f(s))
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: گیریم می نتیجه بلافاصله

(Az)(s) =Mzs (Bz)(t) =Mzt

شوند تعریف اینگونه zs, zt بطوریکه

zs(t) = zt(s) = z(s, t)

|Mf1 −Mf2| 6 ∥f1 − f2∥ یعنی است انقباضی M نگاشت .4.1.2 لم

داریم: ولذا f2 − α 6 f1 6 f2 + α پس α = ∥f1 − f2∥ کنیم فرض برهان.

M(f2 − α) 6Mf1 6M(f2 + α)

Mf2 − α 6Mf1 6Mf2 + α

نتیجه در

|Mf1 −Mf2| ≤ α

صورت این در باشند، فشرده دامنه بروي پیوسته تابع دو f, g کنیم فرض .5.1.2 لم
sup f − sup g ≤ sup(f − g)

داریم دامنه عضو ،s هر براي برهان.

f(s) = f(s)− g(s) + g(s) ≤ sup(f − g) + g(s) ≤ sup(f − g) + sup g

sup f ≤ sup(f − g) + sup g داشت خواهیم نتیجه در
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هستند. مرکزي و تقریب ، انقباضی نگاشتهاي A,B ،( 1.2) رابطه در .6.1.2 لم

است. انقباضی A,B گیریم می نتیجه 4.1.2 لم از برهان.
می نتیجه مشابه طور به A نگاشت براي و کرده بیان B نگاشت براي را برهان ادامه

گیریم.
توابع مجموعه در x ∈ C(S) تابع تقریب بهترین که گرفت نتیجه توان می 2.1.2 لم از

یعنی است. α =Mx ثابت،

α = 1
2(minx+maxx)

: داریم B عملگر مورد در y ∈ C(T ), t ∈ T هر براي

sup
s
|z(s, t)− (Bz)(t)| 6 sup

s
|z(s, t)− y(t)| =⇒ ∥z −Bz∥ 6 ∥z − y∥

است. C(T ) به C(S × T ) از تقریب نگاشت یک B دهد می نشان این
دهیم نشان است کافی منظور این براي است. مرکزي B دهیم می نشان حال

∥z −Bz − u∥ ≥ ∥z −Bz + u∥ ∀u ∈ C(T )

می انتخاب طوري را (s0, t0) پس کراندارند توابع این چون ، w = z−Bz کنیم فرض
که کنیم

∥w + u∥ = |(w + u)(s0, t0)|

گیریم می نطر در را زیر حالت دو

∥w + u∥ = (w + u)(s0, t0)

∥w + u∥ = −(w + u)(s0, t0)
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است. مشابه دیگر حالت کنیم، می فرض را اول حالت
داریم: B تعریف به توجه با پس Bw = Bz −Bz = 0 داریم

max
s
w +min

s
w = 0

بطوریکه دارد وجود s1 ∈ S نقطه پس

w(s0, t0) + w(s1, t0) ≤ 0

بنابراین

∥w − u∥ ≥ |u(t0)− w(s1, t0)| ≥ |u(t0) + w(s0, t0)| = ∥w + u∥

C(S) فضاي در zn براي تقریب بهترین Azn چون قبل قضیه به توجه با .7.1.2 تذکر
داریم همواره پس

∥zn −Azn∥ ≤ ∥zn − h∥ ∀h ∈ C(S)

گرفت نتیجه توان می ،0 ∈ C(S) اینکه و 2.2 رابطه به توجه با طرفی از

∥zn+1∥ = ∥zn −Azn∥ ≤ ∥zn∥

باشد. می نزولی {∥zn∥} دنباله بنابراین

هر با متناظر باشد. مرکزي و تقریب نگاشت P : X −→ U کنید فرض .8.1.2 لم
که هست ψ ∈ X∗ مانند عنصري ، φ ∈ X∗, x ∈ X

∥ψ∥ ≤ ∥φ∥ , φ+ ψ ∈ U⊥ , ψ(x− Px) = φ(x− Px)
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دهیم می قرار باشد x−Px و U بوسیله شده تولید زیرفضاي M کنیم فرض برهان.

ψ(u+ λ(x− Px)) = φ(−u+ λ(x− Px))

است. u ∈ U, λ ∈ R بطوریکه
که است واضح

(φ+ ψ)(u) = 0 =⇒ ψ + φ ∈ U⊥

نتیجه در

φ(x− Px) = ψ(x− Px)

داریم: u′ = u

λ
, λ ̸= 0 کنیم فرض چنانچه ، است مرکزي و تقریب نگاشت P چون

|ψ(u+ λ(x− Px))| = |φ(−u+ λ(x− Px))|

= |λ|.|φ(−u′ + x− Px)|

≤ |λ|.∥φ∥.∥ − u′ + x− Px∥

= |λ|.∥φ∥.∥u′ + x− Px∥

= ∥φ∥.∥u+ λ(x− Px)∥

شود می نتیجه که
|ψ(u+ λ(x− Px))|
∥u+ λ(x− Px)∥

6 ∥φ∥

بنابراین

∥ψ∥ 6 ∥φ∥
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داد. توسیع X روي را ψ توان می هان-باناخ قضیه از استفاده با

همچنین و U = C(S) , V = C(T ) کنیم می داد قرار پس این از
آید. می بدست زیر نتیجه صورت این در W = C(S) + C(T ) = U + V

است. بسته W = C(S) + C(T ) .9.1.2 نتیجه

ثابتی دهیم می نشان 20.1.1 قضیه از استفاده با هستند بسته U, V دانیم می برهان.
h = f+g صورت نمایشبه داراي که h ∈ U+V هر براي بطوریکه است موجود c مانند

داریم f ∈ U, g ∈ V هر و است

∥f∥+ ∥g∥ 6 c∥h∥

بطوریکه f ∈ U, g ∈ V باشد داشته وجود ، c > 0 هر براي کنیم فرض خلف، برهان به

∥f∥+ ∥g∥ > c∥h∥

لا با رابطه در دادن قرار با است. دلخواه n ∈ N که c = 1

∥h∥
(n+ ∥g∥) دهیم می قرار

داریم:

∥f∥+ ∥g∥ > 1

∥h∥
(n+ ∥g∥)∥h∥

∥f∥+ ∥g∥ > n+ ∥g∥ =⇒ ∥f∥ > n ∀n ∈ N

C(S) +C(T ) 20.1.1 قضیه به توجه با پس است. f بودن کراندار با متناقض این که
است. بسته

است. برقرار zn دنباله مورد در زیر خواص .10.1.2 لم
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∥zn∥ = ∥zn − 2zn+1∥ (i)

: آنگاه ∥φ∥ 6 1 φو ∈ X> اگر (ii)

φ(zn) > 2φ(zn+1 − ∥zn∥)

zn+1 = zn −Azn دانیم می ، 2.2 رابطه به توجه با باشد، زوج n اگر برهان.

∥2zn+1 − zn∥ = ∥zn+1 + (zn+1 − zn)∥

= ∥zn −Azn + (zn+1 − zn)∥

= ∥zn −Azn −Azn∥

: داریم است مرکزي نگاشت A چون

∥zn −Azn −Azn∥ = ∥zn −Azn +Azn∥ = ∥zn∥

شود. می بیان مشابه طور به نیز فرد n براي
داریم: |φ(x)|

∥x∥
6 1 چون آنگاه ∥φ∥ ≤ 1 اگر حال

φ(2zn+1 − zn) 6 ∥2zn+1 − zn∥ = ∥zn∥

: کنیم می تعریف ادامه در
un = w1 + w3 + w5 + ...+ w2n−1

vn = w0 + w2 + w4 + ...+ w2n
(5.2)
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.vn ∈ C(T ) و un ∈ C(S) شود می نتیجه که
شوند. می نتیجه زیر روابط همچنین

un + vn−1 = w0 + w1 + w2 + ...+ w2n−2 + w2n−1

un + vn = w0 + w1 + w2 + ...+ w2n−1 + w2n

صورت به {zn} دنباله (5.2 (رابطه un, vn تعریف و (2.2 (رابطه الگوریتم به توجه با
آید. می دست به زیر

z0, z1 = z0 −Bz0 = z0 − u0 − v0

z2 = z1 −Az1 = z0 − w0 − w1 = z0 − u1 − v0

z3 = z2 −Bz2 = z0 − w0 − w1 −Bz2 = z0 − w0 − w1 − w2 = z0 − u2 − v2

.

.

.

z2n = z0 − un − vn−1 , z2n+1 = z0 − un − vn (6.2)

که دارد را خاصیت این شده تولید 2.2 الگوریتم توسط که {zn} دنباله .11.1.2 قضیه

∥z2n∥ −→ dist(z0, C(S) + C(T ))

گزاره از استفاده با n = m+ k دهید قرار باشند وثابت زوج m, k کنیم فرض برهان.
دارد وجود φ0 ∈ U⊥ شد، بیان باناخ - هان قضیه از اي نتیجه بعنوان که 15.1.1
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φ0 و z1 با متناظر 8.1.2 لم از استفاده با φ0(zn) = ∥zn∥ و ∥φ0∥ = 1 بطوریکه
توانیم می طوري را φ1, ..., φk ترتیب همین به و φ2 تابعک φ1 و z2 براي و φ1 توان می

: که آوریم بدست

(1) φi + φi−1 ∈ U⊥ 1 ≤ i ≤ k فرد i

(2) φi + φi−1 ∈ V ⊥ 1 ≤ i ≤ k زوج i

(3) ∥φi∥ ≤ 1 0 ≤ i ≤ k

(4) φi(zn−i − wn−i) = φi−1(zn−i − wn−i) 1 ≤ i ≤ k

داریم: (4) رابطه و (2.2 (رابطه الگوریتم تعریف از استفاده با همچنین

φi(zn−i+1) = φi−1(zn−i+1)

داریم: 1 ≤ r ≤ k هر براي کنیم می ادعا

(5) φi(zn−r) ≥ ∥zm∥ − 2r(∥zm∥ − ∥zn∥) 0 ≤ i ≤ r

r = 1 براي کنیم. می ثابت r روي استقرا به
دهیم نشان باید باشد i = 0 اگر

φ0(zn−1) ≥ 2∥zn∥ − ∥zm∥

داریم 10.1.2 لم به توجه با

φ0(zn−1) ≥ 2φ0(zn)− ∥zn−1∥

= 2∥zn∥ − ∥zn−1∥

رابطه به توجه با بنابراین ∥zm∥ ≥ ∥zn−1∥پس m < n− 1 و است نزولی دنباله چون
داریم قبل
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φ0(zn−1) ≥ 2∥zn∥ − ∥zm∥

: داریم zn = zn−1 − wn−1 اینکه به توجه با آنگاه i = 1 اگر

φ1(zn−1) = φ1(zn + wn−1)

با: است برابر فوق عبارت راست سمت Azn−1پس = wn−1 ∈ U و φ1 ∈ U⊥ اینکه از

φ1(zn) + φ1(wn−1) = φ1(zn)

داریم: i = 1 ازاي به (4) رابطه در حال

φ1(zn−1 − wn−1) = φ0(zn−1 − wn−1)

داشت خواهیم (رابطه2.2) الگوریتم تعریف به توجه با که

φ1(zn) = φ0(zn)

داریم: فرض به توجه با همچنین

φ0(zn) = ∥zn∥

: نویسیم می و ∥zn∥ ≤ ∥zm∥پس است نزولی دنباله و m ≤ n چون اما

∥zn∥ ≥ ∥zn∥+ (∥zn∥ − ∥zm∥)

= ∥zn∥+ (∥zn∥ − ∥zm∥)− ∥zm∥+ ∥zm∥

= ∥zm∥ − 2(∥zm∥ − ∥zn∥)

می اثبات r = t + 1 براي باشد، درست r = t < k براي (5) رابطه کنیم فرض حال
. کنیم
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φi(zn−t−1) ≥ ∥zm∥ − 2t+1(∥zm∥ − ∥zn∥) 0 ≤ i ≤ t+ 1

: داریم 10.1.2 لم از استفاده با

φi(zn−t−1) ≥ 2φi(zn−t)− ∥zn−t−1∥ 0 ≤ i ≤ t

داریم: استقرا فرض بنابه اما

φi(zn−t) ≥ {∥zm∥ − 2t(∥zm∥ − ∥zn∥)} − ∥zn−t−1∥

بنابراین ∥zm∥ < ∥zn−t−1∥ چون

φi(zn−t−1) ≥ 2{∥zm∥ − 2t(∥zm∥ − ∥zn∥)} − ∥zn−t−1∥

≥ 2∥zm∥ − 2t+1(∥zm∥ − ∥zn∥)} − ∥zm∥

≥ ∥zm∥ − 2t+1(∥zm∥ − ∥zn∥)

داریم 10.1.2 لم از باشد، i = t+ 1 اگر حال

φt+1(zn−t−1) ≥ 2φt+1(zn−t)− ∥zn−t−1∥

داشت خواهیم ،i = t+ 1 دهیم قرار (4) رابطه در اگر

φt+1(zn−t) = φt(zn−t)

داشت خواهیم استقرا فرض از استفاده با و اخیر رابطه در جایگذاري با

φt+1(zn−t−1) ≥ 2φt+1(zn−t)− ∥zn−t−1∥

≥ 2φt(zn−t)− ∥zm∥

≥ 2{∥zm∥ − 2t(∥zm∥ − ∥zn∥)} − ∥zm∥

= ∥zm∥ − 2t+1(∥zm∥ − ∥zn∥)
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است. برقرار 1 ≤ r ≤ k براي (5) گزاره پس
داریم: r = k,m = n− k دهیم قرار (5) رابطه در اگر حال

(6) φi(zm) ≥ ∥zm∥ − 2k(∥zm∥ − ∥zm+k∥) 1 ≤ i ≤ k

است.همچنین بسته نیز U⊥+V ⊥ استپس بسته U+V چون 20.1.1 قضیه به توجه با
ثابت مقدار باشد، φ = θ+ψ فرم به نمایشی داراي که φ ∈ U⊥ + V ⊥ تابعک هر براي

که است موجود c

∥θ∥+ ∥ψ∥ ≤ c∥φ∥

.ψ ∈ V ⊥ و θ ∈ U⊥ بطوریکه
داریم: نویسیم. می φk ∈ U⊥ + V ⊥ براي را شده بیان رابطه حال

φk = θ + ψ , ∥θ∥+ ∥ψ∥ ≤ c

: کنیم می تعریف

φk+1 = −ψ − φ0

: داریم

∥φk+1∥ = ∥ψ + φ0∥ ≤ ∥ψ∥+ ∥φ0∥ ≤ c+ 1 (7.2)

بنابراین φ0 ∈ U⊥ شد، بیان برهان اول در که آنچه به توجه با و

φk+1 + φ0 = −ψ ∈ V ⊥

φk+1 + φk = −ψ − φ0 + θ + ψ = θ − φ0 ∈ U⊥

کنیم می تعریف
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φ =
k+1∑
i=0

φi

داریم را زیر روابط که

φ = (φ0 + φ1) + (φ2 + φ3) + ...+ (φk + φk+1) ∈ U⊥

φ = (φ1 + φ2) + ...+ (φk−1 + φk) + (φk+1 + φ0) ∈ V ⊥

پس است، صفر V روي هم و U روي که است تابعکی φپس φ ∈ U⊥ ∩V ⊥ نتیجه در
داشت خواهیم u+ v ∈ U + V هر ازاي به

φ(u+ v) = φ(u) + φ(v) = 0

شد. خواهد φ ∈ (U + V )⊥ بنابراین
طرفی از φ(zm) = φ(z0) نتیجه در φ(zm − z0) = 0 پس zm − z0 ∈ U + V دانیم می

داریم:

∥φ∥ ≤ ∥φ1∥+ ∥φ2∥+ ...+ ∥φk∥+ ∥φk+1∥ ≤ 1+ ...+1+ c+1 ≤ k+1+ c+1 ≡ c′

داریم: 16.1.1 از

dist(x, U + V ) = sup{φ(x);φ ∈ (U + V )⊥, ∥φ∥ ≤ 1}

پس ∥φ
c′
∥ ≤ 1 چون و باشد می φ ∈ (U + V )⊥ شد گفته که طور همان
φ

c′
(z0) ∈ {φ(z0);φ ∈ (U + V )⊥, ∥φ∥ ≤ 1}

داشت خواهیم بنابراین

dist(z0, U + V ) ≥ φ(z0)

c′
=
φ(zm)

c′
=

k∑
i=0

φi(zm) + φk+1(zm)

c′
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داریم: (6) رابطه از استفاده با

dist(z0, U + V ) ≥ 1 + k

c′
{∥zm∥ − 2k(∥zm∥ − ∥zm+k∥)}+

1

c′
φk+1(zm) (8.2)

داریم 7.2 از استفاده با همچنین و |φk+1(zm)| ≤ ∥φk+1∥.∥zm∥ دانیم می اما

−∥φk+1∥.∥zm∥ ≤ φk+1(zm) ≤ ∥φk+1∥.∥zm∥

φk+1(zm) ≥ −∥φk+1∥.∥zm∥ ≥ (c+ 1)∥zm∥

داریم: ρ = lim
m→∞

∥zm∥فرض با و 8.2 رابطه در φk+1(zm) ≥ (c+1)∥zm∥ جایگذاري با

dist(z0, U + V ) ≥ k + 1

c′
ρ− c+ 1

c′
ρ =

k + 1− c− 1

c′
ρ =

k − c
k + c+ 2

ρ

آنگاه k →∞ اگر حال

dist(z0, U + V ) ≥ ρ

: کنیم می تعریف را زیر ي دنباله ثابت ولی دلخواه z0 هر براي حال

λn = max{|zn(s, t)|; |wn(s, t)| = ∥wn∥}

λn−1 ≥ λn + ∥wn∥ آنگاه ∥wn∥ = ∥wn−1∥ اگر .12.1.2 لم

داریم B نگاشت مورد در است. مشابه دیگر حالت باشد زوج n کنیم فرض برهان.

Bzn−1 = B(zn−2 − wn−2) = Bzn−2 − wn−2 = wn−2 − wn−2 = 0

کراندار wn ∈ C(T ) چون و است وابسته t متغیر به تنها wn پس است زوج n چون
بطوریکه است موجود τ ∈ T پس است
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|wn(τ)| = ∥wn∥

داریم λn تعریف به توجه با پس

max
s
|zn(s, τ)| = λn (9.2)

دارد. wn(τ) علامت به بستگی که داریم حالت دو
wn(τ) = ∥wn∥ کنیم فرض : اول حالت

داریم 1.2 رابطه به توجه با و Bzn−1 = 0 و wn = Bzn دانیم می قبل از

wn = Bzn −Bzn−1

=
1

2
[max

s
zn(s, τ) + min

s
zn(s, τ)]−

1

2
[max

s
zn−1(s, τ) + min

s
zn−1(s, τ)]

= ∥wn∥ = ∥wn−1∥

کنیم می جا جابه زیر صورت به را بالا رابطه
1

2
[max

s
zn(s, τ)−max

s
zn−1(s, τ)] +

1

2
[max

s
(−zn−1(s, τ))−max

s
(−zn(s, τ))]

= ∥wn−1∥

داریم اول براکت براي 5.1.2 لم از استفاده با

max
s
zn(s, τ)−max

s
zn−1(s, τ) ≤ max

s
[zn(s, τ)− zn−1(s, τ)]

داریم راست سمت رابطه براي ( 2.2) الگوریتم تعرف به توجه با اما

max
s

[−wn−1(s, τ)] ≤ ∥wn−1∥
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نوشت توان می پس است. برقرار نیز دوم براکت براي روابط همین مشابه طور به

∥wn−1∥ =
1

2
[max

s
zn(s, τ)−max

s
zn−1(s, τ)] +

1

2
[max

s
(−zn−1(s, τ))−max

s
(−zn(s, τ))]

≤ max
s

[−wn−1(s, τ)] ≤ ∥wn−1∥

شود می حاصل زیر روابط بنابراین

max
s

[−wn−1(s, τ)] = ∥wn−1∥

max
s

[zn(s, τ)− zn−1(s, τ)] = ∥wn−1∥

max
s
zn(s, τ)−max

s
zn−1(s, τ) = ∥wn−1∥

در ماکزیمم که است موجود σ مانند اي نقطه که شود می نتیجه رابطه اولین از که
دهد می رخ آن

−wn−1(σ) = ∥wn−1∥ (10.2)

zn(σ, τ) = max
s
zn(s, τ)

zn−1(σ, τ) = max
s
zn−1(s, τ)

داریم B نگاشت تعریف به توجه با همچنین

0 ≤ ∥wn∥ = wn(τ) = Bzn(τ) =
1
2 [max

s
zn(s, τ) + min

s
zn(s, τ)]

بنابراین

max
s
zn(s, τ) ≥ −min

s
zn(s, τ)

شود می نتیجه 9.2 رابطه به توجه با و
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λn = max
s
|zn(s, τ)| = max

s
zn(s, τ) = zn(σ, τ)

داریم 2.2 الگوریتم از همچنین

wn−1(σ) = (Azn−1)(σ) =
1
2 [max

t
zn−1(σ, t) + min

t
zn−1(σ, t)]

نوشت توان می که

−min
t
zn−1(σ, t) = max

t
zn−1(σ, t)− 2wn−1(σ)

≥ zn−1(σ, τ)− 2wn−1(σ)

= zn−1(σ, τ)− wn−1(σ)− wn−1(σ)

داریم −wn−1(σ) = ∥wn−1∥ و wn = zn−1 − wn−1 اینکه به توجه با

−min
t
zn−1(σ, t) ≥ zn(σ, τ) + ∥wn−1∥

≥ λn + ∥wn−1∥

رسیم می زیر رابطه به پس

−min
t
zn−1(σ, t) ≥ λn + ∥wn−1∥

دانیم می همچنین

λn−1 ≥ max
t
zn−1(σ, t) ≥ −min

t
zn−1(σ, t)

داریم اخیر رابطه دو از

λn−1 ≥ −min
t
zn−1(σ, t) ≥ λn + ∥wn−1∥

شود. می بیان مشابه طور به دیگر حالت شد، کامل برهان اول حالت در پس
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کنیم می تعریف زیر صورت به B′ : U −→ V و A′ : V −→ U عملگرهاي حال

A′v = A(z0 − v), B′u = B(z0 − u)

2.2 تعریف بنابه باشد. می 2.2 الگوریتم در شروع نقطه همان z0 ∈ C(S × T ) که
داریم

z2n = z2n−1 −Az2n−1

دانیم می 6.2 از همچنین

z2n = z0 − un − vn−1

شود می حاصل زیر روابط پس

0 = A(z2n−1 −Az2n−1) = Az2n = A(z − un − vn−1) = A(z − vn−1)− un

در شد. خواهد vn = B′un مشابه طور به .un = A(z − vn−1) = A′vn−1 بنابراین
داریم نتیجه

un+1 = A′vn = A′B′un, vn+1 = B′un+1 = B′A′vn (11.2)

داریم: n هر براي .13.1.2 لم

|un(s)− un(σ)| ≤ ∥zs − zσ∥

|vn(t)− vn(τ)| ≤ ∥zt − zτ∥

|zn(s, t)− zn(σ, τ)| ≤ 2∥zs − zσ∥+ 2∥zt − zτ∥
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به توجه با همچنین و un = A(z − vn−1) داریم شده گفته آنچه به توجه با برهان.
رسیم می زیر رابطه به 3.1.2 تعریف

|un(s)− un(σ)| = |A(z − vn−1)(s)−A(z − vn−1)(σ)|

= |M(zs − vn−1)−M(zσ − vn−1)|

≤ ∥(z − vn−1)− (z − vn−1)∥

= ∥zs − zσ∥

کنیم. می اثبات را سوم رابطه حال است. مشابه نیز دوم رابطه براي
داریم z2n = z − un − vn−1 دانیم می

|z2n(s, t)− z2n(σ, τ)| ≤ |z2n(s, t)− z2n(σ, t)|+ |z2n(σ, t)− z2n(σ, τ)|

= |z(s, t)− z(σ, t)− un(s) + un(s)|

+ |z(σ, t)− z(σ, τ)− vn−1(t)− vn−1(τ)|

≤ |z(s, t)− z(σ, t)|+ |un(s)− un(s)|

+ |z(σ, t)− z(σ, τ)|+ |vn−1(t) + vn−1(τ)|

≤ 2∥zs − zσ∥+ 2∥zt − zτ∥

شود. می اثبات سوم رابطه نیز مشابه طور به z2n+1 حالت براي

می نتیجه اند پیوسته zτ و zt, zσ, zs چون قبل لم از سوم رابطه در .14.1.2 تذکر
است. پیوسته هم توابع از دنباله یک {zn} گیریم

.limwn = 0 داریم استراوس - دیلبرتو الگوریتم در .15.1.2 لم
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داریم wn مورد در پس Bzn−1 = 0 داریم 12.1.2 لم برهان به توجه با برهان.

∥wn∥ = ∥Bzn∥ = ∥Bzn −Bzn−1∥ ≤ ∥zn − zn−1∥ = ∥wn−1∥

پس ∥wn+1∥ ≤ ∥wn∥ داریم همواره پس است. برقرار نیز A نگاشت براي بالا رابطه
e = lim ∥wn∥ کنیم فرض همگراست. بنابراین است، کراندار و نزولی {∥wn∥} دنباله
K هرگاه (25-7 ،[14]) به توجه با است. همپیوسته {zn} که داریم قبل نتیجه از
دنباله آنگاه باشد، همپیوسته و کراندار K بر {fn} و fn ∈ C(K) و فشرده اي مجموعه

باشد. می همگرا یکنواخت طور به اي دنباله زیر شامل
را z∗ اگر همگراست. z∗ مانند تابعی به که است موجود {znk

} مانند دنباله زیر پس
داریم. z∗1 , z∗2 , ... صورت به دنباله یک ببریم کار به الگوریتم در شروع نقطه عنوان به

داریم پس است پیوسته B نگاشت و znk
−→ z∗ چون طرفی از

Bznk
−→ Bz∗

znk
−Bznk

−→ z∗ −Bz∗

شود. می نوشته znk+1 −→ z∗1 صورت به بالا رابطه 2.2 الگوریتم تعریف به توجه با اما
داریم کلی طور به پس

z∗m = lim
k
(znk+m)

نویسیم می ادامه در

∥z∗m+1 − z∗m∥ = lim
k
∥znk+m+1 − znk+m∥ = lim

k
∥wnk+m∥

داریم lim ∥wn∥ = e اینکه به توجه با و w∗
m = z∗m+1 − z∗m اینکه به توجه با

∥w∗
m∥ = e
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داریم مشابه روند انجام با

∥w∗
m−1∥ = e

گیریم می نتیجه پس

∥w∗
m∥ = ∥w∗

m−1∥

داریم w∗
n مورد در 12.1.2 لم اعمال با اما

λ∗m ≤ λ∗m−1 − ∥w∗
m∥ m = 1, 2, ...

بنابراین

0 ≤ λ∗m ≤ λ∗m−1 − ∥w∗
m∥ ≤ λ∗m−2 − 2∥w∗

m∥ ≤ ... ≤ λ∗1 − (m− 1)e

اندازه به mاي صورت این در e > 0 اگر اینصورت غیر در زیرا .e = 0 کنیم می ادعا
باشیم داشته باید پس λ∗1 < (m− 1)e که است موجود بزرگ کافی

e = 0 پس است تناقض که 0 ≤ λ∗m ≤ λ∗1 − (m− 1)e < 0

است. کراندار {un} دنباله .16.1.2 لم

دانیم می 7.1.2 تذکر از و است همپیوسته {zn} که دانیم می برهان.
دنباله زیر داراي {z2n} دنباله بنابراین است. کراندار دنباله این پس ∥z0∥ ≥ ∥z1∥ ≥ ...
می 9.1.2 نتیجه به توجه Wبا = C(S)+C(T ) کنیم فرض است. {z2nk

} مانند همگرا
گفتیم طرفی از دارد. قرار W در zn − z0 ،6.2 رابطه به توجه با است. بسته W دانیم
W از عنصري به پس است W اعضاي از {z2nk

− z0} دنباله پس همگراست {z2nk
}

lim z2nk
= z0−u−v پسداریم همگراست. v ∈ C(T ) و u ∈ C(S) که z0−u−v مانند

بنابراین است پیوسته نگاشت یک B چون و Bz2n = 0 دانیم می
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0 = Bz2nk
−→ B(z0 − u− v)

داریم B′ نگاشت به توجه با

0 = B(z0 − u− v) = B(z − u)− v = B′(u)− v

شود می نتیجه که

B′(u) = v (12.2)

در z2nk+1 − z2nk
−→ 0 بنابراین zn+1 − zn −→ 0 پس wn −→ 0 داریم قبل لم از

است پیوسته A نگاشت و Az2n+1 = 0 چون z2nk+1 −→ z2nk
−→ z0 − u− v نتیجه

داریم

0 = A(z2nk+1) −→ A(z0 − u− v)

0 = A(z0 − u− v) = A(z0 − v)− u = A′(v)− u

نتیجه در

A′(v) = u (13.2)

A′B′(u) = u گیریم می نتیجه 13.2 و 12.2 رابطه از
کنیم می استفاده 11.2 رابطه و A′B′ بودن انقباضی از حال

∥un+1 − u∥ = ∥A′B′(un)−A′B′(u)∥ ≤ ∥un − u∥

است. کراندار {un} دهد می نشان این که

پردازیم. می قضیه مهمترین و آخرین بیان به حال
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روند با که C(S × T ) در دلخواه z یک توسط شده تولید {zn} دنباله .17.1.2 قضیه
بهترین z− lim zn و است یکنواخت همگراي شده، تولید Diliberto - Straus الگوریتم

باشد. می W = C(S) + C(T ) در تقریب

دنباله این داریم قبل لم از و است همپیوسته {un} که داریم 13.1.2 لم از برهان.
باشد. می {unk

} مانند همگرا دنباله زیر داراي بنابراین است کراندار
و unk

−→ u∗ و است پیوسته A′B′ نگاشت چون .u∗ = lim
k
unk

دهیم می قرار
داریم 11.2 رابطه به توجه با همچنین

unk+1 = A′B′unk
−→ A′B′u∗

داریم ،5.2 رابطه از

un+1 − un = w2n+1

بنابراین ∥un+1 − un∥ −→ ∥w2n+1∥ −→ 0 داریم 15.1.2 لم به توجه پس
نوشت توان می پس unk+1 −→ unk

داشت خواهیم که ∥unk+1 − unk
∥ −→ 0

A′B′u∗ = u∗ گیریم می نتیجه نهایتا و unk+1 −→ u∗

داریم 13.1.2 لم برهان همانند

∥un+1 − u∗∥ = ∥A′B′un −A′B′u∗∥ ≤ ∥un − u∗∥

بنابراین un −→ u∗ دهد می نشان این

vn = B′un −→ B′u∗ ≡ v∗

رسیم می زیر روابط به که
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un + vn −→ u∗ + v∗

z2n = z − un − vn−1 −→ z − u∗ − v∗

بنابراین z − z2n −→ u∗ + v∗ گیریم می نتیجه بالا رابطه از

lim(z − z2n) = z − lim z2n = u∗ + v∗

در z2n = z − un − vn−1 جایگذاري با ∥z2n∥ −→ dist(z,W ) داریم 11.1.2 قضیه از
داریم بالا رابطه

∥z − un − vn−1∥ −→ dist(z,W )

گیریم می نتیجه پس z − un − vn−1 −→ z − u∗ − v∗ اما

∥z − u∗ − v∗∥ = dist(z,W )
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2 گولیچک وون الگوریتم 2.2
صورت به متغیره دو تابع یک تقریب بهترین براي الگوریتمی بیان به نیز بخش این در
گفته قبل بخش در آنچه با الگوریتم این اما . پردازیم می متغیره یک تابع دو مجموع
خاصی مجموعه بحث این است.در موسوم گولیچک وون به که باشد می متفاوت شد،
C(S×T ) در متغیره دو تابع یک تقریب بهترین و کرده معرفی Wرا نام با C(S×T ) از

کنیم. می جستجو W روي را
از یکی داریم قصد z ∈ C(S × T ) و باشند فشرده و هاسدورف S, T کنیم فرض

کنیم بیان زیر صورت به z تقریب براي ها الگوریتم قدرتمندترین

z(s, t) ≃ f [x(s)h(t) + y(t)g(s)]

همچنین و ،g, h > 0 که کنیم می فرض اي بگونه را g ∈ C(S) و h ∈ C(T ) آن در که
صورت این در گیریم. می نظر در f−1 ∈ C(R) شرط با و صعودي اکیدا را f ∈ C(R)

کند. صدق بالا رابطه در که هستیم مناسبی y ∈ C(T ) و x ∈ C(S) جستجوي در
کنیم فرض منظور این براي

W = {fo(xh+ yg); x ∈ C(S), y ∈ C(T )}

گیریم. می نظر در دارد قرار 0 ≤ α ≤ ∥z − f(0)∥ بازه در که را α پارامتر
کنیم می تعریف گیریم می نظر در ثابت را α پس این از

l(s, t) = f−1[z(s, t)− α]/g(s)h(t)

k(s, t) = f−1[z(s, t) + α]/g(s)h(t)

2VON GOLITSCHEK
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شود. می شروع زیر صورت به الگوریتم قدم اولین

x0(s) = 0 y0(t) = inf
s
k(s, t)

کنیم می تعریف مرحله امین i در و
xi(s) = max{xi−1(s), sup

t
[l(s, t)− yi−1(t)]}

yi(t) = min{yi−1(t), inf
s
[k(s, t)− xi(s)]}

(14.2)

کنیم. می متوقف را الگوریتم yi = yi−1 چنانچه
شود متوقف مرحله n از پس الگوریتم که بیابیم اي بگونه را α پارامتر داریم قصد حال

کنیم می توجه زیر قضایاي و تعاریف به منظور این براي

وجود si و ti−1 نقطه اینصورت در yi(ti) < yi−1(ti) که باشد اي نقطه ti اگر .1.2.2 لم
بطوریکه دارد

1. yi(ti) = yi−1(ti−1) + k(si, ti)− l(si, ti−1)

2. yi−1(ti−1) < yi−2(ti−1)

مینیمم به k(si, ti) − xi(si) نقطه این در که باشد اي نقطه si کنیم فرض برهان.
که باشد اي گونه به ti−1 کنید فرض همچنین و برسد خود مقدار

l(si, ti−1)− yi−1(ti−1)

max و min پس کراندارند توابع این چون شود برسد.(دقت خود مقدار ماکزیمم به
صورت این در ( دارند وجود

k(si, ti)− xi(si) = inf
s
[k(s, ti)− xi(s)]
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yi(ti) 14.2 الگوریتم تعریف بنابه و است بزرگتر yi(ti) از اکیدا yi−1(ti) لم فرض به بنا
باشیم داشته باید پس باشد. می inf

s
[k(s, ti)− xi(s)] و yi−1(ti) مینیمم

k(si, ti)− xi(si) = inf
s
[k(s, ti)− xi(s)] = yi(ti) < yi−1(ti−1) ≤ k(si, ti)− xi−1(s)

(15.2)

داریم مشابه طور به . xi−1(si) < xi(si) بنابراین

l(si, ti−1)−yi−1(ti−1) = sup
t
[l(si, t)−yi−1(t)] = xi(si) > xi−1(si) ≥ l(si, ti−1)−yi−1(ti−1)

(16.2)

.yi−1(ti−1) < yi−2(ti−1) بنابراین
نویسیم می 16.2 و 15.2 رابطه به توجه با 1 رابطه اثبات براي

yi(ti) = k(si, ti)− xi(si) = k(si, ti)− l(si, ti−1)− yi−1(ti−1)

شود می گفته مسیر یک زیر صورت به نقاط از مرتب اي مجموعه به .2.2.2 تعریف

(s1, t0), (s1, t1), (s2, t1), (s2, t2), ..., (sn, tn−1), (sn, tn)

tn = t0 اگر گوییم بسته را مسیر یک
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صورت این در yn(tn) < yn−1(tn) که باشد اي نقطه tn و باشد n ≥ 1 اگر .3.2.2 لم
بطوریکه است موجود مسیر یک

yn(tn) =
∑n

i=1{k(si, ti)− l(si, ti−1)}+ y0(t0)

کنیم می تکرار بار n را قبل لم است کافی برهان.

پردازیم. می بخش این در مهم هاي قضیه از یکی به اکنون

و α ≥ dist(z,W ) آنگاه شود متوقف مرحله nامین در الگوریتم اگر .4.2.2 قضیه
یک در الگوریتم آنگاه α > dist(z,W ) اگر همچنین ∥z − f(ghxn + ghyn)∥ ≤ α

شود. می متوقف مرحله

دانیم می برهان.

yi(t) = min{yi−1(t), inf
s
[k(s, t)− xi(s)]}

k(s, t) =
f−1(z(s, t) + α)

g(s)h(t)
− xi(s)

داریم را زیر نامساویهاي پس

yi ≤ k − xi =
f−1(z + α)

gh
− xi

ghyi + xigh ≤ f−1(z + α)

f(ghxi + ghyi) ≤ z + α

−α ≤ z − f(ghxi + ghyi)

داریم xi از شروع با مشابه طور به

z − f(ghxi + ghyi−1) ≤ α
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yn = yn−1 پس شود، می متوقف nام مرحله در 14.2 الگوریتم چون لم فرض به بنا
داریم نتیجه در

−α ≤ z − f(ghxn + ghyn) ≤ α

گیریم می نتیجه پس dist(z,W ) = inf
w∈W

∥z − w∥ چون

dist(z,W ) ≤ ∥z − f(ghxn + ghyn)∥ ≤ α

.yn = yn−1 که است موجود nاي کنیم می ادعا آنگاه α > dist(z,W ) کنیم فرض حال
موجود tn مانند اي نقطه دلخواه n هر براي است، نزولی دنباله چون اینصورت غیر در
است موجود زیر بصورت مسیر یک 3.2.2 لم بنابه .yn(tn) < yn−1(tn) بطوریکه است

(s1, t0), (s1, t1), (s2, t1), (s2, t2), ..., (sn, tn−1), (sn, tn)

بطوریکه

yn(tn)− y0(t0) =
n∑

i=1

{k(si, ti)− l(si, ti−1)} (17.2)

ρ ≡ dist(z,W ) < β < α دهیم می قرار
داشت خواهیم است، نزولی f−1 چون طرفی از

f−1(z + β)

gh
<
f−1(z + α)

gh

بطوریکه است موجود ϵ > 0 پس
f−1(z + β)

gh
+ ϵ ≤ f−1(z + α)

gh
f−1(z + β)

gh
≤ f−1(z + α)

gh
− ϵ

نوشت توان می که f−1(z − α)
gh

<
f−1(z − β)

gh
نتیجه در −α < −β داریم طرفی از
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f−1(z − α)
gh

+ ϵ ≤ f−1(z − β)
gh

y ∈ C(T ) و x ∈ C(S) پس dist(z,W ) = ρ < β و dist(z,W ) = inf
w∈W

∥z − w∥ چون
بطوریکه است موجود

ρ < ∥z − f(ghx+ ghy)∥ < β

داریم را زیر مساوي نا پس

−β < f(xgh+ ygh)− z < β

f−1(z − β)
gh

< x+ y <
f−1(z + β)

gh

شود می نتیجه زیر روابط که

ϵ+
f−1(z − α)

gh
≤ f−1(z − β)

gh
< x+ y <

f−1(z + β)

gh
≤ f−1(z + α)

gh
− ϵ

l + ϵ < x+ y < k − ϵ

است برقرار نیز زیر روابط همچنین

k − l > 2ϵ

k − l > (x+ y + ϵ)− (x+ y − ϵ)

داریم 17.2 رابطه در دادن قرار با

yn(tn)− y0(t0) =
∑

k − l

≥
n∑

i=1

{[x(si) + y(ti−1) + ϵ]− [x(si) + y(ti−1)− ϵ]}

= y(tn)− y(t0) + 2nϵ

یعنی یابد می افزایش نیز yn ، n افزایش با که دهد می نشان این
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y0 > y1 > y2 > ...

برقرار حکم و باطل خلف فرض پس {yn}است. دنباله بودن نزولی با تناقض این و
است.

کنیم می تعریف باشد، F ∈ C(S × T ) کنیم فرض .5.2.2 تعریف

F−(s) = inft F (s, t)

F+(s) = supt F (s, t)

داریم s, r ∈ S هر و F ∈ C(S × T ) هر براي .6.2.2 لم

|F−(s)− F−(r)| ≤ ∥Fs − Fr∥

|F+(s)− F+(r)| ≤ ∥Fs − Fr∥

داریم t ∈ T هر و s, r ∈ S هر براي برهان.

F−(s) ≤ F (s, t) = F (s, t)− F (r, t) + F (r, t) ≤ ∥Fs − Fr∥+ F (r, t)

داریم t روي طرفین از گرفتن اینفیمم با

F−(s) ≤ ∥Fs − Fr∥+ F−(r)

F−(s)− F−(r) ≤ ∥Fs − Fr∥

کند. می کامل را برهان این که

داریم t, τ ∈ T و s, r ∈ S و n ∈ N هر براي .7.2.2 لم

|xn(s)− xn(r)| ≤ ∥ls − lr∥

|yn(t)− yn(τ)| ≤ ∥kt − kτ∥
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همچنین است. برقرار اول نامساوي پس x0(s) = 0 چون ،n = 0 کنیم فرض برهان.
گیریم می نتیجه قبل لم دوم رابطه از پس y0(t) = inf

s
k(s, t) داریم

|y0(t)− y0(τ)| = |k−(t)− k−(τ)| ≤ ∥kt − kτ∥

داریم n+ 1 باشد.براي برقرار n براي نامساوي دو این کنیم فرض حال

xn+1(s) = max{xn(s), sup
t
[l(s, t)− yn(t)]}

داریم n براي استقرا فرض به توجه با

|xn(s)− xn(r)| ≤ ∥ls − lr∥

داریم قبل لم دوم رابطه به توجه با اما

| sup
t
[l(s, t)− yn(t)]− sup

t
[l(r, t)− yn(t)]| ≤ ∥(l − yn)s − (l − yn)r∥ ≤ ∥ls − lr∥

در باشد. می برقرار نیز استقرا حکم پس باشد می بالا رابطه دو ماکزیمم xn+1 چون
شود می بیان مشابه طور به نیز yn مورد

همپیوسته توابع از هاي دنباله {yn} و {xn} که شود می نتیجه قبل لم از .8.2.2 تذکر
باشند. می

داریم بسته مسیر هر براي آنگاه α ≥ dist(z,W ) اگر .9.2.2 لم
∑n

i=0[k(si, ti)− l(si, ti−1)] ≥ 0

x ∈ C(S) ، 4.2.2 قضیه به توجه با α > p ≡ dist(z,W ) کنیم می فرض ابتدا برهان.
بطوریکه است موجود y ∈ C(T ) و

∥z − f(ghx+ ghy)∥ ≤ α
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برقرارند زیر روابط پس

−α ≤ z − f(ghx+ ghy) ≤ α

z − α ≤ f(ghx+ ghy) ≤ α+ z

f−1(z − α) ≤ ghy + xgh ≤ f−1(z + α)

f−1(z − α)
gh

< x+ y <
f−1(z + α)

gh

l ≤ x+ y ≤ k

و Φ(q) =
∑n

i=0 q(si, ti) ضابطه با Φ : C(S × T ) −→ R کنیم می تعریف
Ψ(q) =

∑n
i=0 q(si, ti−1) ضابطه با Ψ : C(S × T ) −→ R

هستند صعودي Ψ,Φ که است واضح اولا
داریم v ∈ C(T ) و u ∈ C(S) هر براي دوما

(Φ−Ψ)(u+ v) =

n∑
i=0

[(u+ v)(si, ti)− (u+ v)(si, ti−1)]

=
n∑

i=0

u(si) + v(ti)− u(si)− v(ti−1)

شود می نتیجه که ،tn = t−1 پس است بسته مسیر چون

(Φ−Ψ)(u+ v) =
∑n

i=0 v(ti)− v(ti−1) = v(tn)− v(t−1) = 0

داریم رابطه این بر Ψ و Φ نگاشت تاثیر با l ≤ x+ y ≤ k داشتیم اخیر رابطه از

Φ(x+ y) ≤ Φ(k) Ψ(l) ≤ Ψ(x+ y)
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شود می نتیجه زیر رابطه که

0 = (Φ−Ψ)(x+ y) = Φ(x+ y)−Ψ(x+ y)

≤ Φ(k)−Ψ(l)

=

n∑
i=1

[k(si, ti)− l(si, ti−1)]

که است موجود {αm}نزولی و حقیقی دنباله اینصورت در α = p دهیم قرار اگر حال
کنیم می تعریف m ∈ N هر براي پس αm −→ α

lm =
f−1(z − αm)

gh

km =
f−1(z + αm)

gh

داریم اند پیوسته k, l توابع چون

lm −→ l

km −→ k

داریم پس است برقرار مسئله حکم ،m هر براي اینکه به توجه با

0 ≤ lim
m

n∑
i=1

[km(si, ti)− lm(si, ti−1)]

=

n∑
i=1

[lim
m
km(si, ti)− lim

m
lm(si, ti−1)]

=

n∑
i=1

[k(si, ti)− l(si, ti−1)]

است. ثابت حکم پس

yn ≥ −2∥k∥ − ∥l∥ داریم ،n هر براي آنگاه α ≥ dist(z,W ) اگر .10.2.2 لم
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−∥k∥ ≤ y0 = inf
s
k(s, t) ≤ ∥k∥ دانیم می c ≡ −2∥k∥ − ∥l∥ دهیم می قرار برهان.

y0 ≥ c پس
آنگاه τ ∈ Jn و باشد ناتهی مجموعه این اگر Jn = {t; yn(t) < yn−1(t)} دهیم می فرار

بطوریکه است موجود مسیر یک 3.2.2 لم به توجه با

yn(τ) =
∑n

i=1{k(si, ti)− l(si, ti−1)}+ y0(t0)

فوق مسیر به را (s0, t−1) و (s0, t0) نقطه دو ترتیب بدین t−1 ≡ tn دهیم می قرار
داریم قبل لم بنابه و شود می ایجاد بسته مسیر یک که کنیم می اضافه

yn(τ) = y0(t0) +
∑n

i=0{k(si, ti)− l(si, ti−1)} − k(s0, t0) + l(s0, t−1)

≥ y0(t0)− k(s0, t0) + l(s0, t−1) ≥ −∥y0∥ − ∥k∥ − ∥l∥ ≥ c

خلف برهان به .yn(t) ≥ c داشت خواهیم t ∈ T هر براي کنیم می ادعا صورت بدین
آنگاه ،yn(a) < c بطوریکه باشد موجود a ∈ T نقطه اگر

a ̸∈ Jn ∀n ∈ N

اول در آنچه به مشابه روند با آنگاه a ∈ jn که باشد nاي اگر اینصورت غیر در زیرا
شد. خواهد تناقض که yn(a) ≥ c داشت خواهیم شد، بیان اثبات

اما yn−1(a) = yn(a) < c پس ،yn−1(a) � yn(a) و است نزولی {yn} دنباله چون حال
ترتیب همین به yn−2(a) = yn−1(a) < c نتیجه در a ̸∈ Jn−1 پس yn−1(a) < c چون

.yn ≥ c و باطل خلف فرض پس است تناقض که y0(a) < c که شود می نتیجه
الگوریتم نتیجه در yn = yn−1 باشیم داشته باید پس باشد تهی Jn ، برايnاي اگر حال
طرفی از yn−1 ≥ c مشابه فرآیند انجام با است، تهی نا Jn−1 چون و شود می متوقف

داریم
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y0 ≥ y1 ≥ ... ≥ yn−1 = yn

کند. می کامل را برهان این که

صورت این در دهیم قرار dist(z,W ) برابر را الگوریتم در α پارامتر اگر .11.2.2 قضیه
به هستند یکنواخت همگراي الگوریتم توسط شده تولید {yn} و {xn} هاي دنباله

∥z − f(ghx+ ghy)∥ = dist(z,W ) بطوریکه y ∈ C(T ) و x ∈ C(S)

صورت به نزولی {yn} دنباله دانیم می برهان.

y0 ≥ y1 ≥ y2 ≥ ...

صورت به صعودي دنباله {xn} دنباله و

x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ...

.yn ≥ c داریم قبل لم از باشند می
اند همپیوسته ها دنباله این چون و است کراندار پایین از و نزولی اي دنباله {yn}پس
باشد. همگرا آن به یکنواخت طور به دنباله این بطوریکه است موجود y ∈ C(T ) پس
از {xn} دنباله پس xn + yn ≤ k داریم ،4.2.2 قضیه برهان به توجه با داریم طرفی از
است موجود x ∈ C(S) پس بود همپیوسته توابع از اي دنباله چون و است کراندار بالا

است. یکنواخت همگراي x به دنباله این بطوریکه
شود می نتیجه که f−1(z + α)

gh
دهیم قرار k جاي به بالا رابطه در اگر حال

−α ≤ z − f(xngh+ yngh)

داریم n −→∞ وقتی ، است پیوسته f چون

−α ≤ z − f(xgh+ ygh)
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پس α = dist(z,W ) چون

∥z − f(xgh+ ygh)∥ ≤ dist(z,W )

کند. می کامل را برهان این

nاي آنگاه α < dist(z,W ) که باشد اي بگونه الگوریتم در α پارامتر اگر .12.2.2 لم
inft yn(t) < c که است موجود

برهان به توجه با صورت این در باشد yn ≥ c ،n هر براي اگر خلف برهان به برهان.
بطوریکه y ∈ C(T ) و x ∈ C(S) توابع به هستند همگرا {yn} و {xn} دنباله قبل قضیه

∥z − f(ghx+ ghy)∥ ≤ α

∥z − f(ghx+ ghy)∥ ≤ α < dist(z,W )

باطل خلف فرض پس dist(z,W ) ≤ ∥z−f(ghx+ghy)∥ اینکه با است متناقض این و
است. برقرار حکم و

کنیم فرض و باشند فشرده و هاسدورف S, T کنیم فرض .13.2.2 قضیه

z ∈ C(S × T ), g ∈ C(S), h ∈ C(T ), g, h > 0

داراي z آنگاه f−1 ∈ C(R) بطوریکه باشد صعودي اکیدا f ∈ C(R) اگر همچنین
فرم به تقریب بهترین

f [x(s)h(t) + y(t)g(s)]

هستند. y ∈ C(T ) و x ∈ C(S) که باشد می
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این در ،ρ = dist(z,W ) و 0 ≤ a ≤ α ≤ b ≤ ∥z − f(0)∥ چنانچه ترتیب بدین
α < ρ چنانچه ،α =

a+ b

2
دادن قرار با و [a, b] بازه در کردن نصف روش با صورت

الگوریتم ،4.2.2 طبق آنگاه α > ρ اگر و شود می متوقف الگوریتم 12.2.2 لم طبق
شده تولید دنباله فوق قضیه طبق ،α = ρ چنانچه شود می متوقف yn = yn−1 بواسطه
براي را [α, b] و [a, α] توان می کرد.همچنین خواهد میل W روي z تقریب بهترین به

گرفت. نظر در روند این ادامه

g = h = 1 دهیم قرار و کرده فرض همانی تابع را f قبل قضیه در اگر .14.2.2 تذکر
قرار و z ∈ C(S × T ) کنیم فرض چنانچه و W = C(S) + C(T ) که است واضح آنگاه
{yn} و {xn} دنباله 11.2.2 قضیه طبق صورت این در α = dist(z, C(S)+C(T )) دهیم
و x ∈ C(S) به هستند یکنواخت همگراي گولیچک، وون الگوریتم توسط شده تولید
نهایی هدف همان این و ∥z − x − y∥ = dist(z, C(S) + C(T )) بطوریکه y ∈ C(T )

باشد. می اول بخش در شده بیان استراوس دیلبرتو- الگوریتم



3 فصل
یافتن براي گریدي الگوریتمهاي

هیلبرت فضاي در تقریب
الگوریتم اولین 1.3

باشد. < ., . > داخلی ضرب با حقیقی هیلبرت فضاي H کنیم فرض .1.1.3 تعریف
براي بطوریکه باشد، موجود H از D مجموعه زیر اگر است P خاصیت داراي H گوییم

.spanD = H همچنین و ∥y∥ = 1 باشیم داشته y ∈ D

داراي شناسیم می ما که فضاهایی اغلب که دید خواهیم زیر گزاره در .2.1.3 تذکر
باشند. می P خاصیت

می P خاصیت داراي هستند شمارا پایه داراي که هیلبرت فضاهاي .3.1.3 گزاره
باشند.

دهیم می باشد.قرار {x1, x2, ...} شماراي پایه با هیلبرت فضاي H کنیم فرض برهان.

yi =
xi
∥xi∥

, i = 1, 2, ...

و باشند می یک نرم با آن عضو هر که H براي اي پایه D = {y1, y2, ..} ترتیب بدین
باشد. می P خاصیت داراي H پس کند می تولید را H فضاي پایه این چون

53
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باشد. P خاصیت داراي H هیلبرت فضاي کنیم می داد قرار پس این از

بطوریکه است موجود y ∈ D صورت این در باشد x ∈ H کنیم فرض .4.1.3 لم
برسد. خود ماکزیمم به | < x, y > |

و D در اي دنباله {yn} کنیم فرض اگر زیرا است. بسته D دانیم می اولا برهان.
نرم تابع و ∥yn∥ = 1 ،n هر براي چون ∥yn∥ −→ ∥y∥ صورت این در باشد y به همگرا

.y ∈ D داریم پس ∥y∥ = 1 نتیجه در است پیوسته تابع یک
نشان . A = {< x, y > |y ∈ D} و باشد ثابت ولی دلخواه x ∈ H کنیم فرض حال
نشان باشد p به همگرا اي دنباله {< x, yn >} کنیم فرض است. بسته A دهیم می
همگراست نیز yn ∈ D پس همگراست {< x, yn >} دنباله چون . p ∈ A دهیم می
می ادعا خواهدشد. < x, y >∈ A پس ،yn −→ y که است موجود y ∈ D بنابراین

داریم: p =< x, y > کنیم

| < x, yn > − < x, y > | = | < x, yn − y > | ≤ ∥x∥ ∥yn − y∥

A نتیجه در < x, yn >−→< x, y > بنابراین بود شده فرض ثابت x و yn −→ y چون
کند. می کامل را برهان این و است بسته

توان می x ∈ H هر براي شد، گفته فوق لم در آنچه به توجه با .5.1.3 تذکر
آورد. دست به را maxy | < x, y > |

کنیم می توجه زیر الگوریتم به حال
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اي بگونه را ym ∈ D صورت این در m = 1, 2, 3, .. و x0 = x ∈ H کنیم فرض .1
برسد. خود ماکزیموم به | < xm−1, ym > | که گیریم می نظر در

xm := xm−1− < xm−1, ym > ym .2

Gm(x) :=
∑m

j=1 < xj−1, yj > yj .3

lim ∥x−Gm(x)∥ = 0 دهیم می نشان ادامه در

دوم الگوریتم 2.3
بیان زیر صورت به را D به وابسته نرم اینصورت در x ∈ H کنید فرض .1.2.3 تعریف

کنیم می
∥x∥D := sup

y∈D
| < x, y > |

m = 1, 2, .. براي x0 = x ∈ H و 0 < tk ≤ 1 که باشد اي دنباله {tk} کنیم فرض
کنیم: می دنبال را زیر الگوریتم

که باشد اي بگونه ym ∈ D کنیم فرض .1

| < xm−1, ym > | ≥ tm ∥xm−1∥D

xm := xm−1− < xm−1, ym > ym .2

Gm(x) :=
∑m

j=1 < xj−1, yj > yj .3

همان فوق الگوریتم (tm = 1; m ∈ N) دادن قرار با است واضح .2.2.3 تذکر
شود. می اول الگوریتم
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شود. می حاصل زیر روابط فوق الگوریتم به توجه با .3.2.3 تذکر

∥xm∥2 = ⟨xm−1− < xm−1, ym > ym, xm−1− < xm−1, ym > ym⟩

= ⟨xm−1, xm−1⟩ − 2 ⟨xm−1, < xm−1, ym > ym⟩+ ⟨< xm−1, ym > ym, < xm−1, ym > ym⟩

= ∥xm−1∥2 − | < xm−1, ym > |2

است. نزولی ،{∥xm∥} دنباله که است واضح ترتیب بدین

که باشد خاصیت این داراي ،{tk} دنباله اگر که کرد خواهیم اثبات ادامه در
داریم: x ∈ H هر براي آنگاه ∑∞

k=1

tk
k

=∞

lim ∥x−Gm(x)∥ = 0

عبارتی به یا

x ≃
∑∞

j=1 < xj−1, yj > yj

کنیم. توجه زیر نکات به است لازم مطلب این اثبات براي

که باشد خاصیت این داراي دوم الگوریتم در شده گفته tk دنباله اگر .4.2.3 لم
همگراست. صفر به دنباله این آنگاه باشد، همگرا {xm} دنباله و ∑ t2k =∞

پس است، صفر مخالف نیز u و 0 ̸= y ∈ D چون xm −→ u ̸= 0 کنیم فرض برهان.
بطوریکه است موجود δ > 0

sup
y∈D
| < u, y > | ≥ δ

باشیم داشته m ≥ n هر براي که است موجود n ∈ N بنابراین



هیلبرت فضاي در تقریب یافتن براي گریدي الگوریتمهاي .3 57فصل

sup
y∈D
| < xm, y > | ≥ δ

می زیر رابطه به | < xm−1, ym > | ≥ tm supy∈D | < xm−1, y > | اینکه به توجه با و
رسیم

∥xm∥2 = ∥xm−1∥2 − | < xm−1, ym > |2 ≤ ∥xn∥2 − δ2
m∑

n+1

t2k

فوق عبارت راست سمت بنابراین است، برقرار m ≤ n هر ازاي به فوق عبارت چون و
و باطل خلف فرض پس آورد. می وجود به را تناقض این که کند می میل −∞ به

است. ثابت حکم
∑∞

k=1

tk
k

=∞ ∞∑و
j=1 b

2
j <∞ بطوریکه bj ≥ 0 j = 1, 2, ... فرضکنید .5.2.3 لم

lim inf
n−→∞

bn
tn

∞∑
j=1

bj = 0 آنگاه

بگیرید نظر در را زیر سري برهان.
∞∑
n=1

tn
n

bn
tn

∞∑
j=1

bj

زیرا همگراست سري این
∑∞

n=1(
tn
n

bn
tn

∑n
j=1 bj) =

∑∞
n=1(

bn
n

∑n
j=1 bj)

داد ادامه زیر بصورت می را فوق رابطه شوارتز کوشی- نامساوي از استفاده با

≤ (
∑∞

j=1 b
2
j )

1

2 (
∑∞

n=1(
1

n

∑n
j=1 bj)

2)

1

2 <∞

همگراست. نیز ∑∞
n=1(

1

n

∑n
j=1 bj)

2 آنگاه باشد همگرا ∑∞
j=1 b

2
j اگر

کنیم می ادعا همگراست. lim
n−→∞

bn
n

n∑
j=1

bj پس ( [1],Ch.1,S.9 به شود (رجوع

lim inf
n−→∞

bn
tn

n∑
j=1

bj = 0
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داریم n ≥ m هر براي که است موجود c > 0 و m ∈ N آنگاه نباشد اینگونه اگر

bn
tn

n∑
j=1

bj > c

رسیم می رابطه این به پس

c
tn
n
<
bn
n

∑n
j=1 bj

دهد می نتیجه که

c
∑∞

n=m

tn
n
<
∑∞

n=m

bn
n

∑n
j=1 bj

باشد. می برقرار حکم پس است. ∑∞
k=1

tk
k

فرض∞= با متناقض این و

داریم: x ∈ H هر براي صورت این در ∑∞
k=1

tk
k

=∞ کنید فرض .6.2.3 قضیه

lim ∥x−Gm(x)∥ = 0

داریم: دوم الگوریتم از را زیر ي رابطه دو برهان.

xm = x−
m∑
j=1

< xj−1, yj > yj

∥xm∥2 = ∥x∥2 −
m∑
j=1

| < xj−1, yj > |2

می پس ∑∞
j=1 a

2
j ≤ ∥x∥2 داریم اخیر رابطه از aj := | < xj−1, yj > | دهیم می قرار

همگراست. پس است کراندار و نزولی {∥xm∥2} دنباله گرفت نتیجه توان
است. زیر صورت به xm − xn پس n < m کنیم فرض

xm − xn =

m∑
j=n+1

< xj−1, yj > yj

∥xm − xn∥2 = ∥xm∥2 − ∥xn∥2 − 2 < xm − xn, xm >
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داریم: θm,n :=< xm − xn, xm > دهیم می قرار

θm,n :=< xm − xn, xm > =

⟨
m∑

j=n+1

< xj−1, yj > yj , xm

⟩

=

m∑
j=n+1

< xj−1, yj >< yj , xm >

≤
m∑

j=n+1

| < xj−1, yj > | | < yj , xm > |

=
m∑

j=n+1

aj | < yj , xm > |

دانیم می تعریف به توجه با اما

am+1 = | < xm, ym+1 > | ≥ tm+1∥xm∥D

داشت خواهیم پس
am+1

tm+1
≥ ∥xm∥D ≥ | < xm, yj > | j = 1, 2, ...

داریم قبل رابطه در جایگذاري با

θm,n ≤
m∑

j=n+1

aj
am+1

tm+1
≤ am+1

tm+1

m∑
j=n+1

aj

پس همگراست صفر به راست سمت سري پایینی حد شده بیان لم به توجه با

lim inf
m−→∞

θm,n = 0

دانیم می
lim inf
m−→∞

θm,n ≤ lim
m−→∞

θm,n



هیلبرت فضاي در تقریب یافتن براي گریدي الگوریتمهاي .3 60فصل

شود می نتیجه زیر نامساوي پس

lim
m,n−→∞

∥xm − xn∥2 = lim
m−→∞

∥xm∥2 − lim
n−→∞

∥xn∥2 − 2 lim
m,n−→∞

θm,n

≤ lim
m−→∞

∥xm∥2 − lim
n−→∞

∥xn∥2 − 2 lim inf
m,n−→∞

θm,n = 0

همگراست، هیلبرت فضاي در کوشی دنباله چون و کوشی اي دنباله {xm}پس
به دنباله این 4.2.3 لم به توجه با همچنین همگراست. نیز {xm} دنباله نتیجه در

بنابراین شد. خواهد همگرا صفر

lim ∥x−Gm(x)∥ = 0

ضربی حاصل فضاي در تقریب 3.3
کنیم می تعریف N ≥ 2 براي باشد p خاصیت با هیلبرت فضاي H کنیم فرض

HN := H × ...×H

داریم X ∈ HN هر براي

X = (x1, .., xN ) , xk ∈ H

کنیم می تعریف زیر صورت به را داخلی ضرب که

< X,Y >:=

N∑
k=1

< xk, yk >

کنیم می تعریف همچنین و

DN := {(α1y1, ..., αNyN ) | yk ∈ D,αn ∈ R
∑N

k=1 α
2
k = 1}
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.spanDN = HN که کرد مشاهده توان می
در 0 < tm ≤ 1 که باشد اي بگونه {tm} دنباله و X = (x1, ..., xN ) کنیم فرض

کنیم می تعریف اینصورت

Y := (β1y
1, ..., βNy

N ) yk ∈ D (1.3)

عبارت ، k = 1, ..., N هر براي که باشند اي بگونه yk هر آن در بطوریکه
دهیم می قرار همچنین و برسد خود ماکزیمم به | < xk, yk > |

βi :=< xi, yi > (
∑N

j=1 < xj , yj >2)−
1
2 i = 1, .., N

باشد. ثابت ولی دلخواه X0 = X ∈ HN کنیم می فرض پس این از

کنیم می تولید زیر صورت به را {Xm} دنباله m = 1, 2, ... براي

Xm := Xm−1− < Xm−1, Ym > (2.3)

شود. می تولید شده گفته صورت همان به Ym که

داریم زیرا ،Y ∈ DN که است واضح 1.3 رابطه به توجه با .1.3.3 تذکر
∑N

i=1 β
2
i =

∑N
i=1 < xi, yi >2 (

∑N
j=1 < xj , yj >2)−1 = 1

نوشت زیر صورت به توان می را {Xm} ي مولفه هر ،2.3 رابطه در .2.3.3 لم

xim = xim−1− < xim−1, y
i
m > yim i = 1, ..., N

یعنی کنیم. می اثبات ،m = 1 و i = 1 براي را فوق رابطه برهان، راحتی براي برهان.
داد خواهیم نشان
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x11 = x1− < x1, y1 > y1

به توان می را < X,Y > Y عبارت rام مولفه دهیم نشان است کافی منظور این براي
نویسیم: می 1.3 رابطه به توجه با پس نوشت. < xr, yr > yr صورت

< X,Y > Y = (
∑N

i=1 < xi, βiy
i >)(β1y

1, ..., βNy
N )

نوشت. توان می زیر صورت به را بالا رابطه rام مولفه که
∑N

i=1 < xi, βiy
i > βry

r 1 ≤ r ≤ N

آوریم بدست را βrβi حاصل است لازم اثبات ادامه براي

βrβi = < xr, yr > (
N∑
j=1

< xj , yj >2)−
1
2 < xi, yi > (

N∑
j=1

< xj , yj >2)−
1
2

= (

N∑
j=1

< xj , yj >2)−1 < xr, yr >< xi, yi >

داریم جایگذاري با حال
N∑
i=1

< xi, yi > βiβry
r =

N∑
i=1

< xi, yi >

(

N∑
j=1

< xj , yj >2)−1 < xi, yi >< xr, yr >

 yr

= (

N∑
j=1

< xj , yj >2)−1

(
N∑
i=1

< xi, yi >
(
< xi, yi >< xr, yr >

))
yr

= (
N∑
j=1

< xj , yj >2)−1

(
N∑
i=1

< xi, yi >2

)
< xr, yr > yr

= < xr, yr > yr

{Xm} دنباله صورت این در باشد دلخواه X0 = X ∈ HN کنیم فرض .3.3.3 قضیه
داریم عبارتی به یا بود. خواهد صفر به همگرا ،2.3 رابطه در
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lim
m−→∞

∥X −
m∑
i=1

< Xi−1, Yi > Yi∥ = 0

m ∈ N هر براي قبل لم به توجه با ،X = (x1, ..., xN ) کنیم فرض برهان.

xkm = xk −
∑m

i=1 < xki−1, y
k
i > yki ; k = 1, ..., N

داریم ،6.2.3 قضیه به توجه با بنابراین

lim
m−→∞

∥xk −
m∑
i=1

< xki−1, y
k
i > yki ∥ = 0; k = 1, ..., N

می نتیجه که xk ≃ ∑∞
i=1 < xki−1, y

k
i > yki نوشت توان می X مولفه هر براي پس

شود

X ≃
∑∞

i=1 < Xi−1, Yi > Yi



4 فصل
ها ابرصفحه و تقریب بهترین

الگوریتمی سپس و پردازیم می آن خواص و ابرصفحه1 تعریف به ابتدا فصل این در
یک روي را تقریب بهترین بتوان ها ابرصفحه از استفاده با که کرد خواهیم بیان

کرد. پیدا محدب و بسته مجموعه

کراندار و خطی هاي تابعک 1.4
و حقیقی داخلی ضرب فضاي یک X که کنیم می فرض فصل این مراحل تمام در

باشد. آن دوگان X∗

∥f∥ لذا ∥f∥ = sup
x̸=0

|f(x)|
∥x∥

چون باشد. خطی تابعک یک f کنیم فرض .1.1.4 تذکر
هر براي بنابراین شود. می محسوب { |f(x)|∥x∥ ;x ∈ X} مجموعه براي بالا کران یک

|f(x)| ≤ ∥f∥ ∥x∥ داشت خواهیم x ∈ X

باشیم داشته y ∈ X هر براي اگر باشد. دلخواه z ∈ X کنیم فرض .2.1.4 لم
شد. خواهد ∥f∥ = ∥z∥ و f ∈ X∗ آنگاه f(y) :=< y, z >

f ∈ X∗ پس است. کراندار و تابعکخطی یک که است واضح f تعریف توجه با برهان.
1Hyperplane

64
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از استفاده و ∥y∥ = 1 فرض با لذا ،∥f∥ = sup
∥y∥=1

|f(y)| اینکه به توجه با همچنین و
داریم شوارتز نامساوي

|f(y)| = | < y, z > | ≤ ∥y∥ ∥z∥ = ∥z∥

داشت خواهیم قبل تذکر به توجه با طرفی از ∥f∥ ≤ ∥z∥ گیریم می نتیجه که

∥z∥2 =< z, z >= f(z) ≤ ∥f∥ ∥z∥

∥z∥ = ∥f∥ گیریم می نتیجه بنابراین

تقریب بهترین یکتایی و وجود 2.4
بهترین اینصورت در باشد. X از محدب و بسته مجموعه زیر K کنیم فرض .1.2.4 لم

است. فرد به منحصر وجود صورت در x ∈ X تقریب

محدب به توجه با اینصورت در y1, y2 ∈ PK(x) و باشد x ∈ X کنیم فرض برهان.
و دارد قرار K در نیز (y1 + y2)/2 ، K بودن

d(x,K) ≤ ∥x− 1
2(y1 + y2)∥ = ∥12(x− y1) +

1
2(x− y2)∥

≤ 1
2∥x− y1∥+

1
2∥x− y2∥ = d(x,K)

توجه با پس شوند می تبدیل تساوي به ها نامساوي تمام که گیریم می نتیجه بنابراین
چون اما x− y1 = c(x− y2) بطوریکه است موجود c > 0 مثلث نامساوي خاصیت به
شود می نتیجه که c = 1 باشیم داشته باید پس ∥x − y1∥ = ∥x − y2∥ = d(x,K)

y1 = y2
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و باشد X هیلبرت فضاي از محدب و بسته مجموعه زیر K کنیم فرض .2.2.4 لم
است. چبیشف K اینصورت در x ∈ X \K

که دانیم می اینصورت در D = {∥x− y∥; y ∈ K} دهیم می قرار برهان.
d(x,K) به که است موجود {∥x − yn∥} مانند D از اي دنباله پس d(x,K) = infD

داریم الاضلاع متوازي قانون به توجه با باشد. همگرا

∥yn − ym∥2 = ∥(x− yn)− (x− ym)∥2

= 2(∥x− ym∥2 + ∥x− yn∥2)− ∥2x− (ym + yn)∥2

= 2(∥x− ym∥2 + ∥x− yn∥2)− 4∥x− 1

2
(ym + yn)∥2

بنابراین و (yn + ym)/2 ∈ K پس است محدب ،K چون

∥yn − ym∥2 ≤ 2(∥x− ym∥2 + ∥x− yn∥2)− 4d(x,K)2

نتیجه که همگرا صفر به فوق رابطه راست سمت پس ∥x− ym∥ −→ d(x,K) چون اما
عنصري به {yn} پس است هیلبرت X چون و است کوشی {yn} دنباله دهد می
بود. خواهد K از عضوي y پس است بسته نیز K چون و همگراست y ∈ X همچون
توجه با پس است محدب K چون و بود خواهد K در xتقریب بهترین y ترتیب بدین

است. چبیشف K نتیجه در و بوده فرد به منحصر تقریب بهترین قبل لم به

اینصورت در x ∈ X و باشد X فضاي از محدب مجموعه زیر K کنیم فرض .3.2.4 لم
اگر تنها و اگر y0 = PK(x)

< x− y0, y − y0 >≤ 0 ∀y ∈ K
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اینصورت در < x−y0, y−y0 >≤ 0 باشیم داشته ،y ∈ K هر براي کنیم فرض برهان.

∥x− y0∥2 = < x− y0, x− y0 >=< x− y0, x− y > + < x− y0, y − y0 >

≤ < x− y0, x− y >≤ ∥x− y0∥ ∥x− y∥

.y0 = PK(x) پس ∥x − y0∥ ≤ ∥x − y∥ بنابراین شد. نتیجه شوارتز مساوي نا از که
بطوریکه باشد موجود y ∈ K کنیم فرض خلف برهان به برعکس،

< x− y0, y − y0 > > 0

توجه با که yλ := λy + (1 − λ)y0 کنیم می تعریف 0 < λ < 1 هر براي اینصورت در
نویسیم می و باشد می K از عضوي yλ ،K بودن محدب به

∥x− yλ∥2 =< x− yλ, x− yλ > = < x− y0 − λ(y − y0), x− y0 − λ(y − y0) >

= ∥x− y0∥2 − 2λ < x− y0, y − y0 > +λ2∥y − y0∥2

= ∥x− y0∥2 − λ[2 < x− y0, y − y0 > −λ∥y − y0∥2]

و شد، خواهد مثبت براکت داخل عبارت کوچک، کافی اندازه به و λ > 0 براي که
با متناقض این که y0 ̸= PK(x) شود می نتیجه که ∥x − yλ∥2 < ∥x − y0∥2 بنابراین

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض پس است فرض

y0 = PK(x)اینصورت در x ∈ X و Xباشد از فضایی Mزیر فرضکنیم .4.2.4 نتیجه
اگر تنها و اگر

< x− y0, y >= 0 ∀y ∈M

است واضح قبل لم به توجه با برهان.
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< x− y0, y >≤ 0 ∀y ∈M

بنابراین −M =M گفت توان می پس است X فضاي زیر M چون و

< x− y0,−y > ≤ 0 ∀y ∈M

< x− y0, y > ≥ 0 ∀y ∈M

شود می نتیجه که

< x− y0, y >= 0 ∀y ∈M

آنها خواص و ها ابرصفحه 3.4
مجموعه به اینصورت در c ∈ R و f ∈ X∗ \ {0} کنیم فرض .1.3.4 تعریف

H = {y ∈ X; f(y) = c}

کنیم می تعریف همچنین دهیم می نشان H =< f, c > با که گوییم صفحه ابر یک

kerf :=< f, 0 >

اینصورت در باشد دلخواه y0 ∈ H و باشد صفحه ابر یک H کنیم فرض .2.3.4 تذکر

y0 + kerf = H

است. X از برداري فضاي زیر و محدب بسته، kerf .3.3.4 تذکر

نیست. برداري فضاي زیر لزوما ولی است محدب بسته صفحه، ابر هر .4.3.4 تذکر
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باشد. می c ∈ R آن در که ،H =< f, c > و f ∈ X∗ \ {0} کنیم فرض .5.3.4 قضیه
داریم x ∈ X هر براي صورت این در

d(x,H) =
|f(x)− c|
∥f∥

d(x,H) = inf
y∈H
∥x− y∥ دانیم می و

داشت خواهیم پس کنیم. می بیان c = 0 حالت براي را مسئله ابتدا برهان.
دهیم می نشان ،H =< f, 0 >

d(x,H) =
|f(x)|
∥f∥

پس شد. خواهد f(y) = 0 ،y ∈ H هر براي دانیم باشد.می ثابت x ∈ X کنیم فرض
داریم

|f(x)|
∥f∥

=
|f(x)− 0|
∥f∥

=
|f(x)− f(y)|

∥f∥
=
|f(x− y)|
∥f∥

داریم 1.1.4 تذکر به توجه با

|f(x− y)| ≤ ∥f∥ ∥x− y∥

داریم قبل رابطه در جایگذاري با
|f(x)|
∥f∥

≤ ∥x− y∥

داریم طرفین از گرفتن اینفیمم با لذا است، برقرار y ∈ H هر براي فوق رابطه چون اما
|f(x)|
∥f∥

≤ inf
y∈H
∥x− y∥ = d(x,H)

بگونه z ∈ X کنیم فرض همچنین و 0 < ϵ < ∥f∥ که گیریم می طوري را ϵ حال
این سوپریمم خاصیت به توجه با شود (دقت f(z) > ∥f∥ − ϵ و ∥z∥ = 1 که باشد اي



ها ابرصفحه و تقریب بهترین .4 70فصل

y := x− f(x)[f(z)]−1z دهیم می قرار حال آید.) می بدست رابطه
زیرا دارد. قرار H در y اولا

f(y) = f(x− f(x)[f(z)]−1z) = f(x)− f(x)[f(z)]−1f(z) = 0

است. برقرار y براي زیر رابطه دوما

∥x− y∥ = ∥x− x+ f(x)[f(z)]−1z∥ = |f(x)|
|f(z)|

∥z∥ = |f(x)|
|f(z)|

≤ |f(x)|
∥f∥ − ϵ

داشت خواهیم پس d(x,H) ≤ ∥x− y∥ و y ∈ H چون طرفی از

d(x,H) ≤ |f(x)|
∥f∥ − ϵ

داریم لذا بود، شده فرض دلخواه ϵ چون و

d(x,H) ≤ |f(x)|
∥f∥

.H =< f, c > و c ̸= 0 کنیم فرض حال شد. اثبات c = 0 حالت در لم حکم بنابراین و
کنیم می تعریف x0 ∈ H هر براي

H0 = H − x0

بیان آن براي را لم حکم و H0 =< f, 0 > نوشت توان می ،2.3.4 تذکر به توجه با
نویسیم می زیر صورت به را برهان ادامه حال کرد.

d(x,H) = d(x− x0,H − x0) = d(x− x0,H0)

=
|f(x− x0)|
∥f∥

=
|f(x)− c|
∥f∥
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H = و ∥z∥ = 1 بطوریکه باشند دلخواه c ∈ R, z ∈ X کنیم فرض .6.3.4 نتیجه
داریم x ∈ X هر براي صورت این در {y ∈ X;< y, z >= c}

PH(x) = x− (< x, z > −c)z
∥z∥2

y := x− (< x, z > −c)z
∥z∥2

دهیم می قرار برهان.
زیرا دارد قرار H در y اینصورت در

< y, z > = < x− (< x, z > −c)z
∥z∥2

, z >

= < x, z > −(< x, z > −c)
∥z∥2

< z, z >

= < x, z > −(< x, z > −c)
∥z∥2

∥z∥2 = c

داریم همچنین و

∥x− y∥ = ∥x− x+
(< x, z > −c)z

∥z∥2
∥ = (< x, z > −c)

∥z∥
= d(x,H)

بود. خواهد H در x تقریب بهترین y بنابراین

صورت این در f ∈ X∗ و باشد X از اي مجموعه زیر K کنید فرض .7.3.4 تعریف
کنیم می تعریف

sup f(K) := sup{f(y); y ∈ K}

inf f(K) := inf{f(y); y ∈ K}

گوییم صورت این در باشد. دلخواه c ∈ R و f ∈ X∗{0} کنیم فرض .8.3.4 تعریف
باشیم داشته هرگاه است، K مجموعه و x نقطه ي کننده جدا H =< f, c > صفحه ابر

sup f(K) ≤ c ≤ f(x)
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است. X مجموعه زیر K و x ∈ X آن در که

K مجموعه و x ي کننده جدا یک H =< f, c > ابرصفحه کنیم فرض .9.3.4 لم
و x ي کننده جدا یک نیز H ′ =< f, sup f(K) > ابرصفحه اینصورت در باشد.

همچنین و بود خواهد K مجموعه

d(x,H) ≤ d(x,H ′) ≤ d(x,K)

داریم 5.3.4 قضیه به توجه با برهان.

d(x,H) =
|f(x)− c|
∥f∥

≤ |f(x)− sup f(K)|
∥f∥

= d(x,H ′)

داریم y ∈ K هر براي همچنین

d(x,H ′) =
|f(x)− sup f(K)|

∥f∥
≤ |f(x)− f(y)|

∥f∥
≤ ∥x− y∥

می که بود خواهد {∥x− y∥; y ∈ K} مجموعه براي پایین کران یک d(x,H ′) بنابراین
گرفت. نتیجه توان

d(x,H ′) ≤ d(x,K)

و باشد X هیلبرت فضاي از محدب و بسته مجموعه زیر K کنید فرض .10.3.4 لم
و ∥f∥ = 1 طوریکه به است موجود f ∈ X∗ صورت این در . x ∈ X \K

d(x,K) = f(x)− sup f(K) = d(x,H) , H =< f, sup f(K) >

sup f(K) < f(x) همچنین و
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هیلبرت X چون و بود خواهد صفر از بزرگتر d := d(x,K) پس x /∈ K چون برهان.
می قرار است. موجود PK(x) ،2.2.4 قضیه طبق لذا است محدب و بسته K و بوده

داریم 3.2.4 قضیه به توجه با که z = d−1(x− PK(x)) دهیم

supy∈K < x− PK(x), y − PK(x) >= 0

گرفت نتیجه توان می که supy∈K < z, y − PK(x) >= 0 بنابراین و

supy∈K < z, y >=< z, PK(x) >

همچنین

∥z∥ = ∥x− PK(x)∥
d

= 1

پس H =< f, sup f(K) > و f(y) =< y, z > دهیم می قرار y ∈ X هر براي حال
داریم

f(x)− sup f(K) = < x, z > − sup
y∈K

< z, y >

= < x, z > − < PK(x), z >=< x− PK(x), z >

= < x− PK(x),
x− PK(x)

d
>=
∥x− PK(x)∥2

d
= d(x,K)

داریم 2.1.4 لم و 5.3.4 قضیه به توجه با

d(x,H) =
|f(x)− sup f(K)|

∥f∥
=
f(x)− sup f(K)

∥z∥
= d(x,K)
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ابرصفحه که است واضح فوق قضیه به توجه با .11.3.4 نتیجه
تا x فاصله بطوریکه بود خواهد K مجموعه و x جداکننده یک H =< f, sup f(K) >

شد. خواهد K تا x فاصله با برابر دقیقا H

هر براي اینصورت در K = {0} دهیم قرار چنانچه فوق قضیه در .12.3.4 نتیجه
و ∥f∥ = 1 بطوریکه دارد وجود f ∈ X∗ ، x ∈ X

∥x∥ = ∥x− 0∥ = d(x,K) = f(x)− sup f(K) = f(x)

الگوریتم 4.4
باشد X هیلبرت فضاي از محدب و بسته مجموعه زیر K کنیم فرض .1.4.4 گزاره

داریم اینصورت در x ∈ X \K و

d(x,K) = max{f(x)− sup f(K) ; f ∈ X∗, ∥f∥ = 1}

و

d(x,K) = max d(x,H)

کند. می جدا K مجموعه از را x که است اي ابرصفحه H آن در که

آنگاه باشد K و x نقطه جداکننده H صفحه ابر اگر ،9.3.4 لم به توجه با برهان.
نیز یک نرم با جداکننده ابرصفحه هر براي خاصیت این چون و d(x,H) ≤ d(x,K)

داشت خواهیم لذا است، برقرار

d(x,K) ≥ max{f(x)− sup f(K); f ∈ X∗, ∥f∥ = 1}
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بطوریکه است موجود یک نرم با f ∈ X∗ قبل قضیه به توجه با اما
و شد خواهد تبدیل تساوي به بالا مساوي نا پس d(x,K) = f(x) − sup f(K)

نقطه که است هایی ابرصفحه بروي ماکزیمم این واقع در که d(x,K) = max d(x,H)

داد. خواهد رخ صفحه ابر یک در ماکزیمم و کنند می جدا را K مجموعه و x

کنیم. می بیان زیر صورت به را الگوریتم شد، گفته که آنچه به توجه با اکنون
z ∈ X باشد. X هیلبرت فضاي از محدب و بسته مجموعه زیر K و x ∈ X کنیم فرض
نقطه H = {y ∈ X ; < y, z >= c} ابرصفحه که کنیم می اخذ اي گونه به را c ∈ R و

کند. جدا را K مجموعه و x
d(x,K)ترتیب بدین و آورده بدست ها ابرصفحه اینگونه براي را d(x,H) ماکزیمم حال

بود. خواهد برابر ماکزیمم این با
نوشت توان می نتیجه در

d(x,K) =
| < x, z > −c|

∥z∥
, PK(x) = x− [< x, z > −c]z

∥z∥2
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