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 تقدیم به :

 

اکنون جایگاهی است که باید به یاد آورم که بودم و چگونه به اینجا رسیدم. کودکی که به امید دستان 

های مدام مرا به استواری ایام فراخواند. به پاس تشویق ها، مادر خود به روی پا ایستاد و با دلگرمی

 کنم. میاین ناقابل را به ایشان  تقدیم  مادرم ها و محبت های بی شائبهدلگرمی

 

که در هنگام قبولی ام در این مقطع نوزادی بیش نبود و با صبری که پیشه نمود و دوری مرا  دخترم

 تحمل کرد مرا یاری رساند تا بتوانم در کمال خونسردی به تحصیل بپردازم . 

 

شک اگر با روحیه دهی های بی نظیرشان خستگی را از وجودم پاک ساخته اند و بی  کههمسرم 

 ی و همیاری ایشان نبود قدم نهادن در این راه بزرگ بس سخت و دشوار بود.همدل

 

 باشد. ام میکه وجودش برای همیشه گرمابخش خانه دلم بوده و مهرش روشنی بخش زندگیپدرم 
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 تشکرو قدردانی:

 

پایان نامه را به  سپاس خدایی را که همراهم بود و بر من علم و دانش ارزانی داشت تا بتوانم نگارش این

دانم که از کلیه افرادی که در دوران تحصیل به هر نحوی در رسیدن من اتمام برسانم. بر خود لازم می

جهت روشن  جناب آقای دکتر سید حیدر جعفریتا این پایه نقش داشته اند به ویژه از استاد گرامی 

شد تشکر و قدر کوره راه ختم می نمودن راهی که ابتدای آن بدون وجود ایشان و رهنمودهایشان به

 دانی نمایم.

بخاطر مشاوره های موثرشان که حق بزرگی  خانم دکتر محبوبه علیزاده سرکارو استاد ارجمند 

 برگردن بنده دارند بسیار سپاسگذارم.

اند ام در کنارم بودههمچنین از دو خواهرم، برادرم و دوست عزیزم که همواره در تمام مراحل زندگی

 مانه سپاسگذارم. صمی

آقای فریدون شهریاری و اساتید محترم جناب ام بالاخص در پایان از کلیه معلمان و دبیران ریاضی

دانشکده ریاضی )در مقاطع کارشناسی و کارشناسی ارشد( و ریاست محترم دانشکده آقای دکتر احمد 

 اند متشکرم.به عهده داشتهزیره تشکر نموده و از استادان گرامی که داوری این پایان نامه را 

 



 د

 

 فهرست مطالب
 

 صفحه                                                                                                                      عنوان

                                                                                                   

                                                                                                      تعاریف و نتایج اولیه فصل اول     

                                                                                     2                  هاو خودریختی هاختیهمری               0-0

                                                                    3           ها هختار گروسا               0-2

                                                                                                     01            هاسری               0-9

 

                              های مرکزی تقریبا داخلیهایی با خودریختیگروه   فصل دوم   

                                                                                         22     ها و نتایج بنیادیلم               2-0

                                                                                                   21      اصلی ایجنت               2-2

 

           24  دارندرا نقطه به نقطه ثابت نگه میهای مرکزی که مرکز گروه فصل سوم    خودریختی

 

                         49    ها با گروه خودریختی مرکزی آبلی مقدماتیگروه-pفصل چهارم  

 

                                                                                                                  51    نامه واژه

 55          گذاری                                                            نماد

 57 مراجع                                                                                                       



 ه

 

 چکیده

)را با  Gهای تیخودریختمام  مجموعه .یک گروه باشد Gد فرض کنی )Aut G ی ک  .یمده نشان می

مجموعه همه و  یمگویمی کزیخودریختی مر د،شو جابهجاهر خودریختی داخلی با که  را ریختیدخو

)های مرکزی را با خودریختی )cAut G از نرمال یزیرگروه که یمدهی نشان م ( )Aut G باشد.می 

Gهایی که باش ند مجموعه تمام خودریختی Gدو زی رگ  روه ن رمال Nو Mاگر   

N
را نقطه به نقطه  

)دارند را با ثابت نگه می )NAut G ه ایی که . به علاوه مجموعه تمام خ ودریختییمدهنمایش میM 

)دارن د بارا نقطه به نقطه ث ابت نگه م ی )MAut G ق رار م ی ده یم: . همچن ینش ودنش ان داده م ی

( ) : ( ) ( )N N

M MAut G Aut G Aut G. 

کنیم، در فص ل دوم ب ه رود را معرفی میهای بعد به کار میای که در فصلدر فصل اول مفاهیم پایه   

کن یم ک ه پردازیم و در این فصل ثابت میتقریبا داخلی می های مرکزیخودریختیهایی با مطالعه گروه

)دو و توانیپوچ گروه از رده- pیک Gاگر  )Z G  دوری باشد آنگاهGGZGInnGAutc
 :)()(:)( . 

دارن د ک ه م رک ز گ روه را نقطه به نقطه ث ابت نگه می زی رک م ه ایدر فصل سوم خ ودریختی سپس

-pیک  Gکنیم که اگر به علاوه در فصل دوم و سوم به دو روش متفاوت ث ابت می. می کنیمبررسی 

)گروه ناآبل ی باشد و  ) ( )cInn G Aut G آنگ   اه ،( ) ( )cAut G Inn G  اگروتنه ااگر)(GZ  دوری

GZG)(باشد و . 

شرط لازم و کافی برای آبلی مقدماتی ب ودن گ روه ، pبه ازای عدد اول فردسرانجام در فصل چهارم    

 دهیم.را ارائه می گروه متناهی ناآبلی محض-pهای مرکزی یکخودریختی

 . باشدمتناهی مییک گروه  Gدر سراسر این پایان نامه 

-پ وچ ردهت وان، چپوگروه  ، خودریختی داخلی، گروه ناآبلی محض،مرکزی : خودریختیکلمات کلیدی

 گروه آبلی مقدماتی، ارتفاع. نما،توانی، 
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 فصل اول

 تعاریف و نتایج اولیه
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اصطلاحات، علامات و  معرفی یادآوری، کنیم. هدف از این فصلدر این فصل مفاهیم مقدماتی را ذکر می

دهنده نشان nCدر این پایان نامه همواره ،  مقدماتی است که در فصل های آتی مورد نیاز خواهد بود.

                                                                                          این فصل شامل سه بخش است. است.  nیک گروه دوری از مرتبه

   

 

 هاو خودریختی هاهمریختی 1-1

 

ب ه Gه ا از مجموعه تمام همریختی صورتایندر. دو گروه باشند Hو Gدفرض کنیعریف. ت 1-1-1

H ا ب  ار ( , )Hom G H ای  ن مجموع  ه هم  راه ب  ا عم  ل  اس  ت ک  ه واض    .ن  ددهنم  ایش م  ی

( . )( ) ( ) ( )f g x f x g x د.دهتشکیل یک گروه می   

 

m آبل     ی و گ     روه ی     ک A مف     رض کن     ی .لمممممم 1-1-2 0ص     ورت ای     ن. در

( , ) [ ] { }mHom C A A m a A ma   0.  

a:نگاشت .mAa][م کنیمیفرض  برهان: mC A   ابطهضرا باrara )( گیریمدر نظر می. 

yx ر اگ  اه آنگm x y ،حی رو عدد صاینازkوجود دارد به ط وری ک ه  ایx y km ،  ذا  ل

( )x y a kma  0 .ن  رای اب بنxa ya .  پس( ) ( )a ax y  . 

  . از طرفیتعریف استخوش aدر نتیجه 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a ax y x y x y a xa ya x y            

: دهیممی . حال نشانیک همریختی است a لذا [ ] ( , )mA m Hom C A   ب ا ض ابطه( ) aa  

 یک یکریختی است.

 تعریف است.خوش به وضوح 
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,به ازای هر  از طرفی [ ]a b A m وm
r C ،داریم  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )a b a b a br r a b ra rb r r r             

aبنابراین  b a b    .  لذا  باشدمییک همریختی. 

)اگرعلاوه  ه ب ) ( )a b ، یعنی a b . آنگاه ( ) ( )a b 1 aلذا  و 1 b.  بنابراین ی ک ب هی ک

) ازای ب     ه همچن     ین اس     ت. , )mf Hom C A ده     یمق     رار م     ی ( )a f  داری     م ،1

( ) ( ) ( )ma mf f m f   1 0 )و mAa][ لذا .0 ) ( ) ( ) ( )f r rf f r  1  .س تپوشا بنابراین. 1

 ■ .ت یک یکریختی اس در نتیجه 

 

f:یک گروه  باشد. هر همریختی مانند Gمفرض کنی .ریفتع 1-1-3 G G  درونریختیرا یک 

)ا  را ب Gای  هه درونریختی . مجموعه همیمناممی G از  )End G ه . در ص ورتی ک یمدهان می نش

f از خودریختیباشد، آن را یک  و پوشا هم یکبهیکG ه ای خودریختیتمام  و مجموعه  یمگویمی

G  با( )Aut G  ازای هربه . دهیممینشانg G  نگاشت:gi G G  با ضابطه( ) g

gi x x   ی ک

، Gهای داخلی مجموعه همه خودریختی. شودده مینامی G خودریختی داخلی است که خودریختی

)که آن را با  )Inn G از نرمال رگروهزی، یک یمدهنشان می ( )Aut G .است 

 

 صورت ایندرعددی اول است. pکهباشد  kpگروهی دوری از مرتبه Gفرض کنید .لم 1-1-4

pاگر( 0)    ، آنگاه2
)(

)(
11 

pppp kkk CUCAut. 

pاگر( 2)  ) ، آنگاه2 )k k kAut C U C C    222 2 2
. 

pیک گروه دوری از مرتبه  PUدانیممی (0) :برهان 1 برای  یهضق ،ینرابناب ،استk 1 ت. سبرقرار ا 

kنیم کحال فرض می 1صورتاین. در kp p  0  داریم  ایبا توجه به بسط دو جمله و 1

( ) (mod )
kp k kp p p
   
2 11 1 

( ) (mod )
kp kp p


 
1

1 1 
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) ذا ل ) ko p p   pاز مرتب ه  aمانن د یناب دیه نصر ع بنابراین ،گروهی دوری است pUچون .11 1 

mod)،یعنی دارد. )pa p 1 aکه  1 p  1 kpاز عنصریرا  a حال .1
U  ف رض و  گیریمدر نظر می 

)کنیم می )o a t ،پس
kp

ta  kلذا . 1 tp a 1. در نتیجه tp a 1،  یعنیt pa  ابراین در گروه نب. 1

pU ،( )o a t،  و لذاp t1.  در نتیجه های دوری برقرار است، عکس قضیه لاگرانژ در گروهچونa  

kpدر گ    روه
U مانن    د عنص    ریx ه ب    از مرتp 1  دارد. چ    ون( , )kp p  11 پ    س  ،1

( ( )) [ ( ), ( )] ( )ko x p o x o p p p    11 1 kpلذا و  1
U .دوری است  

)واض  است که  (2) )Aut C 2 ) و 1 )Aut C C4 kکنیم فرض می ن بنابرای ،2   ن صورت در ای 3

( ) (mod )
k k k k     

3 32 2 15 1 4 1 2 2 

( ) (mod )
k k k 

  
2 22 25 1 4 1 2 

) س پ ) ko  25 kbیم  دهحال قرار می .2  2 kUچون ،1
2

12ه دارای مرتب  k داریم ت،  اس( )o b  و  2

{ , }b b  xاگر  .1 b    1 x آنگ اه 5 b  5.  ذا ل(mod )k s kb  2 1 5 ک ه در  2

mod)،بن  ابراین .ت    ی  ک ع  دد ص  حی  اس sآن )k s k 2 1 5 kچ  ون  .2  k4س  پ   3   ل  ذا .2

(mod )k s 2 1 5 mod) ،ورت صن ای. در4 )s 1 1 b{}. پس است ضتناقکه یک  4   5 1. 

k از اینک      ه

k
k

b
b U

b




    
      

   

2
1

2

5 2 2
5 2

5 1
 گی      ریمم      ی نتیج      ه 

kU b   
2

5. ■ 

 

ا ببنی د. ل ذا فق ط ب ه ذک ر ر ]04[قضیه زیر در بسیاری از کتب جبر مطرح شده است به عنوان مث ال 

 کنیم.   می صورت آن اکتفا

) یک گروه باشد در این صورت Gفرض کنیم .قضیه 1-1-5 )
( )

G
Inn G

Z G
. 
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)و باشند متناهی Bو Aآناشد که درب Bبه Aاز تابعی fاگر .لم 1-1-6 ) ( )card A card B، آنگاه 

 معادل است. یک بودن با پوشا بودنبهکی شرط

 ■ : بدیهی است.برهان

 

ریختمی درون د،ش و ا ج هبداخلی جا هایخودریختی مهها  به  ک ریختیدرونهر  ه ب. تعریف 1-1-7

 ه ر همچن ین .یمده نش ان م ی GEndc)(های نرمال را بامجموعه تمام درونریختی .یمگویمی نرمال

ه  مجموع .یمناممی 0خودریختی مرکزی ،دشو جاهجابداخلی  هایخودریختی مهه باکه  را ریختیدخو

)ا  زی ب های مرکهمه خودریختی )cAut G تصورنایدر ،هیمدمی نشان ( )( ) ( ( ))c Aut GAut G C Inn G.  

 .شودی نرمال، خودریختی مرکزی نامیده میبه عبارت دیگر هر خودریخت

 

) از لنرما یزیرگروه Gگروه  مرکزی هایخودریختیمجموعه  .قضیه 1-1-8 )Aut G باشدمی. 

)ونچ  : برهممان )( ) ( ( ))c Aut GAut G C Inn G، پ  س)()( GAutGAutc  .  ده  یم م  یان ش  ن الح

( )cAut G  در( )Aut G یم ک ه ب ه ازای ه رن برای این کارکافی است ثاب ت ک .باشدنرمال میg G ،

)(GAutf  و ( )cAut G ،f f

g gi i .  به ازای هرx G شتتوان نومی 

                                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g

g gi x f f i x f f x f f gxg   
     
1 1 1 1 

( ) ( )
( ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ( ) ( ) ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( )( ) ( )( )

f g f g

f

g g

f f g f x f g f i f x fi f x

f f g f x f g f f g f f x f f g

g f f x g i f f x i x

  

 

  

 

     

       

  

  

 

  

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

 

 ■ رسد.بنابراین اثبات به اتمام می

 

 

1-Central automorphism 
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ی ک خ ودریختی  در ای ن ص ورت ،باش د Gاز گروه  یک خودریختی فرض کنید .قضیه 1-1-9

gبرای هر  اگر و تنها اگرمرکزی است  G، ( ) ( )g g Z G 1. 

gب ه ازای ه ر است اگر و تنها اگ رمرکزی  ریختیخود : برهان G ،g gi i  ه ر  ب رای. ل ذا

x G ،( ) ( )g gi x i x  با توجه به ضابطه .gi  ،داریم( ) ( )g x g gxg  1  . بنا به خاصیت1

) ،همریخت             ی ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x g g x g g x g         1 1  راینبن             اب .1

( ) ( ) ( ) ( )x g g g g x    1 )پوشاست این تساوی معادل این است که   ، چون1 ) ( )g g Z G 1.■   

 

ه ر  اگ ر ب ه ازایباش د.  Gاز  ریخت یدرونی ک   متناهی وگروهی  G. فرض کنیدنتیجه 1-1-11

Gx، )()( GZxx  1  آنگاه  نرمال است. درونریختییک 

 

) ،3n به ازای ،nSدر گروه . مثال 1-1-11 ) { }c nAut S  )زیرا . 1 )cf Aut G ب ه  اگر و تنه ا اگ ر

Ggازای هر ، ( ) ( )g f g Z G 1. برای  از آنجا که(3n) ( ) { }nZ S  ggf بنابراین ،1 )(. ل ذا 

df I. 

 

x,یک گروه باشد و Gاگر .عریفت 1-1-21 y G آنگاه [ , ]x y xyx y  1   yو xجابجا گررا   1

و  یمگویمی Gمشتق یا  زیرگروه جابجاگررا  Gزیرگروه تولید شده به وسیله جابجاگرهای  .یمنامیم

Gآن را با   همچنین داریم .یمدهنمایش می [ , ] {[ , ] }G x g x gxg x g G    1 درحالت کل ی  .1

ورت  ب         ه ص          KوHرجاگ اب          ج Gاز KوHب         رای دو زیرگ         روه

   , { , , }H K h k hkh k h H k K     1  .شودتعریف می 1
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 .کنیمنامه مورد نیاز است بیان میاکنون برخی از مهم ترین خواص جابجاگر را که در این پایان 

 صورت ایندر. باشند Gاز  عناصری wو x،yیک گروه باشد و Gفرض کنید  .لم 1-1-31

(0) xxyx y ],[.  

(2) [ , ] [ , ]y x x y  1. 

(9)[ , ] [ , ] [ , ]xxy w y w x w.   

(2)[ , ] [ , ][ , ]yx yw x y x w. 

 ■ : بدیهی است.برهان

 

  صورتایندر ،یک گروه باشد G. فرض کنیم قضیه 1-1-41

(0 )G G  و/G G  است.هی آبلی گرو 

N( اگر 2) G  آنگاه/G N اگر و تنها اگراست  آبلی G N . 

 ■ رجوع کنید. ] 05-9-2، گزاره 01[به : برهان

 

 .یابیمرا می D8به کمک قضیه بالا زیرگروه مشتق 

,گروه  .مثال 1-1-51 ,D a b a b aba b     2 4 1 1
8  د که در آن گیریبرا در نظر  1

{ , , , , , , , }D a b b b ab ab ab 2 3 2 3
8 1 

 گروه نرمالیرز به علاوه ,H b b  2 G صورتن ایدر دگیریبرا در نظر  21

H
 G بن ابراین  .4

H
 

Gدرنتیجه و ،ت اس لی آب H . مرتبه  لذاG  باشد. چون گروه یک یا دو میD8 پ س ،اس ت ن اآبلی 

G 2. بنابراین G H b   2. 
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Gزیرگروهعناصر  ،های مرکزیخودریختی .لم 1-1-61  از گروهG  به دارد )نقطه ثابت نگه میبهنقطهرا

Gهمان عنصر از   کنندتصویر می). 

],[و  یک خودریختی مرکزی کنیم فرض می :برهان ba مولدی ازG   کافی است نشان ده یمباشد 

Gba به ازای هر ,، ([ , ]) [ , ]a b a b . 

([ , ]) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b aba b a b a b aa a bb b a a a b b b                   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

                                      ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))a a a b b b a a a b b b         1 1 1 1 1 1 

)پس، است ختی مرکزی ودری خ چون )a a1،( )b b1، ( )a a 1  و( )b b 1  در مرکزG  قرار

])لذا و دارند  , ])a b aba b   1 ])پس  .1 , ]) [ , ]a b a b  . شودکامل میاثبات بنابراین .■ 
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 هاهختار گروسا 1-2

 

)ن را ب ا آو یم گویمی رتبه گروهکمترین تعداد مولدهای یک گروه را  .تعریف 1-2-1 )rank G  نم ایش

)ر دیگت به عباریم. دهمی ) min{| | , }rank G X X G X G   . ه ای   اس ت ک ه گ روهض وا

 دوری از رتبه یک هستند.

 شود.تولید می bو aزیرا توسط دو عنصر ،باشدمی دودارای رتبه  D8گروه  .مثال 1-2-2

 

)expرا ک ه ب ا G 0نممایک گروه باشد،  G. اگر تعریف 1-2-3 )G ده یم، ب ه ص ورت نم ایش م ی

exp( ) min{ , 1}tG t x G x    ش ود. اگ ر چنین تع ریف میt  م وجود نباش د گ وییم گ روه از ای

 است. توان

C. در گ   روه مثممال 1-2-4 C2 باش  د. بن  ابراین مرتب  ه ه   ر عنص  ر ناب  دیهی ب   رابر دو م  ی 2

exp( )C C 2 2 2. 

 

nH. اگر لم 1-2-5 )exp(  وmG )exp(  آنگاه exp( ) ,G H m n . 

)expکن  یم : ف  رض م  یبرهممان   )G H t  ص  ورت ب  ه ازای ه  ر ای  نباش  د درg G  وh H ،

( , ) ( , )tg h e eرو ای  ن. از( , ) ( , ) ( , ) ( , )tn tn tn tne e g h g h g e   ل  ذا .tng e بن  ابراین ،m tn ،

پس 
( , )

m
t

m n
. به طور مشابه  

( , )

n
t

m n
]. در نتیجه  , ]

( , )

mn
m n t

m n
. 

)همچنین  , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )

mn mn mn

m n m n m ng h g h e e  بنابراین .| [ , ]
( , )

mn
t m n

m n
 بنا به آنچ ه گفت یم  .

[ , ]t m n■ 

 

1-Exponent 
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باش ند ب ه ط وری ک ه  Gهایی از گروه زیرگروه Lو  H ،K(. اگر دینقانون مدولی دد ک) قضیه 1-2-6

LK  آنگاه ،( ) ( )H L K HK L. 

 ■ باشد.گیری بسیار ساده میاثبات به کمک عضو: برهان

 

Gفرض کنید .تعریف 1-2-7 H K  صورت ایندرH وK  نامیم. همچنین مستقیم میعامل را 

 گوییم.می 0محض ناآبلی گروه نابدیهی نداردآبلی  مستقیمکه عامل  Gناآبلیگروه به 

 

Dو S3 ،D8های . گروهمثال 1-2-8 S8  .اندمحضناآبلی  های گروه 3

ض ر  مس تقیم دو زیرگ روه ناب دیهی توان به صورت حاصلرا می S3ناآبلی محض نباشد آنگاه  S3اگر 

نوشت که حداقل یکی از آنها آبلی اس ت. بنا به قضیه لاگرانژ مرتبه هر زیرگروه نابدیهی و واقع ی گ روه 

S3 ،2  های نابدیهیباشد. لذا این زیرگروهمی 9یاS3 اند. پ س آبلیS3 ض  ر  دو ب  ه ص  ورت حاص ل

توان نشان داد مرتب ه ه ر زیرگ روه شود که یک تناقض است. به طور مشابه میزیرگروه آبلی نوشته می

را  8Dص ورت ای نناآبلی محض نباش د در 8Dباشد. فرض کنیم می 2یا  8D ،2نابدیهی و واقعی گروه 

 نوشت، که یک تناقض است. ضر  مستقیم دو زیرگروه آبلی توان به صورت حاصلمی

38کنیم حال فرض می SDG  ناآبلی محض نباشد، دراین صورتKHG   که در آنH  آبلی و

K ناآبلی محض است. لذا)()()( 38 SZDZGZ  بنابراین ،)()( 8DZGZ پ س .)( 8DZH  .

KDZGدر نتیج   ه   )( ص   ورت بن   ا ب   ه ق   انون م   دولی دد کین   د داری    م ای   ن. در8

( ( ). ) ( ).( ) ( )D D G D Z D K Z D D K H D K    8 8 8 8 8 8 8. 

Dباشد. پسدر تناقص می D8که این با ناآبلی محض بودن S8  ناآبلی محض است. 3

 

 

-Purely non-abelian group0 
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گوییم در صورتی که مرتبه هر عنصر نابدیهی آبلی مقدماتیرا  Gگروه آبلی متناهی-p.تعریف 1-2-9

G عدد اولp .باشد 

 

ضر  مس تقیم به حاصل Gصورت اینیک گروه متناهی آبلی باشد. در Gکنیم  ضفر .قضیه 1-2-11

},...,{شود. به عبارت دیگر اگر تجزیه می یشهای سیلوزیرگروه nPP1 ی همه اعداد اولی باشند مجموعه

) و شوندظاهر می Gی که در تجزیه )
ii pG syl G نگاه آnGGG  1. 

 ■رجوع کنید.  ]0-0-4، قضیه 02[برهان: به 

 

aو  آبلی نابدیهی باشد گروه متناهی-pیک Gفرض کنیم  .قضیه 1-2-11 G،  ص ورت اگ ر ایندر

Gدارد که Hدزیرگروهی مانن Gنگاه آاشد  ناکمتر ب G عنصره هر باز مرت aمرتبه  a H  . 

nG: فرض کنیم برهان p،  با استقرا رویn 1کنیم. اگر حکم را ثابت میn ، ب ا در نظ ر گ رفتن

H 1 حکم به وضوح برقرار است. فرض کنیم n 1 وA a ،  هرگاهG A  آنگ اه حک م ب دیهی

H: دهیمصورت قرار میایناست. ) در 1کنیم رض می ( پس فA G وx را ازG A  چن ان انتخ ا 

x به وضوحکنیم که کوچکترین مرتبه ممکن را داشته باشد. می 1مکنی. ثابت میpxo )(. 

pxکنیم ادعا می A زیرا در غیر این صورت ،px G A   و داریم)()( xoxo p   که  با انتخاx  در

pxبنابراین،  .تناقص است A  .  اینک اگرpx A  آنگاه ( )
( ) ( )

( , ( ))

p o x
o x A o a

p o x
   ،

)(.)( لذا aopApxo   که ممکن نیست، زیرا بنابر فرض مرتبهa  عنص راز مرتبه ه رG  ن اکمتر

pxاست. پس  A   عدد صحی   و در نتیجهt وجود دارد که p tx a،( )t o a 0  وp t . 

p|)در غیر این صورت اگر   t آنگاه( )
( ) ( ) ( )

( , ( ))

p t o a
o x o a o a

t o a
   لذا ،ta a    ک ه ی ک

 تناقص است.(



12 

 

حال ب ا ف رض 
t

py a


،  چ ونG  آبل ی اس ت( )p p pxy x y 1 . چ ونAy  وAx  س  پ

xy Aه  . در نتیج( ) ( )o x o xy p  1بنابراین . pxo )(. 

 دهیماینک قرار می xN ، کنیم که مرتبه می ادعاNa  در گروهG

N
است. زیرا  aبرابر با مرتبه  

)چ ون باش د  pبراب ر Naو مرتبه  pبرابر aاگر فرض کنیم مرتبه  ) ( )o Na o a پ س    از .

pa طرف دیگر چون x


  پس به ازای یک ،s ،ps 0 ،sp xa 


چون  آنگاه 0sرحال اگ .

( , )s p 1  اع  داد ص  حی ،,k k1 skوج  ود دارن  د ب  ه ط  وری ک  ه  2 pk 1 2 ص  ورت ای  ن، در1

( ) ( )
sk pk k ks px x x x x a A



    1 2 1 sبنابراین  ،است تناقض که یک 11 0.  در نتیجهpa


1  .

)پس )o a p  و لذا  روایناز  .   بنابراین مرتبهNa  در گ روهG

N
 عنص راز مرتب ه ه ر  

Nچون  ناکمتر است. 1  داریمG
G

N
 . 

G ،داریم بنابر فرض استقرا H
Na

N N
    که در آنN H G کنیم. ثابت میG a H   ف رض .

gم کنی G  وNg دلخواهی از  عنصرG

N
NhNaNg باشد. بنابراین  l)( ه در آن کl    عدد صحی

gاست. چون  Hاز عنصری hو  a H  پس ،G a H  . 

zکن  یم ف  رض م  ی این  ک a H  .چ  ون H
Nz Na

N
  1،  در نتیج  هz N پ  س .

{}z A N  a لذا. 1 H  1 بنابراین .G a H   شود.می و حکم ثابت■ 

 

G. ف رض کنی دقضیه 1-2-12 H K  ای ازتجزی هG ض ر  مستقی م دو زی رگ  روه ب ه ح اصل

 صورتاینن رمالش باشد. در

(0) )()( KAutHAut   با زیرگروهی از)(GAut  .یکریخت است 

)متناهی باشد و G( اگر2) , )H K 1 آنگاه( ) ( ) ( )Aut G Aut H Aut K . 
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 ■ رجوع کنید. ]2-2-4، قضیه 02[: به برهان

 

},...,{یک گروه متناهی و  Gفرض کنید  .نتیجه 1-2-13 nPP1 های سیلوی زیرگروه تمام مجموعه 

nPPG ص      ورت اگ      رای      نباش      د. در Gدو متم      ایز ب      هدو  1 نگ      اه آ

)()()( nPAutPAutGAut  1. 

 

},...,{یک گروه متناهی و  Gفرض کنید  .قضیه 1-2-14 nPP1 های س یلوی دو ب ه مجموعه زیرگروه

nPPGصورت اگر اینباشد. در Gدو متمایز   1 نگاهآ )()()( nPInnPInnGInn  1. 

)به ازای : بمرهمان ,..., )nx x x G 1 و ( ,..., )ng g g G 1،  داریم 

),...,(),...,()(
),...,( nn

g

n

ggg

n

g

g xxxxxxi 11

11  

i، niپ      س ب      ه ازای ه       ر 1، ig

iii xxf )(  و ل      ذا( )i if Inn P بن      ابراین .

( ) ( ) ( )nInn G Inn P Inn P  1. 

)برعکس: اگر  ,..., ) ( ) ( )
ng g ni i Inn P Inn P  

1 )آنگاه با در نظر گرفتن  1 ,..., )ng g g G 1 

)داریم  ,..., )
ng g gi i i

1
)رو این، از ) ( ) ( )nInn P Inn P Inn G  1بدین ترتیب اثبات به اتمام . 

  ■رسد. می

 

های عددی طبیعی باشد. مجموعه تمام ماتریس nیک میدان و  Fفرض کنیم تعریف. 1-2-15

nمعکوس پذیر n های هر یک از آنها در را که درایهF اند، با( , )GL n F دهیم. همچنیننمایش می 

 صورتاینتوان مثبتی از یک عدد اول باشد، در qعددی طبیعی و  nاگر 

1( , ) ( 1)( ) ( )n n n nGL n q q q q q q     
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)صورت اینیک گروه آبلی متناهی باشد در Gفرض کنید  قضیه. 1-2-16 )Aut G 1  اگر و تنها اگر

G  2CGیا  1  . 

nبرهان: فرض کنید 

nppG


...1

1  و( )Aut G 1چون .G  یک گروه آبلی متناهی اس ت، پ س

nPPG  1که به ازای هر ،i ،ni 1  ،iPهای متمایزها سیلو زیرگروهG  اند. لذا بنا به قض یه

0-2-02 ،)()()( GAutPAutPAut n 1 چ     ون ،( )Aut G 111رو ای     ن، از )(PAut و ... ،

1)( nPAut 1. ب  ه ازایPداری  م ،spp
CCP 

1
1

1
1    02-2-1و دوب  اره بن  ا ب  ه قض  یه ،

)()()( 1
1

1
1

PAutCAutCAut
spp
   2-0-0. ح            ال طب            ق  ل            م ،

( )... ( ) ( )n

n np p p p Aut P
    1 1 1
1 1 11 11. از آنج  ا ک  ه 1 )(PAut ، 21بن  ابراین p  11و  .

11درنتیجه  P 21یا CP توان نشان داد به ازای ه ر. با ادامه همین روند میi ،ni 1 ،1iP  ی ا

2CPi پس .G  2CGیا  1   222و یا CCCG   که حالت آخر امکان پذیر نیست، زی را .

),()( 222 2 CGLCCAut   و)()( GAutCCAut  ),(، داری م 01-2-0ک ه بن ا ب ه  22 22 CGL  از

  ت.ب اش د ک ه ی ک تن اق  ص اس مرتبه شش م ی

 ■ برعکس: بدیهی است.

 

ص ورت ای نعنصر نابدیهی آن باشد، درxگ روه آبلی متن اهی و-pیک G. فرض کنی دتعریف 1-2-71

}بزرگترین عنصر مجموعه  , {}}
nn pp x G n N  )نامیم و ب ا می xارتفاعرا  0 )height x  نم ایش

 دهند. می

 

,ی  دووجه. در گ روه مثال 1-2-18 ,D a b a b aba b     2 4 1 1
8 تنه ا عنص ر از ارتف اع دو  1

 .است و بقیه عناصر نابدیهی دارای ارتفاع یک هستند b2فقط 
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 هایسر 1-3

 

 به صورت  Gهای نرمال زنجیر متناهی از زیرگروه یک گروه باشد. Gد. فرض کنیفتمعری 3-1- 1

GGGG n  101 

i، iدر صورتی که به ازای هر یمگوی سری مرکزیرا یک  n  0 1 ، ( )i

i i

G G
Z

G G

 1. 

 

D8 ،Gدووجهی گروه در  .مثال 1-3-2 G

G b

  2 دیگ ر، از ط رف آبلی است ( )Z G b 2 ل ذا ،

b  طبق تعریف G 21  یک سری مرکزی برای گروه دووجهیD8 باشد.می 

 

د. ط ول ش باداش ته زی ک ری مرس تی که ی ک ردر صو یمگوی توانپوچ را G. گروه عریفت 1-3-3

)و آن را با  نامیممی G توانی)کلاس( پوچ ردهرا  Gکوتاهترین سری مرکزی  )c G نددهنشان می. 

گروه  توانیپوچ است و رده یک توانیپوچاز رده  توانپوچواض  است که هر گروه آبلی نابدیهی یک گروه 

  .ندگیربدیهی را صفر در نظر می

 

 توانی نتیجه زیر را داریم.از تعریف رده پوچ

)نابدیهی باشد آنگاه  توانپوچیک گروه  Gاگر .نتیجه 1-3-4 )Z G 1 همچنین اگر .G  پ وچ روهگ-

) دو باشد آنگاهاز رده  توان )G Z G  . 

 

b دارای سری مرکزی D8. گروه دووجهی مثال 1-3-5 G D  2
ک ی  D8ابراین ن اس ت. ب 81

       باشد.می دواز رده  توانپوچ گروه



16 

 

 توان است اگر و تنها اگر یک سری نرمال مانندپوچ Gگروه . لم 1-3-6

GGGG n  101 

i ،niداشته باشد به طوری که به ازای هر 1  ،[ , ]i iG G G 1.    

 ■ رجوع کنید. ]3-00-2، گزاره 01[: به برهان

 

 .است توانپوچگروه متناهی -pهر. لم 1-3-7

 ■ رجوع کنید. ]21-00-2، گزاره 01[: به برهان

 

nZسری . تعریف 1-3-8 Z Z    0 ند، ک ه در آن ب ه ازای گوی سری مرکزی بالاییرا  11

i ،iهر n  0 1 ،( )
( )

( ) ( )

i

i i

Z G G
Z

Z G Z G

 1. 

 

} . گروهمثال 1-3-9 , , , }G Q i j k     8 1222را در نظر بگیرید که در آن روابط  1  kji، 

kij  ،ijk   وjki   برقرار است. در این صورت( )Z G 0 و با توجه به روابط موجود در گ روه ، 1

Q8  داریم( ) ( ) { , }Z G Z G  1 1 )ره از  بالاخ  .1 )
( )

( ) ( ) ( )

Z G G G
Z

Z G Z G Z G
 2

1 1 1

ش ود ک ه معل وم م ی 

( )Z G G2 .  بنابراین سری{ , } G  1 1  .تاس Q8یک سری مرکزی بالایی برای گروه  1

 

,...,به ازای هرلم.  1-3-11 ng g G1 ،[ , ,..., ]nx g g 1 )اگر و تنها اگر  1 )nx Z G. 

nکنیم. واض  است که به ازای ثابت می nاستقرا روی: به برهان 1 ،( )x Z G   اگر و تنها اگ ر ب ه

gازای G1 ،[ , ]x g 1 nکنیم حکم به ازای . فرض می1 1  برقرار باشد یعن ی( )nx Z G اگ ر و   1

,تنها اگر به ازای , , ng g g G 1 2 ]، داشته باشیم 1 , , , , ]nx g g g  1 2 1 1 . 
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)کنیم. بنابر تعریف سری مرکزی بالایی داریم ثابت می nحال حکم را برای )
( )

( ) ( )

n

n n

Z G G
Z

Z G Z G 


1 1

 .

)بن  ابراین  )nx Z G ه  ا اگ  ر اگ  ر و تن( )
( )

n

n

G
xZ Z

Z G




1
1

g. ل  ذا ب  ه ازای ه  ر  G1  داری  م

( ) ( ) ( ) ( )n n n nxZ G g Z G g Z G xZ G   1 1 1 1 1 )رو ای      ن. از1 ) ( )n nxg Z G g xZ G 1 1 1 . پ      س 1

( ) ( )n nxg x g Z G Z G 

 1 1
1 1 1 ]. در نتیجه 1 , ] ( )nx g Z G1 1. 

]بنابر فرض استقرا    , ] ( )nx g Z G1 ,اگر و تنها اگر به ازای ه ر  1 , , ng g g G2 داش ته باش یم  3

 [ , ], , , nx g g g 1 2 ]. در نتیجه 1 , , , , ]nx g g g 1 2 1.■ 

 

 و ه ر m ع دد طبیع ی ر باشد. برای ه دواز رده  توانچیک گروه پو Gد  کنی . فرضقضیه 1-3-11

Gyx ,،  

(0 )[ , ] [ , ][ , ]x yw x y x w. 

(2)[ , ] [ , ][ , ]xy w x w y w. 

(9)[ , ] [ , ] [ , ]m m mx y x y x y . 

)اگ ر  باش د. دو G ت وانیپوچ ردهفرض کنید  :برهان )x Z G G 2  ه  ر ه ازای  ب آن  گاهGg ،

)(],[ GZgx شود( نتیجه می2( و )0، )09-0-0از لم  استفادهبا ا . لذ. 

mبرای کنیم. ثابت می mروی به استقرا حکم را (9) 1، [ , ] [ , ] [ , ]x y x y x y 1 1 ل ذا حک م ب رای  .1

m 1 .کنیم برای فرض می صادق استm 1 چون برقرار باشد .  

[ , ] [ , ] .[ , ] [ , ][ , ] [ , . ] [ , ]m m m m mx y x y x y x y x y x y y x y     1 1 1 

 ■نیز برقرار است.  mبرایحکم  لذا

 

GNتوان ب  اشد و یک گروه پوچ G. فرض کنیدقضیه 1-3-12 1ص ورت اگ ر ای ن. درN  آنگ اه

1)(GZN . 
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GGZوجود دارد که  sتوان است، یک عدد طبیعی مانند پوچ Gچون: برهان s )(  .k  را ک وچکترین

1)(GZNع   دد طبیع   ی ق   رار دهی   د ک   ه  k 11. ب   ه وض   وح  )(GZN kص   ورت ای   ن. در

)()](,[)](,[ GZGZGGZNG kkk 1 از طرف   ی چ   ون .)(GZN k درG  نرم   ال اس   ت، پ   س

NGZNGZNG kk  )()](,[  11. بن       ابراین   )()](,[ GZNGZNG kk  در نتیج       ه .

)()( GZNGZN k   1. حال چ ون)(GZN kش ود.، ح کم ثاب ت م ی ■ 

 

)صورت اینیک گروه باشد. در Gفرض کنیم .ضیهمق 1-3-13 ) ( )cInn G Aut G، اگ ر و تنه ا اگ ر 

 باشد. دوحداکثر  G توانیپوچ رده

 باشد حکم برقرار است. ی ک توانی برابرپوچرده  آبلی بوده و G اگر گروه: رهانمب

)در غیر این صورت  )( ) ( ) ( ( ))c Aut GInn G Aut G C Inn G  اگر و تنها اگر ،( )
( )

G
Inn G

Z G
  آبل ی

)باشد به طور معادل  )G Z G  لذا .( ) ( )cInn G Aut G  اگر و تنها اگرG  ردهاز  توانپوچگروه یک 

 ■ اشد. ب دو ت وانیپوچ

 

nPPG فرض کنید .قضیه 0-9-20  1  که در آنiPهایزیرگروه ها سیلوG  .صورتایندراند 

)()( GAutGInn c هربرای  اگر و تنها اگرi ،ni 1، ( ) ( )i c iInn P Aut P. 

) کن یم ک ه: ابت دا ف رض م یبرهان ) ( )cInn G Aut G،  ب ه ازای( )gi Inn P دلخ واه ک ه در آن  1

,x g P ) داری   م 1 , ,... ) ( )gi Inn G1 G:ک   ه  1 G

x





1

1
اس   ت. بن   ابراین  هم   انیهمریخت   ی   

( , ,... ) ( ) ( )g ci Inn G Aut G 1 )ص          ورت  ب          ه ازایای          ن، در1 , ,..., )x G1 1، 

( , ,... )( , ,..., ) ( ( ), ,..., )g gi x i x1 1 1 1 1  لذا  ،1

( , ,..., ) ( ( ), ,..., ) ( ( ), ,..., ) ( ) ( ) ... ( )g g nx i x x i x Z G Z P Z P     1 1
11 1 1 1 1 1 
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) بن   ابراین ) ( )gx i x Z P 1
)پ   س  .1 )g ci Aut P i ،niب   رای ه   ر ب   ه ط   ور مش   ابه. 1 1، 

( ) ( )i c iInn P Aut P. 

): اگ   ررعکس ب   ) ( )i c iInn P Aut P  ه  ررای ب  آنگ  اه i  وi ix P  داری  م)()( iig PInnxi
i

 و

)()(
1

iigi PZxix
i


 . صورت به ازای هردراین),...,( nggg 1  و),...,,(

ngggg iiii
21

 ، 

))(),...,(),((),...,,()( ngggng xixixixxxxix
n21

1

21

1

21

  

      
( , ,..., )( ( ), ( ),..., ( ))

( ( ), ( ),..., ( )) ( ) ( ) ... ( )

n

n

n g g g n

g g n g n n

x x x i x i x i x

x i x x i x x i x Z P Z P Z P

  

  



    

1 2

1 2

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
1 1 2 2 1 2

 

                                                 ■).()...( GZPPPZ n  21 

 

 شرط زنجیمر صمعودیدر  Gیک گروه باشد. دراین صورت گویند G. ف رض کنیدتعریف 1-3-15

متوق ف  Gهای نرم الک ند هرگاه هر زنجیر صع ودی از زیرگروههای نرمالش( صدق می)روی زیرگروه

 شود.ش ود. به طور مشابه شرط زنجیر نزولی تعریف می

         

یک درونریختی نرمال در ش رط زنجیر نزولی صدق کند، و  Gگ روه  د رض کنی ف. قضیه 1-3-16

G صورت اگر اینباشد. در یک باشد آنگاه بهیک .یک خودریختی )مرکزی( است 

نیز نرمال اس ت. این ک زنجی ر  n، درونریختی nنرمال است، به ازای هر عدد طبیعی : چونبرهان

نزولی  )()( GGG 2 های نرمالاز زیرگروهG را در نظ ر بگیری د، چ ونG  در ش رط زنجی ر

)()(را داریم به طوری که  nکند، عدد طبیعی مانندنزولی صدق می GG nn 1 بنابراین به ازای هر .

Gaوجود دارد ،Gb  به طوری که)()( ba nn 1 حال چون .  ی ک اس ت، ب هکیn  نی ز

ba)(چنین است. پس   یعنی .GG )( شود.و حکم ثابت می ■ 
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G:همریختی به G ، مانند عدد طبیعیی که صورتتوان گوییم در پوچ همریختیn ب ه  یافت شود

nکه طوری  0 . 

ص دق  )ص عودی و نزول ی(در هر دو ش رط زنجیر Gفرض کنید گروه )لم فیتینگ(. قضیه 1-3-71

 Gتوان باشد آنگاه نه خودریختی و نه پوچ صورت اگر ایننرمال باشد. دریک درونریختی  کند، و 

 توان به حاصل ضر  مستقیم دو زیرگروه نابدیهی اش تجزیه کرد.را می

 گیریم،را در نظر می Gهای نرمال : زنجیرهای زیر از زیرگروهبرهان

 )()( GGG 2  

 21  kerker 

شوند. ای متوقف میای بالا در مرحلهههر یک از زنجیر کند، لذادر هر دو شرط زنجیر صدق می Gچون

n، knهر عدد طبیع یوجود دارد که برای  kطبیعی مانند  دعدصورت ایندر  ،)()( GG kn    و

kn  kerker دهیم . حال قرار می)(GH k  وkK ker کن یم و ثابت میKHG  چ ون .

k  نرمال است، پس به وضوحGH   وGK  . 

1KHکنیم ادعا می  فرض کنیم .KHx  از اینکه .Hxعنص ری  مانن د ، Gy  وج ود

yx)( ک   ه دارد k چ   ون .Kx ، پ   س)()( yx kk 21    و در نتیج   هker ky   . چ   ون2

kk 2 kerker  لذا ،ky kerبنابراین . ( )kx y 1  1وKH  . 

HKG دهیمحال نشان می کنیم. فرض می g عنصر دلخواهی از G  باشد چون)()( Gg kk    و

)()( GG kk 2  پس عنص ری مانن د ،Gz وج ود دارد ب ه ط وری ک ه)()( zg kk 2 رو ای ن. از

( )ku z g K  1 . لذا( )kg z u HK  در نتیجه ،KHG  . 

 و در نتیج ه  k، زیرا در غیر این ص ورت 1K. از طرفی1Hتوان نیست،پوچ بالاخره چون 

   ■ یک خودریختی است که یک تناقص است. ، 40-9-0 شود و از آنجا بنا به قضیهیک میبهیک
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زیرگمروه  را  Gماکس یمال های زیرگروه تمام اشتراک یک گروه باشد. Gفرض کنید .تعریف 1-3-81

)و آن را با علامت یمگوی 0Gفراتینی )G هرگاه یمدهمی شانن .G باش د، ماکسیمال زیرگروه فاقد

( )G را برابرG کنیمتعریف می. 

 

GCی ک گ روه متن اهی باش د، G. ف رض کنی دمل 1-3-19  و )(GD  .ص ورت اگ رای ندر

,G C D  آنگاه G C . 

 

C: ف رض کن یمبرهمان G بن ابراین .G  زیرگروه ی ماکس یمال مانن دM دارد ب ه ط وری ک ه

C M  ح  ال چ   ون .( )D Gبن ابرای   ن ،D M  و در نتیج   ه,C D M  ل   ذا .

G M ، .که یک تناقض است■ 

 

 را ازد  قرار دارن فراتینیهایی از یک گروه متناهی که در زیرگروه ولد م ،ود شمی نتیج هاز لم فوق  

  . گویند ولد گروهمنامرا  عناصری توان حذف کرد. گاهی چنینمولدها می مجموعه ی

 

)و  pنمااز  یزیرگروه Mو گروه-pیک G. فرض کنید قضیه 1-3-21 ) ( )M Z G G،  اگر

1m،2mو...،dm از یعناص  ر دلخ  واهM  و},...,,{ dhhh  آنگ  اه نگاش  ت، دنباش   Gمینیم  ال پای  ه 21

( )i i ih h m ،( ,..., )i d1 .یک خودریختی است 

 ■ .رجوع کنید ]0، لم5[به برهان: 

 

 

1-Frattini subgroup 
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ص ورت ای نست، دردوری نیگروهی باشد که -pیک ،G. ف رض کنیدقضیه 1-3-21
G

G


نی ز دوری  

 باشد.مین

tGcکن یم ف رض م ی اس تت وان پ وچ G: چون برهان )(ب الایی مرک زیص ورت س ری ای ن. در 

t t tZ Z Z Z G      1 2 )را داری  م، ک  ه در آن  11 )t

t t

Z G
Z

Z Z 


1 1

. بن  ابراین
t

G

Z 1

آبل  ی   

tGاس  ت، پ  س  Z 
  ). همچن  ین 1 )t

t t

Z G
Z

Z Z



 

1

2 2

 روای  ناز، 
( )

t t

t t

t t

G G

Z Z G

G Z Z
Z

Z Z

 

 

 

 2 2

1 2

2 2

. چ  ون 

tGc )( لذا ،
t

G

Z 2

آب لی نیس ت، پ س 
t

G

Z 1

ب ا توج ه ب ه  ب اش  د.مین دوری 
t t

G
GG

Z Z

G
 

 


1 1

  ،
G

G


 

 ■ ست.نینی ز دوری 
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 فصل دوم

مركزي تقریبا هاي هایي با خودریختيگروه 

 داخلي
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)اگر )Aut G ه ای مرک زی هس تند. ب ه عب ارت دیگ رها، خ ودریختیآبلی باشد آنگاه همه خودریختی

( ) ( )cAut G Aut G. 

)بع دا نی ز م شاه ده ش ده ک ه اگ ر   )Aut G ه  ا  ن اآبل ی ب اش د ممک ن اس  ت هم  ه خ ودریخت  ی

 رجوع کنید.( ]7[به به عنوان مثال م رک زی ب اشن د. ) 

های مرک زی به جای اینک ه ب ا ک ل گیریم که خودریختیاین فصل ما ح الت متفاوتی را در نظر می در

د، یعن   ینه   ای داخ   لی براب  ر باش  د فق  ط ب   ا خ ودریخ   تینه  ا ب راب   ر باش  خ  ودریختی

( ) ( )cAut G Inn G. در ابتدا ماp-های متناهی که دارای این خاصیت هستند را طبق ه بن دی گروه

گروه -pیک Gبه علاوه ثابت خواهیم کرد که اگر کل منحصر به فرد دارند.دهیم که شکرده و نشان می

)صورت اینمتناهی باشد در ) ( )cAut G Inn G  اگر و تنها اگر ( )Z G و دوری باشد ( )G Z G . 

ی اس ت گروه -p، از رده دو گروه-pاست. همچنین منظور از  ]2[ تذکر: این فصل برگرفته از مرجع 

 باشد.می از رده دو توانکه پوچ

 

 نتایج بنیادیها و لم 2-1

 

 صورتاین، درباشدمیگروه از رده دو -pیک Gفرض کنید .لم 2-1-1

(0 )( )G Z G . 

(2)exp( ) exp( )
( )

G
G

Z G
  . 
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( در تج زی ه دوری9)
( )

G

Z G
ت ا از ع  وامل دارای بیش ترین مرتب ه  ه ای دوری ح داق ل دوب ه گ روه 

)expهستند. به عبارت دیگ ر اگ ر  )
( )

cG
p

Z G
، آنگ اه ی ک p-گ  روه آبل  یC وج  ود دارد ک  ه 

( )
c cp p

G
C C C

Z G
  . 

)، ب ناب رای ن باشدمیتوان از رده دو ی ک گ روه پوچ G ( چ ون0) :بممرهان )G Z G . 

)exp( ف رض کنی د2) )
( )

G
m

Z G
 وexp( )G n   و],[ yx م ول دی ازG   .ب اش د 

x,صورت به ازای هرایندر y G ،( ( )) ( ( ))m mxZ G yZ G 1بنابراین ., ( )m mx y Z G که بنا به ،

]داریم  00-9-0قضیه  , ] [ , ]m mx y x y 1چون .G   آبلی است در نتیجهn m. 

]برایاز طرف دیگر  , ]x y G ،  داریم[ , ]nx y 1 .00-9-0بنا به قضیه  صورتایندر ،[ , ]nx y 1 لذا .

n nx y yxچ  ون .y  عنص  ر دلخ  واهی ازG گی  ریم اس  ت نتیج  ه م  ی( )nx Z Gبن  ابراین . 

( ) ( )nx Z G Z G . پس
( )

( ( ))n

G

Z G

xZ G 1ل ذ ا ،m n . 

mبنابه آنچه گفتیم  nپس ،exp( ) exp( )
( )

G
G

Z G
 . 

)exp( فرض کنید9) ) exp( )
( )

cG
G p

Z G
  صورت . دراین

)(GZ

G عنصری مانند)(GZx1  دارد به

cpGZxoطوری که  ))(( ، 01-2-0 . لذا طبق قضیهدارای بزرگترین مرتبه است GZx1)(یعنی  ،1

لی گروه آب-p برای
)(GZ

G  زی رگ روه ی م انندK  وج ود دارد ب ه ط وری ک ه

KGZx
GZ

G
 )(

)(
cpKکنی م . ادع ا م ی1 )exp(.  فرض کنیدtK )exp( چون .

)(GZ

G
K پس ،cpt . های آبلی عناصری از از طرفی طبق قضیه اساسی گروهG  1مانندx،2xو...،
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nx  وجود دارند که )()( GZxGZxK n2  همچنینKGZx
GZ

G
 )(

)(
، لذا 1

 )()()(
)(

GZxGZxGZx
GZ

G
n21. 

tK چون )exp(در نتیجه به ازای هر ، ni 2،)())(( GZGZx t

i  .پس)(GZx
t

i  . چ ونG 

j ،njباشد، لذا به ازای هر دو میتوانی از رده پوچ 1، 1 ],[],[ j

t

i

t

ji xxxxبه ازای  . همچنین

i ،niه ر 1، 111  ],[],[
t

i

t

i xxxxچ   ون . }],{[ njixxG ji ، ب ناب رای   ن ب   ه 1

Ggازای ه ر ، 1tg. رو اینازtG )exp( . 

cpGاز ط رف ی )exp( پ سtp c  در نتیج ه .cpK )exp(. 

KGxZف رض کنی د  )(  چنان باش د کهcpGxZo ))(( 00-2-0. بنا به قضیه ،K  زیرگروهی

CGxZKدارد ب ه ط وری که  Cمانند  CGxZGZx. ل ذا )((
GZ

G
 ))()(

)(
1 .■ 

 

ی ک ب ینب هی ک تن اظر ی ک ص ورتاینباشد در ی ک گروه ناآبلی محض Gفرض کنیم. لمم 2-1-2

)(GAutc و))(,( GZ
G

G
Hom


)(),)(( وجود دارد، به عبارت دی گر  GZ

G

G
HomGAutc


. 

) مکن  ی: ف  رض م  یبرهممان )cAut G ص  ورت نگاش  ت ای  ن، در: ( )f G Z G    را ب  ا ض  ابطه

( ) ( )f g g g  fدهیم نشان می کنیم.تعریف می 1   یک همریختی ازG به( )Z G .است 

21اگ    ر  gg   آنگ    اهg g 1 1
1 )و 2 ) ( )g g 1 ). بن    ابراین 2 ) ( )g g g g  1 1

1 1 2 . پ    س 2

)()( 21 gfgf  لذا .f   .خوش تعریف است 

)،Ggبه ازای هر  ) ( )g g Z G 1بنابرای ن برای هر ،,g g G1 2، 

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )f g g g g g g g g g g      1 1 1
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 

                                            .( ) ( ) ( ). ( )g g g g f g f g    1 1
1 1 2 2 1 2 
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) چ   ون )cAut G،G  دارد، ب   ه ازای ه   ر نقط   ه ثاب   ت نگ   ه م   ی ب   ه را نقط   هx G  ،

( ) ( ) .f x x x x x    1 1 G، بن     ابراین 1 kerf   ل     ذا همریخت     ی .f  همریخت     ی  ،

: ( )
G

f Z G
G

 


)را با ضابطه   ) ( )f gG g g    کند.القا می 1

:حال   ( ) ( , ( ))c

G
Aut G Hom Z G

G
 


fی را با ضابطه    گیریم. در نظر می 

gبه ازای هر G،( ) ( )g g 1 )اگر و تنها اگر 2 ) ( )g g g g  1 1
1 ). پس2 ) ( )f gG f gG 

 
1 2

 

)اگر و تنها اگر ) ( )   1  یک است. بهخوش تعریف و یک . لذا 2

:فرض کنید  ( )
G

f Z G
G




G:همریختی دلخواه باشد ویک   G   را با ضابطه

( ) ( )x xf xG  به وضوح  کنیم.تعریف می خوش تعریف است. همچنین به ازایGyx ,  ، 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xy xy f xyG xyf xG f yG     

                                                     ( ) ( ) ( ) ( )xf xG yf yG x y    

متن اهی  Gخ ودریختی نباش د. چ ون  کن یمیک درونریختی است. به برهان خلف فرض می لذا 

، Gxکن   د. همچنی    ن ب    ه ازای در ه   ر دو ش   رط زنجی   ر ص   دق م   ی Gاس   ت، ل   ذا 

( ) ( ) ( )x x f xG Z G  1پ س ، ی ک درون ریخت ی ن رمال است. از ط رف دیگ ر 

))(()())(())(()( GxxffGxxfGxxfxx   2 

 و ب ه ط ور مش ابه
xt

t xax ,)(   ک ه در آن)(, GZa xt  اگ ر . ت وان باش د در ای ن ص ورت پ وچ

1 xa xt ,
توان نیس ت. ل ذا پوچ دلخواه است به تناقص می رسیم، پس  xناآبلی و  G ،  از آنجا که

kkGبن   ا ب   ه ل   م فیتین       kerIm چ   ون . )()( uxfxk   ب   ه ازایkx ker ،

1 )()( uxfxkرو این. از)()( GZufx 1  و لذا( )x Z G پس .ker ( )k Z G  ، 

تن اقص اس ت.  در Gب ودن  ن اآبلی مح ض ب ا گروه آبلی نابدیهی است، بنابراین kkerصورت ایندر

خ ودریختی مرک زی  یک خودریختی نرمال اس ت، پس  یک خودریختی است. چون یجه درنت

) بنابرایناست.  )cAut G  ح ال با ت وجه به ضابطه .( ) ( )x xf xG  ،( ) ( )x x f xG 1 . 



28 

 

xصورت به ازای هرایندر G ،( ) ( )f xG f xG
  لذا .f f  .ب نابرای ن( ) f   پ س .  ی ک

 ■یک اس ت. بهتناظ ر یک

 

 

 صورتایندرهای آبلی باشند، گروه Uو A، C. فرض می کنیم لم 2-1-3

(0 )),(),(),( UCHomUAHomUCAHom . 

)gcd( اگر 2) , )d m n آنگاه ،( , )m n dHom C C C. 

)ب اش  د آنگ  اه  Aی ک زیرگ  روه از  B( اگ ر9)  , )Hom B U  ب  ا زی رگ روه  ی از( , )Hom A U 

 ی کریخ ت است.

(2 )),(),( AUHomUAHom . 

  .رجوع کنید] 5-2، قضیه 05[به  (0: )بمرهان

 2-0-0( بنا به قضیه 2)

( , ) [ ] { ; } { ; }m n n n nHom C C C m r C mr r C n mr     0 

         
{ ; | } { ; }

{ , ,..., }

n n

n m n
r C r r C r

d d d

n n dn n

d d d d

   

  
2

 

)یکریخ ت اس ت، ب ناب رای ن  dC ب ا dاز آن جا ک ه ه ر گ روه دوری از م رتب ه , )m n dHom C C C . 

Bآبل ی ان د و  Uو A ،Bچ ون( 3) Aلذا ، 
spp

CCA   1 و
spp

CCB   1 

i ،iطوری که به ازای هر به s 1 ،ii   .
tpp

CCU   1 بنابراین . 

                                      ),(),(
ts pppp

CCCCHomUAHom    11 

                                       

).,(

),(),(),(

),(),(),(

UBHom

CCHomCCHomCCHom

CCHomCCHomCCHom

tss

tss

pppppp

pppppp















111

111
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)( اگر 2) , )d gcd m n  ( هم ین قض یه 2بن ا ب ه قس مت )آنگاه( , )m n dHom C C C و همچن ین 

( , )n m dHom C C C بنابراین .( , ) ( , )m n n m dHom C C Hom C C C . 

 آبلی اند، لذا Uو Aچون 

;

;

m m m
k

n n n
t

kp p p

tp p p

A C C C m m m

B C C C n n n

      

      

1 2

1 2

1 2

1 2

 

 داریم ( همین لم و آنچه در بالا گفته شده 0بنا به قسمت )

( , ) ( , )m m n nk tpp p p
Hom A U Hom C C C C    1 1
 

  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

m n m n m n m nt k k t

n m n m n m n mt k kt

n n m mt k

p p p p p p p p

p p p p p p pp

p p p p

Hom C C Hom C C Hom C C Hom C C

Hom C C Hom C C Hom C C Hom C C

Hom C C C C Hom U A

      

      

     

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

 

 ■ رسد.لذا اثبات به اتمام می

 

 Vو Aیک زیرگروه سره از Bهای آبلی نابدیهی باشند. اگرگروه-U، pو A. فرض کنیدلم 2-1-4

)صورت اینباشد، در Uسره از گروه ریک زی , )Hom B V ای از سره گروهربا زی( , )Hom A U  یکریخت

}minاست. علاوه بر این اگر  , }k
A U

p
B V

 آنگاهkp ، عدد
( , U)

( , )

Hom A

Hom B V
 کند.را عاد می 

 باشد. Uدر pنیز از اندیس  Vو Aدر  pاز اندیس Bکنیم که: در ابتدا فرض میبرهان

 V. به طور مشابه اگرحکم برقرار است( 9)9-0-2 بنا به لم آنگاه باشد Aیک عامل مستقیم از Bاگر 

S ،1و iباش د نی ز چن ین اس ت. بن ابراین ب رای بعض ی از Uمس تقیم از  یک عام ل ip
CSA  و

ip
CSB و برای بعضی از . j وT، jp

U T C   jpو  1
V T C بنابراین . 

( , ) ( , )i jp p
Hom A U Hom S C T C   1 1 

                       ( , ) ( , ) ( , ) ( , )j i i jp p p p
Hom S T Hom S C Hom C T Hom C C      1 1 1 1 

( , ) ( , )i jp p
Hom B V Hom S C T C   
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         ( , ) ( , ) ( , ) ( , )j i i jp p p p
Hom S T Hom S C Hom C T Hom C C    

)بین  یم ک   ه تم   ام عامله  ایاز مقایس   ه تم   ام عوام  ل م  ی , )Hom B V ه  ایی از عوام  ل زیرگ  روه

( , )Hom A U  هستند. اما عامل آخر در( , )Hom B V یک زی رگ روه س ره یک ریخت از ان دیسp  در

)عامل آخ ر , )Hom A U با فرض  اس ت، زی راi j ، 

( , ) ( , )
[ ( , ) : ( , )]

( , )( , )

i j

i j i j

i j

i j i
p p

i j ip p p p

p p

Hom C C p p p
Hom C C Hom C C p

p p pHom C C

 

 

  

   
1 1

1 1

1 1 1

 

)min که mح ال ب ه اس تقرا روی  , )m
A U

p
B V

کنیم.، حک م را ث ابت می 

mگفتیم اگر  1 .کنیم حکم برای حال فرض می باشد، حکم برقرار استkp 1  باشدنیز برقرار . 

}minاگ ر , }k
A U

p
B V

  کن یم وارد ش ود ف رض م یخللیآنگ اه بدون آنکه به کلیت اثبات
B

A
p k  

 صورت دو حالت ممکن است رخ دهد. ایناست. در

a :i)(حالت kp
A S C  ، ip

B S C ، j rp
U T C   وi sp

V T C     ک ه در آنr s k   و

r s، .که سه حالت ممکن است رخ دهد 

krحالت اول: اگر    0وs آنگاه  

( , )

( , )

i k i r i k

i i s i

p p p k

p p p

Hom C C C
p

Hom C C C

  



  بنابراین .
( , )

( , )

k
Hom A U

p
Hom B V

. 

krحال  ت دوم: اگ  ر  ،0s  وis  آنگ  اه
( , )

( , )

i k i r i k

i i s i s

i k
p p p k s

i s

p p p

Hom C C C p
p

pHom C C C

  

 





   چ  ون .

0s،   بنابراینk k sp p .  پس
( , )

( , )

k
Hom A U

p
Hom B V

. 
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rkحالت سوم : اگر  ،0s  وis  آنگ اه
( ,

( ,

i k i r

i i s

i r
p p r s

i s

p p

Hom C C p
p

pHom C C

 







  چ ون .r s k  

kاست، پس  r sp p  بنابراین .
( , )

( , )

k
Hom A U

p
Hom B V

. 

b :21)(حال  ت AAA   21و BBB   ک     ه در آن
1

11

B

A
p

k
 ،

2

22

B

A
p

k
  وkkk

ppp  21 .

ل   ذا 
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

Hom A U Hom A U Hom A U

Hom B V Hom B V Hom B V
 

1 2

1 2

. بن ا ب ه ف رض اس تقرا 
),(

),(

VBHom

UAHom
p

k

1

و  11

),(

),(

VBHom

UAHom
p

k

2

، در نتیجه 22
( , )

( , )

k
Hom A U

p
Hom B V

.■ 

 

اس ت را در  cpکه مرتبه آن قابل قسمت ب ر  Aو گروه دوری cpنمااز  Kگروه آبلی-p.لم 2-1-5

)صورتایننظر بگیرید، در , )Hom K A باK  .یکریخت است 

tKآبلی اس ت، ل ذا  K: چ ونبرهان K K K   1 i ،tiک ه در آن ب  رای ه  ر 2 1،iK  دوری

 است. بنابراین 

 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t tHom K A Hom K K K A Hom K A Hom K A Hom K A       1 2 1 2

  

  ،(2)9-0-2 ها دوری اند لذا بنا به قضیهiKو Aرا عاد می کند و Aمرتبه Kچون مرتبه هر زیرگروه

■.( , ) tHom K A K K K K    1 2 

 

)باش د آنگ اه  pدوری از مرتب ه Aو rگروه آبلی از رتبه-pیک K. اگرلم 2-1-6 , )Hom K A ب ا 

( )r

pC .یکریخت است 
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rKآبلی است، لذا  K: چونبرهان K K K   1 i ،ri، که در آن ب رای ه ر2 1،iK  دوری

 بن                       ابراین اس                       ت.

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )r rHom K A Hom K K K A Hom K A Hom K A Hom K A       1 2 1 2                       

          ■ .( )r

p p p pC C C C     

NAG. فرض کنید لم 2-1-7  یکp-گروه ناآبلی باشد که در آنA آبلی ناب دیهی وN  ن اآبلی

)محض است. اگر  ) ( )cInn G Aut G  آنگاه( ) : ( )cAut G Inn G p 2 . 

): اگ ربرهان , )Hom N A آنگ  اه نگ  اشت* :G G  را ب  ا ض ابطه*( , ) ( ( ), )a n a n n  

 است.  Gیک خودریختی مرکزی روی *کنیمگیریم، ادعا میدرنظ ر می

a,به ازای a A1 1و  2 2,n n N ،( , ) ( , )a n a n1 1 2 )),(()),((اگر و تنها اگ ر 2 222111 nnanna   ب ه .

) عبارت دیگر , ) ( , )a n a n1 1 2 ),(),( اگر و تنها اگر 2 **

2211 nana  صورت خوش تعریفی و این. در

 .شوداثبات می *یک بودنبهیک

a,به ازای a A1 n,و  2 n N1 2،  

* *( , ) ( , ) ( ( ), ).( ( ), ) ( ( ). ( ), )a n a n a n n a n n a n a n n n      1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 

                                         
*

( ( ) ( ), ) ( ( ), )

( , )

a a n n n n a a n n n n

a a n n

  



 



1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

 

 یک همریختی است. *بنابراین 

)ح    ال ب    ه ازای ه    ر , )x y Gق    رار دهی    د  ،)(yxa 1  وn yص    ورت ای    ن، در

*( , ) *( ( ), ) ( ( ) ( ), ) ( , )a n x y y x y y y x y       1 ی  ک  *پوشاس  ت. بن  ابراین *. ل  ذا1

 باشد.خودریختی می

)به ازای هر همچنین  , ), ( , )a n a n G1 1 2 2، 

( , ) *( , ) ( , )( ( ), ) ( ( ), ) ( )a n a n a n a n n n Z G      1 1 1 1 

 خ ودریختی مرک زی اس ت. *پس 
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1به ع لاوه اگ ر )(na   به صورت آنگ اه بعضی از عناص ر( , )n1 درN تح ت  وج ود دارن  د ک  ه

1چ        ون ب       ه ازای  نیس       تند، Nاز عنص       ری خ       ودریختی  )(na  ،

*( , ) ( ( ), ) ( , )n n n a n N   1ل ذا . *  .داخ لی نیس ت 

N، 02-9-0گروه ناآبلی محض است، لذا طبق قضیه -N،pاز طرفی چون

N 
دوری نیست ول ی آبل ی  

 از آنجا که گروه متن اهی اس ت است، بنابراین
naaa

ppp
CCC

N

N



21  ک ه در آنn  ب ه و  2

i ،niازای هر 1 ،1ia. 

 ( داریم،2( و )0)9-0-2 گروه آبلی نابدیهی است، لذا بنا لم -A،pاز طرف دیگر

( , ) ( , ) ( , )p p p

i i

N
Hom N A Hom A Hom C C C p

N
   


 

2 

نش ان  Bها را ب ا مجموع ه وجود دارد. اگر تمام این انتخا  *و انتخا  برای 2pح داقل بنابراین

)بنا به قضیه دوم یکریختی دهیم آنگ اه  )

( ) ( )

BInn G B
p

Inn G B Inn G
  2 . 

ب   ه ط   ور مش   ابه اگ   ر  , ( )Hom A Z N  آنگ   اه نگاش   ت* :G G   را ب   ا ض   ابطه

*( , ) ( , ( ))a n a n a  کنیم ادعا میگ یریم، درنظ ر می*  .ی ک خ ودریخت ی م رک زی اس ت 

a,به ازای  a A1 n,و  2 n N1 2، ( , ) ( , )a n a n1 1 2 ),)((),)((اگر و تنها اگ ر 2 222111 anaana   ب  ه .

)عب   ارت دیگ   ر , ) ( , )a n a n1 1 2 ),(),(اگ  ر و تنه  ا اگ  ر 2 **

2211 nana  ص   ورت خ  وش ای   ن. در

 .شوداثبات می * یک بودنبهیک تع ریف ی و

a,هر به ازای  a A1 n,و  2 n N1 2،  

* *( , ) ( , ) ( , ( )).( , ( )) ( , ( ) ( ))a n a n a n a a n a a a n a n a      1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 

*

( , ( ) ( )) ( , ( ))

( , )

aa n n a a aa n n aa

aa n n

  



 



1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

 

 یک همریختی است. *بنابراین 
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) ح    ال ب    ه ازای ه    ر , )x y G ق    رار دهی    د ،a x و( )n y x  ص    ورت ای    ن، در1

*( , ) *( , ( )) ( , ( ) ( )) ( , )a n x y x x y x x x y       1 ی ک  *رو ای نپوشاست. از *. بنابراین1

)به ازای هر  همچنین خودریختی است. , ), ( , )a n a n G1 1 2 2، 

( , ) *( , ) ( , )( , ( )) ( , ( )) ( )a n a n a n a n a a Z G      1 1 1 1 

 خودریختی مرکزی است.   *بنابراین

1 به علاوه اگر )(an   آنگ اه بعضی از عناص ر( , )a تح ت خ ودریختی  وج ود دارن د ک ه Aدر 1

  از لزوما عنصریA ،1زی  را ب  ه ازای  نیس تند )(an ، *( , ) ( , ( )) ( , )a a a a n A   1 .

 داخ لی نیس ت.   *بناب راین 

وج  ود  انتخا  مجزا برای  pح داقل  9-0-2 لم بنا بهند ل ذا اهای نابدیهیگروه-N،pو Aچون 

)دارد. همچنین  , ( ))Hom A Z N pلذا حداقل ،p انتخا  مجزا برای*  وجود دارد. اگر تمام این

 گی ریمنتیج ه م ی یکریخت یب ا اس تفاده از قض یه دوم آنگ اه  نشان دهیم Cها را با مجموعه انتخا 

( )

( ) ( )

CInn G C
p

Inn G C Inn G
  . 

ه  ر اگ ر ب ه ازای دارد.اش  تراک ناب دیهی  Cب ا مجموع ه Bمجموع ه کافی است نشان دهیمح ال 

( , )a n G، * *( , ) ( , )ga n i a n ،  که در آن( , )g x y G  آنگاه 

* ( , ) *( , ( )) ( , ) ( , ) ( ( ), ( ))x y x y x y ya n a a n a n a n n       

)، Gروهگ  صورت ب ه ازای ه ر عنص ر ازایندر )x ya n a   و( ) yn a n  ل ذا ب ه ازای عنص ر ،

( , )a G1، xa a  ب   ه ازای و( , )n G1 ،yn n در نتیج   ه .( )yn 1  و( )a 1رو ای   ن، از

* 1  و* 1 .■ 

 

)کنیممی. فرض لم 2-1-8 ) ( )cInn G Aut G و به ازای عدد طبیعیn، ( ) : ( ) n

cAut G Inn G p،  

 باشد.ناآبلی محض می Gصورتاینعدد اول فرد است. دریک  pکه در آن
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Gص ورتاینناآبلی محض نباشد در Gکنیم فرض می (خلف )فرض: برهان A N  ک ه در آن ،A 

)ناآبلی مح ض اس ت. این ک ف رض کنی د  Nآبلی نابدیهی و )Aut A.:G G   را ب ا ض ابطه

( , ) ( ( ), )a n a n  کنیمادعا میکنیم. تعریف می( )cAut G  . 

 شود.به وضوح دیده می یک خودریختی است، خوش تعریفی و یک به یک بودن  از آنجا که 

Aaaبه ازای هر  حال , وNnn ,، 

( , ) ( , ) ( ( ), ).( ( ), ) ( ( ) ( ), )a n a n a n a n a a nn            

                                        ( (( ), ) ( , )aa nn aa nn      

 همریختی است.  بنابراین 

)ب   ه ازای ه   رهمچن   ین  , )x y Gوج   ود دارن   د ، ( )a x  ynو  1   ب   ه ط   وری ک   ه

( , ) ( ( ), ) ( ( ( )), ) ( , )a n a n x y x y     1 پس ، .پوشاست 

{( , ) ( , ) } {( , ) ( ( ), ) ( , )}GKer a n G A N a n a n G a n         1 11 

                        {( , ) ( ) , } {( , ) , } {( , )}a n G a n a n G a n        1 1 1 1 11 

 یک خودریختی است. یک است و لذا بهیک بنابراین 

Gnaبه ازای هرهمچنین  ),(، 

( , ) ( , ) ( , )( ( ), ) ( ( ), ) ( )a n a n a n a n a a Z G       1 1 1 1 1 

)لذا  )cAut G  پس .( ) ( )cAut A Aut G . 

پس آبلی است، Aاز طرف دیگر چون 
npp

CCA   1 02-2-0 قضیه و 2-0-0لم . بنا به،  

| ( ) |p Aut A1.  از طرفی نشان دادی م( ) ( )cAut A Aut G ل ذا ،( ) ( )cAut A Aut G در نتیج ه .

( )cp Aut G1طبق فرض .( ) : ( ) n

cAut G Inn G pپس ، ( ) ( )n

cAut G p Inn G. 

) به علاوه )
( )

G
Inn G p

Z G

  بنابراین ،( ) .n n

cAut G p p p  پس .np p 1  که ی ک

 ■باشد. ناآبلی محض می Gاست، ل ذا تناقض 
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، رتبهتوانی دواز رده پوچ Gدر گروه ناآبلی .لم 2-1-9
( )

G

Z G
همچن ین اگ ر رتب ه اس ت،ح داقل دو  

( )

G

Z G
Gدو باشد آنگاه رتبه   .یک است 

های : ف رض کنید رتب هبرهان
( )

G

Z G
Gو     به ت رتیبr وd .باشند  

آنگ اه  1r اگ ر 
( )

G

Z G
پس آبل ی م ی ب اش  د ک  ه ی  ک تن  اقص اس  ت. Gدوری اس ت و ل ذا  

2r.  حال اگ ر r  Gyxب ه ازای  آنگ اه، 2 , ،( ), ( )
( )

G
xZ G yZ G

Z G
 پ س ب ه ازای ه ر .

,a b G  ک                                           هi ja x y z، i jb x y z
    و)(, GZzz  ،

,[ , ] [ , ] [ ][ , ] [ , ]i j i j i i j j i j la b x y x y x x y y x y x y
     

   بنابراین . ],[ yxG وd  1.■ 

 

ت وان از رده دو ب اش د آنگ اه نامع ادلات زی ر را گ روه ن اآبلی مح ض پ وچ-G،p. اگرنتیجه 2-1-11

 داریم،

( ) ( , ) ( , ( )
( ) ( ) ( )

G G G
Inn G Hom G Hom Z G

Z G Z G Z G
   

                                                                .( , ( )) ( )c

G
Hom Z G Aut G

G
 


 

 و باش دمیتوان از رده دو پوچ G. چ ون :برهان
G

G


، ل  ذا ت اس آبل  ی  

)()( GZ

G

G

GZ
G

G





بن ابراین .

)(GZ

G  ب ا زی رگ روه ی از
G

G


یک ری خت اس ت، )در ح  د یک ریخت ی 

G

G

GZ

G




)(
). 
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آید. همچن ین نامس اوی بدست می 1-0-2تساوی اول بدیهی است، نامساوی اول از لم  1-0-0از قضیه

داری م، ب دین 0-0-2شود، بالاخره آخرین تساوی را از لم حاصل می 9-0-2دوم و سوم با استفاده از لم 

 ■ شود.صورت  اثبات کامل می

گ روه -pرا Gگی ریم،هایی که قبلاً به آن اشاره کردیم را ثابت در نظ ر م یبرای راحتی کار ما علامت

توان از رده دو قرار دهید و فرض کنید پوچناآبلی محض 
( )

G

Z G
Gو    نمااز cp های و به ترتیب از رتبه

r وd باشند. همچنین( )Z G را از رتبهz  از (حداقل نماcp.قرار دهید ))*( 

 

 با مفروضات)*( داریم، .لم 2-1-11

  (0)( )( , )
( ) ( )

r dG G
Hom G p

Z G Z G

  1.  

(2 )   ( )( , ( ))
( ) ( )

r zG G
Hom Z G p

Z G Z G

 1. 

)exp ،0-0-2 ( بنا به لم0: )برهان ) exp( )
( )

cG
G p

Z G
  فرض کنید .x G که( ) co x p .چون

G  آبلی است لذاG x K    که در آنK  چون همچنین . باشدمیآبلی
( )

G

Z G
،p- گروه آبل ی

xاس   ت و  cpنم   ااز    دوری از مرتب   هcp داری   م  1-0-2 باش   د، بن   ا ب   ه ل   مم   ی

)(
),

)(
(

GZ

G
x

GZ

G
Hom  .پس 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )

G G G G
Hom G Hom x K Hom x Hom K

Z G Z G Z G Z G
        

                                ( , )
( ) ( )

G G
Hom K

Z G Z G
  

Gچ  ون رتب  ه  ،d  اس  ت، بن  ابراین رتب  هK ،1d خواه  د ب  ود. از طرف  یK آبل  ی اس  ت، ل  ذا 

dp p
K C C 


  

1 1
 . حال
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )d dp p p p

G G G G
Hom K Hom C C Hom C Hom C

Z G Z G Z G Z G
   

 
     11 1 1

 بنابراین    

                     ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )

dp p

G G G G
Hom G Hom C Hom C

Z G Z G Z G Z G
  

   
1 1 

    ( , ) ... ( , )
( ) ( ) ( )

p p

G G G
Hom C Hom C

Z G Z G Z G
 

چون 
( )

G

Z G
-0-2 است، لذا بنا به لم pگروه دوری  از مرتبه  یک pCو rگروه آبلی از رتبه-pیک 

4 ،( , ) ( )
( )

r

p p

G
Hom C C

Z G
 بن    ابراین .( , ) . ( ) ... ( )

( ) ( )

r r

p p

G G
Hom G C C

Z G Z G
  پ    س .

( )( , ) .
( ) ( )

r dG G
Hom G p

Z G Z G

  1. 

 

)exp، 0-0-2 ( بنا به لم2)  ) cG p بنابراین ،  cpGZ ))(exp(  ک ه در آن 0. )(GZy  را

کنیم که طوری انتخا  می cpyo ). بن ابراین )( )Z G y K  زیرگ روه آبل ی  K1ک ه در آن  1

( )Z G چ   ون اس   ت .( )Z G  دارای رتب   هz  اس   ت، بن   ابراین رتب   هK1 ،z 1  اس   ت. ل   ذا

111 


zmm
pp

CCK . 

از طرف دیگر 
( )

G

Z G
yاست. همچنین  rو رتبه cpنماگروه آبلی از -pیک    دوری و مرتب ه آن

cp  است که  قابل قسمت برcp 1-0-2 لذا بنا ب ه ل م باشد،می ،( , )
( ) ( )

G G
Hom y

Z G Z G
   .

 بنابراین

       ( , ( )) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )

G G G G
Hom Z G Hom y K Hom y Hom K

Z G Z G Z G Z G
      1 1 



39 

 

      

r

p

r

p

pp

pp

pp

CC
GZ

G

C
GZ

G
HomC

GZ

G
Hom

GZ

G

C
GZ

G
HomC

GZ

G
Hom

GZ

G

CC
GZ

G
Hom

GZ

G
K

GZ

G
Hom

GZ

G

zmm

zmm

)()(
)(

),
)(

(),
)(

(
)(

),
)(

(),
)(

(
)(

),
)(

(
)(

),
)(

(
)(





















11

111

 

) پس )( , ( ))
( ) ( )

r zG G
Hom Z G p

Z G Z G

 1.■ 

 

)با مفروضات)*( داریم، . لم 2-1-12 , ( )) ( , ) ( ) :
( )

G G
Hom Z G Hom G Z G G

G Z G
 


. 

: ،2-0-2 : در ل      مبرهممممممان
G

A
G




،  
)(

:
GZ

G
B  ،: ( )U Z G و:V G  بن      ابراین .

( , ( )) ( , ) .
( )

mG G
Hom Z G Hom G p

G Z G



 که در آن ،

.
( ) ( ) ( ) ( )

min( , ) min( , )

( )

m

G

G Z G Z G Z G Z G
p

G G G G G

Z G


  

   
 

)پ س   ) :mp Z G G  ل ذا .( , ( )) ( , ) ( ) :
( )

G G
Hom Z G Hom G Z G G

G Z G
 


.■ 

 

 داریم، با مفروضات)*(  .لم 2-1-13

(0)( )( ) : ( ) ( ) : r d

cAut G Inn G Z G G p  1. 

(2 )( )( ) : ( ) r z

cAut G Inn G p  1. 

 داریم 02-0-2و  00-0-2، 2-0-2 های( از لم0: )برهان
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( 1)( ) ( , ( )) ( , ) ( ) : . ( ) :
( ) ( )

r d

c

G G G
Aut G Hom Z G Hom G Z G G p Z G G

G Z G Z G

    


 

بنابراین 

( )

( )

( ) : .
( )

( ) : ( ) ( ) : .

( )

r d

r d

c

G
Z G G p

Z G
Aut G Inn G Z G G p

G

Z G







 

1

1. 

 داریم 00-0-2و  2-0-2 های( از لم2) 

)(

)(
))(,

)(
())(,()( 1


 zr

c p
GZ

G
GZ

GZ

G
HomGZ

G

G
HomGAut 

بنابراین

( )

( )( )
( ) : ( )

( )

r z

r z

c

G
p

Z G
Aut G Inn G p

G

Z G



 

1

1 .■ 
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 اصلی ایجنت 2-2

 

) باشد به طوری که گ  روه از رده دو-pی ک Gاگر. قضیه 2-2-1 )Z G  ودوری( ) : eZ G G p  ،

)آنگ اه ) : ( ) e

cAut G Inn G p. 

): چونبرهان )Z G ل ذا است دوریG  ورت این ص غیر در ،باشدمیناآبلی محضG A K   ک  ه در

)اآبل ی محض اس ت، پ س ن  یک گروه Kی و روه آبل  گیک  Aآن  ) ( )Z G A Z K از ط  رفی .G 

 اند. گ روه-KZ،p)(و  Aاست، بنابراین گروه -pیک

)چون  )Z Gدوری است، لذا باید A و ( )Z K  دوری و مرتبه آنه ا نسبت ب ه هم اول باش د ک ه تن اقص 

)(),)(( ،2-0-2 پس بن ا ب ه ل ماس ت.  GZ
G

G
HomGAutc


. 

 ،0-0-2 باش     د، ل    ذا بن     ا ب     ه ل     مت    وان از رده دو م    یگ    روه پ    وچ Gهمچن    ین 

exp( ) exp( )
( )

cG
G p

Z G
 . به علاوه ( ) ( ) :Z G G Z G G  ، که از دوری ب ودن( )Z G  داری م

exp( ( )) exp( ) ( ) :Z G G Z G G پس . exp( ( )) c eZ G p چون . exp( )
( )

cG
p

Z G
 ازای ه ر، ب ه

g G ،( )z Z G وجود دارد به طوری ک هcpz g ی. از طرف ( ) : eZ G G p ل ذا ،
epz G  .

).پس )
c e c e c ep p p p pg g g G



  .  در نتیج ه ب ه ازای ه  رG
gG

G



، ( )

c epgG G


  .درای ن-

)exp ص  ورت ) exp( ( ))e cG
p Z G

G

 


)، 1-0-2 ل   ذا بن  ا ب   ه ل   م . , ( ))
G G

Hom Z G
G G


 

و در  

نتیجه 
G

G
GZ

G

G
HomGAutc





 )، 4-0-0لم همچنین طبق  .)(),)(( )

( )

G
Inn G

Z G
 لذا ، 

■.
( )

( ) : ( ) ( ) :

( )( )

e

c

GG

G Z GG
Aut G Inn G Z G G p

G GG

Z GZ G
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)گ  روه ن  اآبلی و -pی  ک G. ف  رض کنی  دقضممیه 2-2-2 )cAut G ش  امل( )Inn G باش  د، اگ  ر

( ) : ( )cAut G Inn G p   ، آنگاه 2

)یا  )Z G  دوری است و( ) : ( ) : ( )cZ G G Aut G Inn G  

) و ی     ا ) : ( )cAut G Inn G p )و 2 ) :Z G G p  همچن     ین .G  در یک     ی از س     اختارهای

( )
c cp p

G
C C

Z G
  ،( ) c pp

Z G C C ، cp
G C  و c cp p

G
C C

G
 


 کند.صدق می 1

) : چونبرهان )cAut G شامل( )Inn G وG ناآبلی است، پ سG باش د، ل ذات وان از رده دو م یپ وچ

( )G Z G 2. علاوه بر این چونpGInnGAutc )(:)(5-0-2 ، با توجه به ل م، G  ن اآبلی مح ض

r،(0)09-0-2 اس  ت، پ  س طب  ق ل  م  dو 2  dزی  را اگ  ر  ،1  rآنگ  اه  1  ، ک  ه در ای  ن حال  ت 2

( ) : ( )cAut G Inn G p Gتناقض است. بنابراین یک که 3   . دوری است 

)برای  )Z G  .ممکن است دو حالت اتفاق بیفتد 

)کنیم حالت اول: فرض می )Z G ص ورت چ ونایندرباشد،  دوریG ت وان از رده دو و پ وچ( )cAut G 

)شامل )Inn G 0-2-2 است بنا به قضیه، ( ) : ( ) : ( )cZ G G Aut G Inn G . 

) دوم: حال )Z G  دوری نباش د، چ ونr  z(، 2)09-0-2 ، طب ق ل م2  ) پ س، 2 )Z G  و
( )

G

Z G
 

)های دو هستند و همچنین دارای رتبه ) : ( )cAut G Inn G p 2. 

)exp ،0-0-2 ل   م ت   وان از رده دو، ل   ذا بن   ا ب   هپ   وچ Gچ   ون ) exp( )
( )

cG
G p

Z G
   و

( )
c cp p

G
C C

Z G
  از ای ن رو .G  دوری اس ت، پ س cp

G C  . 

G رتب   ه کنی   م ک   هادع    ا م   ی

G 
Gب اش   د. اگ  ر دو م   ی 

G 
باش  د آنگ  اه  sدارای رتب  ه  

spp
CC

G

G
 


1 همچنین .( )Z G باشد، پس دو می  دارای رتبه

21 mm
pp

CCGZ )(  ک ه در

21آن  mm  . 
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)expدی دیم  0-2-2 مطابق با آنچ ه در اثب ات ) exp( ( ))
G

Z G
G




ای وجود دارد کهs، پس 
sp

C   با

زیرگروهی از 
2m

p
C .چ ون یک ریخت اس تG و باش دمیتوان از رده دو پوچ 

G

G


، ل  ذا ت اس آبل  ی  

)()( GZ

G

G

GZ
G

G





بنابراین .
)(GZ

G  ب ا زی رگ روه ی از
G

G


یک ری  خت اس  ت، )در ح   د یک ریخت  ی 

G

G

GZ

G




)(
 ،(0)9-0-2ل  ذا طب  ق قضی ه  .(

( , ( )) ( , ) ( , ) ( , )m m m m
p p p p

G G G G
Hom Z G Hom C C Hom C Hom C

G G G G
   

   1 2 1 2
 

) پ                س , ( ) ( , ) ( , )m m
p p

G G G
Hom Z G Hom C Hom C

G G G


  
1 ن                ابراین . ب2

ssc pppGZ
G

G
Hom ..))(,( 22 


) درنتیجه .  ) ( )( , ( )) .s c s cG

Hom Z G p p p
G

   


2 1 2 2 1 . 

) از طرف     ی  )
( )

G
Inn G

Z G
 بن     ابراین ،( ) cInn G p  ،2-0-2 ل     م طب     ق روای     ناز .2

( ) ( , ( ))c

G
Aut G Hom Z G

G



)در نتیج ه  . )( ) : ( ) s

cAut G Inn G p  2 . ل  ذا بن  ا ب  ه ف  رض 1

s  Gو  ، 2

G 
 ب اش د.دارای رتب ه دو م ی 

) ،(0)09-0-2 همچن  ین بن  ا ب  ه ل  م  )( ) : ( ) ( ) : r d

cp Aut G Inn G Z G G p  2 ، ل  ذا دو حال  ت 1

( ) :Z G G p  یا ( ) :Z G G p   ممکن است رخ دهد. 2

):a)(حالت ) :Z G G p ص ورت ای ن، درG   ی ک ع امل مس تقیم از( )Z G  .اس ت 

)دانی    م ک    ه م    ی )Z G ب    اشد، ل    ذادارای رتب    ه دو م    ی cp
G C  ،( ) c pp

Z G C C   و

( )
c cp p

G
C C

Z G
  . 
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های مرتبه به با توجه
)(GZ

G ،)(GZ  وG   مرتبه
G

G


cpباید به فرم  ، 2 G، همچنین رتبه باشد 1

G 
دو  

باشد، لذا  در حد یکریختیتوان از رده دو میپوچ Gباشد. از طرف دیگر چونمی
G

G

GZ

G




)(
بنابراین  

 از
( )

c cp p

G
C C

Z G
  ،داریم c cp p

G
C C

G
 


1. 

): b)(حالت ) :Z G G p  کنیم هیچ گروهی با چنین ش رایطی وج ود ن دارد. صورت ادعا میاین، در2

cpچون 
G C   و( )Z G همچن ینباش د، دارای رتب  ه دو م ی( )G Z G  ، بن اب رای  ن( )Z G  ب  ا

cp p
C C cی ا  2 pp

C C 1.یک ریخ ت اس ت 

دوباره 
( )

c cp p

G
C C

Z G
  بنابراین به وسیله محاسبات ساده از ،( , ( ))

G
Hom Z G

G 
ده یم نشان می 

( ) cp P
Z G C C   تواند رخ دهد، زیرانمی 2

( , ( )) ( , )
( )

c c cp p p p

G
Hom Z G Hom C C C C

Z G
   2 

      
( , ) ( , ) ( , ) ( , )c c c c c c

c c

p p p p p p p p

p p p p

Hom C C Hom C C Hom C C Hom C C

C C C C

   

   

2 2

2 2

 

)بنابراین  , ( ))
( )

cG
Hom Z G p

Z G

 2 4. 

 ح        د یکریخت        یچ        ون در 
( )

G G

Z G G



، 9-0-2 ل        م طب        قل        ذا  

( , ( )) ( , ( ))
( )

cG G
Hom Z G Hom Z G p

G Z G

 


2 4. 

42، 2-0-2 همچن     ین بن     ا ب     ه ل     م 


 c

c pGZ
G

G
HomGAut . در نتیج     ه)(),)((

( ) : ( )cAut G Inn G p )  پس که با فرض در تناقض است. 4 ) c pp
Z G C C 1 . 
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 باش د، ل ذا در ح د یکریخت یتوان از رده دو م یپوچ Gچون
G

G

GZ

G




)(
و  

( )
c cp p

G
C C

Z G
  از .

:ط   رف دیگ   ر  ( ) :
( )

G G
Z G G p

G Z G
 



cص    ورت دو حال   ت ای   ن، در2 cp p

G
C C

G
  


1 ی   ا  1

c cp p

G
C C

G
 


 را داریم.   2

cح الت اول: اگ ر  cp p

G
C C

G
  


1   آنگاه 1

       ( , ( )) ( , )c c c pp p p

G
Hom Z G Hom C C C C

G
    


1 1 1 

      
( , ) ( , ) ( , ) ( , )c c c c c c

c c

p pp p p p p p

p pp p

Hom C C Hom C C Hom C C Hom C C

C C C C

     

 

   

   

1 1 1 1 1 1

1 1

 

)بنابراین  , ( )) cG
Hom Z G p

G




2 ). در نتیجه 4 ) : ( )cAut G Inn G p 4 . 

cحالت دوم: اگر cp p

G
C C

G
 


 آنگاه 2

        ( , ( )) ( , )c c c pp p p

G
Hom Z G Hom C C C C

G
   


2 1 

    
( , ) ( , ) ( , ) ( , )c c c c c c

c c

p pp p p p p p

p pp p

Hom C C Hom C C Hom C C Hom C C

C C C C

   



   

   

2 1 2 1

1

 

)بن اب رای ن  , ( )) cG
Hom Z G p

G




2 )، در نتیج ه 3 ) c

cAut G p  2 ). ل  ذا 3 ) : ( )cAun G Inn G p 3 . 

)ک ه ه ر دو ح الت ذک ر ش ده ب ا ف رض قضی ه در تن اق ض هس تن د، بن اب رای ن  ) :Z G G p  2.■ 

 

 .از دو ق ضی ه اخ ی ر نتیج ه زی ر را داری م

)و  باشد ناآبلی گروه-pیک Gفرض کنید  .نتیجه 2-2-3 ) ( )cInn G Aut Gصورت، دراین 

(0 )( ) ( )cAut G Inn G اگر و تنها اگر ( )G Z G   و( )Z G . دوری ب اش د 

(2 )( ) : ( )cAut G Inn G p اگر و تنها اگر ( )Z G دوری و( ) :Z G G p . 
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)( اگر 0: )برهان )Z G  دوری باشد و( )G Z G ،  آنگاه( ) :Z G G 10-2-2 . ل ذا بن ا ب ه قض یه ،

( ) : ( )cAut G Inn G 1 بن اب رای ن .( ) ( )cAut G Inn G . 

)برعکس: اگر  ) ( )cAut G Inn G،  آنگاه( ) : ( )cAut G Inn G 12-2-2 . لذا بن ا ب ه قض یه ،( )Z G 

)دوری است و  ) : ( ) : ( )cZ G G Aut G Inn G  1 در نتیجه .( )Z G G . 

)( اگ ر 2) )Z G  دوری ب اش د و( ) :Z G G p 0-2-2 ، بن ا ب ه قضی ه ،( ) : ( )cAut G Inn G p. 

)ب   رعکس:  اگ   ر ) : ( )cAut G Inn G p، 2-2-2 آنگ   اه بن   ا ب   ه قض   یه ،( )Z G  دوری اس   ت و

( ) : ( ) : ( )cZ G G Aut G Inn G p  .■ 
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 فصل سوم 

های مرکزی که مرکز گروه خودریختی

 دارندنقطه ثابت نگه میبهرا نقطه
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)های قب ل ب ا در فص ل )Aut G  و( )cAut G  آشن ا ش دیم. در ای  ن فص  ل ب ه معرف ی( )NAut G ،

( )MAut G  و( )N

MAut G پ ردازی م و س  ر ان جام نتی ج  ه اص   لی فص  ل دوم را ب   ه روش  ی می

 م ی کنی م. ثابتدیگ   ر 

)باش   ند منظ   ور از Gدو زی رگ    روه ن   رمال Nو Mف   رض کنی   د )NAut G زی رگ    روهی از 

( )Aut G  ش ام ل عناصری است کهG

N
G) یعنی هر عنصردارند. را نقطه به نقطه ثابت نگه می 

N
را به  

)همچنین  کند.(خودش تصویر می )MAut G روهی از زیرگ ( )Aut Gودریختی ام خ  ، متشکل از تم-

)همچن ین  د.ندارنقطه ثابت نگه می به را نقطه Mعناصر ه ت ک ایی اس ه ) ( )N

MAut G Aut G  را

)ب ا  )N

MAut G دهند.نم ایش می 

 باش د.می از رده دو توان() و پوچگ  روه م تن اهی-pی ک Gت وج ه: درای ن فص ل 

)کنیم که منظور از همچنین توجه می ) ( ( ))
cAut GC Z G ه ای مرک زی اس ت ک ه گروه تمام خودریختی

)عناصر )Z G  که همان دارند نقطه ثابت نگه میبهنقطهرا)()(

)( GAut GZ

GZ
 است. 

 است.  ]0[مرجع  تذکر: این فصل برگرفته از 

 

)صورت اینگروه متناهی است، در-pیک Gفرض کنید  قضیه. 3-1 ) ( ( )) ( )
cAut GC Z G Inn G  اگر

)توان از رده دو، و پوچ Gآبلی باشد، یا  Gو تنها اگر )Z G .دوری باشد 

کنیم که : ابتدا ثابت میبرهان
( ) ( ( )) ( , ( ))

( )cAut G

G
C Z G Hom Z G

Z G
. 

)())(برای هر  GZC GAutc
  نگاشت)(

)(
: GZ

GZ

G
f   را با ض ابطه( ( )) ( )f gZ G g g  در  1

)گیریم. اگر نظر می ) ( )g Z G g Z G1 ) ، آنگاه2 )g g Z G 11 ). پس 2 )g g g g  1 1
1 2 1 ی ک  . چون2

)خ ودریخت ی م رک زی اس ت، ل ذا  ) ( )g g g g   1 1
1 2 1 2 . 
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) در نتی ج ه ) ( )g g g g  1 1
1 1 2 ). بنابراین 2 ( )) ( ( ))f g Z G f g Z G 1 ، ک  ه خ  وش ت عریف  ی 2

f دهیم شود. حال نشان میث اب ت می))(( GgZf  .یک همریختی است 

x,به ازای هر  y G، 

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f xyZ G xy xy y x x y      1 1 1 

                           ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))x x y y f xZ G f yZ G    1 1 

,)((در نتیجه
)(

( GZ
GZ

G
Homf . 

 دهیم کهنشان می حال ff :  همریختی است. یک 

,))((بدیهی است. حال به ازای  fخوش تعریفی )( GZC GAutc
21 ، 

( )( ( )) ( ( )) ( )( )of o gZ G f gZ G g o g     
1 2

1
1 2 1 2 

                              ( ( ( ))) ( ( ))g g g gg g      1 1 1
1 2 1 2 

                                                   ( ) ( ( ))g g g g    1 1
1 1 2 

)چ     ون  ) ( )g g Z G 1
)و  2 ) ( ( ))

cAut GC Z G 1 در نتیج     ه ،( ( )) ( )g g g g   1 1
1 1 2 2 .

 بن اب رای ن 

( )( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f o gZ G g g g g f gZ G f gZ G f g f g         
1 2

1 1
1 2 1 2 1 2 

gاگر به ازای هر  G، ( ( )) ( ( ))f gZ G f gZ G 
1 2

)با توجه به ض ابطه ،   ( )) ( )f gZ G g g  1 ،

( ) ( )g g g g  1 1
1 ). ل ذا 2 ) ( )g g 1  یک است.بههم ریختی یکیک  f. بنابراین 2

gهمچنین برای هر G  و( , ( ))
( )

G
h Hom Z G

Z G
 نگاشت   را با ضابطه))(()( GgZghg  

به ازای ه ر  شود.به سادگی نتیجه می یک همریختی است خوش تعریفی hگیریم. چون در نظر می

,g g G1 2، 

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))g g g g h g g Z G g g h g Z G h g Z G  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

)چون  ( )) ( )h g Z G Z G1 بنابراین ، 
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( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )g g g h g Z G g h g Z G g g   1 2 1 1 2 2 1 2 

 یک همریختی  است.  لذا 

) اگ    ر                      )g 1،  آنگ    اه( ( ))gh gZ G 1ص    ورتای    ن، در( ( ))h gZ G g . از طرف    ی چ    ون 1

( , ( ))
( )

G
h Hom Z G

Z G
پس ،( )g Z G در نتیجه .( ) ( )gZ G Z G .روای ناز ( ( ))h gZ G 1 ،

gبنابراین 1لذا .  است. یکبهیک 

aبه ازای هر G دهیمقرار می ( ( ( ))g ah a Z G   ، داریم 1

( ) ( ( ( )) ) ( ( )) (( ( ( )) ) ( ))g ah aZ G ah aZ G h ah aZ G Z G     1 1 1 

                  ( ( )) ( ( ))ah aZ G h aZ G a 1 

 یکریختی است.  پوشا و لذا بنابراین 

xبه ازای هر  G ،( ) ( ( )) ( ( )) ( )x x x xh xZ G h xZ G Z G   1 1. 

)چون  )Z G  عنصر همانی
( )

G

Z G
)بن ابراین  باشدمییک همریختی  hاست و  ( ))h Z G 1ب  ه  ، ل ذا

)ازای ه  ر  )x Z G ،xGZxhGxZxhx  ))(())(()( در نتیج ه .)(()( GZC GAutc
. 

hfح   ال نش   ان م   ی ده   یم  )( ب   ه ازای ه   ر .g G، ))(()( GgZghg  بن   ابراین .

( ) ( ( ))g g h gZ G 1در نتیجه .))(())(( GgZhGgZf رو این. ازf ی ک یکریخت ی  پوش ا و ل ذا

است و 
( ) ( ( )) ( , ( ))

( )c
Aut G

G
C Z G Hom Z G

Z G
. 

)فرض کنید  ) ( ( )) ( )
cAut GC Z G Inn G وG  ناآبلی باش د، و فرض کنی دg G پ س خ  ودریختی ،

 خ ودریختی م رک زی اس ت.  gالق ا ش ده توس ط giداخلی 

xهمچنین برای هر  G ،[ , ] ( ) ( )gx g x gxg x i x Z G     1 1 1 1. 

)expباشد، بنابراینتوان از رده دو میپوچ Gدهد که این نشان می ) exp( )
( )

cG
G p

Z G
 . 
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فرض کنید
( )

G

Z G
)و   )Z G هایبه ترتیب از رتبه,z r هستند. چونG باش د، ت وان از رده دو م یپوچ

 ،  00-0-2طبق لم 

( )( ) ( ( ))
( ) cAut G

G
Inn G C Z G

Z G
  

                     ( )( , ( )) .
( ) ( )

r zG G
Hom Z G p

Z G Z G

  1 

r ،0-0-2 همچ نین بن ا به ل م  z، بن اب راین 2 1  اس ت، پ س( )Z G باشد.دوری می 

)آبلی باشد. چون  Gبرعکس: اگر  )G Z G پس ،( ) ( ( )) ( )
cAut GC Z G Inn G 1. 

)ت   وان از رده دو و پ  وچ Gف   رض کنی   د ک   ه  )Z G 1-0-2 دوری باش   د. ل  ذا طب  ق ل  م، 

( , ( ))
( ) ( )

G G
Hom Z G

Z G Z G
 در نتیجه . 

( ) ( ( )) ( , ( )) ( )
( ) ( )cAut G

G G
C Z G Hom Z G Inn G

Z G Z G
   

)باشد،ت وان از رده دو میگ روه پ وچ Gاز ط رف دیگ  ر چ ون  ) ( )cInn G Aut G. 

)همچن    ین ب    رای ه    ر  )x Z G،( )gi x x ل    ذا .
( )( ) ( ( ))

c
Aut GInn G C Z G بن    ابراین .

( ) ( ( )) ( )
cAut GC Z G Inn G.■ 

 

ی  ک ع  دد اول ف  رد اس  ت، و  pگ  روه آبل  ی باش  د، ک  ه در آن -pی  ک G. اگ  رنتیجممه 3-2

( )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G آنگاه ،G  1. 

)ه  ای آبل  ی : در گ  روهبرهممان )Inn G 1 از طرف  ی چ  ون .G 0-9 آبل  ی اس  ت، طب  ق قض  یه 

( )

( ) ( ) ( )Z G

Z GAut G Inn G همچن     ین طب     ق ف     رض ،( )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G بن     ابراین ،

( ) ( )cAut G Inn G 1 پس .( )Aut G 1  و لذا( )Aut G 1از طرف دیگر .G یکp- گ روه اس ت

G ،40 -2-0 یک عدد اول فرد است، بنابراین طبق قضیه pکه در آن  1.■ 
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)یک زیرگروه مرکزی از آن باشد و  Mیک گروه متناهی و Gفرض کنید قضیه. 3-3 )MAut G 

fصورت نگاشتاین. در   ازG بهM   با ضابطه( )f x x   .یک همریختی است 1

) ب ا ض ابطه fنگاش ت Mب ه Gاز  fبه علاوه برای هر همریختی ) ( )f x xf x   رویG  ی ک

mبرای هر عنصر نابدیهی اگر و تنها اگرخودریختی مرکزی است  M ،( )f m m 1. 

f: به وضوح برهان  وf  .یک همریختی است 

)خودریختی و  fحال فرض کنید )f m m ب ود و یک نخواه د بهیک fصورت همریختی این. در1

)در تناقص اس ت. بن ابراین  f لذا با خودریختی بودن )f m m ش رط لازم ب رای خ ودریختی 1
f 

 است. 

)برعکس: اگر  )f m m آنگاه  ،1
f یک است. از طرف دیگر چون بهیکf یک همریختی از G ب ه 

G 4-0-0 اس   ت، بن   ا ب   ه قض   یه، f .همچن   ین پوش   ا و ل   ذا ی   ک خ   ودریختی اس   ت 

( ) ( ) ( ) ( )fx x x xf x f x M Z G    1   ■. یک خودریختی مرکزی است f بنابراین. 1

 

)یک زیرگروه مرکزی از آن باشد و  Mیک گروه متناهی و Gفرض کنید  .لم 3-4 )MAut G  و ،

),(ب   رای ه   ر MGHomf ،M kerf درای   ن ص   ورت نگاش   ت .ff   ک   ه در آن

( ) ( )f x xf x   یک بکریختی از( , )Hom G M  به( )MAut G .است 

)()(به علاوه بین  GAutM

GZ
,(و 

)(
( M

GZ

G
Hom .یک یکریختی طبیعی وجود دارد  

:: نگاش  ت برهممان ( , ) ( )MHom G M Aut G   ب  ا ض  ابطه( ) ff  ک  ه در آن ،Gg   و

( ) ( )f g gf g   و ب ه ازای عنص ر ن اب دیهیGg، 1 ggf را در نظ ر بگ یری د. در ای ن  )(

) ،9-9قضیه بنا به ص ورت  ) ( )f g gf g  .یک خودریختی است 

f:همچنین برای نگاشت 

G G

M M
   با ضابطه( ) ( )f fgM g M ، 

( ) ( ) ( )f fgM g M gf g M gM    
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)بنابراین  )M

f Aut G . 

,خوش تعریف است. حال به ازای  به وضوح  ( , )f f Hom G M1 2، 

.( . )( ) ( ) . ( ). ( )f ff f g g g f g f g  
1 21 2 1 2 

)از طرف دیگر چون  ) ker kerf g M f f  2 )، لذا 1 ( ))f f g 1 2  . پس1

( ( ) ( ))( ) ( ) ( ( ( ))) ( ( ))f f f ff f g g f g gf g        
1 2 1 11 2 2 2 

                         
( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( )

f fg f g gf g f g f f g

gf g f g

  



1 1 2 1 2 1 2

1 2

 

) بنابراین ) ( ) ( )f f f f  1 2 1  یک همریختی است.  و لذا  2

g همچن   ین اگ   ر ب   ه ازای ه   ر G،( )( ) ( )( )f g f g 1 ) آنگ   اه 2 ) ( )f fg g 
1 2

. ل   ذا 

( ) ( )gf g gf g1 ) صورتایندر. 2 ) ( )f g f g1  است. یکبهیک . در نتیجه 2

)ده  یم ب  ه ازای ح  ال نش  ان م  ی      )Mf Aut G2 ،( , )f Hom G M1  وج  ود دارد ب  ه ط  وری ک  ه

( ) ff f  
11 )()(. قرار دهید2 xfxxf 2

1
1

9-9 صورت طبق قضیهاین، در ،( , )f Hom G M1 همچنین .

)، Gxب  ه ازای  ( )) ( ) . ( ) ( )f x xf x x x f x f x   1
1 1 2 :پوشاس  ت. بن  ابراین  . ل  ذا  2 ff   ی  ک

)یک  از بههمریختی یک , )Hom G M به روی( )MAut G .است 

) ب  ه ازای , )
( )

G
f Hom M

Z G
  نگ   اشت:

( )

G
G

Z G
    ص  ورت نگاش  ت ای  ن. دردرا در نظ  ر بگیری

( ): ( , ) ( )
( )

M

Z G

G
Hom M Aut G

Z G
   را ب  ا ض  ابطه( ) ff   ت  وان تعری  ف ک  رد ک  ه در آن م  ی

( ) ( ) ( ( ))f g gf g gf gZ G   به عبارت دیگر . 

( , )

( ): ( , ) ( , ) ( ) ( )
( )

Hom M M M

Z G

G
Hom M Hom G M Aut G Aut G

Z G

     

( )f ff f i
 

     

 دهیم که باشد. در ادامه نشان میبه عنوان ترکیب سه همریختی، همریختی می  .یکریختی است 
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kerf اگر   آنگاه به ازای هرg G، ( )f g g  پس .( ( ))gf gZ G g لذا .( ( ))f gZ G 1

f . بنابراین 1 در نتیجه . خواهد بود. یکبهیک 

پوشاس ت، یعن ی ب ه ازای خواهیم نش ان ده یم اکنون می
( ) ( )M

Z Gf Aut G2 ،( , )
( )

G
f Hom M

Z G
1 

)وج  ود دارد ب  ه ط  وری ک  ه  )f f 1 Ggدر ای  ن ص  ورت ب  ه ازای ه  ر  .2  ،1f  را ب  ا ض  ابطه

( ( )) ( )f gZ G g f g 1
1 )ح ال نش ان م ی ده یم  در نظر م ی گی ریم. 2 , )

( )

G
f Hom M

Z G
1. اگ  ر 

( ) ( )g Z G g Z G1 ) ، آنگ  اه2 )g g Z G 11  . چ   ون2
( ) ( )M

Z Gf Aut G2 پ  س ،( )f g g g g 1 1
2 1 2 1 ل  ذا  .2

( ) ( )f g f g g g 1 1
2 1 2 2 1 ). در نتی ج                 ه2 ) ( )g f g g f g 1 1

1 2 1 2 2 . بن                ابراین 2

( ( )) ( ( ))f g Z G f g Z G1 1 1  شود.ثابت می f1. که خ وش ت عریفی 2

a,حال به ازای هر  b G، 

( ( ) ( )) ( ( )) ( ) . ( ) ( ) ( )f aZ G bZ G f abZ G ab f ab b a f a f b    1 1 1
1 1 2 2 2 

                      ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))a f a b f b f aZ G f bZ G  1 1
2 2 1 1              

از طرف دیگر 
( ) ( )M

Z Gf Aut G2 لذا به ازای هر ،Gg  ،gMgMf )(2 بن ابراین .gMMgf )(2 .

Mgfg لذا  )(2
). در نتیجه  1 , )

( )

G
f Hom M

Z G
1 همچنین . 

■.( )( ) ( ) ( ( )) . ( ) ( )ff g g gf gZ G g g f g f g     
1

1
1 1 2 2 

ص ورت ای نباش د در Gزیرگروه مرک زی از  Mگروه متناهی ناآبلی و-G،pفرض کنید قضیه. 3-5

( )( ) ( )M

Z GAut G Inn G  اگر و تنها اگرG توان از رده دو،پوچG M  وM .دوری باشد             

): چون برهان )M Z Gبرای هر ،m M و( , )
( )

G
f Hom M

Z G
 ،( )f mZ 1 بن ابراین .

( , )
( )

ker
G

f Hom M
Z G

M f



 .

یک ریختی طبیعی بین  2-9 لذا طبق ل م
( )( )M

Z GAut G  و( , )
( )

G
Hom M

Z G
 وج ود دارد. 

کن یم ک ه حال فرض م ی
( )( ) ( )M

Z GAut G Inn G چ ون .
( )( ) ( ) ( )

C

M

Z GInn G Aut G Aut G  ،وG 

 نما، در نتیجه می باشدتوان از رده دو پوچ Gناآبلی است، پس
( )

G

Z G
Gو     .یکی است 
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gباش د در ای ن ص ورت ب رای ه ر Gaخودریختی داخلی القا شده توسط  aiکنیم فرض می G ،

1 agaggi a

a . چ     ون )(
( )( ) ( )M

Z GInn G Aut G بن     ابراین ب     رای ه     ر ،g G ،

gMMgia )(در نتیج     ه .Mggia 1)( ام     ا .],[)( gagagaggia   رو ای     ناز ،111

{ ( ) } {[ , ] }ai g g g G a g g G M    1 چون . },],{[ GgagaGدر نتیج ه ،G M . 

Gنمای بزرگتر یا مساو Mنمابنابراین   نماکنیم که است. فرض می M ،ep .ب ه بره ان خل ف   باشد

epدوری نباشد، پس  Mکنیم کهفرض می
M C N  که در آنep

C  زیرگروه دوری از مرتبهep و

N زیرگروه نابدیهیM  است. حال 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )

e ep p

G G G G
Hom M Hom C N Hom C Hom N

Z G Z G Z G Z G
    

) ،1-0-2 همچنین طبق لم , )
( ) ( )

ep

G G
Hom C

Z G Z G
 . 

چون 
)(GZ

G  وN ،p-های نابدیهی آبلی اند، بنابراین گروه 

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ep

G G G G
Hom M Hom C Hom N Inn G

Z G Z G Z G Z G
   

 

)لذا  ) ( ) ( , ) ( )
( )

M

Z G

G
Aut G Hom M Inn G

Z G
    که با فرض در تناقض اس ت. بن ابراینM  دوری

 است. 

G نم اتوان از رده دو باشد، در این صورت پوچ Gبرعکس: فرض کنید    و
( )

G

Z G
یک ی اس ت. ح ال  

Gچون M  نما، لذا M  نمابزرگتر یا مساوی 
( )

G

Z G
-0-2 باشد، طبق لمدوری می Mاست. چون 

1 ،( , )
( ) ( )

G G
Hom M

Z G Z G
لذا . 

( ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( )

M

Z G

G G
Aut G Hom M Inn G

Z G Z G
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Gاز M  ،ب ه ازای  داریمGgx ,، Mgx  ],[ Mxx. ل ذا1 g 1پ س ،xMMxg روای ن. از 

xMMxxMi g

g )( در نتیجه .)(GAuti M

g  همچن ین .)(GInn ،( )Z G  را نقط ه ب ه نقط ه

ب دین ت رتیب  دارد،ثابت نگه می
( )( ) M

Z GInn G Aut پس .
( )( ) ( )M

Z GInn G Aut G.■ 

 

)گروه متناهی باشد به ط وری ک ه -pیک Gاگرلم.  3-6 )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G آنگ اهG  ن اآبلی

 محض است.

Gپس ، ناآبلی محض نباشد Gفرض کنید (خلف)فرض:  برهان H A که در آن ،A  زیرگ روه یک

 است.  Gناآبلی محض از Hآبلی نابدیهی و 

}فرض کنید  , ,..., },{ , ,..., }s ry y y x x x1 2 1  . باشند Hو Aهای مینیمالبه ترتیب مجموعه مولد  2

Gچون  H A ،  ل ذا: { , ,... , , ,..., }r sS x x x y y y 1 2 1  اس ت. Gمینیمالمجم وعه م ول د  2

)، داریمGتوانپوچدر گروه  )G G بنابراین ،( )H G از طرف دیگر چون .H،p- گ روه ن اآبلی

)، 20-9-0 است پس بن ا ب ه قضی ه )H Z H 1درنتیج ه .( ) ( )G Z H 1. توانیم یک لذا می

)عنصر نابدیهی  ) ( )z Z H G  انتخا  کنیم کهpz 1. 

w،  برای هر21-9-0 است با توجه به لم G مینیمالمجموعه مولد  Sچون  S  نگاشتf ازG به 

G  ب   ا ض   ابطه( )f w wz .ص   ورت ب    ه ازای ه    رای    ندر ی   ک خ   ودریختی اس   تa G ،

( ) ( )a f a a az Z G  1 ). لذا 1 )cf Aut G . 

i، iهمچنین برای هر s 1، ( )i i if b b z b   هر چند( )ib Z G پس .( )

( ) ( )Z G

Z Gf Aut G  ک ه

 ■ناآبلی محض است.  Gبا فرض در تناقض است. بنابراین

 

a فرض کنی دلم.  3-7 a asp p p
A C C C   

1 2
 ،sa a a  1 bو  2 b bsp p p

B C C C   
1 2

  ،

sb b b  1 j ،jگروه آبلی متناهی باشند به طوری که به ازای هر-pدو 2 s 1 ،j jb a  و ب رای

jها ، jبعضی jb aاگر .t  و 1کوچکترین عدد بینs به طوری که به ازای هر، باشدj ،t j s  1
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،j ja bصورت به ازای هراین. درp- متن اهیگروه آبل یC ،( , ) ( , )Hom A C Hom B C  اگ ر و

taحداقل  Cنما تنها اگر
p

1 .باشد 

a: ق       رار دهی       د برهمممممممان a atp p p
H C C C   

1 2
،b b btp p p

K C C C   
1 2

و  

a a b bt s t sp p p p
D C C C C

 
     1 1

j ،t. چ ون ب رای ه ر j s  1 ،j jb a ، لذا 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )Hom A C Hom H D C Hom H C Hom D C    

( , ) ( , ) ( , ) ( , )Hom B C Hom K D C Hom K C Hom D C    

)بدین ترتیب  , ) ( , )Hom A C Hom B C اگر و تنها اگر ( , ) ( , )Hom H C Hom K C. 

jچون   jb aو برای بعضی از ،j ، هاj s 1 ،j jb a، ( , ) ( , )Hom H C Hom K C  اگر

cpب   رای ح   داقل ی   ک گ   روه دوری و تنه   ا اگ   ر
C ک   ه در تجزی   ه دوریC ش   ود ظ   اهر م   ی

( , ) ( , )c cp p
Hom H C Hom K C. 

tcاگرتوجه کنید که  a9-0-2 صورت بنا به لماین، در، 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )c a a c a c a ct tp p p pp p p p
Hom H C Hom C C C Hom C C Hom C C     

1 1
 

c c cp p p
C C C    

نی     ز چن    ین یک     ریختی را داری     م. بن اب رای     ن  Kب    ه ط     ور مش اب     ه ب     رای

( , ) ( , )c cp p
Hom H C Hom K C.  در نتیجه( , ) ( , )c cp p

Hom H C Hom K C اگر و تنه ا اگ ر 

tc a نما. چونC حداقلcp شود.است، پس اثبات کامل می■ 
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 .شده استازمندیم که در زیر آورده ما به یک سری مفروضات نی 7-9 برای  بیان قضیه

 

گروه از رده دو باشد که در آن -pیک  Gابتدا فرض کنید 
)(GZ

G
Gو    نماهر دو دارایcp  .هستند

( )
a a arp pp

G
C C C

Z G
   21

i ،i، به طوری که برای هر r 1 ،ra a a  1 2 . 

kaاست به طوری که  rتا  0بزرگترین عدد صحی  بین  kهمچنین  a a c   1  روازاین. 2

k، 0-0-2 کنیم که بنا به لمتوجه می  2. 

 فرض کنید 
( )

a akp p

M
M C C

Z G
   

1
b و سرانجام فرض کنید  b bsp p p

G
C C C

G
   


1 که در  2

sbآن  b b  1 Gی   ک تجزی   ه دوری از  2

G 
 ب   ا زیرگروه   ی از Mباش   د، ب   ه ط   وری ک   ه  

: b bkp p

N
N C C

G
   


 یکریخت است. 1

 

 ص  ورتای  ندرت  وان از رده دو باش  د. گ  روه متن  اهی پ  وچ-pی  ک Gف  رض کنی  دقضممیه.  3-8

( )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G اگر و تنها اگر r s  ،( )

G G

Z G G

M N

 و ،( )Z G وG    های برابر نمادارای

 باشند.

 

:  بنا به مفروض ات ب الا برهان
( )

a a arpp p

G
C C C

Z G
   

1 2
bو   b bsp p p

G
C C C

G
   


1 . چ ون 2

( )

G

Z G
Gگروه خارج قسمتی از  

G 
rاست، لذا   s،  و برای هرj،j r 1،j jb a . 

) حال اگر )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G4-9 صورت مطابق با لماین، در، G  ناآبلی محض است. لذا بن ا ب ه

)یک تناظر دوسویی بین  2-0-2 لم )cAut G  و( , ( ))
G

Hom Z G
G 

 وجود دارد.  
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)، قرار دهیم 2-9 همچنین اگر در لم )M Z G ص ورت ی ک یکریخت ی ب ین ایندر( )

( ) ( )Z G

Z GAut G  و

( , ( )
( )

G
Hom Z G

Z G
 وجود دارد. 

rکنیم کهما ادعا می  sکنیم که چنین نباشد، یعنی. حال فرض میr sصورت چون ب رای این، در

j،jهر  r 1 ،j jb a 0   و برای هرr j s  1 ،jb 0پس ، 

( , ( ) ( , ( ))
( )

a a arpp p

G
Hom Z G Hom C C C Z G

Z G
   

1 2 

        

( , ( )

( , ( ) ( , ( )

( , ( ) ( , ( )

b b br

b b b b br r s

b b br

pp p

pp p p p

pp p

Hom C C C Z G

Hom C C C Z G Hom C C Z G

G
Hom C C C Z G Hom Z G

G



   

     

    


1 2

1 2 1

1 2

 

)کند که این ثابت می )

( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut G باشد. لذااما این با فرض در تناقض میr s  و ادع ا

j،jدرست است، که این به ازای هر s 1 نابرابریj jb a دهد.را نتیجه می 

)کنیم که ثابت میحال ما  )

G G

Z G G

M N

. کنی م ک ه ب ه بره ان خ لف ف رض می( )

G G

Z G G

M N

 پس ،

k ،ه اjب رای بعض ی j s  1 ،j jb a. اگر برای هرj، j jb a  آنگاهa ak sp p
A C C


  

1
ب ا  

b bk sp p
B C C


  

1
)یکریخت اس ت. بن اب رای  ن   )

G G

Z G GA B
M N

    ک  ه ب  ا ف رض در نظ ر

 گ رفته ش ده در تناقض اس ت.

t  که  گیریم می را کوچکترین عدد صحیk t s  1  برای هروj ،t j s  1 ،j jb a  انتخا .

kدهد نتیجه می kما از t
a acp p p


 

 نما cp، که در آن1
( )

G

Z G
Gو    .است 

) نمابنابراین   )Z G  بزرگتر یا مساویcp  نمااست، پس ( )Z G  حداقلta
p

1 .است 

GZC)(، قرار دهید5-9 حال در لم  دراین صورت .( , ( )) ( , ( ))Hom A Z G Hom B Z G  . 



61 

 

)چون  , ( )) ( , ( ))Hom M Z G Hom N Z G بنابراین ، 

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ) ( , ( ))
( )

G
Hom Z G Hom M A Z G Hom M Z G Hom A Z G

Z G
   

         
( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

( , ( ))

Hom N Z G Hom B Z G Hom N B Z G

G
Hom Z G

G

  




 

)صورت ایندر )

( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut G  که  با فرض در تناقض است پس( )

G G

Z G G

M N

. 

) نماکنیم که در قسمت آخر فرض می )Z G  نماباG  نم اص ورت ای نبرابر نباشد. در ( )Z G  ح داقل

cp 1  نم  ااس  ت، زی  راG   براب  رcp  اس  ت. همچن  ین( )G Z G  بن  ابراین .( )G Z G  رو ای  ناز

( )

G G

Z G G



). چون  )

G G

Z G G

M N

که  شود، نتیجه میN M. 

چون 
( )

a akp p

M
M C C

Z G
   

1
bو   b bkp p p

N C C C   
1 j ،ه اjو ب رای بعض ی 2 k 1 ،

j jb a وja cگیریم که برای، ما نتیجه میjای، j jb a. 

j، tب  ه ط  وری ک  ه ب  رای ه  ر kو  1را ک  وچکترین ع  دد ص  حی  ب  ین  tق  رار دهی  د  j k  1،  

j jb a c . نمادانی م می ( )Z G  حداقلtacp p
 
 اس ت. 11

MAدهیم قرار می 5-9 در لم  ،NB   و)(GZC   در این صورت 

( , ( )) ( , ( ))Hom M Z G Hom N Z G  

aحال قرار دهید  a b bk s k sp p p p
D C C C C

 
     1 1

 ، بنابراین 

( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
( )

G
Hom Z G Hom M D Z G Hom M Z G Hom D Z G

Z G
   

         
( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

( , ( ))

Hom N Z G Hom D Z G Hom N D Z G

G
Hom Z G

G
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)پس  )

( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut Gنما ین با فرض در تناقض است. لذا، که ا ( )Z G  وG   .یکی است 

rبرعکس : فرض کنید  s ،( )

G G

Z G G

M N

  نماو ( )Z G  وG   .مساوی باشد 

rچون  sکنیم که ، ادعا میG کن یم ک ه ناآبلی محض است. به برهان خلف ف رض م یG  ن اآبلی

Gمحض نباشد، پس A H   کهA گروه آبلی نابدیهی وH  زیرگروه ناآبلی محض ازG  است. چون

A  آبلی است( )Z A A  وA 1بنابراین  ،G H   و( ) ( )Z G Z H A . 

Gچون  H A ، لذا 

G G H A H
A

G H H H


   
   

 

( ) ( ) ( )

G H A H

Z G Z H A Z H


 


 

Gکند که رتبه این دو  تساوی ایجا  می

G 
Hاکیدا از رتبه  

H 
و رتبه است بزرگتر  

( )

G

Z G
براب ر رتب ه  

( )

H

Z H
)باشد لذا توان از رده دو میپوچ Hاست. چون  )H Z H  بنابراین .

( )

H

Z H
گ  روه خ ارج  

Hقسمتی 

H 
آنگاه رتبه  است. 

( )

H

Z H
Hکوچکتر یا مساوی رتبه  

H 
Gباشد. پس رتب ه می 

G 
اکی دا از  

رتبه 
( )

G

Z G
sکند که بزرگتر است. این ایجا  می  r است.، که یک تناقض 

rچون  s  و( )

G G

Z G G

M N

 ، لذا 
( )

a asp p

G
C C

Z G
  

1
bو   bsp p

G
C C

G
  


به ط وری ک ه  1

a a b bk s k sp p p p
D C C C C

 
     1 1

. 

t، tبنابراین حداقل مقدار s 1 و به ازای  تمامjی یه ا، t j s  1  و در رابط هj ja b  ص دق

 است. kکند حداکثرمی

)کنیم حال فرض می )

( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut G ،ده یم ،  قرار م ی2-9 در لم( )M Z G چ ون ،G 

 ،2-0-2 و ل        م 2-9 ن       اآبلی مح       ض اس        ت ب       ا اس       تفاده از ل        م
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( , ( )) ( , ( ))
( )

G G
Hom Z G Hom Z G

Z G G



j ه ا،j. بنابراین برای بعض ی s 1 ،j jb a اگ ر .

jها، jبرای همه  jb a   آنگاه( , ( )) ( , ( ))
( )

G G
Hom Z G Hom Z G

Z G G



، که این با آنچه گفت ه 

 شد در تناقض است.

دهیم قرار می 5-9 حال در لم
( )

G
A

Z G
 ،G

B
G




)و   )C Z Gنم اص ورت ای ن. در ( )Z G  بای د

taحداقل 
p

1  از  اکیداباشد کهcp  نمایعنی G   نم ابزرگتر است، و با این ف رض ک ه ( )Z G  وG  

)یکی است در تن اقض اس ت. بن اب رای ن  )

( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut G ، ک ه اثب ات ک امل 

 ■ش ود.می

 

)صورت اینگروه ناآبلی متناهی باشد. در-pیک Gفرض کنیدنتیجه.  3-9 ) ( )cAut G Inn G  اگر و

) تنها اگر )Z G G   و( )Z G .دوری باشد 

)کنیم که : ابتدا فرض میبرهان )Z G G   و( )Z G بنابراین  ،دوری باشدG ت وان از ردهگروه پ وچ 

GZM)(حال با  قرار دادن باشد. دو می  1-9 در قضیه ،( )

( ) ( ) ( )Z G

Z GAut G Inn G. 

)از طرف دیگر طبق فرض  )Z G G  ،نمارو ازاین ( )Z G وG  7-9 باش د و طب ق قض یهیک ی م ی ،

( )

( )( ) ( )Z G

c Z GAut G Aut G،  در نتیجه( ) ( )cAut G Inn G. 

)ر رعکس: اگ ب )( ) ( ) ( ( ))c Aut GInn G Aut G C Inn G ، ون اه چ آنگG ذا بنا به قضیه ی است، ل اآبل ن 

 0-9-09 ،G بنابراین ، باشدتوان از رده دو میپوچ( )G Z G  همچن ین .)(GInn  و)(GAutc  ب ه

)ترتیب )Z G  و
)(GZ

G چون  دارند. حالرا نقطه به نقطه ثابت نگه می)()( GAutGInn c بن ابراین ،

( )

( )( ) ( )Z G

Z GInn G Aut G دیگ       ر. از ط       رف( )

( ) ( ) ( ) ( )Z G

Z G cAut G Aut G Inn G  ل       ذا ،

)()( )(

)( GAutGInn GZ

GZ. قرار دهید 1-9 اگر در قضیه ،)(GZM صورت این، در)(GZ  .دوری است

)، 7-9 لذا طبق قضیه )Z G G .■ 
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  فصل چهارم

p-ها با گروه خودریختی گروه

 آبلی مقدماتی مرکزی
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متناهی گروه ناآبلی محض -pیک Gثابت کرده اند که اگر [6]آقای دکتر جمالی و آقای موسوی در 

)عدد اول فرد است آنگاه  pاز رده دو باشد که در آن )cAut G  اگر و تنها اگرآبلی مقدماتی است  

(0 )( ( )) ( )Z G G 1 

(2 )exp( )
G

p
G




)expیا   ( ))Z G p. 

گ روه ن اآبلی -pی ک Gکنیم که اگ رکنیم و ثابت میدر این فصل ما شرط رده دو بودن را حذف می

)، عدد اول فرد است آنگاه pمحض متناهی باشد که در آن  )cAut G یکp- گروه آبلی مقدماتی است

)expاگر و تنها اگر )
G

p
G




)expیا   ( ))Z G p. 

Kت  ذکر: اگ  ر  KG

G G G
 
  

1 )و  2 )Z G H H 1  آنگ  اه ه  ر 2
G

G
Gx


 ت  وان ب  ه ص  ورت را م  ی

GxGxGx  11نوش  ت ک  ه در آن  21 Kx  22و Kx  ح  ال ب  ا در نظ  ر گ  رفتن همریخت  ی .

1
1 H

G

K
f 


:)(همریختیتوان می : GZ

G

G
f 


ب ه ازای ه ر س اخت ک ه fاز روی همریختی را  

Gx ،f ضابطه با )()( GxfGxf 
 همریختی، f از روی همریختی شود. همچنینتعریف می 1

)(:* GZGf  به ازای هرتعریف کرد به طوری که  توانمی راGx، )()(* Gxfxf  .است  

:همچنین همریخت ی ( )
( )

G
f Z G

Z G
 را از روی همریخت یf  ب ا ض ابطه( ) ( )f gZ f g ت وان م ی

*ساخت. به علاوه همریختی :
f

G G   را با ضابطه*

*( ) ( )
f

X xf x  نظر بگیریددر. 

G، Gگروه-pاگر در K
xG

G G
  

 
)و  )z Z G ،ای باش د ک ه به گون ه( ) ( )o z o xG  آنگ اه ،

( , ( ))
G

f Hom Z G
G




:به صورت را   i if x G z  کنیم و آن را با میتعریف,x zf   دهیممینشان.  

گ روه ن اآبلی -pی ک Gهمچنین در سراسر این فصل  باشد.می [3]تذکر: این فصل برگرفته از مرجع 

 . باشداز رده دو میمتناهی  محض
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هدف ازتذکر: 
*

i

i

A ه ایح اصل ض ر  معمولی خ ان واده متن اهی از زی رگ روه { }iA ازG اس ت   . 

Kی  ک گ  روه ن  اآبلی مح  ض باش  د،  Gف  رض کنی  د لممم. 4-1 KG

G G G
 
  

1 2 ،( )Z G H H 1 و  2

*{ ( , )}i
ij jf

K
A f Hom H

G
 


 در این صورت ،

*

,

( )c ij

i j

Aut G A. 

: نگ اش ت برهان
*

, ,

: ij ij

j i i j

A A    را ب ا تعری ف* * * * *
* * *

( , , , )f f ff f f f f
        

11 21 22 21 2212 11 12
در  

*گیریم. حال فرض کنید مینظ ر  * * * * * * *f f f f g g g g
       

11 21 12 22 11 21 12 22
، پس 

* * * * * *
* *g gg g f f f f

          
21 11 11 21 22 1212 22

1 1 1 Im. حال با توجه به اینکه 1 f H
11 1 ،Im f H

21 1 ،

Img H
11

Imgو  1 H
21 x، برای هر 1 G ،x H1 که به طوری وجود دارد  1

* * * * ( )
g g f f

x x     
21 11 2111

1 1
x. با همین استدلال برای هر1 G، x H2 وجود دارد به طوری که  2

* * * * ( )
g g f f

x x     
12 22 22 12

1 1
H. از طرفی 2 H 1 2 xپس  ،1 x 1 2 . بنابراین 1

* * * * * * * *g g f f g g f f
           

21 11 21 12 22 22 1211

1 1 1 1 *، لذا 1 * * *f f g g
   

11 21 11 21
*و   * * *f f g g

   
12 22 12 22

 .

*حال چون  *ker kerK f g
211 x، ل ذا ب ه ازای ه ر 21 K 1، * * *( ) ( )

f f f
x x  

11 21 11
و  

* * *( ) ( )g g g
x x  

11 21 11

x. در نتیجه برای هر  K 1، * *( ) ( )
f g

x x 
11 11

از طرفی چون . 

* *ker kerK f g2 11 *، Gx، پس به ازای هر 11 *( ) ( )
f g

x x 
11 11

ب ا ادام ه همی ن روند . 

* * * * * * * *( , , , ) ( , , , )
f f f f g g g g

       
11 21 12 22 11 21 12 22

. ل ذا 
*

, ,

: ij ij

j i i j

A A  یک است. به، نگ اشت ی یک

)                                                     پس ) ( , ( )) ( , )i
c j

KG
Aut G Hom Z G Hom H

G G
 

 
 

               
*

, ,

( , )i
j ij ij ij

i j i j

K
Hom H A A A

G
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از طرف دیگر 
*

,

( )ij c

i j

A Aut G بنابراین ، 
ji

ij

ji

ijc AAGAut
,

*

,

 . ح ال بن ا ب  ه ل  م)(

0-0-4 ، ش ود.میپ وش اس ت و ح کم ث اب ت ■ 

 

)ی ک گ روه ن اآبلی مح ض باش د و  G. فرض کنیدقضیه 4-2  )
t

j

j

Z G H



1

 ،
s

i

i

KG

G G


 


1

. اگ ر 

*{ | ( , )}i
ij jf

K
A f Hom H

G
 


tjبه طوری که   1  وsi 1 آنگاه 

(0 )
ji

ijc AGAut
,

)و  )( , )i
ij j

K
A Hom H

G



. 

(2 )
*

,

( )c ij

i j

Aut G A. 

(9 )( )cAut G  برای هر  تنها اگراگر و آبلی استi،j، k وl، 1],[ klij AA. 

)(  اگر 2) )cAut G  آبلی باشد آنگاه
,

( )c ij

i j

Aut G A. 

)بدیهی اس ت ک  ه  ijA( با توج ه ب ه تعری ف0: )برهان , )i
ij j

K
A Hom H

G



و در ادام  ه طب  ق  

 ،9-0-2 قضی ه

( , ( )) ( , )s
t

K KG
Hom Z G Hom H H

G G G
    

  
1

1 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )s s
t

K K K K
Hom H Hom H Hom H Hom H

G G G G
     

   
1 1

1 1 2 

بنابراین 

( ) ( , ( )) ( , ) ... ( , ) ( , ) ... ( , )
( )

s
c p

K K KG G
Aut G Hom Z G Hom H Hom H Hom H Hom C

G G G G Z G
 

   
1 1

1 1 2


ji

ijA
,
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( ما 2)
*

, ,

: ij ij

j i i j

A A    را با ضابطه* *

,

({ })
ij ijf f

i j

   کنیم با استدلال مش ابه ب ه تعریف می

اس ت و  یکبهیک لم قبل،  
*

,,

)(
ji

ij

ji

ijc AAGAut از ط رف دیگ ر .
*

,

( )ij c

i j

A Aut G ،

 بن اب رای ن 

 
ji

ij

ji

ijc AAGAut
,

*

,

 ش ود. پ وشاس ت و ح کم ث اب ت می ، 4-0-0 . ح ال بن ا ب ه ل م)(

 ■( مقدماتی است.2( و )9(، )2با توجه به قسمت )

 

)ب رای  اس ت و ی ک گ روه متن اهی Gفرض کنید لم. 4-3 , ( ))f Hom G Z G ،)()( xxfxf  . ب ه ازای

)(, GAutcgf  ،1],[ gf   اگر و تنها اگرgffg . 

f ،Gfبه علاوه اگر برای هر  Im آنگاه ،( )cAut G .آبلی است 

gffg :برهان  اگر و تنها اگر 

 ))(()()())(()())(()( xgfxfxxgxxgfxxgxxgx fgf    

                          ).())(())(()()( xxxfxfgxgxxf fgg   

)همچنین فرض کنیم  )g x z ) و 1 )f x z f، Gfاگ ر برای ه ر ،2 Im، آنگاه 

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )fg x f g x f z f z G f f     1 1 1 1 1 

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )gf x g f x g z g z G g g     2 2 1 1 1 

gffgلذا   بنابراین .( )cAut G .آبلی است ■ 

 

ی ک باش د  xباشد اگر ارتفاع  pعنصری از مرتبه  xگروه آبلی و-pیک G. فرض کنیدقضیه 4-4

xآنگاه    یک عامل مستقیم ازG .است 
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mG: فرض کنید برهان x x    1 یک تجزیه ازG ی دوری باشد که هر عنص ره ابه عامل 

Gx  به صورت... ms s

mx x x 1
)شود. چون مینوشته  1 )height x 1 کنم برای بعضی ازمی، ادعاjها ، 

j m 1 ،| jp s، زی را اگ  ر ب  رای ه  رj، j m 1،jp s  آنگ  اه( ... )
ms s

pp p

mx x x
1

ک  ه ب  ا  1

  ف رض در تن اق ض اس ت.

|بن اب رای     ن  jp s   و در نتیج     ه( , )js p 1پ    س . )(
)),((

)(
)( j

jj

js

j xo
sxo

xo
xo j  ل     ذا ،

)()( j

s

j xoxo j  از طرف دیگ ر .( ) [ ( ),..., ( )]ms s

mp o x o x o x  1
|، چ ون 1 jp s ل ذا ،pxo js

j )( .

)بنابراین ) ( )jo x o x . 

 دهیممیحال قرار 
*

i

i j

K x


   ،در این صورت ، 

)....)(......)(...( 111111

111111
 









 jmmjjjjj s

j

s

m

s

m

s

j

s

j

s

j

sss

j

s

j xxxxxxxxxx 

jsپس 

jx K x  .  چون( , )js p 1 ، اعداد صحی a وb  1وجود دارد به طوری که jbsap

، در این صورت 


xKxxxxx bs

j

bs

j

ap

j

bsap

jj
jjj G. لذا )()()( K x  . 

xب ن اب رای ن  ،آب ل ی اس ت Gاز ط رف دیگ  ر چ ون    وK  ان د.رم  الن 

xکنیم میادعا   K  1 کنیم می. فرضx K  1از این ک ه ،),( KxKx   

pKxداریم    ل ذا . xKx  بنابراین ،x K ،  ک ه ی ک تن اقص اس ت. پ س

G K x   .■ 

 

xباش  د ب  ه ط  وری ک  ه  Gی  ک عنص  ر از xگ  روه متن  اهی و-pی  ک Gف  رض کنی  د نتیجممه. 4-5 G   و

( ) ( )o x o xG p  اگر .( )height xG 1  آنگاهx   یک عامل مستقیم ازG .است 

pGxo : چ  ونبرهممان )(  و( )height xG 12-2 ، بن  ابراین طب  ق قض  یه ، Gx  ی  ک عام  ل

مس  تقیم از 
G

G


Gاس  ت. ل  ذا    K

xG
G G

  
 

Kآنک  ه در    G.  از طرف  ی( ) ( )o x o xG   پ  س
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1بدیهی است که  Gx  اگ  ر .Kxg  آنگ اه ،
G

K
GxGg


 ل ذا .GGg  .

Ggبنابراین   1و درنتیجه Gxg رو این، ازx K  1 . 

G همچنین از K
xG

G G
  

 
KxGKxG داریم،    و لذاKxG  . 

xاز طرفی  وK درG نرمال اند، پسG x K  .■ 

 

، tبرای همر عمدد صمحیح اگر یک عدد صحیح نامنفی باشد.  sفرض کنیم قض یه.  2-4
( )

( )
ts

t
s


 


1 1

 

   آنگاه

(0  )( ) ( ) ( )t s t    1 1 1. 

p|ی   ک ع   دد اول ف   رد ب اش   د و  p( اگ    ر 2) s      آنگ   اه ب   رای ه   ر ع   دد صح یm، 

| ( )m m mp p p 1. 

 (                           0: )برهان

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t ts s s s s
s t s t

s s s s
 

       
         

1 11 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 

)( داریم2)  ) ( ) ( )
m m mm p p i p m

ip s s s p
      
1 1

 ،i، کافی است نشان دهیم که برای هر2

mi p 2 ،( )
mm p i

ip s 1 )دهیم . به عبارت دیگر نشان می1 )
mm p i

ip p 1 1 . 

ipi فرض کنی د j ، j یک ع دد صحی  ن امنفی است و|p i . 

)دانی م می  )!
( )

!( )!

m
m

p

i m

p

i p i



)از  pمح اس به ت وان، ح ال ب ا  )!mp i ،!i  و( )!mp داری م 

 















  ][][][][][][

3
3

2
21

32 p

i
p

p

i
p

p

i
p

p

ip

p

ip

p

ip mmm
mmm

 

 ][][][
32 p

i

p

i

p

i 
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   321
32

mmm
mmm

ppp
p

p

p

p

p

p
][][][. 

ipiاین ک چ ون  j ل  ذا ت وان ،pدر مخ رج ب ه ص ورت 

)(][][][][][][ jm
p

i

p

i

p

i

p

i

p

i

p

i









 

3322
 

) چ ون )
mp

i
ب  ا انتق   ال ای  ن ت  وان ب  ه ص  ورت ک   سر داری  م، ع  دد صح ی    اس  ت، ل   ذا  

( )
mm j p

ip  .چ  ونipi j ، پ  س ji p  و ل  ذاji p  1 jp، بن  ابراین1 ip p 1  روای  ناز. 1

1 1( )
j mp m j p i

ip p   3، ام  ا چ  ونp 1وjپ  س ، jp j 1 ل  ذا  وjp j  1 درنتیج  ه . 1

( )
mm p i

ip p 1 )همانن د اس تدلال ب الا در غیر این صورت،  .1 )
mm p

ipچ ون ، همچن ینi  2،1ipp .

)بنابراین )
mm p i

ip s 1 |درنتیجه  .1 ( )m m mp p p 1 .■ 

 

، Gگروه ناآبلی محض-pفرض کنید در قضیه. 4-7 
G K

xG
G G

  
 

). همچنین  , ( ))
G

f Hom Z G
G




 

x,را با ضابطه zf f  در نظر بگیرید که در آنk Kاگر ،zG  به صورت منحصر به ف رد ( ) ( )szG xG kG   

sباشد که  0 آنگاه 

(0 )p s 

*)()(، tبرای اعداد صحی  (2)

tt

f
xzx  . 

p|کنی   م م  ی( ب   ه بره   ان خل  ف ف   رض 1) :بره  ان  s 1، در ای   ن ص   ورت),( sp و ل   ذا 

sxG x G   . 

)*همچنین  ) ( )f x f xG z  پس ،( ) ( )o z o xG  . 

)از ط      رف دیگ     ر )( )szG x G kG   ل     ذا ،( ) [ ( ), ( )]so zG o x G o kG    و در نتیج     ه

( ) ( )so zG o x G  بن     ابراین .)())(()()()()( zoGxfoGxoGxoGzozo s  .

)ل ذا ) ( ) ( )o z o zG o xG   . 
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)ح ال چ ون  ) ( )szG xG kG   رو ب ه وض وح ای ناز
G

K
GxGz


 . 

),(1 چوناز طرفی  sp،  لذا ( ( ), )o x s 1،  اعداد صحی پس a  وb  وج ود دارن د ب ه ط وری ک ه

( )ao x bs 1 .بن اب رای ن ( ) ( )( ) ( ) ( )ao x bs o x a s b s bx x x x x  .  در نتیج ه ب ه ازایk K1 

)) داریم ) ) ( ) ( ) ( ) ( )s b b b b b K
xG k G x G k G k G k G zG k G zG

G

             


1 1 1
1 1 1 1 لذا بن ا  .1

به خاصی ت بست ه ب ودن گ روه 
G

G

G

K
Gx

G

K
Gz








پ س ،( )

G K
zG

G G
 

 
. ح ال 

)()(چون GxoGzo ، 

K K G
zG xG

G K G G G
zG

K K KG G
zG zG zG

G G G

    
  

     
 

       
  

 

Kپس 
zG

G
  


Gاز . 1 K

xG
G G

  
 

داری م ک ه  
G

K


 در 

G

G


 Gدر K نرم ال اس ت. ل ذا 

نرمال است. از طرفی  Gz  درنی ز 
G

G


)پ  س ،نرم  ال اس  ت  )

G K
zG

G G
  

 
 بن اب رای  ن .

G z KG z K    . 

Kهمچن   ین از 
zG

G
  


zداری   م  1 G K

G G

 


 
GKGz روای   ن، از1   ل   ذا .

z K z G K z G       1چون .z G   وGK پس ،G z K    که با

  در تناقض است. Gناآبلی محض بودن

)*( فرض کنید 2) ) ( )f x f xG z   که در آن)(GZz .حکم ب ه اس تقرا روی در این صورتt 

tشود. اگر ثابت می 1  چون( ) 1 xzxxfx، لذا 1
f

 )()( *
*کن یم حک م ب رای. حال فرض می

t k یعنی  ،برقرار باشد*

( )( )k k

f
x xz  .  در این صورت 

* * * *

( ) ( ) * ( )( ) ( ( )) ( ) ( )k k k k k

f f f f
x x xz xz f xz        1 

( ) * * ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

k k k k k s k

k s k s k k

xz f x f z xz f zG xz f x kG

xz f x xz xz

     

   

 

   

   

  

1 1

1 1 1 1
 

tبنابراین ح کم ب رای  k 1  رس د.میبرقرار است و ل ذا اثب ات ب ه اتم ام ■ 
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عمدد اول فمرد باشمد بمه عملاوه  pگمروه متنماهی نماآبلی محمض و-pیمک Gفرض کنیمد قضیه.  2-7

( )
G K

xG
G G

  
 

)و   )z Z G . اگر)},({ *  zGxHomfT
f

 ،آنگاهT  زیرگمروه

)دوری )Aut G  از مرتبه( ( ), ( ))d o xG o z .است  

)، G : بن  ا ب  ر خ  واصبرهممان , )T Hom xG z      1-2-0ل  م و ل  ذا ب  ا اس  تفاده از ،

( ( ), ( ))T o xG o z. 

zدر  dعنص  ری از مرتب  ه  z0ف  رض کنی  د    باش  د و*

,x zf f
0

ب  ه ص  ورت  . همچن  ین 

( )( )sz G x G kG  0  نوشته شود که در آنk K  وs 0 5 -2. حال بنا به لم ،|p s  و به ازای هر

t  داری   م)()(*

tt

f
xzx   در ای   ن ص   ورت ب   رای اثب   ات ح   کم ک اف   ی اس   ت نش   ان دهی   م .

*f
T  . 

n کن  یمم  یف  رض 

f
po )( * و ( ) mo z p04-2 . بن  ابر قض  یه ،( )m m mp p p 1 در نتیج  ه .

( )m m mp p t p  1  ک  ه در آنt  ع  ددی ص  حی  اس  ت. ل  ذا( ) ( )m mp p ptz z  1
0 0 بن  ابراین از ، 1

)()(*

tt

f
xzx    داریمxx

mp

f
)(* 1. پس

mp

f *  وm

f
po )( * . 

nحال اگر 

f
po )( *  آنگاهxxzx

nn
pp

f
 )()(*

،  لذا( )npz 0 ). اما 1 )n n np p p 1  و در نتیجه

)چن ان وج ود دارد ک ه  t1عدد ص حی   ) ( )n np p t p   ). ل ذا 11 )
n t ppz


11

0 )و  1 , )t p p 11 از  .1

)طرف دیگر با فرض  )
n kp po z 0 ) عدد صحی  است، داریم kکه در آن  1 ) ( , )

np ko z t p p 0 11 .  پس 1

npz 0 )و بنابراین  1 ) no z p در نتیجه .n mp p  وTdzoo
f

 )()( * لذا . *f
T   و حکم

 ■ شود.میثابت 

 

)expگروه ناآبلی محض است اگ ر -pیک Gفرض کنید . قضیه 4-9 )
G

p
G




)expی ا   ( ))Z G p، 

)آنگ  اه  )cAut G ی کp-گ  روه آبل ی مق دم  اتی اس  ت. 

Gz 
.
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)exp: فرض کنیم برهان )
G

p
G




),)((و   GZ
G

G
Homf


 همچنین فرض کنیم .x G  وx G 

، zGxf )( در آن ک     ه )(GZzچ     ون  .exp( )
G

p
G




pGxo، پ     س )(  و ل     ذا

pGxoGxfozo  ). ح   ال اگ   ر )())(()( )o zG 1 آنگ   اه ،( ) ( )o zG o z p   از طرف   ی .

exp( )
G

p
G




)، پس  )height zG 1 1-2 و بنا به نتیجه ،z  یک عامل مس تقیمG  اس ت ک ه ب ا

)در تناقض است. در نتیجه  G ناآبلی محض بودن )o zG 1  وz G  پس ،Im f G  از آنجا که ،

f 9-2 دلخواه بود بنا به قضیه ،( )cAut G  آبلی است. حال چون  هر عامل مستقیم دوری( )cAut G 

)لذا  ،باشدمی pاز مرتبه  )cAut G یکp-. گروه آبلی مقدماتی است 

)expکنیم حال فرض می ( ))Z G p  و))(,( GZ
G

G
Homf


و برای هر ،x G ،zGxf )(  که

). به روشنی GZz)(در آن )o z p و)()( zoGzo . 

)اگر  , ( ))
G

g Hom Z G
G




zو  G  آنگاه ،( )fg zG  1.  

Gzصورتی کهدر  و نابدیهی ( )height zG 1،  داریمpGzozo  ، 1-2 . ل ذا بن ا ب ه نتیج ه)()(

z   عامل مستقیم ازG باشد که با ناآبلی محض بودنمیG  در تناقض اس ت. ل ذا ب رای بعض ی از

m 1 ،( ) mheight zG p  بنابراین عنصر .yG   ازG

G 
)وجود دارد به طوری که   )

mpzG yG  . 

,ح ال اگ ر  ( , ( ))
G

f g Hom Z G
G




)expچ ون ، ( ))Z G p آنگ اه ، 

* *( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
mpgf xG g f x g z g zG g yG      1 

gffgدلخواه بودند، پس  xو f،gچون    و لذا( )cAut G  آبلی اس ت و چ ون ه ر عام ل مس تقیم

)دوری  )cAut G  از مرتبهp  است، لذا( )cAut G یکp-.گروه آبلی مقدماتی است ■ 
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یک عدد اول فرد است.  pگروه ناآبلی محض متناهی باشد که در آن-pیک G. فرض کنیدقضیه 4-11

)اگر )cAut G آبلی مقدماتی باشد آنگاهexp( )
G

p
G




)expیا   ( ))Z G p. 

)برهان: فرض کنید )cAut G،p-است ول ی گ روه آبل ی مقدم اتیexp( )
G

p
G




pGzو   ))(exp(. 

همچنین فرض کنید  z  و Gx  عوام ل مس تقیم دوری از مرتب ه ماکس یمم از)(GZ  و
G

G


 

}),{(، 7-2باشند. در این ص ورت بن ا ب ه قض یه  *  zGxHomfT
f

  زیرگ روه دوری از

)است که با فرض آبلی مقدم اتی ب ودن  p2مرتبه حداقل  )cAut G .تن اقض دارد ■ 

 

یک عدد اول فرد است. در این  pگروه ناآبلی محض باشد که در آن -pیک Gفرض کنید .نتیجه 4-11

)صورت  )cAut G  آبلی مقدماتی است  اگر و تنها اگرexp( )
G

p
G




)expیا   ( ))Z G p. 

 ■ حکم بدیهی است. 01-2 و 3-2ب ا ت وج ه ب ه قض ای ای  برهان:
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 سی به فارسیینامه انگلواژه
 

 

 action                                                                                                              عمل

   automorphism     خودریختی                                                                                      

 central -                                                     مرکزی          -                

  inner-    داخلی                                                             -                

  centralizer                      ساز                                                                              کزمر

      center  group      گروه                                                                                     مرکز

 direct             مستقیم                                                                                              

 factor -                                                                  -عامل                 

 product -                                                      -حاصل ضر                  

 decomposition                                                                                                 تجزیه

   divisible                                                                                                   قابل قسمت

 elemen                              عنصر                                                                              

 endomorphism                   درونریختی                                                                        

 equivalently                                                                                (هم ارزبه طور معادل )

 exponent                                                                                                             نما

 generator               مولد                                                                                            

  minimal-     مینیمال                                                        -               

 group                  گروه                                                                                              

 abelian -                                         آبلی                          -               

  central-                                 مرکزی                                -               

  cyclic-                                   دوری                                 -               

 dihedral -    دووجهی                                                         -               

  elementary abelian-               آبلی مقدماتی                         -               

  finite-                متناهی                                                   -               

 nilpotent -                     توان                                      پوچ -               

  purely non-abelian-                     ناآبلی محض                    -               

  quaternion-                                کاترینون                          -          

 quotient -                    خارج قسمت                                     -          

 height                                    ارتفاع                                                                         

 homomorphism          همریختی                                                                                 
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 index          اندیس                                                                                                   

 injective   یک به یک                                                                                                 

    isomorphism                                                                                                               یکریختی 

  natural-                طبیعی                                                 -                

  nilpotent class                                                                                       توانی              رده پوچ

     

 odd                                                                                                                                       فرد

 order                                                                                                                                  مرتبه

p-     گروه                                                                                                   group-p 

 pointwise                                                                                                           نقطه به نقطه    

 prime                                                                                                                                    اول

 rank                                                                                                                                    رتبه 

 series                                                                                                                                 سری

 central -                                 مرکزی                                     -          

 normal -                        نرمال                                               -          

 upper central -                                                            مرکزی بالایی -          

 subgroup                                                                                                                     زیرگروه  

 central -                       مرکزی                                              -           

 commutator  -                                             اگر              بججا -           

 frattini -                      فراتینی                                              -           

 maximal -                      ماکسیمال                                        -           

 normal -        نرمال                                                              -           

 proper -                        سره                                                 -           

 sylow -                       سیلو                                                   -          

 trivial                                                                                                                             بدیهی  

 well-defined                خوش تعریف                                                                            
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 گذاریمادن
 

                                                                                                      p     عدد اول                                                                                                      

)                                                                                                   Gمرکز گروه )Z G 

H زیر گروهG                                                                                              H G 

Hزیر گروه سرهG                                                                                          GH  

Hگروه نرمال زیرG                                                                                        H G  

) Gمرکز گروه )Z G 

 g                                                                                               gxتوسط xمزدوج 

G                                                                                         Gزیر گروه مشتق گروه  

X                                                                              Xزیرگروه تولید شده توسط   

G                                                                            :Gدر گروهHاندیس زیر گروه  H 

 n                                                                                          nCگروه دوری از مرتبه

 X                                                                                        Xمجموعه  عدد اصلی

]                                                                                                 bبا aجابجا گر , ]a b 

)                                                                 Gزیرگروه سیلوها از گروه -pمجموعه )psyl G 

)           زیرگروه فراتینی                                                                                      )G 

                                                                                                     Gگروه نما

( )exp G 
)                                                                                    Gدر گروهHمرکز ساز  )GC H 

)                                                                                                  xمرتبه عنصر )o x                           

)                                                                                             xارتفاع عنصر )height x 

)                                                            Hبه Gها از مجموعه تمام همریختی , )Hom G H 

)                                                                                  Gهای گروه خودریختی )Aut G 

)                                                                        Gهای مرکزی گروه خودریختی )cAut G 

)                                                                           Gهای داخلی گروه خودریختی )Inn G 

 g                                                                         giخودریختی داخلی القاء شده توسط 

                                                                                               Kerهسته همریختی

{ }ng g G                                                                                                     nG 

{ ( , ) }na Z a n 1                                                                                              nU   

 1
npgGg                                                                                         ( )n G 

                                                             Gها از گروهiGهای ضر  مستقیم زیرگروه
iG 
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nهایمجموعه تمام ماتریس n های یک میدان با درایهq عضوی                             ( , )GL n q                                                                                      
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Abstract 

     For any group 𝐺, the set of all automorphism of 𝐺 is denoted by 𝐴𝑢𝑡(𝐺). An 

automorphim   is called centeral if   commutes with every inner automorphism. The 

central automorphisms form a normal subgroup of 𝐴𝑢𝑡(𝐺)  and denoted by 𝐴𝑢𝑡𝑐(𝐺). 

     Let 𝑀 and 𝑁 be two normal subgroup of 𝐺. 𝐴𝑢𝑡𝑁(𝐺) and 𝐴𝑢𝑡𝑀(𝐺) are the subgroups 

of 𝐴𝑢𝑡(𝐺) consisting of all the automorphism which centralized 
N

G
 and M respectively. 

We denote 𝐴𝑢𝑡𝑀(𝐺)⋂𝐴𝑢𝑡𝑁(𝐺) by 𝐴𝑢𝑡𝑀
𝑁 (𝐺).    

     In the first chapter, we state some basic concepts which are used in the next chapters. 

Then in the second chapter, we study central automorphism that are almost inner. Also in 

the third chapter 3 , we pay attention on central automorphisms that fixing the center 

element-wise. Moreover, for nonabelian finite 𝑝_group  𝐺 , in chapters 3,2  we will prove 

with two different methods, 𝐴𝑢𝑡𝑐(𝐺) = 𝐼𝑛𝑛(𝐺) if and only if ( )Z G G  and 𝑍(𝐺) is 

cyclic.  

    Finally, in the last chapter, we give necessary and sufficient condition such that the 

group of  central automorphisms of a finite purely nonablian 𝑝_group, (𝑝 odd) is 

elementary abelian group. 

Keywords: central automorphism, inner automorphism, purely nonablian group, 

nilpotent group, exponent, elementary abelian group, height.  
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