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1 فصل
مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش

مقدماتی مفاهیم و تعاریف 1.1
کنیم: می استفاده زیر نمادهاي از نامه پایان این در

R حلقه هاي درونریختی حلقه EndR(R)

N به M از ها همریختی تمام مجموعه HomR(M,N)

K و H مستقیم نیم حاصلضرب H nK

Mn و ... ،M١ مدولهاي مستقیم مجموع ⊕n
i=١Mi

R حلقه جیکبسون رادیکال Rad(R)

شود. ذکر آن خلاف اینکه مگر است یکدار و متناهی حلقه یک نمایانگر R نامه پایان این تمام در

.ef = fe = ٠ هرگاه متعامدند f و e هاي خودتوان

دهیم. می نمایش R∗ با را R حلقه هاي یکه گروه باشد. یکدار اي حلقه R کنیم فرض .1.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به دهیم می نشان e علامت با که را e ∈ R خودتوان متمم

e := ١− e.

دهیم: می قرار .r ∈ R و باشند R از هایی زیرمجموعه B و A کنیم فرض .2.1.1 تعریف

1
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A+B := {a+ b : a ∈ A , b ∈ B} , A.B := {ab : a ∈ A , b ∈ B}

و

r + A := {r + a : a ∈ A} , r.A := {ra : a ∈ A}

داشته وجود G از B و A هاي گروه زیر هرگاه نامیم می پذیر تجزیه را R∗ از G زیرگروه .3.1.1 تعریف

.A ∩B = {e} و G = A.B که طوري به باشند

با و نامیده R حلقه جیکبسون رادیکال را R حلقه ماکسیمال (راست) چپ آلهاي ایده تمام اشتراك

وجود K R-مدول هرگاه نامیم Mمی مستقیم جمعوند یک را N R-مدول دهیم. می نمایش Rad(R)

.M ∼= N ⊕K که طوري به باشد داشته

باشند. آن هاي مدول زیر Mتنها و {٠} هرگاه نامیم می ساده Mرا ناصفر R-مدول الف) .4.1.1 تعریف

باشد. آن مستقیم جمعوند یک M مدول زیر هر هرگاه شود می نامیده ساده نیم M R-مدول ب)

صورت: این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .5.1.1 تعریف

باشد. تقسیم حلقه یک R/Rad(R) هرگاه نامیم می موضعی را R الف)

باشد. ساده نیم حلقه یک R/Rad(R) هرگاه نامیم می موضعی نیم را R ب)

باشد. موضعی حلقه یک eRe هرگاه شود می نامیده موضعی خودتوان e٢ = e ∈ R عنصر .6.1.1 تعریف

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .7.1.1 قضیه

دارد؛ ماکسیمال چپ آل ایده یک تنها R الف)

دارد؛ ماکسیمال راست آل ایده یک تنها R ب)
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است؛ موضعی حلقه یک R ج)

دهند؛ می آل ایده یک تشکیل R هاي یکه غیر د)

دهند؛ می جمعی آبلی گروه یک تشکیل R هاي یکه غیر ه)

دارند؛ قرار R∗ در ها ai از برخی آنگاه ،a١ + ...+ an ∈ R∗ اگر و)

.b ∈ R∗ یا a ∈ R∗ آنگاه ،a+ b ∈ R∗ اگر ز)

چپ آل ایده هر باشد. R حلقه ماکسیمال چپ آل ایده یک m کنیم فرض (الف): ← (ج) . اثبات

حلقه R/Rad(R) یعنی؛ باشد، موضعی حلقه یک R اگر حال است. Rad(R) شامل ،R ماکسیمال

حالت است ماکسیمال m چون .m/Rad(R) = R/Rad(R) یا m/Rad(R) = ٠ آنگاه باشد، تقسیم

دارد. ماکسیمال چپ آل ایده یک تنها R پس .m = Rad(R) لذا داد نخواهد رخ دوم

Rad(R) = m لذا دارد. m مانند ماکسیمال چپ آل ایده یک تنها R کنیم فرض (ج): ← (الف)

خودش و صفر ،R/Rad(R) چپ آلهاي ایده تنها اینرو از است. R حلقه ماکسیمال چپ آل ایده تنها

متناظرا ⇔(ج)، (ب) باشد. می موضعی ،R لذا است. تقسیم حلقه یک R/Rad(R) بنابراین باشند. می

شود. می ثابت

پذیر وارون R در a لذا .a /∈ Rad(R) و باشد تقسیم حلقه R/Rad(R) کنیم فرض (د): ← (ج)

باشد. می R آل ایده یک R−R∗ = Rad(R) بنابراین است.

صورت این در .a /∈ Rad(R) کنیم فرض ←(ج): (ز) است. برقرار بوضوح ←(ز)، ←(و) ←(ه) (د)

عناصر .m + Ra = R پس .a /∈ m که طوري به دارد وجود m مانند ماکسیمال چپ آل ایده یک

پس .ba ∈ R∗ (ز)، به توجه با لذا ،m /∈ R∗ طرفی از .١ = m+ ba که دارند وجود b ∈ R و m ∈ m

باشد. می گروه یک ضرب عمل با R − {٠} بنابراین است. چپ از پذیر وارون R = R/Rad(R) در a

� است. تقسیم حلقه R لذا
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دو هیچ مستقیم مجموع صورت به Mرا نتوان Mو ̸= ٠ هرگاه نامیم می ناپذیر تجزیه Mرا مدول

نوشت. ناصفرش مدول زیر

کنیم فرض باشد. شده تولید متناهیا R-مدول یک M کنیم فرض 1 (کرول-اشمیت) .8.1.1 قضیه

M =M١ ⊕ ...⊕Mm = N١ ⊕ ...⊕Nn

از σ جایگشت و m = n صورت این در باشد. ناپذیرش تجزیه و ناصفر هاي مدول زیر به M از تجزیه دو

.Mi ≃ Nσ(i) ،١ 6 i 6 m هر براي که طوري به دارد وجود {١, ...,m}

� شود. رجوع 6.3 قضیه [5] مرجع به اثبات.

صورت این در باشد. ساده چپ R-مدول یک RV و حلقه یک R کنیم فرض 2 شور) (لم .9.1.1 لم

است. تقسیم حلقه یک End(RV )

� شود. رجوع 6.3 لم [4] مرجع به اثبات.

انتقال قابل ها خودتوان گوییم باشد. R حلقه از (راست) چپ آل ایده یک L کنیم فرض .10.1.1 تعریف

باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان آنگاه ،x− x٢ ∈ L اگر ،x ∈ R هر براي هرگاه هستند L پیمانه به

.e− x ∈ L که طوري به

خودتوان یک و یکه عنصر یک مجموع با R عنصر هر هرگاه نامیم می تمیز حلقه یک را R .11.1.1 تعریف

باشد. برابر

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در .x ∈ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .12.1.1 گزاره

−e؛ x ∈ R(x− x٢) که طوري به دارد وجود e٢ = e ∈ R عنصر الف)
1Krull-Schmidt
2Schur
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−١)؛ e)− c(١− x) ∈ Rad(R) که طوري به دارند وجود c ∈ R و e٢ = e ∈ R ب)

R؛ = Re+R(١− x) که طوري به دارد وجود e٢ = e ∈ Rx ج)

.١− e ∈ R(١− x) که طوري به دارد وجود e٢ = e ∈ Rx د)

که دارد وجود r ∈ R پس ،e− x ∈ R(x− x٢) چون ←(ب): (الف) اثبات.

.١− e = (١− rx)(١− x) نتیجه در .e− x = r(x− x٢)

نتیجه در .(١− e)− c(١− x) ∈ Rad(R) کنیم فرض ←(ج): (ب)

١− [(١− e)− c(١− x)] = e+ c(١− x)

است. یکه

.١ = te+ s(١−x) که دارند وجود t, s ∈ R عناصر پس R = Re+R(١−x) چون ←(د): (ج)

دهیم می قرار

نتیجه در .f := e+ (١− e)te

f٢ = (e+ (١− e)te)(e+ (١− e)te)

= e+ e(١− e)te+ (١− e)te+ (١− e)te(١− e)te

= e+ (١− e)te = f ∈ R(x)

و

١− f = ١− e− (١− e)te = ١− te− e(١− te)

= s(١− x)− es(١− x) = (١− e)s(١− x).
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که ،e − x = e(١ − x) − (١ − e)x نتیجه در .١ − e ∈ R(١ − x) کنیم فرض (الف): ← (د)

� .e− x ∈ R(x− x٢) بنابراین .(١− e)x ∈ R(١− x)x و e(١− x) ∈ Rx(١− x)

صدق 12.1.1 گزاره شرایط از یکی در R از عنصر هر هرگاه نامیم می مناسب را R حلقه .13.1.1 تعریف

کند.

است. مناسب تمیز، حلقه هر .14.1.1 قضیه

و e٢ = e که .x = e+ u ،x ∈ R هر براي صورت این در باشد. تمیز حلقه یک R کنیم فرض اثبات.

پس است. یکه عنصر یک u

u[x− u−١)١− e)u] = ue+ u٢ − u+ eu = x٢ − x.

� باشد. می مناسب حلقه یک R بنابراین .e− x ∈ R(x− x٢) ،12.1.1 گزاره به توجه با که

هر و باشند Rad(R) پیمانه به انتقال قابل ها خودتوان و باشد حلقه یک R کنیم فرض .15.1.1 تعریف

در باشد. صفر غیر خودتوان یک شامل نباشد، Rad(R) در مشمول که R حلقه از (راست) چپ آل ایده

نامیم. می قوي حلقه یک را R صورت این

است. قوي مناسب، حلقه هر .16.1.1 گزاره

یک شامل Rx ،x /∈ Rad(R) که x ∈ R هر براي دهیم نشان کافیست 12.1.1 گزاره به توجه با اثبات.

.e = ٠ دهد نتیجه e٢ = e ∈ Rx که گیریم می نظر در طوري را x ∈ R عنصر است. ناصفر خودتوان

که طوري به گیریم می نظر در را e٢ = e ∈ Rax عنصر پس است مناسب R چون .a ∈ R کنیم فرض

تناقض یک که x ∈ Rad(R) یعنی؛ .١ ∈ R(١ − ax) پس e = ٠ طرفی از .١ − e ∈ R(١ − ax)

� .٠ ̸= e٢ = e ∈ Rx بنابراین است.
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باشد. چپ آرتینی و اول نیم R هرگاه نامیم می آرتینی ساده نیم را R حلقه .17.1.1 تعریف

ها خودتوان و باشد آرتینی ساده نیم R/Rad(R) هرگاه نامیم می کامل نیم را R حلقه .18.1.1 تعریف

باشند. Rad(R) پیمانه به انتقال قابل

(راست) چپ آل ایده هر هرگاه شود می نامیده I٠-حلقه یک یکدار)، لزوما (نه R حلقه .19.1.1 تعریف

ها خودتوان اگر علاوه به باشد. صفر غیر خودتوان یک شامل نباشد، جیکبسون رادیکال در مشمول که

I-حلقه را آن مقالات بعضی در که است قوي حلقه یک R آنگاه باشند، Rad(R) پیمانه به انتقال قابل

نامند. می نیز

است. I-حلقه یک کامل نیم حلقه هر تذکر.

تعریف چنین R هاي خودتوان مجموعه روي را 6 رابطه باشد. حلقه یک R کنیم فرض .20.1.1 تعریف

کنیم: می

f ∈ eRe⇐⇒ f 6 e

است: معادل زیر رابطه با فوق رابطه که داد نشان توان می

f 6 e⇐⇒ f = fe = ef.

ضرب e در چپ از را رابطه این طرفین اگر .f = ere که دارد وجود r ∈ R پس .f ∈ eRe کنیم فرض

داریم: کنیم

ef = ere = f

داریم: کنیم ضرب e در راست از اگر ترتیب همین به و

fe = ere = f.
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داریم: کنیم ضرب e در را تساوي این طرفین اگر .f = fe = ef کنیم فرض حال

efe = ef = f.

گوییم. طبیعی جزیی ترتیبی رابطه آن به و است جزیی ترتیبی رابطه یک 6 داد نشان توان می سادگی به

خودتوان از افزایشی زنجیر هر هرگاه کند می صدق ها خودتوان روي ماکسیمم شرط Rدر حلقه گوییم

باشد. ایستا ،R هاي

به را e نتوان هرگاه نامیم می اولیه را e ∈ R خودتوان باشد. حلقه یک R کنیم فرض .21.1.1 تعریف

نوشت. R از بدیهی متعامد خودتوان دو هیچ مجموع صورت

.Rf = Re دهد نتیجه ،٠ ̸= f٢ = f ∈ Re اگر تنها و اگر است اولیه e خودتوان تذکر.

R/Rad(R) در x + Rad(R) که طوري به x ∈ R و باشد I٠-حلقه یک R کنیم فرض .22.1.1 لم

.e− x ∈ Rad(R) که طوري به دارد وجود e ∈ R خودتوان صورت این در باشد. اولیه خودتوان

با لذا و f ∈ Rx ،R = R/Rad(R) در پس گیریم. می نظر در را ٠ ̸= f٢ = f ∈ Rx عنصر اثبات.

� .e = x و e٢ = e ̸= ٠ آنگاه ،e = f + xf − fxf دهیم قرار اگر .Rf = Rx قبل، تذکر به توجه

معادلند: R حلقه هر براي زیر هاي گزاره .23.1.1 قضیه

است؛ کامل نیم R الف)

کند؛ می صدق ها خودتوان روي ماکسیمم شرط در و است I٠-حلقه ،R ب)

(راست) چپ آل ایده و e ∈ L خودتوان آنگاه باشد، (راست) چپ آل ایده یک L ⊆ R اگر ج)

.L = Re+M که طوري به دارند وجود M ⊆ Rad(R)

است. آرتینی ساده نیم R/Rad(R) و I٠-حلقه یک R د)
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اگر است. I٠-حلقه یک فوق تذکر به توجه با آنگاه باشد، کامل نیم R حلقه اگر (ب): ← (الف) اثبات.

افزایشی زنجیر R/Rad(R) حلقه در آنگاه باشد، R هاي خودتوان از افزایشی زنجیر یک e١ 6 e٢ 6 ...

. en = en+١ = ... ،n برخی براي نتیجه در داشت. خواهیم را ها خودتوان از e١ 6 e٢ 6 ...

،k > n هر براي رو این از

(ek+١ − ek)٢ = (ek+١ − ek) ∈ Rad(R),

.en = en+١ = ... بنابراین

کنیم فرض صورت این غیر در .M = L و e = ٠ آنگاه ،L ⊆ Rad(R) اگر (ج): ← (ب)

اگر .M = {x ∈ L : xe = ٠} که L = Re +M پس باشد. ماکسیمال ٠ ̸= e٢ = e ∈ L

یک g = e + f − ef بنابراین گیریم. می نظر در را ٠ ̸= f٢ = f ∈ M عنصر آنگاه ،M * Rad(R)

یک که f = f٢ = f(ef) = ٠ پس .e = g ،e انتخاب به توجه با که ،e 6 g و است L در خودتوان

.M ⊆ Rad(R) بنابراین است. تناقض

در اولیه هاي خودتوان پس است I٠-حلقه یک R چون (الف): ← (د) است. بدیهی (د) ← (ج)

خودتوان مجموع R/Rad(R) در خودتوان هر اما هستند. انتقال قابل 22.1.1 لم به توجه با R/Rad(R)

� یابند. انتقال توانند می استاندارد روش یک با بنابراین و است اولیه متعامد هاي

یک شامل یا است کامل نیم یا R صورت این در باشد. قوي حلقه یک R کنیم فرض .24.1.1 گزاره

باشد. می متعامد هاي خودتوان از نامتناهی مجموعه

متعامد هاي خودتوان از نامتناهی مجموعه هیچ شامل متناهی) لزوما (نه R حلقه کنیم فرض . اثبات

که طوري به دارند وجود ei اولیه متعامد هاي خودتوان نباشد.

١ = e١ + e٢ + ...+ en.
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حلقه یک R چون طرفی از .١′
= e′١ + e′٢ + ... + e′n نتیجه در .R′ = R/Rad(R) کنیم فرض

ساده نیم R′ بنابراین است. ساده اینرو از و باشد نمی نابدیهی مدول زیر هیچ شامل R′e′i پس است، قوي

� است. کامل نیم R قبل، قضیه به توجه با و

منحصر عدد صورت این در باشد. ساده نیم حلقه یک R کنیم فرض 3 (ودربرن-آرتین) .25.1.1 قضیه

که طوري به دارند وجود Dr, ..., D١ تقسیم هاي حلقه و r فرد به

R ∼= Mn١(D١)× ...×Mnr(Dr).

نیستند. یکریخت بدو دو که دارد وجود چپ ساده مدول ،r دقیقا همچنین

� شود. رجوع 5.3 قضیه [4] مرجع به اثبات.

به باشد داشته وجود y ∈ R عنصر ،x ∈ R هر براي هرگاه نامیم می منظم را R حلقه .26.1.1 تعریف

.xyx = x که طوري

به باشد داشته وجود u ∈ R یکه عنصر ،x ∈ R هر براي هرگاه نامیم می یکه-منظم را R حلقه

.xux = x که طوري

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در باشد. حلقه یک متناهی) لزوما (نه R کنیم فرض .27.1.1 گزاره

است؛ منظم R الف)

است؛ خودتوان یک توسط شده تولید اصلی، راست آل ایده هر ب)

است؛ خودتوان یک توسط شده تولید ،R شده تولید متناهیا راست آل ایده هر ج)

است؛ R از مستقیم جمعوند یک شده، تولید متناهیا راست آل ایده هر د)

است. هموار ،R R-مدول هر ه)
3Wedderburn-Artin
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� شود. رجوع 20.11.2 قضیه [9] مرجع به اثبات.

باشد. R روي تصویري راست مدول ،A و منظم متناهی) لزوما (نه R حلقه کنیم فرض .28.1.1 قضیه

است. A مستقیم جمعوند ،A شده تولید متناهیا مدول زیر هر صورت این در

� شود. رجوع 11.1 قضیه [3] مرجع به اثبات.

در باشد. منظم T = EndR(A) که طوري به باشد راست R-مدول یک A کنیم فرض .29.1.1 قضیه

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این

است؛ یکه-منظم T الف)

B١؛ ∼= B٢ آنگاه ،A١ ∼= A٢ که A = A١ ⊕B١ = A٢ ⊕B٢ اگر ب)

Ker؛ x ∼= coker x ،x ∈ T هر براي ج)

.(١− e)T ∼= (١− f)T آنگاه ،eT ∼= fT که طوري به باشند هایی خودتوان e, f ∈ T اگر د)

� شود. رجوع 4.1 قضیه [3] مرجع به اثبات.

است. تمیز یکه-منظم، متناهی) لزوما (نه حلقه هر .30.1.1 قضیه

توان می را R از عنصر هر .V = RR دهیم می نشان باشد. راست R-مدول یک V کنیم فرض اثبات.

نظر در را L ∈ R شود. می ضرب V عناصر در چپ از که گرفت نظر در V از R-همریختی یک

دارند وجود V از A و Y هاي مدول زیر ،27.1.1 گزاره به توجه با پس است منظم R چون گیریم. می

که طوري به

V = (Im L+Ker L)⊕ Y = Ker L⊕ A.

به توجه با بنابراین باشد. می مستقیم جمعوند یک Im L و است تصویري Im L +Ker L همچنین

یکه-منظم R حلقه طرفی از . Im L+Ker L = Im L⊕X ،X ⊆ Ker L برخی براي 28.1.1 قضیه
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داریم: 29.1.1 قضیه به توجه با پس است

Ker L ∼= coker L = V/Im L ∼= X ⊕ Y.

با باشد. یکریختی یک h : Ker L −→ X ⊕Y کنیم فرض .Im L ∼= A و Ker L ∼= X ⊕Y بنابراین

u = h−١ : X ⊕ Y −→ Ker L کنیم فرض دهیم. می گسترش V کل به را h ،h(A) = ٠ دادن قرار

به است. خودتوان یک e = hu و huh = h پس .hu|X⊕Y = ١X⊕Y یعنی؛ باشد. h از بخشی وارون

به توان می را u دهیم می نشان حال یابد. می توسیع V کل به u چطور که داد نشان توان می راحتی

توسیع کنیم فرض است. یکه R بودن منظم به توجه با بنابراین است. یک به یک که داد توسیع L−hu

،h ساختار به توجه با بنابراین .L(v) = hu(v) ،v ∈ V براي و داریم را u

L(v) ∈ (X ⊕ Y ) ∩ Im L = ٠. (1.1)

این تمام اینرو از است پذیر امکان این (که K = Im L ∩Ker L که Im L = K ⊕ Z دهیم می قرار

تعریف باشد. یکریختی یک ϕ : Im L −→ A کنیم فرض حال هستند). شده تولید متناهیا ها مدول

،z ∈ Z و k ∈ K ،y ∈ Y ،x ∈ X براي که u : V −→ V کنیم می

u(x+ y + k + z) = h−١(x+ y) + k + ϕ(k + z).

.h−١(x+y)+k+ϕ(k+z) = ٠ آنگاه u(x+y+k+z) = ٠ اگر است. یک به یک u دهیم می نشان

مجموع هاي تجزیه به توجه با بنابراین .ϕ(k + z) = ٠ و h−١(x+ y) + k = ٠ گیریم می نتیجه پس

.x+ y = ٠ و k = ٠ ،k + z = ٠ مختلف، مستقیم

داریم (1.1) و فوق روابط به توجه با آنگاه ،v = x + y + k + z و L(v) = hu(v) اگر سپس

پس ϕ(k + z) ∈ A و u(v) = h−١(x + y) + k + ϕ(k + z) ∈ A چون .u(v) ∈ A و L(v) = ٠

پس .x + y = ٠ علاوه به .k ∈ Ker L ∩ A بنابراین .h−١(x + y) + k ∈ A ∩ Ker L = ٠

� .z = ٠ بنابراین ،z ∈ Im L ∩Ker L = K پس L(z) = ٠ اما .v = z ∈ Z
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،n×n هاي ماتریس حلقه n > ١ براي صورت این در باشد. تقسیم حلقه D کنیم فرض .31.1.1 نتیجه

است. تمیز D روي

هیچ شامل و باشد تمیز R اگر تنها و اگر است کامل نیم متناهی) لزوما (نه R حلقه .32.1.1 قضیه

نباشد. متعامد هاي خودتوان از نامتناهی مجموعه

متعامد هاي خودتوان از نامتناهی مجموعه هیچ شامل و باشد تمیز حلقه یک R کنیم فرض . اثبات

است. کامل نیم R حلقه ،24.1.1 و 16.1.1 هاي گزاره و 14.1.1 قضیه به توجه با نباشد.

توانند می ها خودتوان نتیجه در .Rad(R) = ٠ و باشد کامل نیم حلقه یک R کنیم فرض عکس، به

تمیز تمیز، هاي حلقه مستقیم حاصلضرب اینکه به استناد با باشند. می Rad(R) پیمانه به انتقال قابل

کامل اثبات هستند تمیز ساده، نیم هاي حلقه که قبل نتیجه و 25.1.1 قضیه به توجه با و باشد می

� شود. می



2 فصل
یکدار متناهی هاي حلقه

ها خودتوان 1.2
مثال.

هستند. آزاد موضعی هاي حلقه روي تصویري مدولهاي

حل.

شود. رجوع 9.8.2 مثال [9] مرجع به

مثال.

فرض باشد. عنصر n از متشکل اي پایه با آزاد یکR-مدول R(n) و موضعی حلقه یک R کنیم فرض

باشد. EndR(R(n)) در خودتوان یک e که طوري به باشد R-همریختی یک e : R(n) −→ R(n) کنیم

دهیم: می قرار همچنین

N(e) := {x ∈ R(n) : e(x) = x}

و

P (e) := {x ∈ R(n) : e(x) = ٠}.

e(x) ∈ N(x) که x = e(x) + (x− e(x)) ،x ∈ R(n) هر براي همچنین .N(e) ∩ P (e) = ٠ بوضوح

توجه با لذا هستند تصویري P (e) و N(e) چون .R(n) = N(e)⊕ P (e) بنابراین .x− e(x) ∈ P (x) و

14
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R(n) براي آزاد R-پایه یک به ،P (e) و N(e) براي آزاد R-پایه انتخاب با باشند. می آزاد فوق مثال به

دارد: زیر فرم به ماتریسی نمایش e پایه، این به توجه با که رسیم می

Mat(e) =

(
It ٠
٠ ٠

)
.t = dimR (N(e)) و باشد می t× t همانی ماتریس یک ،It که

آنگاه S = EndR(R
(n)) اگر

Se ≃


 a١١ ... a١t ٠ ... ٠

... . . . ... ... . . . ...
an١ ... ant ٠ ... ٠

 : aij ∈ R


و چپ) S-مدول عنوان (به

eSe =

{(
A ٠
٠ ٠

)
: A ∈Mt(R)

}
داشته زیر فرم به ماتریسی نمایش e اگر تنها و اگر است موضعی eSe بخصوص حلقه). یک عنوان (به

باشد:

M(e) =


١ ٠ ... ٠
٠ ٠ ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ ... ٠


حلقه). یک عنوان (به eSe ≃ R که

و هستند متعامد e و ١− e صورت این در باشد. R حلقه از خودتوانی e کنیم فرض

١ = e+ (١− e).

داریم: زیر بصورت چپ) هاي -مدول R عنوان به (یا چپ آلهاي ایده عنوان به R از اي تجزیه بنابراین

R = Re⊕R(١− e).

که ١ = e١ + e٢ آنگاه ،R = L١ ⊕ L٢ باشیم داشته L٢ و L١ چپ آلهاي ایده براي اگر عکس، به

و L١ = Re١ علاوه به .e١e٢ = e٢e١ = ٠ و e٢i = ei ،i = ١,٢ براي بنابراین .e٢ ∈ L٢ و e١ ∈ L١
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نامیده R از مولفه یک صورت این در باشد R از مستقیمی جمعوند L چپ آل ایده اگر .L٢ = Re٢

باشد داشته وجود ،e ∈ R خودتوان اگر تنها و اگر است R از مولفه یک L چپ آل ایده اینرو از شود. می

.L = Re که طوري به

که طوري به باشند R-مدول ،Mm و ... ،M١ ،M کنیم فرض

M =M١ ⊕M٢ ⊕ ...⊕Mm.

باشند. کانونی هاي نگاشت πj : M −→ Mj و λj : Mj −→ M ،١ ≤ j ≤ m هر براي کنیم فرض

که طوري به دارند وجود xi ∈Mi فرد به منحصر عناصر آنگاه ،x ∈M اگر

x = x١ + x٢ + ...+ xm.

.∑j λjπj = iM یعنی؛ .∑j λjπjx = x و πiλjπjx = ٠ آنگاه ، i ̸= j اگر و πjx = xj علاوه به

در .σij = πiσλj که ، σij : Mj −→ Mi و باشد R-درونریختی یک σ : M −→ M کنیم فرض

کنیم: می وابسته Mat(σ) به را σ زیر نگاشت با صورت این

Mat : σ −→Mat(σ) =


σ١١ σ١٢ ... σ١m
σ٢١ σ٢٢ ... σ٢m... ... . . . ...
σm١ σm٢ ... σmm

 = (σij)

.σij = πiσλj که

باشد. M هاي مدول R-زیر از مستقیم مجموع یک M = M١ ⊕ ... ⊕Mm کنیم فرض .1.1.2 قضیه

در باشند. کانونی هاي نگاشت πj : M −→ Mj و λj : Mj −→ M ،١ 6 j 6 m براي کنیم فرض

است: یکریختی یک زیر نگاشت صورت این

Mat : EndR(M) −→ {(σij) : σij :Mj −→Mi , σij = πiσλj}

.Mat : σ −→Mat(σ) = (σij) که
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،j و i هر براي چون گیریم. می نظر در را Mat(ψ) = (ψij) ضابطه با ψ :M −→M نگاشت اثبات.

(σ + ψ)ij = πi(σ + ψ)λj = πiσλj + πiψλj = σij + ψij

پس

Mat(σ + ψ) =Mat(σ) +Mat(ψ).

،j و i هر براي چون طرفی از

(σψ)ij = πi(σψ)λj

= πiσ(
∑
k

λkπk)ψλj

=
∑
k

(πiσλk)(πkψλj)

=
∑
k

σikψkj ,

راحتی به است. اي حلقه همریختی یک Mat نگاشت بنابراین .Mat(σψ) = Mat(σ)Mat(ψ) پس

� است. دوسویی که داد نشان توان می

ناپذیر تجزیه چپ آلهاي ایده بنابراین باشد. می چپ نوتري و چپ آرتینی پس است متناهی R چون

که دارند وجود Li

RR = L١ ⊕ ...⊕ Ln.

ها حلقه عنوان به اما است. فرد به منحصر یکریختی حد در تجزیه این ،8.1.1 قضیه به توجه با

EndR(RR) ≃ Rop

،1.1.2 قضیه به توجه با دیگر عبارت به دهد. می نشان را R مقابل حلقه Rop که

EndR(RR) ≃ {(σij) : σij : Lj −→ Li , σij = πiσλj}.
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تولید Rei که ،Li = Rei بنابراین است. R از مولفه یک یعنی؛ است. R از مستقیم جمعوند یک Li اما

باشد. می ei خودتوان توسط شده

صورت: این در باشد. چپ MیکR-مدول و باشند R از هایی خودتوان f و e کنیم فرض .2.1.2 قضیه

گروه). عنوان (به HomR(Re,M) ≃ eM الف)

گروه). عنوان (به HomR(Re,Rf) ≃ (eRf) ب)

که طوري به باشند داشته وجود d ∈ fRe و c ∈ eRf عناصر اگر تنها و اگر Re ≃ Rf علاوه به

.dc = f و cd = e

R-مدول). عنوان (به eR ≃ fR اگر تنها و اگر R-مدول) عنوان (به Re ≃ Rf مشابه بطور

حلقه). عنوان (به EndR(Re) ≃ eRe ج)

است. R-یکریختی ،S ∩Re −→ S ∩Rf نگاشت آنگاه باشد، R از راست آل ایده یک S اگر د)

پس .ρ(e) = m کنیم فرض گیریم. می نظر در را ρ : Re −→M R-همریختی الف) اثبات.

em = eρ(e) = ρ(e٢) = ρ(e) = m.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را λ نگاشت .m = em ∈ eM بنابراین

λ(ρ) := ρ(e).

کنیم فرض است. پوشا λ دهیم می نشان باشد. می یک به یک که است گروهی همریختی λ بوضوح

،r ∈ R هر براي و m ∈ eM

ρ(re) := rm.

طرفی از است. خوشتعریف R-همریختی یک ρ و rm ∈ reM = ٠ آنگاه ،re = ٠ اگر

λ(ρ) = ρ(e) = m.
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است. پوشا λ بنابراین

ρ : کنیم فرض .HomR(Re,Rf) ≃ eRf آنگاه M = Rf اگر (الف)، قسمت به توجه با ب)

دارد وجود d ∈ Re عنصر .ρ = ρc ،c ∈ eRf برخی براي پس باشد. R-یکریختی یک ،Re −→ Rf

پس ،ρ−١(f) = d اما .ρ−١(c) = e آنگاه ،ρ(e) = c اگر حال .f = ρc(d) = dc لذا .ρc(d) = f که

و d ∈ fRe

e = ρ−١(c) = ρ−١(cf) = cρ−١(f) = cd.

این در گیریم. می نظر در را d ∈ fRe و c ∈ eRf عناصر .dc = f و cd = e کنیم فرض عکس، به

صورت

(ecf)(fde) = ecfde

= ecdcde = e۴ = e

کرد بررسی توان می راحتی به ،dc = f و cd = e اینکه به توجه با لذا .(fde)(ecf) = f مشابه بطور و

R-یکریختی ،y 7−→ yd ضابطه با Rf −→ Re نگاشت و x 7−→ xc ضابطه با Re −→ Rf نگاشت که

هستند.

کافیست است. گروهی یکریختی λ : EndR(Re) −→ Re (ب)، قسمت در e = f دادن قرار با (ج)

و ρ, ρ′ ∈ EndR(eRe) کنیم فرض باشد. می اي حلقه یکریختی λ دهیم نشان

داریم: (الف) به توجه با پس .m = ρ(e) ∈ Re

λ(ρ′ρ) = ρ′ρ(e) = ρ′(m)

= ρ′(em) = ρ′(e)m = ρ′(e)ρ(e)

= λ(ρ′)λ(ρ).
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� است. بدیهی (د)

: کنیم می بررسی را خاص مورد یک حال

(به Li ≃ Lj ، j و i هر براي و هستند R چپ آلهاي ایده ها Li که R = L١⊕ ...⊕Ln کنیم فرض

از یکی e اگر .Li = Rei ،i هر براي که دارند وجود en و ... ،e١ متعامد هاي خودتوان R-مدول). عنوان

.cjdj = e و djcj = ej که طوري به دارند وجود dj و cj عناصر ،١ ≤ j ≤ n هر براي آنگاه ، باشد ها ei

گیریم: می نتیجه eiها بودن متعامد از

eR = eRe١ ⊕ ...⊕ eRen

علاوه به چپ). eRe-مدول عنوان (به

erej 7−→ erejdj = erdjcjdj = erdje.

است. -یکریختی eReیک فوق ضابطه با eRej −→ eRe نگاشت که کرد مشاهده توان می راحتی به

،j و i هر براي و هستند R چپ آلهاي ایده ها Li که RR = L١ ⊕ ...⊕ Ln کنیم فرض .3.1.2 قضیه

هر براي که طوري به دارند وجود ei هاي خودتوان صورت این در چپ). R-مدول عنوان (به Li ≃ Lj

آنگاه باشد ها ei از یکی e اگر و Li = Rei ،١ ≤ i ≤ n

دارد. n-عنصري پایه یک که است آزاد یکeRe-مدول eR الف)

.Rop ≃ EndR(RR) ≃ EndeRe(eR) ب)

است. (eRe)op روي n× n هاي ماتریس حلقه با یکریخت حلقه یک عنوان به Rop ج)

� .EndR(⊕∑
Re) ≃Mn((eRe)

op) ≃ EndeRe(eR) که است واضح اثبات.

صورت این در باشد. R از ناصفر خودتوانی e کنیم فرض .4.1.2 قضیه

Rad(eRe) = eRe ∩ (Rad(R)) = e(Rad(R))e.



یکدار متناهی هاي حلقه .2 21فصل

دهیم: نشان کافیست اثبات.

.r ∈ Rad(R) آنگاه ،r ∈ Rad(eRe) اگر (1)

.r ∈ e(Rad(R))e آنگاه ،r ∈ Rad(R) ∩ (eRe) اگر (2)

.r ∈ Rad(eRe) آنگاه ،r ∈ e(Rad(R))e اگر (3)

در طوري را b ∈ eRe دارد. چپ وارون R در ١ − yr ،y ∈ R هر براي دهیم نشان کافیست (1)

بنابراین .b(١− yr) = eپس .b(e− eye.r) = e که گیریم می نظر

yrb(١− yr) = yre = yr.

داریم: فوق تساوي طرفین به ١− yr کردن اضافه با

(١+ yrb)(١− yr) = ١.

دارد. چپ وارون R در ١− yr نتیجه در

بنابراین .r ∈ Rad(R) که r = ere نتیجه در .r ∈ eRe ∩Rad(R) کنیم فرض (2)

(eRe) ∩Rad(R) ⊆ e(Rad(R))e.

دارد. چپ وارون eRe در e− yr ،y ∈ eRe هر براي دهیم نشان کافیست (3)

.x(١− yr) = ١ که طوري به دارد وجود x ∈ R عنصر پس ،r ∈ e(Rad(R))e ⊆ Rad(R) چون

اما

e = ex(١− yr)e = ex(e− yr) = exe(e− yr).

� .e(Rad(R))e ⊆ Rad(eRe) پس است. e− yr چپ وارون exe ∈ eRe بنابراین

خودتوان یک شامل L صورت این در باشد. R از پوچتوان غیر آل ایده یک L کنیم فرض .5.1.2 قضیه

است. ناصفر
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حاصل نتیجه آنگاه ،| L |= ٢ اگر کنیم. می ثابت را قضیه L مرتبه روي استقرا از استفاده با . اثبات

کنیم فرض حال باشد. برقرار n از کمتر مرتبه با چپ آلهاي ایده براي کنیم می فرض بنابراین است.

،x ∈ L هر براي گیریم می نتیجه است، متناهی L که این از .La = L ،a ∈ L برخی براي و | L |= n

و (e٢ − e)a = ٠ بنابراین .ea = a ،٠ ̸= e ∈ L برخی براي همچنین .x = ٠ اگر تنها و اگر xa = ٠

.e٢ − e = ٠

می خودتوان یک شامل یا است پوچتوان یا La استقرا فرض به توجه با .| La |<| L | کنیم فرض

است. پوچتوان خود، a ∈ L هر آنگاه باشد پوچتوان La ،a ∈ L هر براي اگر باشد.

نباشد. پوچتوان L کنیم فرض باشد. پوچتوان a ∈ L هر هرگاه است پوچتوان L که کنیم می ادعا

J٢ ⊆ J صورت این در نباشد. پوچتوان که گیریم می نظر در طوري را L در J چپ آل ایده کوچکترین

طوري به باشد R چپ آل ایده کوچکترین H کنیم فرض حال .J٢ = J اینرو از نیست. پوچتوان J٢ و

.Jh = H بنابراین .Jh ⊆ H و J(Jh) = Jh ̸= پس٠ .Jh ̸= ٠ ،h ∈ H هر براي لذا . JH ̸= ٠ که

،m صحیح عدد هر براي بنابراین .th = h که گیریم می نظر در طوري را t ∈ J

tmh = tm−١h = ... = th = h ̸= ٠

است. فرض خلاف که باشد می پوچتوان L پس است. پوچتوان t ∈ J ⊆ L زیرا است تناقض یک که

� است. ناصفر خودتوان یک شامل L بنابراین

هر براي یا L٢ = ٠ صورت این در باشد. R مینیمال چپ آل ایده یک L کنیم فرض .6.1.2 نتیجه

.L = Re ،e ∈ R خودتوان

L قبل، قضیه به توجه با بنابراین .L٢ ̸= ٠ و باشد R حلقه مینیمال چپ آل ایده L کنیم فرض اثبات.

� .L = Re بنابراین است مینیمال L چون .Re ⊆ Lپس باشد. می e ناصفر خودتوان شامل
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معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .7.1.2 قضیه

است؛ موضعی R الف)

نیست. نابدیهی خودتوان هیچ شامل R ب)

به توجه با پس است موضعی R چون .f = ١− e و e٢ = e ∈ R کنیم فرض (ب): ← (الف) اثبات.

.e = ٠ یا f = ٠ نتیجه در .ef = ٠ اما .f ∈ R∗ یا e ∈ R∗ ،7.1.1 قضیه

با پس نیست. پوچتوان Ra صورت این در .a /∈ Rad(R) و a ∈ R کنیم فرض (الف): ← (ب)

عنصر بنابراین .e = ١ (ب)، به توجه با حال باشد. می e ناصفر خودتوان شامل Ra ،5.1.2 قضیه به توجه

� است. تقسیم حلقه یک R/Rad(R) لذا و ba = ١ که طوري به دارد وجود b ∈ R

صورت: این در باشد. R حلقه از ناصفر خودتوان یک e کنیم فرض .8.1.2 قضیه

معادلند: زیر هاي گزاره الف)

است؛ مینیمال e (1

است؛ موضعی حلقه یک eRe (2

است. ناپذیر تجزیه Re (3

معادلند: زیر هاي گزاره آنگاه ،Rad(R) = ٠ اگر ب)

است؛ مینیمال چپ آل ایده یک Re (1

است. متناهی میدان یک eRe (2

گیریم می نظر در را f ∈ eRe خودتوان باشد. موضعی حلقه eRe کنیم فرض :(1)← (2) (الف). اثبات.

.f = ١eRe = eپس نیست، نابدیهی خودتوان شامل eRe ،7.1.2 قضیه به توجه با .f 6 e که طوري به

است. مینیمال e بنابراین

نابدیهی خودتوان هیچ شامل eRe کنیم ثابت کافیست باشد. مینیمال e کنیم فرض :(2) ← (1)
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مینیمال e طرفی از .f 6 eپس f ∈ eRe چون باشد. دلخواهی خودتوان ،f ∈ eRe کنیم فرض نیست.

است. موضعی حلقه eRe ،7.1.2 قضیه به توجه با بنابراین .f = e = ١eRe پس است

کنیم فرض همچنین نباشد. موضعی eRe و باشد ناپذیر تجزیه Re کنیم فرض :(2)← (3)

خودتوان e − f و f صورت این در .f ̸= e و باشد eRe در ناصفر خودتوان ٠ ̸= f٢ = f ∈ eRe

تناقض در فرض با که است پذیر تجزیه Re اینرو از .f + (e− f) = e که هستند eRe در متعامد هاي

است. موضعی حلقه یک eRe بنابراین باشد. می

ei و e١e٢ = ٠ و e = e١ + e٢ کنیم فرض همچنین باشد. موضعی eRe کنیم فرض :(3) ← (2)

لذا و e = e٢ = ee١ + ee٢ نتیجه در باشند. ناصفر ها

e١ + e٢ − ee١ − ee٢ = ٠.

یک که ،e١, e٢ ∈ eRe پس .e١, e٢ ∈ Re داد نشان توان می مشابه بطور .e١, e٢ ∈ eR بنابراین

است. تناقض

لم و 2.1.2 قضیه به توجه با آنگاه باشد، مینیمال چپ آل ایده یک Re اگر :(2) ← (1) (ب). اثبات

است.) متناهی میدان یک اینرو (از است تقسیم حلقه یک EndR(Re) = eRe شور،

که r ∈ R همچنین و باشد متناهی میدان یک EndR(Re) = eRe کنیم فرض :(1) ← (2)

بنابراین ،(re)R(re) ̸= ٠ پس Rad(R) = ٠ چون گیریم. می نظر در را Rre آل ایده .re ̸= ٠

دارد. eRe در ete مانند وارونی لذا ،esre ∈ eRe اما .esre ̸= ٠ که طوري به دارد وجود s ∈ R عنصر

Re و Re = Rre بنابراین .Rre ⊆ Re بوضوح .((ete)es)re = e نتیجه در ،Re ⊆ Rre طرفی از

� است. مینیمال

همچنین و باشد R حلقه صفر غیر مینیمال خودتوان یک e کنیم فرض .9.1.2 قضیه

π : R −→ R/Rad(R)
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است. مینیمال چپ آل ایده یک ،πRe صورت این در باشد. طبیعی نگاشت

ایده یک در مشمول پس باشد. سره آل ایده یک π(R(١ − e)) ⊆ R/Rad(R) کنیم فرض . اثبات

نتیجه در .π(M) ∩ π(Re) ̸= ٠ کنیم فرض باشد. می R/Rad(R) در π(M) فرم به ماکسیمال آل

اما .π(ere) ̸= ٠ و π(re) ∈ π(M) که طوري به دارد وجود r ∈ R عنصر و (π(M) ∩ π(Re))٢ ̸= ٠

اي π(x) بنابراین .π(eRe) = eRe/Rad(eRe) پس است. موضعی eRe و متناهی میدان یک π(eRe)

١ = e+(١− e) ∈M و e ∈M پس .π(e) ∈ π(M) ولذا π(xere) = π(e) که طوري به دارد وجود

� است. مینیمال π(Re) و π(M) ∩ π(Re) = ٠ بنابراین است. تناقض یک که

اگر هستند. ناپذیر تجزیه چپ آلهاي ایده ها Rei که RR = Re١ ⊕ ...⊕Ren کنیم فرض

Ni = Rei ∩Rad(R)

باشد. می مینیمال آل ایده یک Rei/Rad(R) اینرو از است. Rei مدول زیر بزرگترین Ni آنگاه

کنیم فرض هستند. ناپذیر تجزیه ها Rei که RR = Re١ ⊕ ... ⊕ Ren کنیم فرض .10.1.2 قضیه

.Rei/Ni ≃ Rej/Nj اگر تنها و اگر Rei ≃ Rej صورت این در .Ni = Rei ∩Rad(R)

است. بدیهی اثبات آنگاه Rei ≃ Rej اگر اثبات.

کنیم فرض عکس، به

w : Rei/Ni −→ Rej/Nj

داریم: باشد. طبیعی همریختی πi : Rei −→ Rei/Ni کنیم فرض و باشد یکریختی یک

?

Rei

Rej/Nj
- - ٠Rej

πj

wπi
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اینکه از .πjϕ = wπi که طوري به دارد وجود ϕ : Rei −→ Rej پس است تصویري Rei چون

.ϕ(Rei) = Rej نتیجه در .ϕ(Rei) * Ker πi = Ni پس .πjϕ ̸= ٠ گیریم می نتیجه wπi ̸= ٠

� .Rei ≃ Rej بنابراین

هرگاه است Rad(R) پیمانه به خودتوان یک u گوییم باشد. حلقه یک R کنیم فرض .11.1.2 تعریف

.u٢ − u ∈ Rad(R)

هستند. Rad(R) به انتقال قابل Rad(R) پیمانه به ها خودتوان .12.1.2 قضیه

اگر .x١ = u٢ − u دهیم می قرار باشد. Rad(R) پیمانه به خودتوان یک u کنیم فرض اثبات.

است. خودتوان یک u آنگاه ،x١ = ٠

آنگاه ،e١ = u+ x١ − ٢ux١ و x١ ̸= ٠ اگر

e٢١ − e١ = ۴x٣١ − ٣x٢١ = x٢١(۴x١ − ٣).

خودتوان e١ نتیجه در .e١ ≡ u (mod(Rad(R))) علاوه به است. پوچتوان x١،پس ∈ Rad(R) چون

که رسیم می e خودتوان به سرانجام که دهیم. ادامه را روند این توانیم می یا است

� .e ≡ u (mod(Rad(R)))

و S = R/Rad(R) کنیم فرض .13.1.2 قضیه

SS = Se١ ⊕ ...⊕ Sen

صورت این در هستند. مینیمال متعامد دوبدو هاي خودتوان ها ei که

RR = Re١ ⊕ ...⊕Ren

تجزیه عکس، به .ei ≡ ei (mod(Rad(R))) و باشند می موضعی متعامد دوبدو هاي خودتوان ها ei که

کند. می ایجاب را S پذیري تجزیه بالا در R پذیري
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موضعی متعامد دوبدو هاي خودتوان کنیم فرض توانیم می کنیم. می عمل استقرا به اثبات.

آیند. می بدست es−١ و ... ، e١ از ترتیب به ،es−١ و ... ، e١

.u ≡ es mod(Rad(R)) و u ∈ R که ،λ = (١−f)u(١−f) و f = e١+ ...+ es−١ کنیم فرض

.λ ≡ es mod(Rad(R)) صورت این در

λ کنیم فرض حال است. کامل اثبات باشد خودتوان λ اگر .eiλ = λei = ٠ ،i < s هر براي

توجه با و قبلی روند تکرار با و گیریم می نظر در را x١ = λ٢−λ ∈ Rad(R) نتیجه در نباشد. خودتوان

،i < s هر براي و es ≡ es mod(Rad(R)) که رسیم می es خودتوان به ،12.1.2 قضیه به

esei = eies = ٠.

� باشد. می موضعی اینرو از و است ناپذیر تجزیه es که کرد مشاهده توان می راحتی به

R/Rad(R) در ها ei که ١ = e١ + ... + en اگر که کنیم می مشاهده فوق قضیه اثبات در تذکر.

متعامد دوبدو هاي خودتوان ،R در ها ei که ١ = e١ + ... + en آنگاه متعامدند، دوبدو هاي خودتوان

.ei ≡ ei (mod Rad(R)) و هستند

استناد به آنگاه هستند، موضعی eiها که RR = Re١ ⊕ ... ⊕ Ren اگر ،1.1.2 قضیه از استفاده با

نشان توان می کرول-اشمیت قضیه از استفاده بدون است. فرد به منحصر تجزیه این کرول-اشمیت قضیه

از مستقیمی مجموع به فرد به منحصر بصورت R آنگاه ،Rad(R) = ٠ یعنی؛ باشد، ساده نیم R اگر داد

شود. می تجزیه مینیمال چپ آلهاي ایده

قضیه در بنابراین کافیست. R دلخواه حلقه براي تجزیه یکتایی اثبات براي شرط این دهیم می نشان

کنیم. می فراهم را کرول-اشمیت قضیه به دیگري دیدگاه بعدي

موضعی هاي خودتوان ها fj و ها ei که ،١ =
∑n

j=١ fj و ١ =
∑m

i=١ ei کنیم فرض .14.1.2 قضیه

جایگشت و v ∈ R یکتاي عنصر و m = n صورت این در هستند.
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،١ 6 i 6 m براي که طوري به دارند وجود p : {١, ...,m} −→ {١, ...m}

veiv
−١ = fp(i).

نتیجه در گیریم. می نظر در را r 7−→ r ضابطه با R −→ R/Rad(R) = S طبیعی نگاشت . اثبات

با بنابراین .Sei ≃ Sfp(i) ،p مناسب جایگشت براي علاوه به .m = n و ∑m
i=١ Sei =

∑n
j=١ Sfj

که طوري به دارند وجود اي wi و vi ،2.1.2 قضیه به توجه با .Rei ≃ Rfp(i) ،10.1.2 قضیه به توجه

دهیم: می قرار .viwi = fp(i) و wivi = ei

v =
n∑

i=١
fp(i)viei

و

w =
n∑

j=١
ejwjfp(j).

� .vej = fp(j)v و vw = wv = ١ نتیجه در

تجزیه چپ هاي آل ایده Nj و Li که R = ⊕
∑n

j=١Nj و R = ⊕
∑m

i=١ Li کنیم فرض .15.1.2 نتیجه

.Li ≃ Ni ،١ 6 i 6 m هر براي R-مدول عنوان به همچنین و m = n صورت این در هستند. ناپذیر



3 فصل
ها یکه تجزیه

ها یکه گروه پذیري تجزیه و حلقه عناصر وارونپذیري 1.3
ذکر آن خلاف اینکه مگر باشد می یکدار و پذیر شرکت اي حلقه نمایانگر R فصل این تمام در : قرارداد

کنیم. می آغاز حلقه یک در عناصر پذیري وارون درباره لم یک با را بخش این شود.

معادلند: زیر هاي گزاره صورت این در .r ∈ R و باشد خودتوان یک e ∈ R کنیم فرض .1.1.3 لم

است؛ پذیر وارون eRe در ere الف)

است؛ پذیر وارون R در e+ ere ب)

است. پذیر وارون R در e+ er ج)

رابطه طرفین ضرب با باشد. e+ ere وارون x کنیم فرض ←(الف): (ب) اثبات.

داریم: e در ١ = (e+ ere)x

e = eexe+ erexe = erexe

و e = ereexe = exeere بنابراین e = exere داریم e در ١ = x(e + ere) تساوي طرفین ضرب با و

است. eRe در ere وارون exe لذا

29



ها یکه تجزیه .3 30فصل

پس باشد. eRe در ere وارون er′e کنیم فرض ←(ج): (الف)

(e+ er)(e+ er′e(١− ere)) = e+ ere+ erer′e(١− ere)

= e+ ere+ e− ere = ١

و

(e+ er′e(١− ere))(e+ er) = e− er′ere+ er′er

= e+ er′er(١− e) = ١.

بنابراین

(e+ er)−١ = e+ er′e(١− ere).

داریم e در ١ = x(e+ er) تساوي طرفین ضرب با باشد. e+ er وارون x کنیم فرض ←(ب): (ج)

لذا و e = exere

(e+ exe)(e+ ere) = e+ exere = e+ e = ١.

داریم: e در ١ = (e+ er)x تساوي طرفین ضرب با حال

e = erxe = erexe+ erexe = erexe+ erxe− erexe.

داریم: راست سمت از e در (e+ er)x = ١ رابطه ضرب با طرفی از

exe+ erxe = e

بنابراین .exe = ٠ دهد می نشان که

(e+ ere)(e+ exe) = e+ erexe = ١− e+ e− erexe = ١.

�
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صورت: این در باشد. برقرار قبل لم شرایط از یکی کنیم فرض .2.1.3 لم

r ∈ (e+ eR).(e+ eR∗).

آنگاه: باشد، پذیر وارون r اگر علاوه، به

r ∈ (e+ eR∗).(e+ eR∗).

.e+ er = e+ e(e+ er) ∈ e+ eR∗ نتیجه در .e+ er ∈ R∗ کنیم فرض اثبات.

.r(e+ er)−١ ∈ e+ eR دهیم نشان کافیست بنابراین

داریم: قبل لم به توجه با

e(r(e+ er)−١ − e) = er(e+ er′e(١− ere))− e

= ere+ erer′e− erer′ere− e

ere− ere = ٠.

نتیجه در

e(r(e+ er)−١ − e) = ٠ = ee

لذا و

r(e+ er)−١ = e+ e = e+ ee ∈ e+ eR.

می نتیجه فوق هاي تساوي از استفاده با .r(e+ er)−١ ∈ R∗ آنگاه باشد، پذیر وارون r اگر علاوه به

� شود. می کامل لم اثبات بنابراین .r(e+ er)−١ ∈ e+ eR∗گیریم

که طوري به باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان و باشد R∗ از گروهی زیر G کنیم فرض .3.1.3 گزاره

صورت این در .eGe ⊆ (eRe)∗

G ⊆ (e+ eR∗).(e+ eR∗).
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داریم: قبل لم از استفاده با است، پذیر وارون g چون .g ∈ G کنیم فرض اثبات.

g ∈ (e+ eR∗).(e+ eR∗).

بنابراین

G ⊆ (e+ eR∗).(e+ eR∗).

�

کند می حفظ را G گروه e ∈ R خودتوان گوییم باشد. R∗ از زیرگروهی G کنیم فرض .4.1.3 تعریف

باشد. G در مشمول e+ eG هرگاه

: صورت این در باشد. R∗ از زیرگروهی G کنیم فرض .5.1.3 لم

شود. حفظ eمتممش توسط اگر تنها و اگر شود می حفظ e خودتوان توسط R∗ از G زیرگروه الف)

.eGe ⊆ (eRe)∗ آنگاه کند حفظ را G ،e خودتوان اگر ب)

اگر (بویژه .e ∈ G و باشد برابر R′ مانند R از اي زیرحلقه هاي یکه گروه با G گروه کنیم فرض ج)

.eGe ⊆ (eR′e)∗ اگر تنها و اگر کند می حفظ را G گروه e صورت این در ( G = R∗

g ∈ G هر براي آنگاه کند حفظ را G گروه e اگر کنیم. ثابت را ارزي هم طرف یک کافیست الف) اثبات.

داریم:

e+ eg = (e+ eg)−١.g ∈ (e+ eG).G = G

کند. می حفظ را G نیز eپس

.e+eg ∈ R∗ گیریم می نتیجه است R∗ زیرگروه G اینکه از .e+eg ∈ G داریم ،g ∈ G هر براي ب)

.eGe ⊆ (eRe)∗ لذا بود دلخواه g چون و ege ∈ (eRe)∗ ،1.1.3 لم به توجه با بنابراین
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و e+ eg اما .e+ eg ∈ (R′)∗ ،1.1.3 لم به توجه با آنگاه ،ege ∈ (eR′e)∗ اگر ،g ∈ G هر براي ج)

.e+ eg ∈ Gفرض به توجه با بنابراین هستند، G و e شامل R زیرحلقه هر از عناصري وارونش

داریم: g ∈ G هر براي نتیجه در کند. حفظ را G گروه e کنیم فرض عکس، به

e+ eg ∈ G ⊆ (R′)∗

لذا و

e+ eg ∈ (R′)∗.

� .eGe ⊆ (eR′e)∗ لذا و ege ∈ (eR′e)∗ ،1.1.3 لم به توجه با بنابراین

آنگاه کند حفظ را G گروه e اگر .e٢ = e ∈ R و باشد R∗ از زیرگروهی G کنیم فرض .6.1.3 گزاره

هستند. G هاي زیرگروه e+ eG و e+ eG

داریم ،g, g′ ∈ G هر براي چون است. G زیرگروه e + eG کنیم ثابت کافیست 5.1.3 لم به بنا اثبات.

و e+ eg, e+ eg′ ∈ G

(e+ eg)(e+ eg′) = e+ e(e+ eg)(e+ eg′) ∈ e+ eG,

است. بسته e+ eGپس

،r ∈ R برخی براي ،1.1.3 لم به توجه با و است پذیر وارون e+ eg آنگاه g ∈ G اگر مشابه، بطور

(e+ eg)−١ = e+ ere(١− ege),

داریم: بنابراین

(e+ eg)−١ = e+ e(e+ ere(١− ege)) = e+ e(e+ eg)−١ ∈ e+ eG.

�
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را G که باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان اگر باشد. R∗ زیرگروه یک G کنیم فرض .7.1.3 قضیه

واقع در است. پذیر تجزیه G گروه آنگاه کند حفظ

G = (e+ eG).(e+ eG).

،r ∈ R∗ برخی براي آنگاه x ∈ e+ eR∗ ∩G اگر که کنیم می مشاهده ابتدا اثبات.

x = e+ er = e+ e(e+ er) = e+ ex.

کند). می حفظ را G گروه e زیرا ،e+ eR∗ ∩G = e+ eG (درواقع e+ eR∗ ∩G ⊂ e+ eG درنتیجه

داریم: g ∈ G عنصر تجزیه در 3.1.3 گزاره به توجه با

g = (g(e+ eg)−١).(e+ eg).

قرار G در عنصر این فرض به توجه با و g(e+ eg)−١ ∈ e+ eR∗ ،3.1.3 گزاره به باتوجه همچنین

.e+ eg ∈ e+ eG که است بدیهی است. e+ eG در درواقع که دارد قرار اشتراکشان در بنابراین دارد.

بنابراین

G ⊆ (e+ eG).(e+ eG).

در و (e+ eG).(e+ eG) ⊂ Gپس کنند. می حفظ را G گروه e و e ،5.1.3 لم و فرض به توجه با

کنیم فرض .(e + eG) ∩ (e + eG) = {١} دهیم می نشان حال .G = (e + eG).(e + eG) نتیجه

.y = e+ eg′ و y = e+ eg که طوري به دارند وجود g, g′ ∈ G نتیجه در .y ∈ (e+ eG)∩ (e+ eG)

لذا و e = eg′ داریم: e در e+ eg′ = e+ eg تساوي طرفین ضرب با

y = e+ e = ١.

�
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مستقیم نیم حاصلضرب G گوییم باشند. G گروه از هایی زیرگروه K و H کنیم فرض .8.1.3 تعریف

: هرگاه باشد می K و H

باشد، نرمال G در K یا H الف)

، H ∩K = {١} ب)

.HK = G ج)

دهیم. می نشان H nK علامت با را K و H مستقیم نیم حاصلضرب

G در (e+ eG) یا (e+ eG) هرگاه است مستقیم نیم حاصلضرب 7.1.3 قضیه در G گروه تجزیه تذکر.

باشد. نرمال

در e + eG گروه صورت این در کند. حفظ را R∗ از G زیرگروه ،e خودتوان کنیم فرض .9.1.3 نتیجه

.egeh = ege ،g, h ∈ G هر براي اگر تنها و اگر است نرمال G

e+ eG عنصر هر اگر تنها و اگر است نرمال G در e+ eGپس ،G = (e+ eG).(e+ eG) چون اثبات.

داریم: e+ eg ∈ e+ eG هر براي بنابراین باشد. e+ eG نرمالساز

(e+ eg)(e+ eh)(e+ eg)−١ = eh+ ege+ egeh)(e+ eg)−١

= (eh+ e+ eg − e− ege+ egeh)(e+ eg)−١

= (١− e− ege+ egeh(e+ eg)−١ + eh(e+ eg)−١

= e+ eh(e+ eg)−١ + egeh(e+ eg)−١ − ege.

� .egeh(e+ eg)−١ = ege اگر تنها و اگر (e+ eg)(e+ eh)(e+ eg)−١ ∈ e+ eG بنابراین

باشد. پذیر وارون R در ١+ r هرگاه شود می نامیده پذیر وارون شبه r ∈ R عنصر .10.1.3 تعریف
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وارون شبه Q عناصر تمام هرگاه شود می نامیده پذیر وارون شبه Q دوطرفه آل ایده .11.1.3 تعریف

باشند. پذیر

است. پذیر وارون شبه آل ایده یک جیکبسون رادیکال مثال.

است. R∗ زیرگروه ١+Q آنگاه باشد پذیر وارون شبه آل ایده یک Q اگر .12.1.3 نتیجه

داریم: (١+ q), (١+ q′) ∈ ١+Q هر براي اثبات.

(١+ q)(١+ q′) = ١+ q′ + q + qq′ ∈ ١+Q

باشد. می بسته ١+Q بنابراین

.β−١ ∈ ١ + Q ،β ∈ ١ + Q هر براي دهیم نشان کافیست ١ + Q بودن بسته به توجه با اکنون

دهیم: می قرار .β = ١+ q که طوري به دارد وجود q ∈ Qپس ،β ∈ ١+Q چون

β−١ = (١+ q)−١ = x.

نتیجه در

x(١+ q) = ١⇒ x+ xq = ١

⇒ x = ١− xq ∈ ١+Q.

� .β−١ ∈ ١+Q بنابراین

حفظ ها خودتوان تمام توسط ١+Q آنگاه باشد پذیر وارون شبه آل ایده یک Q اگر .13.1.3 نتیجه

شود. می

١ + Q پس ،e + e(١ + Q) = ١ + eQ ⊆ ١ + Q چون باشد. خودتوان یک e کنیم فرض اثبات.

� شود. می حفظ ها خودتوان تمام توسط
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،e ∈ R خودتوان هر براي آنگاه باشد، R در پذیر وارون شبه آل ایده یک Q اگر .14.1.3 نتیجه

١+Q = (١+ eQ).(١+ eQ).

ها خودتوان تمام توسط که است R∗ از زیرگروهی ١ + Q ،13.1.3 و 12.1.3 نتایج به توجه با اثبات.

داریم: 7.1.3 قضیه به توجه با بنابراین شود. می حفظ

١+Q = (e+ e(١+Q)).(e+ e(١+Q)) = (١+ eQ).(١+ eQ).

�

بروریختی یک هرگاه باشد می K گروه از توسیعی H گروه گوییم .15.1.3 تعریف

φ : H −→ K

باشد. آبلی گروه یک آن هسته که طوري به باشد داشته وجود

گروه از توسیع یک e+ eG صورت این در کند. حفظ را G گروه e خودتوان کنیم فرض .16.1.3 گزاره

زیرگروه یک عنوان به {ege : g ∈ G , ege = e} با نظر مورد همریختی هسته و باشد می eGe

است. یکریخت ،R از جمعی

و eGe مستقیم نیم حاصلضرب e+ eG آنگاه ،e+ eGe ⊂ e+ eG اگر علاوه به

است. {ege : g ∈ G , ege = e}

نگاشت است. گروه یک e+ eG ،6.1.3 گزاره به باتوجه اثبات.

p : e+ eG −→ eGe

e+ eg 7−→ ege
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باشند. e + eG از عناصري e + eg′ و e + eg کنیم فرض همریختی: خاصیت است. بروریختی یک

نتیجه در

p[(e+ eg)(e+ eg′)] = p(e+ ege+ egeg′)

= p(e+ e(ge+ geg′))

= e(ge+ geg′)e

= (ege+ egeg′)e = egeg′e

= (ege)(eg′e) = p(e+ eg)p(e+ eg′).

کنیم: می محاسبه را p هسته حال

Ker p = {e+ eg : g ∈ G , ege = e} = {١+ ege : g ∈ G , ege = e}.

داریم: (e+ eg), (e+ eg′) ∈ Ker p هر براي زیرا است: آبلی p هسته

(e+ eg)(e+ eg′) = e+ ege+ egeg′ = e+ eg − ege+ egeg′

= e+ eg − e+ eg′.

طرفی از

(e+ eg′)(e+ eg) = e+ eg′e+ eg′eg = e+ eg′ − eg′e+ eg′eg

= e+ eg′ − e+ eg.

نگاشت است. یکریخت {ege : g ∈ G , ege = e} جمعی گروه با p هسته دهیم می نشان حال

φ : {ege : g ∈ G , ege = e} −→ Ker p
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eg − e 7−→ ١+ ege

: داریم g١, g٢ ∈ G هر براي دهیم. می نشان را φ همریختی خاصیت است. یکریختی یک

φ(eg١ − e+ eg٢ − e) = φ(e(e+ eg١)(e+ eg٢)− e)

= ١+ e(e+ eg١)(e+ eg٢)e

= ١+ eg٢e+ eg١e.

طرفی از

φ(eg١ − e)φ(eg٢ − e) = (١+ eg١e)(١+ eg٢e)

= ١+ eg٢e+ eg١e.

است. Ker p با eGe مستقیم نیم حاصلضرب e+ eG دهیم می نشان حال است. همریختی یک φپس

لذا است. نرمال e + eG در Ker p طرفی از .e + eG = eGe.Ker p یکریختی اول قضیه به توجه با

.eGe ∩Ker p = {١} کنیم ثابت کافیست

و x = eg′e که طوري به دارند وجود g, g′ ∈ G عناصر .x ∈ eGe ∩Ker p کنیم فرض

نتیجه e در eg′e = ١ + ege و eg′e = e + eg روابط طرفین ضرب با .x = e + eg = ١ + ege

لذا و eg = eپس .eg′e = eg و eg′e = e گیریم می

x = e+ eg = ١− e+ e = ١.

�

نتیجه: در است. پذیر وارون همواره ١+ ere لذا و Ker p ∼= eRe آنگاه ،G = R∗ اگر تذکر.

{ere : r ∈ R∗ , ere = e} = {e(١+ ere)e : r ∈ R} = eRe.
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زیرا .Ker p ∼= eQe آنگاه G = ١+Q و باشد پذیر وارون شبه آل ایده یک Q اگر مشابه بطور

{e(١+ q)e : q ∈ Q , e(١+ q)e = e} = {e(١+ qe)e : q ∈ Q} = eQe.

این در .eR∗e ⊂ (eRe)∗ که طوري به باشد R حلقه از خودتوانی e کنیم فرض الف) .17.1.3 نتیجه

نمود: تجزیه زیر بصورت را R∗ توان می صورت

R∗ = ((eRe)∗ n (eRe)).((eRe)∗ n (eRe)).

.e٢ = e ∈ R و باشد R حلقه از پذیر وارون شبه آل ایده یک Q کنیم فرض ب)

صورت این در

١+Q = ((e+ eQe)n (eQe)).((e+ eQe)n (eQe)).

G صورت این در .eGe = {e} و eGe = {e} و کند حفظ را G گروه e خودتوان کنیم فرض ج)

است. یکریخت eGe⊕ eGe با و است آبلی

نتیجه در کند. می حفظ را R∗ ،e خودتوان 5.1.3 لم به توجه با پس eR∗e ⊆ (eRe)∗ چون الف) اثبات.

داریم: 7.1.3 قضیه بنابر

R∗ = (e+ eR∗).(e+ eR∗)

.e+ eR∗ = (eR∗e)n (eRe) و e+ eR∗ = (eR∗e)n (eRe) قبل تذکر و 16.1.3 گزاره به توجه با که

،16.1.3 گزاره بنابر لذا و ١+Q = (١+ eQ).(١+ eQ) ،14.1.3 نتیجه به توجه با ب)

.١+ eQ = (e(١+Q)e)n (eQe) و ١+ eQ = (e(١+Q)e)n (eQe)

،7.1.3 قضیه به توجه با پس کند می حفظ را G ،e خودتوان چون ج)

G = (e+ eG).(e+ eG) (1.3)
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،16.1.3 گزاره بنابر نتیجه در و

e+ eG ≃ eGen eGe ≃ {e}n eGe ≃ eGe

مشابه بطور همچنین و

e+ eG ≃ eGen eGe ≃ {e}n eGe ≃ eGe

پس (e+ eG) ∩ (e+ eG) = {١} چون طرفی از جمعی). هاي زیرگروه عنوان (به

G ≃ (eGe)⊕ (eGe).

داریم: g, h ∈ G هر براي علاوه به

e+ eg = e+ ege+ ege = e+ e+ ege = ١+ ege

همچنین و

e+ eh = e+ ehe+ ehe = e+ e+ ehe = ١+ ehe

داریم: (1.3) رابطه به توجه با است. آبلی G دهیم می نشان حال

(١+ ege)(١+ ehe) = ١+ ehe+ ege+ egehe.

طرفی از

egehe = eg(١− e)he = eghe− egehe = e− e = ٠,

بنابراین

(١+ ege)(١+ ehe) = (e+ eh)(e+ eg).

�
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n×n هاي ماتریس از اي زیرحلقه R و باشد S حلقه پذیر وارون شبه آل ایده یک Q کنیم فرض مثال.

برخی توسط R∗ دهیم می نشان هستند. Q در آن اصلی قطر خارج هاي درایه تمام که باشد S روي

شود. می حفظ R هاي خودتوان تمام توسط خاص شرایط تحت و شود می حفظ R هاي خودتوان

است n× n ماتریسی ei (هر باشند. R استاندارد واحد هاي خودتوان en و ... ،e٢ ،e١ کنیم فرض حل.

سیستم یک en و ... ،e٢ ،e١ که آنجایی از هستند.) صفر آن هاي درایه سایر و 1 آن ,i)-ام i) درایه که

داریم: x ∈ R∗ هر براي لذا دهند، می تشکیل را متعامد هاي خودتوان از کامل

em = emxx
−١em = em(

∑
i,j

eixej)(
∑
k,l

ekx
−١el)em =

∑
i

emxeix
−١em

= emxemx
−١em +

∑
i̸=m

emxeix
−١em.

نتیجه در .emxei ∈ Q ،i ̸= m هر براي آنگاه بگیریم، درنظر S از عناصري بعنوان را eixej اگر

emxemx
−١em = em −

∑
i̸=m

emxeix
−١em ∈ ١+Q.

پذیر وارون R در em + emx 1.1.3 لم به باتوجه که است پذیر وارون emRem در emxem بنابراین

استاندارد، واحد هاي خودتوان تمام پس بودند دلخواه em و x چون ،em + emx ∈ R∗ یعنی؛ باشد می

کنند. می حفظ را R∗ گروه

u ∈ S خودتوان اگر کند. نمی حفظ را R∗ که دارد وجود R از خودتوانی دهیم می نشان ادامه در

همچنین کند. نمی حفظ را R∗ که است R از خودتوانی ue١ آنگاه نکند حفظ را S∗ که باشد داشته وجود

حفظ را R∗ ،u =
∑

i uiei آنگاه کنند، حفظ را S∗ که باشند S هاي خودتوان un و ... ،u١ اگر

کند. می

حفظ را R∗ گروه باشد، R∗ از عنصري توسط u مزدوج که ،R از خودتوانی هر دهیم می نشان
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داریم: .a ∈ R∗ کنیم فرض کند. می

(aua−١)R∗(aua−١) = auR∗ua−١ ⊂ a(uRu)∗a−١

= auR∗ua−١ = aua−١R∗aua−١

⊂ a(ua−١Rau)∗a−١ = ((aua−١)R(aua−١))∗.

از مجموعی مزدوج S روي ماتریسی حلقه یک در خودتوان هر آنگاه باشد، اصلی آل ایده حوزه S اگر

اگر علاوه به نیست.) درست لزوما دلخواه هاي حلقه براي نتیجه (این است. استاندارد واحد هاي خودتوان

حفظ را R∗ ،R هاي خودتوان تمام که کند می ثابت فوق بحث آنگاه باشد، نداشته نابدیهی خودتوان S

کنند. می



4 فصل
در ها خودتوان از ضربی بسته هاي مجموعه

متناهی یکحلقه
T روي ارزي هم رابطه 1.4

تحت کنیم می فرض اینجا در که گیریم می نظر در صفر و R مینیمال هاي خودتوان تمام مجموعه Mرا

دهیم. می نمایش T علامت با را R حلقه هاي خودتوان تمام مجموعه است. بسته ضرب

. e = efe هرگاه e 6 f گوییم .e, f ∈ T کنیم فرض .1.1.4 تعریف

دارد. تعدي و بازتابی خواص ،M روي ” 6 ” رابطه .2.1.4 گزاره

. e 6 e لذا ،e = eee = ee = e چون بازتابی: خاصیت اثبات.

پس .f = fgf و e = efe صورت این در .f 6 g و e 6 f کنیم فرض تعدي: خاصیت

e = efe = e(fgf)e = ef(gfe)

= ef(gfe)(gfe) = (e(fgf)e)gfe = egfe.

.e 6 gf بنابراین

مشابه بطور

e = efe = e(fgf)e = (efg)fe

44
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= (efg)(efg)fe = (efg)(e(fgf)e) = efge

طرفی از .e 6 fg پس

e = egfe = eg(fgf)e

= (egfg)fe = (egfg)(egfg)fe

= egfg(eg(fgf)e)

= (egfg)(egfe)

= egfge

لذا .e 6 gfg بنابراین

e = egfge = (eg)fge = (eg)(eg)fge

= eg(egfge) = ege

� .e 6 g پس

دهیم: می قرار و f 6 e و e 6 f هرگاه e ∼ f گوییم .e, f ∈ T کنیم فرض .3.1.4 تعریف

[e] := {x ∈ T : x ∼ e}.

است. T روي ارزي هم رابطه یک ” ∼ ” رابطه .4.1.4 نتیجه

. e ∼ e لذا و e 6 eپس e = eee = ee = e چون بازتابی: (1 اثبات.

.f ∼ eپس .f 6 e و e 6 f نتیجه در .e ∼ f کنیم فرض تقارنی: (2

.e 6 g ،2.1.4 گزاره به توجه با که f 6 g و e 6 f پس .f ∼ g و e ∼ f کنیم فرض تعدي: (3

� .e ∼ g بنابراین .g 6 eپس g 6 f و f 6 e چون
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.[eg] = [fh] آنگاه ،[g] = [h] و [e] = [f ] اگر .e, f, g, h ∈M کنیم فرض .5.1.4 لم

.eg 6 fg آنگاه e 6 f اگر کنیم ثابت کافیست .eg 6 fh کنیم می ثابت اثبات.

طرفی از .e 6 f کنیم فرض

(eg)e(eg) = egeg = eg.

.eg 6 f نتیجه در .eg 6 e 6 f بنابراین

داریم: حال .ge 6 f پس .ge 6 e 6 f لذا ،(ge)e(ge) = gege = ge همچنین

eg = egfeg = (eg)feg = (eg)(eg)feg

= e(ge)gfeg = e(gefge)gfeg

= (eg)(efg)(egfeg) = (eg)(efg)(eg)

داریم: تعدي خاصیت به توجه با و efg 6 fg داد نشان توان می مشابه بطور .eg 6 efg بنابراین

eg 6 fg (1.4)

آنگاه ،g 6 h اگر حال

(fg)g(fg) = fgfg = fg.

.fg 6 g 6 h بنابراین

داریم: حال .gf 6 g 6 h لذا .(gf)g(gf) = gfgf = gf همچنین

fg = fghfg(fg)hfg = (fg)(fg)hfg

= f(gf)ghfg = f(gfhgf)ghfg
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= (fg)(fhg)(fghfg) = (fg)(fhg)(fg),

داریم: تعدي خاصیت به توجه با بنابراین .fhg 6 fh مشابه بطور .fg 6 fhg پس

fg 6 fh (2.4)

بنابراین شود. می ثابت مشابه طور به دیگر نامساوي .eg 6 fh ،(2.4) و (1.4) روابط به توجه با

� .[eg] = [fh]

است. M/∼ مجموعه روي جزیی ترتیبی رابطه یک 6 تذکر.

هرگاه e 6١ f گوییم .e, f ∈ T کنیم فرض .6.1.4 تعریف

ef = fe = e.

است. مینیمال M/ ∼ در [e] آنگاه ،( 6١ طبق (بر باشد مینیمال e خودتوان اگر .7.1.4 گزاره

بنابراین .efe 6١ eپس efee = eefe = efe چون .f 6 e ، ٠ ̸= f ∈M براي کنیم فرض اثبات.

.fe = fefe لذا f = fef چون .efe = ٠ کنیم فرض حال .efe = e یا efe = فرض٠ به توجه با

efe = f پس است. تناقض در فرض با که f = fef = ٠ و fe = ٠ گیریم می نتیجه efe = ٠ چون

� .[e] = [f ] بنابراین .e 6 f لذا و

یکخودتوان هاي مزدوج 2.4
ea−١e اگر تنها و اگر است eRe از اي یکه eae صورت این در .a ∈ G و e ∈M کنیم فرض .1.2.4 لم

.(eae)−١ = ea−١e ویژه به باشد. eRe از اي یکه

پس .f = eaea−١e ∈ T پس است بسته ضرب تحت M چون اثبات.
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بنابراین .a−١fa = (a−١ea)e(a−١ea)

ea−١fa = (ea−١ea)(ea−١ea) = ea−١ea

نتیجه در

ea−١e = ea−١f = ea−١(eaea−١e) = (ea−١e)(eae)(ea−١e).

نتیجه در باشد. eRe در اي یکه ea−١e کنیم فرض حال

(ea−١e)(eae) = (eae)(ea−١e) = e. (3.4)

نتیجه در .g = ea−١eae ∈ T کنیم فرض عکس، به

eaga−١ = (eaea−١)(eaea−١) = eaea−١

بنابراین

eae = eag = eaea−١eae = (eae)(ea−١e)(eae).

نتیجه در باشد. eRe از اي یکه eae کنیم فرض حال

(eae)(ea−١e) = (ea−١e)(eae) = e. (4.4)

� .(eae)−١ = ea−١e ،(4.4) و (3.4) روابط به توجه با بنابراین

اگر تنها و اگر است eRe در اي یکه eae صورت این در .a ∈ G و e ∈ T کنیم فرض .2.2.4 قضیه

.e ∼ aea−١

پس .eaea−١e = (eae)(ea−١e) = e قبل، لم بنابر باشد. eRe از اي یکه eae کنیم فرض اثبات.

e 6 aea−١. (5.4)
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لذا و (aea−١)e(aea−١) = aea−١ گیریم می نتیجه ،ea−١eae = e اینکه از

aea−١ 6 e. (6.4)

� باشد. eRe در اي یکه eae اگر تنها و اگر e ∼ aea−١ گیریم می نتیجه ،(6.4) و (5.4) روابط از

،a ∈ G هر براي صورت این در کند. حفظ را G که باشد خودتوانی e کنیم فرض .3.2.4 نتیجه

[e] = [aea−١].

.e ∼ aea−١ قبل قضیه به توجه با بنابراین .eGe ⊆ (eRe)∗ پس کند. حفظ را G ،e کنیم فرض اثبات.

�

براي صورت این در . [e] = [aea−١] ،e مینیمال خودتوان هر براي و a ∈ G کنیم فرض .4.2.4 قضیه

.e ∼ aea−١ ،e ∈ T هر

و متعامد هاي خودتوان و است eRe خنثی عضو e گیریم. می نظر در را e ∈ T دلخواه خودتوان اثبات.

.e = e١ + e٢ + ...+ en که طوري به دارند وجود eRe از en و ... ،e١ مینیمال

نتیجه در باشد. دلخواه یکه عنصر یک a ∈ G کنیم فرض

aea−١eaea−١ =
∑
i,j,k

aeia
−١ejaeka

−١.

است. مینیمال aeia−١ ،i هر براي پس .[ei] = [aeia
−١] فرض به توجه با و هستند مینیمال ها ei اما

بنابر نتیجه در ،[ej] = [ej] همچنین و [aeka−١] = [ek] و [aeia−١] = [ei] فرض به توجه با طرفی از

داریم: 5.1.4 لم

[aeia
−١ejaeka

−١] = [eiejek].
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توجه با پس [ei] = [aeia
−١] چون .aea−١eaea−١ =

∑
i aeia

−١eiaeia−١ که گرفت نتیجه توان می

بنابراین است. eiRei از اي یکه eiaei ،2.2.4 قضیه به

aea−١eaea−١ =
∑
i

a(eia
−١ei)(eiaei)a

−١ =
∑
i

aeia
−١ = aea−١.

� .e ∼ aea−١ بنابراین . e 6 aea−١ گرفت نتیجه توان می مشابه بطور و aea−١ 6 e نتیجه در

،a ∈ G هر و e مینیمال خودتوان هر براي و باشد ساده نیم حلقه یک R کنیم فرض .5.2.4 نتیجه

کند. می حفظ را G خودتوانی هر صورت این در .eae ̸= ٠

پس است. میدان یک eRe ،8.1.2 قضیه به توجه با آنگاه باشد ساده نیم R و مینیمال e اگر . اثبات

� شود. می کامل اثبات 4.2.4 و 2.2.4 قضایاي بنابر حال باشد. می یکه eae ̸= ٠

به دارد وجود f ̸= e خودتوان صورت این در باشد. صفر غیر خودتوان یک e کنیم فرض .6.2.4 گزاره

.ebe = ٠ که باشد داشته وجود ،b ∈ G عنصر اگر تنها و اگر است e مزدوج و e بر عمود f که طوري

e = afa−١ که دارد وجود a ∈ Gپس باشد. e مزدوج و e به متعامد خودتوان یک f کنیم فرض اثبات.

.afe = eae = ٠ گیریم می نتیجه f = a−١ea اینکه از .faf = fea = ٠ نتیجه در .fe = ٠ و

.eae = ٠ بنابراین

دیدیم: 1.2.4 لم اثبات در .ebe = ٠ ،٠ ̸= b ∈ G براي کنیم فرض عکس، به

eb−١e = (eb−١e)(ebe)(eb−١e).

کنیم می ادعا گیریم. می نظر در را f = beb−١ حال .eb−١e = ٠ اگر تنها و اگر ebe = ٠ بنابراین

داریم: صورت این غیر در .f ̸= e

f = beb−١ = e
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پس

ebe = eb

بنابراین است. تناقض یک که e = ٠ لذا b ̸= ٠ چون .eb = پس٠ ،ebe = ٠ چون و

ef = ebeb−١ = (ebe)(eb−١) = ٠

�

هر آنگاه نباشند، یکدیگر مزدوج مینیمال خودتوان دو هیچ و باشد ساده نیم R اگر .7.2.4 نتیجه

کند. می حفظ را G خودتوانی

،R بودن ساده نیم و 5.2.4 نتیجه از استفاده با .ebe ̸= ٠ ،b ∈ G هر براي قبل گزاره به توجه با اثبات.

� کند. می حفظ را G خودتوانی هر که گیریم می نتیجه

شده حفظ هاي گروه از گروهی زیر 3.4
کنیم: می تعریف چنین را He مجموعه .e ∈ T کنیم فرض .1.3.4 تعریف

He := {a ∈ G : است eRe در اي یکه eae}.

صورت: این در ،e ∈ T کنیم فرض .2.3.4 گزاره

.He = {a ∈ G : است (١− e)R(١− e) در اي یکه (١− e)a(١− e)} الف)

.He = {a ∈ G : e+ (١− e)a ∈ G} ب)

.He = {a ∈ G : (١− e) + ea ∈ G} ج)

.He = {a ∈ G : [aea−١] = [e]} د)
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صورت به (١− e) + ea وارون آنگاه ، a ∈ G (اگر شد. ثابت 1.1.3 لم ،3 فصل در (ج) تساوي اثبات.

آید: می بدست زیر

داریم: 1.1.3 لم به توجه با

(e+ ea)−١ = (e+ ea′e(١− ere))

پس .(eae)−١ = ea′e = ea−١e دانیم می و

(e+ ea)−١ = (١− e+ ea−١e(١− ea(١− e))

= ١− e+ ea−١e− ea−١ea+ ea−١eae = ١− e+ ea−١e− ea−١ea+ e

= ١+ ea−١e(١− a),

بنابراین

((١− e) + ea)−١ = ١+ ea−١e(١− a).

طور به است.) eae وارون exe آنگاه باشد (١− e) + ea وارون x و (ج) مجموعه از عنصر یک a اگر حال

است. برابر He با (د) مجموعه ،2.2.4 قضیه به توجه با و است برابر (ب) مجموعه با (الف) مجموعه مشابه

داریم: (ج) به توجه با بنابراین . a−١ ∈ He اگر تنها و اگر a ∈ He که کند می ایجاب 1.2.4 لم همچنین

a ∈ He ⇔ a−١ ∈ He ⇔ (١− e) + ea−١ ∈ G ⇔ ((١− e) + ea−١)a ∈ G.

� است. برابر (ب) مجموعه با He پس

داریم. نیاز زیر تعریف به بنابراین است. G گروه زیر یک He مجموعه که کرد خواهیم ثابت

کنیم: می تعریف زیر بصورت را ∼e رابطه .a, b ∈ G و e ∈ T کنیم فرض .3.3.4 تعریف

a ∼e b ⇐⇒ ea+ (١− e)b ∈ G.
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است. ارزي هم رابطه یک ∼e .4.3.4 لم

پس ea + (١ − e)a = a ∈ G چون بازتابی: خاصیت .a, b, c ∈ G و e ∈ T کنیم فرض . اثبات

.a ∼e a

نتیجه در .a ∼e b کنیم فرض تقارنی: خاصیت

ea+ (١− e)b ∈ G.

پس

e+ (١− e)ba−١ ∈ G.

،1.2.4 لم بنابر است. eRe از اي یکه e(ba−١)e لذا .ba−١ ∈ He ،2.3.4 گزاره به توجه با بنابراین

بنابراین باشد. می eRe در اي یکه e(ba−١)−١e = eab−١e

ab−١ ∈ He ⇒ e+ (١− e)ab−١ ∈ G ⇒ eb+ (١− e)a ∈ G,

.b ∼e aپس

نتیجه در .b ∼e c و a ∼e b کنیم فرض تعدي: خاصیت

ea+ (١− e)b ∈ G ⇒ e+ (١− e)ba−١ ∈ G.

پس .ba−١ ∈ He ،2.3.4 لم به توجه با که

[ba−١e(ba−١)−١] = [e] ⇒ [ba−١eab−١] = [e],

بنابراین

[a−١ea] = [b−١eb]. (7.4)
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آنگاه b ∼e c اگر مشابه بطور

eb+ (١− e)c ∈ G ⇒ e+ (١− e)cb−١ ∈ G ⇒ cb−١ ∈ He

بنابراین

[cb−١e(cb−١)−١] = [e] ⇒ [cb−١ebc−١] = [e].

پس

⇒ [b−١eb] = [c−١ec]. (8.4)

نتیجه در .[a−١ea] = [c−١ec] ،(8.4) و (7.4) روابط به توجه با

[ca−١eac−١] = [e] ⇒ [ca−١e(ca−١)−١] = [e]⇒ ca−١ ∈ He

پس

e+ (١− e)ca−١ ∈ G,

لذا

ea+ (١− e)c ∈ G.

� .a ∼e c نتیجه در

است. گروه یک He صورت این در .e ∈ T کنیم فرض .5.3.4 قضیه

و a ∼e ١ اگر .ba−١ ∈ He کنیم می ثابت گیریم. می نظر در را a, b ∈ He دلخواه عناصر . اثبات

� .ba−١ ∈ He پس .e+(١− e)ba−١ ∈ G بنابراین .a ∼e b تعدي خاصیت به توجه با آنگاه ،b ∼e ١

پردازیم. می He گروه خواص برخی بررسی به حال
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باشند: می برقرار زیر هاي گزاره صورت این در .e, e١, e٢ ∈ T کنیم فرض .6.3.4 قضیه

.He = H١−e الف)

اگر تنها و اگر a ∈ He١ آنگاه هستند، متعامد e٢ و e١ که e = e١ + e٢ ،a ∈ He براي اگر ب)

.a ∈ He٢

.Haea−١ = aHea
−١ آنگاه ،a ∈ G اگر ج)

.He = H١−e ،2.3.4 گزاره به توجه با (الف) اثبات.

پس a ∈ He١ چون .a ∈ He کنیم فرض ب)

e١(eae)e١ = (e١e)a(ee١) = (e١e١ + e١e٢)a(e١e١ + e٢e١) = e١ae١

با بنابراین است، eRe از اي یکه eae و باشد می e٢ ،eRe در e١ متمم اما است. e١(eRe)e١ از اي یکه

داریم: و است e٢(eRe)e٢ در اي یکه e٢(eae)e٢ ،2.3.4 لم به توجه

e٢(eae)e٢ = (e٢e)a(ee٢) = (e٢e١ + e٢e٢)a(e١e٢ + e٢e٢) = e٢ae٢

.a ∈ He٢ پس

در اي یکه e٢(eae)e٢ = e٢ae٢ فوق روابط به توجه با پس .a ∈ He٢ کنیم فرض عکس، به

e١(eae)e١ بنابراین باشد می eRe در اي یکه eae و است e٢ ،eRe در e١ متمم اما باشد. می e٢(eRe)e٢

.a ∈ He١ نتیجه در است. e١(eRe)e١ در اي یکه

یعنی؛ .axa−١ ∈ Haea−١ دهیم نشان باید .axa−١ ∈ aHea
−١ پس .x ∈ He کنیم فرض ج)

[(axa−١)(aea−١)(axa−١)−١] = [aea−١].

. [axex−١a−١] = [aea−١] دهیم نشان کافیست لذا
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پس exex−١e = e یعنی؛ .[xex−١] = [e] آنگاه ،x ∈ He اگر

(aea−١)(axa−١)(aea−١)(ax−١a−١)(aea−١) = aea−١.

بنابراین

(aea−١)(axex−١a−١)(aea−١) = aea−١.

لذا و

aea−١ 6 axex−١a−١ (9.4)

پس ،xex−١ = xex−١exex−١ چون طرفی از

axex−١a−١ = (axex−١a−١)(aea−١)(axex−١a−١),

بنابراین

axex−١a−١ 6 aea−١. (10.4)

بنابراین .[axex−١a−١] = [aea−١] گیریم می نتیجه ،(10.4) و (9.4) روابط از حال

aHea
−١ ⊆ Haea−١ . (11.4)

پس x ∈ Haea−١ چون .x ∈ aHea
−١ دهیم نشان باید .x ∈ Haea−١ کنیم فرض عکس، به

[xaea−١x−١] = [aea−١].

نتیجه در

[a−١xaea−١x−١a] = [e].
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بنابراین .x ∈ aHea
−١ لذا و a−١xa ∈ He پس .[(a−١xa)e(a−١xa)−١] = [e] یعنی؛

Haea−١ ⊆ aHea
−١. (12.4)

� .Haea−١ = aHea
−١ ،(12.4) و (11.4) روابط به توجه با حال

آنگاه باشد، e٢ به متعامد e١ اگر .e١, e٢ ∈ T کنیم فرض .7.3.4 قضیه

He١ ∩He٢ ⊆ He١+e٢ .

یعنی؛ .a ∈ He١+e٢ دهیم نشان باید .a ∈ He١ ∩He٢ کنیم فرض اثبات.

[a(e١ + e٢)a
−١] = [e١ + e٢].

،5.1.4 لم به توجه با لذا [e٢] = [e٢] چون و [ae١a−١] = [e١] پس a ∈ He١ چون

[e٢ae١a
−١] = [e٢e١] = ٠ ⇒ e٢ae١a

−١ = ٠ ⇒ e٢ae١ = ٠.

گیریم می نتیجه ،[e٢] = [e٢] و [a−١e١a] = [e١] اینکه از

[e٢a
−١e١a] = [e٢e١] = ٠ ⇒ e٢a

−١e١a = ٠ ⇒ e٢a
−١e١ = ٠.

،5.1.4 لم به توجه با لذا [e١] = [e١] چون و [ae٢a−١] = [e٢] پس a ∈ He٢ چون

[e١ae٢a
−١] = [e١e٢] = ٠ ⇒ e١ae٢a

−١ = ٠ ⇒ e١ae٢ = ٠.

گیریم می نتیجه ،[e١] = [e١] و [a−١e٢a] = [e٢] اینکه از

[e١a
−١e٢a] = [e١e٢] = ٠ ⇒ e١a

−١e٢a = ٠ ⇒ e١a
−١e٢ = ٠.
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داریم: فوق روابط به توجه با حال

(e١ + e٢)a(e١ + e٢)a
−١(e١ + e٢) = (e١ + e٢)(ae١ + ae٢)(a

−١e١ + a−١e٢)

= (e١ + e٢)(ae١a
−١e١ + ae١a

−١e٢ + ae٢a
−١e١ + ae٢a

−١e٢)

= e١ae١a
−١e١ + e١ae٢a

−١e٢ + e٢ae١a
−١e١ + e٢ae٢a

−١e٢

= (e١ae١)(e١a
−١e١) + (e٢ae٢)(e٢a

−١e٢) = e١ + e٢.

بنابراین

e١ + e٢ 6 a(e١ + e٢)a
−١. (13.4)

داریم: مشابه طور به

(e١ + e٢)a
−١(e١ + e٢)a(e١ + e٢) = e١ + e٢.

نتیجه در

(a(e١ + e٢)a
−١)(e١ + e٢)(a(e١ + e٢)a

−١) = a(e١ + e٢)a
−١.

پس

a(e١ + e٢)a
−١ 6 e١ + e٢. (14.4)

� .[a(e١ + e٢)a−١] = [e١ + e٢] ،(14.4) و (13.4) روابط به توجه با بنابراین

،x ∈ G هر براي اگر باشند. متعامد مینیمال هاي خودتوان e, f ∈ T کنیم فرض .8.3.4 گزاره

.He+f = He ∩Hf آنگاه [xex−١] ̸= [f ]
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نتیجه در .[a(e+ f)a−١] = [e+ f ] آنگاه ،a ∈ He+f اگر اثبات.

(e+ f)a(e+ f)a−١(e+ f) = e+ f. (15.4)

یا ea−١eae = e یعنی؛ .a ∈ Hf یا a ∈ He دهیم نشان کافیست ،6.3.4 قضیه به توجه با

داریم: (15.4) معادله در چپ از f ضرب با .fafa−١f = f

f = faea−١e+ faea−١f + fafa−١e+ fafa−١f,

داریم: فوق معادله در راست از f ضرب با و

f = faea−١f + fafa−١f.

با باید بنابراین باشد می خودتوان یک همچنین و است fRf در اي یکه fafa−١f کنیم ثابت کافیست

موضعی fRf ،8.1.2 قضیه به توجه با لذا است مینیمال f چون نباشد. چنین کنیم فرض باشد. برابر f

،7.1.1 قضیه به توجه با پس نیست. یکه fafa−١f و faea−١f = f − fafa−١f طرفی از باشد. می

پس است. برابر ١fRf = f با قبل تذکر بنابر که باشد می یکه faea−١f

f 6 aea−١. (16.4)

آنگاه کنیم، می شروع a−١ ∈ He+f با و کنیم عوض را f و e جاي اگر حال

e+ f = (e+ f)a−١(e+ f)a(e+ f).

داریم: فوق معادله در راست و چپ از e ضرب با

e = ea−١eae+ ea−١fae.
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برابر e با باید پس باشد، می خودتوان یک نیز و است eRe از اي یکه ea−١eae کنیم ثابت کافیست حال

همچنین و است موضعی eRe ،e بودن مینیمال به توجه با طرفی از نباشد. چنین کنیم فرض باشد.

بنابراین e 6 a−١faپس است. برابر e با لذا باشد می یکه ea−١fae

aea−١ 6 f. (17.4)

اینکه از است. تناقض در فرض با که ،[aea−١] = [f ] گیریم می نتیجه ،(17.4) و (16.4) روابط از

قضیه به توجه با پس .He+f ⊆ He ∩ Hf بنابراین .a ∈ Hf و a ∈ He گیریم می نتیجه a ∈ He+f

� شود. می کامل اثبات ،7.3.4

R حلقه تجزیه 4.4
با دیگر، بیان (به باشد برابر G با He ،e مینیمال خودتوان هر براي اگر دهیم می نشان بخش این در

مجموع صورت به توان می را R آنگاه کند) حفظ را G گروه مینیمال، خودتوان هر 2.3.4 گزاره به توجه

نمود. تجزیه موضعی هاي حلقه از مستقیمی

است. خودتوان یک و یکه عنصر یک مجموع با برابر ،R متناهی حلقه از عنصر هر .1.4.4 لم

نتیجه در بگیریم. نظر در قوي حلقه یک را R حلقه توانیم می 12.1.2 و 5.1.2 قضایاي به توجه با اثبات.

آن عنصر هر بنابراین است. تمیز ،32.1.1 قضیه به توجه با و کامل نیم R حلقه ،24.1.1 گزاره به توجه با

� نوشت. خودتوان یک و یکه عنصر یک مجموع صورت به توان می را

،e مینیمال خودتوان هر براي معادل، (بطور کند حفظ را G مینیمال، خودتوان هر اگر .2.4.4 قضیه

ماکسیمم برابر جمعوندها تعداد و است موضعی هاي حلقه از مستقیم مجموع یک R آنگاه (.He = G

است. R در متعامد مینیمال هاي خودتوان تعداد
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a ∈ G و کنند می حفظ را G که باشند مینیمال متعامد خودتوان دو f و e کنیم فرض . اثبات

لذا [e] = [e] چون و [afa−١] = [f ] پس .a ∈ Hf و a ∈ He نتیجه در باشد. دلخواه یکه یک

.eGf = پس٠ .eaf = ٠ ،a ∈ G هر براي بنابراین .[eafa−١] = [ef ] = ٠

که دارند وجود ،gRg حلقه در gi متعامد دوبدو هاي خودتوان .g ∈ T کنیم فرض حال

g =
∑
i

gi

نتیجه در .G = Hgi و G = He پس کنند. می حفظ را G ،gi و eفرض به توجه با

[aea−١] = [e] , [agia
−١] = [gi].

.[gie] = [٠] یا [gi] = [e] بنابراین .aea−١ = gi ،a ∈ R هر براي ،14.1.2 قضیه به توجه با طرفی از

به متعامد f یا f = e که gi = xifx
−١
i نوشت توان می ،xi ∈ R هر براي 14.1.2 قضیه بنابر همچنین

بنابراین است. e

egf = e(
∑
i

gi)f = eg١f + eg٢f + ...+ egnf

،1.4.4 لم به توجه با نتیجه در و eTf = ٠ پس .egf = ٠ لذا egi = ٠ ،i هر براي اینکه به توجه با

.eRf = ٠

در ،١ = e١ + ... + en که باشند مینیمال و متعامد بدو دو هاي خودتوان eiها کنیم فرض حال

نتیجه

R = e١Re١ ⊕ ...⊕ enRen

است. مینیمال ei هر زیرا است موضعی eiRei حلقه هر ،8.1.2 قضیه به توجه با که است، R از تجزیه یک

�
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مینیمالی متعامد خودتوان دو هیچ همچنین و باشد ساده نیم حلقه یک R کنیم فرض .3.4.4 نتیجه

ماکسیمم برابر ها جمعوند تعداد و است میدانها مستقیم مجموع R صورت این در نباشند. یکدیگر مزدوج

باشد. می R در متعامد دوبدو مینیمال هاي خودتوان تعداد

مجموع R قبل قضیه بنابر و کند می حفظ را G مینیمال، خودتوان هر ،7.2.4 نتیجه به توجه با اثبات.

نتیجه ،8.1.2 قضیه از استفاده با است، ساده نیم R اینکه از است. موضعی هاي حلقه از مستقیمی

� است. میدان یک e مینیمال خودتوان براي eRe گیریم می

ضرب Mتحت صورت این در باشد. F میدان روي n× n هاي ماتریس حلقه R کنیم فرض .4.4.4 لم

نیست. بسته

: گیریم می نظر در را زیر عناصر اثبات.

e =


١ ١ ... ١
٠ ٠ ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ ... ٠

 , f =


٠ ٠ ... ٠
٠ ٠ ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ ... ١


و هستند R در مینیمال هاي خودتوان f و e

ef =


٠ ٠ ... ١
٠ ٠ ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ ... ٠

 ̸= ٠

همچنین

(ef)٢ = ٠

� نیست. بسته ضرب تحت M بنابراین

کند. می حفظ را G مینیمال، خودتوان هر آنگاه باشد بسته ضرب تحت M اگر .5.4.4 قضیه
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f + Rad(R) و e + Rad(R) که طوري به گیریم می نظر در را e, f ∈ T (R) هاي خودتوان اثبات.

R در دو هر که گرفت نظر در طوري را f و e توان می باشند. R/Rad(R) در مینیمال هاي خودتوان

مستقیم جمعوند یک اگر گیریم. می نظر در را R/Rad(R) از مستقیمی مجموع حال باشند. مینیمال

انتخاب فوق لم از عناصري را f+Rad(R) و e+Rad(R) توان می آنگاه باشد، داشته وجود ماتریسسره

M لذا است. ناصفر پوچتوان ef پس .(ef)٢ + Rad(R) = Rad(R) که گرفت نتیجه توان می کرد.

میدانهاست از مستقیمی مجموع R/Rad(R) پس است. تناقض در فرض با که نیست بسته ضرب تحت

است. جابجایی لذا و

اینکه به توجه با صورت این در .a ∈ G و باشد دلخواه مینیمال خودتوان یک e ∈ T کنیم فرض حال

داریم: است جابجایی R/Rad(R)

(e+Rad(R))(a+Rad(R))(e+Rad(R))

= (a+Rad(R))(e+Rad(R))(e+Rad(R))

= (a+Rad(R))(e+Rad(R)) = ae+Rad(R).

،j ∈ J هر براي پس

eae+ j = ae+ j ⇒ a−١eae+ j = e+ j

عنصر یک eje اما .ea−١eae = e + j = e + eje داریم فوق تساوي طرفین در چپ از e ضرب با

� .G = He لذا و a ∈ He نتیجه در است. یکه eae لذا و ea−١eae = eپس است، eRe از پوچتوان

باشد. موضعی هاي حلقه از مستقیمی مجموع R اگر تنها و اگر است بسته ضرب Mتحت .6.4.4 نتیجه

� است. 2.4.4 و 5.4.4 قضایاي از مستقیمی نتیجه اثبات.



مراجع
[1] V. P. Camillo, H. -P. Yu, Exchange Rings, Units and Idempotents, Comm.

Algebra, 22:(12) (1994) 4737–4749.

[2] D. Dolžan, Multiplicative Sets of Idempotents in a Finite Ring, Journal of Algebra,
304:(2006) 271–277. �

[3] K. R. Goodearl, Von Neumann Regular Rings, Pitinan ( London, San Francisco,
Melbourne), 1974. 11

[4] T. Y. Lam, A First Course in Noncommutative Rings, Graduate texts in Mathe-
matics, Springer-Verlag, Berlin, Heldelberg, New York, 1991. 4, 10

[5] B. R. McDonald, Finite Rings with Identity, Marcel Dekker, New York, 1974. 4

[6] W. K. Nicholson, Lifting Idempotents and Exchange Rings, Trans. Amer. Math.
Soc, 229:(1977) 269–278.

[7] W. K. Nicholson(1), I-Rings, Transactions of the American Mathematical society,
Volume 207, 1975.

[8] P. Pavešiˇc, Factorization of Units and Groups of Stable Homotopy Equivalences,
J. Pure Appl. Algebra, 172:(2–3) (2002) 271–284. �

[9] L. Rowen, Ring Theory, Vol. 1, Academic press, Londen, 1988. 11, 14

[10] K. P. Shum, On Matrix Rings over Unit-Regular Rings, Department of Mathe-
matics, The Chinese University of Hong Kong, Volume 44 (2003), No. 1, 179-188.

64



الفبایی فهرست
50 ،He

7 I-حلقه،
46 ،6١
44 ،∼
52 ،∼e

35 پذیر، وارون شبه آل ایده
2 پذیر، تجزیه

36 توسیع،
2 مستقیم، جمعوند

34 مستقیم، نیم حاصلضرب
4 تمیز، حلقه
6 قوي، حلقه

6 مناسب، حلقه
9 منظم، حلقه

2 موضعی، حلقه
7 آرتینی، ساده نیم حلقه

2 موضعی، نیم حلقه
7 کامل، نیم حلقه

10 یکه-منظم، حلقه
7 اولیه، خودتوان

2 موضعی، خودتوان
2 جیکبسون، رادیکال
9 ودربرن-آرتین، قضیه
4 کرول-اشمیت، قضیه

4 شور، لم
1 متمم،

4 ناپذیر، تجزیه مدول
2 ساده، مدول

2 ساده، نیم مدول
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Abstract

Let R be a finite ring with identity. T its set of idempotents. We study the subsets
of T that can be closed under multiplication and the idempotents that fact has to the
structure of R. We consider the subset M of all minimal idempotents and zero. We
achieve this by studing the properties of units that are preserved by idempotents. We
prove that M is closed under multiplication if and only if R is a direct sum of local
rings.

Keywords: Finite ring, idempotent, local ring.
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