


ریاض علوم ده دانش
گراف کاربردی⁃نظریه ریاض دکتری رساله

کامل روم احاطه گری عدد بررس
گراف ها از رده هایی برای

دارکوت مهسا نگارنده:
راهنما استادان

شعرباف رحیم صادق دکتر
آل هوز ه عبدال دکتر

مشاور استاد
رهبان هادی دکتر

۱۳۹۸ ماه دی



م کنم تقدیم را آموخته هایم ما حصل
پدرم گرم دستان تکیه گاهم، استوارترین به

مادرم مهر پر چشمان زندگ ام، نگاه سبزترین به

است زمین ام آلام بخش آرام آسمان شان مهر همواره که
را مهربانیشان بی کران دریای از قطره ای وشم ب هرچه و
است، دو آن امید به هست ام امروز ویم. ب نتوانم سپاس
بزداید. را خستگیشان غبار نسیم گونه تلاشم حاصل که باشد

مهرشان... پر دستان بر بوسه

همچنان قلبم آستانه در مهرش آفتاب که مهربانم برادر به
کرد... نخواهد غروب هرگز و پابرجاست

در اله لطف نشانه بودنش که عزیزم همسر به تقدیم و
لحظات تمام در صبرش با مسیح وار و است من زندگ

است... بوده من ام هم و همراه

ز



سپاس گزاری

رساله این پایان به موفق بزرگ اساتید راهنمایی و پروردگار یاری به که اکنون
به راه این در که عزیزان تمام از را ذاری سپاس نهایت که دانسته خود وظیفه شده ام

آورم: عمل به کرده اند کم من
دکتر آقای و آل هوز ه عبدال دکتر آقای جناب ارجمند و بزرگ اساتید از آغاز در
را ر تش کمال داشته اند عهده به را رساله این راهنمایی که شعرباف رحیم صادق
بوده اند رساله این مشاور استاد که رهبان هادی دکتر آقای جناب از همچنین، دارم.

م نمایم. قدردان
داشتند عهده بر را رساله این تصحیح و داوری که داوران هیئت گرانمایه اساتید از

دارم. را ر تش نهایت

دارکوت مهسا
۱۳۹۸ ماه دی
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نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم ده دانش کاربردی ریاض رشته دکتری دانشجوی دارکوت مهسا اینجانب
از رده هایی برای کامل روم احاطه گری عدد بررس عنوان با رساله نویسنده شاهرود، صنعت
م شوم: متعهد آل هوز ه عبدال دکتر و شعرباف رحیم صادق دکتر راهنمایی تحت ، گراف ها
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات ●

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در ●

است.
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا رساله این مطالب ●

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق ●
رسیده چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

است.
در بوده اند، تاثیرگذار رساله اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق ●

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات
استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در ●

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده
دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در ●
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته
دارکوت مهسا

۱۳۹۸ ماه دی

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، (مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام ●
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون رساله این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده ●

ط



یده چ
هر هرگاه م باشد کامل روم احاطه گر تابع ،f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع G گراف ی در
احاطه گر تابع ی وزن .f(v) = ۲ به طوری که باشد v رأس ی دقیقا مجاور ،f(u) = ۰ با u رأس
کامل روم احاطه گری عدد م باشد. گراف رئوس همه ی وزن مجموع با برابر f کامل روم
را آن که G گراف روی کامل روم احاطه گر توابع میان در وزن کمترین از است عبارت G گراف

برخ و کرده بررس را کامل روم احاطه گر تابع رساله این در م دهند. نشان γPR(G) نماد با
مسأله که م دهیم نشان سپس م شود. بیان پارامتر این برای موجود کران های و ویژگ ها از
است شده تلاش است. NP⁃کامل نیز دو بخش گراف های برای حت کامل روم احاطه گری
ارائه درخت ها برای جدیدی بالای کران به ویژه و بخشیده بهبود را قبل کران ها ی از برخ که
که درختان همه و تعیین را بحران یال کامل روم احاطه گر درختان همه ی هم چنین گردد.
مشخص م باشند، برابر قویاً ضعیف، روم احاطه گر عدد و کامل روم احاطه گر عدد آن ها در

است. شده
کامل، روم احاطه گری عدد ، روم احاطه گری عدد احاطه گری، عدد کلیدی: کلمات

درخت. گراف، ضعیف، روم احاطه گری عدد

ک
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فتار پیش
در مطالعه است. احاطه گری۱ مفهوم گراف نظريه ی در شده مطرح مفاهيم مهم ترین از ی
احاطه صفحه تمام روی به طوری که شطرن صفحه ی در وزیران تعداد کمترین انتخاب مورد
در آن از پس مسأله این شد. مطرح دیانیچ۲ توسط که بر م گردد ۱۸۶۲ سال به باشند داشته
سال در را آن ها یاگلوم۳ برادران و شد عنوان نیز شطرن مهره های سایر با و متفاوت ل های ش

باق نشده حل هم چنان آن ها از برخ که مسأله ها این نمودند. بررس کتابی قالب در ۱۹۶۴
برگ۴ کلاود ۱۹۵۸ سال در بار اولين هستند. احاطه مفهوم اصل خاستگاه واق در ماندند
بعد ها نمود. تعریف ۵ خارج پایداری ضریب نام به مفهوم گراف، نظریه ی در خود کتاب در
احاطه گر۷ مجموعه واژه ی از خود کتاب در مفهوم همین برای اور۶ اویستین ۱۹۶۲ سال در
اواسط در گرفت. قرار بررس مورد و شد شناخته عنوان همین تحت پس آن از و کرد استفاده
کرده جم آوری را مفهوم این برای شده انجام کارهای ۹ نیه م هدت و کوکاینه۸ هشتاد دهه ی
نمایش γ(G) نماد با و بردند ار ب را G گراف در احاطه گر مجموعه ترین کوچ اندازه ی مفهوم و
به طوری که یافت تعمیم و تعریف گوناگون ال اش در احاطه مفهوم مقاله این از پس دادند.

است. شده تبدیل گراف نظریه ی در مباحث ترین جذاب و مهم ترین از ی به امروزه
اختصاص خود به را تعمیم ها این اصل بخش دو احاطه گر توابع و احاطه گر مجموعه های
احاطه گر مجموعه ی ترین کوچ اندازه ی آوردن به دست موارد این اغلب در اصل هدف داده اند.
م گویند. احاطه ای عدد آن به که م باشد احاطه گر توابع برای ن مم وزن کمترین یافتن یا

گراف نظریه ی حوزه در محققین برای جذاب موضوعات از ی روم احاطه گر توابع
زیادی تعمیم های اخیر سالیان در روم احاطه گر تابع مختلف کاربردهای به توجه با م باشد.
است، شده گرفته فرمانروا ی استراتژی از گراف ها در روم احاطه گری است. شده ارائه آن از
با را خود نظام نیروی قدرت داشت قصد فرمانروایی اش، امنیت از اطمینان برای که کس
از قبل چهار قرن به گراف ها در روم احاطه گری اصل منشأ کند. بهینه سازی نیرو حداقل
محافظت برای که داد دستور شهر ها از دفاع برای کبیر کنستانتین۱۰ بر م گردد. مسیح میلاد
بدون شهر اگر تا باشد، داشته وجود آن مجاورت در سپاه دو با شهری سپاه، بدون شهر های از

1Domination
2De Jaenisch
3Yaglom
4Clude Berge
5Coefficient of external stability

6Oysteine Ore
7Dominating set
8Cockayne
9Hedentniemi

10Constantion
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فتار پیش ت
آسیبب  پذیر خودش آن که بدون سپاه دو شامل شهر گرفت، قرار حمله هجوم مورد سپاه
این در نیاز مورد ر های لش تعداد کند. اعزام شهر آن از محافظت برای را سپاه بتواند شود،
۱۹۹۹ سال در بار اولین م شود. شناخته گراف در روم احاطه گری عنوان تحت امروزه مثال،
نمودند. بررس را روم احاطه گر [۲۶] در روزینگ۳ و ریول۲ نیز آن از پس و [۲۷] در استوارت۱
زیر صورت به را G گراف روم احاطه گری تابع [۷] در ارانش هم و کوکاینه توصیف، این با
نامیده G گراف روی روم احاطه گری تابع ی ،f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع کردند. تعریف

باشد. مجاور f(v) = ۲ با G از v رأس ی با حداقل f(v) = ۰ با u رأس هر هرگاه م شود
G گراف ی در م باشد. کامل روم احاطه گر تابع شده، تعریف توابع این از ر دی نوع ی
f(u) = ۰ با u رأس هر هرگاه م باشد کامل روم احاطه گر تابع ،f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع
کامل روم احاطه گر تابع رساله این در .f(v) = ۲ به طوری که باشد v رأس ی دقیقاً مجاور

م آوریم. به دست آن برای جدید کران هایی و کرده مطالعه را
تابع مانند نیاز، مورد مفاهیم و تعاریف ذکر به رساله این اول فصل در خلاصه، به طور
در هم چنین م پردازیم. کامل روم احاطه گر و ضعیف روم احاطه گری ، روم احاطه گر

م کنیم. بیان را آن ها کاربردهای از برخ و روم احاطه گر توابع تاریخچه آخر بخش
کامل روم احاطه گر تابع برای شده ارائه کران چندین ۱ .۲ بخش در ابتدا دوم، فصل در
گراف کمر و قطر مرتبه، درجه، اساس بر جدیدی کران های ۲ .۲ بخش در م کنیم. بیان را
نیز گراف ها در کامل روم احاطه گر مسأله که م دهیم نشان ۳ .۲ بخش در م دهیم. ارائه

است. NP⁃کامل مسأله ی
برای کامل روم احاطه گر عدد برای شده ارائه کران ۱ .۳ بخش در ابتدا سوم فصل در

م دهیم. بهبود را کران این ۲ .۳ بخش در سپس م شود. بیان درختان
بررس را یال⁃بحران کامل روم احاطه گر توابع خواص ۲ .۴ بخش در ابتدا چهارم فصل در

مشخص را یال⁃بحران کامل روم احاطه گر درختان همه ی ۳ .۴ بخش در سپس م کنیم.
م کنیم.

احاطه گر عدد با کامل روم احاطه گر عدد آن ها برای که درختان همه ی پنجم فصل در
م کنیم. تعیین را است برابر قویاً ضعیف، روم

1Stewart
2Revelle

3Rosing



۱ فصل
مقدمات

پیرامون بحث به گراف نظریه ی در مقدمات مفاهیم و اولیه تعاریف بیان از پس فصل این در
فصل، این ادامه در م پردازیم. گراف ها در روم احاطه گر توابع و احاطه گر مجموعه های
کاربردهایی و تاریخچه بیان به رساله، این مطالعه راستای در خواننده در انگیزه ایجاد به منظور
با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه تعاریف م پردازیم. روم احاطه گر توابع از

است. [۱۲] مرج از برگرفته گراف نظریه ی

اولیه مفاهیم و تعاریف ۱ .۱
اویلر که زمان شد، مطرح ۱۷۳۶ سال اوایل در گراف نظریه ی موضوع توسیع برای بنایی سنگ

زندگ در بدهد. سبرگ کونی معروف پل مسأله برای جانبی راه حل ی شد موفق و کرد تلاش
بیان برای م توان که دارند وجود فرآیندهایی و مسائل م دهیم انجام که فعالیت هایی و روزمره
حاصل نمود. استفاده م کنند، وصل هم به را نقاط تمام یا برخ که خطوط و نقاط از آن ها
در مثال به عنوان است. گراف عنوان با مفهوم پیدایش مدل سازی، نوع این ریاض تجرید
دو بین ارتباط دادن نشان برای و نقاط از مخابرات مراکز دادن نشان برای مخابرات ه ها ی شب
اهمیت که آنچه م کنیم. استفاده م کنند وصل هم به را نقاط که خطوط از مخابرات مرکز

خط توسط مشخص، نقطه ی دو یا شده اند وصل هم به بار چند نقطه دو که، است این دارد
به آن ها به مربوط مسائل حل و نمودار ها و ال اش این مطالعه ی خیر. یا هستند متصل هم به



مقدمات ۲
م شود. منته گراف مفهوم

خانواده و ،V (G) ناته و متناه مجموعه ی از است عبارت G = (V (G), E(G)) گراف
E(G) عضو هر و رأس ی V (G) عضو هر .V (G) در اعضای از نامرتب دوتایی های از E(G)

n(G) نماد با و شده نامیده گراف مرتبه ،|V (G)| یعن رأس ها، تعداد م شود. نامیده یال ی
م شود. داده نمایش m(G) نماد با و شده نامیده گراف اندازه نیز |E(G)| م شود. مشخص
م گوییم e = uv ∈ E(G) اگر و کرده مشخص uv ∈ E(G) با را {u, v} ∈ E(G) یال هر همچنین
یال دو م نامند. طوقه را آن باشند منطبق هم بر یال ی سر دو اگر هستند. مجاور هم با v و u

یال که است گراف ، ساده گراف م نامند. موازی یال های را سان ی انتهایی و ابتدا رئوس با
گراف باشد، متناه آن رأس های مجموعه که گراف همچنین باشد، نداشته طوقه و موازی
عبارت م شود، داده نمایش NG(v) نماد با که v رأس باز همسای م شود. نامیده متناه
.NG(v) = {u ∈ V (G)|uv ∈ E(G)} یعن ،G گراف در v با مجاور رئوس مجموعه از است
از است عبارت م شود، داده نمایش NG[v] نماد با که v رأس بسته همسای همچنین

.NG[v] = {u ∈ V (G)|uv ∈ E(G)} ∪ {v}

v رأس همسایه های تعداد با برابر م شود، داده نمایش degG(v) نماد با که v رأس درجه
∆(G) نماد با ترتیب به را G گراف رئوس درجه مینیمم و درجه ماکسیمم است. G گراف در
نباشد. مجاور ری دی رأس هیچ با که است رأس منفرد رأس ی م دهیم. نمایش δ(G) و
آویزان رأس ی همسای در که رأس و است. ی درجه از رأس ( آویزان (رأس برگ ی
رئوس مجموعه و L(G) نماد با را G گراف برگ های مجموعه م نامیم. پشتیبان رأس را باشد
هرگاه گوییم قوی پشتیبان را پشتیبان رأس ی م دهیم. نمایش S(G) نماد با را آن پشتیبان
برگ های همه ی مجموعه ی x پشتیبان رأس هر برای باشد. برگ همسایه دو حداقل دارای
افزودن G گراف در uv یال کردن زیر تقسیم از منظور م دهیم. نمایش Lx با را آن همسایه

است. uwu مسیر با uv یال زین جای و G گراف به w جدید رأس
G از ماکسیمال زیرگراف G[S] ،S توسط القایی زیرگراف ،V (G) از S زیرمجموعه هر برای
G− S ،G گراف رأس های از S زیرمجموعه ی برای م کند. مشخص را S رئوس مجموعه با
را G− S راحت برای آن گاه S = {v} اگر است. S رأس های حذف با G از آمده به دست گراف

م دهیم. نمایش G− v به صورت
که گراف است ، کامل گراف م باشد. ۲ حداقل مرتبه از گراف بدیه غیر گراف ی
n دارای ،n مرتبه از کامل گراف ی باشد. داشته وجود یال ی دقیقاًًًًً آن رأس دو هر بین

رأس n گراف G کنید فرض م دهند. نمایش Kn نماد با را آن که است یال n(n−۱)۲ نیز و رأس
است گراف م شود، داده نمایش Ḡ نماد با که G گراف متمم) (یا مل م در اين صورت باشد.
فقط و اگر هستند مجاور Ḡ در v و u مانند رأس دو هر به طوری که V (G) رئوس مجموعه با
باشد. سان ی آن رئوس تمام درجه ی که است گراف منتظم گراف نباشند. مجاور G در اگر
گراف یال های تعداد م گوییم. k⁃منتظم گراف باشد، k آن رأس هر درجه که منتظم گراف

.q = nk۲ با: است برابر k⁃منتظم



۳ اولیه مفاهیم و تعاریف

چنان Y و X زیر مجموعه دو به آن رأس های مجموعه که است گراف دو بخش گراف
گراف ی باشد. Y در آن ها ر دی سر و X در G گراف یال های تمام سر ی که شود، افراز
باشد، شده وصل Y رأس رئوس تمام به X رأس هر آن در که ،Y و X بخش های با دوبخش
با کامل دوبخش گراف آن گاه |Y | = m و |X| = n اگر م شود. نامیده کامل دو بخش گراف
هیچ شامل که است گراف وتری گراف م دهیم. نمایش Kn,m نماد با را Y و X بخش های

نباشد. ۴ حداقل طول به القایی دور
یال هاست، و رأس  ها از v۰, e۱, v۱, e۲, . . . , ek, vk متناوب دنباله ی ،k طول به گشت ی
است گشت مسیر مسیر ی باشد. یال ی ei = vi−۱vi ،i = ۱, . . . , k هر برای به طوری که
از مرتبی فهرست صورت به گراف ی در را مسیر ی باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که
ei = vi−۱vi ، i = ۱, . . . , n هر برای به طوری که م گیریم، نظر در vn, . . . , v۱, v۰ متمایز رأس های
و u آن ابتدای رأس که مسیری م دهیم. نمایش Pn با را رأس n مسیر ی باشد. یال ی
حداقل طول به بسته ای گشت دور ی م گویند. ,u)⁃مسیر v) ی را باشد v آن انتهای رأس
تکراری رأس هیچ و هستند منطبق ر دی ی بر انتهایی رأس و ابتدایی رأس آن در که است سه

م دهیم. نشان Cn با را رأس n دور ی نداریم. ری دی
v به u از مسیری ،v و u متمایز رأس دو هر برای هرگاه م شود نامیده همبند G گراف
v و u بین فاصله این صورت در باشند. G گراف رأس های v و u کنید فرض باشد. موجود
در v و u بین مسیر کوتاه ترین طول از است عبارت م دهیم نمایش dG(u, v) نماد با را آن که
ن مم فاصله بیشترین که است رأس دو بین مسیر طول ،diam(G) گراف، ی قطر .G گراف
دور کوتاه ترین گویند. قطری مسیر ی را diam(G) فاصله با رأس دو بین مسیر هر دارند. را

م دهند. نمایش g(G) نماد با را دور این طول و گویند گراف کمر را G گراف در موجود
نیز را درخت ی همبند القایی زیر گراف هر دارد. نام درخت دور، فاقد همبند گراف هر
متمایز رئوس بقیه از آن رأس ی که است درخت ریشه دار درخت ی گویند. زیر درخت
درخت ها از بهینه استفاده برای م شود. نامیده درخت ریشه شده متمایز رأس باشد. شده
ریشه دار درخت به صورت آن از کامپيوتر علوم جمله از کاربردها سایر در یا قضیه ها اثبات در

م شود. استفاده
نمایش Tv نماد با را v رأس در ریشه دار زیردرخت آن گاه باشد، ریشه دار درخت ی T اگر

گراف مضاعف ستاره ی است. u پدر v و v فرزند u گوییم باشد، u ∈ NTv(v) اگر م دهیم.
ستاره بنابراین م آید. به دست یال ی با k۱,q و k۱,p ستاره دو مرکزی رئوس اتصال از که است

م باشد. غیر برگ رأس دو دقیقاًًًًً با درخت مضاعف
v رأس هر به هرگاه م نامیم وزن دار گراف ی را f : V −→ R وزن تابع با همراه G گراف

شود. نظیر f(v) وزن v ∈ V (G) مجموعه از



مقدمات ۴

احاطه گر مجموعه ی ۲ .۱
v ∈ V (G) رأس هر هرگاه گوییم احاطه گر مجموعه ی G گراف در را رئوس از S مجموعه
اندازه با است برابر ،G گراف احاطه گری۱ عدد باشد. مجاور S از عضوی با یا باشد S در یا

ی م شود. داده نشان γ(G) نماد با و G گراف در موجود احاطه گر مجموعه کوچ ترین
م شود. نامیده γ(G)⁃مجموعه ی ،γ(G) اندازه از G احاطه گر مجموعه

مفهوم شده اند. مطالعه و معرف مختلف نویسندگان توسط ها احاطه گری از زیادی انواع
کرد. معرف ویچسل۲ را کامل احاطه گری

رأس هر به طوری که م شود نامیده کامل۳ احاطه گر مجموعه ی V (G) از S زیر مجموعه
تمام بین در اندازه کمترین باشد. S مجموعه در مجاور ی دقیقاًًًًً دارای u ∈ V (G) \ S

γp(G) نماد با و گویند G گراف کامل۴ احاطه گر عدد را G گراف کامل احاطه گر مجموعه های
م شود. داده نمایش

احاطه گر توابع ۳ .۱
بر مختلف شرط های دادن قرار داریم. نیاز احاطه گری از گوناگون انواع به مختلف شرایط تحت

گوناگون انواع تعریف منشأ شده اند، انتخاب احاطه گر مجموعه ی به عنوان که رأس هایی روی
انتخاب تابع ی حضور م توان تعاریف این در دقت کم با است. احاطه گر مجموعه های از
احاطه گر مجموعه ی اعضای به که {۰, ۱} مقادیر مجموعه ی با تابع دید. را آن ها تمام در
از کنید فرض حال م دهد. نسبت را صفر عدد آن از خارج رأس های به و ی عدد نظر مورد

ی به جدید تابع وقت شود. استفاده تابع این در {۰, ۱} جای به ری دی احاطه گر مجموعه های
مجموعه ی عضو ی به عنوان آن انتخاب بر علاوه م دهد نسبت را صفر از غیر مقداری رأس
نوع این با م کند. مشخص نیز را رأس ها سایر بر رأس احاطه گری نوع یا روش احاطه گر،
توابع عنوان تحت را توابع از دسته این م آید. وجود به احاطه گری از گوناگون انواع نگرش
احاطه گری تابع ، روم احاطه گری تابع مفهوم بیان به ادامه در شناخت. خواهیم احاطه گر

پرداخت. خواهیم کامل روم احاطه گری تابع و ضعیف روم
،f(v) = ۰ شرط با v ∈ V رأس هر برای که باشد تابع ،f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} کنید فرض
احاطه گر تابع ، تابع چنین .f(u) = ۲ که باشد داشته وجود u ∈ N(v) مانند همسایه ای
w(f) نماد با را روم احاطه گر تابع ی وزن م شود. نامیده RⅮF اختصار به یا و ۵ روم
عدد G روی RⅮF ی وزن مقدار کمترین است. ∑v∈V f(v) مقدار با برابر و م دهند نشان

ی ر، دی عبارت به م شود. داده نشان γR(G) نماد با و گویند G گراف ۶ روم احاطه گری
1Domination number
2P. M. Weichsel
3Perfect dominating set

4Perfect domination number
5Roman dominating function
6Roman dominating number



۵ احاطه گر توابع
به طوری که م باشد {۰, ۱,۲} رنگ های با گراف رئوس از آمیزی رنگ ی ، روم احاطه گر تابع

باشد. ۲ رنگ با رأس ی حداقل همسایه ۰ رنگ با رأس هر
داد. نمایش f = (V۰, V۱, V۲) صورت به افرازی با م توان را f مانند روم احاطه گر تابع هر
وزن نمایش، این در . Vi = {v ∈ V (G)|f(v) = i} داریم: i = ۰, ۱,۲ هر ازای به افراز این در

نمود. محاسبه w(f) = |V۱|+ ۲|V۲| تساوی از م توان را f تابع

۰ ۲۰ ۰۲

۰

۰

۰

۰
.γR(G) = ۴ وزن با G گراف روی ، روم احاطه گر تابع ی :۱ .۱ ل ش

مطالعه [۲۷] در ضمن به طور استوارت توسط ۱۹۹۹ سال در بار اولین روم احاطه گری
مورد [۷] جمله از زیادی مقالات در و گرفت قرار زیادی ریاض دانان توجه مورد سپس و شد

بررس مورد مقالات در روم احاطه گری از مختلف انواع تاکنون گرفت. قرار بررس و بحث
.[۲۴ ،۲۱ ،۱۷] مانند گرفته اند قرار

تابع کردند. معرف زیر به صورت را کامل روم احاطه گری [۱۶] در اران هم و هنینگ۱
هر اگر م نامیم PRⅮF اختصار به یا کامل۲ روم احاطه گر تابع ی f : V (G) −→ {۰, ۱,۲}
احاطه گر تابع ی وزن باشد. f(u) = ۲ با u همسایه ی دقیقاًًًً دارای f(v) = ۰ که v رأس
تمام بین در وزن کمترین م باشد. ∑

v∈V f(v) با برابر و داده نشان w(f) نماد با را کامل روم
نمايش γPR(G) نماد با و دارد نام کامل۳ روم احاطه گری عدد کامل، روم احاطه گری توابع

م شود. داده

۱ ۲۰ ۰۲

۰

۰

۰

۰
.γP

R (G) = ۵ وزن با G گراف روی کامل، روم احاطه گر تابع ی :۲ .۱ ل ش

فرض کردند. معرف زیر به صورت را ضعیف روم احاطه گری تابع ، هدت نیه م و هنینگ
۲ یا ۱ ،۰ مقدار G رأس هر به که باشد تابع ،f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} و گراف ی G کنید
وزن با مجاور رأس دارای هرگاه گویند، بی دفاع f به نسبت را f(u) = ۰ با u رأس کند. نظیر

1Henning
2Perfect Roman dominating function

3Perfect Roman domination number



مقدمات ۶
اختصار به یا ضعیف۱ روم احاطه گر تابع ی را f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع نباشد. مثبت
تابع و f(v) > ۰ به طوری که باشد v رأس مجاور f(u) = ۰ با u رأس هر هرگاه گویند، WRⅮF
،w ∈ V (G)\{u, v} هر برای و f ′(v) = f(v)−۱ ،f ′(u) = ۱ ضابطه ی با f ′ : V (G) −→ {۰, ۱,۲}
w(f) نماد با و م باشد ∑

v∈V f(v) برابر f وزن نباشد. بی دفاع رأس دارای ،f ′(w) = f(w)

توابع همه ی بین وزن کمترین G گراف ضعیف۲ روم احاطه گری عدد م شود. داده نشان
م شود. داده نشان γr(G) نماد با و م باشد G گراف ضعیف روم احاطه گر

۰ ۲۰ ۰۲

۰

۰

۰

۰
.γr(G) = ۴ وزن با G گراف روی ضعیف، روم احاطه گر تابع ی :۳ .۱ ل ش

تابع و احاطه گر مجموعه ی کاربردهای و تاریخچه ۴ .۱
روم احاطه گر

زمینه های در آن زیاد کاربردهای دلیل به گراف ها در احاطه گری مفهوم اخیر سال های در
گرفته قرار زیادی محققین توجه مورد ترونی ال ه های شب و کامپیوتر علوم همچون مختلف

است. داشته یری چشم رشد و
این بر نظر آن در که م باشد، شطرن بازی احاطه گری مفهوم منشأ که م رسد نظر به
، شطرن بازی قوانین طبق شود. احاطه یا و پوشیده شطرن مهره های با شطرن مربع که بود
همان طور که کند. حرکت دلخواه تعداد به مورب و افق عمودی، جهت در است قادر وزیر

شطرن صفحه ی روی ۱۸۶۲ سال در دیانیچ توسط بار نخستین برای مفهوم این شد گفته
را شطرن صفحه ی پوشش برای نیاز مورد وزیر تعداد حداقل تا گرفت قرار استفاده مورد
تاکنون و گردید مطالعه و بررس گراف ها نظریه در نظری بحث به عنوان بعد ها اما کند. تعیین
مسأله [۲۹] در بال۳ ۱۸۹۲ سال در است. رسیده چاپ به زمینه این در متعددی مقالات
که قسم به شطرن صفحه ی روی گرفتن قرار جهت نیاز مورد وزیر مهره های تعداد کمترین
نباشد ری دی وزیر حمله ی مورد وزیری هیچ و گرفته قرار وزیر ی حمله ی مورد خانه ای هر
نظر، مورد وزیر خانه مسأله این در شد. مشهور ۵⁃وزیر مسأله ی به مسأله این کرد. مطرح را
گرفته نظر در آن با مجاور رئوس کند، حرکت آن ها در م تواند وزیر که مربع هایی و رأس ی

است. شده
1Weak Roman dominating function
2Weak Roman domination number

3W. W Rouse Ball



۷ روم احاطه گر تابع و احاطه گر مجموعه ی کاربردهای و تاریخچه
مناطق در آنتن دکل های نصب برای مخابرات در م توان آن ر دی کاربردهای جمله از

اشاره ... و آتش نشان مراکز یا بیمارستان احداث برای ان ها م بهترین انتخاب یا شهر از
شود نصب مخابرات دکل های شهر از مناطق در است قرار کنید فرض مثال، به عنوان نمود.
نیز اقتصادی نظر از همچنین و شده انجام مناسب ده آنتن شهر نقاط تمام به به طوری که
دست نظر مورد هدف به دکل نصب برای نقاط کمترین انتخاب با یعن باشد. صرفه به مقرون
با و م گیریم نظر در گراف رئوس به عنوان را شهر مختلف مناطق منظور این برای کنیم. پیدا
م شوند ده آنتن که مناطق آن منطقه، هر در دکل نصب صورت در ، ده آنتن برد به توجه
و کرده رسم را نظر مورد گراف یال های ترتیب این به و م کنیم متصل آن به خطوط با را

م کنیم. طراح گراف
مهمترین از ی م پردازیم. روم احاطه گری تابع از نظام کاربردهای بیان به نیز ادامه در
استقرار ونگ چ م شود، ست ش یا موفقیت باعث دفاع و نظام عملیات در که عوامل
کل امنیت حفظ دولت هر برای همچنین م باشد. نظر مورد منطقه در دفاع نیروهای
مفهوم از استفاده با م باشد. حیات خیل هزینه ها کاهش خاطر به نیرو حداقل با کشور
استقرار ونگ چ همچنین و دفاع نیروهای استقرار ان م بهترین م توان روم احاطه گر
مدل به توجه با را ن مم مناطق بیشترین امنیت و حفظ برای دفاع نیروی مشخص تعداد

کرد. مشخص سرزمین هر گراف
نقشه گرفت. قرار حمله مورد روم امپراطوری مسیح میلاد از قبل چهار قرن حدود در
با G = (V,E) گراف ی ما ریاض مدل ببینید. م توانید ۴ .۱ ل ش در را روم امپراطوری
در ناحیه ی ر نمایش ما گراف در رأس هر است. E های یال مجموعه و V رئوس مجموعه
مجاور متناظرشان نقاط اگر هستند متصل هم به یال ی با رأس دو و است روم امپراتوری
دهد استقرار منطقه هشت در را خود ارتش چهار که شد مجبور کنستانتین امپراطور باشند.
این در را ارتش واحد هر طوری م خواست او کند. دفاع حملات این مقابل در امپراطوری از تا
همان در یافته استقرار ارتش واحد دو یا ی توسط منطقه هر که دهد، استقرار منطقه هشت
مواق در به طوری که باشد ارتش واحد دو با منطقه ی مجاورت در یا و شود محافظت منطقه

کنستانتین امپراطور شود. فرستاده بی دفاع منطقه به منطقه این از ارتش واحد ی حمله
بدین کنند. پیدا استقرار قسطنطنیه در ر دی واحد دو و روم در ارتش واحد دو که گرفت تصمیم
روم امپراطوری مدت از بعد دلیل همین به و بود بی دفاع حمله مواق در بریتانیا تنها ترتیب
وجود موضوع این برای پیچده ای و زیاد بسیار دلایل مطمعناً داد. دست از را بریتانیا کنترل

درست به [۲۷] در استوارت وجود این با داد. توضیح ساده مدل این با را آنها نم توان که دارد
روم امپراطوری شاید داشت، قویتری ریاض درک کنستانتین امپراطور اگر که م کند استدلال
استقرار بهبود برای راه شش واق در کند. حفظ را بریتانیا م توانست بیشتری زمان مدت در
و ریول توسط راه شش این دارد. وجود بود گرفته نظر در امپراطور توسط که ارتش واحدهای

شده اند. ارائه [۲۶] در روسینگ
کاهش و بهینه سازی در م تواند نیز استدلال همین روم، ارتش واحدهای استقرار بر علاوه



مقدمات ۸
سرد جنگ طول در ا آمری نظام واحدهای یا و نوزدهم قرن پایان در بریتانیا۱ ناوگان تعداد
بهترین کردن پیدا در استدلال این از م توان نظام کاربردهای بر علاوه .[۲۶] کرد استفاده
زیادی تعداد کرد. استفاده ... و رستوران بیمارستان، ، نشان آتش ایستگاه برای شهر منطقه

کرد. مدل آن انواع و روم احاطه گری با م توان را بهینه سازی مسائل از

روم. امپراطوری نقشه :۴ .۱ ل ش

در م باشد. بریتانیا امپراطوری از دفاع مسأله روم، امپراطوری دفاع به مشابه مسأله ی
کلیدی مناطق از دفاع و حفظ برای کاف نیروی و سرمایه بریتانیا امپراطوری میلادی ۱۹ قرن
ل متش کدام هر که جنگ ناوگان شش با سال ۱۵۰ حدود در بریتانیا امپراطوری داشت. را خود
استفاده جلو به رو دفاع سیاست از مستعمره مناطق حفظ و دفاع برای بودند کشت بیست از
نیروی ی به عنوان آلمان ظهور و بریتانیا قدرت کاهش با میلادی ۱۹ قرن اواخر در م کرد.
و تحرک افزایش وجود با م گرفت. قرار نظر تجدید مورد باید استراتژی این جدید دریایی
قرن در ول شد، کشت هشت به بریتانیا جنگ ناوگان کاهش باعث نوین کشت های قدرت
به نیاز بریتانیا کلیدی منطقه شش وجود دلیل به رسید. جنگ ناوگان چهار به تعداد این ۱۹

ی و کرد مستقر بریتانیا در را جنگ ناوگان سه ابتدا فیشر۲ لرد داشت. عمق در دفاع تغییر
اروپا در تنش ها افزایش خاطر به او کار این دلیل داد. استقرار مدیترانه در هم را جنگ ناوگان

بود. آلمان دریایی نیروی شدن قویتر همچنین و
امپراطوری ارتش واحدهای بر حاکم حرکت قوانین همان بریتانیا جنگ ناوگان حرکت قوانین
تا یابد حضور منطقه ی در حرکت مرحله ی از بعد باید جنگ ناوگان ی م باشند. روم
در م باشد. کلیدی مناطق از ی از عبور منزله به حرکت مرحله ی شود. راه  اندازی دوباره

1Britain 2Lord Fisher



۹ روم احاطه گر تابع و احاطه گر مجموعه ی کاربردهای و تاریخچه
لرد استراتژی ببینید. را آن ها بین ارتباط راههای و کلیدی منطقه شش م توانید ۵ .۱ ل ش
م کرد. تضمین مرحله ی در را مدیترانه و هند شرق بریتانیا، منطقه سه امنیت فقط فیشر
آن برای م شد مرحله پن ط که بود دور شرق استراتژی این در امنیت نظر از منطقه بدترین

فرستاد. دفاع نیروی

بریتانیا. امپراطوری نقشه :۵ .۱ ل ش

مدل ابتدا است، کاف استراتژی این از استفاده با سرزمین هر از دفاع برای حقیقت در
هر و م گیریم نظر در رأس ی به عنوان را منطقه هر آن در که شود، ارائه سرزمین این از گراف
اگر این صورت در م کنیم. به هم متصل یال ی با را باشند داشته ارتباط هم با که منطقه ای دو
همچنین م کند. پیدا استقرار ارتش واحد ۲ ان م آن در آن گاه باشد، ۲ وزن دارای رأس ی
گیرد. قرار دفاع مورد ارتش واحد ی توسط باید منطقه آن باشد، ۱ وزن دارای رأس اگر
با مجاوری رأس حداقل دارای روم احاطه گر تابع به توجه با م گیرند، صفر وزن که رئوس
با مجاورش منطقه از ارتش واحد ی منطقه آن به حمله در صورت بنابراین و هستند ۲ وزن
برای صورت که در گفتیم قبل در همان طور که کند. دفاع منطقه آن از م تواند نیرو واحد دو

داریم. نیاز ارتش واحد چهار دقیقاً کنیم، استفاده استراتژی این از امپراطوری از دفاع





۲ فصل
کامل روم احاطه گر تابع خواص

پیچیدگ پایان در و م کنیم بیان را کامل روم احاطه گر عدد عموم کران های فصل این در
مسأله این که م دهیم نشان و م کنیم بررس را کامل روم احاطه گر عدد مسأله محاسبات

م باشد. NP⁃کامل مسأله ی گراف ها برای

موجود کران های ۱ .۲
منتظم گراف های کامل روم احاطه گر عدد برای را زیر کران های [۱۴] در اران هم و هنينگ

آوردند. به دست
برقرار تساوی و γPR(Cn) ≤ ۴

۵n داریم، n ≥ ۳ مرتبه از Cn دور هر برای [۱۴] .۱ .۱ .۲ قضیه
.n = ۵ اگر تنها و اگر است

دقیق کران این و γPR(G) ≤ ۳
۴n آن گاه باشد، ۳⁃منتظم گراف G اگر [۱۴] .۲ .۱ .۲ قضیه

م باشد.
ارائه k ≥ ۴ با k⁃منتظم گراف های کامل روم احاطه گر عدد برای کران هایی ادامه در

م شود.
این صورت در باشد، k ≥ ۴ به طوری که ،n مرتبه از k⁃منتظم گراف G اگر [۱۴] .۳ .۱ .۲ قضیه

.γPR(G) ≤ k۲ + k + ۳
k۲ + ۳k + ۱n

۱۱



کامل روم احاطه گر تابع خواص ۱۲
به صورت ۷ حداقل کمر با گراف هایی برای را ۳ .۱ .۲ و ۲ .۱ .۲ قضایای اران هم و هنینگ

داده اند. بهبود زیر
آن گاه باشد، g(G) ≥ ۷ نیز و k ≥ ۳ با n مرتبه از k⁃منتظم گراف G اگر [۱۴] .۴ .۱ .۲ قضیه

γPR(G) ≤
(k۲ − k + ۴
k۲ + k + ۲

)
n.

جدید کران های ۲ .۲
و مرتبه اساس بر γPR(G) برای جدید پایین کران ی و بالا کران ی ابتدا ما بخش این در

م دهیم. ارائه گراف درجه ماکسیمم
آن گاه، باشد، ∆(G) درجه ماکسیمم و n مرتبه از گراف G اگر .۱ .۲ .۲ قضیه

γPR(G) ≤ n−∆(G) + ۱.
باشیم داشته عبارت به  یا باشد درجه بیشترین با G گراف از رأس u کنید فرض برهان.
تابع این صورت در باشد f = (V۰, V۱, V۲) اگر .|N [u]| = ∆(G) + ۱ لذا و deg(u) = ∆(G)

وزن از کامل روم احاطه گر تابع ی f = (N(u), V (G) \N [u], {u})

۲ + |V (G) \N [u]| = ۲ + (n− (∆(G)− ۱)) = n−∆(G) + ۱.
گراف روی کامل روم احاطه گر توابع تمام بین وزن کمترین γPR(G) چون بنابراین و م باشد

. γPR(G) ≤ n−∆(G) + ۱ که م گیریم نتیجه م باشد، G

یرید. ب نظر در را G = K۱,۲ گراف ۱ .۲ .۲ قضیه کران بودن دستیابی قابل برای
ماکسیمم اساس بر گراف کامل روم احاطه گر عدد برای جدید پایین کران بعدی قضیه در

م شود. ارائه آن مرتبه و درجه
باشد صحیح عدد ی m همچنین و n ≥ ۳ مرتبه از گراف G کنید فرض .۲ .۲ .۲ قضیه
القایی زیرگراف f = (V۰, V۱, V۲) γPR(G)⁃تابع هر برای اگر .۱ ≤ m ≤ n− ۱

۲ به طوری که
داریم، آن گاه ، n−m

m+ ۱ ≤ δ(G) و باشد K̄|V۲∪V۱| گراف ،G[V۲ ∪ V۱]

n+m−m∆(G) ≤ γPR(G).

هیچ فرض، به توجه با آن گاه باشد، γPR(G)⁃تابع ی f ′ = (V ′۰ , V ′۱ , V ′۲) کنید فرض برهان.
و است صفر وزن دارای ،۲ وزن با رأس هر مجاور لذا و نیستند مجاور مثبت وزن با رأس دو
G گراف بنابراین است. صفر وزن با مجاور رأس δ(G) حداقل داری ۲ وزن با رأس هر همچنین

طرف از ،n ≥ |V ′۲|(δ(G) + ۱) داریم این صورت در م باشد. رأس (δ(G) + ۱)|V ′۲| حداقل دارای



۱۳ جدید کران های

با .|V ′۲| ≤ m که م کنیم ادعا حال .n−m

m+ ۱ ≤ δ(G) داریم پس ،δ(G) ≥ n − m(δ(G) + ۱)
این صورت، در .|V ′۲| ≥ m+ ۱ که کنید فرض خلف برهان

n ≥ |V ′۲|(δ(G) + ۱)
≥ (m+ ۱)(δ(G) + ۱)
= m(δ(G) + ۱) + ۱ + δ(G)

≥ m(δ(G) + ۱) + ۱ + n−m(δ(G) + ۱)
= n+ ۱.

مجاور صفر وزن با رأس هر که م دانیم طرف از .|V ′۲| ≤ m بنابراین است. تناقض ی که
داریم، این صورت در .|V ′۰ | ≤ ∆(G)|V ′۲| لذا و م باشد ۲ وزن از رأس ی دقیقاًً

γPR(G) = ۲|V ′۲|+ |V ′۱ |
= |V ′۲|+ n− |V ′۰ |
≥ n+ |V ′۲| −∆(G)|V ′۲|
= n−m(∆(G)− ۱).

یریم. ب نظر در را G = K۱,۲ گراف م توانیم ۲ .۲ .۲ قضیه کران بودن دستیابی قابل برای
که گراف هایی تمام همچنین و م شود ارائه γPR(G) برای ساده بالا کران ی زیر قضیه در

م کنیم. مشخص را م کنند صدق شده ارائه کران تساوی در

است برقرار تساوی به علاوه .γPR(G) ≤ n آن گاه باشد، n مرتبه از گراف G اگر .۳ .۲ .۲ قضیه
.n = ۲m+ c که هستند صحیح اعداد c و m آن در که G = mK۲ ∪ K̄c اگر فقط و اگر

هر به که باشد تابع f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} و باشد n مرتبه از گراف G کنید فرض برهان.
م باشد n وزن از کامل روم احاطه گر تابع ی f این صورت در کند، نظیر ۱ وزن G گراف رأس
درجه با u رأس ی دارای G اگر ،γPR(G) = n کنید فرض حال .γPR(G) ≤ w(f) = n لذا و

روم احاطه گر تابع ی h = (N(u), V (G) \ N [u], {u}) تابع به وضوح آن گاه باشد، ۲ حداقل
وزن از G گراف برای کامل

۲ + |V (G) \N [u]| = ۲ + (n− (deg(u) + ۱))
= ۲ + n− deg(u)− ۱
≤ ۲ + n− ۲ − ۱
= n− ۱.



کامل روم احاطه گر تابع خواص ۱۴
دهید قرار .deg(u) ≤ ۱ داریم u ∈ V (G) هر برای بنابراین است. تناقض ی که م باشد
القایی زیرگراف این صورت در .C = {u ∈ V (G)|deg(u) = ۰} و M = {u ∈ V (G)| deg(u) = ۱}
مولفه هایی به صورت G[C] القایی زیرگراف همچنین و م باشد K۲ از مولفه هایی به صورت G[M ]

و G = mK۲ ∪ K̄c آن گاه باشد، |C| = c و |M | = m درصورت که بنابراین است. رأس تک
.n = ۲m+ c به وضوح

م شود. حاصل زیر نتیجه ۱ .۲ .۲ قضیه از استفاده و m = ۱ برای ۲ .۲ .۲ قضیه کاربردن به با
γPR(G)⁃تابع هر برای که صورت بدین باشد n ≥ ۳ مرتبه از گراف G اگر .۱ .۲ .۲ نتیجه
،n− ۱

۲ ≤ δ(G) همچنین و باشد K̄|V۲∪V۱| گراف ،G[V۲ ∪ V۱] القایی زیرگراف f = (V۰, V۱, V۲)
.γPR(G) = n−∆(G) + ۱ آن گاه

م شود. ارائه دو قطر با گراف های برای γPR(G) دقیق مقدار بعدی قضیه در
f = (V۰, V۱, V۲) γPR(G)⁃تابع هر برای و باشد دو قطر با گراف ی G اگر .۴ .۲ .۲ قضیه

.γPR(G) = n−∆(G) + ۱ آن گاه باشد K̄|V۲∪V۱| گراف ،G[V۲ ∪ V۱] القایی زیرگراف
v و u مسأله فرض طبق این صورت در .{u, v} ⊆ V۲ و باشد |V۲| ≥ ۲ کنید فرض برهان.
حداقل دارای v و u پس م باشد، ۲ با برابر گراف قطر چون طرف از باشند. مجاور نم توانند
مسأله فرض طبق این صورت در .x ∈ N(u) ∩N(v) دهید قرار هستند. مشترک همسایه ی
آن گاه ،|V۲| = ۰ اگر .|V۲| ≤ ۱ بنابراین است. تناقض در f بودن γPR(G)⁃تابع با که ،f(x) = ۰
.|V۲| = ۱ بنابراین است. تناقض در م باشد ۲ گراف قطر که مسأله فرض با نیز که ∆(G) ≤ ۰
م شود نتیجه ۱ .۲ .۲ قضیه از حال ،n+ ۱−∆(G) ≤ γPR(G) که م گیریم نتیجه این صورت در

. γPR(G) = n+ ۱ −∆(G) که
ادامه در . کردیم پیدا را دو قطر با گراف های برای γPR(G) دقیق مقدار ما قبل قضیه در
اساس بر بالایی کران گراف ها این برای ما م گیریم. نظر در را سه حداقل قطر با گراف های

م دهیم. ارائه گراف قطر و درجه مینیمم مرتبه،
آن گاه، باشد، δ(G) ≥ ۱ و diam(G) ≥ ۳ با همبند گراف G اگر .۵ .۲ .۲ قضیه

γPR(G) ≤ n− (δ(G)− ۱)⌊diam(G) + ۳
۳ ⌋.

قرار باشد. G گراف از قطری مسیر xd . . . x۱x۰ و باشد d قطر دارای G گراف کنید فرض برهان.
|B| = d+ ۳

۳ داریم آن گاه ،d ≡ ۰ (mod ۳) اگر این صورت در .B = {xi|i ≡ ۰ (mod ۳)} دهید
.|B| = d+ ۱

۳ آن گاه ،d ≡ ۲ (mod ۳) اگر و |B| = d+ ۲
۳ آن گاه ،d ≡ ۱ (mod ۳) صورت که در و

.|B| = ⌊diam(G) + ۳
۳ ⌋ حالت سه هر در بنابراین



۱۵ جدید کران های
برای کامل روم احاطه گر تابع ی f = (N(B), V (G) \N [B], B) تابع به وضوح طرف از
نیستند، مشترک همسایه دارای B مجموعه اعضای از ی هیچ این که به توجه با است. G گراف

این صورت، در .|N [B]| ≥ |B|(δ(G) + ۱) داریم بنابراین
γPR(G) = ۲|V۱|+ ۲|V۲|

= ۲|B|+ |V (G) \N [B]|

= ۲|B|+ n− |N [B]|

≤ ۲|B|+ n− |B|(δ(G) + ۱)
= |B|+ n− |B|δ(G)

= n− |B|(δ(G)− ۱)
= n− ⌊diam(G) + ۳

۳ ⌋(δ(G)− ۱).

بعدی قضیه در یرید. ب نظر در را C۶ دور ۵ .۲ .۲ قضیه کران بودن دستیابی قابل برای
م دهیم. ارائه گراف کمر اساس بر ۵ .۲ .۲ قضیه در شده ارائه کران به شبیه کران

داریم، آن گاه باشد، δ(G) ≥ ۱ و r متناه کمر با همبند گراف G اگر .۶ .۲ .۲ قضیه
γPR(G) ≤ n− (δ(G)− ۱)⌊ r۳⌋.

r طول از G گراف القایی دور v۱v۲ . . . vrv۱ و باشد r کمر دارای G گراف کنید فرض برهان.
تابع به وضوح طرف از .|B| = ⌊ r۳⌋ این صورت در .B = {v۱, v۴, . . . , v۳⌊ r۳ ⌋−۲} دهید قرار باشد.
به توجه با است. G گراف برای کامل روم احاطه گر تابع ی f = (N(B), V (G) \ N [B], B)

نتیجه م توان بنابراین نیستند، مشترک همسایه دارای B مجموعه اعضای از ی هیچ این که
داریم، این صورت در . |N [B]| ≥ |B|(δ(G) + ۱) گرفت

γPR(G) ≤ ۲|B|+ |V (G) \N [B]|

= ۲|B|+ n− |N [B]|

≤ ۲|B|+ n− |B|(δ(G) + ۱)
= |B|+ n− |B|δ(G)

= n− |B|(δ(G)− ۱)
= n− ⌊ r۳⌋(δ(G)− ۱).



کامل روم احاطه گر تابع خواص ۱۶
کران بنابراین .γPR(G) = ۲ = n− (δ(G)− ۱)⌊ r۳⌋ این صورت در باشد G = C۳ کنید فرض

است. دستیابی قابل ۶ .۲ .۲ قضیه در شده ارائه
م دهیم. ارائه کامل روم احاطه گر عدد نوردهاس⁃گادم۱ برای بالا کران های ما ادامه در
در همچنین .γPR(G) + γPR(Ḡ) ≤ n + ۳ داریم n مرتبه از G گراف هر برای .۷ .۲ .۲ قضیه

است. منتظم گراف G آن گاه باشد، γPR(G) + γPR(Ḡ) = n+ ۳ صورت که
که، م  گیریم نتیجه ∆(Ḡ) = n− δ(G)−۱ که حقیقت این و ۱ .۲ .۲ قضیه از استفاده با برهان.

γPR(G) + γPR(Ḡ) ≤ (n−∆(G) + ۱) + (n−∆(Ḡ) + ۱)
= (n−∆(G) + ۱) + (n− (n− δ(G)− ۱) + ۱)
= n+ ۳ −∆(G) + δ(G)

≤ n+ ۳.
م گیریم نتیجه قبل رابطه به توجه با این صورت در .γPR(G)+γPR(Ḡ) = n+۳ کنید فرض حال

است. منتظم گراف G لذا و ∆(G) = δ(G) که
شده ارائه کران بنابراین .γPR(G)+γPR(Ḡ) = ۸ = n+۳ این صورت در .G = C۵ کنید فرض

است. دستیابی قابل ۷ .۲ .۲ قضیه در

محاسبات پیچیدگ ۳ .۲
زمینه های در فراوان کاربردهای دارای روم احاطه گر توابع شد، ذکر قبل فصل در که همان طور
این در م باشد. مهم بسیار مسائل این حل ونگ چ بررس بنابراین م باشند. مختلف
نظریه از شاخه ای ، محاسبات پیچیدگ نظریه م شود. بررس مسائل این حل سخت بخش،
به صورت مسائل، حل دشواری بررس به که است کامپیوتر علوم و ریاض در محاسبات
حل سخت بررس هستند. بهینه سازی مسائل مسائل، این از بسیاری م پردازد. وریتم ال
تصمیم گیری مسائل در ه بل نم رود، کار به بهینه سازی مسائل در مستقیم به طور مسأله ی
نشان بنابراین، م رود. کار به است، ( ی یا صفر رسم (به طور خیر یا بله آن ها، پاس که
م کند. محدود تصمیم گیری مسائل ناحیه به را ما خیر، یا است سخت مسأله ای این که دادن
مسأله ی ل ش به بهینه، مقدار کردن محدود با را بهینه سازی مسأله ی م توان معمولا
و G گراف مینیمم، اندازه از شناسایی کدهای مسأله در مثال به عنوان درآورد. تصمیم گیری
”آیا م شود: بیان ل ش این به تصمیم گیری مسأله و م شود تعیین ورودی به عنوان ،k مقدار
تصمیم گیری مسائل ، کل به طور دارد؟.“ وجود k مساوی یا کمتر اندازه از G در شناسایی کد

مسائل آن ها از دسته ای م شوند. تقسیم کلاس چهار به خود، حل زمان مرتبه به توجه با
1Nordhaus-Gaddum



۱۷ محاسبات پیچیدگ
به مسائل این م باشد. موجود چندجمله ای زمان مرتبه با وریتم ال آن ها برای که هستند
که است وریتم ال چندجمله ای، زمان وریتم ال که است ذکر به لازم دارند. تعلق ۱P کلاس
۲NP کلاس باشد. ورودی اندازه از چندجمله ای تابع آن زمان پیچیدگ حالت، بدترین در

غیرقطع و چندجمله ای زمان وریتم های ال توسط که است تصمیم گیری مسائل مجموعه
برای که سؤال مهم ترین است. P زیرکلاس NP کلاس که است بدیه هستند. حل قابل
دارد وجود گسترده باور این .NP = P آیا که است این دارد وجود نظریه این در کلاس ها این

زمان وریتم ال ی اگر است NP⁃سخت۳ مسأله ی باشد. درست نم تواند تساوی این که
از ی هر برای چندجمله ای زمان وریتم ال ی به تبدیل قابل مسأله این برای چندجمله ای
NP خانواده به متعلق اگر است NP⁃کامل۴ مسأله ی همچنین، شود. NP کلاس مسائل
و NP کلاس  های زیرکلاس NP⁃کامل کلاس باشد. نیز NP⁃سخت حال عین در و باشد
NP⁃سخت و NP کلاس های مشترک فصل NP⁃کامل کلاس واق در است. NP⁃سخت

م دهد. یل تش را
کوک مقاله این در .[۸] شد مطرح ۱۹۷۱ سال در کوک۵ توسط بار اولین NP⁃کامل مسأله
در کارپ۷ ۱۹۷۲ سال در است. NP⁃کامل مسأله ی پذیری۶ صدق مسأله که کرد ثابت
جمله از داد. قرار NP⁃کامل مسائل رده در را ترکیبیات مسائل از مسأله ی و بیست ،[۲۰]

کرد. اشاره روم احاطه گر توابع مسأله به م توان مسائل این
است: زیر به صورت روم احاطه گر تابع مسأله

.k صحیح عدد و G گراف نمونه:
م باشد؟ k حداکثر اندازه از روم احاطه گر تابع دارای G گراف آیا سوال:

آوردند. به دست بالا مسأله پیچیدگ مورد در را زیر قضیه چنگ۹ و لیو۸
ی وتری گراف های و دوبخش گراف های برای روم احاطه گر مسأله [۲۲] .۱ .۳ .۲ قضیه

است. سخت ⁃NP مسأله
نیز دوبخش گراف های برای حت کامل روم احاطه گر مسأله که م دهیم نشان ادامه در

یرید. ب نظر در را زیر مسأله م باشد. NP⁃کامل

کامل روم احاطه گر تابع مسأله
.k ≤ |V | صحیح عدد و G = (V,E) گراف نمونه:

است؟ k حداکثر اندازه از کامل روم احاطه گر تابع دارای G گراف آیا سوال:
⁃NP مسأله ی مسأله این که م دهیم نشان ۱۰X۳C مسأله به مسأله این کاهش با ما

م باشد. زیر به صورت X۳C مسأله است. کامل
1Polynomial
2Non-deterministic Polynomial
3NP-hard
4NP-complete
5Cook

6Satisfiability
7Karp
8C. -H. Liu
9G. J. Chang

10Exact 3-Cover



کامل روم احاطه گر تابع خواص ۱۸
:X۳C مسأله

زیرمجموعه های از ل متش C خانواده ی و |X| = ۳q با X متناه مجموعه ی ی نمونه:
.X مجموعه ۳⁃عضوی

از ی عضو دقیقاً X مجموعه عضو هر به طوری که دارد وجود C از C ′ زیرخانواده آیا سوال:
باشد؟ C ′ خانواده اعضای

دادن نشان برای لذا ،[۹] است NP⁃کامل مسأله ی X۳C مسأله این که به توجه با
مسأله این است کاف دوبخش گراف های روی کامل روم احاطه گر مسأله بودن NP⁃کامل

دهیم. کاهش X۳C مسأله به را
x۱

x۲

x۳

x۴

x۵

c۱

c۲

c۳

c۴

z۱

z۲

z۳

z۴

x′′۱

x′′۲

x′′۳

x′′۴

x′′۵

x′۱

x′۲

x′۳

x′۴

x′۵

. دوبخش گراف های برای کامل روم احاطه گر تابع مسأله بودن NP⁃کامل :۱ .۲ ل ش

NP⁃کامل نیز دوبخش گراف های در حت کامل روم احاطه گر تابع مسأله .۲ .۳ .۲ قضیه
است.

داده تابع که کرد مشخص چندجمله ای زمان ی در م توان آسان به این که به توجه با برهان.
روم احاطه گر مسأله لذا م باشد، کامل روم احاطه گر تابع ی f : V −→ {۰, ۱,۲} شده

را X۳C از X,C نمونه ی ونه چ که م دهیم نشان ما حال م باشد. NP مسأله ی کامل
مسائل این از ی به طوری که م کنیم تبدیل کامل روم احاطه گر مسأله از G نمونه ی به
X = {x۱, x۲, ..., x۳q} کنید فرض باشد. حل قابل نیز ر دی مسأله اگر تنها و اگر است حل قابل
از x′′i برگ به xi ∈ X رأس هر ما باشد. X۳C از دلخواه نمونه ی C = {C۱, C۲, . . . , Ct} و
را zj مرکز با K۱,۳ ستاره ی ،Cj ∈ C عضو هر برای م کنیم. وصل x′i مرکز با K۱,۴ ستاره
cjxi یال کردن اضافه با ،G گراف حال م نامیم. cj را آن برگ های از ی و م گیریم نظر در
دهید قرار م باشد. G گراف از مثال ۱ .۲ ل ش م شود. حاصل باشد، xi ∈ Cj صورت که در

.k = ۲t+ ۸q



۱۹ محاسبات پیچیدگ
تابع ی ما این صورت در باشد. C ′ حل دارای X۳C از X,C نمونه که کنید فرض ابتدا
به ۲ مقدار ،Cj ∈ C ′ صورت که در م کنیم. تعریف k وزن از G روی f کامل روم احاطه گر
م دهیم. ۰ وزن رئوس بقیه به و ۲ وزن x′i و zj رئوس به آن، به ۰ وزن این صورت غیر در و cj

م باشد q با برابر دقیقاًً ۲ وزن با cjها تعداد لذا م باشد، q اندازه دارای و دارد وجود C ′ چون
راحت به بنابراین م باشند. {x۱, x۲, . . . , x۳q} مجموعه در متمایزی همسایه های دارای که

م باشد. k وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی f که دید م توان
حداکثر وزن با g = (V۰, V۱, V۲) کامل روم احاطه گر تابع دارای G که کنید فرض حال
م توانیم ما لذا و م باشد ۲ حداقل با برابر ستاره هر رئوس وزن مجموع به وضوح باشد. k

۰ وزن دارای آن ها به متصل برگ های همچنین و است g(zj) = g(x′i) = ۲ که کنیم فرض
باشد. ۰ وزن دارای م تواند x′′i رأس هر که م شود نتیجه ،x′′i x′i ∈ E(G) این که از م باشند.
کنید فرض .f(xi) = ۱ آن گاه ،f(xi) ̸= ۰ به طوری که باشد داشته وجود i رأس اگر به وضوح
وجود j = ۱,۲, . . . , t که cj رأس i ̸∈ R هر برای این صورت در .|R| = r و R = {i : xi ∈ V۱}
در باشد. V۲ به متعلق cjها تعداد p کنید فرض همچنین .cj ∈ V۲ و xi ∈ Cj به طوری که دارد
دارای cj هر چون ر دی طرف از .۳p ≤ ۳q − r لذا و r + ۶q + ۲p + ۲t ≤ ۲t + ۸q این صورت
از بنابراین .۳p ≥ ۳q − r که م گیریم نتیجه م باشد، {x۱, x۲, . . . , x۳q} در همسایه سه دقیقاً
C برای پوشش ی C ′ = {Cj : cj ∈ S} لذا .r = ۰ و p = q که م شود نتیجه رابطه دو این

است. کامل قضیه اثبات لذا م باشد.





۳ فصل
احاطه گر عدد برای جدید بالای کران

درختان در کامل روم

مقدمه ۱ .۳
براساس درخت ی کامل روم احاطه گری عدد برای جدید بالای کران ی فصل این در
آمده، به دست جدید کران م دهیم. ارائه درخت پشتیبان رئوس تعداد و برگ ها تعداد مرتبه،
شده ارائه کران آمده به دست کران از استفاده با همچنین و م دهد بهبود را موجود کران های

م دهیم. بهبود نیز را درختان در روم احاطه گر عدد برای
کردن متصل با P۵ مسیر تعدادی از که باشد T درختان از ل متش T خانواده ی کنید فرض
T خانواده ی از درخت ۱ .۳ ل ش در م شود. حاصل ر، دی ی به مسیرها این مرکزی رئوس

است. شده حاصل P۵ مسیر چهار از که است شده داده نشان

U

Vf۱

.T خانواده ی از مثال :۱ .۳ ل ش

۲۱
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است. آمده زیر لم در T خانواده ی درختان از مهم خواص

از دلخواه رأس ی v و باشد n مرتبه از T خانواده ی از عضوی T درخت اگر [۱۶] .۱ .۱ .۳ لم
است: برقرار زیر شرایط آن گاه باشد، T درخت

.γPR(T ) ≤ ۴n
۵ (a)

م کند. نظیر ۱ یا ۰ مقدار v رأس به به طوری که دارد وجود γPR(T⁃تابع ) ی (b)

م کند. نظیر ۲ یا ۱ مقدار v رأس به به طوری که دارد وجود γPR(T⁃تابع ) ی (ⅽ)
درخت ها کامل روم احاطه گری عدد برای را زیر بالای کران [۱۶] در اران هم و هنینگ

داده اند. ارائه
برقرار تساوی و γPR(T ) ≤

۴n
۵ آن گاه باشد، n ≥ ۳ مرتبه از درخت T اگر [۱۶] .۱ .۱ .۳ قضیه

باشد. T خانواده ی از عضوی T اگر فقط و اگر است
بنابراین م باشد، نیز روم احاطه گر تابع ی کامل روم احاطه گر تابع هر این که به  توجه با
م شود. نتیجه زیر قضیه فوق قضیه از لذا است. برقرار γR(G) ≤ γPR(G) رابطه G گراف هر برای
برقرار تساوی و γR(T ) ≤ ۴n

۵ آن گاه باشد، n ≥ ۳ مرتبه از درخت T اگر [۴] .۱ .۱ .۳ نتیجه
باشد. T خانواده ی از عضوی T اگر فقط و اگر است

روم احاطه گر عدد افزایش باعث است ن مم درخت ی به یال تعدادی افزودن به وضوح
به را درختان روی آمده به دست کران نم توان راحت به بنابراین شود. جدید گراف کامل

روم احاطه گر عدد که دارند وجود گراف هایی واق در داد. توسیع همبند گراف های همه
مثال عنوان به است. بیشتر آن ها فراگیر زیردرخت هر کامل روم احاطه گر عدد از آن ها کامل

ببینید. ۲ .۳ ل ش در را G۲ و G۱ گراف های

G۱ G۲
.G۲ و G۱ گراف های :۲ .۳ ل ش
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اصل نتایج ۲ .۳
.γPR(T ) ≤ ۴n

۵ داریم، n ≥ ۳ مرتبه از T درخت ی برای دادند نشان [۱۶] در اران هم و هنینگ
باشد، l ≥ ۲s− ۲ به طوری که پشتیبان رأس s و برگ l با درخت ها همه ی برای را کران این ما

م دهیم. بهبود را
آن گاه باشد، پشتیبان رأس s و برگ ℓ با n ≥ ۳ مرتبه از درخت T اگر .۱ .۲ .۳ قضیه

γPR(T ) ≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.
اول مرحله م کنیم. عمل T درخت از n = n(T ) مرتبه روی استقراء از استفاده با برهان.
برگ ℓ′ با n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر برای کنید فرض است. واض n ≤ ۴ برای استقراء
درخت کنید فرض حال .γPR(T ′) ≤ (۴n′ − l′ + ۲s′ − ۲)/۵ باشیم، داشته پشتیبان رأس s′ و
قطری مسیر از x۰ برگ در را T درخت باشد. پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ۵ مرتبه از T
فاصله با رئوس همه بین ماکسیمم درجه دارای xd−۱ کنید فرض م کنیم. ریشه دار xd...x۱x۰
که دید م توان آسان به آن گاه باشد، دوگانه ستاره یا ستاره ی T اگر باشد. x۰ رأس از d− ۱
در را زیر حالت های .diam(T ) ≥ ۴ که م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) < (۴n− l+۲s−۲)/۵

م گیریم: نظر
.deg(xd−۱) = ۲ .۱ حالت

م باشد. ۲ یا ۱ درجه دارای T در xd−۲ فرزند هر که کنیم فرض م توانیم ما این صورت در
همسایه های تعداد t۱ به ویژه .i ∈ {۱,۲} آن در که باشد i درجه از فرزندان تعداد ti کنید فرض

.t۲ ≥ ۱ پس است، ۲ درجه دارای xd−۱ چون براین علاوه است. xd−۲ برگ
،|V (T ′)| ≥ ۳ به وضوح .T ′ = T − Txd−۲ دهید قرار .deg(xd−۳) ≥ ۳ که کنید فرض ابتدا
این صورت در غیر و q = ۱ آن گاه ،t۱ ̸= ۰ اگر آن در که s′ = s − t۲ − q و ℓ′ = ℓ − t۲ − t۱
به را f ′ م توان آن گاه ،f ′(xd−۳) ̸= ۰ اگر باشد. γpR(T⁃تابع

′) ی f ′ که کنید فرض .q = ۰
مجاور برگ هر به ۱ وزن ،xd−۲ فرزند هر به ۰ وزن دادن تخصیص با T برای f تابع PRⅮF ی
طبق لذا و γpR(T ) ≤ γpR(T

′)+ t۲ +۲ بنابراین داد. توسیع xd−۲ رأس به ۲ وزن و xd−۲ فرزندان
داریم، استقراء فرض

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + t۲ + ۲

≤ (۴n′ − ℓ′ + ۲s′ − ۲)/۵ + t۲ + ۲
= (۴(n− ۲t۲ − t۱ − ۱)− (l − t۲ − t۱) + ۲(s− t۲ − q)− ۲)/۵ + t۲ + ۲
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۴t۲ − ۳t۱ − ۲q + ۶)/۵.

که م کنیم فرض پس .γpR(T ) < (۴n − l + ۲s − ۲)/۵ آن گاه ،t۲ ≥ ۲ یا t۱ ≥ ۱ اگر بنابراین
f کامل روم احاطه گر تابع ی به را f ′ م توانیم آن گاه ،f ′(xd−۳) = ۱ اگر .t۲ = ۱ و t۱ = ۰
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همچنین داد. توسیع xd−۱ رأس به ۲ وزن و xd و xd−۲ به ۰ وزن دادن اختصاص با T برای
T برای f کامل روم احاطه گر تابع ی به را f ′ م توانیم آن گاه ،f ′(xd−۳) = ۲ در صورت که
حالت دو هر در بنابراین داد. توسیع xd و xd−۱ رأس به ۱ وزن و xd−۲ به ۰ وزن تخصیص با

لذا، و γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۲ که م گیریم نتیجه

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۲

≤ (۴(n− ۳)− (l − ۱) + ۲(s− ۱)− ۲)/۵ + ۲
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توانیم این صورت در ،f ′(xd−۳) = ۰ کنید فرض حال
وزن اختصاص ،T ′ درخت ر دی رئوس وزن تغییر عدم ،۱ به xd−۳ رأس وزن تغییر با T برای f
xd−۲ رأس به ۲ وزن و xd−۲ فرزندان با مجاور برگ به ۱ وزن تخصیص ،xd−۲ فرزند هر به ۰

استقراء، فرض طبق لذا و γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + t۲ + ۳ بنابراین دهیم. توسیع

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + t۲ + ۳

≤ (۴(n− ۲t۲ − t۱ − ۱)− (l − t۲ − t۱) + ۲(s− t۲ − q)− ۲)/۵ + t۲ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۴t۲ − ۳t۱ − ۲q + ۱۱)/۵.

فرض بنابراین .γpR(T ) < (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ آن گاه ،t۲ ≥ ۲ و t۱ ≥ ۱ یا t۲ ≥ ۳ یا t۱ ≥ ۲ اگر
.t۲ ∈ {۱,۲} و t۱ = ۰ یا t۱ = t۲ = ۱ که م کنیم

دادن اختصاص با T برای f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توانیم ،t۱ = t۲ = ۱ اگر
دهیم. توسیع xd−۲ مجاور برگ به ۱ وزن و xd−۱ رأس به ۲ وزن ،xd−۱ همسایه های به ۰ وزن

داریم، بنابراین
γpR(T ) ≤ γpR(T

′) + ۳
≤ (۴(n− ۴)− (l − ۲) + ۲(s− ۲)− ۲)/۵ + ۳
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

تخصیص با T از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توانیم آن گاه ،t۲ = ۱ و t۱ = ۰ اگر
داریم، بنابراین داد. توسیع xd−۱ به ۲ وزن و xd−۲ و xd به ۰ وزن دادن

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۲

≤ (۴(n− ۳)− (l − ۱) + ۲(s− ۱)− ۲)/۵ + ۲
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توانیم این صورت در .t۲ = ۲ و t۱ = ۰ که کنید فرض حال
رئوس ر دی به ۱ وزن و xd−۱ به ۲ وزن ،xd−۱ همسایه های به ۰ وزن دادن تخصیص با T از f
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این صورت، در دهیم. توسیع Txd−۲ درخت

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۴

≤ (۴(n− ۵)− (l − ۲) + ۲(s− ۲)− ۲)/۵ + ۴
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

.deg(xd−۳) = ۲ که م کنیم فرض بنابراین
ستاره از T آن گاه ،|V (T ′)| = ۱ اگر باشد. γpR(T⁃تابع

′) ی f ′ و T ′ = T −Txd−۳ دهید قرار
داریم، به وضوح این صورت در م آید. به دست یال r ≥ ۲ کردن تقسیم با (m ≥ ۲) K۱,m

γpR(T ) = r + ۲
≤ (۴(r +m+ ۱)−m+ ۲r − ۲)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

s−t۲−۱ ≤ s′ ≤ s−t۲ آن گاه باشد، پشتیبان رأس xd−۲ اگر .|V (T ′)| ≥ ۳ که کنید فرض حال
،ℓ′ = ℓ − t۲ − t۱ + q اگر ،q ∈ {۰, ۱} برای همچنین .ℓ − t۲ − t۱ ≤ ℓ′ ≤ ℓ − t۲ − t۱ + ۱ و
T از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توانیم این صورت در .s′ ≤ s − t۲ + q − ۱ آن گاه
و xd−۳ رأس و xd−۲ فرزندان مجاور برگ به ۱ وزن ،xd−۲ فرزند هر به ۰ وزن دادن اختصاص با

بنابراین، دهیم. توسیع xd−۲ رأس به ۲ وزن
γpR(T ) ≤ γpR(T

′) + t۲ + ۳
≤ (۴(n− ۲t۲ − t۱ − ۲)− (l − t۲ − t۱ + q) + ۲(s− t۲ + q − ۱)− ۲)/۵ + t۲ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۴t۲ − ۳t۱ + q + ۵)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

و s − t۲ ≤ s′ ≤ s − t۲ + ۱ این صورت در نباشد. پشتیبان رأس xd−۲ که کنید فرض بنابراین
.s′ ≤ s− t۲ + q آن گاه ،ℓ′ = ℓ− t۲ + q اگر ،q ∈ {۰, ۱} برای همچنین .ℓ− t۲ ≤ ℓ′ ≤ ℓ− t۲ +۱
،xd−۲ فرزند هر به ۰ وزن دادن تخصیص با T از f کامل روم احاطه گر تابع به f ′ م توانیم ما
بنابراین دهیم. توسیع xd−۲ رأس به ۲ وزن و xd−۳ رأس و xd−۲ فرزندان با مجاور برگ به ۱ وزن

داریم،
γpR(T ) ≤ γpR(T

′) + t۲ + ۳
≤ (۴(n− ۲t۲ − ۲)− (l − t۲ + q) + ۲(s− t۲ + q)− ۲)/۵ + t۲ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۴t۲ + q + ۷)/۵.

این صورت در ،t۲ = ۱ که کنید فرض حال .γpR(T ) < (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ آن گاه ،t۲ ≥ ۲ اگر
وزن ،xd و xd−۲ به ۰ وزن دادن اختصاص با T از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توانیم
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این صورت، در دهیم. توسیع xd−۱ رأس به ۲ وزن و xd−۳ رأس به ۱

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۳

≤ (۴(n− ۴)− (l − ۱ + q) + ۲(s− ۱ + q)− ۲)/۵ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲ + q)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

.deg(xd−۱) ≥ ۳ :۲ حالت
و s − ۱ ≤ s′ ≤ s این صورت در .T ′ = T − Txd−۱ دهید قرار ،deg(xd−۱) = t کنید فرض
آن گاه ،ℓ′ = ℓ − t + ۱ + q اگر ،q ∈ {۰, ۱} برای همچنین .ℓ − t + ۱ ≤ ℓ′ ≤ ℓ − t + ۲
f ′ م توانیم آن گاه ،f ′(xd−۲) ̸= ۰ اگر باشد. γPR(T⁃تابع

′) ی f ′ کنید فرض .s′ ≤ s− ۱ + q

xd−۱ فرزندان به ۰ وزن و xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن با T از f کامل روم احاطه گر تابع به را
که، م شود نتیجه استقراء فرض از بنابراین دهیم. توسیع

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲
= γPR(T

′) + ۲
≤ (۴(n− t)− (l − t+ ۱ + q) + ۲(s− ۱ + q)− ۲)/۵ + ۲
≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۳t+ ۷ + q)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

f ′ تابع از که باشد تابع f کنید فرض این صورت در .f ′(xd−۲) = ۰ که م کنیم فرض بنابراین
وزن و xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن ،T ′ درخت رئوس بقیه وزن تغییر عدم ۱ به xd−۲ وزن تغییر با

که، م گیریم نتیجه استقراء فرض طبق این صورت در م آید. به دست xd−۱ فرزندان به ۰

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۳
= γPR(T

′) + ۳
≤ (۴(n− t)− (l − t+ ۱ + q) + ۲(s− ۱ + q)− ۲)/۵ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۳t+ q + ۱۲)/۵.

که م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) ≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ آن گاه ،q = ۰ و t = ۴ یا t ≥ ۵ اگر
.T ′′ = T −Txd−۲ دهید قرار .deg(xd−۲) = ۲ آن گاه ،q = ۱ و t = ۴ اگر .t = ۳ یا q = ۱ و t = ۴

روم احاطه گر تابع به را f ′′ م توانیم این صورت در باشد. γPR(T⁃تابع
′′) ی f ′′ کنید فرض

و xd−۱ رأس به مجاور برگ های به ۰ وزن ،xd−۲ رأس به ۱ وزن دادن اختصاص با T از f کامل
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که، م شود نتیجه استقراء فرض از دهیم. توسیع xd−۱ رأس به ۲ وزن

γPR(T ) ≤ w(f ′′) + ۳
= γPR(T

′) + ۳
≤ (۴(n− t− ۱)− (l − t+ ۱ + q) + ۲(s− ۱ + q)− ۲)/۵ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۳t+ q + ۸)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

.t = ۳ که کنید فرض ادامه در
،i ∈ {۱,۲,۳} برای م باشد. ۳ حداکثر درجه دارای T در xd−۲ فرزند هر که م دانیم قبل از
xd−۲ به مجاور برگ های تعداد t۱ به ویژه، باشد. i درجه از  xd−۲ فرزندان تعداد ti کنید فرض
بنابراین .t۳ ≥ ۱ که م شود نتیجه م باشد، ۳ درجه دارای xd−۱ این که به توجه با م باشد.

.deg(xd−۲) = t۱ + t۲ + t۳ + ۱
.deg(xd−۳) ≥ ۳ : ۱ .۲ زیرحالت

که م کنیم فرض ابتدا باشد. γPR(T⁃تابع
′) ی f ′ کنید فرض .T ′ = T − Txd−۲ دهید قرار

فرزندان مجاور برگ های به ۱ وزن ،xd−۲ فرزندان ۰ وزن دادن با م توان این صورت در .t۲ ̸= ۰
را f ′ تابع ۱ وزن xd−۳ وزن دادن تخصیص با آن گاه f ′(xd−۳) = ۰ اگر و xd−۲ به ۲ وزن ،xd−۲
در و t۱ = ۰ اگر فقط و اگر ،q = ۰ دهید قرار داد. توسیع T از f کامل روم احاطه گر تابع به

که، م شود نتیجه استقراء فرض از .q = ۱ این صورت غیر

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + t۲ + ۳
= γPR(T

′) + ۲t۳ + t۲ + ۳
≤ (۴(n− ۳t۳ − ۲t۲ − t۱ − ۱)− (l − ۲t۳ − t۲ − t۱)

+ ۲(s− t۳ − t۲ − q)− ۲)/۵ + ۲t۳ + t۲ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ − ۴t۲ − ۳t۱ − ۲q + ۱۱)/۵.

م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) ≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ آن گاه ،t۱ ≥ ۱ یا t۲ ≥ ۳ اگر به وضوح
مثل آن گاه ،f ′(xd−۳) ̸= ۰ یا t۳ > ۱ اگر .t۲ = ۲ که کنید فرض حال .۱ ≤ t۲ ≤ ۲ و t۱ = ۰ که

.γPR(T ) ≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ که م گیریم نتیجه قبل
تابع به را f ′ تابع م توانیم این صورت در .f ′(xd−۳) = ۰ و t۳ = ۱ که کنید فرض بنابراین
همسایه های به ۰ وزن ،xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن اختصاص با T از f کامل روم احاطه گر
استقراء فرض طبق این صورت در داد. توسیع Txd−۲ درخت از ر دی رئوس به ۱ وزن ،xd−۱



درختان در کامل روم احاطه گر عدد برای جدید بالای کران ۲۸
که، م گیریم نتیجه

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۶
= γPR(T

′) + ۶
≤ (۴(n− ۸)− (l − ۴) + ۲(s− ۳)− ۲)/۵ + ۶
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان این صورت در .t۲ = ۱ که م کنیم فرض ادامه در
برگ های به ۰ وزن ،xd−۲ رأس قوی پشتیبان فرزندان به ۲ وزن دادن تخصیص با T از f کامل
داد. توسیع Txd−۲ درخت رئوس ر دی به ۱ وزن هستند، قوی پشتیبان که xd−۲ فرزندان مجاور

که، م شود نتیجه استقراء فرض از لذا

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + ۳
= γPR(T

′) + ۲t۳ + ۳
≤ (۴(n− ۳t۳ − ۳)− (l − ۲t۳ − ۱) + ۲(s− t۳ − ۱)− ۲)/۵ + ۲t۳ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ + ۲)/۵
≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

را f ′ تابع م توانیم این صورت در .t۱ ≤ ۱ که م کنیم فرض ابتدا .t۲ = ۰ کنید فرض ادامه در
رأس ۳ درجه از فرزند هر به ۲ وزن دادن تخصیص با T از f کامل روم احاطه گر تابع ی به
وزن و xd−۲ رأس مجاور برگ به ۱ وزن دادن t۱ = ۱ در صورت که و ،xd−۲ رأس به ۱ وزن ،xd−۲

که، م شود نتیجه استقراء فرض طبق دهیم. توسیع xd−۲ فرزندان مجاور برگ به ۰

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + t۱ + ۱
= γPR(T

′) + ۲t۳ + t۱ + ۱
≤ (۴(n− ۳t۳ − t۱ − ۱)− (l − ۲t۳ − t۱) + ۲(s− t۳ − t۱)− ۲)/۵ + ۲t۳ + t۱ + ۱
≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ + ۱)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

.t۱ ≥ ۲ که م کنیم فرض بنابراین
هر به ۰ وزن کردن نظیر با T از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ م توان این صورت در
xd−۲ فرزندان به مجاور برگ های به ۱ وزن ،xd−۲ مجاور برگ های و xd−۲ رأس ۳ درجه از فرزند
توسیع xd−۲ به ۲ وزن اختصاص و باشد f ′(xd−۳) = ۰ در صورت که ۱ به xd−۳ وزن تغییر و



۲۹ اصل نتایج
که، م گیریم نتیجه استقراء فرض از استفاده با داد.

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + ۳
= γPR(T

′) + ۲t۳ + ۳
≤ (۴(n− ۳t۳ − t۱ − ۱)− (l − ۲t۳ − t۱) + ۲(s− t۳ − ۱)− ۲)/۵ + ۲t۳ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ − ۳t۱ + ۹)/۵.

که م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) < (۴n− l+۲s−۲)/۵ آن گاه ،t۳ ≥ ۲ یا t۱ ≥ ۳ اگر به وضوح
از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان آن گاه ،f ′(xd−۳) ̸= ۰ اگر .t۳ = ۱ و t۱ = ۲
به ۲ وزن و xd−۱ با مجاور برگ های به ۱ وزن ،xd−۲ همسایه های به ۰ وزن دادن اختصاص با T
احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان آن گاه ،f ′(xd−۳) = ۰ اگر همچنین داد. توسیع xd−۲ رأس
مجاور برگ های به ۱ وزن ،xd−۱ از همسایه هر به ۰ وزن دادن تخصیص با T از f کامل روم
.γpR(T ) ≤ γpR(T

′) + ۴ حالت دو هر در بنابراین داد. توسیع xd−۱ رأس به ۲ وزن و xd−۲ با
که، م شود نتیجه استقراء فرض از بنابراین

γpR(T ) ≤ γpR(T
′) + ۴

≤ (۴(n− ۶)− (l − ۴) + ۲(s− ۲)− ۲)/۵ + ۴
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

.deg(xd−۳) = ۲ : ۲ .۲ زیرحالت
در r = ۱ دهید قرار باشد. γPR(T⁃تابع

′) ی f ′ کنید فرض .T ′ = T − Txd−۳ دهید قرار
s − t۳ − t۲ − r ≤ s′ ≤ داریم لذا .r = ۰ دهید قرار این صورت غیر در و t۱ ̸= ۰  صورت که
در q ∈ {۰, ۱} برای و ℓ − ۲t۳ − t۲ − t۱ ≤ ℓ′ ≤ ℓ − ۲t۳ − t۲ − t۱ + ۱ ،s − t۳ − t۲ − r + ۱
f ′ م توان این صورت در .s′ ≤ s− t۳ − t۲ − r + q آن گاه ℓ′ = ℓ− ۲t۳ − t۲ − t۱ + q  صورت که
قوی پشتیبان فرزندان به ۲ وزن دادن اختصاص با T از f کامل روم احاطه گر تابع ی به را
نیز و xd−۲ ضعیف پشتیبان فرزندان به مجاور برگ های و xd−۳ رأس به ۱ وزن خودش، و xd−۲
که، م شود نتیجه استقراء فرض از داد. توسیع Txd−۳ درخت ر دی رئوس به ۰ وزن اختصاص

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + t۲ + ۳
= γPR(T

′) + ۲t۳ + t۲ + ۳
≤ (۴(n− ۳t۳ − ۲t۲ − t۱ − ۲)− (l − ۲t۳ − t۲ − t۱ + q)

+ ۲(s− t۳ − t۲ − r + q)− ۲))/۵ + ۲t۳ + t۲ + ۳
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ − ۴t۲ − ۳t۱ − ۲r + q + ۷)/۵.

فرض بنابراین .γPR(T ) < (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ آن گاه ،t۲ > ۱ یا t۱ > ۱ در صورت که به وضوح
آن گاه ،t۲ ̸= ۰ یا t۳ ≥ ۲ اگر .t۱ = ۱ که م کنیم فرض ابتدا .t۲ ≤ ۱ و t۱ ≤ ۱ که م کنیم



درختان در کامل روم احاطه گر عدد برای جدید بالای کران ۳۰
این صورت در .t۲ = ۰ و t۳ = ۱ که م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) < (۴n − l + ۲s − ۲)/۵
،xd−۱ رأس به ۲ وزن کردن نظیر با T برای f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان
xd−۱ رأس به مجاور برگ های و xd−۲ رأس به ۰ وزن و xd−۲ مجاور برگ و xd−۳ رأس به ۱ وزن

که، م گیریم نتیجه استقراء فرض از استفاده با داد. توسیع

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۴
= γPR(T

′) + ۴
≤ (۴(n− ۶)− (ℓ− ۳ + q) + ۲(s− ۲ + q)− ۲)/۵ + ۴
< (۴n− ℓ+ ۲s− ۲)/۵.

.t۱ = ۰ که م کنیم فرض بنابراین
بنابراین .γPR(T ) < (۴n − l + ۲s − ۲)/۵ آن گاه ،t۳ ≥ ۳ اگر .t۲ = ۱ که کنید فرض حال

روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توانیم آن گاه باشد، t۳ = ۲ اگر .t۳ ≤ ۲ که م کنیم فرض
۱ وزن و xd−۳ به ۱ وزن خودش، به ۲ وزن و xd−۲ فرزند هر به ۰ وزن تخصیص با T از f کامل

که، م شود نتیجه استقراء فرض از دهیم. توسیع xd−۲ فرزندان به مجاور برگ های به

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۸
= γPR(T

′) + ۸
≤ (۴(n− ۱۰)− (ℓ− ۵ + q) + ۲(s− ۳ + q)− ۲)/۵ + ۸
≤ (۴n− ℓ+ ۲s− ۲)/۵.

روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان این صورت در .t۳ = ۱ که م کنیم فرض ادامه در
۱به وزن و xd−۱ همسایه های به ۰ وزن ،xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن اختصاص با T از f کامل

که، م شود نتیجه استقراء فرض به توجه با داد. توسیع Txd−۳ درخت رئوس ر دی

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۵
= γPR(T

′) + ۵
≤ (۴(n− ۷)− (ℓ− ۳ + q) + ۲(s− ۲ + q)− ۲)/۵ + ۵
= (۴n− ℓ+ ۲s− ۲)/۵ + (−۴ + q)/۵
< (۴n− ℓ+ ۲s− ۲)/۵.

روم احاطه گری تابع به را f ′ تابع م توان این صورت در .t۱ = t۲ = ۰ که کنید فرض حال
به ۱ وزن اختصاص ،xd−۲ رأس قوی پشتیبان فرزند برای ۲ وزن گرفتن نظر در با T از f کامل
نتیجه استقراء فرض طبق داد. توسیع Txd−۳ درخت ر دی رئوس به ۰ وزن و xd−۲ و xd−۳ رأس



۳۱ اصل نتایج
که، م گیریم

γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۲t۳ + ۲
= γPR(T

′) + ۲t۳ + ۲
≤ (۴(n− ۳t۳ − ۲)− (l − ۲t۳ + q) + ۲(s− t۳ + q)− ۲)/۵ + ۲t۳ + ۲
= (۴n− l + ۲s− ۲)/۵ + (−۲t۳ + ۲ + q)/۵.

م کنیم فرض بنابراین .γPR(T ) < (۴n − l + ۲s − ۲)/۵ آن گاه ،t۳ > ۱ اگر این صورت در
اختصاص با T از f کامل روم احاطه گر تابع به را f ′ تابع م توان این صورت در .t۳ = ۱ که
داد. توسیع Txd−۳ درخت ر دی رئوس ۰ وزن و xd−۳ رأس به ۱ وزن ،xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن

که، م شود نتیجه استقراء فرض از لذا
γPR(T ) ≤ w(f ′) + ۳

= γPR(T
′) + ۳

≤ (۴(n− ۵)− (l − ۲ + q) + ۲(s− ۱ + q)− ۲)/۵ + ۳
= (۴n− l + ۲s)− ۲)/۵ + (−۵ + q)/۵
< (۴n− l + ۲s− ۲)/۵.

قضیه از زیر نتیجه بنابراین ،γPR(G) ≥ γR(G) داریم G گراف هر برای این که به توجه با
م آید. به دست ۱ .۱ .۳

آن گاه: باشد، پشتیبان رأس s و برگ l با n ≥ ۳ مرتبه از درخت T اگر .۱ .۲ .۳ نتیجه
γR(T ) ≤ (۴n− l + ۲s− ۲)/۵

و م  دهد بهبود را ۱ .۱ .۳ قضیه ۱ .۲ .۳ قضیه آن گاه ℓ ≥ ۲s − ۲ اگر که م شود ملاحظه
سه مسیر گرفتن نظر در با به علاوه، م بخشد. بهبود را ۱ .۱ .۳ نتیجه ۱ .۲ .۳ نتیجه همچنین

است. دستیابی قابل ۱ .۲ .۳ قضیه در شده ارائه کران که دید م توان رأس





۴ فصل
یال کامل روم احاطه گر گراف های

بحران

مقدمه ۱ .۴
است. پارامتر آن بودن بحران گراف، پارامترهای از زیادی تعداد برای اساس سؤالات از ی
م کند، پیدا کاهش یا افزایش یال، یا رأس افزودن یا حذف با گراف از پارامتر ی که مسأله این
م نامند. بحران را مفهوم این است. شده بررس گراف پارامترهای از زیادی تعداد برای
، کل احاطه گری احاطه گری، مثل احاطه گری به وابسته پارامترهای از بسیاری بودن بحران
زمینه در بیشتر مطالعه برای است. شده بررس کل ان م احاطه گری ، روم احاطه گری

شود. رجوع [۱۹ ،۱۸ ،۱۱ ،۱۰] مراج به پارامترها بودن بحران
رأس هر حذف با هرگاه گویند ۱ پایدار کامل روم احاطه گر گراف را گراف ی .۱ .۱ .۴ تعریف

بماند. باق تغییر بدون آن کامل روم احاطه گر عدد آن از
به دست Tk, · · ·T۲, T۱ درختان از دنباله ای از که باشد T درختان از خانواده ای T کنید فرض

آید. به دست زیر ر عمل با Ti از Ti+۱ همچنین و Tk = T ،T۱ = P۳ به طوری که آید،
به به طوری که باشد u ∈ V (Ti) رأس های همه مجموعه W (Ti) کنید فرض :C۱ ر عمل
مسیر نمودن اضافه با Ti+۱ درخت آن گاه u ∈ W (Ti) اگر .f(u) = ۰ ،f γPR(Ti)⁃تابع هر ازای

1Perfect Roman domination stable graph
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بحران یال کامل روم احاطه گر گراف های ۳۴

u v۱

v۲

v۳

Ti

.C۱ ر عمل :۱ .۴ ل ش

نمایید. مشاهده را ۱ .۴ ل ش م آید. به دست uv۱ یال افزودن با Ti درخت به P۳ : v۱v۲v۳
آوردند. به دست را زیر قضیه [۲۸] در اران هم و وانگ۱

درخت T در این صورت باشد. n ≥ ۳ مرتبه از درخت T کنید فرض [۲۸] .۱ .۱ .۴ قضیه
.T ∈ T اگر تنها و اگر است پایدار کامل روم احاطه گر

آن ها کامل روم احاطه گری عدد جدیدی، یال شدن اضافه با که گراف هایی فصل این در
م شوند. بررس م کند، پیدا کاهش

بحران γPR⁃یال اختصار به یا بحران یال کامل روم احاطه گر را G گراف .۲ .۱ .۴ تعریف
.γPR(G+ e) < γPR(G) باشیم داشته e ∈ E(Ḡ) یال هر برای هرگاه گوییم،
م کنیم. مشخص را بحران γPR⁃یال درختان همه ی بعد بخش در

بحران γP⁃یال
R گراف های خواص ۲ .۴

م شوند. بیان بحران γPR⁃یال گراف های خواص از بعض بخش این در
گراف در e = xy یال هر برای در این صورت باشد. غیربدیه گراف G کنید فرض .۱ .۲ .۴ لم

.γPR(G)− ۱ ≤ γPR(G+ e) داریم ،Ḡ
اگر باشد. γpR(G⁃تابع + e) ی f = (V۰, V۱, V۲) و e = xy ∈ E(Ḡ) کنید فرض برهان.
G گراف برای کامل روم احاطه گر تابع ی f آن گاه ،{x, y} ⊆ V۲ ∪ V۱ یا V۲ ∩ {x, y} = ∅

در این صورت .y ∈ V۰ و x ∈ V۲ که م کنیم فرض بنابراین است. برقرار م ح لذا و م باشد
کامل روم احاطه گر تابع ی g(u) = f(u) ،u ∈ V − {y} برای و g(y) = ۱ ضابطه با g تابع

.γPR(G) ≤ γPR(G+ e) + ۱ بنابراین و است G گراف برای
م آید. به دست ۱ .۲ .۴ لم از آسان به زیر نتیجه

داریم، آن گاه باشد، e ∈ E(Ḡ) و بحران γPR⁃یال گراف G اگر .۱ .۲ .۴ نتیجه
γPR(G+ e) + ۱ = γPR(G).

1Wang



۳۵ بحران γP⁃یال
R درختان

ی بودن بحران γPR⁃یال کردن مشخص برای م شود، بیان ادامه در که ۱ .۲ .۴ قضیه
م باشد. مفید بسیار دلخواه گراف

γPR⁃یال گراف G در این صورت باشد. دو حداقل مرتبه از گراف G کنید فرض .۱ .۲ .۴ قضیه
f = (V۰, V۱, V۲) γPR(G)⁃تابع ، v و u مجاور غیر رأس دو هر برای اگر فقط و اگر م باشد بحران
وجود x ∈ {u, v} رأس اگر همچنین و {f(u), f(v)} = {۱,۲} به طوری که باشد داشته وجود

.f(y) ̸= ۲ ،y ∈ N(x) رأس هر برای آن گاه ،f(x) = ۱ به طوری که باشد داشته
کنید فرض ابتدا باشد. e = uv ∈ E(Ḡ) و باشد ۲ حداقل مرتبه از گراف G کنید فرض برهان.
داشته v و u مجاور غیر رأس دو هر برای به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR⁃تابع

،f(x) = ۱ که باشد داشته وجود x ∈ {u, v} رأس اگر همچنین و {f(u), f(v)} = {۱,۲} باشیم
در است. f(v) = ۲ و f(u) = ۱ کنید فرض .f(y) ̸= ۲ ،y ∈ N(x) رأس هر برای آن گاه

ی g(z) = f(z) ،u ̸= z برای و g(u) = ۰ ضابطه با g : V (G+uv) −→ {۰, ۱,۲} تابع  این صورت
.γPR(G+ uv) ≤ γPR(G)− ۱ نتیجه در و م باشد G+ uv گراف برای کامل روم احاطه گر تابع

است. بحران γPR(G)⁃یال گراف G بنابراین
نتیجه به توجه با است. بحران γPR(G)⁃یال گراف G کنید فرض قضیه عکس طرف برای
+γPR(G⁃تابع uv) ی g = (V۰, V۱, V۲) کنید فرض .γPR(G+ uv) = γPR(G)− ۱ داریم ،۱ .۲ .۴
م باشد G گراف برای کامل روم احاطه گر تابع ی g آن گاه ،{g(u), g(v)} ̸= {۰,۲} اگر باشد.
است. تناقض ی به وضوح که γPR(G) ≤ γPR(G + uv) = γPR(G) − ۱ که م شود نتیجه لذا و
به توجه با رأس هر برای در این صورت g(u) = ۰ کنید فرض .{g(u), g(v)} = {۰,۲} بنابراین
.g(w) ̸= ۲ داریم w ∈ NG+uv(u) − {v} هر برای است کامل روم احاطه گر تابع ی g این که
تعریف باشد h(z) = g(z) ،u ̸= z برای و h(u) = ۱ ضابطه با را h : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع
γPR(G+ uv) + ۱ وزن با G گراف برای کامل روم احاطه گر تابع ی h در این صورت م کنیم.
به توجه با ر دی طرف از م باشد. h(w) ̸= ۲ ،w ∈ NG(u) رأس هر برای آن در که م باشد
لذا و م باشد γPR(G)⁃تابع ی h که م گیریم نتیجه است، γPR(G) = γPR(G + uv) + ۱ اینکه

است. برقرار م ح

بحران γP⁃یال
R درختان ۳ .۴

T۱ کنید فرض م کنیم. مشخص را هستند بحران γPR⁃یال که درختان همه بخش این در
باشد درخت T۲ همچنین و آن ها مرکزی رئوس کردن وصل با P۵ مسیر دو از که باشد درخت
v به u کردن وصل با v پشتیبان رأس با P۴ مسیر ی و u مرکزی رأس با P۵ مسیر ی از که
شده اند. داده نمایش (b)۲ .۴ و (a)۲ .۴ ل ش در ترتیب به T۲ درخت و T۱ درخت آیند. به دست

.T ∈ {T۱, T۲} اگر فقط و اگر است بحران γPR⁃یال درخت ی T درخت .۱ .۳ .۴ قضیه
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(a) T۱. (b) T۲..T۲ و T۱ درختان :۲ .۴ ل ش

T آن گاه باشد، diam(T ) ∈ {۲,۳} اگر باشد. بحران γPR⁃یال درخت T کنید فرض برهان.
بحران γPR⁃یال درخت T که دید م توان راحت به است. دوگانه ستاره ی یا ستاره ی

قطری مسیر از x۰ برگ در را T درخت .diam(T ) ≥ ۴ که م کنیم فرض بنابراین نیست.
برای کنیم فرض م توانیم مسأله کلیت دادن دست از بدون م کنیم. ریشه دار xd . . . , x۱, x۰

.deg(xi−۱) ≥ deg(u) داریم آن گاه باشد، xi رأس از پشتیبان فرزند u اگر i ∈ {۲, d− ۲}
غیربرگ همسایه ی دقیقاً و ۴ حداقل درجه با قوی پشتیبان رأس دارای T درخت .۱ ادعا

نم باشد.
باشد ۴ حداقل درجه با T درخت از قوی پشتیبان رأس u کنید فرض .۱ ادعای اثبات
u غیر برگ همسایه x نیز و u مجاور برگ دو z و w کنید فرض .deg(u) = ℓu + ۱ به طوری که
به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) که م شود نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از باشد.
و f(v) ≥ ۱ داریم u مجاور v برگ هر برای به وضوح .f(u) ̸= ۲ و {f(w), f(z)} = {۱,۲}
.(N(u)−{w, z})∩V۲ = ∅ پس م باشد γPR(T⁃تابع ) ی f چون طرف از .f(u) = ۰ همچنین
،v ∈ L(u) در صورت که g(v) = ۰ ،g(u) = ۲ ضابطه با g : V (T ) −→ {۰, ۱,۲} تابع در این صورت
تابع ی ،g(v) = f(v) باشیم داشته v ̸∈ L(u) ∪ {u, x} در صورت که و g(x) = max{f(x), ۱}

است. تناقض ی که م باشد γPR(T ) از کمتر وزن با T درخت برای کامل روم احاطه گر
.max{deg(x۱),deg(xd−۱)} ≤ ۳ که م شود گرفته نتیجه ۱ ادعای از

|N(u)∪N(v)| = ℓu+ ℓv + ۱ شرط با v و u قوی پشتیبان رأس دو دارای T درخت .۲ ادعا
نم باشد.

به طوری که باشند T درخت از قوی پشتیبان رأس دو v و u کنید فرض .۲ ادعای اثبات
فرض .ℓu = ℓv = ۲ داریم ۱ ادعای به توجه با .N(u)∩N(v) = {w} و |N(u)∪N(v)| = ℓu+ℓv+۱
γPR(T⁃تابع ) که م شود نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از لذا .L(v) = {v۱, v۲} و L(u) = {u۱, u۲} کنید
کلیت دادن دست از بدون .{f(u۱), f(v۱)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲)
.f(v) = ۰ و f(v۲) = ۱ ،f(u) ̸= ۲ در این صورت .v۱ ∈ V۲ و u۱ ∈ V۱ که م کنیم فرض مسأله
تابع در این صورت .f(u) + f(u۲) ≥ ۲ لذا و f(w) ̸= ۲ پس است، γPR(T⁃تابع ) ی f چون
،g(u۱) = g(u۲) = g(v۱) = g(v۲) = ۰ ،g(v) = ۲ ،g(u) = ۲ ضابطه با g : V (T ) −→ {۰, ۱,۲}

روم احاطه گر تابع ی g(z) = f(z) آن گاه ،z ̸∈ N [u] ∪ N [v] اگر و g(w) = max{۱, f(w)}
است. تناقض ی که م باشد γPR(T ) از کمتر وزن با T درخت برای کامل
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N(x۲)− {x۳} از رأس هر آن گاه باشد، قوی پشتیبان رأس ی x۱ اگر ۲ ادعای به توجه با
است. برگ ی یا ضعیف پشتیبان رأس ی

م کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون باشد. diam(T ) = ۴ که کنید فرض حال
م کنیم فرض ابتدا .deg(x۳) ≤ deg(x۱) ≤ ۳ داریم ۱ ادعای طبق .deg(x۱) ≥ deg(x۳) که

ی یا برگ ی x۲ همسایه هر که م شود نتیجه ۲ ادعای از در این صورت .deg(x۱) = ۳ که
نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از .L(x۱) = {x۰, x′۱} دهید قرار .deg(x۳) = ۲ لذا و است پشتیبان رأس
.{f(x۰), f(x′۱)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) که م شود
در این صورت باشد. x′۱ ∈ V۲ و x۰ ∈ V۱ که م کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون
با g : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع پس .f(x۳) + f(x۴) = ۲ و f(x۲) ̸= ۲ ،f(x۱) = ۰ داریم
z ̸∈ {x۰, x۱, x۲, x′۱} در صورت که g(z) = ۱ و g(x′۱) = g(x۰) = g(x۲) = ۰ ،g(x۱) = ۲ ضابطه
است. تناقض ی که م باشد γPR(T ) از کمتر وزن با T برای کامل روم احاطه گر تابع ی
برگ ی x۲ از همسایه ای هر همچنین و deg(x۳) = deg(x۱) = ۲ که م کنیم فرض بنابراین

ی T به وضوح و T = P۵ آن گاه باشد، deg(x۲) = ۲ اگر است. ضعیف پشتیبان رأس ی یا
نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از .deg(x۲) ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین نیست. بحران γPR⁃یال درخت
.{f(x۰), f(x۴)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی که م شود
در این صورت .x۴ ∈ V۲ و x۰ ∈ V۱ که کنیم فرض م توانیم کلیت دادن دست از بدون
باشد، u ∈ L(x۲) در صورت که بنابراین است. f(x۱) = ۱ و f(x۲) ̸= ۲ ،f(x۳) = ۰ داریم
آن گاه باشد، v′ برگ همسایه با پشتیبان رأس v ∈ N(x۲) اگر همچنین و f(u) = ۱ آن گاه
لذا .w(f) = ۲ deg(x۲) − ℓx۲ + f(x۲) ≥ ۲deg(x۲) − ℓx۲ بنابراین است. f(v) + f(v′) = ۲
وزن با T درخت برای کامل روم احاطه گر تابع ی g = (N(x۲), L(T ) − L(x۲), {x۲}) تابع
فرض بنابراین است. تناقض ی که ،w(g) < γPR(T ) بنابراین و م باشد ۲ + deg(x۲) − ℓx۲

.diam(T ) ≥ ۵ که م  کنیم
.diam(T ) = ۵ .۳ ادعا

قضیه از لذا و x۲ ̸∈ N [xd−۲] در این صورت .diam(T ) ≥ ۶ که کنید فرض .۳ ادعای اثبات
.{f(x۲), f(xd−۲)} = {۱,۲} به طوری که  دارد f وجود = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ،۱ .۲ .۴
۱ .۲ .۴ قضیه طبق .xd−۲ ∈ V۲ و x۲ ∈ V۱ که م کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون
م گیریم نتیجه f(x۲) = ۱ چون .f(x۳) ̸= ۲ لذا و f(u) ̸= ۲ داریم u ∈ N(x۲) هر برای

ی x۱ به ۲ وزن دادن و ۰ به x۱ همسایه هر وزن تغییر با در این صورت .f(N [x۱]) ≥ ۳ که
بنابراین است. تناقض ی که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با کامل روم احاطه گر تابع

.diam(T ) = ۵
دادن دست از بدون .deg(x۴) ≤ ۳ deg(x۱)و ≤ ۳ که م شود نتیجه ۱ ادعای از بنابراین
نظر در را زیر حالت های لذا و است. deg(x۴) ≤ deg(x۱) که م کنیم فرض مسأله کلیت

م گیریم.
.deg(x۱) = deg(x۴) = ۳ .۱ حالت
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که م گیریم نظر در ابتدا است. N(x۴) = {x۵, x′۴, x۳} و N(x۱) = {x۰, x′۱, x۲} کنید فرض
.deg(x۲) ≥ ۵ که م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون .۵ ≤ max{deg(x۲),deg(x۳)}
است. ضعیف پشتیبان رأس ی یا برگ ی x۳ و x۱ از غیر x۲ همسایه هر ،۲ ادعای طبق
در باشد. i ∈ {۲,۳} برای xi رأس ضعیف پشتیبان همسایه های مجموعه Ki کنید فرض
f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) که م شود نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از .ℓx۲ + |K۲| ≥ ۳  این صورت
،f(x۲) ̸= ۲ ،f(x۱) = ۰ به وضوح در این صورت .f(x′۱) = ۲ و f(x۰) = ۱ به طوری که دارد وجود
v برگ همسایه v′ که f(v) + f(v′) = ۲ ،v ∈ K۲ رأس هر برای و f(u) ≥ ۱ ،u ∈ L(x۲) برای
g : V (T ) −→ {۰, ۱,۲} تابع .γPR(T ) = w(f) ≥ w(f |Tx۳ ) + ℓx۲ + ۲|K۲|+ ۳ بنابراین م باشد.
و g(u) = ۰ ،u ∈ L(x۲) رأس هر برای g(x۰) = g(x′۱) = ۰ ،g(x۲) = g(x۱) = ۲ ضابطه با
،w ∈ V (Tx۳) − {x۳} برای و g(x۳) = max{۱, f(x۳)} ،g(u′) = ۱ و g(u) = ۰ ،u ∈ K۲ برای
حداکثر وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی g در این صورت م کنیم. تعریف را g(w) = f(w)

لذا، و م باشد ۵ + |K۲|+ w(f |Tx۳ )

w(g) ≤ ۵ + |K۲|+ w(f |Tx۳ )

< w(f |Tx۳ ) + ℓx۲ + ۲|K۲|+ ۳
≤ γPR(T ).

.max{deg(x۲),deg(x۳)} ≤ ۴ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که
به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) تابع ۱ .۲ .۴ قضیه طبق در این صورت
.x۴ ∈ V۱ و x۱ ∈ V۲ که م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون .{f(x۱), f(x۴)} = {۱,۲}
که کنیم فرض م توانیم همچنین و f(x۵) = f(x′۴) = ۱ ،f(x۰) = f(x′۱) = ۰ به وضوح
و u ∈ K۳ اگر .N(x۳) ∩ V۲ = {u} کنید فرض .f(v) = ۱ ،v ∈ L(x۳) هر برای و f(x۳) = ۰
،۲ به x۴ وزن تغییر ،۰ به x′۴ و x۵ وزن تغییر با در این صورت .f(u′) = ۰ آن گاه ،L(u) = {u′}

روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس وزن تغییر عدم و ۱ به u′ و u ∈ K۳ رأس هر وزن تغییر
است. تناقض ی که م آید به دست γPR(T ) از کمتر وزن با کامل

f(v) = ۰ ،v ∈ L(x۲) هر برای در این صورت .u = x۲ لذا و u ̸∈ K۳ که کنید فرض بنابراین
بنابراین م باشد. w مجاور برگ w′ آن در که f(w′) = ۱ و f(w) = ۰ ،w ∈ K۲ رأس هر برای و
،۲ به x۴ وزن تغییر ،۰ به x۲ وزن تغییر در این صورت .w(f) = ℓx۳ + ۲|K۳| + |K۲| + ۷
u ∈ L(x۲) رأس هر وزن تغییر ،۱ به u ∈ K۲ رأس هر وزن تغییر ،۰ به x′۴ و x۵ وزن تغییر
وزن با T درخت برای g جدید کامل روم احاطه گر تابع رئوس بقیه وزن تغییر عدم و ۱ به

بنابراین، م آید. به دست ℓx۳ + ۲|K۳|+ ۲|K۲|+ ℓx۲ + ۴
w(g) = ℓx۳ + ۲|K۳|+ ۲|K۲|+ ℓx۲ + ۴

< ℓx۳ + ۲|K۳|+ |K۲|+ ۷
= γPR(T ).
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است. تناقض ی که
.deg(x۴) = ۲ و deg(x۱) = ۳ .۲ حالت

برگ ی یا ضعیف پشتیبان x۳ فرزند هر که کنیم فرض م توانیم کلیت دادن دست از بدون
ی x۳ و x۱ از غیر x۲ همسایه هر در این صورت است. deg(x۲) ≥ ۴ که م کنم فرض ابتدا است.

f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی ،۱ .۲ .۴ قضیه طبق است. ضعیف پشتیبان رأس ی یا برگ
۱ .۲ .۴ قضیه از آن گاه ،x۳ ∈ V۱ و x۱ ∈ V۲ اگر .{f(x۱), f(x۳)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود
f(x۵)+ f(x۴) = ۲ ،f(x۰) = f(x′۱) = ۰ به وضوح در این صورت .f(x۲) ̸= ۲ که م شود نتیجه
x۳ و x۵ وزن تغییر با در این صورت .f(v) = ۱ ،v ∈ L(x۳) هر برای که کنیم فرض م توانیم و
عدم ۱و به u′ ∈ N(u) − {x۳} و u ∈ K۳ رأس هر وزن تغییر و ۲ به x۴ وزن تغییر ،۰ صفر به
م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن از کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس ر دی وزن تغییر
قرار .f(x۲) ̸= ۲ و f(x۱) = ۱, f(x۳) = ۲ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که
و ۰ به u ∈ N(x۲)−{x۳} وزن تغییر ،۲ به x۲ وزن تغییر با در این صورت .T ′ = T − Tx۳ دهید
کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس ر دی وزن تغییر عدم و ۱ به T ′ ر دی رأس هر وزن تغییر
که کنیم فرض م توانیم بنابراین است. تناقض ی که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با

.deg(x۲) ≤ ۳
نتیجه ۲ ادعای از در این صورت .N(x۲) = {x۱, x۳, x′۲} و deg(x۲) = ۳ کنید فرض
م کنیم فرض ابتدا ۱ .۲ .۴ قضیه طبق است. ضعیف پشتیبان رأس ی یا برگ x′۲ که م شود
به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی باشد، پشتیبان رأس ی x۲ که
.f(x۳) ̸= ۲ لذا و f(x۴) = ۱ و f(x۲) = ۲ که م کنیم فرض ابتدا .{f(x۲), f(x۴)} = {۱,۲}
فرض م توانیم در این صورت .f(x۰) + f(x۱) + f(x′۱) = ۲ و f(x۵) = ۱ ،f(x′۲) = ۰ به وضوح
تغییر ،۰ به x۲ وزن تغییر با آن گاه ،f(x۳) = ۱ اگر .f(x۱) = ۲ و f(x۰) = f(x′۱) = ۰ کنیم
γPR(T ) از کمتر وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس ر دی وزن تغییر عدم و ۱ به x′۲ وزن
برای در این صورت .f(x۳) = ۰ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که م شود حاصل
م گیریم نتیجه است، γPR(T⁃تابع ) ی f و f(x۲) = ۲ اینکه به توجه با u ∈ N(x۳) − {x۲}
عدم و ۲ به x۴ وزن تغییر ،۱ به x′۲ وزن تغییر ،۰ به x۵ و x۲ وزن تغییر با لذا .f(u) ̸= ۲ که
که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس ر دی وزن تغییر
در .f(x۱) ̸= ۲ لذا و f(x۴) = ۲ و f(x۲) = ۱ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی
و ۰ به x۰ و x′۱ وزن تغییر ،۲ به x۱ وزن تغییر با بنابراین و f(x۱)+f(x′۱)+f(x۰) = ۳  این صورت
که م آید به دست γPR(T ) از کمتر وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس ر دی تغییر عدم
x′′۲ کنید فرض است. ضعیف پشتیبان رأس ی x′۲ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی
وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی ۱ .۲ .۴ قضیه طبق در این صورت باشد. x′۲ مجاور برگ
.f(x۴) = ۱ و f(x۰) = ۲ که م کنیم فرض ابتدا .{f(x۰), f(x۴)} = {۱,۲} به طوری که دارد
f(x′۲) = ۲ که کنیم فرض م توانیم لذا و f(x۳) ̸= ۲ ،f(x۱) = ۰ ،f(x۵) = f(x′۱) = ۱ به وضوح
تغییر ،۰ به x۰ و x′۱ وزن تغییر ،۲ به x۱ وزن تغییر با در این صورت .f(x′′۲) = f(x۲) = ۰ و



بحران یال کامل روم احاطه گر گراف های ۴۰
از کمتر وزن با کامل روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس وزن تغییر عدم و ۱ به x′′۲ و x′۲ وزن
.f(x۴) = ۲ و f(x۰) = ۱ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که م آید به دست γPR(T )
لذا و f(x۰) + f(x۱) + f(x′۱) = ۳ در این صورت .f(x۱) ̸= ۲ ،f(x۳) ̸= ۲ ،f(x۵) = ۰ به وضوح
وزن تغییر با در این صورت .f(x′′۲) = ۰ و f(x′۲) = ۲ ،f(x۲) = ۰ کرد فرض م توان قبل مشابه

ی ر دی رئوس وزن تغییر عدم و ۱ به x′′۲ و x′۲ وزن تغییر ،۰ به x۰ و x′۱ وزن تغییر ،۲ به x۱
است. تناقض ی که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع

.deg(x۴) = ۲ و deg(x۱) = ۲ .۳ حالت
f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی ۱ .۲ .۴ قضیه طبق در نتیجه .deg(x۲) = ۲ که کنید فرض
و f(x۰) = ۲ که م گیریم نظر در ابتدا .{f(x۰), f(x۲)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود
تغییر ،۲ به x۱ وزن تغییر با در این صورت .f(x۳) ̸= ۲ و f(x۱) = ۰ به وضوح .f(x۲) = ۱
وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع ی رئوس بقیه وزن تغییر عدم و ۰ به x۲ و x۰ وزن
و f(x۰) = ۱ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که م آید به دست γPR(T ) از کمتر
وزن تغییر عدم و ۰ به x۲ و x۰ وزن تغییر ،۲ به x۱ وزن تغییر با ،f(x۳) ̸= ۲ اگر .f(x۲) = ۲

ی که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس
تغییر ،۱ به x۰ و x۱ وزن تغییر با در این صورت .f(x۳) = ۲ که کنید فرض حال است. تناقض
از کمتر وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس وزن تغییر عدم و ۰ به x۲ وزن
م توان مشابه طریق به و deg(x۲) ≥ ۳ بنابراین است. تناقض ی که م شود حاصل γPR(T )

.deg(x۳) ≥ ۳ که داد نشان
از رأس هر که کرد فرض م توان در این صورت باشد. deg(x۲) ≥ ۴ که یرید ب نظر در
که م کنیم فرض ابتدا است. ضعیف پشتیبان رأس ی یا برگ ی N(x۲) − {x۳} مجموعه
م شود نتیجه ۱ .۲ .۴ قضیه از .{x′۲, x′′۲} ⊆ L(x۲) دهید قرار است. قوی پشتیبان رأس ی x۲
به وضوح .f(x′′۲) = ۲ نیز و f(x′۲) = ۱ به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) که

.f(x۳) ̸= ۲ و f(x۲) = ۰
داریم u ∈ N(x۲) − (L(x۲) ∪ {x۳}) رأس هر برای که کنیم فرض م توانیم همچنین
،۲ به x۲ وزن تغییر با در این صورت م باشد. u برگ همسایه u′ آن در که f(u) + f(u′) = ۲
x۳ وزن تغییر ،۱ به T − Tx۳ درخت از برگ هر وزن تغییر ،۰ به u ∈ N(x۲)− {x۳} وزن تغییر
وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس وزن تغییر عدم و max{۱, f(x۳)} به
پشتیبان رأس x۲ که کنید فرض ادامه در است. تناقض ی که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر
پشتیبان رأس ی که دارد وجود x′۲ ∈ N(x۲) − {x۱, x۳} رأس در این صورت نباشد. قوی

ی ۱ .۲ .۴ قضیه طبق در این صورت باشد. x′۲ مجاور برگ x′′۲ کنید فرض م باشد. ضعیف
دست از بدون .{f(x۰), f(x′′۲)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع )

.f(x۲) ̸= ۲ ،f(x۱) = ۰ به وضوح .x′′۲ ∈ V۱ و x۰ ∈ V۲ که کنیم فرض م توانیم کلیت دادن
،u ∈ N(x۲) − {x۳} پشتیبان رأس هر برای و f(u) ≥ ۱ ،x۲ مجاور u برگ هر برای بنابراین
برگ هر برای آن گاه ،f(x۳) = ۰ اگر م باشد. u مجاور برگ u′ آن در که ،f(u) + f(u′) = ۲



۴۱ بحران γP⁃یال
R درختان

که f(v) + f(v′) = ۲ ،v ∈ N(x۳) − {x۲} پشتیبان رأس هر برای و f(v) ≥ ۱ ،x۳ با مجاور v

تابع در این صورت .w(f) ≥ ۲|K۲| + ۲|K۳| + ℓx۲ + ℓx۳ بنابراین م باشد. v با مجاور برگ v′
ℓx۳ +۲|K۳|+ |K۲|+۲ وزن با کامل روم گر احاطه تابع ی g = (N(x۲), V (T )−N [x۲], x۲)

بنابراین، م باشد.
w(g) = ℓx۳ + ۲|K۳|+ |K۲|+ ۲

< ۲|K۲|+ ۲|K۳|+ ℓx۲ + ℓx۳

= w(f)

= γPR(T ).

است. تناقض ی که
وزن تغییر با در این صورت .T ′ = T − Tx۳ دهید قرار .f(x۳) ̸= ۰ که کنید فرض ادامه در
تغییر عدم و ۱ به T ′ درخت از برگ هر وزن تغییر ،۰ به u ∈ N(x۲)− {x۳} وزن تغییر ،۲ به x۲
که م شود حاصل γPR(T ) از کمتر وزن با جدید کامل روم احاطه گر تابع ی ر دی رئوس وزن
.deg(x۳) = ۳ که م شود نتیجه مشابه طریق به و deg(x۲) = ۳ بنابراین است. تناقض ی

.N(x۳) = {x′۳, x۴, x۲} و N(x۲) = {x′۲, x۱, x۳} دهید قرار
قضیه طبق آن گاه باشد، پشتیبان رأس ی x۳ اگر باشد. برگ ی x′۲ که م کنیم فرض ابتدا
.{f(x′۲), f(x′۳)} = {۱,۲} به طوری که دارد وجود f = (V۰, V۱, V۲) γPR(T⁃تابع ) ی ۱ .۲ .۴
،f(x۲) = ۰ به وضوح .f(x′۳) = ۱ و f(x′۲) = ۲ که م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون

ی که ،w(f) ≥ ۷ > γPR(T ) = ۶ لذا و f(x۴) + f(x۵) = ۲ ،f(x۰) + f(x۱) = ۲ ،f(x۳) ̸= ۲
که کنید فرض حال .T = T۱ لذا و است ضعیف پشتیبان رأس ی x′۳ بنابراین است. تناقض

است. واض عکس طرف .T ∈ {T۱, T۲} آن گاه باشد، پشتیبان رأس ی x′۲





۵ فصل
ضعیف و کامل روم احاطه گری تابع

۲ یا ۱ ،۰ مقدار G رأس هر به که باشد تابع f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} و گراف ی G کنید فرض
با مجاور رأس دارای هرگاه گویند، بی دفاع f تابع به نسبت را f(u) = ۰ با u رأس کند. نظیر
هرگاه گویند، ضعیف روم احاطه گر تابع ی را f : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع نباشد. مثبت وزن
f ′ : V (G) −→ {۰, ۱,۲} تابع و f(v) > ۰ به طوری که باشد، v رأس مجاور f(u) = ۰ با u رأس هر
دارای ،f ′(w) = f(w) ،w ∈ V (G) − {u, v} برای و f ′(v) = f(v) − ۱ ،f ′(u) = ۱ ضابطه ی با
م شود. داده نمایش w(f) نماد با و م باشد ∑

v∈V (G) f(v) برابر f وزن نباشد. بی دفاع رأس
ضعیف روم احاطه گر توابع همه ی بین وزن کمترین ،G گراف ضعیف روم احاطه گری عدد

م شود. داده نمایش γr(G) نماد با و م باشد G گراف
تابع ی نیز کامل روم احاطه گر تابع هر ضعیف، روم احاطه گر تابع تعریف به توجه با
احاطه گر تابع ی ضعیف روم احاطه گر تابع هر لزوماً ول م باشد. ضعیف روم احاطه گر
به که تابع P۳ مسیر در یرید. ب نظر در را P۳ مسیر مثال به عنوان نیست. کامل روم
که م باشد ضعیف روم احاطه گر تابع ی م دهد ۰ وزن پشتیبان رأس به و ۱ وزن برگ ها
کامل روم احاطه گر عدد G گراف در که م گوییم نیست. کامل روم احاطه گر تابع به وضوح
در م دهیم، نمایش γr(G) ≡ γPR(G) نماد با و هستند برابر قویاً ضعیف روم احاطه گر عدد با
احاطه گر تابع ی ضعیف روم احاطه گر تابع هر و γr(G) = γPR(G) باشیم داشته صورت که
مطالعه برای که است شده بررس مختلف پارامترهای بین برابر قویاً موضوع باشد. کامل روم
با T درختان همه ی ما فصل این در کرد. رجوع [۲۵ ،۱۳ ،۶ ،۱] مراج به م توان بیشتر

۴۳



ضعیف و کامل روم احاطه گری تابع ۴۴
م کنیم. مشخص را γr(T ) ≡ γPR(T ) خاصیت

γr(T ) ≡ γP
R(T ) خاصیت با T درختان ۱ .۵

خواص ابتدا م کنیم. مشخص را γr(T ) ≡ γPR(T ) خاصیت با T درختان همه ی بخش این در
م کنیم. بیان را درختان این از مهم

این صورت در باشد. γr(T ) ≡ γPR(T ) به طوری که باشد درخت ی T کنید فرض .۱ .۱ .۵ لم
نیست. ۲ درجه با ضعیف پشتیبان رأس دارای T درخت

درجه از آن ضعیف پشتبیان رأس ی u و γr(T ) ≡ γPR(T ) که باشد درخت T کنید فرض برهان.
γr(T⁃تابع ) ی f که کنید فرض همچنین باشد. u رأس برگ همسایه v کنید فرض باشد. ۲
در .f(u) + f(v) = ۱ به وضوح آن گاه ،f(w) = ۲ اگر .N(u) − {v} = {w} دهید قرار باشد.

ی g(w) = f(w) ،w ∈ V − {u, v} برای و g(v) = ۰ ،g(u) = ۱ ضابطه با g تابع این صورت
فرض بنابراین است. تناقض ی که نیست، کامل روم احاطه گر تابع که م باشد γr(T⁃تابع )

که کرد فرض م توان این صورت در .f(w) = ۱ که م کنیم فرض ابتدا .f(w) ̸= ۲ که م کنیم
که نیست کامل روم احاطه گر تابع f بنابراین .f(u) = ۰ و f(v) = ۱ یا f(v) = ۰ ،f(u) = ۱

است. تناقض ی
آن گاه ،f(u)+f(v) = ۱ اگر .۱ ≤ f(u)+f(v) ≤ ۲ این صورت در .f(w) = ۰ که کنید فرض حال

ی که نیست کامل روم احاطه گر f بنابراین .f(u) = ۰ و f(v) = ۱ یا f(v) = ۰ ،f(u) = ۱
f ′(w) = f ′(v) = ۱ ضابطه با f ′ تابع این صورت در .f(u) + f(v) = ۲ بنابراین است. تناقض

روم احاطه گر که است γr(T⁃تابع ) ی f ′(x) = f(x) ،x ̸∈ {w, v, u} برای و f ′(u) = ۰ و
۲ درجه با ضعیف پشتیبان رأس دارای T درخت بنابراین است. تناقض ی که نیست کامل

نم باشد.
از قوی پشتیبان رأس u و باشد γr(T ) ≡ γPR(T ) خاصیت با درخت T کنید فرض .۲ .۱ .۵ لم
در به علاوه است. f(u) = ۲ آن گاه باشد، γr(T⁃تابع ) ی f اگر .ℓu = ۲ به طوری که باشد آن

م باشد. ۰ وزن دارای آن غیربرگ همسایه باشد، deg(u) = ۳ صورت که
تابع ی f این که به توجه با .f(u) = ۱ که کنید فرض ابتدا .L(u) = {x, y} دهید قرار برهان.
تغییر با این صورت در .f(x) = f(y) = ۱ که م گیریم نتیجه م باشد، کامل روم احاطه گر
γr(T ) از کمتر اندازه از ضعیف روم احاطه گر تابع ی ۰ به y و x وزن تغییر و ۲ به u وزن
.f(x) = f(y) = ۱ این صورت در f(u) = ۰ کنید فرض حال است. تناقض ی که م آید به دست
وزن تغییر و ۱ به u رأس وزن تغییر با آن گاه ،f(v) ̸= ۰ باشیم داشته v ∈ N(u) رأس هر برای اگر
تناقض ی که نیست کامل روم احاطه گر که م شود حاصل جدید γr(T⁃تابع ) ی ۰ به x

است.



۴۵ γr(T ) ≡ γP
R(T ) خاصیت با T درختان

γPR(T⁃تابع ) ی f این که به توجه با .f(w) = ۰ و w ∈ N(u) که م کنیم فرض بنابراین
در .f(z) = ۲ و z ∈ N(w) به طوری که دارد وجود u ̸= z رأس که م گیریم نتیجه م باشد
جدید γr(T⁃تابع ) ی ۰ به y و x رئوس وزن تغییر و ۲ به u رأس وزن تغییر با این صورت
.f(u) = ۲ بنابراین است. تناقض ی که نیست کامل روم احاطه گر تابع که م آید به دست

رأس وزن تغییر با آن گاه ،f(w) ̸= ۰ اگر .N(u) = {x, y, w} و deg(u) = ۳ که کنید فرض حال
ی که نیست کامل روم احاطه گر که م آید به دست جدید γr(T⁃تابع ) ی آن گاه ،۱ به x و u

.f(w) = ۰ بنابراین است. تناقض

.F درخت :۱ .۵ ل ش

خانواده ای ابتدا مشخص کنیم. را γpR(T ) ≡ γr(T ) خاصیت با T درختان همه ی این که برای
م کنیم. تعریف زیر به صورت را درختان از

مجموعه T خانواده ی و است، شده داده نمایش ۱ .۵ ل ش در که باشد درخت F کنید فرض
م آید، به دست (k ≥ ۱)T = Tk, . . . T۲, T۱ درختان از دنباله ای از که باشد T درختان همه ی
ر عمل شش از ی با Ti درخت از Ti+۱ و م باشد t ≥ ۳ با K۱,t ستاره ی T۱ به طوری که
م شود: حاصل شده اند، داده نمایش ۲ .۵ ل ش در و شده اند تعریف زیر در که O۶,O۲, . . . ,O۱
رأس کردن وصل با Ti درخت به را v مرکزی رأس (t ≥ ۳) با K۱,t ستاره ی : O۱ ر عمل •

م کنیم. اضافه م باشد، γr(Ti − u) > γr(Ti) آن برای که Ti درخت از u رأس به v
برگ همسایه سه حداقل با Ti درخت از قوی پشتیبان رأس u کنید فرض : O۲ ر عمل •

م کنیم. اضافه u رأس به آن کردن وصل با Ti درخت به را v جدید رأس باشد.
جدید رأس باشد. ۳ درجه با Ti درخت از قوی پشتیبان رأس u کنید فرض : O۳ ر عمل •

م کنیم. اضافه u رأس به آن کردن متصل با Ti درخت به را v

ستاره باشد. Ti درخت از قوی پشتیبان رأس ی مجاور برگ u کنید فرض : O۴ ر عمل •

م کنیم. اضافه u رأس به ستاره از v برگ کردن وصل با Ti درخت به را K۱,۳

آن به γr(Ti)⁃تابع هر به طوری که باشد Ti درخت از رأس u کنید فرض : O۵ ر عمل •

به ستاره از برگ کردن متصل با Ti درخت به را K۱,۳ ستاره دهد. تخصیص صفر وزن
م کنیم. اضافه u رأس
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هر نیز و deg(u) ≥ ۲ به طوری که باشد، Ti درخت از رأس u کنید فرض : O۶ ر عمل •

رأس کردن متصل با Ti درخت به را F درخت کند. نظیر ۲ وزن آن به γr(Ti)⁃تابع

کنید. اضافه u رأس به F درخت ۲ درجه با پشتیبان

...u v u v
O۱ : O۲ :

u v u v
O۳ : O۴ :

u v u v
O۵ : O۶ :

w

Ti Ti

Ti Ti

Ti Ti

.O۶ ،. . . ،O۲ ،O۱ رهای عمل :۲ .۵ ل ش

م دهیم نشان ما ادامه در است. شده داده نمایش ۳ .۵ ل ش در T خانواده از مثال ی
روم احاطه گری عدد با ضعیف روم احاطه گری عدد T ∈ T خانواده از درخت هر برای که

.γpR(T ) ≡ γr(T ) داریم T ∈ T هر برای یعن است، برابر قویاً آن کامل

O۱ O۲ O۴

O۶
O۳

م آید. به دست O۶ و O۳,O۴,O۲,O۱ رهای عمل با K۱,۴ درخت از Tکه خانواده از T درخت :۳ .۵ ل ش
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.γpR(T ) ≡ γr(T ) این صورت در باشد. T خانواده از T درخت که کنید فرض .۳ .۱ .۵ لم
آن گاه باشد، n = ۴ اگر م کنیم. عمل T ∈ T درخت از n ≥ ۴ مرتبه روی استقراء با برهان.
درخت هر برای و n ≥ ۵ کنید فرض .γpR(T ) ≡ γr(T ) که م شود دیده به وضوح . T = K۱,۳
مرتبه دارای T ∈ T که کنید فرض .γpR(T ′) ≡ γr(T

′) ،۵ ≤ n′ < n که n′ مرتبه با T ′ ∈ T

و T۱ = K۱,۳ که آید به دست Tk, . . . , T۱ درختان از دنباله ای از م تواند T بنابراین باشد. n

O۶,O۲, . . . ,O۱ رهای عمل از ی با Ti−۱ درخت از Ti درخت ،i ≤ k − ۱ هر برای .T = Tk

م آید. به دست
م باشد، n از کمتر T ′ ∈ T درخت رئوس تعداد این که به توجه با .T ′ = Tk−۱ دهید قرار
T از γr⁃تابع ی f که کنید فرض .γpR(T ′) ≡ γr(T

′) که م شود نتیجه استقراء فرضیات از
تحدید باشد. ن مم حالت کمترین م  دهد برگ ها به که وزن هایی همه ی مجموع که باشد
.f ′(w) = f(w) داریم w ∈ V (T ′) رأس هر برای م دهیم. نشان f ′ با را T ′ درخت به f تابع

م گیریم: نظر در را زیر حالت شش
باشد: آمده به دست O۱ ر عمل از استفاده با T ′ از T .۱ حالت

z و y ،x برگ های و v مرکزی رأس با ،K۱,۳ ستاره کردن اضافه با T ′ درخت از T کنید فرض
در آید. به دست باشد، γr(T ′−u) > γr(T

′) به طوری که ،T ′ درخت از u رأس به v رأس اتصال و
کامل روم احاطه گر تابع هر بنابراین نم دهد. صفر وزن u به γr(T⁃تابع

′) هیچ این صورت
احاطه گر تابع ی به v های همسایه به صفر وزن و v به ۲ وزن تخصیص با T ′ درخت روی

که، م گیریم نتیجه استقراء فرض از لذا م شود. داده توسیع T برای کامل روم
γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T

′) + ۲ = γr(T
′) + ۲. (۱ .۵)

نیز و f(v) = ۲ که کنیم فرض م توانیم م باشد، قوی پشتیبان رأس ی v چون طرف از
برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی f |T ′−u آن گاه ،f(u) = ۰ اگر .f(x) = f(y) = f(z) = ۰

بنابراین و م باشد T ′ − u

γr(T
′) < γr(T

′ − u) ≤ w(f |T ′−u) = w(f)− ۲ = γr(T )− ۲. (۲ .۵)
درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی f |T ′ این صورت در .f(u) ̸= ۰ که کنید فرض حال

بنابراین م باشد. T ′

γr(T
′) ≤ w(f |T ′) = w(f)− ۲ = γr(T )− ۲. (۳ .۵)

.γr(T ) = γPR(T ) که م شود نتیجه (۱ .۶) رابطه از بنابراین
به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع ) این صورت در .γr(T ) ̸≡ γPR(T ) که کنید فرض حال
نتیجه است، قوی پشتیبان رأس ی v این که به توجه با نیست. کامل روم احاطه گر تابع g
تابع که م باشد γr(T⁃تابع

′) ی g|T ′ تابع آن گاه ،g(u) ̸= ۰ اگر .g(v) = ۲ که م شود
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تابع این صورت در .g(u) = ۰ اگر همچنین است. تناقض ی که نیست، کامل روم احاطه گر

لذا و است ضعیف روم احاطه گر تابع ی T ′ − u برای g|T ′−u

γr(T
′) < γr(T

′ − u) = w(g|T ′−u) = w(g)− ۲ = γr(T )− ۲ = γr(T
′).

.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین است. تناقض ی که
باشد. آمده به دست O۲ ر عمل از استفاده با T ′ از T .۲ حالت

را f ′ تابع م توان لذا و f ′(u) = ۲ این صورت در باشد. γPR(T⁃تابع
′) ی f ′ که کنید فرض

بنابراین داد. توسیع T درخت برای کامل روم احاطه گر تابع ی به v رأس به ۰ وزن دادن با
که م شود نتیجه استقراء فرض از

γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T
′) = γr(T

′). (۴ .۵)
و f(u) = ۲ که دید م توان لذا و م باشد T درخت از قوی پشتیبان رأس ی u طرف از
بنابراین و م باشد T ′ درخت روی ضعیف روم احاطه گر تابع ی f ′ بنابراین .f(v) = ۰

.γr(T ′) ≤ w(f ′) = w(f) = γr(T )

بنابراین .γr(T ) ̸≡ γPR(T ) کنید فرض .γr(T ) = γPR(T ) که م گیریم نتیجه (۴ .۵) رابطه از لذا
پشتیبان رأس ی u چون نیست. کامل روم احاطه گر g به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع )

احاطه گر که م باشد تابع γr(T
′) ی g|T ′ تابع بنابراین .g(v) = ۰ و g(u) = ۲ م باشد، قوی

.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین است. تناقض ی که نیست، کامل روم
باشد. آمده به دست O۳ ر عمل از استفاده با T ′ از T .۳ حالت

رأس u این که به توجه با .L(u) = {x, y} و باشد γPR(T⁃تابع
′) ی f ′ که کنید فرض

در .f ′(x) = f ′(y) = ۰ و f ′(u) = ۲ که م کنیم فرض بنابراین م باشد، T ′ از قوی پشتیبان
برای کامل روم احاطه گر تابع ی به v به ۰ وزن اختصاص با م توان را f ′ تابع این صورت

که، م شود نتیجه استقراء فرض از بنابراین داد. توسیع T درخت
γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T

′) = γr(T
′). (۵ .۵)

که دید م توان لذا و م باشد قوی پشتیبان رأس ی T درخت در u رأس این که به توجه با
م باشد T ′ درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی f ′ بنابراین است. f(v) = ۰ و f(u) = ۲

.γr(T ′) ≤ w(f ′) = w(f) = γr(T ) لذا و
،γr(T ) ̸≡ γPR(T ) که کنید فرض .γr(T ) = γPR(T ) که م گیریم نتیجه (۵ .۵) رابطه از بنابراین

ی u چون نیست. کامل روم احاطه گر تابع g به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع ) بنابراین
⁃γr(T

′) ی g|T ′ تابع لذا .g(v) = ۰ و g(u) = ۲ که م شود نتیجه است، قوی پشتیبان رأس
.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین است. تناقض ی که نیست، کامل روم احاطه گر که م باشد تابع

باشد. آمده به دست O۴ ر عمل از استفاده با T ′ درخت از T .۴ حالت
رأس x که باشد آمده به دست uv یال با K۱,۳ ستاره کردن اضافه با T ′ درخت از T کنید فرض
درخت از w قوی پشتیبان رأس ی مجاور برگ u و ستاره برگ های z و y ،v و ستاره مرکزی
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پشتیبان رأس ی w این که به توجه با باشد. γr(T⁃تابع
′) ی f ′ که کنید فرض باشد. T ′

ی f ′ استقراء فرض طبق است. f ′(u) = ۰ و f ′(w) = ۲ که کرد فرض م توان م باشد قوی
z و y ،v رئوس به ۰ وزن و x به ۲ وزن اختصاص با م توان این صورت در است. γPR(T⁃تابع

′)

استقراء فرض از بنابراین داد. توسیع T درخت از کامل روم احاطه گر تابع ی به را f ′ تابع
که، م شود نتیجه

γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T
′) + ۲ = γr(T

′) + ۲. (۶ .۵)
که کرد فرض م توان م باشد، T درخت در قوی پشتیبان رأس x این که به توجه با طرف از
برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی f ′ تابع بنابراین .f(v) = f(y) = f(z) = ۰ و f(x) = ۲

که، م شود نتیجه لذا و است T ′ درخت
γr(T

′) ≤ w(f ′) = w(f)− ۲ = γr(T )− ۲. (۷ .۵)
.γr(T ) = γPR(T ) که م گیریم نتیجه (۶ .۵) رابطه از این صورت در

g به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع ) این صورت در .γr(T ) ̸≡ γPR(T ) که کنید فرض حال
نتیجه م توان م باشد، قوی پشتیبان رأس ی x چون نیست. کامل روم احاطه گر تابع ی
احاطه گر که است γr(T⁃تابع

′) ی g|T ′ تابع این صورت در .g(v) = ۰ و g(x) = ۲ که گرفت
.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین است. تناقض ی که نیست، کامل روم

باشد. آمده به دست O۵ ر عمل از استفاده با T ′ از T .۵ حالت
و y ،v برگ های و x مرکزی رأس با K۱,۳ ستاره کردن اضافه با T ′ درخت از T کنید فرض
هر به طوری که باشد، آمده به دست T ′ درخت از u رأس به ستاره از v برگ کردن وصل نیز و z

طبق باشد. γr(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید فرض کند. نظیر ۰ مقدار u رأس به γr(T⁃تابع

′)

ی g′ که م گیریم نتیجه γr(T ′) ≡ γPR(T
′) این که به توجه با ر دی طرف از .g′(u) = ۰ فرض

اختصاص با T کامل روم احاطه گر تابع ی به م توان را g′ بنابراین است. γPR(T⁃تابع
′)

فرض و شده ذکر موارد به توجه با بنابراین داد. توسیع z و y ،v به ۰ وزن و x به ۲ وزن دادن
که، م گیریم نتیجه استقراء

γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T
′) + ۲ = γr(T

′) + ۲. (۸ .۵)
و f(x) = ۲ که دید م توان لذا و م باشد T درخت از قوی پشتیبان رأس ی x طرف از
م باشد T ′ درخت روی ضعیف روم احاطه گر تابع ی f ′ بنابراین .f(v) = f(y) = f(z) = ۰

داریم، لذا و
γr(T

′) ≤ w(f ′) = w(f)− ۲ = γr(T )− ۲. (۹ .۵)
.γr(T ) = γPR(T ) که م گیریم نتیجه (۸ .۵) رابطه از این صورت در

ی g به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع ) این صورت در .γr(T ) ̸≡ γPR(T ) که کنید فرض
کرد فرض م توان هست، قوی پشتیبان رأس ی x چون نیست. کامل روم احاطه گر تابع
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و م باشد T ′ درخت روی γr(T⁃تابع

′) ی g|T ′ تابع این صورت در .g(v) = ۰ و g(x) = ۲ که
روم احاطه گر تابع نیز g|T ′ لذا نیست، کامل روم احاطه گر تابع ی g چون .g(u) = ۰ لذا

.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین است. تناقض ی که نم باشد کامل
باشد. آمده به دست O۶ ر عمل از استفاده با T ′ از T .۶ حالت

با پشتیبان رأس کردن وصل و F درخت کردن اضافه با T ′ درخت از T که کنید فرض
هر و deg(u) ≥ ۲ به طوری که باشد آمده به دست T ′ درخت از u رأس به v نام به درخت ۲ درجه
،L(v) = {w} ،N(v) = {u, x, w} دهید قرار م دهد. اختصاص ۲ وزن u رأس به γr(T⁃تابع

′)

.L(r) = {y, z} و N(x) = {v, r}

را g′ تابع م توان لذا .g′(u) = ۲ این صورت در است. γPR(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید فرض

روم احاطه گر تابع ی به ،r به ۲ وزن نیز و w به ۱ وزن و x و y ،v ،z به ۰ وزن اختصاص با
که م گیریم نتیجه استقراء فرض از بنابراین داد. توسیع T از کامل

γr(T ) ≤ γPR(T ) ≤ γPR(T
′) + ۳ = γr(T

′) + ۳. (۱۰ .۵)
و f(r) = ۲ که کرد فرض م توان لذا و م باشد T درخت از قوی پشتیبان رأس ی r طرف از
یا f(v) = ۰ که کرد فرض م توان مسأله کلیت دادن دست از بدون .f(x) = f(y) = f(z) = ۰

f(v)است. = ۲
T ′ درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی f ′ همچنین و f(w) ≥ ۱ آن گاه ،f(v) = ۰ اگر

لذا و است
γr(T

′) ≤ w(f ′) ≤ w(f)− ۳ = γr(T )− ۳.
در .f(u) ̸= ۲ که کنیم فرض م توانیم و f(w) = ۰ آن گاه ،f(v) = ۲ که کنید فرض حال
تابع ی g′(w) = f(w) ،u ≠ w برای و g′(u) = max{f(u), ۱} ضابطه با g′ تابع این صورت

لذا و م باشد T ′ درخت روی ضعیف روم احاطه گر
γr(T

′) ≤ w(g′) ≤ w(f)− ۳ = γr(T )− ۳.
.γr(T ) = γPR(T ) که م شود نتیجه (۱۰ .۵) رابطه از این صورت در

به طوری که دارد وجود g γr(T⁃تابع ) این صورت در .γr(T ) ̸≡ γPR(T ) که کنید فرض حال
م توانیم م باشد، قوی پشتیبان رأس ی r چون نیست. کامل روم احاطه گر تابع ی g

کرد فرض م توان آن گاه ،g(v) = ۰ اگر .g(x) = g(y) = g(z) = ۰ و g(r) = ۲ که کنیم فرض
که نیست کامل روم احاطه گر که م باشد γr(T⁃تابع

′) ی g|T ′ این صورت در .g(w) = ۱ که
که کرد فرض م توان این صورت در .g(v) ̸= ۰ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی
γr(T )−۴ = γr(T

′)−۱ وزن با γr(T⁃تابع
′) ی g|T ′ آن گاه ،g(u) ̸= ۰ اگر .g(w) = ۰ و g(v) = ۲

g′(u) = ۱ با g′ تابع لذا .g(u) = ۰ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که م باشد،
است. تناقض ی که ،g′(u) ̸= ۲ که م باشد γr(T⁃تابع

′) ی u ̸= a برای g′(a) = g(a) و
.γr(T ) ≡ γPR(T ) بنابراین
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م کنیم. بیان را فصل این اصل نتیجه ادامه در
اگر فقط و اگر γr(T ) ≡ γPR(T ) این صورت در باشد. درخت ی T کنید فرض .۱ .۱ .۵ قضیه

.T ∈ F یا T = K۱

.T = K۱ آن گاه ،n = ۱ اگر .γr(T ) ≡ γPR(T ) و باشد n مرتبه از درخت T که کنید فرض برهان.
T درخت از n مرتبه روی استقراء با باشد. n ≥ ۲ مرتبه از درخت T که م کنیم فرض بنابراین

روم احاطه گر که م باشد γr(P۲)⁃تابع ی دارای P۲ مسیر این که به توجه با م کنیم. عمل
.γr(T ) ̸≡ γPR(T ) به وضوح و T = P۳ آن  گاه ،n = ۳ اگر . n ≥ ۳ که م کنیم فرض نیست، کامل
با ۴ ≤ n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر کنید فرض باشد. n ≥ ۴ که م گیریم نظر در بنابراین
و باشد n مرتبه از T که کنید فرض باشد. F خانواده از عضوی γr(T

′) ≡ γPR(T
′) خاصیت

با ستاره هر این که به توجه با باشد. γr(T⁃تابع ) ی f همچنین و باشد. γr(T ) ≡ γPR(T )

حداقل T درخت قطر که کرد فرض م توان م باشد، F خانواده از عضوی رأس چهار حداقل
شدن کاسته بدون م باشد. Sa,b دوگانه ستاره ی T آن گاه ،diam(T ) = ۳ اگر م باشد. سه
که ،γr(T ) ̸≡ γPR(T ) به وضوح و T = P۴ آن گاه ،b = ۱ اگر .a ≤ b که کنید فرض کلیت از
تناقض که است γr(T ) ̸≡ γPR(T ) نیز a = {۱,۲} و b = ۲ اگر همچنین است. تناقض ی
است γr(T⁃تابع ) ی دارای T آن گاه ،a = ۲ اگر .b ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین م باشد.
در .a ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که نیست کامل روم احاطه گر که

.T ∈ F لذا و م آید به دست O۱ ر عمل با K۱,b ستاره از T درخت این صورت
با u قوی پشتیبان رأس ی دارای T کنید فرض .diam(T ) ≥ ۴ که م کنیم فرض بنابراین

باشد. ℓu ≥ ۴
در باشد. γPR(T⁃تابع ) ی f که کنید فرض همچنین و T ′ = T − v ،v ∈ L(u) دهید قرار
بنابراین م باشد. T ′ درخت برای کامل روم احاطه گر تابع ی f |T ′ و f(u) = ۲ این صورت
در باشد، γr(T⁃تابع

′) ی g′ که کنید فرض حال .γr(T ′) ≤ γPR(T
′) ≤ γPR(T ) = γr(T )

دادن تخصیص با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی به م توان را g′ این صورت
ر دی طرف از .γr(T ) = γr(T

′) در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T
′) لذا و داد توسیع ،v رأس به ۰ وزن

اگر .γr(T ′) = γPR(T
′) بنابراین .γPR(T ) = γPR(T

′) لذا و γPR(T ) = γr(T ) = γr(T
′) ≤ γPR(T

′)

را نیست کامل روم احاطه گر که γr(T⁃تابع
′) هر آن گاه نباشد، برابر قویاً γPR(T

′) γr(Tو ′)

نیست، کامل روم احاطه گر که داد توسیع γr(T⁃تابع ) ی به v به ۰ وزن تخصیص با م توان
استقراء فرض طبق لذا و γr(T

′) ≡ γPR(T
′) بنابراین است. تناقض ی γr(T ) ≡ γPR(T ) با که

O۲ ر عمل از استفاده با T ′ درخت از زیرا T ∈ F این صورت در .T ′ ∈ F که م شود نتیجه
است. برقرار زیر حقیقت که م کنیم فرض م توانیم بنابراین م آید. به دست

.ℓu ≤ ۳ آن گاه باشد، T درخت از قوی پشتیبان رأس ی u اگر .۱ حقیقت
لم از این صورت در م کنیم. ریشه دار xd . . . x۱, x۰ قطری مسیر از x۰ برگ در را T درخت
همه ی بین کنید فرض م باشد. ۳ ≤ deg(xd−۱) ≤ ۴ که م گیریم نتیجه ۱ حقیقت و ۱ .۱ .۵
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γr(T ) ≡ γPR(T ) این که به توجه با م هد. xd−۱ رأس به را ن مم وزن بیشترین f γr(T⁃توابع، )

م گیریم: نظر در را زیر حالت دو م باشد. نیز γPR(T⁃تابع ) ی f که م گیریم نتیجه
.deg(xd−۱) = ۴ .۱ حالت

کامل روم احاطه گر تابع ی f |T ′ و f(xd−۱) = ۲ به وضوح .T ′ = T − xd کنید فرض
g که کنید فرض . γr(T

′) ≤ γPR(T
′) ≤ w(f |T ′) = γPR(T ) = γr(T ) بنابراین است. T ′ برای

ضعیف روم احاطه گر تابع ی به را g تابع م توان این صورت در م باشد. γr(T⁃تابع
′) ی

در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T
′) لذا و داد توسیع xd به ۰ وزن دادن اختصاص با T درخت برای

.γPR(T ) = γPR(T
′) لذا و γPR(T ) = γr(T ) = γr(T

′) ≤ γPR(T
′) بنابراین .γr(T ) = γr(T

′) داریم
که γr(T⁃تابع

′) هر آن گاه نباشند، برابر قویاً γPR(T
′) و γr(T

′) اگر .γr(T ′) = γPR(T
′) بنابراین

xd به ۰ وزن دادن تخصیص با γr(T⁃تابع ) ی به م توان را نم باشد کامل روم احاطه گر
بنابراین است. تناقض در γr(T ) ≡ γPR(T ) با که نیست کامل روم احاطه گر که داد توسیع
به دست O۳ ر عمل با T ′ از T چون طرف از .T ′ ∈ F استقراء فرض طبق و γr(T

′) ≡ γPR(T
′)

.T ∈ F که م گیریم نتیجه م آید،
.deg(xd−۱) = ۳ .۲ حالت

آن گاه باشد، f(xd−۲) ̸= ۰ اگر .f(xd−۱) = ۲ که م شود نتیجه ۲ .۱ .۵ لم از این صورت در
تناقض ی که م شود حاصل جدید γr(T⁃تابع ) ی ،۱ وزن به xd−۱ و xd رئوس وزن تغییر با
آن گاه باشد، xd−۲ رأس از قوی پشتیبان فرزند ی u ̸= xd−۱ اگر .f(xd−۲) = ۰ بنابراین است.
تناقض ی که نیست کامل روم احاطه گر تابع ی f لذا و f(u) = ۲ که کنیم فرض م توانیم
بنابراین ندارد. ضعیف پشتیبان فرزند xd−۲ که م گیریم نتیجه ۱ .۱ .۵ لم از همچنین است.

ی xd−۲ ،f(xd−۲) = ۰ این که به توجه با م باشد. برگ ی xd−۲ از u ̸= xd−۱ فرزند هر
دهید قرار باشد. ضعیف پشتیبان رأس ی xd−۲ که کنید فرض نیست. قوی پشتیبان رأس
که م کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون .L(xd−۱) = {xd, z} و L(xd−۲) = {x}

⁃γr(T ) ی ۰ وزن به xd−۱ رأس و ۱ وزن به z و xd رئوس وزن تغییر با این صورت در .f(x) = ۱
فرض بنابراین است تناقض ی که نیست، کامل روم احاطه گر که م شود حاصل جدید تابع
و f(xd−۱) = ۲ که م شود نتیجه ۲ .۱ .۵ لم از این صورت در .deg(xd−۲) = ۲ که م کنیم
م شود نتیجه م باشد، γPR(T⁃تابع ) ی f این که به توجه با .f(xd) = f(z) = f(xd−۲) = ۰
رأس هر م باشد γPR(T⁃تابع ) ی f چون .f(xd−۳) = ۱ که کنید فرض .f(xd−۳) ̸= ۲ که
۱ وزن و xd−۳ به ۰ وزن اختصاص با لذا و م باشد ۲ وزن با رأس ی حداقل مجاور ۰ وزن با
بنابراین است. تناقض در ۲ .۱ .۵ لم با که م آید به دست جدید γr(T⁃تابع ) ی xd−۲ رأس به

یرید: ب نظر در را زیر زیرحالت دو .f(xd−۴) = ۲ لذا و f(xd−۳) = ۰
.deg(xd−۳) ≥ ۳ : ۱.۲ زیرحالت

f(xd−۳) = ۰ این که به توجه با هست. پشتیبان رأس ی xd−۳ که م کنیم فرض ابتدا
کنید فرض است. ضعیف پشتیبان رأس ی لذا و نیست قوی پشتیبان xd−۳ پس م باشد،
فرض م توان مسأله کلیت دادن دست از بدون ،f(xd−۳) = ۰ چون باشد. L(xd−۳) = x′
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کرد فرض م توان آن گاه باشد، u قوی پشتیبان فرزند دارای xd−۳ اگر .f(x′) = ۱ که کرد
پشتیبان فرزند xd−۳ بنابراین است. تناقض در f بودن γPR(T⁃تابع ) با که ،f(u) = ۲ که
ضعیف پشتیبان فرزند دارای xd−۳ که م شود نتیجه ۱ .۱ .۵ لم از ر دی طرف از ندارد. قوی
که کنید فرض م کند. بازی xd−۲ به شبیه نقش x′ جز به xd−۳ فرزند هر بنابراین نیست.
به توجه با .T ′ = T − Txd−۲ دهید قرار باشد. xd−۲ و x′ از غیر xd−۳ فرزند u و deg(xd−۳) ≥ ۴
احاطه گر تابع ی f |T ′ که م گیریم نتیجه ،f(xd−۲) = ۰ و م باشد تابع ⁃γPR(T ) ی f این که
فرض .γr(T ′) ≤ γPR(T

′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ لذا و است T ′ درخت روی کامل روم
در .N(x) = {u, y, z} و N(u) = {xd−۳, x} دهید قرار باشد. γr(T⁃تابع

′) ی f ′ که کنید
،f ′(xd−۳) ̸= ۱ اگر .f ′(y) = f ′(z) = f ′(u) = ۰ و f ′(x) = ۲ که کرد فرض م توان این صورت
۲ وزن تخصیص با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی به را f ′ تابع م توان آن گاه
کنید فرض حال .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد. توسیع آن همسایه سه ۰ وزن و xd−۱ به
حداقل ،f ′(w) = ۰ که w ∈ N(xd−۳) \ {u} رأس هر برای ،f ′(u) = ۰ چون .f ′(xd−۳) = ۱ که
را f ′ تابع م توان بنابراین .f ′(w′) ̸= ۰ به طوری که دارد وجود w′ ∈ N(w) \ {xd−۳} رأس ی
همسایه سه ۰ وزن و xd−۱ به ۲ وزن اختصاص با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع به
که م شود نتیجه حالت دو هر در بنابراین .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد. توسیع آن
بنابراین و γPR(T

′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ = γr(T
′) ≤ γPR(T

′) لذا .γr(T ′) = γr(T ) − ۲
.γr(T ′) = γPR(T

′)

نیست کامل روم احاطه گر که γr(T⁃تابع
′) هر آن گاه نباشند، برابر قویاً γPR(T

′) و γr(T
′) اگر

آن همسایه سه به ۰ وزن و xd−۱ رأس به ۲ وزن تخصیص با γr(T⁃تابع ) ی به م توان را
بنابراین است. تناقض در γr(T ) ≡ γPR(T ) با که نیست، کامل روم احاطه گر که داد توسیع
از زیرا T ∈ F این صورت در .T ′ ∈ F که م شود نتیجه استقراء فرض طبق و γr(T

′) ≡ γPR(T
′)

م آید. به دست O۵ ر عمل از استفاده با T ′ درخت
،deg(xd−۴) = ۲ اگر باشد. پشتیبان رأس نیز و deg(xd−۳) = ۳ م کنیم فرض بنابراین
xd−۴ رأس وزن تغییر و ۱ به xd−۵ و xd−۳ رئوس وزن تغییر با لذا و f(xd−۵) = ۰ به وضوح آن گاه
تناقض ی که نم باشد، کامل روم احاطه گر که م آید به دست جدید γr(T⁃تابع ) ی ۰ به
به توجه با .T ′ = T − Txd−۳ دهید قرار .deg(xd−۴) ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین است.
تابع ی f |T ′ که م گیریم نتیجه ،f(xd−۳) = ۰ همچنین و م باشد γPR(T⁃تابع ) ی f این که
فرض .γr(T ′) ≤ γPR(T

′) ≤ γPR(T )− ۳ = γr(T )− ۳ لذا و است T ′ برای کامل روم احاطه گر
وزن دادن با را f ′ تابع م توان آن گاه ،f ′(xd−۴) ̸= ۱ اگر باشد. γr(T⁃تابع

′) ی f ′ که کنید
احاطه گر تابع ی به T درخت از باق مانده رئوس ر دی ۰ وزن و x′ به ۱ وزن ،xd−۱ رأس به ۲

.γr(T ) ≤ γr(T
′) + ۳ لذا و داد توسیع γr(T ′) + ۳ وزن با T درخت برای ضعیف روم

ی حداقل ،f ′(u) = ۰ با u ∈ N(xd−۴) رأس هر برای اگر .f ′(xd−۴) = ۱ که کنید فرض ادامه در
،xd−۱ به ۲ وزن دادن با را f ′ تابع م توان آن گاه باشد، داشته وجود f ′(w) > ۰ با w ∈ N(u) رأس
درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی به T از باق مانده رئوس ر دی به ۰ وزن و x′ به ۱ وزن
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u ∈ N(xd−۴) رأس که م کنیم فرض .γr(T ) ≤ γr(T
′)+۳ لذا و داد توسیع γr(T ′)+۳ وزن با T

در .f ′(w) = ۰ باشیم داشته w ∈ N(u) − xd−۴ هر برای به طوری که دارد وجود f ′(u) = ۰ با
.f ′(y) ≠ ۰ باشیم داشته y ∈ N(xd−۴)−{u} هر برای است γr(T⁃تابع

′) ی f ′ چون این صورت
در .f ′(y) ̸= ۰ به طوری که دارد وجود y ∈ N(xd−۴) رأس ،deg(xd−۴) ≥ ۳ این که به توجه با
م شود. حاصل g′ جدید γr(T⁃تابع ) ی ،۱ به u و صفر به xd−۴ رئوس وزن تغییر با این صورت
γPR(T

′) ≤ γPR(T )−۳ = γr(T )−۳ = γr(T
′) ≤ γPR(T

′) بنابراین .γr(T ′) = γr(T )−۳ در نتیجه،
.γr(T ′) = γPR(T

′) لذا و
.g′(xd−۴) = ۰ که م کنیم فرض ابتدا م باشد. γr(T⁃تابع

′) ی g′ که کنید فرض حال
باق مانده رئوس به ۰ وزن و x′ به ۱ وزن ،xd−۱ به ۲ وزن دادن با را g′ م توانیم این صورت در
وزن xd−۴ به γr(T⁃تابع ) هر این که به توجه با داد. توسیع γr(T⁃تابع ) ی به T درخت از
رأس هر برای اگر .g′(xd−۴) = ۱ که کنید فرض ادامه در م رسیم. تناقض به م دهد ۲
آن گاه باشد، داشته وجود g′(w) > ۰ با w ∈ N(u) رأس ی حداقل g′(u) = ۰ با u ∈ N(xd−۴)
رئوس ر دی ۰ وزن و x′ به ۱ وزن ،xd−۱ به ۲ وزن دادن با γr(T⁃تابع ) ی به را g′ م توان
تناقض به م دهد، ۲ وزن xd−۴ رأس به γr(T⁃تابع ) هر چون داد. توسیع T از باق مانده

م دهد. ۲ وزن xd−۴ به γr(T⁃تابع
′) هر که کرد فرض م توان بنابراین م رسیم.

که γr(T⁃تابع
′) هر آن گاه نباشند، برابر قویاً γPR(T

′) و γr(T
′) صورت که در همچنین

وزن و x′ به ۱ وزن ،xd−۱ رأس به ۲ وزن اختصاص با م توان را نیست کامل روم احاطه گر
در γr(T ) ≡ γPR(T ) با که داد توسیع γr(T⁃تابع ) ،T ی به درخت از باق مانده رئوس ر دی ۰
توجه با طرف از .T ′ ∈ F استقراء، فرض طبق لذا و γr(T

′) ≡ γPR(T
′) بنابراین است. تناقض

.T ∈ F که م گیریم نتیجه م آید، به دست O۶ ر عمل از استفاده با T ′ از T درخت این که به
xd−۳ از فرزند هر این صورت در نباشد. قوی پشتیبان رأس xd−۳ که کنید فرض حال
γPR(T⁃تابع ) ی f این که به توجه با .T ′ = T − Txd−۲ دهید قرار دارد. xd−۲ به شبیه نقش
داریم لذا و است T ′ روی کامل روم احاطه گر تابع f |T ′ تابع در نتیجه ،f(xd−۲) = ۰ و م باشد
قرار است. γr(T⁃تابع

′) ی f ′ که کنید فرض .γr(T ′) ≤ γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲

که کرد فرض م توان به وضوح این صورت در .N(x) = {u, y, z} و N(u) = {xd−۳, x} دهید
به را f ′ تابع م توان آن گاه ،f ′(xd−۳) ̸= ۱ اگر .f ′(y) = f ′(z) = f ′(u) = ۰ و f ′(x) = ۲
آن همسایه سه ۰ وزن و xd−۱ به ۲ وزن تخصیص با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع
توجه با .f ′(xd−۳) = ۱ که کنید فرض ادامه در .γr(T ) ≡ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد. توسیع
ی حداقل ،f(w) = ۰ که w ∈ N(xd−۳) − {u} رأس هر برای م باشد f ′(u) = ۰ این که به

به را f ′ تابع م توان بنابراین .f ′(w′) ̸= ۰ به طوری که دارد وجود w′ ∈ N(w) − {xd−۳} رأس
آن همسایه سه ۰ وزن و xd−۱ به ۲ وزن دادن با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی
لذا .γr(T ′) = γr(T ) − ۲ دوحالت هر در در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد. توسیع
فرض .γr(T ′) = γPR(T

′) بنابراین و γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ = γr(T

′) ≤ γPR(T
′)

.g′(u) = ۰ که کنیم فرض م توانیم این صورت در باشد. دلخواه γr(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید



۵۵ γr(T ) ≡ γP
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وزن و xd−۱ به ۲ وزن دادن اختصاص با g γr(T⁃تابع ) ی به را g′ م توان قبل مشابه بنابراین
ی g که م شود نتیجه ،γr(T ) ≡ γPR(T ) این که به توجه با داد. توسیع آن همسایه سه ۰

فرض طبق لذا و γr(T
′) ≡ γPR(T

′) بنابراین است. γPR(T⁃تابع
′) ی g′ لذا و است γPR(T⁃تابع )

.T ∈ F لذا و م شود حاصل O۵ ر عمل با T ′ از T طرف از .T ′ ∈ F استقراء
.deg(xd−۳) = ۲ : ۲.۲ زیرحالت

xd−۵ وزن تغییر و ۱ به xd−۳ وزن تغییر ،۰ به xd−۴ وزن تغییر با آن گاه ،deg(xd−۴) = ۲ اگر
م شود حاصل γr(T ) حداکثر وزن با g ضعیف روم احاطه گر تابع ی ،max{f(xd−۵), ۱} به

.g(xd−۴) ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که ،g(xd−۳) ̸= ۰ که
چون .T ′ = T − Txd−۲ دهید قرار باشد. پشتیبان رأس ی xd−۴ که کنید فرض ابتدا
لذا و است T ′ درخت برای کامل روم احاطه گر تابع ی f |T ′ بنابراین است، f(xd−۲) = ۰
باشد. تابع γr(T

′) ی g′ که کنید فرض حال .γr(T ′) ≤ γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲

.g′(xd−۴) = ۲ کنیم فرض م توانیم م باشد. قوی پشتیبان رأس ی T ′ درخت در xd−۴ چون
به ۲ وزن دادن با T درخت برای ضعیف روم احاطه گر تابع ی به را g′ تابع این صورت در
دو هر در در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد. توسیع آن همسایه سه ۰ وزن و xd−۱
γPR(T

′) ≤ γPR(T )− ۲ = γr(T )− ۲ = γr(T
′) ≤ γPR(T

′) لذا .γr(T ′) = γr(T )− ۲ داریم حالت
.γr(T ′) = γPR(T

′) بنابراین و
فرض م توانیم این صورت در باشد. دلخواه γr(T⁃تابع

′) ی g′ که کنید فرض طرف از
ی به را g′ تابع م توان قبل مشابه بنابراین باشد. g′(xd−۳) = ۰ و g′(xd−۴) = ۲ که کنیم

این که به توجه با داد. توسیع آن همسایه سه به ۰ وزن و xd−۱ به ۲ وزن دادن با g γr(T⁃تابع )

γPR(T⁃تابع
′) ی g′ لذا و م باشد γPR(T⁃تابع ) ی g که م گیریم نتیجه ،γr(T ) ≡ γPR(T )

با T ′ از T چون همچنین .T ′ ∈ F استقراء فرض طبق لذا و γr(T
′) ≡ γPR(T

′) بنابراین است.
.T ∈ F که م گیریم نتیجه م شود، حاصل O۴ ر عمل

xd−۴ رأس که م شود نتیجه ۱ .۱ .۵ لم از نباشد. پشتیبان رأس xd−۴ که کنید فرض حال
درجه با قوی پشتیبان فرزند xd−۴ رأس ،۲ .۱ .۵ لم طبق همچنین ندارد. ضعیف پشتیبان فرزند
.ℓv = deg(v)−۱ ≥ ۳ به طوری که باشد v قوی پشتیبان فرزند دارای xd−۴ کنید فرض ندارد. سه
کامل روم احاطه گر تابع ی f |T ′ و f(v) = ۲ به وضوح این صورت در .T ′ = T −Tv دهید قرار
فرض .γr(T ′) ≤ γPR(T

′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ بنابراین م باشد. T ′ درخت برای
احاطه گر تابع ی به تواند م g′ تابع این صورت در باشد. γr(T⁃تابع

′) ی g′ که کنید
شود. داده توسیع آن همسایه سه ۰ وزن و v به ۲ وزن دادن با T درخت روی ضعیف روم
داریم بنابراین .γr(T ′) = γr(T ) − ۲ حالت دو هر در در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین
.γr(T ′) = γPR(T

′) لذا و γPR(T
′) ≤ γPR(T )− ۲ = γr(T )− ۲ = γr(T

′) ≤ γPR(T
′)

⁃γr(T ) ی به م تواند g′ این صورت در باشد. دلخواه γr(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید فرض حال

توجه با شود. داده توسیع آن برگ همسایه های ۰ وزن و v به ۲ وزن دادن اختصاص با g تابع
نیز g′ لذا و است γPR(T⁃تابع ) ی g که م گیریم نتیجه م باشد، γr(T ) ≡ γPR(T ) این که به



ضعیف و کامل روم احاطه گری تابع ۵۶
از T .T ′ ∈ F استقراء فرض طبق لذا و γr(T

′) ≡ γPR(T
′) بنابراین م باشد. γPR(T⁃تابع

′) ی
.T ∈ F که م شود نتیجه م آید، به دست O۱ چون طرف از ر عمل با T ′

.ℓv < deg(v)−۱ باشیم داشته xd−۴ از v پشتیبان فرزند هر برای که م کنیم فرض ادامه در
باشد xd از غیر Txd−۴ درخت از برگ ی y۰ که کنید فرض .N(xd−۱) = {xd, y, xd−۲} دهید قرار
کوتاه ترین xd−۴yt . . . y۱y۰ کنید فرض است. xd−۴ رأس از ماکسیمم فاصله در y۰ همچنین و

.t ̸∈ {۰, ۱} که م دانیم قبل به توجه با .t ≤ ۳ به وضوح باشد. xd−۴ به y۰ از مسیر
و deg(y۱) ≥ ۳ که م شود نتیجه ۱ .۱ .۵ لم از این صورت در .t = ۲ کنید فرض ابتدا
و م باشد γPR(T⁃تابع ) ی f این که به توجه با م باشد. قوی پشتیبان رأس ی y۱ بنابراین
.deg(y۲) ≥ ۳ بنابراین .f(y۲) ̸= ۰ لذا و f(y۱) = ۲ که کنیم فرض م توانیم ما ،f(xd−۴) = ۲
رأس ی y۲ از u فرزند که م شود نتیجه ۱ .۱ .۵ لم از آن گاه نباشد، پشتیبان رأس y۲ اگر
رأس وزن تغییر با این صورت در .f(u) = ۲ که کنیم فرض م توانیم لذا و است قوی پشتیبان
تناقض ی که م آید به دست γr(T ) از کمتر وزن با ضعیف روم احاطه گر تابع ی ۰ به y۲
بدون .L(y۲) = {y′۲} دهید قرار باشد. ضعیف پشتیبان رأس ی y۲ که کنید فرض حال است.
با این صورت در ،f(y′۲) = ۰ و f(y۲) = ۱ که کرد فرض م توان مسأله کلیت دادن دست از

روم احاطه گر که م شود حاصل جدید γr(T⁃تابع ) ی ،۱ به y′۲ رأس و ۰ به y۲ وزن تغییر
قوی پشتیبان رأس ی y۲ که م کنیم فرض بنابراین است. تناقض ی که نیست، کامل
و f(y۲) = ۲ که کنیم فرض م توانیم آن گاه ،L(y۲) = {y′۲, y′′۲} و ℓy۲ = ۲ اگر م باشد.
۱ به y′′۲ و y′۲ رأس وزن تغییر و ۰ به y۲ رأس وزن تغییر با این صورت در .f(y′۲) = f(y′′۲) = ۰
است. تناقض ی که نیست، کامل روم احاطه گر که م آید به دست جدید γr(T⁃تابع ) ی
م شود نتیجه ۲ .۱ .۵ لم از این صورت در .f(y۲) = ۲ لذا و ℓy۲ ≥ ۳ که م کنیم فرض بنابراین
تابع ی f |T ′ و f(y۱) = ۲ به وضوح این صورت در .T ′ = T − Ty۱ دهید قرار .deg(y۱) ≥ ۴ که
.γr(T ′) ≤ γPR(T

′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ لذا و م باشد T ′ برای کامل روم احاطه گر
احاطه گر تابع ی به را g′ تابع م توان این صورت در باشد. γr(T⁃تابع

′) ی g′ که کنید فرض
توسیع آن برگ همسایه های همه ۰ وزن و y۱ به ۲ وزن دادن با T درخت برای ضعیف روم
بنابراین .γr(T ′) = γr(T ) − ۲ دوحالت هر در در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین داد.
فرض حال .γr(T ′) = γPR(T

′) لذا و γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ = γr(T

′) ≤ γPR(T
′)

وزن دادن با g γr(T⁃تابع ) ی به را g′ م توان لذا باشد. دلخواه γr(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید

،γr(T ) ≡ γPR(T ) این که به توجه با داد. توسیع آن برگ همسایه های همه ۰ وزن و y۱ به ۲
بنابراین م باشد. γPR(T⁃تابع

′) ی نیز g′ لذا و م باشد γPR(T⁃تابع ) ی g که م گیریم نتیجه
نتیجه م شود، حاصل O۱ ر عمل با T ′ از T چون طرف از . T ′ ∈ F لذا و γr(T

′) ≡ γPR(T
′)

.T ∈ F که م گیریم
کنیم فرض م توانیم دارد xd با سان ی نقش y۰ این که به توجه با .t = ۳ که کنید فرض
دهید قرار م باشد. سه درجه از قوی پشتیبان رأس ی y۱ و deg(y۲) = deg(y۳) = ۲ که
برای کامل روم احاطه گر تابع ی f |T ′ این صورت در .L(y۱) = {y۰, y′۰} و T ′ = T − Txd−۲



۵۷ γr(T ) ≡ γP
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g′ که کنید فرض حال .γr(T ′) ≤ γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ لذا و است T ′ درخت

روم احاطه گر تابع ی به م تواند g′ آن گاه باشد، g′(xd−۳) ̸= ۱ اگر تابع باشد. ⁃γr(T
′) ی

داد. توسیع آن همسایه های همه ی به ۰ وزن و xd به ۲ وزن دادن با T درخت برای ضعیف
کرد فرض م توان این صورت در .g′(xd−۳) = ۱ که کنید فرض .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ بنابراین
آن گاه ،g′(xd−۴) = ۱ اگر .g′(xd−۴) ̸= ۲ و g′(y۰) = g′(y′۰) = g′(y۲) = ۰ ،g(y۱) = ۲ که
دادن و ۰ به xd−۳ وزن تغییر و ۲ به xd−۴ رأس وزن تغییر با g γr(T⁃تابع ) ی به را g′ م توان
فرض .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ لذا و داد توسیع آن همسایه های همه به ۰ وزن xd−۱ به ۲ وزن
این صورت در .g′(y۳) = ۱ که کنیم فرض م توانیم این صورت در .g′(xd−۴) = ۰ که کنید
رئوس وزن تغییر و ۲ به xd−۴ رأس وزن تغییر با g γr(T⁃تابع ) ی به را g′ تابع م توان
توسیع آن همسایه های همه ی به ۰ وزن ،xd−۱ رأس به ۲ وزن دادن با و ۰ به y۳ و xd−۳
بنابراین .γr(T ′) ≤ γr(T ) − ۲ حالات همه ی در در نتیجه .γr(T ) ≤ γr(T

′) + ۲ لذا و داد
فرض حالا .γr(T ′) = γPR(T

′) لذا و γPR(T
′) ≤ γPR(T ) − ۲ = γr(T ) − ۲ = γr(T

′) ≤ γPR(T
′)

به م توان را g′ تابع قبل مشابه این صورت در باشد. دلخواه γr(T⁃تابع
′) ی g′ که کنید

به ۲ وزن دادن ،۰ به y۳ و xd−۳ وزن تغییر ، ۲ به xd−۴ رأس وزن تغییر g γr(T⁃تابع ) ی
،γr(T ) ≡ γPR(T ) این که به توجه با داد. توسیع آن همسایه های همه ی به ۰ وزن دادن و xd−۱
بنابراین است. تابع ⁃γPR(T

′) ی g′ لذا و م باشد γPR(T⁃تابع ) ی g که م گیریم نتیجه
به دست O۵ ر عمل با T ′ از T طرف از .T ′ ∈ F استقراء فرض طبق لذا و γr(T

′) ≡ γPR(T
′)

.T ∈ F بنابراین م آید،





۶ فصل
آت کار های برخ برای پیشنهادهایی

دادیم نشان ۴ بخش ۲ فصل در . م دهیم ارائه آینده کارهای برای پیشنهاد هایی فصل این در
این اما است، کامل NP نیز دو بخش گراف های برای حت کامل روم احاطه گری مساله که
درآینده را زیر مسأله م توان لذا و است نشده بررس هنوز گراف ها ر دی انواع مورد در مسأله

داد. قرار بررس مورد
کنید. بررس زیر گراف های در را کامل روم احاطه گر مسأله پیچیدگ ۱ مسأله •

وتری گراف های (a)
مسط گراف های (b)

۳ درجه ماکسیمم با گراف های (ⅽ)
دور تک گراف های (ⅾ)

توسط که درختان کامل روم احاطه گر عدد برای شده ارائه قبل کران ما ،۳ فصل در
هم چنین دادیم، بهبود l ≥ ۲s− ۲ با درختان برای را بود شده ارائه اران هم و هنینگ
و گراف ها برای کامل روم احاطه گر عدد برای شده ارائه قبل کران های ما ۲ فصل در
شرح به ما پیشنهادی سوال های کردیم. بیان پارامتر این برای جدید کران های تعدادی

م باشد: زیر
صورت به یا خاص حالت های در م توان را رساله این در شده ارائه کران های آیا ۲ مسأله •

داد؟ بهبود کل



آت کار های برخ برای پیشنهادهایی ۶۰
احاطه گر توابع مورد در اساس مسائل از ی کردیم، بیان ۴ فصل در که همان طور
یا رأس کردن اضافه و حذف تاثیر که است پارامتر این بودن بحران بررس کامل روم
تمام [۲۸] در اران هم و وانگ است. گراف ی کامل روم احاطه گر عدد روی بر یال
مشخص را نم کند تغییر آن ها کامل روم احاطه گر عدد رأس حذف با که درختان
یال درختان همه ی هم چنین نامیدند. پایدار کامل روم احاطه گر را درختان این و کرد
م کند) پیدا کاهش ها آن کامل روم احاطه گر عدد یال افزودن با که (درختان بحران
به نگرفته اند، قرار بررس مورد هنوز زمینه این در بسیاری سوالات کردیم، مشخص را

م کنیم: اشاره مسائل این از نمونه چند
گراف G′ کنید فرض .γPR(G) = ۳ به وضوح این صورت در باشد، C۴ دور G کنید فرض

به وضوح این صورت در شود حاصل C۴ دور از دلخواه جدید یال ی افزایش با که باشد
که سؤال حال م باشد. بحران γPR⁃یال گراف ی G′ تعریف طبق لذا .γPR(G) = ۲
زیر صورت به که است بحران γPR⁃یال گراف های همه ی کردن مشخص م آید پیش

م شود. مطرح
کنید. مشخص را بحران یال گراف های همه ی ۳ مسأله •

افزایش آن ها کامل روم احاطه گر عدد آن ها از رأس هر حذف با که گراف هایی ۴ مسأله •

کنید. مشخص را م کند پیدا
حذف با همچنین است. γPR(G) = ۲ این صورت در باشد G = P۲ کنید فرض اکنون
آن کامل روم احاطه گری عدد لذا و م شود حاصل رأس تک گراف ی P۲ از رأس هر
این م آید پیش که سؤال حال م یابد. کاهش عدد این نتیجه در م شود، ی برابر
کاهش آن ها کامل روم احاطه گری عدد آن از رأس هر حذف با که گراف هایی که است
مطرح زیر سؤال کل حالت در این صورت در و م باشند خواص چه دارای م کند، پیدا

م شود.
کاهش آن ها کامل روم احاطه گر عدد آن ها از رأس هر حذف با که گراف هایی ۵ مسأله •

کنید. تعیین را م کند پیدا
نظر در همچنین باشد. y و x رأس دو بین یال e و دلخواه گراف ی G کنید فرض
یال حذف با G از حاصل گراف G− e کنید فرض نیز و است γPR(G)⁃تابع ی f یرید ب

روم احاطه گر تابع ی f |G−e آن گاه {f(x), f(y)} ̸= {۰,۲} اگر این صورت در باشد. e
داریم، این صورت در م باشد، G− e گراف برای کامل

γPR(G− e) ≤ w(f |G−e) = w(f) = γPR(G). (۱ .۶)
کنید فرض مسأله کلیت از شدن کاسته بدون ،{f(x), f(y)} = {۰,۲} کنید فرض حال
داشته ،w ̸= x برای و g(x) = ۱ ضابطه با g تابع این صورت در f(y) = ۲ و f(x) = ۰



۶۱
در و م باشد G − e گراف برای کامل روم احاطه گری تابع ی ،g(w) = f(w) باشیم

داریم، نتیجه
γPR(G− e) ≤ w(g) = w(f) + ۱ = γPR(G) + ۱. (۲ .۶)

که، م شود نتیجه (۲ .۶) و (۱ .۶) روابط از بنابراین
γPR(G− e)− ۱ ≤ γPR(G).

با که باشد گراف G′ کنید فرض .γPR(G) = ۲ داریم، G = K۱,۲ گراف برای طرف از
G = P۲ اگر همچنین .γPR(G′) = ۳ این صورت در م آید، بدست G از یال هر حذف
آن کامل روم احاطه گر عدد گراف، از یال تک حذف با و γPR(G

′) = ۲ آن گاه باشد،
م شود. مطرح زیر سؤال لذا و نم کند تغییری

بررس را آن کامل روم احاطه گر عدد روی بر گراف از یال ی حذف تاثیر ۶ مسأله •

کنید.
یال تک افزودن همچنین است، γPR(G) = ۲ این صورت در G = K۱,۲ کنید فرض اکنون
لذا و م باشد ۲ نیز آن کامل روم احاطه گر عدد که م شود حاصل C۳ دور G به e ∈ Ḡ

داد. پیشنهاد م توان را زیر سؤال بنابراین و نم کند تغییر عدد این
آن کامل روم احاطه گر عدد e ∈ Ḡ یال هر کردن اضافه با که گراف هایی تمام ۷ مسأله •

کنید. مشخص را م ماند باق تغییر بدون ها
ضعیف روم احاطه گری عدد و کامل روم احاطه گر عدد رابطه مورد در ۵ فصل در

روم احاطه گر عدد و کامل روم احاطه گری عدد که درختان تمام و کردیم صحبت
در G = C۳ کنید فرض اگر اکنون کردیم. تعیین را هستند برابر قویاً آن ها ضعیف
م توان بنابراین .γR(G) ≡ γPR(G) به وضوح همچنین و γR(G) = γPR(G) = ۲ این صورت

داد. پیشنهاد را زیر مسأله
آن ها روم احاطه گر عدد و کامل روم احاطه گر عدد که گراف هایی همه ی ۸ مسأله •

کنید. مشخص را است برابر قویاً
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۶۸

آ. ۱: نماد ها جدول
نام نماد

گراف G

درخت T

رأس ها مجموعه V

یال ها مجموعه E

کامل گراف Kn

رأس n دور Cn

کامل دوبخش گراف Kn,m

G در v رأس باز همسای NG(v)

G در v رأس بسته همسای NG[v]

G در v رأس درجه degG(v)

G گراف درجه ماکسیمم ∆(G)

G گراف درجه مینیمم δ(G)

G در s توسط شده تولید القایی زیر گراف G[s]

G گراف مل م Ḡ

رأس n مسیر Pn

v و u رأس دو بین فاصله dG(u, v)

G گراف قطر diam(G)

G گراف کمر g(G)

v رأس در شده ریشه دار زیر درخت Tv

f تابع وزن W (f)

f تابع تحت x رأس وزن f(x)

G گراف احاطه گر عدد γ(G)

G گراف کامل احاطه گری عدد γP (G)

G گراف روم احاطه گری عدد γR(G)

G گراف کامل روم احاطه گری عدد γP
R(G)

G گراف ضعیف روم احاطه گری عدد γr(G)
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۱۷ NP⁃کامل، مسأله
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۳۳ پایدار، کامل روم احاطه گر گراف

۲ اندازه،
۲ برگ،

۵ ، روم احاطه گر تابع
۶ ضعیف، روم احاطه گر تابع
۵ کامل، روم احاطه گر تابع

۲ درجه،
۳ درخت،

۴ ریشه دار، درخت
۳ دور،

۲ رأس،
۲ آویزان، رأس
۲ منفرد، رأس

۲ پشتیبان، رأس
۴ درخت، ریشه

۲ تقسیم، زیر
۲ القایی، زیرگراف

۴ زیر درخت،
۴ مضاعف، ستاره
۱۷ پذیری، صدق

۲ طوقه،
۴ کامل، گر احاطه عدد

۵ ، روم احاطه گر عدد
۴ احاطه گری، عدد

۶ ضعیف، روم احاطه گری عدد
۵ کامل، روم احاطه گری عدد

۳ فاصله،
۴ فرزند،
۳ قطر،

۲ درجه، ماکسیمم
۴ کامل، گر احاطه مجموعه

۴ احاطه گر، مجموعه
۲ مرتبه،

۱۷ NP⁃سخت، مسأله
۳ مسیر،

۲ درجه، مینیمم
۱۶ نوردهوس⁃گدوم،

۲ باز، همسای
۲ بسته، همسای

۴ پدر،
۳ کمر،

۲ گراف،
۳ وتری، گراف

۳ ، دو بخش گراف
۳ کامل، دو بخش گراف

۲ ساده، گراف
۳ ، غیر بدیه گراف

۷۹
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۲ ، متناه گراف
۳ منتظم، گراف
۳ مل، م گراف
۳ همبند، گراف
۴ وزن دار، گراف

۳ کامل، گراف
۳ گشت،

۲ یال،
۲ موازی، یال های



Abstract

A perfect Roman dominating function on a graph G is a function f : V −→ {0, 1, 2}

satisfying the condition that every vertex u with f(u) = 0 is adjacent to exactly one

vertex v for which f(v) = 2. The weight of a perfect Roman dominating function f is the

sum of the weights of the vertices. The perfect Roman domination number of G, denoted

γPR(G), is the minimum weight of a perfect Roman dominating function in G. In this

thesis, we study this parameter and present some new bounds for it. Then, we show that

the PERFECT ROM-DOM problem is NP-complete, even when restricted to bipartite

graphs. Also, we will improve some of previous given bounds and especially we present

a new upper bound for the class of trees. Moreover, we characterize the class of perfect

Roman domination edge critical trees. Finally, we provide a constructive characterization

of the trees for which the perfect Roman domination number strongly equals the weak

Roman domination number.

Keywords:

Domination number, Roman domination number, Perfect Roman domination number,

Weak Roman domination number, Graph, Tree.
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