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1 فصل
تاریخچه و مقدمه

تاریخچه 1.1

هاي سیستم مهم هاي ویژگی برخی سازي مشخصه و بررسی روي بسیاري کارهاي گذشته دهه دو طول در

است. گرفته صورت مثبت خطی

پذیري کنترل و پذیري دسترسی والچر5 و [٨] جیمز4 ، [٢٠] رامچف3 ، [۴] شاپیرو2 ، [۴] کاکسون1 آقایان

خواهد تعریف بعد هاي فصل در (که پذیري6 مشاهده اند. داده قرار بررسی مورد را مثبت خطی هاي سیستم

دسترس هاي مجموعه ساختار است. شده مطالعه هاف8 دن وان و [١٧] اوتا7 توسط ها سیستم این شد)

وان و اندرسون11 توسط سیستم سازي کمینه و بنونتی10 فرینا9، رامچف، توسط آنها مجانبی رفتار و پذیر

و والچر فرناسینی12، توسط مثبت بعدي دو خطی هاي سیستم و اند. گرفته قرار بررسی مورد هاف دن

است. گردیده مطالعه [١٠] کاکزورك13
1Coxson
2Shapiro
3Rumchev
4James
5Valcher
6identifiability
7Ohta
8Van Den Hof
9Farina
10Benvenuti
11Anderson
12Fornasini
13Kaczorek

1
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نشده کنترل سیستم :1.1 شکل

گرفته قرار بحث مورد کاکزورك و [١٠] برمن14 مانند افرادي توسط نیز مثبت هاي سیستم پسخورد کنترل

محدودیت بدون خطی حالت خورد پس از استفاده با را مثبت خطی هاي سیستم پایداري کاکزورك است.

گرشگورین15 قضیه اساس بر را مسئله که حلی راه و گرفت نظر در بسته حلقه سیستم در نامنفی کنترل

داد. ارائه را نماید حل

مقدماتی نمادهاي و تعریفها 2.1

سیستم: .1.2.1 تعریف

می کار همدیگر با مجموعه یک عنوان به که اعضا، از اي مجموعه یا و عضو یک از است عبارت سیستم16

کنند.

نشده کنترل سیستم یک از اي نمونه و دهد، می نشان را خروجی و ورودي ساده رابطه شکل(1.1)یک

کند. می توصیف را فیزیکی دنیاي در موجود شرایط که است

مثال: چند

•نیروگاه

الکتریسیته آن خروجی و نموده عمل سیستم یک عنوان به نیروگاه باشد. می سوخت سیستم این ورودي

باشد. می

الکتریکی •موتور
14Berman
15Gersgorin theorem
16system
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گردد. می باشد، می موتور که سیستم دوران موجب که باشد می الکتریسیته سیستم این ورودي

زلزله طول در •ساختمان

سازه پاسخ خروجی سیگنال و است ورودي سیگنال همان فونداسیون حرکت و است سازه همان سیستم

است.

کنترل هاي سیستم معرفی 1.2.1

در انسان پیشرفت علل از یکی طبیعت، نیروهاي جمله از مختلف هاي سیستم کنترل براي بشر تقاضاي

نحوه پوشاند. عمل جامه را بشر آرزوهاي از بسیاري کنترل، مهندسی بیستم قرن خلال در است. تاریخ طول

با مستقیما انسان دست که کرد می ایجاب شد، ساخته بشر دست به که اي اولیه وسایل و ها ماشین کار

(هر متناوب طور به و دائما دستگاه یا ماشین یک بنابراین کند. کنترل را آنها رفتار و بوده تماس در آنها

می قرار استفاده مورد هایی قسمت در کنترل علم امروزه اما است. داشته کنترل به احتیاج دقیقه) چند

حرارت، درجه دقیق کنترل قبیل از مسائل از بسیاري در نیست. آنها انجام به قادر سادگی به انسان که گیرد

و درك به قادر انسان که ها رشته سایر و مهندسی اي، هسته علوم جوابگیري، سرعت گیري، اندازه در دقت

از استفاده طرز توسعه و رشد کند. می ایفا را حیاتی و اساسی نقش خودکار کنترل نیست، آنها سریع حل

چون است. گذارده بشر زندگی در مشخصی اثر اخیر، سال 35 تا 30 خلال در خودکار کنترل هاي دستگاه

کیفیت بهبود دینامیکی، هاي سیستم عملکرد نوع بهترین اجراي جهت خودکار کنترل از استفاده و پیشرفت

نام است. شده سبب را ها سیستم فرمان و کنترل زیاد سهولت و تولید درصد ازدیاد محصول، قیمت زوال و

سلسله یک خودکار طور به و لحظه هر در که شود می اطلاق وسایلی به اصولا خودکار کنترل هاي سیستم

کنند. می اصلاح را آن باشد داشته شده بینی پیش نتیجه یا وضع با اختلافی اگر و بررسی، را خود اعمال از

اخیر سالهاي در خودکار کنترل مدارهاي کاربرد از مثالهایی خلبان بدون هواپیماي یا راننده بدون اتومبیل

ارتفاع نیست، بینی پیش قابل کامل طور به قبل از که جوي شرایط گونه هر در خلبان بدون هواپیماي است.
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باز حلقه کنترل سیستم :2.1 شکل

سیستم براي کلی طور به رساند. می انجام به برنامه طبق را پرواز و کند می حفظ را افق با حرکت زاویه و

شود: می تعریف اساسی خصوصیت سه خودکار کنترل هاي

کنترل قابل خارجی، عوامل و ها پارازیت از مستقل قبولی قابل حد تا خودکار کنترل مدار یک کار .1

است.

دهد. وفق نیست بینی پیش قابل که شرایطی با را خود تواند می سیستم .2

است. انسان عمل دقت از بالاتر مراتب به موارد اکثر در و خوب؛ بسیار عمل دقت .3

کنترل: هاي سیستم بندي تقسیم

اساسی تفاوت شوند. می تقسیم بسته18 حلقه و باز17 حلقه عمده نوع دو به کلی طور به کنترل هاي سیستم

است. بسته مدار هاي سیستم در خورد19 پس شاخه کاربرد از ناشی کنترل هاي سیستم از گروه دو این

باز حلقه کنترل هاي سیستم .2.2.1 تعریف

نیست. عمل آن نتیجه تاثیر تحت کنترل عمل آنها در که هستند هایی سیستم باز حلقه کنترل هاي سیستم

.(2.1 (شکل ندارد اثري کنترل عمل روي بر سیستم خروجی دیگر عبارت به

17open-loop
18close-loop
19feed back
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سیستم یک دارد نما قطب یک فقط هواپیما خلبان و کند می پرواز ابرها بالاي در که هواپیمایی مثلا

دلخواه مقصد به خود نماي قطب کمک به تواند می خلبان آل ایده حالت در دهد. می تشکیل را باز حلقه

تصحیح براي خلبان العمل عکس اینکه به توجه با همچنین و بگیریم نظر در را باد و هوا جریان اگر ولی برسد،

شود. می منحرف قدري خود اصلی مسیر از هواپیما طولانی پروازهاي براي معمولا است، آهسته هواپیما مسیر

(پسخورد) بسته حلقه کنترل هاي سیستم .3.2.1 تعریف

یا خروجی و دهنده فرمان یا اصلی ورودي بین مشخصی رابطه باز، حلقه سیستم یک در که شد ملاحظه

قسمت بر که اغتشاشات یا فرعی هاي ورودي علت به است ممکن رابطه این ولی است. موجود گیرنده فرمان

نمی ورودي تنظیم با فقط باز حلقه سیستم یک در بنابراین کند. تغییر شود، می وارد مدار مختلف هاي

به بخاري جریان و گرم برقی بخاري یک توسط که اتاقی اگر مثلا بود. مطمئن کاملا خروجی نتیجه از توان

بخاري، بوسیله شده داده کالري و مقاومت اندازه بین معینی رابطه شود، تنظیم متغیر مقاومت یک وسیله

براي و است مقاومت اندازه فرمان تحت اتاق دماي مثال این در بود. خواهد موجود اتاق دماي نتیجه در و

مقدار همان براي شود، باز اتاق هاي پنجره از یکی اگر حال داشت. خواهد وجود معینی دماي مقاومت، هر

تعیین حالت این در لذا نماید. می اختیار را دیگري مقدار بلکه بود، نخواهد ثابت اتاق دماي دیگر مقاومت،

دماي که شود تعبیه دستگاهی باید بلکه نیست، کافی نظر مورد دماي ایجاد براي مستقیما مقاومت، مقدار

لازم مقدار با متناسب را مقاومت باشد لازم اگر بررسی ضمن در و کند بررسی مختلف شرایط در را اتاق

شود داده قرار الکتریکی جریان راه سر در و اتاق در ترموستات یک کنید فرض منظور این براي دهد. تغییر

عمل نوعی جدید شرایط به توجه با کند، باز مطلوب دماي از تر پایین دماي در را جریان کلید که طوري به

حالت این در برقی). اتوهاي کنترل (نظیر است شده خنثی فرعی ورودي اثر و شده انجام دما طرف از فرمان

نیست. باز حلقه فرمان مدار
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بسته حلقه کنترل سیستم :3.1 شکل

براي مثال عنوان به گذارد. می اثر کنترلی سیستم خروجی روي بر که است عاملی آشفتگی یا اختلالات

باد سرعت یا دما تغییر پنجره، شدن باز مانند عواملی به توان می مرکزي حرارت سیستم یک در اختلال

و بیشتر پیچیدگی داراي باشد، اغتشاشات بر غلبه به قادر که کنترلی سیستم نمود. اشاره ساختمان خارج

داشت. خواهد ناپایداري امکان البته که بود خواهد بیشتر هزینه نتیجه در

دما کننده کنترل با الکتریکی •گرمکن

مرجع، ورودي و خروجی بین پیشنهادي رابطه یک از اغلب (پسخوردي) بسته حلقه کنترلی سیستم یک •

کند. می استفاده فرایند کنترل براي و شده تقویت

به کنترل براي و شده تقویت مرجع، ورودي و کنترل تحت فرایند خروجی بین تفاضل موارد اغلب در •

یابد. کاهش تدریج به اختلاف این که نحوي به گردد می اعمال فرایند

باشد. می کنترل هاي سیستم طراحی و تحلیل مبناي خورد، پس مفهوم •

مطلوب خروجی با آن مقایسه براي را سیگنال این و گرفته اندازه را خروجی بسته، حلقه کنترل سیستم یک •

(شکل4.1). نماید می خورد پس فرمان) یا (مرجع

پسخورد: مشخصات

شود: می سیستم در زیر هاي ویژگی ایجاد باعث خورد پس وجود
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خورد پس با کنترل سیستم :4.1 شکل

دقت افزایش .1

سیستم مشخصات سایر و پارامترها در تغییرات مقابل در ورودي به خروجی نسبت حساسیت کاهش .2

نویز یا خارجی اختلالات اثر کاهش .3

کنترل: سیستم هاي مدل

تحلیل، قابل شکل به را آن اجزاي و سیستم آرایشآن توصیف یا خصوصیات باید کنترل نمایشسیستم براي

آورد. در ارزیابی و طراحی

است: شده برده کار به روش سه امر این براي

و لاپلاس تبدیل مانند ریاضی روابط یا و تفاضلی معادلات دیفرانسیل، معادلات فرم به ریاضی مدل .1

z

بلوکی نمودارهاي .2

جریان مسیر هاي نمودار .3

رفتار جزئیات ارائه براي مثلا نیازند. مورد کمّی مقادیر که شوند می استفاده هنگامی ریاضی هاي مدل •

شود. می برده کار به سیستم به شده داده ورودي یک به خورد پس سیستم خروجی

مشخصه: معادله .4.2.1 تعریف
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شود: می تعریف زیر صورت به An×n ماتریس مشخصه20 معادله یا مشخصه اي جمله چند

p(z) = det[Iz −A] = (z − z١)(z − z٢) · · · (z − zn)

ویژه: مقدار .5.2.1 تعریف

و نامند A ماتریس ویژه21 مقادیر را هستند det[Iz − A] = ٠ معادله هاي ریشه که z١, z٢, · · · , zn مقادیر

گویند. A طیف22 را آنها مجموعه

مینیمال: اي چندجمله .6.2.1 تعریف

دارد، را درجه حداقل که است اي چندجمله یک A مانند ماتریس یک براي Ψ(λ) مینیمال23 اي چندجمله

باشد. Ψ(A) = ٠ که طوري به

ماتریس: رد .7.2.1 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به A ماتریس اثر یا 24 رد باشد؛ aij هاي درایه با n× n ماتریسی A اگر

tr(A) = a١١ + a٢٢ + · · ·+nn =
n∑

i=١
aii

تکین: ماتریس .8.2.1 تعریف

را باشند صفر آن هاي درایه بقیه و باشد مثبت درایه یک داراي تنها ستون هر و سطر هر در که ماتریسی

.[٧,١٠] خوانیم تکین25 ماتریس

تبدیل: ماتریس .9.2.1 تعریف

یک تنها ماتریس این ستون هر و سطر هر در که است، تکین ماتریس از خاص حالت یک تبدیل26 ماتریس

.[٧,١٠] هستند صفر آن هاي درایه بقیه و دارد وجود یک درایه
20characteristic equation
21eigen values
22spectral
23minimal polynomial
24trace
25monomial matrix
26Transition matrix
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است. نامنفرد27 قطري ماتریس یک و تبدیل ماتریس یک حاصلضرب تکین ماتریس یک

مثبت: ماتریس .10.2.1 تعریف

نداشته منفی درایه و باشد مثبت آن هاي درایه از یکی حداقل اگر ، نامیم28 مثبت را A ∈ Rn×n ماتریس

.[٧,١٠,١۶] باشد

تکین ماتریس یک اگر تنها و اگر است مثبت مثبت، مربعی ماتریس یک معکوس29 ماتریس .11.2.1 قضیه

.[١۶] باشد

آنگاه باشد؛ A ماتریس ماکسیمم ویژه مقدار یک r اگر .12.2.1 قضیه

miniri ≤ r ≤ maxiri

و

minjcj ≤ r ≤ maxjcj

A ماتریس ستون امین j و سطر امین i هاي درایه مجموع ترتیب به cj =
∑n

i=١ aij و ri =
∑n

j=١ aij که

باشند. می

اگر شود می خوانده کراندار si, i ∈ Z+ (ورودي،خروجی) سیگنال یک کراندار: سیگنال .13.2.1 تعریف

باشد. کراندار i ∈ Z+ هر براي ( ∥si∥ نرم (یا آن مقدار اگر تنها و

است: شده آورده ذیل صورت به نامه پایان فصل در شده ارائه مطالب

پذیري مشاهده و پذیري کنترل پذیري، دسترسی بیرونی، و درونی مثبت سیستم تعریف از پس دوم، فصل در

می بیان را پذیري مشاهده و پذیري دسترسی میان ارتباط و دوگان مثبت هاي سیستم مثبت؛ هاي سیستم

کراندار، خروجی کراندار- ورودي پایداري مجانبی، پایداري مانند پایداري انواع تعریف به سوم، فصل در کنیم؛
27non singular
28positive matrix
29inverse matrix
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مقدار تخصیص مسئله سپس شده، اشاره مثبت هاي سیستم براي نمایی پایداري و اي مولفه مجانبی پایداري

روشی چهارم؛ فصل در نهایت، در است؛ شده بیان روش الگوریتم نهایت در و ماتریسهمدم از استفاده با ویژه

در که شده ارائه سازي پارامتري از استفاده با مثبت خطی هاي سیستم ویژه مقادیر تخصیص جهت جدید

همدم فرم و اشلون استاندارد فرم به ها ماتریس تبدیل چگونگی از مختصري مقدمه، بیان از پس فصل این

شد، داده شرح 3 فصل در ویژه مقادیر براي که هایی ویژگی از استفاده با سپس است، شده آورده برداري

بماند باقی مثبت بسته حلقه سیستم که اي گونه به دلخواه ویژه مقادیر با پارامتري حالت خورد پس ماتریس

را حالت خورد پس ماتریس ورودي بردار بودن مثبت محدودیت اعمال با سپس و نماییم، می محاسبه را

نماییم. می محاسبه



2 فصل
مثبت خطی هاي سیستم کنترل

مقدمه 1.2

بگیرید: نظر در را زیر سیستم
{

xi+١ = Axi +Bui

yi = Cxi +Dui

(1.2)

xi ∈ Rn و باشد می p×m ماتریسی D و p× n ، C ، n×m ماتریسی B ، n× n ماتریس یک A آن در که

هستند. ورودي2 بردارهاي ui ∈ Rm و حالت1 بردارهاي

ui ∈ Rm
+ ورودي دنباله هر براي اگر تنها و اگر خوانیم خارجی3 مثبت را (1.2) سیستم [١٠] .1.1.2 تعریف

.∀i ∈ Z+, yi ∈ Rp
+ باشیم داشته خروجی بردارهاي براي ، x٠ = ٠ و i ∈ Z+ که ،

براي اگر تنها و اگر خوانیم مثبت) اختصار به (یا داخلی4 مثبت را سیستم(1.2) [٧,١٠,١٩] .2.1.2 تعریف

.yi ∈ Rp
+ و xi ∈ Rn

+ باشیم: داشته ui ∈ Rm
+ , i ∈ Z+ ورودي دنباله هر و x٠ ∈ Rn

+ هر

توان می ضمن در است. نامنفی هاي مولفه با بعدي n حقیقی بردارهاي مجموعه Rn
+ فوق تعاریف در

که باشد، B ∈ Rn×m
+ و A ∈ Rn×n

+ اگر تنها و اگر است مثبت (1.2) سیستم در حالت معادله که داد نشان

است. منفی نا هاي درایه با n×m حقیقی هاي ماتریس مجموعه Rn×m
+

1state vector
2input vector
3externally positive
4internally positive

11
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پذیري دسترسی 2.2

هاي ورودي از دنباله یک اگر شود می گفته گام h در پذیر5 دسترس xf ∈ Rn
+ حالت یک .1.2.2 تعریف

برساند. xf ∈ Rn
+ حالت به x٠ = ٠ اولیه شرط از را سیستم که باشد موجود ui ∈ Rm

+ ; i = ٠,١, ..., h−١

؛ xf ∈ Rn
+ حالت هر براي اگر شود می گفته دسترسی قابل (1.2) سیستم [٣,۴,١٠,١٧] .2.2.2 تعریف

.xf = xh که باشد داشته وجود ui ∈ Rm
+ ; i = ٠,١, ..., h−١ و h ∈ Z+ عدد یک

اگر: تنها و اگر است دسترسی قابل گام n در (1.2) مثبت سیستم [١٠] .3.2.2 قضیه

rankR∗ = n(1

داراي R∗ معادل بطور یا R̄−١
n ∈ Rn×n

+ که اي بگونه باشد موجود R∗ ستون n شامل R̄n
نامنفرد6 2)ماتریس

آن: در که باشد؛ مثبت درایه یک داراي تنها ستون هر که باشد خطی مستقل ستون n

R∗ =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
∈ Rn×nm

+ (2.2)

(برد) تصویر A ∈ Rn
+ مثبت ماتریس هاي ستون مثبت خطی ترکیبات همه مجموعه [١٠] .4.2.2 تعریف

دیگر عبارت به شود؛ می داده نمایش Im+A نماد با و شود می خوانده A 7 مثبت

Im+A = {y ∈ Rn
+; y = Ax;x ∈ Rm

+ } (3.2)

برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و اگر است دسترسی قابل (1.2) در مثبت سیستم [١٠] .5.2.2 قضیه

باشد:

Im+R∗ = Rn
+ .1

5reachability
6nonsingular
7positive image
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یک آنها از شده تشکیل R̄n ماتریس که اي گونه به شود انتخاب R∗ از بتواند خطی مستقل ستون n .2

8باشد. تکین ماتریس

داراي آنها از شده تشکیل R̄n ماتریس که شود انتخاب R∗ از اي گونه به بتواند خطی مستقل ستون n .3

R̄−١
n ∈ Rn×n

+ یعنی باشد، نامنفی هاي درایه با R̄−١
n معکوس

معادله حل از اثبات.

xi+١ = Axi +Bui ; i ∈ Z+

بنابراین

xi = Aix٠ +
i−١∑
k=٠

Ai−k−١Buk

شود: می نوشته زیر شکل به i = k; k ≥ n و x٠ = ٠ براي که

xk = Rku
k
٠

که

Rk =
[
B AB · · · Ak−١B

]
; uk

٠ =


uk−١
uk−٢...
u٠


داریم: xn = xf و k = n,R = Rn براي حال

xf = Run
٠

تنها و اگر دارد وجود un٠ ∈ Rnm
+ یک ؛ xf ∈ Rn

+ هر براي که آید می دست به (4.2.2) و (2.2.2) تعاریف از

و اگر شود انتخاب R∗ از تواند می Rn
+ پایه یک براي خطی مستقل ستون n آنگاه باشد برقرار (1) شرط اگر

عبارتی به باشند؛ صفر باقیمانده هاي درایه و باشد داشته مثبت درایه یک تنها ستون هر و سطر هر اگر تنها

اگر است مثبت مثبت، ماتریس یک معکوس ماتریس (11.2.1) قضیه از استفاده با باشد. تکین ماتریس یک

معادلند. (3) و (2) شرایط بنابراین باشد. تکین ماتریس یک اگر تنها و
8monomial
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از مقدار هر براي آیا که کنیم می بررسی بگیرید؛ نظر در را (1.2) در زمانی گسسته مثبت سیستم .1 مثال

است: پذیر دسترس زیر زوج ، ai ≤ ٠ ضرایب

A =


٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ١
−a٠ −a١ −a٢ · · · −an−١

 ∈ Rn×n
+ , b =


٠
٠
...
٠
١

 ∈ Rn
+ (4.2)

است: زیر شکل داراي (2.2) در Rn ماتریس
٠ ٠ · · · ٠ ١
٠ ٠ · · · ١ a٢,n... ... ... . . . ...
٠ ١ · · · an−١,n−١ an−١,n

١ an,٢ · · · an,n−١ an,n



و اگر بود خواهند صفر برابر و هستند وابسته a١, ..., an−١ به a٢,n, an−١,n−١, ..., an,n و an,٢ = −an−١ که

است. ارز هم (4.2) زوج پذیري دسترسی با که ai = ٠; i = ١, ..., n−١ اگر تنها

یابیم می K ∈ R١×n حالت خورد پس ماتریس یک است. ناپذیر دسترس (4.2) در زوج که کنیم فرض اگر

باشد: پذیر دسترس بسته حلقه سیستم که اي گونه به

ui = vi +Kxi (5.2)

که: آید می دست به (1.2) در (5.2) نمودن جایگزین با

xi+١ = Acxi +Bvi; i ∈ Z+ (6.2)

که

Ac = A+BK (7.2)

و (4.2) براي

K =
[
a٠ a١ a٢ · · · an−١

] (8.2)



مثبت خطی هاي سیستم کنترل .2 15فصل

است: زیر فرم داراي Ac ماتریس

Ac = A+ bK =
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ١
−a٠ −a١ −a٢ · · · −an−١

+


٠
٠
...
٠
١


[
a٠ a١ a٢ · · · an−١

]

=


٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ١
٠ ٠ ٠ · · · ٠

 (9.2)

که: آید می دست به بنابراین

[
b Acb A٢

c b · · · An−١
c b

]
=


٠ ٠ · · · ٠ ١
٠ ٠ · · · ١ ٠
... ... · · ·

... ...
٠ ١ · · · ٠ ٠
١ ٠ · · · ٠ ٠


شده اثبات بعد قضیه بنابراین است. پذیر دسترس (Ac, b) زوج که شود می نتیجه (5.2.2) قضیه و (9.2) از

است.

حلقه سیستم آنگاه است. پذیر نا دسترس (4.2) با (1.2) در مثبت سیستم کنید فرض [١٠] .6.2.2 قضیه

باشد. (8.2) فرم داراي K حالت خورد پس ماتریس اگر است پذیر دسترس (6.2) در بسته

ماتریس اگر بود، خواهد پذیر دسترسی (4.2) در شده بیان B و A هاي ماتریس با مثبت سیستم بنابراین

را حالت خورد پس

K =
[
a٠ a١ a٢ · · · an−١

]
بگیریم. نظر در

نمایید: بررسی را زیر A,B زوج پذیري دسترسی .2 مثال

A =


٠ a١٢ a١٣ ٠
a٢١ a٢٢ a٢٣ ٠
٠ a٣٢ a٣٣ a٣۴
٠ a۴٢ a۴٣ ٠

 , B =


b١ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ b٢

 ; (aij ≥ ٠; b١, b٢ > ٠)
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نماییم: می محاسبه را R∗ هدف این براي

R∗ =
[
B AB A٢B A٣B

]
=


b١ ٠ ٠ ٠ · · ·
٠ ٠ a٢١b١ ٠ · · ·
٠ ٠ ٠ a٣۴b٢ · · ·
٠ b٢ ٠ ٠ · · ·


معکوس و ، b١, b٢, a٢١, a٣۴ > ٠ اگر است تکین ماتریس یک [B,AB] ماتریس حالت این در داریم توجه

بود: خواهد زیر شکل داراي ماتریس

[B,AB]−١ =


b−١
١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ (a٢١b١)−١ ٠
٠ ٠ ٠ (a٣۴b٢)−١

٠ b−١
٢ ٠ ٠


. است پذیر دسترس (A,B) زوج و برقرارند (5.2.2) قضیه ارز هم شرایط اینرو از

دسترس گام n+١ در اگر تنها و اگر است پذیر دسترس گام n در (1.2) مثبت سیستم [١٠] .7.2.2 قضیه

باشد. پذیر

و rankR∗ = n اگر است پذیر دسترس (1.2) در مثبت سیستم [١٠] .8.2.2 قضیه

RT
∗ [R∗R

T
∗ ]

−١ ∈ Rnm×n
+ (10.2)

آنگاه: rankR∗ = n اگر اثبات.

det[R∗R
T
∗ ] ̸= ٠

بود. خواهد تعریف خوش RT
∗ [R∗R

T
∗ ]

−١ ماتریس و معکوس داراي R∗R
T
∗ نتیجه در و

که: کنیم می فرض حال

un
٠ = RT

∗ [R∗R
T
∗ ]

−١

بنابراین: xf ∈ Rn
+ تعریف(4.2.2)، از استفاده با

un
٠ ∈ Rnm

+ =⇒ R∗u
n
٠ = R∗R

T
∗ [R∗R

T
∗ ]

−١xf = xf
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مثبت هاي سیستم پذیري کنترل 3.2

مخالف اولیه حالت هر براي اگر شود می خوانده پذیر9 کنترل گام k در (1.2) مثبت سیستم .1.3.2 تعریف

وجود ui ∈ Rm
+ ; i = ٠,١, ..., k −١ هاي ورودي از دنباله یک xf ∈ Rn

+ نهایی حالت یک و x٠ ∈ Rn
+ صفر

برساند. xf به x٠ از را سیستم حالت که باشد داشته

x٠ ∈ صفر مخالف اولیه حالت هر براي اگر شود می خوانده پذیر کنترل (1.2) مثبت سیستم .2.3.2 تعریف

ui ∈ Rm
+ ; i = ٠,١, ..., k−١ هاي ورودي از دنباله یک و k طبیعی عدد یک xf ∈ Rn

+ نهایی حالت یک و Rn
+

باشد. پذیر کنترل گام k در سیستم که اي گونه به باشد داشته وجود

اولیه حالت هر براي اگر شود می خوانده گام k در 10 صفر به پذیر کنترل (1.2) مثبت سیستم تعریف3.3.2.

ui ∈ Rm
+ ; i = ٠,١, ..., k −١ هاي ورودي از دنباله یک xf = ٠ نهایی حالت یک و x٠ ∈ Rn

+ صفر مخالف

برساند. (xf = ٠) صفر به x٠ از را سیستم حالت که باشد داشته وجود

اینکه گفتن بنابراین، دارد. بستگی سیستم B و A هاي ماتریس به (1.2) در مثبت سیستم پذیري کنترل

است. پذیر کنترل (A,B) زوج اینکه گفتن با است ارز هم است پذیر کنترل (1.2) سیستم

است؛ صفر به پذیر کنترل (1.2) مثبت سیستم [١٠,٢١] .4.3.2 قضیه

باشد. صفر ویژه مقادیر داراي A ماتریس اگر تنها و اگر گام؛ n در الف)

باشد. مجانبی پایدار سیستم اگر گام؛ نامتناهی تعداد در ب)

داریم: xi+١ = Axi +Bui از استفاده با الف) اثبات.

xf = xn = Anx٠ +R∗u
n
٠

9controllable
10controllable to zero
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نتیجه: در و xf = ٠ حالت این در

−Anx٠ = R∗u
n
٠

باشد. صفر ویژه مقادیر داراي A ماتریس یعنی An = ٠ اگر تنها و اگر است برقرار بالا معادله un٠ = ٠ براي

داریم: xf = xi اگر ب)

xi = Aix٠ +R∗ iu
i
٠

نتیجه: در و xf = ٠ حالت این در

−Aix٠ = R∗ iu
i
٠

مجانبی پایداري تعریف همان که limi→∞Aix٠ = ٠; ∀x٠ ∈ Rn
+ اگر است برقرار بالا معادله ui٠ = ٠ براي

آمد. خواهد بعد فصل در که است

اگر تنها و اگر است پذیر کنترل (1.2) مثبت سیستم [١٠] .5.3.2 قضیه

باشد. مثبت درایه یک شامل تنها کدام هر که باشد خطی مستقل ستون n داراي R∗ ماتریس .1

xf به x٠ تبدیل اگر و ρ(A) < ١ طیفی شعاع گیرد صورت گام نامتناهی تعداد در xf به x٠ تبدیل اگر .2

بود. خواهد ρ(A) = ٠ طیفی شعاع گیرد صورت گام متناهی تعداد در

حالت پسخورد با مثبت هاي سیستم پذیري کنترل و پذیري دسترسی 1.3.2

حالت خورد پس تحت پذیري کنترل و پذیري دسترسی استاندارد خطی هاي سیستم براي که دانیم می

هستند. 11 ناوردا

(کنترل پذیر دسترس باز حلقه سیستم اگر تنها و اگر است پذیر) (کنترل پذیر دسترس بسته حلقه سیستم

دسترس قابل غیر مثبت سیستم براي مناسب حالت یکپسخورد که داد خواهیم نشان .[٩,١١] باشد پذیر)

گردد. پذیر) (کنترل پذیر دسترس بسته حلقه مثبت سیستم که اي گونه به دارد، وجود کنترل) قابل (غیر
11invariant
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داراي تنها A ماتریس اگر تنها و اگر است پذیر کنترل گام k در (1.2) مثبت سیستم [٩] .6.3.2 قضیه

باشد. برقرار (5.2.2) قضیه شرایط از یکی و باشد صفر ویژه مقادیر

داریم: xi+١ = Axi +Bui از استفاده با اثبات.

xf = xn = Anx٠ +R∗u
n
٠

همیلتون12 کیلی قضیه از استفاده با و det[Iz−A] = zn آنگاه باشد، صفر ویژه مقادیر داراي تنها Aماتریس اگر

An = ٠ داریم:

از یکی اگر تنها و اگر کند می صدق بالا معادله در که دارد وجود un٠ ∈ Rnm
+ یک قضیه(5.2.2) از استفاده با

باشد. برقرار قضیه(5.2.2) ارز هم شرایط

سیستم اگر تنها و اگر است پذیر کنترل ها گام از نامتناهی تعداد در (1.2) مثبت سیستم [٩] .7.3.2 قضیه

باشد. برقرار (5.2.2) قضیه شرایط از یکی و باشد مجانبی پایدار

مثبت هاي سیستم پذیري مشاهده 4.2

سیستم خروجی داشتن با اگر شود می خوانده گام k در 13 پذیر مشاهده (1.2) مثبت سیستم تعریف1.4.2.

آورد. دست به را x٠ ∈ Rn
+ اولیه شرط بتوان (ui = ٠ ; i ∈ Z+) صفر ورودي و y٠, y١, ..., yk−١ نقطه k در

داشته وجود k ≥ ١ طبیعی عدد یک اگر شود می گفته پذیر مشاهده (1.2) مثبت سیستم .2.4.2 تعریف

باشد. پذیر مشاهده گام k در سیستم که اي بگونه باشد

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده (1.2) در مثبت سیستم [۴] .3.4.2 قضیه

معکوس داراي آنها از مرکب S̄n ماتریس که اي بگونه باشد Sn از خطی مستقل سطر n انتخاب امکان .1

S̄−١
n ∈ Rn×n

+ یعنی باشد، نامنفی هاي درایه با S̄−١
n

12Caley-Hamilton
13observabilite



مثبت خطی هاي سیستم کنترل .2 20فصل

آنها از مرکب S̄n ماتریس که اي بگونه باشد داشته وجود Sn از خطی مستقل سطر n انتخاب امکان .2

باشد. تکین ماتریس یک

Im+Sn = Rn
+ .3

که

Sn =


C
CA
...

CAn−١


داریم: xi+١ = Axi +Bui از استفاده با اثبات.

xi = Aix٠ +

i−١∑
k=٠

Ai−k−١Buk

نتیجه: در

yi = CAix٠ +
i−١∑
k=٠

CAi−k−١Buk +Dui

داریم: ui = ٠; i ∈ Z+ براي

yn٠ = Snx٠ ; yn٠ = [yT٠ , y
T
١ , · · · , y

T
n−١]

به باشد خطی مستقل سطر n شامل Sn ماتریس اگر تنها و اگر یابیم می را x٠ ∈ Rn
+ ، yn٠ داشتن با بنابراین

.S̄−١
n ∈ Rn×n

+ که: اي گونه

ماتریس یک اگر تنها و اگر است مثبت مثبت، ماتریس یک معکوس ماتریس قضیه(11.2.1) از استفاده با

آید. می دست به (2) و (1) شرایط ارزي هم بنابراین باشد، تکین

به باشد تکین ماتریس یک S̄n اگر تنها و اگر Im+Sn = Rn
+ که حقیقت این از (3) و (1) شرایط ارزي هم

آید. می دست
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با (1.2) معادله در مثبت سیستم که دهید نشان .3 مثال

A =


٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ١
a٠ a١ a٢ · · · an−١

 , C =
[١ ٠ ٠ · · · ٠] (11.2)

داراي (A,C) زوج Sn ماتریس است. پذیر مشاهده ai > ٠; i = ٠,١, ..., n − ١ ضرایب مقادیر همه براي

است: زیر شکل

Sn =


C
CA
...

CAn−١

 =


١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ١


است. برقرار ai > ٠; i = ٠,١, ..., n−١ ضرایب مقادیر همه براي (3.4.2) قضیه شرایط همه که است واضح

است. پذیر مشاهده (11.2) معادلات با (1.2) سیستم بنابراین

پذیري مشاهده بیندسترسیپذیريو رابطه و مثبتدوگان هاي سیستم 1.4.2

مثبت سیستم .4.4.2 تعریف
{

xi+١ = ATxi + CTui

yi = BTxi +Dui

(12.2)

هاي ماتریس و xi, ui, yi بردارهاي که جایی شود، می خوانده (1.2) در مثبت سیستم براي دوگان14 سیستم

باشند. یکسان سیستم دو هر ي D و C,B,A

دسترس (12.2) دوگان سیستم اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده (1.2) در مثبت سیستم [١٠] .5.4.2 قضیه

باشد. پذیر

ماتریس براي اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده مثبت(1.2) سیستم قضیه(3.4.2) از استفاده با اثبات.

Sn =


C
CA
...

CAn−١


14dual



مثبت خطی هاي سیستم کنترل .2 22فصل

داریم: Sn ماتریس ترانهاده از استفاده با باشد. برقرار ارز هم شرایط از یکی

ST
n = [CT , ATCT , · · · , (AT )n−١CT ]

از استفاده با بنابراین است. دوگان(12.2) سیستم براي ماتریس(3.2) به شبیه ماتریس این که داریم توجه

باشد. پذیر دسترس دوگان(12.2) سیستم اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده سیستم(1.2) قضیه(3.2.2)



3 فصل
ویژه مقادیر تخصیص و پایداري

مثبت هاي سیستم پایداري 1.3

بگیرید: نظر در را زیر معادله با شده توصیف درونی مثبت زمانی گسسته سیستم

xi+١ = Axi ; i ∈ Z+; A ∈ Rn×n
+ (1.3)

است: زیر فرم به (1.3) معادله پاسخ

xi = Aix٠ (2.3)

در (2.3) معادله پاسخ اگر تنها و اگر شود می خوانده مجانبی1 پایدار (1.3) معادله درونی مثبت سیستم

کند: صدق زیر شرط

lim
i→∞

xi = ٠ ; ∀x٠ ∈ Rn
+ (3.3)

ویژه مقادیر همه اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (1.3) معادله درونی مثبت سیستم [١٠] .1.1.3 قضیه

|zk| < ١ ; k = ١, · · · , n باشند؛ داشته یک از کمتر قدرمطلق A ∈ Rn×n
+ ماتریس

1asymptotic stability

23
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کنید فرض اثبات.

Ψ(z) = (z − z١)
m١(z − z٢)

m٢ · · · (z − zr)
mr

مشاهده (1.3) معادله براي [١٠] سیلوستر فرمول از استفاده با حالت، این در . باشد A مینیمال اي چندجمله

کنیم: می

xi =

r∑
k=١

(Ak١z
i
k +Ak٢iz

i
k + · · ·+Akmi(i−١) · · · (i−mk + ٢)zi−mk+١

k )x٠ (4.3)

هستند زیر صورت به i به وابسته ثابت هاي ماتریس ها Akj ; (j = ١,٢, ...,mk) که

Akj =

mk−١∑
i=j−١

Ψk(z)

(i− j + ١)!(j −١)!

d(i−j+١)

dz(i−j+١)
[

١
Ψk(z)

]z=zk(A− Izk)
i

که: اي گونه به

Ψk(z) =
Ψ(z)

(z − zk)mk

که: است ساده هستند. مختلط مزدوج یا حقیقی درونی، مثبت سیستم یک براي A ویژه مقادیر

lim
i→∞

i(i−١) · · · (i− j + ١)zi−j
k =

{
٠ ; |zk| < ١
∞; |zk| > ١ (5.3)

(j = ٠,١, ...,mk −١ ; k = ١,٢, ..., r)

از است. Ak ثابت مقدار داراي zk با متناظر (4.3) معادله پاسخ مولفه آنگاه |zk| = ١ و mk = ١ اگر

براي |zk| < ١ اگر تنها و اگر است برقرار (3.3) معادله شرط که آید می دست به (5.3) و (4.3) معادلات

.k = ١,٢, ..., r

āi ; i ضرایب= اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (1.3) معادله در درونی مثبت سیستم [١٠] .2.1.3 قضیه

.(āi > باشند(٠ مثبت مشخصه اي چندجمله در ٠,١, · · · , n−١

pI−A(z) = det(Iz −A+ I) = zn + ān−١z
n−١ + · · ·+ ā١z + ā٠ (6.3)
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اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (1.3) معادله در درونی مثبت گسسته-زمانی سیستم [١٠] .3.1.3 قضیه

یعنی: باشند؛ مثبت I −A ماتریس اصلی مینورهاي همه

|ā١١| > ٠ ,

∣∣∣∣ā١١ ā١٢
ā٢١ ā٢٢

∣∣∣∣ > ٠,

∣∣∣∣∣∣
ā١١ ā١٢ ā١٣
ā٢١ ā٢٢ ā٢٣
ā٣١ ā٣٢ ā٣٣

∣∣∣∣∣∣ > ٠, · · · det(Ā) > ٠ (7.3)

که: اي بگونه

Ā = I −A =


ā١١ ā١٢ · · · ā١n

ā٢١ ā٢٢ · · · ā٢n... ... . . . ...
ān١ ān٢ · · · ānn

 (8.3)

کافی شرط از استفاده با است ممکن (1.3) معادله در درونی مثبت سیستم پایداري حالات، بسیاري در

است. شده بیان زیر قضیه در شرط این شود، تست ناپایداري2

ماتریس قطري درایه یک حداقل اگر است ناپایدار (1.3) معادله در درونی مثبت سیستم [١٠] .4.1.3 قضیه

.k ∈ (١, ..., n) از برخی براي akk > ١ یعنی: باشد؛ بزرگتر یک از A

از x٠ = ek فرض با آنگاه دهیم، نشان ak٠ با را سطر امین k و a٠k با را A ماتریس ستون امین k اگر اثبات.

داریم: (xk
i ) xi بردار ي مولفه امین k براي (1.3) معادله

xk
١ = akk, x

k
٢ = a٢

kk, · · · , xk
i = aikk

است. ناپایدار (1.3) سیستم و limi→∞ xk
i =∞ آنگاه akk > ١ اگر رو این از

زیر ماتریس با (1.3) درونی مثبت سیستم a٢ ≥ ٠ و a١ ≥ ٠ پارامترهاي از مقادیري چه براي .4 مثال

است. مجانبی پایدار

A =

[
a١ a٢
١ ٠٫۵

]
2unstability
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آید می دست به (2.1.3) قضیه از است. ai ≤ ١ مجانبی پایداري براي لازم شرط (3.1.3) قضیه از استفاده با

و |ā١١| = ١− a١ > ٠ اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار سیستم که

det(I −A) =

∣∣∣∣١− a١ −a٢
−١ ٠٫۵

∣∣∣∣ = ٠٫۵(١− a١)− a٢ > ٠

٠ ≤ a٢ ≤ ٠٫۵(١− a٢) و ٠ ≤ a١ ≤ ١ اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار سیستم رو این از

در گسسته-زمانی سیستم 3 تعادل نقطه xr = Axr شرط در صادق xr حالت بردار یک [٨] .5.1.3 تعریف

شود. می خوانده (1.3) معادله

بگیرید: نظر در ū > ٠ ثابت ورودي یک با را زیر گسسته-زمانی (m = ١) ورودي تک سیستم

xi+١ = Axi + bui (9.3)

داریم: (9.3) معادله از آنگاه باشد، (9.3) معادله تعادل نقطه xr اگر

xr = Axr + bū (10.3)

داد. خواهیم نشان را (9.3) در سیستم مجانبی پایداري بعد قضیه از استفاده با

و ū > ٠ اگر است مثبت (9.3) درونی مثبت سیستم مجانبی پایدار xr متعادل ورودي [١٠] .6.1.3 قضیه

.b > ٠

کند. می میل xr > ٠ تعادل نقطه به i→∞ براي xi > ٠ آنگاه باشد مجانبی پایدار سیستم(9.3) اگر اثبات.

بود، نخواهد برقرار b > ٠ و ū > ٠ براي معادله(10.3) نتیجه در Axr = ٠ آنگاه xr = ٠ اگر خلف فرض با

.b > ٠, ū > ٠ که بود خواهد xr > صورتی٠ در یعنی است. ثابتشده حکم و باطل فرضخلف بنابراین

آنگاه باشد، (9.3) درونی مثبت سیستم مجانبی پایدار ماتریس یک A اگر .7.1.3 نتیجه

[I −A]−١ > ٠
3equilibrium point
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بیابید: ū = ١ براي را زیر هاي ماتریس با (9.3) معادله در سیستم تعادل نقاط .5 مثال

A =

[٠٫١ ٠٫٢
٠٫۴ ٠٫٣

]
; b =

[١
١
]

(7.3) معادله شرایط هدف این براي کنیم. می بررسی (3.1.3) قضیه از استفاده با را سیستم مجانبی پایداري

کنیم می بررسی زیر ماتریس براي را

Ā = I −A =

[ ٠٫٩ −٠٫٢
−٠٫۴ ٠٫٧

]

زیرا: برقرارند شرایط

|ā١١| = ٠٫٩ > ٠ ; detĀ =

∣∣∣∣ ٠٫٩ −٠٫٢
−٠٫۴ ٠٫٧

∣∣∣∣ = ٠٫۵۵ > ٠

بیابیم: را موردنظر تعادل نقطه توانیم می است. مجانبی پایدار سیستم رو این از

xr = [I −A]−١bū = Ā−١bū =

[ ٠٫٩ −٠٫٢
−٠٫۴ ٠٫٧

]−١ [١
١
]
=

١
٠٫۵۵

[٠٫٩
١٫٣

]

کراندار کراندار-خروجی ورودي پایداري 2.3

بگیرید: نظر در را زیر معادلات با شده توصیف درونی مثبت زمانی گسسته خروجی ورودي-تک تک سیستم

{
xi+١ = Axi + bui

yi = cTxi + dui

(11.3)

باشند. می d ∈ R+; b, c ∈ Rn
+;A ∈ Rn×n

+ که طوري به

(����)4خوانده کراندار کراندار-خروجی ورودي پایدار (11.3) معادله درونی مثبت سیستم .1.2.3 تعریف

باشد. کراندار نیز خروجی ؛ i ∈ Z+ و کراندار ورودي هر براي اگر شود می
4bounded input-bounded output
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یعنی؛ باشد، (11.3) معادله در سیستم انتقال تابع G(z) کنید فرض اگر

G(z) = cT [Iz −A]−١b+ d =
L(z)

M(z)
(12.3)

که

L(z) = b̄ńz
ń + b̄ń−١z

ń−١ + · · ·+ b̄١z + b̄٠

M(z) = zń + āń−١z
ń−١ + · · ·+ ā١z + ā٠ (ń ≤ n)

Ḿ(w) = اي جمله چند اگر تنها و اگر است BIBO پایدار معادله درونی مثبت سیستم [١١] .2.2.3 قضیه

.ā′ > ٠; i = ١,٢, · · · , ń−١ یعنی باشد مثبت ضرایب داراي M(w + ١)

بررسی ذیل شده داده b و A با را (11.3) معادله مثبت سیستم BIBO پایداري و مجانبی پایداري .6 مثال

نمایید:

A =

١
٢

١
٣١

۴
٣
٢

 , b =

[٠
١
]
; cT =

[٠ ١]
, d = [٠]

است: شکل بدین سیستم مشخصه اي چندجمله

det(Iz −A) =

∣∣∣∣∣∣∣
z − ١

٢ −١
٣

−١
۴ z − ٣

٢

∣∣∣∣∣∣∣ = z٢ −٢z +
٢
٣

است بزرگتر 1 از آن ویژه مقادیر از یکی زیرا نیست مجانبی پایدار سیستم این (1.1.3) قضیه از استفاده با

(z̄ = ١±
√

١
٣ )

با است برابر سیستم انتقال تابع

G(z) = cT [Iz −A]−١b+ d =
[٠ ١] z − ١

٢ −١
٣

−١
۴ z − ٣

٢


−١ [٠

١
]
=

z − ١
٢

z٢ −٢z +
٢
٣

نیز BIBO ناپایدار سیستم بنابراین هستند. A ماتریس ویژه مقادیر انتقال؛ تابع هاي قطب حالت این در

است: شکل بدین سیستم اي چندجمله هست.

Ḿ(w) = M(w + ١) = (w + ٢(١ −٢(w + ١) +
٢
٣ = w٢ − ١

٣
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است. BIBO ناپایدار سیستم نیز (2.2.3) قضیه بنابر اینرو از

پایدارينماییسیستمهايمثبت ايو پایداريمجانبیمولفه 3.3

بگیرید: نظر در را زیر معادله با شده توصیف مثبت سیستم

xi+١ = Axi (13.3)

.A ∈ Rn×n
+ و حالت بردار xi ∈ Rn

+ که

می خوانده اي5 مولفه مجانبی پایدار (13.3) معادله با شده توصیف مثبت سیستم [١٠] .1.3.3 تعریف

شرط در که باشد داشته وجود ρi ∈ Rn
+ بردار یک x٠ ∈ Rn

+ هر براي اگر شود،

که: اي گونه به کند صدق limi→∞ ρi = ٠

xi ≤ ρi ; ∀i ∈ Z+ (14.3)

است. x٠ اولیه شرط با (1.3) معادله پاسخ xi که

شود می خوانده پایدار6 نمایی بطور (13.3) معادله با شده توصیف مثبت سیستم [١٠] .2.3.3 تعریف

که: طوري به باشد داشته وجود α > ٠ بردار یک و ٠ < β < ١ اسکالر یک x٠ ∈ Rn
+ هر براي هرگاه

xi ≤ αβi; ∀i ∈ Z+ (15.3)

اگر تنها و اگر است اي مولفه مجانبی پایدار (13.3) معادله با شده توصیف سیستم [١٠] .3.3.3 قضیه

کند: صدق زیر تفاضلی نامعادله در ρi بردار

ρi+١ ≥ Aρi (16.3)
5componentwise asymptotic stability
6exponential stability
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کنید فرض است. برقرار (14.3) آنگاه باشد، برقرار (16.3) نامساوي اگر که داد خواهیم نشان ابتدا اثبات.

داریم: (16.3) و (13.3) معادلات از استفاده با .zi = ρi − xi , i ∈ Z+

zi+١ = ρi+١ − xi+١ ≥ Aρi −Axi = A(ρi − xi) = Azi

رو این از

zi+١ = Azi +mi, i ∈ Z+ (17.3)

.mi ∈ Rn
+ که وقتی

است: زیر شکل به (17.3) معادله پاسخ

zi = Aiz٠ +
i−١∑
j=٠

Ai−j−١mj i ∈ Z+ (18.3)

معادله بنابراین .zi ≥ ٠ داریم j ∈ Z+ براي (18.3) معادله از استفاده با A ∈ Rn×n
+ و mj ∈ Rn

+ که زمانی

است. برقرار (14.3)

اگر تنها و اگر است پایدار نمایی طور به (13.3) معادله در مثبت سیستم [١٠] .4.3.3 قضیه

[Iβ −A]α ≥ ٠ (19.3)

و

١ > β > maxi[

∑n
j=١ aijαj

αi
] (20.3)

[Iβ−A]αβi ≥ ٠ یا ρi+١ = αβi+١ ≥ Aαβi آید می دست به (16.3) معادله در ρi = αβi جایگزینی با اثبات.

و βαi ≥
∑n

j=١ aijαj داریم: مولفه امین i براي (19.3) از شود. می اثبات (19.3) معادله βi به تقسیم با و

گردد. می اثبات نیز (20.3) معادله αi مولفه به باتقسیم
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مثال7 نمودار :1.3 شکل

بگیرید: نظر در زیر x٠ و A با را (13.3) معادله با شده توصیف مثبت سیستم .7 مثال

A =
١
۴

[٢ ١
١ ٢

]
, x٠ =

[۴
۴
]

است: شکل بدین A مشخصه اي چندجمله

det[Iz −A] =

∣∣∣∣∣∣∣
z − ١

٢ −١
۴

−١
۴ z − ١

٢

∣∣∣∣∣∣∣ = (z − ١
٢ )٢ − ١

١۶ = z٢ − z +
٣

١۶ = ٠⇒ z١ =
١
۴ , z٢ =

٣
۴

داریم: (19.3) نامعادله از استفاده با و β =
۴
۵ انتخاب با

[Iβ −A]α =

 ٣
١٠ −١

۴
−١

۴
٣

١٠

[
α١
α٢

]
≥

[٠
٠
]

متناظر کنند می (19.3)صدق نامعادله شرط در که α١, α٢ مقادیر با شکل(3.1) در شده مشخص ناحیه

α ≥ x٠ یا i = ٠ براي (15.3) معادله شرط در که کنیم می انتخاب را هایی α ، α١, α٢ مقادیر میان از است.

کند. صدق
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داریم: [١٠] سیلوستر معادله از استفاده با

Ai =
A− Iz٢
z١ − z٢

zi١ +
A− Iz١
z٢ − z١

zi٢ = −١
٢

[
−١ ١
١ −١

]
= (

١
۴ )i +

١
٢

[١ ١
١ ١

]
(
٣
۴ )i

= (
١
٢ )٢i+١

[
٣i

+ ١ ٣i −١
٣i −١ ٣i

+ ١

]

آید. می دست به xi = Aix٠ = (
٣
۴ )i

[۴
۴
]
از x٠ =

[۴
۴
]
براي xi پاسخ که

داریم: α =

[۴
۴
]
و β =

۴
۵ براي رو این از

ρi =

[۴
۴
]
(
۴
۵ )i

است. پایدار نمایی طور به سیستم بنابراین کند. می صدق (15.3) معادله شرط در که

1 از کوچکتر قدرمطلق با A حقیقی ویژه مقادیر همه که شود می انتخاب اي گونه به β کلی حالت در

(ستون) سطر مجموع بزرگترین از بایستی β که آید می دست به (12.2.1) قضیه از هستند. کوچکتر β از

و (19.3) معادلات در که α ≥ x٠ مناسب α یک حالت این در شود. انتخاب کوچکتر A ماتریس هاي درایه

دارد. وجود کند صدق (20.3)

مثبت هاي سیستم ویژه مقادیر تخصیص 4.3

ماتریس با مثبت هاي سیستم از دسته یک براي ویژه7 مقدار تخصیص مسئله مطالعه بخش، این از هدف

تعریف خوش ساختار نیز و کاربردها تنوع را دسته این انتخاب باشد. می کنترل بردارهاي دنباله و جایگشت

شود: می بندي تقسیم زیر شکل به بخش ادامه در است. شده موجب شان

دوم قسمت در است. آمده بعد هاي بخش براي مهم مقدمات برخی و مسئله بندي فرمول اول قسمت در

نهایت در و هستند ما توجه مورد اینجا در که ها سیستم از اي دسته براي قبول قابل طیف سازي مشخصه

است. شده آورده ویژه مقدار تخصیص مسئله حل راه
7eigen value assignment
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مقدمات 1.4.3

X ∈ Rn
+ یا A ≥ ٠ و X ≥ ٠ با ترتیب به را است نامنفی هایش درایه همه که An×s ماتریس و x تایی n بردار

حقیقی هاي ماتریس همه فضاي Rn×s
+ و نامنفی بعدي n حقیقی برداري فضاهاي Rn

+ که A ∈ Rn×s
+ و

می تکین بردار را صفر مخالف درایه یک دقیقا با ستونی بردار یک دهیم. می نمایش است n × s نامنفی

ماتریس یک گوییم؛ -تکین i را آن باشد داشته قرار بردار آن درایه مین i در صفرش مخالف درایه اگر نامیم؛

ساده تکین و باشد شده تشکیل خطی مستقل تکین ستون m از هرگاه نامیم می -تکین m را n×m حقیقی

.m = n وقتی گوییم

M = DP یعنی است P تبدیل ماتریس یک و D قطري نامنفرد ماتریس یک حاصلضرب M تکین ماتریس

که طوري به باشد داشته وجود P تبدیل ماتریس اگر گوییم؛ B ماتریس ارز هم را An×n ماتریس یک ،

PAPT = B

است. P ترانهاده PT

ماتریس یک اگر نامیم؛ A ≥ ٠ نامنفی ماتریس یک تکینی متشابه را A٠ ≥ ٠ نامنفی ماتریس تعریف1.4.3.

.A = MA٠M−١ که باشد موجود M نامنفی تکین

باشد. می AT با تکینی متشابه نیز AT٠ حالت این در که است واضح

شوند. می گرفته نظر در نامنفی تکین، هاي ماتریس تمامی نامه پایان این در

مسئله بندي فرمول 2.4.3

:[١۵,٢۴] بگیرید نظر در زیر مثبت کنترلی دنباله با را باز حلقه مثبت گسسته-زمانی خطی سیستم

x(t+ ١) = Ax(t) +Bu(t); t = ٠,١,٢, · · · (21.3)
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که طوري به

A ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , u(t) ∈ Rm
+ (22.3)

است. کنترل دنباله u(t) و است t زمان در سیستم حالت x(t) ∈ Rn
+ که

است[١٩,١۵,۶]. B و A بودن مثبت خطی؛ گسسته-زمانی سیستم یک بودن مثبت براي کافی و لازم شرط

است: شده محدود زیر مفروضات با شوند می مطالعه فصل این در که مثبت هاي سیستم از دسته آن

باشد): می همدم ماتریس یک با تکینی متشابه (یا است همدم8 شکل به A باز حلقه تبدیل ماتریس الف)


ai,i+١ = ١ ; i = ١, · · · , n−١
anj = αj−١ ≥ ٠; j = ١, · · · , n
aij = ٠ ; o.w

(23.3)

است. -تکین m ماتریس یک B کنترل ماتریس ب)

حالت خورد پس ماتریس یک از استفاده با آنگاه باشند؛ دسترس در کنترل براي حالت متغیرهاي همه اگر

گیریم: می نظر در زیر شکل به را کنترل قانون خطی

u(t) = Kx(t) (24.3)

(همگن) بسته حلقه سیستم به تواند می (21.3) باز حلقه سیستم است؛ m× n حقیقی ماتریس یک K که

شود: تبدیل زیر فرم به

x(t+ ١) = Acx(t); t = ٠,١,٢, · · · (25.3)

که: اي گونه به

Ac = A+BK (26.3)
8companion
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اگر تنها و اگر است مثبت (25.3) بسته حلقه سیستم که است واضح و است بسته حلقه تبدیل ماتریس Ac

Ac = A+BK ≥ ٠ (27.3)

بایستی دادیم قرار بررسی مورد ما که مثبت هاي سیستم از نوع این کاربردهاي از برخی در که آنجایی از

ادامه در پس بماند؛ باقی شکل همان به اصلی ساختار خورد پس توسط باز حلقه سیستم شدن بسته از بعد

که: کنیم می فرض

یعنی: باشد؛ همدم9 شکل به Ac ≥ ٠ بسته حلقه سیستم ماتریس پ)
ac
i,i+١ = ١ ; i = ١, · · · , n−١

acnj = αc
j−١ ≥ ٠; j = ١, · · · , n

acij = ٠ ; o.w

شود: می داده شرح ذیل صورت به ویژه مقدار تخصیص مسئله

Λ = مختلط مزدوج یا و حقیقی اعداد مجموعه یک و (ب) و (الف) مفروضات با (21.3) مثبت سیستم

متناظر طیف Λ که یابیم می اي بگونه را (24.3) خطی حالت خورد پس شده، داده {λ١, λ٢, · · · , λn}

باشد. (پ) فرض حفظ با (25.3) بسته حلقه خطی مثبت سیستم

می (25.3) بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر u(t) و Ac, B,A براي بودن نامنفی محدودیت بدون که دانیم می

باز حلقه زوج که فرض این با شود جا به جا مختلط صفحه قسمت هر در خطی حالت خورد پس یک با تواند

.[٢٣] است پذیر کنترل (A,B)

ماتریسهمدم با تکینی10 متشابه نامنفی هاي ماتریس 5.3

باشد: A همدم ماتریس با تکینی متشابه A٠ ≥ ٠ کنید فرض
9companion
10monomilly similar
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A =



٠ ١ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ ١ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ١ ٠
٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١
α٠ α١ α٢ · · · αn−٢ αn−١


≥ ٠ (28.3)

یک P نامنفرد، قطري ماتریس یک D ≥ ٠ که A = MA٠M−١ = DPA٠PTD−١ = DCD−١ یعنی

.[١۵] است C = PA٠PT ≥ ٠ ماتریس با ارز هم A٠ و تبدیل ماتریس

هاي ماتریس روي بر را نامنفی هاي ماتریس نگاشت که باشد خطی تبدیل یک L اگر [١۶] .1.5.3 گزاره

که: دارد وجود M تکین ماتریس یک آنگاه کند، می حفظ را نامنفی ماتریس هر طیف و برد می نامنفی

L(A) = MAM−١

نوشت: توان می یا و

L(A) = MAM−١; ∀A ∈ Rn×n
+

توجه مورد هاي سیستم براي است. ρ(A) نامنفی حقیقی عدد یک A نامنفی ماتریس غالب ویژه مقدار

شود: می زده تخمین شکل بدین ρ(A) ما،

min{١,
n−١∑
j=٠

αj} ≤ ρ(A) ≤ max{١,
n−١∑
j=٠

αj} (29.3)

اگر

n−١∑
j=٠

αj = ١ (30.3)

آنگاه

ρ(A) = ١
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برقرار (30.3) و باشد شده داده (28.3) همدم شکل به A اگر برقرارند اکید صورت به (29.3) هاي نامساوي

آید: می دست به ذیل صورت به ساده پایداري تست یک لذا نباشد.
n−١∑
j=٠

αj =


> ١; ناپایدار
= ١; اي حاشیه پایدار
< ١; مجانبی پایدار

ویژه مقدار تخصیص و طیف سازي مشخصه 6.3

نماییم: می فرموله زیر شرایط تحت را نامنفی هاي ماتریس براي مسئله کلی حالت قسمت این در

که اي گونه به Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} مختلط یا و حقیقی اعداد از مجموعه یک براي کافی و لازم شرایط

کنیم. می تعیین را باشد n× n نامنفی ماتریس یک طیف مجموعه، این

است: شده مشخص صورت بدین نامنفی ماتریس به ویژه مقادیر طیف تخصیص براي لازم شرایط از تا دو

ρ = max|λi| ≥ ٠ که: قسمی به دارد وجود ρ ∈ Λ حقیقی عدد (1

Λ = Λ̄ شوند: ظاهر مزدوج صورت به مختلط اعداد (2

آمده [١۶] (١٩٨٨) مینک11 کتاب در حقیقی طیف با نامنفی هاي ماتریس براي کافی شرایط کامل شرح

برمن و پلمنونز12 در صفر مخالف مختلط اعداد طیف با نامنفی هاي ماتریس براي کافی و لازم شرایط است.

است. شده اثبات [٢]

اعداد از مجموعه یک Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} کنید فرض :[٧] طیف براي شدنی ناحیه .1.6.3 گزاره

و نماید می صدق (2) و (1) شرایط در که باشد مختلط یا و حقیقی

(−١)j+١Sj(λ١, λ٢, · · · , λn) ≥ ٠ ; j = ١,٢, · · · , n (31.3)

است: شده داده زیر صورت به که است λ١, λ٢, · · · , λn اعداد متقارن تابع عنصر امین j ، Sj که

Sj(λ١, λ٢, · · · , λn) =
∑

١≤i١≤···≤ij

j∏
s=١

λis ; j = ١,٢, · · · , n (32.3)

11Minc
12Plemnons
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است. (28.3) بسته حلقه سیستم در نامنفی هاي ماتریس از برخی طیف Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} آنگاه

ملزومات بوسیله بسته حلقه سیستم طیف براي شدنی ناحیه که آید می دست به گزاره این از آسانی به

به شود انتخاب تواند می Ac سطر امین n هاي درایه و ،(31.3) هاي نامساوي و (2) و (1) در شده تعریف

که طوري

αc
n−j = (−١)j+١Sj(λ١, λ٢, · · · , λn) ≥ ٠ ; j = ١,٢, · · · , n (33.3)

چگونگی بلکه کند می بیان را بسته حلقه سیستم طیف تخصیص چگونگی تنها نه (1.6.3) گزاره بنابراین،

کند. می بیان نیز را بسته حلقه سیستم ماتریس ساختار

تک هاي سیستم براي که ماند می باقی K مناسب حالت خورد پس ماتریس تعیین مسئله (تنها) اکنون

که متغیره چند هاي سیستم براي اما شود. می مشخص (27.3) توسط یکتا طور به K خروجی ورودي-تک

.[١٨] بود نخواهد یکتا K شود؛ می تعیین (27.3) توسط K

باشد مختلط یا و حقیقی اعداد از مجموعه یک Λ∗ کنید فرض [٧] ویژه: مقدار تخصیص .2.6.3 گزاره

مسئله است. برقرار برایش ((31.3) هاي نامساوي و (2) ،(1) هاي ویژگی (یعنی (1.6.3) گزاره شرایط که

تنها و اگر است پاسخ داراي (پ) و (ب) (الف)، با مثبت خطی هاي سیستم دسته براي ویژه مقدار تخصیص

باشد. تکین ، B کنترل ماتریس سطر امین n اگر

(31.3) نامساوي سیستم و (2) ،(1) در شده انتخاب Λ∗ مختلط یا و حقیقی اعداد مجموعه کنید فرض اثبات.

(پ) مطابق که زمانی است. شدنی ناحیه در (25.3) بسته حلقه سیستم Λ∗ ویژه طیف یعنی کند، صدق

هستند. کافی و لازم (1.6.3) گزاره شرایط شود می یافت همدم فرم یک در Ac بسته حلقه سیستم ماتریس

موردنظر طیف که شده محاسبه (33.3) مطابق سطر امین n در هایی درایه با Ac نامنفی همدم ماتریس آنگاه

گردد. استفاده (25.3) در تبدیل ماتریس یک عنوان به تواند می و داراست را Λ∗
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داریم: (27.3) رابطه از

BK = Ac −A (34.3)

شود. می ساده (34.3) معادله از K ماتریس جواب یافتن به ویژه مقدار تخصیص مسئله رو، این از و

باشد. تکین سطر یک یا و صفر سطر یک تواند می B سطر امین n (ب) فرض طبق

آنگاه باشد؛ صفر سطر یک یعنی نباشد تکین B سطر امین n کنید فرض خلف برهان به لزوم:

o× kj = anj ; j = ١, · · · , n

امین n یعنی an = (an١, an٢, · · · , ann) هاي درایه anj = αc
j −αj و است، K ماتریس ستون امین j ، kj که

پس است، تناقض در (34.3) معادله با که دارد وجود anj ̸= ٠ یک حداقل و هستند (Ac−A) ماتریس سطر

باشد. نمی پاسخ داراي Λ∗ طیف براي ویژه مقدار تخصیص مسئله

s در bns > ٠ مثبت درایه یک با تکین سطر ، B ماتریس سطر امین n که کنیم فرض اگر حال کفایت:

داد: کاهش زیر فرم به را (34.3) معادله P سطر تبدیل ماتریس از استفاده با توان می باشد، ستون امین
[
D
٠
]
K = P (Ac −A) (35.3)

B تکین ماتریس ستون امین s در مثبت درایه bis,s (که است، D = diag{bi١,١, · · · , bim,m} که اي گونه به

بنابراین، است. {١,٢, · · · , n} اندیسهاي مجموعه از تکرار) (بدون زیرمجموعه هر {i١, i٢, · · · , im} و است)

n (و آید می دست به (35.3) در معادله امین s از آن معادله امین n (34.3)؛ در معادلات جابجایی از بعد

آید). می دست به D ماتریس در سطر امین s از B ماتریس سطر امین

سطر امین i بنابراین است. سطر امین s همان P (Ac − A) صفر مخالف سطر تنها که باشید داشته توجه

شود: بازنویسی زیر شکل به تواند می (35.3) معادله بنابراین و دهیم می نمایش di با را D ماتریس
dskj = bnsksj = anj ; j = ١, ..., n

dlkj = bil,lklj = ٠; l = ١, ..., s−١, s+ ١, ...,m

o× kj = ٠; j = ١, ..., n

(36.3)
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است. Ac −A ماتریس عنصر anj که

شده: داده زیر بوسیله ویژه) مقدار تخصیص مسئله (و (36.3) سیستم پاسخ
{
ks = b−١

ns (αc٠ − α٠, · · · , αc
n−١ − αn−١)

ki = ٠; i = ١, ..., s−١, s+ ١, ...,m(m ≤ n)
(37.3)

n-مین an = (an١, an٢, · · · , ann) است، K خورد پس ماتریس سطر امین s ، ks = (ks١ , ks٢ , · · · , ksn) که

آخر سطر در صفر مخالف درایه تنها bns > ٠ و است، Ac −A ماتریس سطر

اثبات گزاره نتیجه در و گردید کامل نیز قسمت این است. B کنترل ماتریس bn = (٠, ...,٠, bns,٠, ...,٠)

است. شده

ویژه مقدار تخصیص روش الگوریتم 1.6.3

با K حالت خورد پس ماتریس یافتن دنبال به و شده داده (A٠, B٠) زوج از است عبارت الگوریتم ورودي

باشیم. می بسته حلقه سیستم به ویژه مقادیر تخصیص

همدم ماتریس با تکینی متشابه A٠ که کنیم می بررسی است، شده داده (A٠, B٠) ≥ ٠ اصلی زوج .1

است. -تکین m ماتریس یک B٠ و است

به A = MA٠M−١ که طوري به دهیم می کاهش (A,B) به تکین انتقال بوسیله را (A٠, B٠) زوج .2

محاسبه (23.3) همانند را باز حلقه اي چندجمله ي αi ضرایب باشد. B = MB٠ و (28.3) همدم شکل

کنیم. می

گزاره شرایط در که یابیم می اي گونه به را بسته حلقه سیستم یک براي Λ∗ = {λ∗
١, λ

∗
٢, · · · , λ

∗
n}طیف .3

یعنی: کند، صدق پایداري تست و (1.6.3)

ρ∗ = max{|λ∗
i |} ≥ ٠ الف)

Λ = Λ̄ ب)
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(−١)j+١Sj(λ
∗
١, λ

∗
٢, · · · , λ

∗
n) ≥ ٠ ; j = ١,٢, · · · , n پ)

ρ∗ ≤ ١ پایداري تست ت)

کنیم: می محاسبه زیر صورت به را جدید) متغیرهاي (با بسته حلقه سیستم ماتریس .4
ac
i,i+١ = ١ ; i = ١, · · · , n−١

acnj = αc
j−١ ≥ ٠ ; j = ١, · · · , n

acij = ٠ ; o.w

آوریم: می دست به (37.3) مطابق را K حالت خورد پس ماتریس .5
{
ks = b−١

ns (αc٠ − α٠, · · · , αc
n−١ − αn−١); bns > ٠

ki = ٠; i = ١, ..., s−١, s+ ١, ...,m(m ≤ n)

بگیرید: نظر در شده داده (A,B) زوج با را (21.3) ناپایدار باز حلقه مثبت سیستم .8 مثال

A =

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

٠٫٧ ٠٫۴ ٠٫۶

 ; B =

 ٠ ٠
٠٫١ ٠
٠ ٠٫٢


بسته حلقه سیستم به را {٠٫٧۴٠٫٢٢٣−,٧٠۵±٠٫٢٨٩٧i} ویژه مقادیر توان می آیا کنیم می بررسی

داد: اختصاص

به نیازي بنابراین است. تکین B ماتریس آخر سطر و است همدم فرم به A ماتریس که بینیم می اول: گام

باشد. نمی دوم گام بررسی

سوم: گام

١) ρ∗ = max{|λ∗
i |} = ٠٫٧۴٧٠

٢) Λ̄ = {٠٫٧۴٠٫٢٢٣−,٧٠۵±٠٫٢٨٩٧i} = Λ

٣)


j = ١⇒ (−١)٢S١(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ + λ٢ + λ٣ = ٠٫٣ > ٠
j = ٢⇒ (−١)٣S٢(λ١, λ٢, λ٣) = −(λ١ × λ٢ + λ١ × λ٣ + λ٢ × λ٣) = ٠٫٢ > ٠
j = ٣⇒ (−١)۴S٣(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ × λ٢ × λ٣ = ٠٫١ > ٠

۴) ρ∗ ≤ ١
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چهارم: گام

ac٣١ = αc
٢ = (−١)۴S٣(λ١, λ٢, λ٣) = ٠٫١

ac٣٢ = αc
١ = (−١)٣S٢(λ١, λ٢, λ٣) = ٠٫٢

ac٣٣ = αc٠ = (−١)٢S١(λ١, λ٢, λ٣) = ٠٫٣
ac١٢ = ac٢٣ = ١
acij = ٠ ; o.w

پنجم: گام

b٣٢ = ٠٫٢ > ٠

⇒

{
k٢ = (٠٫٢)−١(٠٫−٠٫٧,٠٫٢−٠٫١۴,٠٫−٠٫٣۶) = (−١٫−,١−,٣۵)

k١ = (٠,٠,٠)

⇒ K =

[ ٠ ٠ ٠
−٣ −١ −١٫۵

]

داریم: زیر شکل به را کنترلی دنباله حال

u(t) = Kx(t) = −٣x١(t)− x٢(t)−١٫۵x٣(t)

حلقه سیستم نیز و u(t) = ٠ با باز حلقه سیستم براي x٠ = (٠٫٣٣٣٣,٠٫٣٣٣٣,٠٫٣٣٣٣)T با نمودار

(شکل همگرا بسته حلقه سیستم و ((2.3) (شکل واگرا باز حلقه سیستم که است واضح است؛ شده رسم بسته

باشد. می ((3.3)
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واگرا و باز حلقه سیستم :2.3 شکل

همگرا و بسته حلقه سیستم :3.3 شکل



4 فصل
مقادیر تخصیص جهت جدید روشی

مثبت خطی هاي سیستم ویژه
مقدمه 1.4

بگیرید: نظر در را زیر سیستم حالت معادله

x(t+ ١) = Ax(t) +Bu(t) (1.4)

ماتریس تواند می A که است n ×m ماتریس یک B و n × n مربعی ماتریس یک A که است این بر فرض

که است براین فرض B ماتریس مورد در ولی باشد نیز منفرد

rank(B) = m ; m ≤ n (2.4)

سپس و کرده تبدیل اشلون1 استاندارد فرم به را (A,B) زوج T تبدیل ماتریس از استفاده با ابتدا فصل این در

با و [١٣,١۴] کرده تبدیل برداري2 همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم S تبدیل ماتریس از استفاده با

محاسبه برد، می صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر همه که حالتی خورد پس ماتریس آن از استفاده

نماییم. می

به را (1.4) سیستم که باشد تشابهی تبدیلات ماتریس T که کنیم می فرض

x̂(t+ ١) = Âx̂(t) + B̂u(t) (3.4)
1standard echelon form
2vector companion form

44



مثبت خطی هاي سیستم ویژه مقادیر تخصیص جهت جدید روشی .4 45فصل

که: طوري به کند، می تبدیل
x̂(t) = T−١x(t)
Â = T−١AT

B̂ = T−١B

کرد. مشخص پذیري کنترل ماتریس از استفاده با منحصربفردي صورت به توان می را T ماتریس

Q =
[
B,A, In

] افزوده ماتریس که صورت بدین دارد وجود (B̂, Â) به (B,A) زوج تبدیل براي دیگري روش

کنیم: می تعریف را زیر تشابهی عملیات و گیریم می نظر در را

از متناظر ستون ضرب یا تقسیم آن دنبال به و k ̸= ٠ اسکالر کمیت به Q از سطر یک تقسیم یا ضرب (1

A ماتریس

Row(i) −→ Row(i)× k on Q

Column(i) =⇒ Column(i)/k on A

ام j ستون از مضرب همان جمع آن دنبال به و آن ام j سطر از Q ماتریس ام i سطر از مضربی تفاضل (2

A ماتریس ام i ستون با A ماتریس

R(j) −→ R(j)− kR(i) on Q

C(i) −→ C(i) + kC(j) on A

A ماتریس از ام i ستون و ام j ستون جابجایی آن دنبال به و Q ماتریس از ام j سطر و ام i سطر جابجایی (3

R(i)←→ R(j) on Q

C(j)←→ C(i) on A

آید. می دست به Q̂ =
[
B̂, Â, T−١] سان بدین

منحصر T تشابهی ماتریس یک اینجا در که است این اشلون استاندارد مختلف هاي فرم با تعریف این تفاوت

شود. می نتیجه فرد به
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غیر ستونی بردارهاي مشکل این رفع براي نیست، مناسب کنترل قوانین تعیین براي اشلون استاندارد فرم

به فرم این کنیم می تبدیل سطري بردارهاي به مناسب تبدیل یک انتخاب با را اشلون استاندارد فرم واحد

است. معروف برداري همدم فرم

کرونکر ناورداهاي 1.1.4

نمایش زیر صورت به توان می را سیستم پذیري کنترل ماتریس بگیرید، نظر در را (B,A) پذیر کنترل زوج

داد:

Q = [B,AB,A٢B, · · · , Ap١−١b١, A
p١−٢b٢, · · · , Apm−١bm]

که: طوري به

rank(Q) = n

ناورداهاي را شود می مربوط B ماتریس از bi متناظر ستونی بردار به pi هر که pi ; i = ١,٢, · · · ,m اعداد

نامند. می (B,A) زوج کرونکر

که است واضح
m∑

i=١
pi = n ; ١ ≤ pi ≤ n

آنها مینیمم و ماکسیمم بین اختلاف هرگاه نامند می منظم را (B,A) پذیر کنترل زوج کرونکر ناورداهاي

باشد. واحد برابر حداکثر

را آنها باشد واحد از بیشتر (B,A) پذیر کنترل زوج کرونکر ناورداهاي مینیمم و ماکسیمم بین اختلاف اگر

نامند. می نامنظم
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برداري همدم فرم به تبدیل 2.1.4

به را (3.4) سیستم که باشد تشابهی تبدیلات ماتریس S که کنیم می فرض

x̃(t+ ١) = Ãx(t) + B̃u(t) (4.4)

که: طوري به کند، می تبدیل
x̃(t) = S−١x̂(t)
Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS

B̃ = T−١B̂ = S−١T−١B

بود. خواهد اولیه برداري همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که اي گونه به

این به آورد؛ دست به را برداري همدم فرم توان می (B,A) زوج روي تشابهی عملیات از استفاده با بعلاوه

Q̂ =
[
B̂, Â, In

] ماتریس اشلون، استاندارد فرم آوردن دست به از پس (B̃, Ã) به (B,A) تبدیل براي که شکل

یعنی: کنیم، می تبدیل برداري همدم فرم به را آن تشابهی عملیات از استفاده با و گرفته نظر در را

Q̃ =
[
B̃, Ã, S−١]

صورت به باشند منظم کرونکر ناورداهاي که حالتی در برداري همدم فرم که

B̃ =

 B٠
· · ·

on−m×m

 , Ã =

 G٠
· · · · · · · · ·
In−m on−m×m

 (5.4)

Ã ماتریس پایین بلوك در In−m ماتریس هاي ستون باشند نامنظم کرونکر ناورداهاي که حالتی در و است

شوند. می پخش

در است شده نوشته آن اساس بر که کامپیوتري برنامه و برداري همدم فرم محاسبه به مربوط الگوریتم

است. آمده پیوست

باشد: زیر صورت به ساختاري داراي اگر است برداري همدم فرم به (B,A) زوج کلی حالت در

A =

G٠
· · ·
G١

 , B =

B٠
· · ·
o

 (6.4)
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ماتریس G١ و m دلخواه ماتریس G٠ و است پذیر معکوس و بالامثلثی m ×m ماتریس یک B٠ آن در که

است: زیر خصوصیات داراي که (n−m)

است. صفر برابر G١ ستون آخرین -1

هستند. In−m ماتریس هاي ستون G١ هاي ستون بقیه -2

به بردارها این آنگاه باشند In−m ماتریس ام (n−m) تا اول هاي ستون ترتیب به en−m, · · · , e٢, e١ اگر -3

نشود. ظاهر G١ در ei از قبل ej آنگاه j > i اگر یعنی شوند می ظاهر G١ هاي ستون در اندیسشان ترتیب

(4.4) معادله براي مشابه طور به و شود می تعریف u(t) = Fx(t) صورت به کنترل قانون (1.4) معادله براي

تبدیل سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس F̃ که شود می تعریف ũ(t) = F̃ x̃(t) صورت به کنترل قانون

داریم: x̃(t) جاي به (TS)−١x(t) جایگذاري با و است برداري همدم فرم به شده

u(t) = F̃S−١T−١x(t)

آید: می دست به زیر صورت به سیستم (1.4) معادله حالت خورد پس ماتریس بنابراین

F = F̃S−١T−١

است. (B,A) زوج اولیه حالت خورد پس ماتریس F که

صفرند: همگی Γ̃ = Ã+ B̃F̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که است واضح شود؛ انتخاب F̃ = −B−١٠ G٠ اگر

Γ̃ = Ã+ B̃F̃ =

 G٠
· · · · · · · · ·
In−m on−m×m

+

 B٠
· · ·

on−m×m

 [
−B−١٠ G٠

]
=

 G٠
· · · · · · · · ·
In−m on−m×m

+

 −G٠
· · ·

on−m×m

 =

 om×n

· · · · · · · · ·
In−m on−m×m

 (7.4)

برابر آن اصلی قطر روي هاي درایه همه که است مثلثی پایین ماتریس یک حاصل ماتریس که آنجایی از و

صفرند. برابر همگی Γ̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر صفرند

نماییم: می مطرح را اولیه حالت خورد پس ماتریس تعیین چگونگی الگوریتم حال
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دهیم. می تشکیل را Q =
[
B,A, In

] افزوده ماتریس -1 گام

سازیم. می را Q̂ =
[
B̂, Â, T−١] ستونی و سطري تشابهی عملیات با -2 گام

سازیم. می را Q̃ =
[
B̃, Ã, S−١T−١] داده ادامه را ستونی و سطري تشابهی عملیات -3 گام

نامیم. می G٠ را Ã اول سطر m و B٠ را B̃ اول سطر m -4 گام

دهیم. می تشکیل را F̃ = −B−١٠ G٠ -5 گام

آوریم. می دست به را (B,A) سیستم اولیه حالت خورد پس ماتریس F = F̃S−١T−١ -6 گام

آن: در که بگیرید، نظر در را سیستم(1.4) .9 مثال

B =

١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 ; A =

 ٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


آوریم: می دست به زیر صورت به را اشلون استاندارد فرم

Q =

١ ٢ | ٠ ١ ٠ | ١ ٠ ٠
١ ٠ | −٢ ٣ ٢ | ٠ ١ ٠
٠ ٠ | −٢ −١ ٣ | ٠ ٠ ١


داریم: ستونی سطري عملیات از استفاده با

R(٢)−R(١)→ R(٢) on Q

C(١) + C(٢)→ C(١) on A

Q ∼

١ ٢ | ١ ١ ٠ | ١ ٠ ٠
٠ −٢ | ٠ ٢ ٢ | −١ ١ ٠
٠ ٠ | −٣ −١ ٣ | ٠ ٠ ١


R(٢)↔ −١

٢R(٢) on Q

C(٢)↔ −٢C(٢) on A

Q ∼


١ ٢ | ١ −٢ ٠ | ١ ٠ ٠
٠ ١ | ٠ ٢ −١ | ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ | −٣ ٢ ٣ | ٠ ٠ ١
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R(١)−٢R(٢)→ R(١) on Q

C(٢) + ٢C(١)→ C(٢) on A

Q ∼


١ ٠ | ١ −۴ ٢ | ٠ ١ ٠
٠ ١ | ٠ ٢ −١ | ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ | −٣ −۴ ٣ | ٠ ٠ ١



R(٣)↔ −١
٣R(٣) on Q

C(٣)↔ −٣C(٣) on A

Q ∼


١ ٠ | ١ −۴ −۶ | ٠ ١ ٠
٠ ١ | ٠ ٢ ٣ | ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ | ١ ۴
٣ ۴ | ٠ ٠ −١

٣


R(١)−R(٣)→ R(١) on Q

C(٣) + C(١)→ C(٣) on A

Q̂ =


١ ٠ | ٠ −١۶

٣ −٩ | ٠ ١ ١
٣

٠ ١ | ٠ ٢ ٣ | ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠ | ١ ۴
٣ ۴ | ٠ ٠ −١

٣


آوریم: می دست به را برداري همدم فرم تشابهی عملیات از استفاده با حال

C(٣)−۴C(١)→ C(٣) on A

R(١) + ۴R(٣)→ R(١) on Q̂

Q̂ ∼


١ ٠ | ۴ ٠ −٩ | ٠ ١ −١
٠ ١ | ٠ ٢ ٣ | ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ | ١ ۴
٣ ٠ | ٠ ٠ −١

٣



C(٢)− ۴
٣C(١)→ C(٢) on A

R(١) +
۴
٣R(٢)→ R(١) on Q̂
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Q̃ =


١ ۴

٣ | ۴ −٨
٣ −۵ | ٢

٣
١
٣ −١

٠ ١ | ٠ ٢ ٣ | ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠ | ١ ٠ ٠ | ٠ ٠ −١
٣


B٠ =

١ ۴
٣٠ ١

 ; G٠ =

۴ −٨
٣ −۵

٠ ٢ ٣


برداري: همدم فرم از استفاده با

F̃ = −B−١
٠ G٠ = −

١ ۴
٣٠ ١

۴ −٨
٣ −۵

٠ ٢ ٣

 = −

۴ −١۶
٣ −٩

٠ ٢ ٣


نماییم: می محاسبه صورت این به را اولیه حالت خورد پس ماتریس اکنون

F = F̃S−١T−١ =

[ ٠ −۴ ١
−١ ١ ١

]

دهیم، اختصاص بسته حلقه سیستم به را Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} ویژه مقادیر طیف بخواهیم اگر حال

که کنیم می محاسبه اي گونه به را F حالت خورد پس ماتریس سپس و F̃ حالت خورد پس ماتریس ابتدا

باشند. صفر بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر

گیریم: می نظر در زیر فرم به را Ãλ سپس

Ãλ =

 Gλ

· · · · · · · · ·
In−m on−m,m


بدیهی آمده؛ دست به تشابهی عملیات از استفاده با Ãλ ماتریس چون است. Ã ارز هم ساختاري نظر از که

آن هاي درایه و است m × n ماتریسی Gλ کنند. نمی تغییري تشابهی عملیات تحت ویژه مقادیر که است

باشند: می زیر فرم به gij ; (i = ١, ...,m; j = ١, ..., n) پارامترهاي

Gλ =


g١١ g١٢ · · · g١n

g٢١ g٢٢ · · · g٢n... ... ... ...
gm١ gm٢ · · · gmn


بماند باقی مثبت سیستم و دهیم اختصاص سیستم به دلخواه ویژه مقادیر خواهیم می اینکه به توجه با حال

Ãλ ماتریس ویژه مقادیر اینکه به توجه با طرفی از و کند؛ صدق (1.6.3) گزاره شرایط در ویژه مقادیر بایستی
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دهیم: قرار باید gij هاي درایه بین رابطه تعیین منظور به بنابراین گیرد، قرار Λ طیف در باید

det(Ãλ − λI) = Pn(λ) = ٠ (8.4)

آید: می دست به زیر صورت به اي n درجه اي چندجمله دترمینان این بسط با

Pn(λ) = det(Ãλ − λI) = (−١)n(λn + c١λ
n−١ + · · ·+ cn−١λ+ cn) (9.4)

یا و حقیقی اعداد که باشند Ãλ ویژه مقادیر همان باید اي چندجمله این هاي ریشه اینکه به توجه با حال

نوشت: توان می هستند Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} ویژه مقادیر طیف در مختلط

Pn(λ) = (−١)n(λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn) (10.4)

محاسبه زیر صورت به را ci (i = ١, · · · , n) ضرایب توان می (10.4) و (9.4) روابط دادن قرار مساوي با حال

نمود:

c١ = −(λ١ + λ٢ + · · ·+ λn)

c٢ = λ١λ٢ + λ١λ٣ + · · ·+ λ١λj + · · ·+ λn−١λn =
n∑

i,j=١;i ̸=j

λiλj

...

ck = (−١)k
n∑

i=j=···=l=١ ; i ̸=j ̸=···̸=l

λiλj · · ·λl (11.4)

...

cn = (−١)nλ١ · · ·λn
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می دست به زیر شرح به معادله n ضرایب، سازي معادل و (11.4) روابط و det(Ãλ − λI) محاسبه با حال

آوریم:

f١(g١١, g١٢, · · · , gmn) = c١

f٢(g١١, g١٢, · · · , gmn) = c٢

... (12.4)

fn(g١١, g١٢, · · · , gmn) = cn

تعیین اي گونه به باید پارامترها حال است جواب شمار بی داراي مجهول mn و معادله n با دستگاه این که

گردد. حفظ نیز بسته حلقه سیستم بودن مثبت شده گرفته نظر در ویژه مقادیر تخصیص بر علاوه که گردند

طیف همان در را مثبت بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که پارامتري حالت خورد ماتریسپس توان می حال

نمود: تعیین زیر صورت به برد می Λ

K = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١ (13.4)

محاسبه جهت باشد مثبت بایستی بسته حلقه سیستم ماتریس که آنجایی از باشیم داشته توجه باید

ماتریس هاي درایه تک تک باید Ac ماتریس پارامترهاي

Ac = A+BK = A+BB−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١ (14.4)

باشند. صفر مساوي یا بزرگتر

بگیرید: نظر در را ذیل در شده داده B و A ماتریس .10 مثال

A =

 ٠ ٠٫١ ٠٫٠۵
٠٫٢۵ ٠٫٢ ٠

٠ ١ ١

 ; B =

١ ٠
٠ ٠٫٢
٠ ٠


سیستم به را Λ = {٠٫٩,٠٫٩ ± ٠٫٧i} ویژه مقادیر طیف خواهیم می شده بیان روش از استفاده با حال
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زیرا: نمایند؛ می صدق گزاره(1.6.3) شرایط در ویژه مقادیر این که بینیم می دهیم؛ اختصاص بسته حلقه

١) ρ = max{|λ∗
i |} = ١٫١۴

٢) Λ̄ = {٠٫٧±٠٫٩,٠٫٩i} = Λ

٣)


j = ١⇒ (−١)٢S١(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ + λ٢ + λ٣ = ٢٫٧ > ٠
j = ٢⇒ (−١)٣S٢(λ١, λ٢, λ٣) = −(λ١ × λ٢ + λ١ × λ٣ + λ٢ × λ٣) = ٠٫۴۶٧۶ > ٠
j = ٣⇒ (−١)۴S٣(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ × λ٢ × λ٣ =٫ ٠٨٩۴ > ٠

کنیم: می عمل زیر صورت به بسته حلقه سیستم به ویژه مقادیر این تخصیص براي اکنون

یابیم: می را B و A هاي ماتریس برداري همدم فرم ابتدا

Ã =

 ٠ ٠ −٠٫٠١
١٫٢۵ ١٫٢ −١٫٧۵

٠ ١ ٠

 ; B̃ =

١ ٠
٠ ١
٠ ٠



T−١ =

١ ٠ −٠٫١
٠ ۵ ۵
٠ ٠ ۵

 ; F =

[ ٠ ٠ ٠٫٠۵
−١٫٢۵ −۶ −۵

]

برد، می صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که است ماتریسی F و تشابهی تبدیل ماتریس T−١ که

آوریم: می دست به زیر صورت به را حالت خورد پس ماتریس حال

K = Kλ + F

که: طوري به

Kλ = B−١
٠ GλT

−١

فرمول طبق

Gλ =

[
g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣

]

⇒ K =

[١ ٠
٠ ١

] [
g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣

] ١ ٠ −٠٫١
٠ ۵ ۵
٠ ٠ ۵
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+

[ ٠ ٠ ٠٫٠۵
−١٫٢۵ −۶ −۵

]

=

[
g١١ ۵g١٢ −٠٫١g١١ + ۵(g١٢ + g١٣) + ٠٫٠۵

g٢١ −١٫٢۵ ۵g٢٢ −۶ −٠٫١g٢١ + ۵(g٢٢ + g٢٣)−۵
]

کنیم: می محاسبه را Ac = A+BK ماتریس حال

Ac = A+BK =

 ٠ ٠٫١ ٠٫٠۵
٠٫٢۵ ٠٫٢ ٠

٠ ١ ١



+

١ ٠
٠ ٠٫٢
٠ ٠

[
g١١ ۵g١٢ −٠٫١g١١ + ۵(g١٢ + g١٣) + ٠٫٠۵

g٢١ −١٫٢۵ ۵g٢٢ −۶ −٠٫١g٢١ + ۵(g٢٢ + g٢٣)−۵
]

=

 g١١ ۵g١٢ + ٠٫١ −٠٫١g١١ + ۵(g١٢ + g١٣) + ٠٫١
٠٫٢g٢١ g٢٢ −١ −٠٫٠٢g٢١ + (g٢٢ + g١−(٢٣

٠ ١ ١


داریم: (11.4) و (9.4) ،(8.4) هاي فرمول از استفاده با و ، Ac > ٠ بایستی

g١١ + g٢٢ = ٢٫٧ ۵g١٢ + ٠٫١ > ٠

g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = ٢٫٩٢ −٠٫٠٢g٢١ + (g٢٢ + g١−(٢٣ > ٠ (15.4)

g١٣ + g٢٢ − g١٢g٢٣ = −١٫١٧ −٠٫١g١١ + ۵(g١٢ + g١٣) + ٠٫١ > ٠

g١١ > ٠ ٠٫٢g٢١ > ٠ g٢٢ −١ > ٠

یک یابیم؛ می را کند می صدق (15.4) معادلات در که نقطه یک لینگو افزار نرم از استفاده با پایان در و

معادله این براي آمده دست به نقطه

g١١ = ٠٫۵ ; g١٢ = ٢٫٣۶١ ; g١٣ = −١٫٨٢ ; g٢١ = ٠ ; g٢٢ = ٢٫٢ ; g٢٣ = −١٫٢

آید: می دست به زیر صورت به Ac ماتریس و نماید. می صدق (15.4) معادلات تمامی در که باشد می

Ac =

٠٫۵ ١١٫٩ ٢٫٨۵۵
٠ ١٫٢ ٠
٠ ١ ١
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روش رو این از است دشوار ci (i = ١,٢, · · · , n) ضرایب محاسبه بزرگ هاي n و m براي که داریم توجه

شود: می ارائه زیر صورت به ها ci ضرایب محاسبه براي دیگري آسانتر

det(Ãλ − λI) = (−١)n(λn + c١λ
n−١ + · · ·+ cn−١λ+ cn)

[۵] داد نشان توان می حال

c١ = −tr(Ãλ)

c٢ = −(c١tr(Ãλ) + tr(Ã٢
λ))�٢

c٣ = −(c٢tr(Ãλ) + c١tr(Ã
٢
λ) + tr(Ã٣

λ))�٣

...

cn = −(cn−١tr(Ãλ) + cn−٢tr(Ã
٢
λ) + · · ·+ c١tr(Ã

n−١
λ ) + tr(Ãn

λ))�n (16.4)

و شود می محاسبه سادگی به tr(Ãλ) =
∑n

i=١ λi اند، شده تعریف پیش از Ãλ ویژه مقادیر که آنجایی از

کنیم. می استفاده زیر قضیه از tr(Ãk
λ) محاسبه براي

Ak ویژه مقادیر آنگاه باشند Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} طیف در A ویژه مقادیر کنید فرض [١۴] .1.1.4 قضیه

داشت. خواهند قرار Λk = {λk
١, λ

k
٢, · · · , λ

k
n} طیف در

تشابهی عملیات از استفاده با گیریم، می نظر در λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با را An×n ماتریس اثبات.

آنجایی از و نامیم می A١ آنرا و کنیم می تبدیل مثلثی بالا ماتریس یک به را A ماتریس سطري-ستونی

A١ مثلثی بالا ماتریس ویژه مقادیر دهند نمی تغییر را ماتریس خواص سطري-ستونی تشابهی عملیات که

واضح دارند. قرار A١ ماتریس اصلی قطر روي ویژه مقادیر این و بود خواهد A ماتریس ویژه مقادیر همان

به و بود خواهد λ٢
١, λ

٢
٢, · · · , λ

٢
n آن اصلی قطر روي مقادیر و بود خواهد مثلثی بالا نیز A٢

١ ماتریس که است

و باشد می λk
١, λ

k
٢, · · · , λ

k
n آن اصلی قطر روي مقادیر و بود خواهد مثلثی بالا نیز Ak

١ ماتریس ترتیب همین
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بود. خواهد λk
١, λ

k
٢, · · · , λ

k
n همان اش ویژه مقادیر است، مثلثی بالا Ak

١ ماتریس که آنجایی از

ها کنترل بودن نامنفی 2.4

محدودیت اعمال با حال نداشتیم، ها کنترل روي محدودیتی هیچ که بود حالتی براي شد ارائه که روشی

دهیم. می قرار بررسی مورد را روش ها کنترل بودن نامنفی

صدق زیر محدودیت در بسته حلقه خطی زمانی گسسته مثبت سیستم در ها کنترل [١۶] .1.2.4 گزاره

کنند می

u(t) ≥ ٠ (17.4)

یعنی باشد؛ نامنفی ماتریس یک K حالت خورد پس ماتریس اگر تنها و اگر

K ∈ Rm×n
+ (18.4)

نباشد. یا باشد مثبت باز حلقه سیستم اینکه از مستقل

زمانی گسسته مثبت سیستم براي تعریف از استفاده با که آنجا از است. بدیهی نسبتا کفایت اثبات اثبات.

می بدست u(t) = Kx(t) رابطه از آسانی به است، x(t) ≥ ٠ ; t = ٠,١,٢, · · · حالت بردار بسته حلقه خطی

باشد. برقرار (18.4) اگر بود خواهد برقرار (17.4) که آید

بنابراین است. درست (17.4) اما نیست برقرار (18.4) که کنید فرض خلف. برهان از استفاده با لزوم اثبات

kij ≥ ٠ ; (i = ١, ..., r −١, r + ١, ..,m ; j = ١, ..., s−١, s+ ١, ..., n)

.krs < ٠ اما

داریم: x(t) = xs(t)es براي نتیجه در است. نامنفی کنترل نامنفی حالت هر براي فرض مطابق

us(t) = krsxs(t)
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داریم: krs < ٠ و X(t) ≥ ٠ که آنجایی از و

us(t) ≤ ٠

است. تناقض یک که

می شد بیان که روشی از استفاده با بگیرید،حال نظر در را مثال(8) در شده داده B و A ماتریس .11 مثال

بینیم می دهیم؛ اختصاص بسته حلقه سیستم به را Λ = {٠٫٩۵,−٠٫٠۵,٠} ویژه مقادیر طیف خواهیم

زیرا: نمایند؛ می صدق گزاره(1.6.3) شرایط در ویژه مقادیر این که

١) ρ = max{|λ∗
i |} = ٠٫٩۵ < ١

٢) Λ̄ = {٠٫٩۵,−٠٫٠۵,٠} = Λ

٣)


j = ١⇒ (−١)٢S١(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ + λ٢ + λ٣ = ٠٫٩ > ٠
j = ٢⇒ (−١)٣S٢(λ١, λ٢, λ٣) = −(λ١ × λ٢ + λ١ × λ٣ + λ٢ × λ٣) = ٠٫٠۴٧۵ > ٠
j = ٣⇒ (−١)۴S٣(λ١, λ٢, λ٣) = λ١ × λ٢ × λ٣ = ٠ ≥ ٠

کنیم: می عمل زیر صورت به بسته حلقه سیستم به ویژه مقادیر این تخصیص براي اکنون

یابیم: می را B و A هاي ماتریس برداري همدم فرم ابتدا

Ã =

٠ ٢ ٠٫۴
٠ ٠٫۶ ٠٫۴٧
١ ٠ ٠

 ; B̃ =

١ ٠
٠ ١
٠ ٠


T−١ =

 ٠ ١٠ ٠
−٢ ٠ ۵
١٠ ٠ ٠

 ; F =

[ ٠ ٠ −١٠
−٣٫۵ ٠ −٣

]

برد، می صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که است ماتریسی F و تشابهی تبدیل ماتریس T−١ که

آوریم: می دست به زیر صورت به را حالت خورد پس ماتریس حال

K = Kλ + F

که: طوري به

Kλ = B−١
٠ GλT

−١
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فرمول طبق

Gλ =

[
g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣

]

⇒ K =

[١ ٠
٠ ١

] [
g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣

]  ٠ ١٠ ٠
−٢ ٠ ۵
١٠ ٠ ٠


+

[ ٠ ٠ −١٠
−٣٫۵ ٠ −٣

]

=

[
−٢g١٢ + ١٠g١٣ ١٠g١١ ۵g١٢ −١٠

−٢g٢٢ + ١٠g٢٣ −٣٫۵ ١٠g٢١ ۵g٢٢ −٣
]

داریم: (11.4) ،(9.4) ،(8.4) هاي فرمول از استفاده با ، K ≥ ٠ بایستی

g١١ + g٢٢ = ٠٫٩ ٢g١٢ + ١٠g١٣ > ٠

g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = −٫ ٠۴٧۵ −٢g٢٢ + ١٠g٢٣ −٣٫۵ > ٠ (19.4)

g١٣ + g٢٢ − g١٢g٢٣ = ٠ ١٠g١١ > ٠

١٠g٢١ > ٠ ۵g١٢ −١٠ > ٠ ۵g٢٢ −٣ > ٠

یک یابیم؛ می را کند می صدق (15.4) معادلات در که نقطه یک لینگو افزار نرم از استفاده با پایان در و

معادله این براي آمده دست به نقطه

g١١ = ٠٫٣ ; g١٢ = ٢ ; g١٣ = ١٫٧ ; g٢١ = ٠٫٠٠٣۶ ; g٢٢ = ٠٫۶ ; g٢٣ = ٠٫۵

آید: می دست به زیر صورت به K ماتریس و نماید. می صدق (19.4) معادلات تمامی در که باشد می

K =

[ ١٣ ٣ ٠
٠٫٣ ٠٫٣۶ ٠

]

گیري نتیجه 3.4

براي پذیري مشاهده و پذیري کنترل پذیري، دسترسی هاي ویژگی و کنترلی هاي سیستم نامه پایان این در

گردید. بیان مثبت کنترلی هاي سیستم براي ویژه مقدار تخصیص و پایداري همچنین و ها سیستم این
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و تبدیل همدم فرم به را ماتریس اول روش در نمودیم؛ بیان را روش دو ویژه مقدار تخصیص براي سپس

به را ماتریس دوم روش در و دادیم اختصاص مثبت بسته حلقه سیستم به را نظر مورد ویژه مقادیر سپس

ناحیه از نقطه یک آوردن دست به و سازي پارامتري از استفاده با سپس و نموده تبدیل برداري همدم فرم

متلب افزارهاي نرم از روش این هاي برنامه نوشتن براي که دادیم، اختصاص سیستم به را ویژه مقادیر شدنی

گردید. استفاده لینگو و



پیوست
کامپیوتري هاي برنامه

t0 = cputime;

A;

B;

[n,m] = size(B);

r = n+m;

Q = [B,A];

i = 1; j = 1; tol = 1e− 6;

while(i <= n)(j <= r)

[q, k] = max(abs(Q(i : n, j))); k = k + i− 1;

if(q <= tol)

Q(i : n, j) = zeros(n− i+ 1, 1);

j = j + 1;

else

if i = k

Q([i, k], :) = Q([k, i], :);

T1([i, k], :) = T1([k, i], :);
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Q(:, [i+m, k +m]) = Q(:, [k +m, i+m]);

end

t = Q(i, j);

Q(i, :) = Q(i, :)/t;

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) ∗ t;

T1(i, :) = T1(i, :)/t;

if i = n

fork = i+ 1 : n

t = Q(k, i);

ift = 0

Q(k, :) = Q(k, :)− t ∗Q(i, :);

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) + t ∗Q(:, k +m);

T1(k, :) = T1(k, :)− t ∗ T1(i, :);

end

end

end

i = i+ 1;

j = j + 1;

end

end

s = 1;

whiles < n

i = s+ 1;
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forj = i : r

ifQ(i, j) = 0

fork = 1 : s

ifQ(k, j) = 0

t = Q(k, j);

Q(k, :) = Q(k, :)− t ∗Q(i, :);

T1(k, :) = T1(k, :)− t ∗ T1(i, :);

Q(:, i+m) = Q(:, i+m) + t ∗Q(:, k +m);

end

end

break

end

end

s = s+ 1;

end

fori = n : −1 : m+ 1

fork = i : r

ifQ(i, k) == 1

forj = k + 1 : r

t = Q(i, j);

Q(:, j) = Q(:, j)− t ∗Q(:, k);

Q(k −m, :) = Q(k −m, :) + t ∗Q(j −m, :);

T1(k −m, :) = T1(k −m, :) + t ∗ T1(j −m, :);
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end

break

end

end

end

Q

T1

B1 = Q(:, [1 : m]); A1 = Q(:, [m+ 1 : r])

B0 = Q(1 : m, 1 : m); bo = inv(B0)

G = Q(1 : m,m+ 1 : r); F1 = −bo ∗G; G0 = G;

Fp = F1 ∗ T1;

Fp

gama = A+B ∗ Fp

t1 = cputime− t0

xp = [];

up = [];

x0 = ones(4, 1);

xp(:, 1) = x0;

i = 2;

whilei < 10

xp(:, i) = gama ∗ xp(:, i− 1);

up(:, i− 1) = Fp ∗ xp(:, i− 1);

i = i+ 1;
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end

clf

stairs(up(1, :)), hold on

title(′input response′)

ylabel(′input u1′)

xlabel(′time t′)

pause

hold off

plot(xp(1, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x1′)

xlabel(′timet′)

hold off

pause

plot(xp(2, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x2′)

xlabel(′timet′)

hold off

pause

plot(xp(3, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x3′)
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xlabel(′time t′)

hold off

pause

plot(xp(4, :)), hold on

title(′state response′)

ylabel(′x4′)

xlabel(′time t′)

holdoff

xp
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Abstract

In this thesis, positive linear discrete-time systems, and properties such as controllabil-

ity, reachability, and observability are investigated and then different types of positive

systems stability and also pole assignment problem, has been studied by companion

matrix. And finally by using vector companion form and parameterization of the state

feedback controller, a new method for pole assignment developed, so that closed-loop

systems remain positive.

Keywords: Positive system, Feedback, Eigen value assignment.
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