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سپاس گزاری...

کمال... مسیر در استوار و حیات آب از شود سیراب تا آفتاب، و باید باران را نهال
و باغیشن دکتر آقای جناب فرهیخته ام و بزرگوار استادان بی دریغ زحمات از است شایسته بس
جامعه از خوب گیری نمونه ، زندگ مسیر نرمال توزیع های برایم که آموزگاران ، آرش دکتر آقای جناب
گرانقدرم استادان از همچنین نمایم. ر تش و تقدیر کردند معنا را واریانس کمترین با تعال به رسیدن و
قرار خویش عنایت مورد مرا صمیمانه رساله این داوری پذیرش با که اقبال دکتر خانم و ربیع دکتر آقای
راه در که ناپذیرم خستگ و دلسوز اساتید همه بی دریغ الطاف و زحمات از پایان در زارم. سپاس دادند

دارم. را ر تش کمال نکردند رها را دست هایم مهربانانه همواره آموختن و علم
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نامه تعهد
شاهرود، صنعت اه دانش ریاض علوم آمار رشته ارشد کارشناس دانشجوی سلطان خدیجه اینجانب
راهنمایی تحت ، گاوس مفصل از استفاده با وابسته پاس های مدل بندی عنوان با پایان نامه نویسنده

م شوم: متعهد آرش محمد و باغیشن حسین
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

اه دانش “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

سلطان خدیجه
١٣٩۶ شهریور

نشر حق و نتایج یت مال
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این م باشد. شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ

علوم ، طبیع علوم ، پزش جمله از مختلف علوم در پرکاربرد ابزار جمله از رگرسیون مدل های
به جای معمولا باشد، غیرنرمال پاس متغیر که مواردی در هستند. محیط شناس و اقتصاد، ، اجتماع
استقلال مدل ها این در اساس پذیره اما م  شود. استفاده تعمیم یافته خط مدل های از خط مدل های
آن ها بر وابستگ ساختار نوع که م شویم مواجه پاس هایی با متعددی موارد در است. مشاهدات بین
کرد. اشاره فضایی داده های و زمان سری  ، طول داده های به م توان نمونه چند به عنوان است. حاکم

مختلف رهیافت های کار این برای کرد. وارد مدل به ل به ش را پاس ها وابستگ باید موارد این در
این در استنباط است. تعمیم یافته خط آمیخته مدل های از استفاده معمول رهیافت شده اند. معرف
ار راه ی است. روبرو جدی محاسبات لات مش با بیزی) و کلاسی دیدگاه دو هر (در مدل ها از رده
بر مبتن حاشیه ای رگرسیون مدل های از استفاده پاس ها، وابستگ کردن لحاظ برای جدید جانشین

است. مفصل تابع
استنباط سپس م کنیم. معرف را گاوس مفصل حاشیه ای رگرسیون مدل ابتدا پایان نامه، این در
انتخاب درست هاسمن مشخص سازی آزمون از استفاده با  و معرف را برازش معیارهای و مدل آماری
به ادامه در است. درستنمایی تابع بر مبتن ما نظر مورد استنباط رهیافت م کنیم. بررس را مدل

م پردازیم. واقع و شبیه سازی مثال های با مدل ارزیابی
داده های مفصل، تابع درستنمایی، بر مبتن استنباط هاسمن، مشخص سازی آزمون کلیدی: کلمات

. گاوس مفصل ، سری زمان حاشیه ای، رگرسیون فضایی، داده های ، طول

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

مفصل بر مبتن حاشیه ای رگرسیون کاربرد . (١٣٩۵) م. ، آرش ح. ، باغیشن خ. ، سلطان .١
باهنر شهید اه دانش ایران. آمار کنفرانس سیزدهمین صرع. بیماری داده های تحلیل در گاوس

کرمان.

م
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١ فصل
نیاز مورد مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١
علوم ، طبیع علوم ، پزش جمله از مختلف علوم در پرکاربرد مدل های جمله از رگرسیون مدل های
به جای باشد، غیرنرمال پاس متغیر که حالت در است. غیره و محیط شناس اقتصاد، ، اجتماع
استقلال مدل ها این در اساس پذیره اما م شود. استفاده تعمیم یافته خط مدل های از خط مدل های
برقرار آن ها بین وابستگ نوع که م شویم مواجه پاس هایی با متعددی موارد در است. مشاهدات بین
تعداد مثلا کرد. اشاره داده های فضایی و سری زمان ، طول به داده های نمونه به عنوان م توان که است

بایست موارد این در است. فضایی نوع از شمارش پاسخ مختلف نواح در خون سرطان به مبتلا افراد
معمول روش که دارد وجود روش هایی کار این برای کرد، لحاظ مدل در ل به ش را پاس ها وابستگ
کردن لحاظ برای جدید جانشین روش ی است. تعمیم یافته خط آمیخته مدل های از استفاده آن
این است. مفصل ١ تابع بر مبتن حاشیه ای رگرسیون مدل های از استفاده غیرنرمال، پاس های وابستگ

م کند. فراهم را و گسسته) ( پیوسته وابسته پاس های مدل بندی برای منعطف کل چارچوب رده،
دارند. چندمتغیره توزیع های ساخت همچنین و وابستگ ساختار مدل بندی در مهم نقش مفصل ها
استفاده آن ها از عمل در که م شوند تقسیم ناپارامتری و پارامتری دسته دو به مفصل ها کل حالت در
توجه مورد بیشتر ندارند، نیاز فرض پیش هیچ گونه به اینکه دلیل به ناپارامتری مفصل های م گردد.

١Copula
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گرفته اند قرار استفاده مورد بعد فصل های در که قضایایی و مفاهیم تعاریف، فصل این در گرفته اند. قرار
م کنیم. بیان را

تعمیم یافته خط وی ال ١ . ٢
پاس متغیر ی بین رابطه بررس و وسازی ال برای آماری تکنی های از مجموعه ای رگرسیون تحلیل

پرکاربردترین ، رگرسیون تحلیل گفت م توان است. تبیین یا و پیش متغیرهای از مجموعه ای و علاقه مورد
خط رگرسیون وی ال مهم، بسیار رگرسیون وی ال ی است. آماری تکنی های بین در روش

y = xTβ + ϵ = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βkxk + ϵ (١ . ١)

β = (β0, β1, . . . , βk)
T و، پیش متغیرهای x = (1, x1, x2, . . . , xk)

T ، پاس متغیر y آن در که است،
نیست خط مجهول پارامترهای به نسبت که ویی ال است. تصادف خطای جمله ϵ و نامعلوم پارامترهای

وی ال مثال، برای م شود. نامیده غیرخط رگرسیون وی ال ی

y = β1e
β2x + ϵ

به صورت را رگرسیون وی ال ی کل به طور نیست. خط β2 و β1 مجهول پارامترهای به نسبت

y = f(x,β) + ϵ (١ . ٢)

با ناهم بسته تصادف خطای جمله ϵ و مجهول پارامترهای بعدی p بردار β آن در که نوشت، م توان
بر م گیرند. نظر در نرمال رگرسیون مدل در را خطاها توزیع اغلب است. V ar(ϵ) = σ2 و E(ϵ) = 0

داریم ،(١ . ٢) اساس

E(y|x) = E[f(x,β) + ϵ]

= f(x,β)

انتظار، تابع این خط رگرسیون مدل در م شود. نامیده رگرسیون وی ال انتظار تابع f(x,β) آن در که
غیرخط رگرسیون وی ال در باشد. نیز غیرخط م تواند f(x,β) ضابطه اما است، β از خط تابع

است. وابسته پارامترها از ی به حداقل پارامترها به نسبت انتظار تابع جزئ مشتقات از ی دست کم
م گیریم: نظر در زیر رگرسیون انتظار تابع با را (١ . ٢) خط رگرسیون وی ال مطلب این تشریح برای

f(x,β) = β0 +
k∑

j=1

βjxj.

از عبارتند انتظار تابع جزئ مشتقات
∂f(x,β)
∂βj

= xj, j = 0, 1, . . . , k



٣ تعمیم یافته خط وی ال

حالت این در کنید توجه م دهد. نشان را مبدأ از عرض که است ظاهری متغیر ی x0 = 1 آن در که
نظر در را زیر غیرخط رگرسیون وی ال اکنون نیستند. مجهول پارامترهای از توابع ، جزئ مشتقات

م گیریم:
y = f(x,β) + ϵ

= β1e
β2x + ϵ.

از عبارتند β2 و β1 به نسبت رگرسیون انتظار تابع جزئ مشتقات
∂f(x,β)

∂β1
= eβ2x

∂f(x,β)

∂β2
= β1e

β2x.

م باشد. غیرخط و ال این لذا هستند، β2 و β1 مجهول پارامترهای از توابع جزئ مشتقات چون
را محوری نقش نرمال توزیع داریم، سروکار غیرخط و خط رگرسیون وهای ال با وقت که است واض
بر فرض غیرخط و خط رگرسیون وهای ال به مربوط استنباط روش های در حقیقت در م کند. ایفا

م کند. تبعیت نرمال توزیع از y پاس متغیر که است این
شمارش با اغلب مثال به عنوان باشد. شمارش نوع از گسسته، پاس متغیر کنید فرض مثال، برای

طبیع پدیده های وقوع با حت و خاص امراض با بیماران آسیب ها، چون نادری پیشامدهای یا عیب ها
دودویی ٢ پاس متغیر ی ر دی ان ام م شویم. مواجه آن به وابسته طوفان های و لرزه ها زمین قبیل از
تمام در تقریباً که است، ( ی یا صفر (یعن ست ش یا موفقیت پاس متغیر آن ها در که مطالعات است.

پاس متغیر که دارند وجود نیز زیادی وضعیت های هستند. متداول نسبتاً مهندس و علوم زمینه های
از عبارتند مورد این در مثال هایی است. غیرواقع کاملا بودن نرمال فرض اما است، پیوسته آن ها در

سیستم ها. یا ترونی ال اجزاء زوال زمان و انی م اجزاء در فشارها توزیع
مدل های رده م دهند. نشان را جدی راست به چوله رفتار ی معمولا و بوده نامنف پاس ها نوع این
داده توسعه ی متغیری پاس داده های به رگرسیون وهای ال برازش برای   (GLM)تعمیم یافته٣ خط
این است. نمایی توزیع های خانواده از توزیع دارای پاس متغیر آن در که (١٩٧۴ ودبرن، (نلدرو شده اند
نمایی ، منف دوجمله ای ، هندس پواسن، دوجمله ای، نرمال، مانند مهم توزیع های از بسیاری خانواده

با GLM آن گاه دهد، نشان را پاس مقادیر i = 1, . . . , n ،yi اگر م شود. شامل را گاما و
g[E(yi|xi)] = xTi β

ضرایب یا پارامترها بردار β و بوده iام مشاهده برای تبیین متغیرهای بردار xi که م شود داده نشان
ساختار اوقات گاه (که پاس متغیر توزیع دارد: جزء سه تعمیم یافته خط وی ال هر است. رگرسیون
g(·) پیوند تابع ی و م شود شامل را تبیین متغیرهای که خط وی پیش ی م شود)، نامیده خطا

خط رگرسیون وی ال مثال، برای م کند. مربوط پاس متغیر طبیع میانگین به را خط وی پیش که
٢Binary
٣Generalized linear model
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عبارت خط وی پیش بوده، نرمال پاس توزیع اینکه به توجه با م گیریم. نظر در را (١ . ١) معادله در
از است

xTβ = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βkxk

یعن است ،g(α) = α ، همان پیوند ی پیوند تابع و
g[E(y|x)] = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βkxk.

انتخاب به بسته است. GLM رده از عضوی (١ . ١) معادله در استاندارد خط رگرسیون وی ال بنابراین،
پیوند تابع از اگر مثال، برای شود. شامل را غیرخط وی ال ی م تواند GLM ی ،g(·) پیوند تابع

آن گاه کنیم، استفاده g(α) = ln(α) اریتم ل
E(y|x) = eβ0+β1x1+β2x2+···+βkxk .

ی که کرد تلق غیرخط و خط وهای ال سان سازی ی به عنوان م توان را تعمیم یافته خط وی ال
سایه در را استنباط و و ال برازش و م کند متحد هم با را غیرنرمال و نرمال پاس توزیع های از خانواده ای
سان سازی ی رد روی این از که رایانه ای نرم افزارهای این، بر علاوه م دهد. انجام مشترک چارچوب ی
که حال در ترتیب، به این است. آسان آن ها از استفاده و بوده دسترس در وسیع به طور م کنند، حمایت
سایر در آن کاربردهای ول است منحصر داروسازی صنایع و زیست علوم به GLM وهای ال اولیه کاربرد
تعمیم یافته ای خط وهای ال مفهوم به توجه با یافته اند. گسترش سرعت به مهندس و علوم زمینه های
متغیرهای به را پاس میانگین که ویی ال و پاس توزیع م شود: نمایان مهم مورد دو کردیم ارائه که

بعض برای معین وهای ال انواع زیرا نیستند، ر دی ی از مستقل مورد دو این م کند. مربوط رگرسیون
برنول توزیع باشد دودویی پاس اگر مثال، برای م باشند. مناسب تر توزیع ها سایر به نسبت توزیع ها از

آن در که مدل پس است. ی و صفر بین مقداری توزیع این ریاض امید که م شود استفاده آن برای
توزیع از باشد، شمارش پاس اگر این، بر علاوه نیست. مطلوب باشد، ی از بزرگ تر یا منف احتمال
استفاده مدل از نم توان پس باشد، نامنف مقداری باید پواسن توزیع پارامتر که م شود استفاده پواسن
مدل های از تعمیم عنوان به را زیر ساختار اکنون م کند. ایجاد منف مقادیر پارامتر این برای که کرد
متغیر مدل به عنوان م تواند نمایی توزیع های خانواده درحقیقت م گیریم. نظر در پواسن و دوجمله ای

م شود: مدل زیر به صورت احتمال توزیع حالت، این در شود. گرفته نظر در y پاس
F (y; θ, ϕ) = exp

{
yθ − b(θ)

α(ϕ)
+ c(y, ϕ)

}
.

میانگین های دارای ترتیب به y1, y2, . . . , yn پاس مشاهدات م کنیم فرض فوق مدل از استفاده با
توزیع های خانواده از عضوی که است توزیع دارای yi مشاهده به طوری که م باشند µ1, µ2, . . . , µn

وی پیش حول و ال و م شود شامل را x1, x2, . . . , xk وهای پیش و ال از منظم بخش است. نمایی
از y پاس متغیر و η خط وی پیش این ارتباط م شود. ساخته η = xTβ = β0 +

∑k
i=1 βixi خط

م شود برقرار زیر پیوند۴ تابع طریق
ηi = g(µi), i = 1, 2, . . . , n.

۴Link function
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پیوند خط وی پیش و پاس میانگین بین رابطه، این که م شود ناش حقیقت این از پیوند اصطلاح
از است عبارت انتظار مورد پاس حالت دراین م کند. ایجاد

E(yi) = g−1(ηi) = g−1(xT
i β).

وی ال چندگانه خط رگرسیون در حقیقت، در

µi = ηi = xT
i β, i = 1, 2, . . . , n

استفاده مورد که پیوندی تابع بنابراین، است. g(µi) = µi آن در که م کند پیشنهاد را خاص حالت
از تابع (i = 1, 2, . . . , n), σ2

i واریانس م کنیم فرض همچنین است؛ همان پیوند ی م گیرد قرار
اگر کرد. انتخاب مختلف به صورت های م توان را پیوند تابع است. µi میانگین

ηi = θi

برای را متعارف پیوندهای ١ . ١ جدول است. متعارف پیوند ی ηi صورت آن در کنیم، انتخاب را
م دهد. نشان م شوند، انتخاب تعمیم یافته خط وی ال با که توزیع هایی انتخاب های متداول ترین
چند کرد. استفاده تعمیم یافته خط وی ال ی با م توان آن ها از که دارند وجود ری دی پیوندی توابع

از عبارتند توابع این از مورد
پرابیت۵ پیوند .١

ηi = Φ−1[E(yi)]

م دهد؛ نشان را استاندارد نرمال تجمع توزیع تابع Φ(·) آن در که
مل۶ م ‐ل ل پیوند .٢

ηi = ln[ln[1− µi]]

٧ توان خانواده پیوند .٣
ηi =

µλ
i λ ̸= 0

ln[µi] λ = 0

پاس توزیع دارد؛ وجود جزء دو تعمیم یافته خط وی ال در که است این بنیادی بسیار نظر ی
از تبدیل انتخاب مشابه نوع به را پیوند تابع انتخاب پیوند. تابع و م شود) نامیده نیز خطا (توزیع
است جامعه میانگین تبدیل ی پیوند تابع که مطلب این درک حال، عین در کرد، تلق م توان پاس
م کند. استفاده پاس طبیع توزیع ویژگ از پیوند تابع تبدیل، ی برخلاف است. اهمیت با داده ها، نه
وی ال برازش در را لات مش م تواند درست تبدیل ی از نکردن استفاده که همان طور عین به طور

خط وی ال ی مورد در لات مش به م تواند نیز پیوند تابع نادرست انتخاب های آورد، بار به خط
شود. منجر تعمیم یافته

۵Probit link
۶C log-log link
٧Power family link
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تعمیم یافته خط وهای ال برای متعارف پیوندهای :١ . ١ جدول

توزیع متعارف پیوند
نرمال ηi = µi ( همان (پیوند

دوجمله ای ηi = ln( p
1−p

) ( لجستی (پیوند
پواسن ηi = ln(µi) ( اریتم ل (پیوند
نمایی ηi =

1
µi

وارون) (پیوند
گاما ηi =

1
µi

وارون) (پیوند

آن ها از پاس متغیر مدل سازی در م توان که دارد وجود رگرسیون ها از بی شماری صورت های
را خود کارایی مناسب ترین آن در که است خاص شرایط و اهمیت دارای صورت هر کرد. استفاده

م دهیم. شرح مختصر به طور را رگرسیون معمول مدل چند بخش، این در داراست.
به بررس آن در که است آماری ابزار ی ساده خط رگرسیون ساده٨) خط (رگرسیون .١ . ٢ . ١ تعریف

دو هر مقیاس ، طرف از م  شود. پرداخته وابسته متغیر ی و (پیش بین) مستقل متغیر ی رابطه
ساده، خط رگرسیون در بنابراین، دارد. را فاصله کمترین سنجش سط در و مستقل) ( وابسته متغیر
(خط خط معادله ی کم به پیش گو) متغیر ) ر دی متغیر مقادیر روی را ( (پاس وابسته متغیر مقادیر

م شود. برآورد مستقیم)
شود، عدد ی بیش از پیش گو متغیرهای تعداد اگر حال چندگانه٩) خط (رگرسیون .١ . ٢ . ٢ تعریف

م شود. نامیده چندگانه خط رگرسیون، مدل
است زیر به صورت چند گانه خط رگرسیون معادله

E(y |X) = Xβ,

.β = (β1, ..., βi)
T و xi ∈ Rk ،X = (x1, ..., xn)

T ،y = (y1, ..., yn)
T آن در که

موفقیت بر مبن رویداد احتمال یافتن برای لجستی رگرسیون ( ١٠ لجستی (رگرسیون .١ . ٢ . ٣ تعریف
وابسته متغیر که م کنیم استفاده لجستی رگرسیون از زمان طبیعت در م رود. کار به ست ش و

م شود تعریف زیر به صورت آن تابع که است GLM رده جز مدل این باشد. دودویی

logit(p) = ln

(
p

1− p

)
= xT

i β =
k∑

j=1

xiβj, i = 1, 2, ..., n

آن در که
p = Pr(yi = 1 |X ) =

eβ1x1,i+...+βkxk,i

1 + eβ1x1,i+...+βkxk,i

.X = (x1, ..., xn)
T و

٨Simple linear regression
٩Multiple linear regression

١٠Logistic regression
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م شود گفته وضعیت به چندگانه لجستی رگرسیون چندگانه١١) لجستی (رگرسیون .۴ . ١ . ٢ تعریف
م  شود موجب عوامل چه که ببینیم بخواهیم اگر نمونه برای دارد. سط ی بیش از وابسته متغیر که

لجستی رگرسیون از کنند، انتخاب دیدن برای را سه یا دو یا ی ه های شب از ی کدام مخاطبان که
به عنوان ه شب انتخاب و مستقل متغیر به عنوان مختلف عوامل مثال، این در م  بریم. سود چندگانه
(استفاده است خیر یا آری آن پاس که دارد سط سه وابسته متغیر این م  شود. شناخته وابسته متغیر

.(٣ ه شب رسانه  ای محصولات از استفاده ،٢ ه شب مطالب از استفاده ،١ ه شب از

چندجمله ای رگرسیون معادله ی را رگرسیون معادله ی ( ای١٢ چندجمله (رگرسیون .۵ . ١ . ٢ تعریف
م دهد: نشان را جمله ای چند معادله ی زیر معادله باشد. ١ از بیش تر مستقل متغیر توان اگر گوییم

y = a+ bx2.

نقاط با متناسب که است منحن ی ه بل نیست مستقیم خط خط، مناسب ترین رگرسیون، روش این در
م شود. رسم

تحلیل و تجزیه برای عموم خط مدل یك پوآسون رگرسیون پواسن١٣) (رگرسیون .۶ . ١ . ٢ تعریف
این است. شده استفاده احتمالات جداول و شمارش قابل داده های مدل برای كه است رگرسیون
پواسون توزیع دارای Y پاس متغیر م کند فرض پواسون رگرسیون است، GLM رده به متعلق مدل

هنگام ویژه به م شود، شناخته ١۴ اریتم ل خط مدل عنوان به گاه پواسون رگرسیون مدل است.
وابسته متغیر فراوان که هنگام ر، دی به بیان گیرند. قرار استفاده مورد احتمالات جدول مدل های كه
باشند خود در صفر فراوان دارای شده مشاهده داده های اصطلاح به و باشد کم مدل سازی فرآیند برای
دلیل ندارند. را وابسته متغیر فراوان مناسب پیش بین توانایی طبیع اریتم ل مدل های حالت این در
استفاده مورد م تواند پواسون رگرسیون مدل شرایط این در داده هاست نرمال توزیع فرض امر این اصل

م شود: مدل زیر به صورت پاس متغیر پواسن رگرسیون در گیرد. قرار

log(E(y
∣∣x)) = xTβ,

به صورت را پیش بین م توان ،x پیش بین متغیرهای بردار و β پواسن رگرسیون پارامتر بردار داشتن با
آورد: به دست زیر

E(y |x) = ex
T β.

متغیر بر روی مستقل متغیرهای یا و متغیر اثر رتبه ای رگرسیون در رتبه ای١۵) (رگرسیون .١ . ٢ . ٧ تعریف
م شود. مدل بندی دارد، رتبه ای و مختلف سطوح که وابسته ای

١١Multiple logistic regression
١٢Ranking regression
١٣Poisson regression
١۴Log-linear model
١۵Ranking regression
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(آری باشد داشته حالت دو وابسته) (متغیر خروج که هنگام پرابیت١۶) (رگرسیون .١ . ٢ . ٨ تعریف
پروبیت رگرسیون مدل از باشد، حالت دو این پیش بین در پیش بین متغیر شدت بررس هدف و خیر) یا
و م کالاک آن کاربردهای و GLM مدل های رده درخصوص بیشتر اطلاعات برای م شود. استفاده

ببینید. را (١٩٨٩) نلدر

مفصل نظریه ١ . ٣
توابع مفصل ها نظر نقطه ی از است. مدرن نسبتاً پدیده ی آمار، در آن ها کاربرد و مفصل ها مطالعه

ر دی دیدگاه از و م کنند متصل آن ها حاشیه ای توزیع توابع به را متغیره چند توزیع توابع که هستند
آن ها حاشیه ای توزیع توابع که کرد تعریف متغیره ای چند توزیع توابع به صورت م توان را مفصل ها

است. شده توزیع (0, 1) فاصله روی نواخت ی به صورت
است لاتین اسم ی کاپولا واژه م شناسیم، ١٧ کاپولا واژه با را مفصل آماری، نوشته های در معمولا

م باشد. کنید)”١٨ مراجعه کاسل لاتین شنری دی زنجیر(به یا و گره پیوند، ”ی معنای به که
کاپولا از قضیه این در رفت. به کار قضیه ی در لار اس توسط ١٩۵٩ سال در بار اولین واژه این
متصل هم به چندمتغیره توزیع تابع ساخت برای آن ها بعدی تک توزیع توابع که توابع توصیف برای

شد. استفاده م شوند،
م باشند: آماردانان علاقه مورد دلیل دو به ”فیشر”مفصل ها مطالعات طبق

ندارند.١٩ بستگ مقیاس به که هستند وابستگ اندازه های از انواع مطالعه برای روش چون .١

برای شروع نقطه ی مفصل ها که م شود مشاهده شبیه سازی ها از استفاده با مواق بعض چون .٢
هستند.” متغیره دو توزیع های خانواده ساختن

در آن ها تکیه گاه که یافت را متغیره ای دو توزیع های م توان (١٩۴١٩-٠۴١) هافدینگ مطالعه طبق
پخش [−1

2
,
1

2
] فاصله در نواخت ی به صورت آن ها حاشیه ای توزیع توابع و شده واق [−1

2
,
1

2
]2 مربع

جای به [0, 1]2 مربع از نرمال سازی اش برای هافدینگ ”اگر :١٩٩١ سال در شوایزر نظر طبق شده اند،
بود. “ مفصل ها کاشف او اینک م کرد، استفاده [−1

2
,
1

2
]2

این با متناظر توزیع های آورد، به دست توابع این برای نیز را ن مم کران های بهترین هافدینگ
صعودی) اکیداً تبدیلات تحت (پایا مقیاس پایای که را وابستگ اندازه های و نموده تعیین را کران ها
تحت امروزه را آن ها که توابع لار، اس و فرشه هافدینگ، از پس داد. قرار مطالعه مورد را هستند
(تحت ،(١٩٧۵) سمپسون و کیملدورف مانند، ر دی دانشمندان توسط م شناسیم، مفصل تابع عنوان
( وابستگ توابع عنوان (تحت ،(١٩٧٨) دی هیولز و (١٩٧٨) گالامبوس و نواخت) ی نمایش های عنوان

آمدند. به دست نیز
١۶Probit regression
١٧Copula
١٨Cassell’s Latin Dictionary
١٩Scale-free



٩ مفصل نظریه

مفصل تابع ١ . ٣ . ١
توأم توزیع تابع به وسیله ی کامل به طور X1, X2, . . . , Xn حقیق تصادف متغیرهای بین وابستگ
راست از تابع این که برای کاف و لازم شرایط م شود. توصیف FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) آن ها،

از: عبارت اند باشد، توزیع تابع ی F : Rn → [0, 1] پیوسته   ی

i) lim
xj→−∞

FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) = 0, j = 1, 2, . . . , n

ii) lim
xj→+∞

FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) = 1, j = 1, 2, . . . , n

iii) ∀ (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn), ai < bi
2∑

i1=1

2∑
i2=1

· · ·
2∑

in=1

(−1)i1+i2···+inFX1,X2,...,Xn(xi1 , xi2 , . . . , xin) ≥ 0

xi1 = ai, xi2 = bi, i = 1, 2, . . . , n

با است معادل سوم ویژگ آن گاه باشد، n تا 1 مرتبه مشتق های دارای F تابع اگر
∂nFX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)

∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xn

≥ 0.

نامعلوم توأم توزیع اما هستند برآورد قابل یا معلوم حاشیه ای توزیع های کاربردی، مسائل از بسیاری در
از حاشیه ای توزیع های از استفاده با آن برآورد یا توأم توزیع تعیین مسأله  است. دشوار آن برآورد یا
که قسمت، دو به توأم توزیع تابع تفکی ایده  است. کاربردی زمینه های از بسیاری در مهم موارد
شد مفصل مفهوم ل گیری ش به منجر حاشیه ای هاست، ری دی و وابستگ ساختار توصیف کننده  ی
تابع با X1, X2, . . . , Xn تصادف متغیرهای اگر گردید. مطرح (١٩۵٩) الار اس توسط بار نخستین که
آن گاه ,(·)FX1باشند، FX2(·), . . . , FXn(·)حاشیه ای توزیع توابع ,·)FX1,X2,...,Xnو . . . , ·) توأم توزیع

که است C(·, . . . , ·) مانند تابع مفصل ی

C : FX1 , FX2 , . . . , FXn → FX1,X2,...,Xn .

بعدی) n حالت (در مفصل تابع ی را C(u1, u2, · · · , un) : [0, 1]n −→ [0, 1] تابع .١ . ٣ . ١ تعریف
اگر فقط و اگر گوییم،

باشد: ٢٠ زمین خورده C مفصل .١
باشد داشته وجود j ∈ {1, · · · , n} ی حداقل (u1, · · · , un) ∈ [0, 1]n هر برای یعن

آن گاه، ،uj = 0 اگر به طوری که

C(u1, · · · , un) = 0·
٢٠Grounded
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باشد: صعودی n ،C مفصل .٢
که v و u بعدی n بردار دو از ی هر برای یعن

u = (u1, u2, · · · , un) ∈ [0, 1]n

v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ [0, 1]n

و
vj ≤ uj, j ∈ {1, · · · , n}

باشد برقرار زیر رابطۀ
Vc(B) = Dvn

un
· · ·Dv1

u1
C(t1, · · · , tn) ≥ 0,

آن در که
B = ([u1, v1]× · · · × [un, vn]), t ∈ [0, 1]n,

و
Dvj

uj
C(t1, · · · , tn) = C(t1, · · · , tj−1, vj, tj+1, · · · , tn)−CC(t1, · · · , tj−1, uj, tj+1, · · · , tn).

که، م باشد Ck ،k ∈ {1, · · · , n} حاشیه ای مفصل توابع دارای C مفصل .٣
Ck(u) = u, u ∈ [0, 1]

تابع با متغیره n توزیع تابع ی FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) اگر الار). اس (قضیه ١ . ٣ . ٢ قضیه
وجود C بعدی n مفصل ی آن گاه باشد، FX1(x1), FX2(x2), . . . , FXn(xn) حاشیه ای توزیع های

که به طوری دارد
FX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) = C(FX1(x1), FX2(x2), . . . , FXn(xn)) (١ . ٣)

n تابع باشند، دلخواه توزیع توابع FX1(x1), FX2(x2), . . . , FXn(xn) و مفصل ی C اگر عکس بر و
FX1 , FX2 , . . . , FXn حاشیه ای های با متغیره n توأم توزیع تابع ی ،(١ . ٣) در تعریف شده F متغیره

تاست. ی C تابع آن گاه باشند، پیوسته هم حاشیه ای توزیع های اگر به ویژه است.
مفصل تابع الار، اس قضیه بنابه باشد، پیوسته حاشیه ای های دارای توأم توزیع تابع که صورت در

م آید به دست زیر به صورت آسان به آن ها
C(u1, u2, . . . , un) = FX1,X2,...,Xn(F

−1
X1

(u1), F
−1
X2

(u2), . . . , F
−1
Xn

(un)).

آن گاه باشند، پیوسته توزیع توابع با تصادف متغیرهای X1, X2, . . . , Xn اگر بیان شده، مطالب بنابر
تابع C نتیجه در و است، استاندارد نواخت ی توزیع دارای Uj = Fj(Xj) احتمال، انتگرال تبدیل بنابه

است. [0, 1] بازه بر نواخت ی تصادف متغیرهای توأم توزیع



١١ مفصل نظریه

توزیع تابع با گامبل دومتغیره نمایی توزیع .١ . ٣ . ٣ مثال

Fθ(x, y) =

1− e−x − e−y + e−(x+y+θxy) x ≥ 0, y ≥ 0, θ ∈ [0, 1]

0 صورت این غیر در
نمایی حاشیه ای توزیع های دارای

FY (y) =

1− e−y y ≥ 0

0 جاها سایر
, FX(x) =

1− e−x x ≥ 0

0 جاها سایر
است. u, v ∈ (0, 1) به ازای زیر شبه  وارون های و

F−1
Y (v) = − ln(1− v) , F−1

X (u) = − ln(1− u)

است: زیر به صورت آن مفصل تابع بنابراین
Cθ(u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v)e−θ ln(1−u) ln(1−v)

ال چ تابع ،n = 2 به ازای (١ . ٣) طرفین از مشتق گیری با باشند، پیوسته حاشیه ای توزیع های اگر
م آید: به دست زیر به صورت مفصل، تابع براساس توأم

fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x, y)

∂x∂y
= fX(x)fY (y)

∂2C(u, v)

∂u∂v

= fX(x)fY (y)c(FX(x), FY (y))

م شود. نامیده مفصل ال چ تابع c(u, v) = ∂2C(u,v)
∂u∂v

و
م پردازیم. مفصل از خانواده چند به معرف ادامه در

نرمال توزیع از و دارد زیادی کاربردهای مال امور در مفصل نوع این (٢١ گاوس (مفصل .۴ . ١ . ٣ تعریف
و Φρ(·) اگر م شود. ساخته الار، اس قضیه از استفاده با ،ρ همبستگ ضریب با استاندارد دومتغیره
استاندارد نرمال توزیع و ρ همبستگ ضریب با استاندارد دومتغیره نرمال توزیع توابع به ترتیب Φ(·)

م شود تعریف زیر به صورت گاوس مفصل تابع آن گاه باشند،
Cρ(u, v) = Φρ

(
Φ−1(u),Φ−1(v)

)
u, v ∈ [0, 1].

یعن م آید. به دست مفصل تابع از مشتق گیری با نیز گاوس مفصل ال چ تابع

cρ(u, v) =
ϕX,Y,ρ (Φ

−1(u),Φ−1(v))

ϕ (Φ−1(u))ϕ (Φ−1(v))

که
ϕX,Y,ρ(x, y) =

1

2π(1− ρ2)
exp

{
− 1

2(1− ρ2)
(x2 + y2 − 2ρxy)

}
است. استاندارد نرمال ال چ تابع ϕ(·) و

٢١Gaussian



نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١٢

دارای که است مفصل ها خانواده مفصل های مهمترین از ی (٢٢ ارشمیدس (مفصل .۵ . ١ . ٣ تعریف
مانند بیضوی مفصل های برخلاف است. وابستگ متنوع ساختارهای و شرکت پذیری مانند ویژگ هایی
نم شود. نتیجه الار اس قضیه از که م باشند بسته ل ش دارای خانواده این مفصل های اغلب ، گاوس

خانواده این از ساده مفصل ی

C(u, v) = Ψ−1(Ψ(u) + Ψ(v)) (۴ . ١)

مفصل از خانواده این براساس توأم توزیع تابع و م شود نامیده ارشمیدس مفصل که م باشد

FX,Y (x, y) = Ψ−1(Ψ(FX(x)) + Ψ(FY (y)))

است: زیر ویژگ های دارای و م شود نامیده مولد تابع Ψ است.

Ψ(1) = 0, lim
x→0

Ψ(x) = ∞ , Ψ
′
(x) < 0 , Ψ

′′
(x) > 0

م کنیم: اشاره خانواده این مفصل های از مورد به چند
دادن قرار با و ندارد وجود متغیرها بین وابستگ مفصل، نوع این در حاصل ضربی مفصل الف.

مفصل نوع این در پس م آید. به دست (۴ . ١) رابطه در Ψ(x) = − ln(x)

C(u, v) = uv

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

کلایتون توسط ، ارشمیدس مفصل های خانواده از عضوی به عنوان مفصل این کلایتون٢٣ مفصل ب.
بنابراین م آید. به دست (۴ . ١) رابطه در θ ≤ 0 به ازای Ψ(x) = xθ − 1 زین جای با و گردید، معرف

C(u, v) = (uθ + vθ − 1)
1
θ

FX,Y (x, y) =
(
FX(x)

θ + FY (y)
θ − 1

) 1
θ

است. صفر آن بالایی دم وابستگ و م باشد پایین دم وابستگ دارای مفصل این
زین جای با و است، ارشمیدس مفصل های خانواده از ری دی عضو مفصل این گامبل٢۴ مفصل ج.
وابستگ و است بالایی دم وابستگ دارای مفصل این م آید. به دست (۴ . ١) در Ψ(x) = (− ln(x))α

گردید. معرف (١٩۶٠) گامبل توسط بار نخستین مفصل این است. صفر آن پایین دم
زین جای با مفصل این است، ارشمیدس مفصل های خانواده از ری دی عضو ٢۵ فرانک مفصل د.

م باشد. دم ها در ناهمبستگ دارای نیز فرانک مفصل تابع م شود. حاصل (۴ . ١) در Ψ(x) =
[
eαx−1
ea−1

]
٢٢Archimedean
٢٣Clayton
٢۴Gumbel
٢۵Frank



١٣ مفصل نظریه

م شود: تعریف زیر به صورت مفصل نوع این ٢۶ ‐گامبل‐مورگنشترن فارل مفصل .۶ . ١ . ٣ تعریف
Cα(u, v) = uv[1 + α(1− u)(1− v)] , |α| ≤ 1

آن گاه باشد X,Y تصادف متغیرهای مفصل تابع C اگر بقاء مفصل .١ . ٣ . ٧ تعریف
F̄X,Y (x, y) = P (X > x, Y > y)

= 1− FX(x)− FY (y) + FX,Y (x, y)

= F̄X(x) + F̄Y (y)− 1 + C(FX(x), FY (y))

= F̄X(x) + F̄Y (y)− 1 + C(1− F̄X(x), 1− F̄Y (y))

کنیم تعریف زیر به صورت را Ĉ : [0, 1]2 → [0, 1] تابع اگر بنابراین
Ĉ(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v)

آن گاه
F̄X,Y (x, y) = Ĉ(F̄X(x) , F̄Y (y))

است. (X,Y ) مفصل C که م شود نامیده X,Y بقای مفصل که است مفصل تابع ی Ĉ تابع
٢٧ گوی که همان طور که این اول هستند. توجه مورد کمتر عمده دلیل سه به پارامتری های روش
بهینه مفصل تابع یافتن اوقات گاه و زیاد محاسبات نیازمند پارامتری روش است کرده مطرح (٢٠٠٩)
تابع یافتن است، شده نقل (٢٠١۴) اران هم و ٢٨ بدفورد از که همان طور این که دوم است. دشوار بسیار
باید تواُم توزیع یافتن به جای یعن است، ر دی دشوار مسئله به دشوار مسئله ی تبدیل بهینه مفصل
همه از پارامتری مفصل های کلاس به خود محدود کردن با همچنین باشیم. بهینه مفصل تابع به دنبال
برای کاف به اندازه پارامتری خانواده کلاس نیست معلوم سوم، است. نشده استفاده مفصل ها مزایای

باشند. مناسب کل حالت در متغیرها وابستگ ساختار بیان
وابستگ ساختار مورد در پیش فرض هیچ گونه که ناپارامتری مفصلهای شده، مطرح دلایل به توجه با
معرف ادامه در ناپارامتری مفصل های این از تعدادی هستند. توجه مورد بیش تر ندارند، نیاز متغیرها بین

م شوند:
٢٩ دهیوولز توسط ناپارامتری مفصل اولین عنوان به تجربی مفصل تجربی مفصل .١ . ٣ . ٨ تعریف
م توان که است معمول مفصل از ناپارامتری براوردگر ی تجربی مفصل تابع گردید. معرف (١٩٧٩)
توزیع تابع از مفصل این همچنین کرد. استفاده استقلال آزمون جمله از اهداف از بسیاری برای ان از

است: زیر به صورت که م آید، به دست تجربی

Cn(u, v) =
1

n

n∑
i=1

I(
Ri

n+ 1
≤ u,

Si

n+ 1
≤ v)

٢۶Farlie-Gumbel-Morgenstern
٢٧Gui
٢٨Bedford
٢٩Deheuvels



نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١۴

برآورد: روش
Fn(x, y) =

1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x, Yi ≤ y)

C(x, y) = FX,Y

(
F−1
X (x), F−1

Y (y))
)

Cn(x, y) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ Fn,X−1(x), Yi ≤ Fn,Y −1(y))

=
1

n

n∑
i=1

I(Fn,X(Xi) ≤ x, Fn,Y (Yi) ≤ y)

دهیوولز م گیرد. قرار استفاده مورد استقلال آزمون های جمله از اهداف از بسیاری برای مفصل این
داد. نشان اصل مفصل به را تجربی مفصل نواخت ی رایی هم و (a.s.) همه جا تقریبا رایی هم

همبستگ ساختارهای انواع ۴ . ١
گسسته پیش بین داده های رگرسیون تحلیل برای مدل ها، از جامع کلاس تعمیم یافته، خط مدل های

غیر خط ترکیب ی اعمال با که ترتیب این به است؛ آورده فراهم باشند، نمایی توزیع دارای که پیوسته و
خط مدل های تعمیم م سازد. توضیح متغیرهای از خط ترکیبی پاس متغیر میانگین روی مناسب

ایجاد هم بسته داده های تحلیل در را مدل ها این توانایی چندمتغیره، و هم بسته داده های به تعمیم یافته
زیر به  صورت آن کل مشخصات که م باشند حاشیه ای مدل های تعمیم، این از نمونه ای است. نموده

است:
م شود: تعریف زیر به صورت iام نمونه برای پاس احتمال یا حاشیه ای میانگین آ)

g[E(yij|xij)] = g(µij) = xT
ijβ, i = 1, 2, . . . , n j = 1, 2, . . . , ti

متغیرهای از بعدی p بردارهای ،β = (β1, β2, . . . , βp)
T , xij = (xij1, xij2, . . . , xijp)

T آن در که
م باشند. معلوم و مناسب پیوند تابع ی g و پارامترها و توضیح

م شود: تعیین زیر به صورت است، حاشیه ای میانگین از تابع که حاشیه ای واریانس ب)

var(yij|xij) = v(µij)ϕ

است. مقیاس پارامتر ،ϕ و معلوم تابع ی v آن در که
به صورت است، α اضاف پارامتر و حاشیه ای میانگین های از تابع ′yij،که و yij بین همبستگ پ)

م شود: تعیین زیر
corr(yij, yij′ ) = ρ(µij, µijT ,α)

م باشند. نامعلوم پارامترهای از برداری ،α و معلوم آنρ،تابع در که



١۵ همبستگ ساختارهای انواع

ی شده است، پیشنهاد (١٩٨۶) ر زی و لیانگ توسط که (GEE) تعمیم یافته٣٠ برآوردگر معادلات
م آید. به شمار تعمیم یافته خط مدل های در برآورد روش

هم بسته و چندمتغیره داده های به (ودربرن،١٩٧۴) شبه درستنمایی٣١ روش از تعمیم که روش این
این تعیین ارائه م دهد.در رگرسیون مدل پارامترهای برای برآوردگر معادلات از دسته ای م باشد،
نیاز واحدها برای عمل همبستگ ماتریس تعیین و پاس ها دوم و اول مرتبه گشتاورهای به معادلات،

نم شود. اختیار فرض هیچ پاس ها توأم توزیع درباره و است؛
واریانس‐ ماتریس و اول) مرتبه (گشتاور میانگین به ترتیب Vi(α) و µi(β) این که، فرض با
تعریف زیر به  صورت تعمیم یافته برآوردگر معادلات باشند، Yi برای دوم) مرتبه (گشتاور کوواریانس

م شوند:
S(β,α) =

n∑
i=1

Si(β,α) =
n∑

i=1

DT
i V−1

i (α)(Yi − µi(β)) = 0

به  طوری که:
Di =

∂µi

∂β

م شود: داده نمایش زیر به صورت ،Vi(α) واریانس‐کووایانس ماتریس و

Vi(α) = ϕA 1
2
i Ri(α)A 1

2
i

به عنوان که Ri(α) برای همچنین م باشد. v(µij) قطری عناصر با قطری ماتریس ی Ai آن، در که
به این که نظر است. شده گرفته نظر در متعددی ساختارهای م شود؛ شناخته عمل همبستگ ماتریس
امری ساختارها انواع با آشنایی است، وابسته ساختارها این انتخاب به رگرسیون پارامترهای برآورد

پردازیم. م آن ها به معرف ادامه در که است ضروری

استقلال ساختار ١ . ۴ . ١
شدن فرض صفر به دلیل نوع نامعقول ترین حال عین در و ساختار نوع ساده ترین استقلال٣٢، ساختار
به عنوان ساختارها سایر با مقایسه برای وجود این با م باشد. مشاهدات بین همبستگ گرفتن) (نادیده
آن برداری ل ش و نمایش نحوه  است. شده آورده آماری نرم افزارهای از بسیاری در پیش فرض ساختار

م باشد: زیر به  صورت به ترتیب

corr(yij, yij′ ) =

1 j = j
′

0 j ̸= j
′

٣٠Generalized estimating equations
٣١Quasi Likelihood
٣٢Independent



نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١۶

است: زیر به صورت چهارتایی نمونه ی برای وابستگ ساختار این از حاصل ماتریس

R =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

تبادل پذیر همبستگ ٢ . ۴ . ١
در بدون را مشاهدات تمام بین همبستگ که است همبستگ نوع ساده ترین تبادل پذیر٣٣، همبستگ

م شود: داده نمایش زیر به صورت و م گیرد نظر در سان ی آن ها ( (ل فاصله گرفتن نظر

corr(yij, yij′ ) =

1 j = j
′

α j ̸= j
′

است: زیر به صورت مشاهده چهار با واحدی برای مثال به عنوان آن، ماتریس ل ش و

R =


1 α α α

α 1 α α

α α 1 α

α α α 1

 .

غیرساختاری همبستگ ٣ . ۴ . ١
مشاهدات از جفت دو هر بین همبستگ بودن به فرد منحصر فرض غیرساختاری٣۴ همبستگ ویژگ
پارامترها، بودن زیاد و خاص ساختاری وجود عدم به دلیل اما است، واق گرایانه اگرچه که م باشد
مشاهدات بالای حجم با داده ها مجموعه برای ساختار این لذا م آید. به شمار همبستگ نوع پیچیده ترین
آماری نرم افزارهای بیش تر در ساختار این انتخاب با مواقع چنین در زیرا نم باشد، مناسب تکرارشده

شد. خواهیم روبرو خطا پیغام با

corr(yij, yij′ ) =

1 j = j
′

αij′ j ̸= j
′

است: زیر ل ش به مشاهده چهار برای ساختار نوع این ماتریس صورت تبادل پذیر، ساختار مشابه

R =


1 α21 α31 α41

α21 1 α32 α42

α31 α32 1 α34

α41 α42 α43 1

 .

٣٣Exchangeable, Compound Symmetry
٣۴Unstructed General



١٧ همبستگ ساختارهای انواع

اول مرتبه خودبرگشت همبستگ ۴ . ۴ . ١
م کند اعمال مشاهدات فاصله ی و همبستگ بین معکوس رابطه ای ٣۵ اول مرتبه خودبرگشت همبستگ
از مشاهدات گرفتن فاصله با همبستگ کاهش و مجاور مشاهدات به همبستگ بالاترین اعمال یعن
بوده مناسب برابر فواصل با داده هایی برای م شود داده نمایش زیر به  صورت که همبستگ این ر. دی ی
جزو پارامترها تعداد بودن کم به دلیل پیچیدگ عدم و مشاهدات تمام به همبستگ اعمال به جهت و

م باشد. پرکاربرد ساختارهای
corr(yij, yij′ ) = α|j−j

′ |

R =


1 α α2 α3

α 1 α α2

α2 α 1 α

α3 α2 α 1

 .

m‐وابستگ ساختار ۵ . ۴ . ١
که مشاهدات تنها م شود، فرض آن در که است ٣۶ m‐وابستگ ساختار بعدی، همبستگ ساختار
زیر به صورت همبستگ این نمایش م باشند. همبستگ دارای است m از کمتر آن ها فاصله اختلاف

م باشد:

corr(yij, yij′ ) =

α|j−j′ | |j − j
′ | ≤ m

0 این صورت غیر در
است: زیر به صورت m = 2 و مشاهده چهار با واحدی برای مثال به عنوان آن، ماتریس ل ش و

R =


1 α1 α2 0

α1 1 α1 α2

α2 α1 1 α1

0 α1 α2 1

 .

این م باشند. مشابه همبستگ دارای باشد برابر آن ها فاصله اختلاف که مشاهدات جفت تمام بنابراین
که هنگام و است پیچیده تر خودبرگشت ساختار نسبت به پارامترها تعداد بودن زیاد دلیل به ساختار

م یابد. افزایش پیچیدگ این باشد، بزرگ m و زیاد تکرارها تعداد
مناسب برابر فواصل با داده هایی مجموعه برای معرف شده ساختارهای تمام تاکنون .١ نکته
این مناسب همبستگ ساختارهای که است شده موجب نابرابر فواصل با داده هایی وجود م باشند.
فاصله سپس و شناسایی را واقع فواصل ابتدا که است گونه ای به کار اساس آیند. کار روی نیز داده ها
م شود. استفاده داده ها فواصل به عنوان جدید فاصله این از و کرده محاسبه را فواصل بین اقلیدس

٣۵AR(1) Auto-regressive
٣۶m-dependent, Teoplitz



نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١٨

در است. داده ها نوع این لات مش از ی این و م باشد اولیه اطلاعات نیازمند واقع فواصل شناسایی
نمود. خواهیم معرف را ساختارها این از نمونه هایی ادامه

فضایی توان همبستگ ۶ . ۴ . ١
م باشد. مناسب برابر فواصل با داده هایی برای اول مرتبه خودبرگشت ساختار شد، گفته که همان طور
با ساختار این است. ٣٧ فضایی توان همبستگ نابرابر فواصل با داده ها برای زین جای ساختارهای از ی
م کند. اعمال همبستگ و فواصل بین را معکوس رابطه ای ، واقع فواصل بین اقلیدس اندازه محاسبه

توان ماتریس فرم و همبستگ ساختار آن گاه دهیم نشان d̂jj′ با را واقع فواصل بین اقلیدس اندازه اگر
بود: خواهد زیر به صورت فضایی

corr(yij, yij′ ) = α
d̂
jj

′

اول مرتبه خودبرگشت ساختارهای فواصل، برابری صورت در که است مشخص بالا فرم های به توجه با
بود. خواهند هم ارز توان فضایی و

نمایی فضایی همبستگ ٧ . ۴ . ١
قادر نیز توان فضایی ساختار که باشد به اندازه ای فواصل شدن زیاد با همبستگ کاهش که هنگام

اقلیدس فاصله افزایش با ساختار این در م شود. استفاده نمایی فضایی٣٨ ساختار از نباشد آن به نمایش
پیچیده تر فضایی توان ساختار به نسبت که ساختار این م یابد. کاهش نرخ نمایی با همبستگ فواصل،

م شود: داده نمایش زیر به صورت است منعطف تر حال عین در و

corr(yij, yij′ ) = exp{−
djj′

α
}

فضایی گاوس همبستگ ٨ . ۴ . ١
شدید کاهش نمایش در نیز فضایی نمایی ساختار حت که م رود به کار زمان فضایی٣٩ گاوس ساختار
م شود: داده نمایش زیر صورت دو از به ی معمولا ساختار این باشد. ناتوان فاصله افزایش با همبستگ

corr(yij, yij′ ) = exp{−
djj′

α2
}

corr(yij, yij′ ) = exp{−
djj′

α
}2

٣٧Spatial Power
٣٨Spatial Eponential
٣٩Spatial Gaussian



١٩ متحرک میانگین اتورگرسیو مدل های

فضایی همبستگ های سایر ٩ . ۴ . ١
اشاره ، کروی۴٢ دوم۴١ درجه ۴٠ خط ساختارهای به م توان فضایی وابستگ ساختارهای سایر جمله از

از عبارتند به ترتیب وابستگ ساختارهای این توابع کرد.
corr(yij, yij′ ) = 1− (

djj′

α
)I(djj′<α)

corr(yij, yij′ ) =
(
d
jj

′

α
)2

1 + (
d
jj

′

α
)2

corr(yij, yij′ ) = [1− 1.5(
djj′

α
) + 0.5(

djj′

α
)2]I(djj′<α)

ترکیبی باق مانده همبستگ ١٠ . ۴ . ١
مناسب داده ها برای شده معرف ساختارهای از هیچ کدام زیر به دلایل که پیش آید مواقع است ن مم
اظهار (٣ اولیه اطلاعات (٢ تجربه به علت تحلیل گر توسط خاص ساختاری بودن مدنظر (١ نباشند:
باق مانده به نام جدیدی ساختارهای شده، معرف ساختارهای ترکیب با حالت این در متخصص ی نظر

است: زیر به صورت ساختار این نمایش م کنند. معرف را ترکیبی۴٣
corr(yij, yij′ ) = R1 +R2

که است ذکر به لازم پایان در باشند. شده معرف ساختارهای از ی هر م توانند R2 و R1 به طوری که
همبستگ ساختار تشخیص برای معیارهایی به عنوان CIC و GIC شاخص های افزارها،از نرم این در

از تعمیم شاخص ها این م گردد. استفاده مدل برازش ویی نی و برآوردگرها کارایی تشخیص مناسب،
م باشد. هم بسته داده های برای AIC معیار

متحرک میانگین اتورگرسیو مدل های ۵ . ١
مدل آن به گاه که (ARMA)۴۴متحرک میانگین اتورگرسیو مدل نال سی پردازش و آمار علم در
استفاده مورد زمان سری داده های سنجش برای معمولا که است مدل م گویند، نیز باکس‐جنکینز۴۵

م گیرد. قرار
آت مقادیر پیش بین و مطالعه برای ابزاری ARMA مدل ،Xt به صورت زمان سری داده های برای

متحرک۴٧ میانگین و (AR) به اختصار اتورگرسیو۴۶ بخش دو شامل مدل این است. سری هایی چنین
۴٠Spatial Linear
۴١Spatial Rational Quadratic
۴٢Spatial Spherical
۴٣Hybrid Residual
۴۴Autoregressive moving average model
۴۵Box-Jenkins
۴۶Autoregressive
۴٧Moving Average



نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢٠

نمایش ARMA (p, q) به صورت علم ادبیات در را ARMA مدل بنابراین است. (MA) به اختصار
است. MA مدل مرتبه q و AR مدل مرتبه p آن در که م دهند.

اتورگرسیو مدل ١ . ۵ . ١
است: زیر به صورت p مرتبه با AR مدل

Xt = c+

p∑
i=1

φiXt−i + εt. (۵ . ١)

متحرک میانگین مدل ٢ . ۵ . ١
است: زیر به صورت q مرتبه با MA مدل

Xt = µ+

q∑
i=1

θiεt−i. (۶ . ١)

گرفته نظر در صفر برابر (اغلب Xt ریاض امید µ هستند. مدل پارامترهای θ1, θ2, ..., θq مدل این در
هستند. مدل خطای εt, εt−i, ... م شود).

متحرک میانگین اتورگرسیو مدل ٣ . ۵ . ١
به صورت شده ذکر مدل دو شامل که متحرک، میانگین q و اتورگرسیو p مرتبه با مدل ARMA مدل

است: زیر

Xt = c+ εt +

p∑
i=1

φiXt−i +

q∑
i=1

θiεt−i. (١ . ٧)

قیمت مثال برای باشد. مشاهده ناپذیر شوک های از تابع سیستم که است مناسب زمان ARMA مدل
هست. نیز آحاد رفتاری شوک های تاثیر تحت بازار در اطلاعات شوک های بر علاوه که سهام

فضایی آمار ۶ . ١
خاص وابستگ و نیستند ر دی ی از مستقل که داریم کار و سر داده هایی با محیط مطالعات در اغلب

به این گونه است مطالعه تحت فضای در آن جغرافیایی) (موقعیت ان م از ناش که دارد وجود آن ها بین
ی شیوع میزان م توان داده ها نوع این از مثال هایی به عنوان م گویند. فضایی۴٨ داده های داده ها،

کیفیت بر موثر عوامل و معدن ی مختلف نقاط در طلا خلوص درصد مختلف، استان های در بیماری
برد. نام را استان ی مختلف نقاط در زیرزمین آب های

۴٨Spatial data



٢١ فضایی آمار

وابستگ و مطالعه مورد فضای در آن موقعیت با داده هر نمایش داده های فضایی، عمده ویژگ دو
بیش تری وابستگ مجاور، موقعیت های از شده جم آوری داده های فضایی معمولا آن هاست. فضایی

م یابد. کاهش وابستگ داده ها، موقعیت بین فاصله افزایش با و دارند
این عمل کاربرد و پیدایش اما م گیرد، صورت آماردانان توسط عمدتاً فضایی آمار گسترش اگرچه
روند دنبال به بار نخستین گرفت. صورت زمین آمار۴٩ عنوان تحت و زمین شناسان به وسیله آمار از شاخه
پایه های ١٩۶٢ سال در مقاله ای انتشار با ماترون بود، شده آغاز ١٩۶٠ سال از قبل که معدن ذخایر تکامل
است متغیرهایی تحلیل بر مبتن که م شود گفته آمار علم از شاخه ای به زمین آمار نهاد. بنا را زمین آمار
ناحیه شاخه، این در دارد. کار و سر فضایی متغیرهای یا داده ها با و بوده فضایی ساختار دارای که
ر دی ان م ی م توان ان م موقعیت دو هر بین که معن به این است، ال۵٠ چ ناحیه ی جغرافیایی

گرفت. نظر در نیز
زمین شناس ، همه گیرشناس زیست، محیط ، هواشناس مانند علم متعدد مطالعات در داده های فضایی

هم و فضایی موقعیت نظر از هم که مشاهدات وابسته اند. ر دی به ی نیز زمان طول در اقیانوس شناس و
تابع طریق از معمولا و م شوند نامیده ۵١ داده های فضایی‐زمان باشند، وابسته زمان موقعیت نظر از
هستند: وابستگ ساختار نوع دو تعیین مستلزم داده ها این گونه تحلیل م شود. مدل بندی کوواریانس

. زمان وابستگ و فضایی وابستگ
شاهد نیز فضایی آمار بیزی، آمار جمله از آمار مختلف زمینه های توسعه با همراه اخیر سال های در
کارآمد وسیله ای به عنوان فضایی آمار پیشرفت ها این به مدد و است بوده چشم گیری توسعه و رشد
(١٩٨۶) کیتانیدیس بار نخستین است. گردیده مطرح فضایی‐زمان و داده های فضایی مطالعه برای
به کارگیری داده های فضایی، تحلیل کلاسی روش های در موجود دشواری های و مسائل به اشاره با
داده های فضایی تحلیل برای بیزی رهیافت از استفاده آن جا که از اما نمود. پیشنهاد را بیزی روش های
توسعه با اما نگرفت. قرار توجه مورد چندان ابتدا در م باشد، پیچیده محاسبات نیازمند و دشوار
زنجیر مونت کارلوی روش های نظیر پیشرفته بیزی محاسبات روش های ابداع و بیزی آمار گسترش و
مطالب است. یافته چشم گیری توسعه و رشد نیز داده های فضایی بیزی تحلیل ،(MCMC)۵٢ مارکوف
ماه آبان وابستگ ها انواع و مفصل نظریه آموزش کارگاه دومین مقالات مجموعه از استفاده با بخش این

است. شده جم آوری ٩١
م پردازیم. فضایی آمار کلیدی مفاهیم از برخ به معرف ادامه، در

داده های فضایی ١ . ۶ . ١
قرار ان م و موقعیت ناش از آن ها وابستگ که م شود گفته وابسته ای داده های به داده های فضایی
موقعیت های این که اساس بر داده های فضایی است. مطالعه مورد (جغرافیایی) فضای در آن ها گرفتن

۴٩Geostatistics
۵٠Dense
۵١Spatio-temporal data
۵٢Markov Chain Monte Carlo
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داده های زمین آماری۵٣، داده های گروه سه به باشند، صورت به چه مرتبط تصادف متغیرهای و فضایی
استخراج (١٣٩٢) محمدزاده از بخش این مطالب م شوند. تقسیم نقطه ای۵۵ وهای ال و ه ای۵۴ مشب

شده اند.
مشاهده ال چ ناحیه ای در مشخص و ثابت موقعیت های در داده ها نوع این زمین آماری: داده های
مطالعه مورد متغیر و هست هم ر دی موقعیت های وجود ان ام مفروض، موقعیت دو بین یعن م شوند.

باشد. گسسته یا پیوسته است ن مم
موقعیت های بین یعن هستند، ال غیرچ نواح به مربوط داده ها نوع این ه ای: مشب داده های
نامنظم یا منظم است ن مم ان ها م این ندارد. وجود جدید موقعیت ی یافتن ان ام مشاهده شده

باشند.
این است. تصادف متغیر ی خود مشاهده شده، موقعیت داده ها نوع این در نقطه ای: وی ال
اقدام و شده تقسیم خوشه ای۵٨ و منظم۵٧ ،(CSR) فضایی۵۶ تصادف کامل به طور دسته سه به داده ها

م شود. آن ها مدل بندی به

فضایی آماری مدل های ٢ . ۶ . ١
داده های فضایی مدل بندی معمولا است. آماری مدل ی گرفتن نظر در نیازمند داده های فضایی تحلیل

م گیرد. صورت ۵٩ تصادف میدان ی تعریف با
مانند تصادف متغیرهای از مجموعه ای تصادف میدان .( تصادف (میدان ١ . ۶ . ١ تعریف

Y (·) = {Y (s); s ∈ D}

است. Rd از ،d ⩾ 1 بعدی، d اقلیدس فضای از زیرمجموعه ی D اندیس گذار مجموعه در آن که است
،Y (·) تصادف میدان برای .( تصادف میدان کوواریانس و واریانس میانگین، (توابع ٢ . ۶ . ١ تعریف

به  صورت به  ترتیب s2 و s1 موقعیت های در کوواریانس و s موقعیت در میانگین
µ(s) = E(Y (s)), s ∈ D

C(s1, s2) = Cov(Y (s1), Y (s2)) = E [(Y (s1)− µ(s1))(Y (s2)− µ(s2))] , s1, s1 ∈ D

به صورت s ان م در Y (·) تصادف میدان واریانس ،s1 = s2 = s برای م شوند. تعریف
V ar [Y (s)] = E [(Y (s1)− µ(s1)]

2 = C(s, s) = C(s)

م شود. حاصل
۵٣Geostatistical data
۵۴Lattice data
۵۵Point patterns
۵۶Complete spatial randomness
۵٧Regular
۵٨Cluster
۵٩Random field



٢٣ فضایی آمار

به صورت م توان را تصادف میدان هر
Y (s) = µ(s) + δ(s), s ∈ D

خطا فرآیند یا کوچ مقیاس۶٢ تغییرات δ(·) و روند۶١ یا بزرگ مقیاس۶٠ در آن(·)µتغییرات که کرد، تجزیه
اما باشد، مشاهده شده موقعیت های بین تغییرپذیری از ناش است ن مم روند عبارت م شود. نامیده
شود. ناش مشاهده شده موقعیت درون در تغییرپذیری یا اندازه گیری خطای از است ن مم خطا فرآیند
ویژگ هایی افزودن اما است، دشوار نمونه مشاهدات اساس بر داده های فضایی تحلیل معمول، به طور
ادامه در که م کند ساده تر را مسأله فضایی، همبستگ ساختار به همسانگردی۶۴ و مانایی۶٣ مانند

( ١٣٩١ محمدزاده، و (امیدی م پردازیم. آن ها به معرف

فضایی آمار و مفصل توابع ٣ . ۶ . ١
بر s0 مشخص موقعیت در Z =

{
Z (s) ; s ∈ D ⊂ Rd

} میدان تصادف فضایی آمار در ویی پیش برای
است. sn, . . . , sn موقعیت های در z = (z (s1) , . . . , z (sn)) یعن تصادف میدان تحقق های اساس
واق گرایانه فرض این گاه م شود. انجام تصادف میدان بودن گاوس فرض با معمولا فضایی ویی پیش
م توان مفصل توابع از استفاده با شود. تعیین Z = (Z (s1) , . . . , Z (sn)) توزیع است لازم و نیست

به صورت را Z (s+ h) و Z (s) توأم توزیع
Kh (FZ (z1) , FZ (z2)) = P (Z (s) ⩽ z1, Z (s+ h) ⩽ z2)

هرگاه است معتبر Kh (·, ·) مفصل تابع داده های فضایی وابستگ خواص به توجه با آورد. به دست
مفصل تابع کند میل بی نهایت به ∥h∥ وقت به علاوه دهد، نتیجه را متغیرها میان مثبت  وابستگ

یعن دهد، نتیجه را فرشه‐هافدینگ بالای کران باید کند میل به صفر ∥h∥ که موقع و حاصل ضرب
lim

∥h∥→∞
Kh (u, v) = uv , lim

∥h∥→0
Kh (u, v) =M (u, v)

نیستند. معتبر فضای مفصل ی شرایط واجد لزوماًً منابع در شده ارائه مفصل توابع تمام که است بدیه
منابع در موجود معتبر فضایی مفصل های از برخ م شوند. معرف معتبر فضایی مفصل توابع ادامه در

گاوس مفصل آمده اند. به دست چندمتغیره نرمال توزیع از تبدیل های و گاوس مفصل تابع اساس بر
به صورت

K (u1, . . . , un) = Φ0,Λ

(
Φ−1 (u1) , . . . ,Φ

−1 (un)
) (١ . ٨)

واریانس ماتریس و ٠ میانگین بردار با متغیره n نرمال توزیع نشان دهنده Φ0,Λ آن در که م شود. تعریف
کران ی همبستگ برای و استقلال مفصل تابع صفر همبستگ برای مفصل این آنجا که از است. Λ

۶٠Large scale variation
۶١Trend
۶٢Small scale variation
۶٣Stationary
۶۴Isotropic
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توزیع از تبدیل هایی اکنون است. معتبر فضای مفصل تابع ی م دهد، نتیجه را فرشه‐هافدینگ بالای
م گیرند. قرار بررس مورد م شوند، معتبر فضایی مفصل های ساخت منجر به که چندمتغیره نرمال

Y آن در که ، g (Y ) = Y 2 تبدیل از استفاده با (٢٠٠۶) باردوس غیرمرکزی: ‐دو خ مفصل
به صورت ال چ مفصل تابع با را غیرمرکزی ‐دوی خ مفصل است، چندمتغیره نرمال توزیع دارای

k (u, v) = K2

e
−2

√
xyr+(x+y)r2

2(r2−1)

(
1 + e

2r
√
xy

r2−1

)
√
4πxy

فرشه‐هافدینگ بالای کران همبستگ برای و استقلال صفر همبستگ برای مفصل این آورد. به دست
م دهد. نتیجه را

(٢٠٠٨) لای و باردوس توسط مفصل این چندمتغیره: نرمال مفصل تابع یافته ‐تبدیل V توزیع
تبدیل از استفاده با و

Xj = g (Yj) =

{
k (Yj −m) Yj ⩾ m

m− Yj Yj < m

به صورت به ترتیب X چندمتغیره و ی توزیع های در آن که شد، معرف

H1 (x) = P (X ⩽ x) = Φ

(
k

m
+ 1

)
− Φ (−x−m)

و
Hn (x1, . . . , xn) = P (X1 ⩽ x1, . . . , Xn ⩽ xn)

= Φ

(
k

m
+ 1

)
− Φ (−x−m)

=
2n−1∑
i=0

(−1)iΦ (ξi +m)

و ξTi =
{
b(−1)i1x1, . . . , b(−1)inxn

}
آن در م آیند،که بهدست

b (x) =

{
−1 x < 0
1
k

Yj < m

به صورت تبدیل با این متناظر معتبر فضایی مفصل تابع

K (u1, . . . , un) =
2n−1∑
i=0

(−1)iΦ
(
ξTi +m

)
.ξTi =

{
b(−1)i1H−1

1 (u1) , . . . , b(−1)inH−1
n (un)

}
آن در شود،که م حاصل

فضایی مفصل تابع مفصل، توابع از خط ترکیب از استفاده با (2011) پبسما و ترکیبی:گرایلر مفصل



٢۵ مهم نقاط نمونه گیری

کردند. تعریف زیر بهصورت موقیعیت ها بین فواصل بر اساس را معتبر

K (u, v) =



λ1M (u, v) + (1− λ1)K1,h (u, v) 0 ⩽ h ⩽ h1...
λiM (u, v) + (1− λi)K1,h (u, v) hi−1 ⩽ h ⩽ hi...
λlM (u, v) + (1− λl)K1,h (u, v) hl − 1 ⩽ h ⩽ hl

خانواده انتخاب اما م کند، حفظ فاصله ها بر اساس را معتبر فضایی مفصل تابع ویژگ تابع این
افزایش با و دهد نتیجه را مثبت همبستگ همواره که باشد به گونه ای بایست هربازه در مناسب مفصل
θ ∈ (0, 1] به ازای که گامبل‐بارنت مفصل تابع مثال به عنوان یابد. کاهش همبستگ موقعیت ها فاصلۀ
و م دهد نتیجه را منف وابستگ همواره است، K (u, v) = uv exp (−θ log u log v) به صورت

باشد. معتبر فضایی مفصل تابع ی نم تواند

مهم نقاط نمونه گیری ١ . ٧
حال که در است، خاص توزیع ی خواص برآورد برای کل روش ی مهم نقاط نمونه گیری ، آمار در
یافتن ما مسئله که کنید فرض م شود. تولید نظر مورد توزیع از مختلف توزیع از نمونه هایی تنها
D ⊆ Rd روی بر  احتمال ال چ تابع ی p آن در که باشد µ = E (f (X)) =

∫
D
f (x) p (x) dx

ال چ تابع qی اگر م گیریم. نظر در x /∈ D به ازای را p (x) = 0 م باشد. انتگرال ده f و م باشد
داریم آن گاه باشد، Rd روی بر  مثبت احتمال

µ =

∫
D

f (x) p (x) dx =

∫
D

f (x) p (x)

q (x)
q (x) dx = Eq

(
f (X) p (X)

q (X)

)
. (١ . ٩)

واریانس، برای باشد X ∼ q که زمان م باشد. X ∼ q برای ریاض امید نشان دهنده Eq(·) آن در که
اصل هدف سپس م کنیم. استفاده Corrq(·, ·) و Covq(·, ·) و V arq(·) از همبستگ و کوواریانس

تنظیم را p جای به q از نمونه گیری ، f بر ضربی تعدیل ی اعمال با م باشد. Ep (f (X)) یافتن ما
p و مهم نقاط توزیع q توزیع م شود. نامیده درستنمایی نسبت p (x) /q (x) تعدیل تابع م کنیم.

است. اسم توزیع
هرگاه q (x) > 0 است کاف باشد. مثبت جا همه q مهم نقاط توزیع که ندارد ضرورت

f (x) p (x) ̸= 0

f (x) p (x) ̸= 0 باشیم داشته هرگاه x ∈ Q داریم Q = {x |q (x) > 0} برای بنابراین، باشد.
خواهیم باشد x ∈ Q ∩Dc اگر که حال در ،f (x) = 0 به توجه با باشد، x ∈ D ∩ Qc اگر بنابراین
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داریم حال .p (x) = 0 داشت

Eq

(
f (X) p (X)

q (X)

)
=

∫
Q

f (x) p (x)

q (x)
q (x) dx =

∫
Q

f (x) p (x) dx

=

∫
Q

f (x) p (x) dx+

∫
Q∩Dc

f (x) p (x) dx−
∫
D∩Qc

f (x) p (x) dx

=

∫
D

f (x) p (x) dx = µ. (١ . ١٠)

که است این پاس م افتد. اتفاق چه کسر مخرج در q (x) = 0 با x برای بدانیم که بود خواهد جالب
شد. نخواهیم روبرو نقاط چنین با X ∈ q نمونه گیری حین در ما و ندارد وجود x ∈ Q نقاط چنین

بزرگ لات مش به منجر 0 به نزدی های q (x) آن در که کرد خواهیم مشاهده مثال هایی ادامه در
باشد. برقرار نیز f (x) p (x) = 0 اگر نیست ل ساز مش p (x) = 0 اما م شوند،

هرگاه q (x) > 0 که داریم نیاز آن گاه کند عمل fj مختلف توابع برای q م خواهیم که زمان
انجام از بعد لیست به را fj جدید توابع افزودن اجازه ما به و بود، خواهد کاف باشد p (x) > 0

داد. خواهد نمونه گیری
با است برابر µ− Ep (f (X)) مهم نقاط نمونه گیری برآورد

µ̂q =
1

n

n∑
i=1

f (Xi) p (Xi)

q (Xi)
, Xi ∼ q. (١ . ١١)

محاسبه را f م توانیم اینکه فرض با کنیم. محاسبه را fp/q بتوانیم باید ما (١ . ١١) از استفاده برای
نمونه گیری م خواهیم که ای x هر در را p (x) /q (x) بتوانیم ما که است این نیازمند برآورد این کنیم،
نسبت برآورد ی به ما آن گاه باشد، نرمال سازی ثابت ی دارای q یا p که زمان کنیم. محاسبه کنیم
را µ̂q واریانس و باشد قابل محاسبه p/q که م کنیم فرض حاضر، حال در .(١ . ١٠) شد خواهیم متوصل

م کنیم. مطالعه
.q (x) > 0 و µ =

∫
D
f (x) p (x) dx آن در که یرید ب نظر در (١ . ١١) مطابق را µ̂q .١ . ٧ . ١ قضیه

اگر آن در که V arq (µ̂q) = σ2
q/n و Eq (µ̂q) آن گاه ، f (x) p (x) ̸= اگر0

σ2
q =

∫
D

(f (x) p (x))2

q (x)
dx− µ2

=

∫
D

(f (x) p (x)− µq (x))2

q (x)
dx. (١ . ١٢)

Q = از استفاده با م شود. نتیجه گیری (١ . ١٠) از مستقیم به طور Eq (µ̂q) = µ معادله اثبات.
نوشت م توان ، {x |q (x) > 0}

Varq (µ̂q) =
1

n

[∫
Q

(
f (x) p (x)

q (x)

)2

q (x) dx− µ2

]

=
1

n

[∫
D

(
f (x) p (x)

q (x)

)2

q (x) dx− µ2

]
(١ . ١٣)
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را (١ . ١٢) معادله از ل ش دو ساده تغییرات است. صفر انتگرال در Q ∩Dc و D ∩Qc در x سهم زیرا
دهد. م ارائه

(١ . ١٢) معادله در دوم عبارت از کنیم. برآورد را σ2
q باید ، µ برای اطمینان بازه ی ایجاد برای

که م گیریم نتیجه

σ2
q = Eq

(
(f (X) p (X)− µq (X))2/q(X)2

) (١۴ . ١)

با است برابر طبیع واریانس برآورد است، شده نمونه گیری q از xi که دلیل این به

σ̂2
q =

1

n

n∑
i=1

(
f (xi) p (xi)

q (xi)
− µ̂q

)2

=
1

n

n∑
i=1

(ωif (xi)− µ̂q)
2 (١۵ . ١)

م باشد. ωi = p (xi) /q (xi) آن در که
یا موفق م تواند ونه چ مهم نقاط نمونه گیری که م دهد نشان (١ . ١٢) در انتگرال عبارت دومین
f (x) p (x) − که زمان است کوچ (١ . ١٢) راست سمت در انتگرالده در کسر صورت باشد. ناموفق
کسر مخرج از باشد. f (x) p (x) با متناسب تقریباً q (x) که زمان یعن باشد، صفر به نزدی µq (x)
م شود ظاهر کسر صورت در که را تناسبی عدم ،هر q (x) کوچ مقادیر با ناحیه هایی که م بینیم

م کند. نمایی بزرگ شدیداً
فرض ، بدیه حالت ی کردن رد برای و باشد، برقرار ها x تمام برای f (x) ⩾ 0 که کنید فرض
داریم و است احتمال ال چ ی qopt (x) ≡ f (x) p (x) /µ آن گاه باشد. برقرار نیز µ > 0 که کنید

.σ2
qopt = 0

f (xi) p (xi) /q (xi) = از میانگین ی با م شود برابر µ̂qopt زیرا نیست استفاده قابل اما است بهینه این
به کنیم. محاسبه نمونه گیری بدون qو p،fو از مستقیماً را µ م توانیم ما که است معن بدین این و µ

آید. م دست به q = −fp/µ برای صفر واریانس ی µ < 0 با f (x) ⩽ 0 برای مشابه طور
مناسب دید ی اما نیستند، استفاده قابل صفر واریانس با مهم نقاط نمونه گیری ال های چ اگرچه
f (x) ⩾ که کنید فرض م کند. فراهم مهم نقاط نمونه گیری برای مناسب رویه و طرح ی طراح برای
است بهتر اما بدهد رخ p یا و f با مشابه نقاط آن در ۶۵ اسپای که باشد مناسب q برای شاید باشد. 0
ونه باشد fp با متناسب که است ای q،q بهترین این، بر علاوه بدهد. رخ fp با مشابه نقاط در که

آن. از ری دی ترکیبات یا f 2p یا و √fp
پژوهش احتمالا و علم زدن حدس نیازمند مهم نقاط از نمونه گیری برای خوب توزیع ی انتخاب

ی در دارد. وجود اسپای ها محل درباره محیط دانش ی کاربردها از بسیاری در م باشد. عددی
ارزش به رسیدن برای گزینه ی به منجر سهام نوسان کدام که بدانیم است ن مم اقتصادی زمینه
ورودی ها از ترکیبی چه که است آسان نکته این دانستن صف بندی سیستم ی برای م شود. بیشینه

شد. خواهد سیستم اضافه بار به منجر
مارشال، و (کان |f (x)| p (x) با است متناسب م رساند، حداقل به را σ2

q که q∗ ال چ ، به طورکل
در بهینه ال چ این در م باشد. ∫ |f (x)| p (x) dx = 0 آن در که بدیه حالت های از خارج ،(١٩۵٣

۶۵Spike
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برقرار σ2
q∗ = 0 باشد منف ر دی های x برخ برای و مثبت ها x برخ برای م تواند fp که مسائل

واریانس روش ی همچنان م کند، اختیار را منف مقادیر هم و مثبت مقادیر هم fp که زمان نیست.
است. نقطه دو در نمونه گیری نیازمند اما دارد، وجود صفر

که دهید قرار ال ای چ هر را q است، بهینه q∗(x) = |f(x)|p(x)/Ep(|f(X)|) اینکه اثبات برای
داریم آن گاه .fp ̸= 0 باشیم داشته هرگاه باشد مثبت

µ2 + σ2
q∗ =

∫
f(x)2p(x)2

q∗(x)
dx =

∫
f(x)2p(x)2

|f(x)|p(x)/Ep(|f(X)|)
dx

= Ep(|f(X)|)2 = Eq(|f(x)|p(x)/q(X))2

⩽ Eq(f(x)
2p(x)2/q(X)2) = µ2 + σ2

q .

کدام این که فهمیدن برای راه عنوان به ω(x) = p(x)/q(x) درستنمایی نسبت از م توانیم ما
برابر σq2 در اول عبارت کنیم. استفاده هستند بد کدام ی و خوب مهم نقاط نمونه گیری ال های چ

.∫ f(x)2p(x)2/q(x)dx با است
بنویسیم. Ep(f(X)2ω(X)) = Eq(f(X)2ω(X)2) به صورت را عبارت این م توان که کنید دقت
اگر هستند. خطرناک q ۶۶ دم سب مهم نقاط ال های چ که است معن بدین ω مخرج در q ظهور
مخرج تا باشد کوچ است موردنیاز که محل در م تواند f آن گاه باشیم، خوش شانس یا باهوش
استفاده را f چندگانه انتگرال ده های با مشابه نمونه که داریم نیاز اغلب ما اما کند. جبران را کوچ

باشد. داشته p سنگین به حداقل دم هایی باید q قاعده بر بنا و کنیم،

نیاز مورد تعاریف و مفاهیم برخ ١ . ٨
م باشند. استفاده مورد نامه پایان مختلف بخش های در تعاریف این

با دارد. اجتماع و پزش علوم در فراوان كاربرد طول مطالعه (۶٧ طول (داده های .١ . ٨ . ١ تعریف
نبوده برقرار مشاهدات بین استقلال شرط مطالعات، این گونه در رر م اندازه گیری های انجام به توجه
گفته مشاهده ای مطالعات از داده هایی به طول داده های شوند. انتخاب مناسب مدل های باید لذا و

م گیرد. قرار مطالعه مورد ، معین زمان طول در ، بررس مورد گروه در آن که م شود
داده های مشاهده ای داده های ، همه گیرشناس و آمار در مشاهده ای۶٨) (داده های .١ . ٨ . ٢ تعریف
مطالعه، نوع این در هستند. متغیرها میان علّ روابط یافتن به منظور پدیده ها مشاهدۀ از حاصل

مثال م پردازد. پدیده ها مشاهدۀ به صرفاً و نم کند مداخله ای بررس تحت مجموعۀ در ر پژوهش
است. مردان در ریه سرطان بر کشیدن ار سی تاثیر بررس از حاصل داده های داده ها، نوع این از

مقادیر که م شود گفته داده هایی به آمار در رسته ای داده های رسته ای۶٩) (داده های .١ . ٨ . ٣ تعریف
محل استان افراد، خون گروه داده ها این از مثال هایی داشته باشد. تعلق دسته  به ی مشاهده شده

۶۶light-tailed
۶٧Longitudinal data
۶٨Observational data
۶٩Categorical data
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داده، نوع این تحلیل روش های از ی است. ( دگرگون یا رسوبی، (آذرین، سنگ انواع یا افراد زندگ
نشان را دسته هر در بودن متغیر هر که است به صورت دودویی متغیر k به دسته k با متغیر ی تبدیل

دهد.

آن بقای زمان هرگاه گویند شده سانسور را (فرد) عنصر یك بقای زمان (سانسور٧٠) .۴ . ١ . ٨ تعریف
شده سانسور را عنصر یك بقای زمان ر دی به عبارت نشود. مشاهده مطالعه دوره ی پایان تا (فرد) عنصر
ناقص داده  ی ی شده سانسور داده بنابراین نشود. مشاهده نظر مورد پیشامد پایان نقطه هرگاه گویند

است.
(فرد) عنصر شدن خارج و یری پی ان ام عدم مطالعه، پایان از عبارت سانسور عمده دلایل معمولا
غیره و فاصله ای سانسور چپ، سانسور راست، سانسور به صورت م توان را سانسور م باشند. مطالعه از

نمود. تقسیم بندی

متغیره pنرمال توزیع دارای xبعدی  p تصادف بردار گوییم چندمتغیره٧١) نرمال (توزیع .۵ . ١ . ٨ تعریف
است. Σ مثبت معین واریانس‐کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با

باشد زیر به صورت آن احتمال ال چ تابع اگر ،x ∼MVN(µ,Σ) م  نویسیم

f(x) = (2π)−p/2
∣∣∣∑∣∣∣ − 1

2 exp{−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)}. (١۶ . ١)

از عبارت است x مشخصه تابع آن گاه ،x ∼MVN(µ,Σ) اگر

ϕx(t) = exp(itTµ− 1

2
tTΣt)

.cov(x) = Σ و E(x) = µ همچنین

با تصادف فرآیند را {Xt : t ∈ T} تصادف متغیرهای مجموعه (٧٢ تصادف (فرآیند .۶ . ١ . ٨ تعریف
زمان در فرآیند م گوییم ،Xt = x و x ∈ E اگر م گوییم. E حالت فضای و T اندیس گذار مجموعه
اگر و گسسته زمان را فرآیند باشد، شمارا مجموعه ای T اگر دارد. قرار x مجموعه در t مرحله) در (یا
فضای از w هر برای م گوییم. پیوسته زمان را آن باشد (−∞,∞) یا (0,∞) به صورت مجموعه هایی
فرآیند نمونه ای مسیر یا تحقق است، E از مجموعه ای زیر که را {Xt(w) : t ∈ T} مجموعه نمونه ای

م گوییم.

معیار این است. برازش ویی نی سنجش برای معیاری ((AIC)٧٣ آکائی اطلاع (معیار .١ . ٨ . ٧ تعریف
باعث میزان چه به آماری مدل ی از استفاده که م دهد نشان و شده است بنا انتروپی مفهوم اساس بر
برقرار آن پیچیدگ و مدل دقت میان تعادل معیار این ر، دی به عبارت م شود. اطلاعات رفتن دست از

شد. پیشنهاد مدل آماری بهترین انتخاب برای ه آکائی هیروتسوگو توسط معیار این م کند.
٧٠Censor
٧١Multivariate Normal Distribution
٧٢accidental process
٧٣Akaike information criterion
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مدل و شوند بندی رتبه AIC مقدار به توجه با است ن مم رقیب مدل چند داده ها، به توجه با
مدل سه مثال به عنوان که نمود استنباط م توان AIC مقدار از است. بهترین AIC کمترین دارای
مقدار انتخاب برای معیاری اما هستند، بدتر به مراتب مدل ها بقیه و دارند سان ی نسبتاً وضعیت بهتر
ندارد. وجود کرد رد مقدار این از بزرگتر AIC داشتن به واسطه را مدل بتوان که AIC برای آستانه ای
روسیه اهل ریاض دان مارکوف آندری به افتخار که مارکف زنجیره مارکوف٧۴) (زنجیره .١ . ٨ . ٨ تعریف
صورت ر دی حالت به حالت ی از انتقال آن در که است ریاض سیستم ی شده نام گذاری این گونه
حافظه بدون تصادف فرایند ی مارکف زنجیره است. شمارش قابل حالات این تعداد البته که م گیرد
آن از قبل به وقایع و دارد بستگ فعل به حالت تنها بعد حالت شرط احتمال توزیع که معن بدین  است
دنیای مدل سازی در مارکف زنجیره دارد. نام مارکف خاصیت بودن حافظه بدون نوع این نیست. وابسته

دارد. زیادی کاربردهای واقع
هستند مارکف خاصیت دارای که ,X1است X2, ... تصادف متغیرهای از دنباله ای زنجیره مارکف ی

: یعن
P (Xn+1 = x|X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = P (Xn+1 = x|Xn = xn). (١ . ١٧)

دارد. نام حالت فضای که م سازند را شمارش قابل مجموعه Xi برای ن مم مقادیر
فردریش سپس و شدند تعریف برنول دانیل توسط بار اولین بسل، توابع بسل٧۵) (تابع .١ . ٨ . ٩ تعریف

م باشند زیر دیفرانسیل معادله جواب های بسل توابع نمود. بررس را آن عموم فرم بسل

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0

تنها x = 0 نقطه است. منظم تکین نقطه دارای و سری هاست، با حل قابل معادلات از بسل معادله
عدد ی α بالا معادلۀ در معروفند. بسل توابع به معادله جواب های است. فوق معادله غیرعادی نقطه

مختلط عدد ی یا حقیق
عناصر که دارد استفاده مواردی در نرم به آن مربوط رشته های و ریاض در نرم٧۶) (تابع .١ . ٨ . ١٠ تعریف
سه در اگر نامیم نُرم را X برداری فضای بر شده تعریف ∥·∥ حقیق تابع باشند. محدود مثبت مقادیر به

کند: صدق زیر خاصیت
x = 0 اگر فقط و اگر ∥x∥ = 0 ،∥x∥ ⩾ 0 ،x ∈ X هر به ازای .١

∥αx∥ = |α| ∥x∥ ، α ∈ R و x هر به ازای .٢
∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥، x و y ∈ X هر به ازای .٣

که است برداری میدان نرده ای، میدان ی گرادیان بردار حسابان در (گرادیان٧٧) .١ . ٨ . ١١ تعریف
میدان خود جهت م دهد. نشان مختلف جهت های در را نخستین میدان تغییر نرخ آن مؤلفه های

٧۴Markovian process
٧۵Bessel function
٧۶Soft Function
٧٧Gradient
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فضائ نرخ حداکثر جهت و اندازه که برداری ر دی تعبیر به است. تغییرات بیشینۀ جهت گرادیان برداری
کنیم. م تعریف عددی کمیت آن گرادیان دهد، م نمایش را عددی کمیت ی تغییر

∇f =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
م شود: نوشته زیر به صورت کارتزین دستگاه در f گرادیان ،f(x, y, z) الر اس برای خاص حالت در

gradf =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = ∇f

 





٢ فصل
گاوس مفصل حاشیه ای رگرسیون مدل معرف

مقدمه ٢ . ١
از بسیاری در وجود این با م پذیرد. انجام داده ها بین استقلال اساس بر آماری مدل بندی های اکثر
تحلیل و توصیف برای متنوع ساختارهای وابسته اند. ر دی ی به نوع به مطالعه مورد متغیرهای موارد
پرکاربردترین و مهم ترین از مفاصل برمبنای شده ساخته مدل های شده اند. معرف وابستگ هایی چنین

وابستگ ساختارهای است، شده معرف (١٩۵٩) الر اس توسط بار اولین که مفاصل م باشد. مدل ها این
توابع که هستند توابع مفصل ها نظر نقطه ی از م سازد. منفک حاشیه ای توزیع های از را مطالعه مورد
م توان را مفصل ها ر، دی دیدگاه از و م دهند پیوند آن ها حاشیه ای توزیع توابع به را چندمتغیره توزیع
روی نواخت ی به صورت آن ها حاشیه ای توزیع توابع که کرد تعریف چند متغیره ای توزیع توابع به صورت
علاوه به تاست. ی مفصل تابع باشند پیوسته حاشیه ای توزیع های چنانچه است. شده توزیع (١و٠) فاصله

وابستگ توانسته اند به خوبی توابع این اقتصاد در م باشد. پایا صعودی اکیداً تبدیلات تحت مفصل، تابع
ماری (١٩٧٧) جو م باشند. اقتصاددانان توجه مورد منظر این از و نمایند مدل سازی را ریس متغیرهای
به دلیل داده اند. ارائه آن ها خصوصیات و مفصل توابع از جامع شرح (٢٠٠۶) نلسن و (٢٠٠٠) کوتز و
بین وابستگ ساختار تا م گیرند قرار استفاده مورد مال مسائل در مفصل توابع توجه، قابل ویژگ های
این م روند. به کار چندمتغیره سری های تحلیل در توانا ابزاری به عنوان و کنند مدل بندی را سرمایه ها
توابع چون گرفته اند. قرار استفاده مورد مال کاربردهای در بار اولین برای (١٩٩٩) امبریچ توسط توابع



گاوس مفصل حاشیه ای رگرسیون مدل معرف ٣۴

کاربرد ی برای مناسب مفصل تابع م سازند، جدا وابستگ ساختار از را حاشیه ای توزیع های مفصل،
م دهد. نشان را داده ها بین همبستگ ن مم نحو به بهترین که است تابع خاص

چند توزیع های از استفاده در توجه قابل محدودیت های کردن برطرف مفصل تابع به کارگیری از هدف
بوده وابسته متغیرهای همبستگ مدل سازی در (... و گامبل ل نرمال، نرمال، (مانند کلاسی متغیره
در است. آن ها بودن سان ی و حاشیه ای توزیع توابع بودن مشخص لزوم محدودیت ها این مهم ترین که
وجود آن ها پارامتر برآورد و حاشیه ای توزیع توابع کردن مشخص در الزام مفصل تابع گرفتن به خدمت
حاشیه ای متغیرهای تجربی توزیع های از م توان مفصل توابع پارامتر برآورد برای که به گونه ای ندارد،

کرد. استفاده
مورد محاسبات سادگ و انعطاف پذیری به دلیل گاوس مفصل های به نام مفاصل از مهم رده ی

ویژگ چند طبیع به طور زیرا باشد داشته زیادی مزیت های انتخاب این م رسد به نظر م باشند. توجه
اران هم و ولولوپلوس نی به م توانید مثال به عنوان است برده به ارث را چندمتغیره نرمال توزیع مشهور
رگرسیون تحلیل برای گاوس مفصل مدل های طبقه بندی و به بررس فصل در این کنید. مراجعه (٢٠١١)
با سنت رگرسیون خط طبیع مدل ی کلاس این م پردازیم. غیرنرمال وابسته مشاهدات حاشیه ای
است. مجاز قطع و گسسته پیوسته، پاس های از نوع هر م کند. فراهم را نرمال همبستگ خطاهای
طریق از نتیجه گیری م شود. مدل سازی چندمتغیره نرمال خطاهای توجه به با به راحت وابستگ
پیوسته پاس های برای بسته ل ش ی در احتمال رد عمل که حال در م شود. انجام احتمال رد روی
توصیف ضمن سوم و دوم بخش در م شود. استفاده غیرپیوسته عددی مقادیر در است، دسترس در
کاربردهای بیان برای مثال هایی و معرف را گاوس مفصل های حاشیه ای رگرسیون مدل های مسئله،
و تجزیه را وابستگ ویژگ های و بررس را مدل مشخصه های چهارم بخش در است. شده ارائه مفصل

م کنیم. تحلیل
محبوب رد روی توسط معمولا هم بسته، غیرنرمال پاس های برای حاشیه ای رگرسیون مدل های

م شوند. متناسب (١٩٨۶) ر زی و لیانگ ، کل برآورد معادلات
رگرسیون غیرنرمال مدل های درستنمایی، تحلیل و تجزیه ، عمل و نظری مختلف مزیت های عل رغم
علت کنید. مراجعه (٢٠٠٢) اران هم و ل دی به بررس مورد این برای دارند کمتری گستردگ حاشیه ای،
است. گسسته و رسته ای پاس های برای چندمتغیره توزیع های ، کل طبقات شناسایی در دشواری ، اصل
که است بوده بسیاری نویسندگان مد نظر حاشیه ای مدل های درستنمایی تحلیل و تجزیه وجود، این با

کنید. مراجعه (٢٠٠۵) ورب و مولنبرگز به بررس م توانید زمنیه در این
پاس های مدل سازی برای انعطاف پذیری کل چهارچوب گاوس مفصل های در (٢٠٠٠) سونگ
انعطاف پذیری با را حاشیه ای مدل سازی در تفسیر سادگ ، گاوس مفصل کرد. فراهم را نوع به هر وابسته
پاس های برای گاوس مفصل رگرسیون کار، این انجام وجود با نمود. ترکیب وابسته ساختار مشخصه در
نیاز بزرگ ابعاد با انتگرال هایی تقریب به درستنمایی تابع زیرا دارد محدودی کاربرد غیرمستمر وابسته

دارد.
ایده های ، گاوس مفصل همبستگ ماتریس مناسب پارامترسازی با م دهیم نشان خاص، به طور
از ما نمود. اعمال فضایی همبستگ با مشاهدات و زمان سری های تحلیل بر م توان را (٢٠٠٠) سونگ



٣۵ مسئله توصیف

بسته ل به ش احتمال تابع پیوسته، حالت در کردیم. پیشنهاد را برازش مدل درستنمایی حداکثر طریق
بود. خواهد نیاز مورد درستنمایی عددی تقریب رسته ای، موارد در غیر این صورت، در بود. خواهد

( ١ گاوس مفصل حاشیه ای (رگرسیون gcmr بسته R در پایان نامه این در شده بحث روش های
نیز http : //cran.r − project.org/web/packages/gcmr سایت وب در که شده پیاده سازی

است. موجود
م توان را گاوس مفصل رگرسیون مدل های دهد نشان که است این پایان نامه این اهداف از ی

داد. قرار استفاده مورد آمار فضایی و سری های زمان در نیز بزرگتر ابعاد با فرایندهایی تحلیل برای

مسئله توصیف ٢ . ٢
باشد وابسته تصادف رسته ای یا گسسته، پیوسته، متغیرهای ِ بردار Y = (Y1, . . . ,Yn)

T کنید فرض
فرم های در وابستگ است ن مم م دهیم. نشان y = (y1, . . . , yn)

T با آن را مشاهده شده مقدار که
لحاظ به که مشاهدات یا و مشابه موضوع ی در تکراری اندازه های مثال به عنوان شود، دیده مختلف
گرفتیم نظر در را موقعیت هایی بخش این در برد. نام م توان شده جم آوری متوال بصورت زمان
xi = ،p کم متغیر بردار ی در تغییرات براساس Yi توزیع ونگ چ آن ها اولیه علم هدف که

م شود. گرفته نظر در اهمیت دوم اولویت به عنوان ، وابستگ م کند. تغییر (xi1, . . . , xip)T
دارد، مفروض به صورت را xi و م شود داده نشان pi(yi;λ) = p(yi |xi;λ) با Yi ال چ تابع
نیز تک متغیره حاشیه ای توزیع کل هم و Yi میانگین بر هم دارند اجازه کم متغیرهای رو این از
احتمال م کند. شناسایی را رگرسیون مدل ، pi(yi;λ) ال چ چهارچوب، در این باشند. داشته تاثیر
م تواند پاس ها، میان در وابستگ ماهیت مورد در بیش تر پیش فرض های بدون شبیه سازی شده تقریبی

کند، نتیجه گیری زیر استقلال فرضیه های با λ حاشیه پارامترهای

Lind(λ; y) =
n∏

i=1

pi(yi;λ). (٢ . ١)

وابسته ماکزیمم درستنمایی براوردگر باشند شده مشخص به درست pi(yi;λ) حاشیه ای توزیع های اگر
ماتریس مدل بر Y مشترک توزیع از مشخصه ای هیچ با را λ م تواند ، λ̂ind = argmaxλ φind(λ;y)
مورد در نیز ری دی دلایل مهم، مشخصه این عل رغم کند. برآورد X = (X1, . . . , Xn)

T مفروض
از توجه قابل بخش دادن دست از به دلیل است ن مم اول، گرفت. نظر در م توان فوق براوردگر
درستنمایی استاندارد تئوری دوم، شود. ل مش دچار باشد توجه قابل وابستگ که زمان خود، کارایی
که باشد، گرفته صورت ٢ ساندویچ فرمول های براساس باید استاندارد خطاهای تصحیح و نشده اعمال
نهایت، در است. دشوار باشد نشده تجزیه وابسته زیربردارهای به Y پاس بردار که زمان آن ها محاسبات

((١٩٩۴) (ویت دارند. پایین کیفیت باشند نداده قرار توجه مورد را وابستگ که پیش بین هایی
به دست برای وابسته ساختار همراه به pi(yi;λ) رگرسیون مدل کردن تکمیل فوق، دلایل به توجه با
Y مشترک توزیع های کلیه دارای ایده آل، مدل دارد. اهمیت دقیق پیش بین و استنتاج نتایج آوردن

١GCMR
٢Sandwich-type formulas
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نیمه پارامتری مدل این این حال، با بود. خواهد pi(yi;λ), i = 1, . . . , n حاشیه ای تک متغیرهای با
دقیق تری پارامتری مدل ما ادامه در این رو، از م رسد. به نظر کل بسیار عمل کاربردهای برای گسترده تر

است. انعطاف پذیر کاف به اندازه کاربردها از بسیاری برای که م دهیم ارائه

گاوس مفصل های حاشیه ای رگرسیون مدل های ٢ . ٣
کرد تعریف م توان نیز زیر به صورت را رگرسیون مدل ی اول فصل در ارائه شده صورت از متفاوت

yi = g(xi, ϵi;λ), i = 1, . . . , n (٢ . ٢)

خطا عبارت به عنوان که است ϵi نشده مشاهده تصادف متغیر و xi رگرسیون مناسب تابع g(·) اینجا در
شناخته λ پارامترهای بردار ی به عنوان ٢ . ٢ رگرسیون مدل که است این بر فرض م شود. داده نشان

است مناسبی انتخاب g(·) تابع برای احتمال مشخصه های میان در زیر رابطه م شود.

yi = F−1
i {Φ(ϵi);λ} , i = 1, . . . , n, (٢ . ٣)

Xiکه و Yi توابع تجمع (·)Φتوزیع Fi(·;λ)و = F (· |xi;λ) است، استاندارد نرمال متغیر ϵi اینجا در
حاشیه ای توزیع ٢ . ٣ رگرسیون مدل پارچه ی تبدیل به برهان توجه با م باشند. نیز نرمال استاندارد متغیر
مشخصه م سازد. مشخص نرمال خطای عبارات در را ϵi و م کند ایجاد Yi پاس های برای را مطلوب
م باشد. غیرپیوسته و پیوسته پاس های برای ن مم پارامتری رگرسیون مدل های کلیه شامل ٢ . ٣

مجموعه با متناظر Yi = xT
i β + σϵi گاوس خط رگرسیون مدل مثال، به عنوان

Fi(Yi;λ) = ϕ{(Yi − xT
i β)/σ}

به دست زیر صورت از پواسون اریتم خط ل مدل در حال که م باشد λ = (βT , σ)T به همراه ، ٢ . ٣ در
م آید:

Fi(yi;λ) =

Yi∑
j=0

e−µi , µ3
i

j!

است. λ ≡ β و µi = exp(xT
i β) اینجا در که

تنها ϵi خطای عبارت و Yi پاس بین نگاشت که باشید داشته توجه است مهم بیش تر، توسعه برای
بین نم تواند ٢ . ٣ رابطه و است ی به چند نگاشت غیراین صورت در است، ی به ی پیوسته موارد در

شود. وارونه ϵi و Yi
مدل مشخصات سپس م پردازیم. دارد وجود وابستگ که زمان رگرسیون مدل تحلیل به ادامه در
برای م کنیم. بررس را باشد چندمتغیره نرمال توزیع با خطاها بردار ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn)

T اینکه فرض با
کنید فرض منظور این

ϵ ∼MVN(0,Ω) (۴ . ٢)



٣٧ وابسته مدل های

، Ω = In با متناظر پیش بین مشاهدات از خاص ل ش که است همبستگ ماتریس ی Ω آن در که
و صفر میانگین بردار ϵ است که این نیازمند مدل شناسایی م باشد. است n × n شناسایی ماتریس
pi(yi;λ) حاشیه های در جداگانه به صورت تک متغیره مشخصه های زیرا باشد داشته واحد واریانس های

م شوند. مدل سازی
کند، جدا (۴ . ٢) مولفه وابسته از را (٢ . ٣) حاشیه ای مولفه م تواند به خوبی مدل مشخصه های
در وابستگ مختلف ل های ش است. شده توصیف چندمتغیره نرمال فرایند ی برحسب وابسته مولفه
مدل سازی τ پارامتر بردار ی تابع به عنوان Ω همبستگ ماتریس مناسب تنظیم با م تواند داده ها
پارامترها بردار کل کنید. مراجعه ۴ . ٢ به بخش زمینه این در رایج مثال های برخ مشاهده برای شود،
پارامترهای بردار τ و حاشیه ای پارامترهای بردار λ که م شود، داده نشان θ = (λT , τ T )T توسط

م کنند. نام گذاری را وابسته
ϵi نرمال امتیازات آن در که م کنند ارائه مفصل نظریه اساس بر نرمال تفسیر ۴ . ٢ و ٢ . ٣ مدل
در که ردی روی ((١٩٩٧) اچ . (جویی م شوند. گرفته نظر در Yi متغیرهای خط تبدیلات به عنوان
مفصل ها مدل سازی مورد در گذشته بررس های در ردها روی ر دی از بسیاری با م شود بررس  اینجا
نکته و م  شوند گرفته نظر در مزاحم مولفه های به عنوان حاشیه ها، برعکس به طوری که است متفاوت
کاربرد از مثال به عنوان گرفته اند. قرار مفصل وابسته ی پارامترهای در در که است این آن ها توجه قابل

کنید. مراجعه ((٢٠٠٧) (هوف به م توانید گاوس نیمه پارامتری مفصل
کلیه نیمه پارامتری مدل براساس باید λ برای ایده آل نتایج شد، گفته ٢ . ٢ بخش در که همان طور
م گیرد قرار بحث مورد اینجا در که مفصل مدل باشند. pi(yi;λ) حاشیه های در احتمال مفصل های

است. گاوس مفصل مدل
وابستگ های توسط چندمتغیره کامل ساختار که است این مفصل، تابع بودن نرمال پذیره محدودیت ی
ل مش اما کرد. استفاده مفصل توابع سایر از م توان محدودیت، این از فرار برای م  شود. القا دو متغیره
مدل های (٢٠٠٠) سونگ آن هاست. از حاصل نتایج تفسیرپذیری سخت مفصل توابع سایر از استفاده
پاس های توسعه برای کرد. معرف طول داده های تحلیل برای را گاوس مفصل های تعمیم یافته خط
هستند. GCMR از مثال مدل ها، این کنید. مراجعه (٢٠٠٩) اران هم و سونگ به چندمتغیره طول

وابسته مدل های ۴ . ٢
ϵ خطاهای بردار Ω مناسب همبستگ ماتریس ی مشخصه طریق از GCMR در وابستگ ساختار
مدل های انواع از برخ اینجا در است، مجاز Ω همبستگ ماتریس هر این که، با م شود. مدل سازی

کرد. خواهیم معرف دارند گسترده تری کاربرد که را خاص

خوشه ای و طول داده های ١ . ۴ . ٢
این شده اند. m∑گروه بندی

r=1 nr = n با r = 1 . . . ,m, nr ابعاد و mخوشه در مشاهدات کنید فرض
فرض براساس شدند. مشاهده موقعیت nr در آزمودن m در اینجا که است پانل یا طول داده های مورد
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خطاهای برای مناسب همبستگ ماتریس های گروه ها، یا مختلف آزمودن های بین وابستگ استاندارد
داریم: هستند. بلوک قطری

Ω =


Ω1 0 · · · 0

0 Ω2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Ωm

 ,

یانگ (ل معادلات برآورد تعمیم روش با مشابه بطور است. nr × nr هم بسته ماتریس ی Ωr در اینجا
کنیم. شناسایی Ωr عموم بلوک برای را مفید هم بسته ساختارهای برخ م توانیم ،((١٩٨۶) زگر و

یعن هستند، r مشابه خوشه به متعلق مشاهده دو نشان دهنده j و i اندیس های

(n1 + · · ·+ nr−1) + 1 ⩽ i < j ⩽ (n1 + · · ·+ nr).

داشت: خواهیم مختلف همبستگ ساختارهای برای پس

corr(ϵi, ϵj) = τ تبادل پذیر: .١

corr(ϵi, ϵj) = τ |i−j| : ی مرتبه اتورگرسیو .٢

|i− j| ⩽ q; برای corr(ϵi, ϵj) = τ|i−j| .q مرتبه متحرک میانگین .٣

محدودیت. بدون همبستگ ماتریس ی با است متناظر که ساختاری بدون  .۴

تعمیم یافته خط مدل های توسط که حاشیه ای خاص موارد برای را نوع این مدل های (٢٠٠٧) سونگ
مفصل های این حال، با نامید. تعمیم یافته مدل خط بردار را آن ها و داد قرار بررس مورد شده اند مفروض
نمایی خانواده به متعلق که آن هایی حت کرد استفاده حاشیه ای نوع هر به پیوند برای م توان را گاوس
رگسیون مدل توسط بعداً شده سانسور خوشه بندی شده پاس های مورد، این از مثال به عنوان هستند.
با داده های طول روی بر سونگ نوشته م گیرند. قرار تحلیل و تجزیه مورد ١ . ۵ . ٣ بخش در ویبول٣

است. شده متمرکز کوچ اندازه در خوشه هایی

زمان سری های ٢ . ۴ . ٢
با است ن مم برابر فواصل مشاهدات برای سری های زمان خطاهای با حاشیه ای رگرسیون مدل های
مرتبه های متحرک میانگین فرایند و اتورگرسیو ی توسط و است هم بسته ماتریس ی Ω این که فرض

است. شده ایجاد q و p
٣Weibull regression
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فضایی داده های ٣ . ۴ . ٢
تصادف میدان از خطاها اینکه فرض با م توان را وابسته فضایی‐زمان پاس های با رگرسیون تحلیل

مورد در Ω برای انعطاف پذیر انتخاب ی .((١٩٩٣) (کرس نمود مدل سازی شده اند ایجاد مانا گاوس
است ۴ ماترن ایزوتروپی هم بسته تابع داده های فضایی،

corr(ϵi, ϵj) =
1

2r2−1Γ(τ2)

(
∥si − sj∥ 2

τ1

)τ2

Br2

(
∥si − sj∥ 2

τ1

)
, (۵ . ٢)

τ2 و τ1 پارامترهای است. τ2 مرتبه تعدیل کننده بسل تابع Bτ2 و مشاهده iامین مختصات si اینجا در
است. شده ارائه ٢ . ۵ . ٣ بخش در رگرسیون فضایی نمایش باشند. مثبت به شدت که دارند نیاز دو هر

مفصل کاربرد از مثال چند ارائه ۴ . ۴ . ٢
کشف اهمیت اول مثال در که م کنیم مطرح مثال چند ، وابستگ ساختار بررس به منظور بخش این در
ساختار تحلیل در را مفصل ها اهمیت دوم مثال در نموده، بیان را متغیرها بین وابستگ ساختار تحلیل و
برآورد را نفت شرکت چند سهام قیمت با مناسب ارشمیدس مفصل پایان در و م گیریم نظر در وابستگ
ویژگ های به بررس مثال ها این ارائه از بعد م کنیم. پیش بین را هر ی سهام قیمت مفاصل به وسیله و

م پردازیم. آن توزیع ل های ش و مدل
نظر در را هستند تایی ۵٠٠٠ نمونه های دارای کدام هر که متغیر دو بین پراکنش دو :١ مثال
نمودار در اما م باشد، ٠/٨ پراکنش نمودار دو هر در پیرسون همبستگ خط (٢ . ١ ل (ش م گیریم
(a) نمودار در حال که در م باشد. زیاد بسیار قطر نزدی و کرانه ها در توام نقاط وابستگ ساختار (b)

ندارد. وجود وضعیت چنین
از متغیرها بین وابستگ ساختار به پی بردن پیرسون، خط ضریب همبستگ بر علاوه بنابراین

همبستگ مثل همبستگ معیارهای از فراتر باید بررس این به عبارت است. برخوردار ویژه ای اهمیت
م باشد. مفصل توابع جام تر وابستگ ساختار بررس برای مدل ها این از ی باشد. پیرسون خط

تصادف بردار برای ، وابستگ ساختار دادن نشان  در مفصل توابع اهمیت به پی بردن برای :٢ مثال
بردار با دو متغیره نرمال توزیع را اول دو متغیره توزیع یرید. ب نظر در را دو متغیره توزیع دو (X1, X2)

توزیع دو حاصل ضرب را ر دی دومتغیره توزیع و صفر همبستگ ضریب و ی واریانس صفر، میانگین
م باشد. ی پارامتر با پیش بین نمایی

همان طور اما م باشند. متفاوت حاشیه های دارای و پیش بین دومتغیره توزیع دو هر که کنید توجه
نمایش قابل مشاهدات پراکنش نموار رسم به وسیله استقلال این م دهد، نشان ٢ . ٢ ل ش اول سطر که
پراکنش نمودارهای کم با استقلال این اما دارد. وجود آن ها در حاشیه ای توزیع های اثر زیرا نم باشد،
و م باشند مفصل تابع دامنه عنصر همان که F2(x2) مقابل در F1(x1) نمودار یعن آن ها رتبه ای
در (٢ . ٢ نمودار دوم سطر ) است نمایان به خوبی هستند، X2 و X1 متغیرهای توزیع توابع به ترتیب
همه در نمونه حجم همچنین پیش بین، دو و وابسته متغیر ی داریم: متغیر سه زیر، مثال های همه

۴Mat´ern isotropic correlation function
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وابستگ ساختار و ٠/٨ سان ی پیرسون همبستگ ضریب با متغیرها بین پراکنش نمودار :٢ . ١ ل ش
متفاوت

پراکنش به همراه (b) نمایی توزیع و (a) پیش بین نرمال توزیع مشاهدات پراکنش نمودار :٢ . ٢ ل ش
(d) و (c) یعن آن ها ای رتبه
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م کنیم. استفاده زیر مثال های تمام در همبستگ ماتریس همان از است. مورد ۵٠ مثال ها

R =


1 0.7 0.7

0.7 1 0.7

0.7 0.7 1


توصیف (١٩٩٠) ۵ رایل و سلمن روش شناس از مثال در این به کار رفته داده سه گانه ۵٠ شبیه سازی برای

م کنیم. استفاده شده
م شود. مشخص همبستگ ماتریس با ,Fi(xi)که i = 1, 2, 3 دهید قرار

م گیریم. نظر در ی و صفر چند متغیره نرمال توزیع ی از را (u1, u2, u3) بردار ابتدا .١
کنید. محاسبه متغیر سه از ی هر برای si = Φ(ui) مقدار .٢

کنید. F−1محاسبه
Xi

(si), i = 1, 2, 3. از استفاده با را ٣.خطا
است. گسسته وابسته، متغیر مثال این در که است. وابسته X1متغیر که متغیر سه توزیع :٣ مثال
در نتایج است. OLS مدل از بهتر مفصل رگرسیون مدل مثال این در است. تقریبی توزیع X2 توزیع

است. آمده ٢ . ١ جدول

٣ مثال برای پارامتر و خطا برآورد :٢ . ١ جدول
متغیر X1 X2 X3 خطا دوم توان های مجموع
مدل پواسن نمایی گاما مفصل OLS

MLEs/خطاها 5.65 119.38907 3.67 ، 88.98 109.072 114.6649

به صورت X2 و X1 توزیع که تفاوت این با است قبل مثال همانند نیز مثال این فرضیات :۴ مثال
مدل شدند. تحلیل و تجزیه GLM روش از پواسن مدل از استفاده با داده و شده اند برآورد تجربی

است. شده داده نشان ٢ . ٢ جدول در نتایج دارد. را کارایی بهترین مفصل رگرسیون

۴ مثال برای پارامتر و خطا برآورد :٢ . ٢ جدول
متغیر X1 X2 X3 خطا دوم توان های مجموع
مدل پواسن نمایی گاما مفصل OLS GLM

MLEs/خطاها 5.65 N/A N/A 110.379 114.6649 119.518

قدرت م کند. ارائه بهتری رد روی ،GLM با مقایسه در مفصل رگرسیون ۴ و ٣ مثال های به توجه با
است. مشهود نیستند، نمایی خانواده عضو وابسته ای که متغیرهای برای توزیع انتخاب توانایی در آن

تنها GLM) کند انتخاب حاشیه ها برای را خود دلخواه توزیع م دهد اجازه محقق به همچنین،
هستند، رایج بیمه در مبهم و سنگین توزیع های که همان طور دارد). نیاز وابسته متغیر توزیع به توصیف
،GLM مانند م کند. فراهم را رگرسیون مدل های به دلخواه توزیع های تخصیص برای راه روش این
مفیدی اندازه همبستگ که آنجا از م کند. فراهم را خط غیر وابستگ مدل سازی ان ام روش این

۵Clemen and Riley
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راستا این در است. ضروری متغیرها بین ارتباط توصیف برای نیست، غیر نرمال دنیای در وابستگ از
است. GLM برای خوبی زین جای مفصل رگرسیون

مدل مشخصه های ۵ . ٢
م پردازیم. وابستگ ویژگ های و مدل توزیع ل های ش به بررس بخش این در

توزیع ل های ش ١ . ۵ . ٢
نگاشت ادامه، در هستند. متفاوت دو بعدی ل ش در ر دی حاشیه ای مدل های با GCMR مدل های
استاندارد تبدیل قوانین طریق از ها پاس حاشیه ای توزیع های رو این از است، ی به ی Yi و ϵi بین ٢ . ٣

داریم: زیر متغیره دو توزیع در مثال، به عنوان م آیند. دست به متناظر خطاهای توزیع از

pij(yi, yj;θ) = pi(yi;λ])pj(yj;λ)q(ϵi, ϵj;θ), (۶ . ٢)

در این جا که

q(ϵi, ϵj;θ) =
p(ϵi, ϵj;θ)

p(ϵi;λ)p(ϵj;λ)
, (٢ . ٧)

استاندارد نرمال ال چ p(ϵi;λ) مدل، فرضیات گرفتن نظر در با است. دو متغیره گاوس مفصل ال چ
واریانس است، صفر میانگین های با دو متغیره نرمال ال چ p (ϵi, ϵj;θ) درحال که است، تک متغیره

شده اند. مفروض Ω ماتریس در (i, j) موقعیت در اجزا از ی توسط همبستگ و واحد
توزیع های که است مسئله نشان دهنده که است. چند به ی ۶ . ٢ نگاشت مجزا، و رسته ای موارد در
حاشیه ای توزیع مثال، به عنوان م  شوند. بیان چند متغیره نرمال انتگرال های توسط مشترک حاشیه ای

است دو بعدی انتگرال ی تک متغیره

pij(yi, yj;θ) =

∫
Di(yi;λ)

∫
Dj(yj ;λ)

p(ϵi, ϵj;θ)dϵidϵj, (٢ . ٨)

است: زیر ل به ش بازه ها دکارت حاصلضرب آن ها، دامنه

Di(yi;λ) =
[
ϕ−1

{
Fi(y

−
i ;λ)

}
, ϕ−1 {Fi(yi;λ)}

]
, (٢ . ٩)

توزیع های مانند باشد، N شامل Yi اگر است. Yi در Fi(·;λ) چپ حد Fi(y
−
i ;λ) در این جا که است

.y−i = yi − 1 باشد گسسته اگر پس پواسن، حاشیه ای و دوجمله ای

وابستگ ویژگ های ٢ . ۵ . ٢
پاس ها، جفت بین همبستگ شده، توزیع نرمال خطاهای با خط رگرسیون مدل های خاص مورد در
است. corr(ϵi, ϵj) متناظر نرمال خطاهای همبستگ با هم زمان که م کند ایجاد متناظر کم متغیر
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تابع این است. ϵj و ϵi همبستگ از غیرخط تابع ی Yj و Yi میان همبستگ غیر این صورت، در
بوراسنتا و کوگیومتزیس اخیراً، نمود. محاسبه مختلف پارچه ی عددی روش های با م توان را غیرخط

م شود. استفاده تکه ای خط تقریب در همبستگ ها این تقریب که دادند پیشنهاد (٢٠١٠)
دو م گیرند. قرار استفاده مورد اغلب رتبه، بر مبتن مرتبط زین جای اندازه های مفصل، تئوری در
کندال τ کاربرد مورد در جدید بررس ی هستند. اسپیرمن ρ و کندال τ محبوب، بسیار مرتبه اندازه
مورد در دقیق بحث سونگ است. شده ارائه (٢٠١١) اران هم و پارزن توسط طول رگرسیون تحلیل در

نمود. ارائه گاوس مفصل های مدل در اندازه ها با مرتبط شایستگ های
از برخ ندارد، وجود حاضر حال در بالاتر، مرتبه و دو متغیره ها، برای بسته ل ش محاسبه اگرچه،

شده اند. مشتق به سادگ ۴ . ٢ و ۶ . ٢ مدل وابسته ساختار کلیدی وجوه
نظر در با Yj و Yi متناظر پاس های جفت پس باشند، ناهم بسته ϵj و ϵi خطاهای اگر :١ ویژگ

به معن خطا ها ناهمبستگ ر، دی به عبارت هستند. پیش بین ، Xj و Xi کم متغیرهای گرفتن
از مستقل Xj و Xi باشد صفر همبستگ که صورت در نرمال توزیع در تنها و است صفر کوواریانس
در ثابت بایست Xj و Xi متغیر دو میانگین، بر متغیر دو تاثیر از جلوگیری برای و بود خواهند ر دی ی

شوند. گرفته نظر
به است. مشخص ٢ . ٨ غیرپیوسته و ۶ . ٢ پیوسته موارد در متغیره دو توزیع بیان از انسجام کیفیت

بررس مورد به خوبی را گاوس مفصل مدل های ویژگ های که کنید مراجعه (٢٠١٠) اران هم و بدنار
نظر در زمان سری مانای خطاهای با را رگرسیون از خاص مورد ،١ ویژگ درک برای داده اند. قرار
باشند، q مرتبه متحرک میانگین پروسه به دنبال خطاها اگر که این است بیان کننده ویژگ این یرید. ب

م باشند. مستقل هستند q واحدهای از بیشتر که پاس هایی پس
و Xi کم متغیرهای گرفتن نظر در با Yj و Yi پاس های جفت هر بین ارتباط جهت :٢ ویژگ

هستند. ϵj و ϵi متناظر خطاهای جفت بین همبستگ نشانه با هم زمان ،Xj

که م دهد اطمینان ویژگ این است. شده غیر افزایش که است ۴ . ٢ نگاشت مستقیم پیامد این
کرده اند مفروض را کم متغیر که پاس هایی بین وابستگ جهت نرمال، خطاهای همبستگ ساختار
تفسیر برای ساده نتیجه این م شود، داده نشان ۵ . ٣ بخش مثال های در که همان طور نم کند. تعدیل

است. کاربردی بسیار برازش مدل
حاشیه ای توزیع های کلیه و کند دنبال را p مرتبه با مارکوف روند ی ϵ خطای بردار اگر :٣ ویژگ
دنبال را p مرتبه با مارکوف فرایند X ماتریس مدل داشتن مفروض با Y پاس بردار باشند، پیوسته

کرد. خواهد
، واق در است. تایید قابل طول داده های یا زمان سری های خاص مورد در به سادگ ویژگ این

دارد مفروض زیر به صورت را خود ماقبل موارد Yi پیوسته پاس ی شرط ال چ

pi(yi |yi−1 , . . . , y1;θ) =
pi(yi;λ)

p(εi;λ)
p(εi |εi−1, . . . , ε1; θ). (٢ . ١٠)

کاهش حافظه محدود شرط ال به چ فوق شرط ال چ باشند، p مرتبه مارکوف نوع از خطاها اگر
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قطعاً که م یابد،

pi(yi |yi−1 , . . . , y1;θ) =
pi(yi;λ)

p(εi;λ)
p(εi |εi−1, . . . , ε1; θ)

= pi(yi |yi−1, . . . , y1−p+1; θ)

(٢ . ١١)

ی از تحقق ،ϵ خطاهای اگر که داد نشان م توان بیش تر، نمادی پیچیدگ های با اما مشابه، به طور
میدان ی از تحقق Y مستمر چند متغیره پاس های سپس هستند، مارکوف۶ گاوس تصادف میدان
خطاهای بین توازی نوع ی که کند بیان ١ ویژگ اگر ، سری های زمان برای م باشند. مارکوف تصادف
به مستمر پاس های برای تنها را توازی این ٣ ویژگ پس دارد، وجود پاس ها و متحرک میانگین

م دهد. گسترش نیز اتورگرسیو فرآیندهای

۶Gaussian Markovian random field



٣ فصل
برازش معیارهای و مدل آماری استنباط

مقدمه ٣ . ١
روش هایی به تجربی آمار م کنند. تقسیم تجربی و نظری شاخه دو به را علم این آمار، علم دانشمندان
این م نمایند. مطالعه را برآوردکننده ها خواص شبیه سازی، روش های از استفاده با که م شود اطلاق
م شوند اطلاق روش هایی به مونت کارلو روش های است. شده  موسوم مونت کارلو شبیه سازی به روش ها
توسط بار اولین مونت کارلو نام م پردازند. مسائل به بررس تصادف اعداد از دنباله ای براساس که
مرکز مونت کارلو شهر این که به دلیل و شانس بازی های به آماری شبیه سازی شباهت به دلیل متروپلیس١

شد. به کارگرفته  بود، شانس بازی های مرکز موناکو، کوچ کشور
مدل سازی در مونت کارلو روش م گیرد.کاربرد قرار استفاده مورد علوم از بسیاری در روش این امروزه
بسیار آن ها بررس عمل در که را پیچیده تری سیستم های که م دهد را ان ام این ما به فیزی مسائل
محاسبه سیستم اند، ی اتم های واکنش و کنش بیانگر که معادلات حل کنیم. مطالعه است ل مش
ر، دی پیچیده بسیار مسائل و نیستند محاسبه قابل کلاسی راه های از که پیچیده ای انتگرال های

روش اند. این کاربرد از نمونه هایی
قابلیت ارتقای رد روی به عنوان ((١٩٧٣) (افرون (بازنمونه گیری) بوت استرپ٢ موضوع هم چنین

١Metropolis
٢Bootstrap

۴۵
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قوی حال درعین اما ساده روش بوت استرپ است. مختلف محققان توجه مورد به شدت آماری یافته های
آماره های روی از توزیع برآوردکردن یا آماری دقت تعیین برای که است مونت کارلو نمونه گیری روش از
درون نمونه گیری م آید؛ به دست نمونه ی از تبدیل با که است نمونه گیری نوع ی واق در است. نمونه
بوت استرپ، روش با گرفته شده نمونه برآوردگر که م دهد نشان بوت استرپ برابری اصل نمونه. ی

است: پیش فرض دو دارای بوت استرپ روش . اصل نمونه ی برآورد با است برابر
است. جمعیت از معتبری نمونه شما، نمونه ‐١

گرفته شده نمونه هر که به طوری گرفت خواهد اصل نمونه از زین جای با را نمونه ای استرپ بوت ‐٢
استرپ بوت روش با شده گرفته نمونه های ر؛ دی به عبارت برابرند. توزیع دارای ول مستقل، روش این با

است. ر دی نمونه های از مستقل نمونه، هر ول برابرند جمعیت توزیع دارای
بیان را درستنمایی ماکزیمم روش با GCMR مدل های پیشنهاد شده برازش ابتدا فصل، این در
با داده هایی برای مونت کارلو روش از مناسبی تقریب به عنوان را مهم نقاط نمونه گیری سپس کرده،
آزمون ادامه در م دهیم. ارائه مطالعات  طول و داده های  فضایی ، سری های زمان مانند بزرگ تر ابعاد ٰ

م گیریم. به کار چندمتغیره مدل انتخاب درست بررس و تعیین برای را هاسمن مشخصات

گاوس مفصل رگرسیون ٣ . ٢
yi تک متغیره حاشیه ای تجمع توزیع یرید. ب نظر در را Y1, Y2, ..., Yn وابسته متغیر n با بردار ی
بر اساس F ( ·| xi) م کنیم فرض دارد. بستگ xi متغیر از ‐بعدی p بردار ی به و F ( ·| xi) توسط
که است، مربوط E(yi| xi) انتظار مورد مقدار به معمولا و است، شده پارامتربندی µi موقعیت پارامتر

دارد بستگ زیر رابطه طریق از xi به
g1(µi) = xi

Tβ (٣ . ١)
شامل تنظیمات این .β رگرسیون ضرایب از ‐بعدی p بردار ی و g1(·) مناسب پیوند تابع ی برای
رگرسیون یا نلدر(١٩٨٩)) و (م کالاغ تعمیم یافته مدل های خط مانند، مدل محبوب کلاس های انواع
برای م توان را مدل باشد، پراکندگ پارامتر شامل Yi توزیع اگر است. زیلیس(٢٠١٠)) و (کریباری بتا

داد. گسترش دوم رگرسیون مدل با متغیر پراکندگ
g2(ψi) = zi

Tγ (٣ . ٢)
متغیر از q‐بعدی بردار zi است، yi به مربوط پراکندگ پارامتر ψi است، پراکندگ پیوند تابع g2(·) که
از این پس، نماد، بودن ساده به خاطر است. رگرسیون ضرایب با متناظر بردار γ و است پراکندگ
مدل واق در که ، پراکندگ متغیر مورد در حت و F ( ·| xi) به عنوان Yi حاشیه ای نواخت ی توزیع تجمع

م شود. داده نشان  است، F ( ·| xi, zi)

که به طوری م شود مدل سازی گاوس مفصل با متغیرها بین وابستگ ، گاوس مفصل رگرسیون در
م آید به دست زیر رابطه از داده ها توام تجمع توزیع تابع

Pr(Y1 ⩽ y1, ..., Yn ⩽ yn) = Φn(ϵ1, ..., ϵn; P),



۴٧ گاوس مفصل رگرسیون

تک متغیره استاندارد نرمال تجمع توزیع تابع نشان دهنده Φ(·) با ،ϵi = Φ−1{F (yi|xi)} آن در که
است. P همبستگ ماتریس با چندمتغیره استاندارد نرمال توزیع تجمع تابع Φn(·,P) و است

(٢٠١٢) واررین و ماساروتو در دارد، تأکید رگرسیون تنظیم بر که گاوس مفصل مدل معادل فرمول
xi متغیر از بردار ی به را yi متغیر هر که یرید ب نظر در را رگرسیون مدل ی است. شده داده بررس

م کند مرتبط عموم رابطه توسط
yi = h(xi, ϵi),

مدل ،ϵi خطای و h(·) رد عمل از ن مم ویژگ های از بسیاری بین در است. تصادف خطای ϵi که
م کند فرض مفصل گاوس رگرسیون

h(xi, ϵi) = F−1{Φ(ϵi)|xi},

P همبستگ ماتریس با چندمتغیره استاندارد نرمال توزیع دارای ϵ = (ϵ1, ..., ϵn)
T خطا بردار و

توزیع حفظ (i) به دستیابی مسیر در ساخته شده رگرسیون مدل ی گاوس مفصل ر، دی به بیان است.
است. چندمتغیره نرمال خطاهای داشتن (ii) و حاشیه ای نواخت ی

م توان را وابستگ مختلف ل های ش که است این گاوس مفصل توجه جالب ویژگ های از ی
اینکه فرض با داده های طول مثال، برای کرد. بیان P همبستگ ماتریس مناسب کردن پارامتری با
مدل سازی م توانند شوند داده تعمیم برآورد شده معادلات در شده گرفته نظر در همبستگ مدل های
به مربوط همبستگ ماتریس با م تواند سری های زمان در سریال وابستگ (سونگ(٢٠٠٧)). شوند
وابستگ فضایی در حال که شود، توصیف وارین(٢٠١۴)) و (گولو متحرک میانگین و اتورگرسیو متناوب روند
(بای(٢٠١۴)). کرد توصیف گاوس تصادف منطقه ی توسط شده القا همبستگ ماتریس ی با م توان را

آماری استنباط ٣ . ٢ . ١
بردار را θ م کند. پیروی گوس مفصل رگرسیون مدل برای درست نتیجه گیری حداکثر از gcmr بسته
ماتریس به وابسته پارامترهای و نواخت ی حاشیه ای پارامترهای شامل که دهید قرار مدل پارامترهای
مثال، (به عنوان است بسته فرم دارای پیوسته حالت در θ احتمال تابع است. گاوس مفصل همبستگ

سونگ(٢٠٠٠))
L(θ) = ϕn(ϵ1, ..., ϵn; P)

n∏
i=1

f(yi|xi)
ϕ(ϵi)

,

با ‐بعدی n استاندارد نرمال ال چ ϕ(ϵn(·,P)) استاندارد، نرمال ال چ نشان دهنده ϕ(ϵ(·)) که
توجه قابل به طور گسسته حالت است. xi به توجه با Yi ال چ f( ·|xi) و P همبستگ ماتریس

است. شده ارائه ‐بعدی n نرمال انتگرال توسط آن احتمال زیرا است، پیچیده تر
L(θ) =

∫
D1

...

∫
Dn

ϕn(ϵ1, ..., ϵn; P)dϵ1 ...dϵn , (٣ . ٣)

است. بازه ها حاصل ضرب دکارت انتگرال دامنه رابطه در این که
Di =

[
Φ−1{F (yi − 1|xi)},Φ−1{F (yi|xi)}

]
.
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رد روی اول، دارد. وجود ماکزیمم درستنمایی برآورد اطمینان عدم ارزیابی برای مختلف انتخاب های
ترتیب، به همین م کند. ارزیابی شده مشاهده فیشر اطلاعات معکوس با را اطمینان عدم که کلاسی
تجزیه از حاصل نمرات بیرون محصول با م توان را ماکزیمم درستنمایی تقریبی واریانس براوردگر

نمود. براورد احتمال پیش بین
نگران های به توجه با هستند. معتبر شود، مشخص به درست مفصل گاوس مدل اگر بالا انتخاب های
ساندویچ برآوردگرهای با مدل بر مبتن استاندارد خطاهای مقایسه ، مفصل گاوس فرضیه مورد در بالقوه

م شود. توصیه قوی

درستنمایی بر مبتن استنباط ٣ . ٣
مزیت ی م گیرد. انجام ماکزیمم درستنمایی روش طریق از GCMR مدل های شده پیشنهاد برازش
مانند مدل، انتخاب و فرض تست های برای را استانداردی ابزارهای م توان که است این روش این صریح
محاسبات جزئیات زیر، خطوط در داد. قرار استفاده مورد درستنمایی نسبت آمار و اطلاعات معیارهای
رسته ای یا گسسته پیوسته، موارد که است بهتر هدف، این برای م گیرد. قرار بحث مورد درستنمایی
بعدی موارد به نسبت و است ساده تر زیرا م کنیم، شروع ابتدا از ما شوند. بررس جداگانه به صورت
منجر به پیوسته حالت در ϵ خطاهای و Y پاس های بین ی به ی رابطه م آید. به حساب مقدمات تر

م شود: زیر به صورت θ برای درستنمایی
L(θ; y) = Lind(λ; y)q(ϵ;θ), (۴ . ٣)

است زیر به صورت مفصل ال چ آن در که
q(ϵ;θ) =

p(ϵ1, . . . , ϵn;θ)

p(ϵ1;λ)× · · · × p(ϵn;λ)

تحت و خطاها برای شده فرض چندمتغیره نرمال مدل بین درستنمایی نسبت به عنوان م تواند که
درستنمایی کردن تیز٣ طریق از L(θ, y) درستنمایی این رو، از شود. تفسیر وابستگ عدم فرضیه
دست به است خطاها بین وابستگ برای دلیل که q(ϵ,θ) معیار ی طریق از Lind(λ, y) مستقل

م آید.
نیازمند درستنمایی ارزیابی حالت، این در است. رسته ای پاس های یا گسسته حالت سخت تر حالت

است: بعدی n مستطیل انتگرال محاسبه ی
L(θ, y) =

∫
D1(y1;λ)

· · ·
∫
Dn(yn;λ)

p(ϵ1, ..., ϵn;θ)dϵ1...dϵn (۶ . ٣)
با (0, 1)n به D1(y1;λ) × ... ×Dn(yn;λ) از متغیر تغییر گرفتن نظر در با بالا انتگرال مجدد بیان

است: راحت تر زیر مؤلفه ای سازی وارون
ϵi(ui) = Φ{Fi(yi;λ)− uipi(yi;λ)}, i = 1, ..., n. (٣ . ٧)

٣Sharp
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م گیرد نظر در را زیر فرم ۶ . ٣ درستنمایی سپس،
L(θ; y) = Lind(λ; y)

∫
[0,1]

· · ·
∫
[0,1]

q{ϵ1(u1), ..., ϵn(un);θ}du1...dun, (٣ . ٨)

نسبت های در میانگین ی که تنظیم کننده ترم در جز است، ۴ . ٣ پیوسته حالت مشابه آن شرح که
شده محاسبه ٣ . ٧ عبارت توسط داده شده ϵi(ui) تصادف خطاهای در اما است q(ϵ;θ) نوع درستنمایی

است.
فاقد اینکه به دلیل گسسته حاشیه های با گاوس مفصل های درستنمایی تابع محاسبه برای همچنین
موردنیاز کارآمد عددی محاسبه هستند) پیوسته حاشیه ها که موردی (برخلاف است بسته ل ش عبارت
شمارش به منجر که است شده مشاهده گسسته نمونه گیری ان م n در Y (·) که کنید فرض است.

است. Yi تحقق yi این جا در که م شود y = (y1, . . . , yn)

شده گرفته نظر در زیر به صورت و است y داده بر مبتن η = (λT , θT ) درستنمایی تابع پس
L(η; y) = Pη(Y1 = y1, . . . , Yn = yn)

=
2∑

j1=1

· · ·
2∑

jn=1

(−1)
∑n

i=1 jiΦn(Φ
−1(F1(t1;ψ)), . . . ,Φ

−1(Fn(tn;ψ)); Ω)
(٣ . ٩)

متوسط n برای حت است حل نشدن محاسبات لحاظ به (٣ . ٩) معادله ارزیابی .ti = yi + 1 − ji با
که: باشید داشته توجه هستند. nبعدی انتگرال ی شامل ی هر که است 2n محاسبه نیازمند زیرا

Y
d
= F−1(Φ(Z(s));λ) (٣ . ١٠)

Z(·) و است توزیع چندک تابع F−1(u;λ) = inf{x : F (x;λ) ≥ u}, u ∈ (0, 1) این جا در
و است پله ای تابع ی که F−1(·;λ) تجمع توزیع تابع شمارش برای است. گاوس تصادف میدان

صورت که در Y = y آن گاه y ∈ N0 هر برای
F (y − 1;λ) < Φ(Z(s)) ≤ F (y;λ)

باشد.پس
L(η; y) = Pη(ζ(y1 − 1;λ) < Z(s1) ≤ ζ(y1;λ), . . . , ζ(yn − 1;λ) < Z(sn) ≤ ζ(yn;λ))

=

∫ ζ(y1;λ)

ζ(y1−1;λ)

· · ·
∫ ζ(yn;λ)

ζ(yn−1;λ)

ϕn(z1, . . . , zn; Ω)dz1 . . . dzn
(٣ . ١١)

عبارت است. Nn(0,Ω) توزیع احتمال ال چ تابع ϕn(·; Ω) و ζ(y;λ) = Φ−1(F (y;λ)) این جا در
درستنمایی تقریب شروع نقطه به عنوان بعد بخش در و م دهد پاس بهتر عددی محاسبات برای اخیر
مشخص که شده ارائه (٢٠١٢) وارین و ماساراتو در درستنمایی از ر دی نمایش ی شد. خواهد استفاده

است. (٢٠١١) فانگ و مادسن توسط شده پیدا مورد با موافق شد
مفروض زیر معادله توسط که یرید ب نظر در را (z1, . . . , zn) −→ (u1, . . . , un) متغیرهای تغییر

است
ui =

F (yi;λ)− Φ(zi)

f(yi;λ)
, i = 1, . . . , n (٣ . ١٢)
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داشت: خواهیم (٣ . ١٢) مدل معکوس برای
d

dui
zi(ui) =

−f(yi;λ)
ϕ(Φ−1(F (yi;λ)− uif(yi;λ)))

=
−f(yi;λ)
ϕ(zi(ui))

, i = 1, . . . , n

است قطری معکوس مدل در J = ∂(z1(u1),...,zn(un))
∂(u1,...,un)

ژاکوبین ماتریس است ui از تابع zi که آن جا از
پس

|det(J)| =
n∏

i=1

f(yi;λ)

ϕ(zi(ui))

از م کند، تبدیل (0, 1)n به را (ζ(y1 − 1), ζ(y1))× · · · × (ζ(yn − 1), ζ(yn)) (٣ . ١٢) که آن جا از
بود: خواهد زیر به صورت چندمتغیره انتگرال های برای متغیر تغییر فرمول های طریق

L(η; y) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

ϕn(z1(u1), . . . , zn(un); Ω)|det(J)| du1 . . . dun

=
n∏

i=1

f(yi;λ).

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

ϕn(z1(u1), . . . , zn(un); Ω)∏n
i=1 ϕ(zi(ui))

du1 . . . dun

=
n∏

i=1

f(yi;λ).

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

|Ω|−
1
2 exp

(
−1

2
zT (u)(Ω−1 − In)z(u)

)
du

زیر به صورت م توان را (٣ . ١١) انتگرال پس است. z(u) = (z1(u1), . . . , zn(un))
T این جا در که

کرد بازنویس
L(η; y) =

n∏
i=1

f(yi;λ).

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

|Ω|− 1
2 exp

(
−1

2
z(u)T (Ω−1 − In)z(u)

)
du (٣ . ١٣)

درستنمایی تابع محاسبه ٣ . ٣ . ١
این هرگاه است. شده بیان ۶ . ٣ گاوس احتمال انتگرال برحسب درستنمایی پیوسته، غیر حالت در
تجزیه پایین بعد با ترم های به موضوع، هر به ازای کمتر مشاهدات با طول مطالعات همانند انتگرال
روش های یا (١٩٩۵) جو روش همانند دقیق و قطع معین تقریب های از که م کنیم پیشنهاد ما شود،
میوا و جو وریتم های ال کنید. استفاده (٢٠٠٨) کری و (٢٠٠٣) اران هم و میوا توسط اخیر عددی
چو جو، توسط به ترتیب که هستند، دسترس در mprobit بسته های R طریق از عموم به صورت هردو

شده اند. تألیف mvtnorm بسته (٢٠٠١) ژانگ و
است، همراه طولان تر مطالعات طول و داده های فضایی ، سری های زمان با که بزرگ تر ابعاد برای
روش های باید این رو از است. زیاد بسیار عمل استفاده برای قطع تقریب های محاسبات هزینه های
موجود (٢٠٠١) برتز و گنز از تصادف شبه مونت کارلو روش به  عنوان مثال گیرد. قرار توجه مورد تصادف
هدف دارای عددی روش این است. شده گنجانده شد ذکر بالا در که mvtnorm بسته R در که است
نباشد. کارآمد م شود گرفته نظر در پایان نامه این در که خاص مدل های برای است ن مم و است کل
پاس های برای را درستنمایی مونت کارلوی تقریب های از ر دی ی ما بعدی بخش در دلیل، به همین

است. متناسب GCMR مدل کلاس با که م کنیم، توصیف غیر پیوسته
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جوک‐هاجیواسیلیو‐کین شده شبیه سازی درستنمایی ٣ . ٣ . ٢
پروبیت مدل های تابع و ٣ . ١٢ درستنمایی تابع بین شباهت که شدند متوجه (٢٠١٢) وارین و ماساروتو
اران هم و هاجیواسیلیو ،(١٩٩١) جوک توسط پیشنهادی وریتم ال دلیل همین به دارد وجود چندمتغیره
این کردند. انتخاب چندمتغیره نرمال مستطیل احتمالات زدن تقریب برای را (١٩٩۴) کین و (١٩٩۶)
م شود. نامیده GHK روش به آن و شده مشخص کین۴ و هاجیواسیلیو جوک‐ شبیه ساز براساس مورد
نقاط نمونه گیری ال چ از استفاده با میشود زده تقریب مهم نقاط نمونه گیری توسط (٣ . ١١) انتگرال

تکیه گاه با مهم
(ζ(y1 − 1), ζ(y1))× · · · × (ζ(yn − 1), ζ(yn))

این جا در که م شود فرض gη(z) =∏n
i=1 pη(zi|zi−1, . . . , z1; yi) توسط

pη(zi|zi−1, . . . , z1; yi)

میدان Z(·) و Yi = yi زمان که در است، Z(si−1), . . . , Z(s1) به توجه با Z(si) شرط ال چ
که آن جا از م شوند. تعریف (٣ . ١٠) از پس که هستند گاوس تصادف

Z(si)|Z(si−1), . . . , Z(s1) ∼ N(mi, v
2
i )

با
mi = Eϑ(Z(si)|Z(si−1), . . . , Z(s1)) = mi(Z(si−1), . . . , Z(s1);ϑ)

و

v2i = varϑ(Z(si)|Z(si−1), . . . , Z(s1)) = v2i (ϑ)

بریده که است N(mi, v
2
i ) توزیع ال چ pη(zi|zi−1, . . . , z1; yi) که م شود مشخص (٣ . ١٠) به دنبال

به و شده
(ζ(yi − 1;λ), ζ(yi;λ))

توسط را GHK روش سپس است. شده تبدیل

L̂GHK(η; y) =
1

M

M∑
k=1

ϕn(Z
(k); Ω)

gη(Z(k))

=
1

M

M∑
k=1

{
n∏

i=1

pθ(Z
(k)
i |Z(k)

i−1, . . . , Z
(k)
1 )

pη(Z
(k)
i |Z(k)

i−1, . . . , Z
(k)
1 ; yi)

}

=
1

M

M∑
k=1

{
n∏

i=1

[
Φ

(
ζ(yi;λ)−mki

vki

)
− Φ

(
ζ(yi − 1;λ)−mki

vki

)]}
(١۴ . ٣)

۴Geweke-Hajivassiliou-Keane
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به دست سان ی توزیع با پیش بین تصادف متغیرهای Z1, . . . , Z(M) این جا در که م زند تقریب
و mki = mi(Z

(k)
i−1, . . . , Z

(k)
1 ; θ) و Z(K) = (Z

(k)
1 , . . . , Z

(k)
n ) با همراه هستند gη(z) از آمده

وریتم ال استفاده با ، Z(k)
1 , Z

(k)
2 , . . . , Z

(k)
n م شود، انجام متعاقبا Z(k) هر شبیه سازی .v2ki = v2i (θ)

در i = 1, . . . , n و k = 1, . . . ,M برای شده: بریده نرمال توزیع های از شبیه سازی برای استاندارد
یرید ب نظر

Z
(k)
i = mki + vkiΦ

−1

[
(1− Uki)Φ

(
ζ(yi − 1;λ)−mki

vki

)
+ UkiΦ

(
ζ(yi;λ)−mki

vki

)]
بسته در GHK روش هستند. unif(0,1) توزیع با پیش بین تصادف متغیرهای Uki این جا در که
با را GHK روش (١٩٩۶) اران هم و هاجیواسیلیو .(٢٠١۶ وارین و (ماساروتو است شده اجرا gcmr
که شد متوجه و نمود مقایسه چندمتغیره نرمال مستطیل احتمال های تقریب زن برای ر دی روش چند

دارد. بیشتری کارایی GHK روش
ترتیب ی اگرچه است. نمونه گیری ان های م ترتیب کردن مشخص نیازمند GHK روش :١ تذکر
ندارد وجود داده های فضایی مورد در طبیع ترتیب هیچ دارد، وجود سری زمان داده های مورد در طبیع
ان های م زمان که شدیم متوجه عددی اکتشافات در بود. خواهد اختیاری حدی تا انتخابی هر پس
انتخاب برای را شده داده نمایش اندک حساسیت م تواند پارامتر ندارند، منظم تئوری هیچ نمونه گیری
هستند غیرمنظم تئوری ی روی نمونه گیری ان های م زمان که ر، سوی دی از کند. برآورد ترتیب
را بیشتری شده داده نمایش حساسیت م تواند پارامتر زمین آماری، داده های با مرسوم موقعیت ی
پارامتر برآورد های گرفتن نظر در با به ویژه همه، برای نه اما کند برآورد انتخابی ترتیب های برخ برای
به ترتیب پارامتر برآورد های حساسیت م زنیم حدس داریم، که محدودی تجربه براساس کوواریانس.

کند. پیدا کاهش نمونه اندازه افزایش با است ن مم و است اندک نمونه گیری ان های م انتخابی

مهم نقاط نمونه گیری ٣ . ٣ . ٣
است، خاص توزیع ی خواص براورد برای کل روش ی مهم نقاط نمونه گیری آمار، در .٣ . ٣ . ١ تعریف
به این را روش این م شود. تولید نظر مورد توزیع از مختلف توزیع های از نمونه هایی تنها حال که در
نقاط نمونه گیری دارد قرار مهم تر) نقاط انتخاب نتیجه در ال تر(و چ نواح بر نمونه گیری تمرکز که دلیل

نامیده اند. مهم

م دهد: پیشنهاد را درستنمایی از زیر ساده مونت کارلو تقریب ٣ . ٨ عبارت

k = 1, . . . , K برای .١

،u(k)1 , . . . , u
(k)
n ; کنید ایجاد (0, 1) مستقل و نواخت ی توزیع از متغیر n (a)

است، محاسبه قابل ٣ . ٧ معادله از ϵ(k)i = ϵ(u
(k)
i ) تصادف خطاهای (b)
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کنید محاسبه زیر به شیوه را مفصل گاوس ال چ (c)

q(k)(ϵ;θ) =
p(ϵ

(k)
1 , . . . , ϵ

(k)
n ;θ)

p(ϵ
(k)
1 ;λ)× · · · × p(ϵ

(k)
n ;λ)

; (١۵ . ٣)

کنید برآورد زیر معادله از استفاده با را درستنمایی .٢

L̃(θ; y) = Lind(λ; y)
1

K

K∑
k=1

q(k)(ϵ;θ). (١۶ . ٣)

درستنمایی مهم نقاط نمونه گیری تقریب ، درواق است. ناکارآمد تقریباً برآورد این نتیجه متأسفانه،
یرید ب نظر در را

LIS(θ;y) = 1

K

K∑
k=1

p(y, ϵ(k);θ)

pIS(ϵ(k) |y;θ)
, (٣ . ١٧)

است. pIS(|y; θ) مهم نقاط نمونه گیری توزیع از شده رسم تصادف خطاهای از بردار ی ϵ(k) آن در که
که است کاری فرض تحت ایجادشده مهم نقاط ال چ با متناظر ١۶ . ٣ برآورد که است معن بدین این

هستند: مستقل yi داده شده نتایج به توجه با ϵi خطاهای

pIS(ϵ |y;θ) =
n∏

i=1

p(ϵi;λ)

pi(yi;λ)
,

ناکارآمد بسیار م تواند قوی وابستگ عدم فرضیه دلیل به مهم نقاط ال چ این اما است، معتبر اگرچه
،p(ϵ |y;θ) باشد مشروط ال چ با برابر دقیقاً م تواند ایده آل مهم نقاط ال چ این است که بدیه باشد.
م تواند (k = حالت(1 ی بنابراین و p(y;θ) با است برابر دقیقاً ٣ . ١٧ جم در عبارت هر انتخاب، این با
نیست ان پذیر ام ایده آل توزیع این از استفاده متأسفانه، باشد. کاف دقیق درستنمایی به دستیابی برای

هستند. p(y;θ) به وابسته مهم نقاط نمونه گیری وزن های زیرا
از دنباله ای نمونه گیری با م توان را p(ϵ |y;θ) آل ایده فرم از حالت ی این که به توجه با

pi(ϵi |yi , . . . , y1;θ), i = 1, . . . , n,

زین جای زیر ال چ از دنباله ای نمونه گیری با را غیر کنترل پذیر مهم نقاط ال چ این ما آورد، دست به
م کنیم

pi(ϵi |yi, ϵi−1 , . . . , ϵ1;θ), i = 1, . . . , n, (٣ . ١٨)
شبیه ساز با متناظر فوق مهم نقاط نمونه گیری ال چ متغیره، چند پروبیت رگرسیون خاص حالت برای

کنید. رجوع (١٩٩۴) کین به مثال برای است، (GHK)
مدل، فرضیه های تحت است. بی واسطه GCMR در کردن عمل برای GHK شبیه ساز بسط

واریانس miو = E(ϵi |ϵi−1 , . . . , ϵ1; θ) میانه با نرمال ال چ ی p(ϵi |ϵi−1 , . . . , ϵ1; θ)

v2i = var(ϵi |ϵi−1 , . . . , ϵ1)
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از آن از حالت ی و است Di(yi;λ) بازه بر بریده شده نرمال ال چ ی (٣ . ١٨) بنابراین، است.
م آید به دست زیر ذاری های جای طریق

ϵi(ui) = mi + viϕ
−1 {(1− ui) ai + uibi} , i = 1, . . . , n, (٣ . ١٩)

و هستند (0, 1) نواخت ی تصادف متغیر ی از مستقل حالت n با برابر n ،u1, . . . , un آن، در که

ai = Φ

[
Φ−1

{
Fi(y

−
i ;λ)

}
−mi

vi

]
, bi = Φ

[
Φ−1 {Fi (yi;λ)} −mi

vi

]
, i = 1, . . . , n.

با است برابر درستنمایی کردن برآورد برای شده نتیجه گیری دنباله ای نمونه گیری وریتم ال بنابراین،

k = 1, . . . , K برای .١
u
(k)
1 , . . . , u

(k)
n م کند تولید نواخت ی مستقل (0, 1) متغیر n (a)

کنید محاسبه ٣ . ١٩ معادله از را ε(k)i = ϵ(u
(k)
i ) تصادف خطاهای (b)

کنید برآورد زیر معادله از استفاده با را درستنمایی .٢

LIS(θ; y) =
1

K

K∑
k=1


n∏

i=1

p
(
ϵ
(k)
i

∣∣∣ϵ(k)i−1, . . . , ϵ
(k)
1 ; θ

)
pi

(
ϵ
(k)
i |yi , ϵ(k)i−1, . . . , ϵ

(k)
1 ; θ

)
.

استفاده با به خوبی م توان را v2i و mi کمیت های هستند. زیر به شرح عددی جنبه های درباره نظر چند
است. درستنمایی محاسبات از انتگرال مؤلفه ی ، حالت هر در که نمود محاسبه Ω از چولس تجزیه از

همبستگ ماتریس که م آید به دست واقعیت این از استفاده طریق از اساس محاسبات در صرفه جویی
است. مشابه ϵ(k), k = 1, . . . , K شبیه سازی شده خطای بردارهای تمام برای Ω خطا

دوربین ایده های از استفاده با به عنوان مثال، گرفت، نظر در م توان نیز را مهم نقاط ال های چ ر دی
توجه با عددی، دقت لحاظ از است ن مم محاسبات هزینه های افزایش بااین وجود، .(٢٠٠١) کوپمن و
برای باشد. نداشته توجیه پیشنهادشده، نمونه گیری از استفاده با حاصل شده خوب نتایج و سادگ به 

کنید. مراجعه (٢٠١٢) کریستیانو و گیدو به شبیه سازی مطالعه بررس
همانند موردبحث، مهم نقاط نمونه گیری با درستنمایی تقریب ی برای کل پیچیدگ ، به طورکل
معکوس به دلیل امر این که O(n3)است، مرتبه مدل هایGCMRاز برای درستنمایی تقریب های ر دی
بسیار محاسبات هزینه خاص مسائل برای بااین وجود، است. Ω همبستگ ماتریس برای لازم سازی
اتورگرسیو، متحرک میانگین پروسه ی پی در ϵ با زمان سری های مدل های در مثال، به طور است. کمتر
O(n) محاسبات تنها و کرد پیاده سازی کالمن فیلتر طریق از کارآمد به صورت م توان را چولس تجزیه

است. غیرعمل O(n3) کل محاسبات هزینه باشد، بزرگ n اگر است. موردنیاز
به هرحال، م شوند. محاسبه بهتر اریتم ل درستنمایی طریق از ماکزیمم درستنمایی براوردهای
LIS (θ; y) درحال که شده اند، طراح درستنمایی نارایب برآورد های ارائه برای مهم نقاط نمونه گیری
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نااریب براوردگر ی ما، gcmr بسته در است. l (θ; y) درستنمایی اریتم ل از اریبی اندک با براوردگر ی
م آید. دست به کوپمن و دوربین توسط درستنمایی اریتم ل از

و است، جدایی درجه از تابع ی عموماً صحیح استنباط نتایج برای نیاز مورد مونت کارلو اندازه
آنالیز که کرد توصیه م توان ، کل پیشنهاد ی به عنوان است. دودویی پاس های آن حالت سخت ترین

کوچ مونت کارلو اندازه ی از شروع با مثال، برای کرد، تکرار مونت کارلو اندازه کفایت بررس برای را
بشوند. ناچیز عملا پارامتری برآورد های در تفاضل که زمان تا آن افزایش سپس و

هاسمن مشخص سازی آزمون ۴ . ٣
رگرسیون پارامترهای از زیرمجموعه ی یا λ حاشیه ای پارامترهای به علم علاقه ی حالت ها، اکثر در

گرافی و عددی روش های از گسترده طیف ی طریق از م توان را مفروض مرزهای دارد. وجود β
دست به کل به صورت مستقل درستنمایی دقیق مشخصات به این ترتیب، و کرد، بررس توسعه یافته
مستقل درستنمایی ی در λ بر روی مبنا استنباط از دووجه قاط برهان ی به منجر امر این م آید.
م شود. مفصل نادرست مشخصات وجود ریس با اما کامل مدل ی گرفتن نظر در یا و ناکارآمد اما امن

یریم ب نظر در را زیر صفر فرضیه م خواهیم ما ر، به عبارت دی
است. شده مشخص به درست مفروض متغیره چند مدل :H0

مقابل در
صحیح خطاها برای مفروض متغیره چند نرمال توزیع اما هستند صحیح حاشیه ای توزیع های :H1

نادرست). (مفصل نیست
درحال که است، سازگار زین جای و صفر فرضیه دو هر تحت λint مستقل درستنمایی برآوردگر
تحت اما است کارآمد و سازگار صفر فرضیه تحت θ̂ =

(
λ̂T , τ̂T

)T ماکزیمم درستنمایی براوردگر
را هاسمن نوع آمار توسط صحیح مدل مشخصات کردن تأیید امر این است. ناسازگار زین جای فرضیه

م کند. پیشنهاد
h (Y ) =

(
λ̂ind − λ̂

)T
D−1

(
λ̂ind − λ̂

)
,

h (Y ) آن در که است شده محاسبه صفر فرضیه شرایط تحت که D = var
(
λind − λ̂

)
واریانس با

م شود. توزیع dim
(
λ̂
)

آزادی درجه های با کای‐دو۵ تصادف متغیر ی به عنوان
متمرکز θ کامل پارامتر روی بر که است، متفاوت هاسمن متداول آزمون با فوق، چهارچوب توجه:

.λ خودش زیرمجموعه روی بر نه و است
به این م باشد. cov (λind − λ, λ) ̸= 0 یعن که نیست، صادق هاسمن تعامد نتیجه متعاقبا،

نم شود. خلاصه var
(
λ̂ind

)
− var

(
λ̂
)

واریانس تفاضل به صورت D ترتیب،
است مجانبی واریانس ماتریس دارای

(
λ̂Tind, θ̂

T
)T براوردگرها بردار صفر، فرضیه تحت

V =

(
H−1

1 J1H
−1
1 H−1

1 J12H
−1
2

H−1
2 J21H

−1
1 H−1

2

)
۵Chi-squared
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آن، در که
H1 = E

{
−∇2ℓind (λ;Y )

}
J12 = cov {∇ℓind (λ;Y ) ,∇ℓ (θ;Y )}

H2 = E
{
−∇2ℓ (θ;Y )

}
J1 = var {∇ℓind (λ;Y )}

J21 = JT
12

ماتریس های آن در که ،C = (I
T
,−IT , 0T ) تضاد ماتریس ی برای D = CTV C داریم به این ترتیب

نیستند. دسترس در بسته ل ش در V ماتریس های مولفه ، کل بطور هستند. λ بعد دارای ،I واحد
کرد. برآورد مفروض مدل از مونت کارلو شبیه سازی طریق از م توان را آن ها

اما دقیق تر Dکه از مستقیم براورد ی پارامتری اتورگرسیو ی طریق از م توان زین، جای به صورت
استنباط درست بررس برای م توان را هاسمن آزمون گرفت. نظر در باشد بالاتر محاسبات هزینه دارای
رگرسورهای مانند λ زیرمجموعه های بررس برای همچنین و λ سرتاسری حاشیه ای پارامتر درباره

کرد. استفاده علم توجه با مطابقت در رگرسورها، از ترکیبی یا βi منفرد/مجزا
چندمتغیره نرمال فرض از درست و کامل اعتبارسنج بخش، این در شده ارائه مطالب عل رغم
درست استنباط مورد در پرسش که است طبیع همچنین، است. دشوار بسیار ،ϵ خطاهای برای
برای کل دادن پاس که شود مطرح خطاها برای چندمتغیره توزیع شدن بدمشخص براساس λ برای
برای شبیه سازی بررس های (٢٠١٢) کریستیانو و گیدو حال، این با است. سخت کار نیز پرسش، این

نموده اند. بررس را خطا توزیع بدمشخص سازی مقابل در استواری

مثال ها ۵ . ٣
م کنیم. بررس فضایی و داده های طول از کاربردی مثال دو ارائه با را مدل انعطاف پذیری بخش، این در
مجموعه بر مبتن مثال ها کلیه برازش، روش های و ر دی مدل های سایر با مقایسه تسهیل به منظور
شده اند. ارائه محاسبات وجوه مورد در نظرات ٣ . ۵ . ٣ بخش در همچنین هستند. شده شناخته داده های

پیشامد تا زمان به مربوط داده های ١ . ۵ . ٣
در تومور بروز دفعات مورد در را اران هم و (١٩٧٧) مانتل داده های داده های بقا، آنالیز دادن نشان برای
گرفتند. قرار مشاهده م/زایمان ش هم موش ۵٠ بین از موش جفت سه کردیم. آنالیز مجددا موش ها
نظر در کنترل گروه های به عنوان ر دی جفت دو ه درحالی گرفت قرار درمان تحت موش ها از جفت ی
در م باشد. تومور هر گرفتن شدت از پیش مرگ هفته یا تومور وقوع هفته شامل پاس ها شدند. گرفته
ارتباط ارزیابی علم به لحاظ بررس این در شدند. قربان از هفته ١٠۴ از پس موش ها کلیه مورد، هر

است. گرفته قرار توجه مورد تومور وقوع زمان و درمان ها بین احتمال
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مدل از ٩۵٪ اطمینان فاصله و جفت گیری احتمال براورد سوسمارها: جفت گیری داده های :٣ . ١ جدول
کریم و زگر توسط شده ارائه برآوردهای با مقایسه در حاشیه ای

تابستان پاییز
واقع احتمال های برآورد %٩۵ اطمینان فاصله برآورد %٩۵ اطمینان فاصله

πRR ٠/٧٣ (0.60, 0.83) ٠/۶۴ (0.52, 0.74)

πRW ٠/۶٣ (0.49, 0.75) ٠/۵٣ (0.41, 0.64)

πWR ٠/٢٧ (0.17, 0.41) ٠/٢٠ (0.12, 0.31)

πWW ٠/٧۴ (0.62, 0.84) ٠/۶۶ (0.54, 0.76)

زگر و کریم
تابستان پاییز

est. ٩۵% CI est. ٩۵% CI
πRR ٠/٧٣ (0.58, 0.84) ٠/۶۴ (0.51, 0.76)

πRW ٠/۶٢ (0.46, 0.76) ٠/۵٢ (0.39, 0.65)

πWR ٠/٢۴ (0.13, 0.41) ٠/١٨ (0.10, 0.28)

πWW ٠/٧٣ (0.58, 0.84) ٠/۶۴ (0.51, 0.76)

ci و م باشد تومور وقوع زمان در Ti با پاس نشان دهنده که Yi = min {Ti, ci} دهید قرار
که کردیم فرض Ti زمان بقا برای را وایبل رگرسیون مدل است. i = 1, . . . , 150 برای سانسور زمان
ηi = exp (β0 + β1xi) ل، ش پارامتر نشان دهنده α که است، Fi (ti;λ) = 1 − exp{−(ti/ηi)

α}
عمر مدل با متناظر مدل این است. λ = (α, β0, β1)

T و درمان شاخص به عنوان Xi به همراه
است. متناسب خطر مدل و شتاب دهنده

م هم ش موش ها که م شدند گرفته نظر در مستقل صورت در مختلف موش های برای بقا زمان های
توسط خطاها همبستگ ماتریس به این ترتیب بودند. م هم ش آن ها که بود وابسته زمان و نبودند
تبادل پذیر همبستگ ماتریس ی Ω1 اینجا در که Ω = I50⊗Ω1 شدند مدل سازی کرونکر، حاصل ضرب
است. مختلف م های ش از سهم حاصل ضرب درستنمایی، م باشد. T سان ی همبستگ پارامتر با
مشاهدات تعداد به که م کنند فرض را متفاوت ل ش که هستند سه متغیره ال چ ی آن ها از هری
یرید. ب نظر در را p (y1, y2, y3; θ) اول سه متغیره نمادین، کردن ساده برای دارند. بستگ شده سانسور

داریم: را زیر احتمالات

ندارد، وجود سانسورشده ای مشاهده  هیچ .١

p (y1, y2, y3; θ) = p1 (t1;λ) p2 (t2;λ) p3 (t3;λ) q (ϵ1, ϵ2, ϵ3; θ) ,

است. وایبل رگرسیون مدل ال چ تابع pi (0;λ) اینجا در
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سوم، مورد مثلا دارد، وجود سانسور شده مشاهده ی .٢

p (y1, y2, y3; θ) =

∫ ∞

c3

p (t1, t2, t3; θ) dt3

= p1 (t1;λ) p2 (t2;λ) q12 (ϵ1, ϵ2; θ)

∫ ∞

ϕ−1{F3(c3;λ)}
p (ϵ3 |ϵ1 , ϵ2; θ) d ϵ3

واریانس و τ/(1 + τ) (ε1 + ε2) میانگین با نرمال متغیر ال چ p (ϵ3 |ϵ1 , ϵ2; θ) آن در که
است. 1− 2τ 2/(1 + τ)

یرید، ب نظر در را آخر مورد دو مثلا دارد، وجود سانسور شده مشاهده دو .٣
p (y1, y2, y3; θ) =

∫ ∞

c2

∫ ∞

c3

p (t1, t2, t3; θ) d t2 d t3

= p1 (t1;λ)

∫ ∞

ϕ−1{F2(c2;λ)}

∫ ∞

ϕ−1{F3(c3;λ)}
p (ϵ2, ϵ3 |ϵ1 ; θ) d ϵ2 d ϵ3;

واریانس ماتریس و (τϵ1, τ ϵ1)میانگین بردار با دو متغیره نرمال ال چ p(ϵ2, ϵ3 |ϵ1 ; θ)Tآن در که
است. (1− τ)

(
1 + τ τ

τ 1 + τ

)

باشند سانسور شده مشاهدات کلیه .۴
p (y1, y2, y3; θ) =

∫ ∞

c1

∫ ∞

c2

∫ ∞

c3

p (t1, t2, t3; θ) d t2 d t3

=

∫ ∞

ϕ−1{F1(c1;λ)}

∫ ∞

ϕ−1{F2(c2;λ)}

∫ ∞

ϕ−1{F3(c3;λ)}
p (ϵ1, ϵ2, ϵ3; θ) d ϵ1 d ϵ2 d ϵ3

است. Ω1 واریانس ماتریس و صفر میانگین با سه متغیره نرمال ال چ p (ϵ1, ϵ2, ϵ3; θ) اینجا در
برای است. سه و دو بعد با راست گوشه نرمال احتمالات تقریب نیازمند درستنمایی محاسبات بنابراین،
شد گفته ٣ . ٣ . ٣ بخش در که مهم نقاط نمونه گیری وریتم ال کم،به کارگیری بعد با انتگرال هایی چنین
ارائه اران هم و (٢٠٠٣) میوا وریتم ال توسط که دقت قطع تقریب از عوض، در نیست. ضروری
β̂0 = ، α̂ = −3.79 (0.55) از عبارتند  شده برآورد زده حاشیه ای پارامترهای کردیم. استفاده شده
τ̂ = 0.53 (0.15) پارامتر براورد است. درمان تأثیر عامل دومین β̂1؛ = −0.24 (0.09) و 4.98 (0.08)
م ش ی از موش ها بقای زمان بین مثبت رابطه وجود ٢ . ۵ . ٢ وابستگ ویژگ های در ٢ ویژگ توجه به با

م کند. تایید را

شمارش داده های با فضایی رگرسیون ٢ . ۵ . ٣
محققان توسط ١٩٨٠ تا ١٩٧۵ سال های ط اتلندی اس مردان در لب سرطان بروز مورد در داده ها
قرار تحلیل و بررس مورد بیماری برداری/نگاشت نقشه مختلف روش های دادن نشان برای مختلف
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داده ها کنید. مراجعه (٢٠٠٧) فیلد وی و (٢٠٠۴) گاتوی و والر به بیشتر جزیئات مطالعه برای گرفت،
www.sph.emory.eduوب سایت طریق از است، اتلند اس شهر ۵۶ هر در انتظار مورد و شده Yiمشاهده شامل

کنید. پیدا دست بیشتری اطلاعات به م توانید

ها. نقشه راست) (پنل AFF و چپ) (پنل SMR اتلند: اس سرطان داده های :٣ . ١ ل ش

به عنوان Yi شده مشاهده موارد که است فرض این شامل داده ها این برای غیرفضایی استاندارد مدل
متغیر x1i اینجا در که شده اند توزیع µi = ϕiei exp (β0 + β1x1i + β2x2i) میانگین با پواسن متغیر
عنوان به بیش پراکنش پارامتر ،ϕi مقدار است. (١٠٠ با (تقسیم شده عرض مختصات x2i AFFو کم
دوجمله ای حاشیه ای مدل ی ر، دی به عبارت است. شده توزیع k مقیاس و ١ میانگین با گاما متغیر ی

است. شده فرض Yi برای منف
میدان تصادف مدل میانگین پیوسته صفر با ϵi خطاهای اینکه فرض با باق مانده فضایی وابستگ

م یابد. تحقق م شود مدل سازی گاوس
به واسطه j شهر و i شهر خطاهای بین همبستگ شهر، هر در نواخت ی توزیع فضایی فرض براساس

م شوند ارائه میانگین

corr (ϵi, ϵj) =
1

|Ai| |Aj|

∫
Ai

∫
Aj

ρ
(
∥si − sj∥2; τ

)
dsidsi, (٣ . ٢٠)

همبستگ تابع ی ρ (·; τ) و منطقه نشان دهنده |Ai| است، شهر امین i نشان دهنده Ai اینجا در که
تعریف ۵ . ٢ معادله در که ماترن همبستگ فضایی تابع به انعطاف پذیری گرفتن نظر در با است. فضایی

م پردازیم. است شده
م کنیم، آغاز حوزه دو بین فضایی همبستگ تابع با را corr (ϵi, ϵj) تقریبی آنالیز

corr (ϵi, ϵj) ≈ ρ
(
∥s̃i − s̃j∥2

) (٣ . ٢١)
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پارامتر ل ش که کردند تایید (٢٠٠٧) ریبیرو و ل دی است. شهر امین i منطقه دهنده s̃iنشان و
مجموعه از آن را مقدار که دادند پیشنهاد و است شناسایی قابل به سخت ماترن تابع همبستگ τ2
فرایند مربع میانگین تقسیم بندی مختلف سطوح نشان دهنده که کنیم انتخاب ٠.۵،١.۵،٢.۵ مجزای
در آوردیم. به دست τ2 پارامتر ل ش در تفاوت بوسیله اندک تفاوت داده ها، این برای است. زیر نال سی
نمایی همبستگ تابع  با متناظر که م شوند، ارائه τ2 = 0.5 با مدل از آمده به دست براوردهای ادامه،
را میانگین پاس شده، براورد حاشیه ای پارامترهای است. corr (ϵi, ϵj) = exp(−∥ŝi − ŝj∥2

/
τ1)

م آورند به دست

E (Yi |x1i, x2i ) = ei exp
(
−20.80(4.58) + 4.31(1.43)x1i + 36.74(8.06)x2i

)
κ̂ = 0.17 (0.06) شده براورد مقیاس پارامتر و ی میانگین با گاما متغیر به عنوان ϕi غیرفضایی پارامتر و
دارند. ارتباط تومور وقوع حد بیش از تعداد با مثبت و معنادار ل به ش AFF (x1) کم متغیر است.
تفسیر زیادی دقت با باید ارتباط این اگرچه دارد زیادی اهمیت نیز (x2) براورد شده فضایی رد روی ضریب
امید به منجر که هستند (کم جمعیت) پراکنده جمعیت دارای اتلند اس شمال مناطق بیشتر زیرا شود

م شود. صفر ریاض
همبستگ پارامتر براورد دارد. وجود نیز محل باق مانده فضایی همبستگ های از برخ از شواهدی

است. 14.36 Km (6.19Km) نمایی همبستگ تابع
از پایین تر همبستگ با خطایی دارای باشند 3×14.36 = 43.08Km از دورتر که شهر دو همچنین
56! (2!54!) = با کیلومتر ۴٣ از کمتر فاصله ای در مختلف مناطق با مجزا شهر جفت ١٧۵ هستند. 0.05

پاس ها، در باق  مانده وابستگ فضایی موضوع ٢ . ١ ویژگ توجه به با اند. شده مشاهده جفت 1.540

دارد. وجود AFF متغیر برای جنوب‐شمال روند وجود هنگام
همبستگ محاسبه نیازمند که یرد ب صورت اتلند اس جغرافیای گرفتن درنظر با باید دقیق تری آنالیز

این با این حال م گیرد. صورت ٣ . ٢٠ فرمول در پیوسته فرایند ی با که است تولید شده خطاهای بین
نیز فضایی روند و AIFF کم متغیر ضعیف وابستگ زیرا است غیرضروری حدودی تا دقیق تر آنالیز

شود. لحاظ باید

محاسبات جزئیات ٣ . ۵ . ٣
مونت کارلو، تکرار k=١٠٠ با ابتدا در مدل هستند. متناسب GHK وریتم ال با ٢ . ۵ . ٣ در ارائه شده مدل
حاشیه ای پارامترهای برای اولیه مقادیر عنوان به براوردها استقلال درستنمایی ماکزیمم از استفاده با
اولیه براوردهای از استفاده با k = 1000 تکرار بزرگتر مقدار با مجددا مدل بنابراین، دارد. مطابقت
آوردن دست به برای کاف اندازه ی k = 1000 م دهد نشان تجربه شد. برازش آغازین مقادیر
مورد محاسبات زمان است. شده تنظیم مشاهده صد چند به که داده ها با آماری ثابت پایدار براوردهای
عوامل این جمله از دارد. بستگ مشاهدات بجز متفاوت عوامل به مختلف مدل های برازش برای نیاز
مثال، به عنوان پاس ها. بودن مجزا سط و وابستگ درجه وابسته، پارامترهای تعداد از عبارتند مهم
است گی ۴ مموری و 1.8Ghz Intel Core i7 پردازنده به مجهز که اپل ایر م بوک نوت بوک، با



۶١ مثال ها

شود برازش اتلند اس در لب سرطان داده های با فضایی مدل تا داریم نیاز زمان ثانیه ٠.٠٨ به تنها ما
زمان است. پایین بسیار وابستگ درجه و دارد وابسته پارامتر ی تنها که است مشاهده ۵۶ شامل که
زمان این است. دقیقه ١.٢ حدود در اطفال فل داده های با ARMA(2, 1) مدل برازش برای محاسبه

وابستگ و وابستگ پارامتر سه حضور است، (n = 168) نمونه اندازه بودن بزرگ تر به دلیل طولان تر
۴.٧٨ به آن خاص برازش مدل دلیل به سوسمارها جفت گیری داده های تحلیل است. معنادار سریال

دارد. نیاز زمان ثانیه
 





۴ فصل
کاربردی مثال های و شبیه سازی با مدل ارزیابی

مقدمه ١ . ۴
بررس R نرم افزار در را گاوس مفصل حاشیه ای رگرسیون مدل های برای gcmr بسته فصل این در

برای مناسب ریاض چهارچوب ی گاوس مفصل شد، گفته قبل فصل های در که همانطور م کنیم.
، سری زمان در مثال، به عنوان م دهد. ارائه رگرسیون مدل های در وایستگ مختلف انواع به کارگیری
ساختار و رگرسیون مدل از خاص مشخصات ارائه برای gcmr بسته داده های فضایی. و مطالعات طول
، شمارش طول داده های منف دوگانه مدل سازی شامل ارائه شده مثال های است. شده طراح وابستگ
همبستگ فضایی دوجمله ای داده های برای لجستی رگرسیون و نرخ ها سری زمان برای بتا رگرسیون

است.

R در کاربردی مثال های اجرا ٢ . ۴
درست  نمایی با ، گاوس مفصل مدل  های م  دهد اجازه که است gcmr دستور gcmr بسته اصل تابع
اندازه  گیری گسسته، حالت در ماکزیمم، شده شبیه  سازی درست  نمایی با و پیوسته حالت در ماکزیمم،

هستند زیر صورت به gcmr تابع ورودی آر  گو  مان  های شوند.

$ {gcmr}$(formula, data, subset, offset, marginal, cormat, start,

۶٣
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fixed, options = $ {gcmr}$.options(...), model = TRUE, ...)

١٩٩٣ هاستین و (چامبرز است مدل مشخصات چهارچوب برای استاندارد آر  گو  مان  ها  یی دارای تابع
زیر  مجموعه به ی تحلیل و تجزیه کردن محدود احتمال ،(Formula) آر  گو  مان قبیل: از ببنید). را
(offset) آر  گو  مان عوامل، برای تضاد تعیین به منظور همچنین است. (data) داده  ها از (subset)

م  شود. تنظیم
هستند (cormat) و (marginal) کلیدی آر  گو  مان دو (gcmr)  شامل دستور در ویژه آر  گو  مان   های
سه نهایت، در م  کنند. مشخص   را مفصل همبستگ ماتریس و مدل حاشیه  ای بخش به ترتیب که
پارامتر  ها از بعض مقادیر ،(start) شروع مقادیر کردن تعیین برای که دارد وجود نیز اختیاری آر  گو  مان
مو  لفه  های بخش، این ادامه در شده  ا  ند. گرفته نظر در (option) برازش گزینه  های تنظیم و (fixed)

م  کنیم. توصیف را آن به وابسته روش  های و (gcmr) دستور

بخش دو فرمول های ٢ . ١ . ۴
میانگین پاس برای را مدل ر  گر      سیو  ن و است y ∼ x1 + x2 نوع از ،gcmr دستور در پایه  ای فرمول
ادامه در که (همان  طور است شده تعریف marginal آر  گو  مان در که g1 (·) لینک تابع با ٣ . ١ . ۴ رابطه
(کریباری‐ betareg بسته در بتا ر  گر   سیو  ن اجرای ادامه در م  کند. مشخص م  شود)، داده توضیح
برای را دوم مرتبه رگرسیون مدل ی تشخیص ان ام gcmr بسته گفت: م  توان زلیس(٢٠١٠)) و نتو
عمل این و م  کند فراهم y ∼ x1 + x2 | z1 + z2 نوع از دو  بخش فرمول ی طریق از ، پراکندگ

کراسنت(٢٠١٠)) و (زلیس Formula بسته موروث عوامل از استفاده با را

حاشیه ای مدل مشخصات ٢ . ٢ . ۴
در marginal آر   گو  مان در و مشخص gcmr کلاس از ش ی به وسیله  ی F ( ·|xi) حاشیه  ای مدل
، گو    س گاما، دو  جمله  ای، بتا، ،gcmr در موجود حاشیه  ای توزیع  های م  شود. تنظیم gcmr تابع
م  توان ببینید). را ٢ . ٣ . ۴ جدول توزیع  ها این هر ی از (برای هستند و  ایبو  ل و پوا  سو  ن ، دو  جمله  ای منف
میانگین پاس به وابسته که لینک تابع ی است، سنت تعمیم  یافته خط مدل  های در که آنچه مشابه
مجاز link− glm کلاس در موجود لینک توابع تمام کرد. انتخاب است، خط پیش  گویی کننده
gcmr از استفاده اما دارند، وجود gcmr در بسته، بودن کامل به منظور گو  س حاشیه  ای  های هستند.

ی با گو  س حاشیه  ای  های ترکیب از ناقص صورت به که چند  متغیره نرمال مدل  های برازش برای
مفصل مدل  های با کار به منظور gcmr بسته ، واق در نم  شود. توصیه م  آیند، به دست گو س مفصل
استنباط برای عددی نظر از بنابراین و م    شود طراح کل تک  متغیر  ه حاشیه  ای توزیع  های با گو  س
تسریع ، تحلیل نتایج به دسترس که جایی در نیست، کارآمد چند  متغیر  ه خط گو  س مدل  های در

دارد. پی در را محاسبات قابل توجه
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همبستگ ساختار مشخصات ٢ . ٣ . ۴
آر  گو  مان در و تعیین cormat.gcmr کلاس از ش ی به وسیله گو  س مفصل در P همبستگ ما   تر    یس
قابلیت با همبستگ ساختار چهار شامل gcmr ٠.٧.۵ نسخه م  شود. gcmr.تنظیم تابع در cormat

معاد  لات مشابه عمل در کاری، استقلال همبستگ ان ام ببینید). را ٢ . ٣ . ۴ (جدول است گسترده اجرا
است. تعمیم  یافته برآورد

” ”پراکندگ ستون لینک. تابع جزئیات با  gcmr نسخه در موجود حاشیه  ای مدل  های :١ . ۴ جدول
م  کند مشخص پراکندگ پارامتر ی با را توزیع  ها

marginal. gcmr توزیع پراکندگ
beta.marg(link = ”logit”) بتا بله

binomial.marg(link = ”logit”) دوجمله ای نه
Gamma.marg(link = ”inverse”) گاما بله

gaussian.marg(link = ”identity”) گاوس بله
negbin.marg(link = ”log”) منف دوجمله ای بله
poisson.marg(link = ”log”) پواسن نه
weibull.marg(link = ”log”) وایبل بله

داده  های و خوشه  ای یا داده  های طول ، زمان سری  های از استفاده ان ام ر دی همبستگ ساختار سه
تحلیل cluster.cormat(id, type) با م  توان را خوشه  ای و داده  های طول م  کند. فراهم را خاص

است. شده ساخته (٢٠١۴ اران هم و (پینهرو ulme بسته در موروث توابع روی از که نمود
انات ام با ، همبستگ (type) نوع و id ش از برداری cluster.cormat() ورودی  های

\mathtt{“independence”}, \mathtt{“ar1”},
\mathtt{“ma1”}, \mathtt{“exchangeable”},
\mathtt{“unstructured”}

هستند.
مرتب شده به صورت داده  ها است. مشاهدات تعداد نشان دهنده که سان ی به طول است برداری id ش
هستند، ر دی ی کنار در سان ی خوشه) (یا ش از مشاهدات که، ترتیب به این م  شوند، گرفته نظر در

سری  های زمان در پیاپی وابستگ بر  م  گرداند. خطا پیغام ی و کرده توقف gcmr غیر این صورت در
فرآیند از ورودی، به عنوان را q و p رتبه  های و شود توصیف arma.cormat(p, q) تابع با م  تواند
فضایی همبستگ تابع گرفتن نظر در با فضایی داده  های همبسته م  کند. دریافت ARMA(p, q)

ماتریس D آن در که م  شود تنظیم matern.cormat(D, alpha) تابع با همچنین م  شود، مدل ماترن
matern.cormat() تابع است. (٢٠٠٧ ریبریو و ل (دی ل ش پارامتر alpha و مشاهدات بین فواصل
برای پیش  فرض مقدار م  شود. ساخته (٢٠١۵ ل دی و (ریبریو geoR بسته در matern() تابع روی از

م  باشد. نمایی همبستگ مدل ی با متناظر همچنین است. ٠.۵ برابر alpha پارامتر
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 gcmr بسته در موجود همبستگ مدل :٢ . ۴ جدول
cormat. gcmr همبستگ

arma.cormat(p، q) ARMA(p،q)
cluster.cormat(id، type) داده های / طول خوشه ای

ind.cormat() استقلال
matern.cormat(D، alpha) همبستگ مترن

برازش انات ام ۴ . ٢ . ۴
م  شود. تنظیم زیر توابع نوشتن با یا و options آر  گو  مان gcmrبا در برازش انات ام

$ {gcmr}$.options(seed = round(runif(1, 1, 1e+05)),
nrep = c(100, 1000), no.se = FALSE,
method = c("BFGS", "Nelder-Mead", "CG"), ...)

وریتم ال در که شبه‐تصادف دانه  های تعیین به منظور که ،seed از: عبارتند موجود آر  گو  مان  های
شده گرفته نظر در م   زند، تقریب گسسته پاس  های با را درست  نمایی تابع و م  شود استفاده GHK
شده، تعبیه GHK، وریتم ال در کالو مونت آزمایش تکرار تعداد تنظیم به منظور که ، nrep است،
به منظور ،method نهایت در و خیر یا شوند محاسبه استاندارد خطاهای آیا اینکه به منظور no.se،

م  گیرند. قرار استفاده مورد م  آید، به دست optim() دستور از که بهینه  سازی روش انتخاب
تکرار از برداری است ن مم است. BFGS شبه‐نیوتن وریتم ال پیش  فرض، بهینه  سازی وریتم ال
مونت اندازه  های از دنباله  ای با مدل که به طوری شود، داده nrep آر  گو  مان به کارلو مونت آزمایش  های
برازش  های از درست  نمایی، بهینه  سازی برای آغازین مقادیر حالت، این در شود. برازش متفاوت کارلو
مقدار تا است کوچ مونت کارلو اندازه با مدل برازش ، منطق استراتژی ی م  شود. گرفته قبل
مونت کارلو اندازه م  باشد. بزرگ  تر مونت کارلو اندازه با دوباره برازش سپس و آید به دست معقول آغازین
با برابر نهایی بهینه  سازی و بهینه  سازی دومین برای و ١٠٠ با برابر بهینه  سازی اولین برای پیش  فرض
بسته فرم عبارت ی دارای درست  نمایی تابع این صورت، در باشند، پیوسته پاس  ها اگر م  باشد. ١٠٠٠

نم  شوند. گرفته نظر در nrep و seed مقادیر و است

روش ها ۵ . ٢ . ۴
ماکزیمم، درست  نمایی برآرودهای شامل، لیست gcmr کلاس از شده برگردانده و برازش  شده مدل
در که اریتم‐درست  نمایی ل ژ  ا  کو  بین و هسین ماکزیمم  شده اریتم‐درست  نمایی ل و عددی برآوردهای
به منظور استاندارد روش  های از مجموعه ی م  باشد. است، شده محاسبه درست  نمایی ماکزیمم بر  آر  و  د
توابع اکثر ببینید). را ۴ . ٢ . ۴ (جدول است دسترس در برازش شده مدل از اطلاعات آوردن به دست
م  باشند هستند، رگرسیون تحلیل به متمایل که R بسته  های در سان ی دستور کد دارای روش  ها و

ببینید). را (٢٠١٠ زلیس و (سریباری‐نتو betareg مثال (به عنوان
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gcmr کلاس اشیا برای موجود روش  های و توابع :٣ . ۴ جدول
Function پراکندگ
print() نمایش ساده ضرایب براورد شده

summary() خروج استاندارد رگرسیون
coef() براورد ضرایب
vcov() ماتریس کوواریانس براورد ضرایب
fitted() میانگین برازش داده شده برای مشاهده داده ها

residuals() دنباله باقیمانده ها
estfun() توابع براوردگر برای براوردگرهای ساندویچ (زیلیس (٢٠٠۶
bread() ماتریس ”بِرد” برای براوردگرهای ساندویچ (زیلیس (٢٠٠۶
terms() شرایط اجزای مدل

model.frame() چهارچوب مدل
model.matrix() ماتریس مدل

logLik() ماکزیمم درستنمایی اریتم ل
plot() نمودار برای تشخیص دنباله باقیمانده

profile() پروفایل درستنمایی ضریب تمرکز
coeftest() تست ضرایب جزئ والد
waldtest() آزمایشات والد از مدل های توپی

lrtest() آزمون نسبت درستنمایی مدل های توپی
AIC() معیارهای اطلاعات

از که م   کند، تولید gcmr برازش  شده ش از را گوناگون تشخیص gcmr.plotنمودار  های روش
مقابل در یا و مشاهدات شاخص  های برابر در چند  ک مانده  های پراکندگ قطعه  های م  توان آن جمله
و (فوکس car بسته در اجرا بر مبتن اطمینان بازه با نرمال احتمال نمودار ، خط کننده پیش  گویی

خود  همبستگ نمودار   های مشاهده شده، مقادیر برابر در شده پیش  بین مقادیر پراکنده قطعه ،(٢٠١١ ویسبرگ١
برد. نام را مانده  ها جزئ خود  همبستگ و

به عنوان است. شده گرفته روش به همین همبستگ ماتریس نوع از gcmr.plot پیش  فرض رفتار
واق در که م  شوند داده ,ARMA(pنمایش q) برای خودکار به طور خود  همبستگ نمودار   های مثال:

است. arma.cormat(p, q) تابع با شده مشخص همبستگ
م  شوند: محاسبه زیر روش با مانده چندک  های

residuals.$ {gcmr}$(object, type = c("conditional", "marginal"),
method = c("random", "mid"), ...)

م  دهد. را marginal یا conditional مانده چند  ک بین انتخاب ان ام type آر  گو  مان آن در که
١Fox and Weisberg
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مانده  های یا random چند  ک مانده  های بین انتخاب به منظور گسسته حالت در تنها method آر  گو  مان
آید: به دست زیر روش از استفاده با م  تواند اریتم‐درست  نمایی ل نمودار است. فعال ،mid بازه چند  ک

profile.$ {gcmr}$(fitted, which, low, up, npoints = 10,
display = TRUE, alpha = 0.05, progress.bar = TRUE, ...)

پایین و بالایی حدود up و low است. شده نمودار پارامتر اندیس which آر  گو  مان آن در که
است. نمودار درست  نمایی محاسبات در شده استفاده نقاط تعداد ،npoints هستند. محاسبات در
خیر. یا شود رسم باید نمودار درستنمایی آیا که م  کند کنترل display معناداری، سط ،Alpha

ی زمان‐مصرف، نمودار درست  نمایی محاسبات پیشرفت تجسم به منظور progress.bar نهایت در
آن  ها صورت این در باشند، نشده مقدار  ده up و low حدود اگر م  کند. تنظیم progressbar
در استاندارد، خطای برابر سه منهای و استاندارد خطای برابر سه به اضافه برآورد پارامتر با برابر به ترتیب

م  شوند. گرفته نظر

کاربردها ٣ . ۴
از گوناگون ل  های ش که است شده نشان داده زیر در متفاوت داده مجموعه سه با gcmr از استفاده

دارد. کاربرد واقع دنیای در و م  دهد پوشش را استقلال عدم

طول شمارش ۴ . ٣ . ١ داده های
و ل دی توسط که م  دهد نشان را صرع ناگهان حملات روی شده شناخته مطالعات طول مثال اولین

است. شده توصیف (٢٠٠٢) اران هم
مشاهدات مبنای است. متفاوت، موقعیت پن در شده مشاهده فرد ۵٩ درباره اطلاعات شامل داده  ها
که اندازه  گیری چهار اساس بر و است هفته  ای هشت بازه ی در صرع ناگهان حملات تعداد از ل متش
موجود، متغیر  های م  گیرد. ل ش شده  ا  ند، جم  آوری هفته دو هر در صورت  گرفته ملاقات  های در
گرفته قرار مراقبت تحت ترا  گا  بایت دارو با بیمار اگر که trt شناسا  گر ،age بیمار سن id، بیمار شنا  سه
مشاهدات دوره ،counts صرع ناگهان حملات تعداد است، (trt = 0) نباشد اگر و (trt = 1) باشد
است، time = 2 بعدی صورت  گرفته ملاقات  های برای و time = 8 مبنا برای که ،time هفته  ها در
مبنا صورت به اگر یا و (visit = 1) باشد ملاقات ی با متناظر مشاهدات اگر که visit شناسا  گر
شده برآورد معادلات روش با را ناگهان حمله داده  های اران هم و ل دی است. (visit = 0) باشد
متعادل  کننده عنوان به time اریتم ل با counts برای اریتم‐خط ل رگرسیون مدل ی که تعمیم  یافته

بررس مورد آن  ها انفعالات و فعل همراه به را trt و visit کم متغیر  های همچنین و م  گیرد نظر در
id = 49 آن شنا  سه که بیماری اینجا (در ” ”خارج بیمار حذف به منظور این، بر افزون دادند. قرار
برابر دو آن تعداد معالجه از بعد حت که را حمله) ١۵١) بالایی بسیار ناگهان حملات تعداد است)،
گرفته نظر در جداگانه به طور بیمار اگر ، واق در دادند. پیشنهاد هفته) ٨ از بعد حمله ٣٠٢) م  شود
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متنا  ظر گو  س مفصل تحلیل م  کند. تغییر ملاحظه  ای قابل به طور شده برآورد مدل ضر  ا    یب شود،
اران هم و ل دی کار مشابه شده تعیین میانگین با حاشیه  ای دو   جمله   ای توزیع ی زیر در شده توصیف
کاری، استقلال همبستگ ماتریس گرفتن نظر در با ، گو  س مفصل برای ما م  گیرد. نظر در ،(٢٠٠٢)

م  کنیم. آغاز را تحلیل

Call:
gcmr(formula = counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt,

data = epilepsy, subset = (id != 49), marginal = negbin.marg,
cormat = cluster.cormat(id, type = "ind"))

Coefficients marginal model:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 1.34759 0.16649 8.094 5.77e-16 ***
visit 0.11187 0.18802 0.595 0.552
trt -0.10685 0.23057 -0.463 0.643
visit:trt -0.30237 0.26118 -1.158 0.247
dispersion 0.73421 0.07153 10.264 < 2e-16 ***

No coefficients in the Gaussian copula
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

log likelihood = 948.06, AIC = 1906.1

شده مشاهده فیشر اطلاعات و  ار  ون از که را سنت استاندارد gcmr.summaryخطا  های تابع
ساندویچ بر  آور  دگر با طول داده   های این برای مناسب   تر انتخاب ی م  کند. محاسبه است، آمده به دست
و م  شود فراهم شود، محاسبه (٢٠٠۶ ،٢٠٠۴ (زلیس٢ sandwich بسته از استفاده با م  تواند که

م  شود. تجسم (٢٠٠٢ هتورن٣ و (زلیس lmtest بسته از coeftest() تابع با به راحت

z test of coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 1.347586 0.157997 8.5292 < 2.2e-16 ***

٢Zeileis
٣Zeileis and Hothorn
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visit 0.111869 0.115634 0.9674 0.3333
trt -0.106846 0.194159 -0.5503 0.5821
visit:trt -0.302373 0.169183 -1.7873 0.0739 .
dispersion 0.734208 0.095039 7.7253 1.116e-14 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

پارامتر   قوی معناداری م  کنند. تایید را قبل نتایج اساسا ساندویچ، قدرتمند استاندارد خطاهای
م  دهد. به دست پواسن، توزیع به جای را دو  جمله  ای حاشیه ای توزیع انتخاب از پشتیبان ، پراکندگ

م  کند. بیان سان، ی ش از را مشاهدات پیاپی هم  بستگ داده  ها از دقیق  تر توصیف ی به هرحال،
شود. برآورد دوباره AR(1) گو  س مفصل همبستگ ماتریس با م   تواند مدل مثال: به عنوان

به منظور seed مولد تصادف عدد م  دهد. نشان را gcmr برازش انات ام از استفاده قبل دستور
(nrep) مونت کارلو آزمایش  های تکرار تعداد صورت که در م  شوند. تعیین نتایج، تکثیر قابلیت تضمین
مرحله طول در که م  رود آن احتمال واق در م  شود، تنظیم پیش  فرض حالت از کوچ تر عددی با

باشند. سودمند مدل مشخصات
سان ی مشاهدات بین خود  همبستگ ملاحظه قابل حضور ساندویچ، قدرتمند استاندارد خطاهای
است: ٠.٠۵ استاندارد خطای با ٠.۶٣ با برابر شده برآورد AR(1) ضریب ، واق در م  کند. تایید را بیمار

z test of coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 1.307160 0.162154 8.0612 7.553e-16 ***
visit 0.156902 0.108164 1.4506 0.14689
trt -0.010332 0.202333 -0.0511 0.95927
visit:trt -0.420571 0.164879 -2.5508 0.01075 *
dispersion 0.636966 0.077159 8.2552 < 2.2e-16 ***
ar1 0.628785 0.048897 12.8594 < 2.2e-16 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

بین انفعالات و فعل از را ملاحظه قابل اثر ی خود  برگشت مدل کاری، استقلال مدل خلاف بر
با کیف نظر از نتایج م  کند. مشخص بود، نشده کشف کاری استقلال مدل توسط که معالجه و ملاقات
دارد تطابق آمده، به دست (٢٠٠٢) اران هم و ل دی توسط تعمیم  یافته برآورد معادله تحلیل از که آنچه

شود. باز  تولید (٢٠٠۶ اران هم و ارد۵ هوجس ،٢٠٠٢ (یان۴ geepack بسته از استفاده با م  تواند و
۴Yan
۵Hojsgaard
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Call:
geeglm(formula = counts ~ offset(log(time)) + visit + trt + visit:trt,

family = poisson, data = epilepsy, subset = (id != 49), id = id,
corstr = "ar1")

Coefficients:
Estimate Std.err Wald Pr(>|W|)

(Intercept) 1.31383 0.16159 66.103 4.44e-16 ***
visit 0.15094 0.11077 1.857 0.1730
trt -0.07973 0.19831 0.162 0.6877
visit:trt -0.39872 0.17454 5.218 0.0223 *
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Estimated Scale Parameters:
Estimate Std.err

(Intercept) 10.61 2.35

Correlation: Structure = ar1 Link = identity

Estimated Correlation Parameters:
Estimate Std.err

alpha 0.7831 0.05192
Number of clusters: 58 Maximum cluster size: 5

جمله از درست  نمایی غیر روش  های نسبت به gcmrدر اجرا شده درست  نمایی تحلیل مزایای میان از
کرد. اشاره اریتم درست   نمایی‐ل نمودار محاسبه احتمال به م  توان تعمیم   یافته، برآورد معاد  لات

نظر در معالجه با ملاقات اثر انفعالات و فعل برای را اریتم درست  نمایی‐ل نمودار مثال: به عنوان
اثر زیرا آید، به دست ،which = 4 آر  گو  مان gcmr.profileبا دستور از استفاده با م   تواند که یرید، ب
گزارش اریتم درست  نمایی‐ل نمودار است: زیر به صورت چهارم مدل پارامتر با متناظر انفعالات و فعل
معالجه با ملاقات انفعالات و فعل با متناظر که را ملاحظه  ای قابل منف ضریب ،١ . ۴ ل ش در داده شده

م  دهد. نشان است،
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درمان و ویزیت بین تعامل برای پروفایل اریتم ل درستنمایی . تشن اطلاعات :١ . ۴ ل ش

نرخ ها سری زمان ٣ . ٢ . ۴
از است، برزیل سائوپائولوی در (HUR) پنهان اری بی نرخ سری های زمان دربردارنده که دوم، مثال
(www.ipea.gov.br) برزیل فدرال دولت در (IPEA) کاربردی اقتصادی تحقیقات موسسه داده اه پای
مدل ی با نتو۶ کریباری و روکا به وسیله ،٢ . ۴ ل ش در شده نشان داده اطلاعات است: آمده به دست
برای زین جای ی به عنوان است. شده تحلیل مشاهده محور٧ بتای اتورگرسیو و متحرک میانگین
بتای حاشیه ای توزیع با را گاوس مفصل مدل ی ،(٢٠٠٩) نتو کریباری و روکا به وسیله انجام شده تحلیل های
فرض با دو هر بتا حاشیه های دقت و میانگین م گیریم. نظر در ARMA(p, q) مفصل همبستگ و
و متمرکزسازی روند عددی، ناپایداری های از جلوگیری جهت م باشند. خط روند ی به وابستگ

م شود: بندی مقیاس

۶Roca and Cribari-Neto
٧observation-driven



٧٣ کاربردها

تحقیقات موسسه داده منبع برزیل. سائوپائولو، در پنهان اری بی به نرخ مربوط اطلاعات :٢ . ۴ ل ش
(www.ipea.gov.br) برزیل فدرال دولت (IPEA)، کاربردی اقتصادی

دارای زیرا است شده انتخاب مدل این م دهیم. نشان ARMA(1, 3) خطای با را مدل ادامه در
٣ تا ٠ محدوده در q و p مرتبه های با به دست آمده ARMA(p, q) مدل شانزده میان در AIC حداقل
مشخص که HURاست trend | trend تعمیم یافته فرمول از استفاده نشان دهنده قبل دستور است:
برازش مدل از خلاصه ای دارند. بستگ (مقیاس بندی شده) روند به پراکندگ هم و میانگین هم م کند

است: قابل توجه آماری روند ی داده شده،

Call:
gcmr(formula = HUR ~ trend | trend, marginal = beta.marg,
cormat = arma.cormat(1, 3))
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Coefficients marginal model:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

mean.(Intercept) -3.1077 0.0461 -67.39 <2e-16 ***
mean.trend 0.1151 0.0394 2.92 0.0035 **
precision.(Intercept) 7.2487 0.3720 19.49 <2e-16 ***
precision.trend 0.3611 0.1137 3.18 0.0015 **

Coefficients Gaussian copula:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

ar1 0.9103 0.0459 19.84 < 2e-16 ***
ma1 0.3415 0.0947 3.61 0.00031 ***
ma2 0.4715 0.0857 5.50 3.8e-08 ***
ma3 -0.4290 0.1030 -4.17 3.1e-05 ***
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

log likelihood = -895.06, AIC = -1774

چارک باق مانده های گرافی پنل به وسیله م کند، برآورده را فوق مدل فرضیات که شواهدی
است: شده ارائه ٣ . ۴ ل ش در گزارش شده

فضایی همبسته دوجمله ای داده ٣ . ٣ . ۴
داده های با که است. گامبیا روستای ۶۵ در گزارش شده کودکان در مالاریا شیوع مورد در مثال آخرین
(٢٠١۵ ل٩ دی و (ریبیرو GeoR بسته در است متفاوت (١٩٩٩) اران هم و تامسون٨ در ارائه شده اصل
مالاریا داده قاب با gcmr طریق از که را روستا سط در جم آوری شده داده های اینجا در دارد. وجود
تعداد ،(x, y) ده ده مختصات مربوط به اطلاعات شامل داده ها م گیریم: نظر در هستند دسترس در
نمونه گیری شده کودکان سن میانگین روستا، هر در (cases) مالاریا دارای (size) نمونه گیری شده کودکان
در م خوابند (پشه بند) توری زیر مرتب به طور که نمونه گیری شده کودکان فراوان ،(age) روستا هر در
گرفته قرار کار و بررس مورد آن ها توری که نمونه گیری شده کودکان فراوان e،(netus) روستا هر
متغیر ،(green) روستا نزدی در گیاه پوشش بودن سبز از ماهواره ای اندازه گیری ،(treated)
شاخص ی و (pch) روستا در بهداشت مرکز ی (٠) وجود عدم یا (١) وجود نشان دهنده شاخص

٨Thomson
٩Thomson
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سری های زمان داده های برای استاندارد تشخیص نمودارهای پنهان. اری بی نرخ داده های :٣ . ۴ ل ش
plot.gcmr. به وسیله تولیدشده

بیشتر جزئیات برای است. (area) مالاریا بالقوه خطرهای از متفاوت مقادیر با جغرافیایی مناطق از
متغیرهای و موارد تعداد بین رابطه که است این هدف م کنیم. مراجعه (٢٠٠٧) ریبیرو و ل دی به
بین مالاریا شیوع فضایی وابستگ بالقوه حضور درحال که کنیم، مدل سازی را مختلف کم تصادف
این که است، روستاها بین فاصله از ماتریس ایجاد داده تحلیل گام اولین م گیریم. نظر در را روستاها
٢٠٠۵؛ بیوند١٠ و (پبسما م گیرد صورت sp بسته از (spDists) تابع از با استفاده مثال به طور امر
بیان ،١٠٠٠ ضریب با مقیاس بندی طریق از کیلومتر برحسب فاصله ها .(٢٠١٣ اران هم و بیوند١١
فضایی وابستگ پارامتر برآورد در بالقوه عددی ناپایداری های از اجتناب برای مقیاس بندی م شود.
توصیف فضایی گاوس مفصل لجستی رگرسیون مدل ی با را مالاریا موارد اول، مدل است. مفید
مقیاس بندی ١٠٠ ضریب با که هستند green و pch netuse، تصادف کم متغیرهای م کند.
ل ش پارامتر پیش فرض مقدار با متناظر نمایی همبستگ ماتریس ی با فضایی وابستگ شده اند.

شده اند: مدل سازی alpha = (0.5)inmatern.cormat(D, alpha)

١٠Pebesma and Bivand
١١Bivand
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Call:
gcmr(formula = cbind(cases, size - cases) ~ netuse + I(green/100) + phc,

data = malaria, marginal = binomial.marg, cormat = matern.cormat(D),
seed = 12345)

Coefficients marginal model:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -0.828 0.406 -2.04 0.042 *
netuse -1.176 0.161 -7.32 2.4e-13 ***
I(green/100) 2.949 0.750 3.93 8.4e-05 ***
phc -0.405 0.102 -3.98 7.0e-05 ***

Coefficients Gaussian copula:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

tau 1.509 0.377 4 6.3e-05 ***
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

log likelihood = 252.68, AIC = 515.4

درحال که هستند مالاریا موارد در قابل توجه کاهش ی با متناسب phc و netuse کم متغیرهای
حضور نشان دهنده tau وابستگ پارامتر برآورد است. متناسب بیماری از بالاتری خطر با green

عمل دامنه ی نشان دهندۀ tau برای شده برآورد مقدار ، درواق است. موضع بسیار فضایی وابستگ
روستا جفت ٣٧ تنها است. (= 1.51× 3) کیلومتر ۴.۵ حدود در (٢٠٠٧ ریبیرو و ل دی مثال (برای

است. کیلومتر ۴.۵ از کمتر ر دی ی از آن ها فاصله که دارند وجود
است: area کم متغیر از ناش اضاف اثر ی شامل دوم مدل

Call:
gcmr(formula = cbind(cases, size - cases) ~ netuse + I(green/100) + phc +
area, data = malaria, marginal = binomial.marg, cormat = matern.cormat(D),
seed = 12345)

Coefficients marginal model:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
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(Intercept) 0.2046 0.6398 0.32 0.74907
netuse -0.6387 0.1789 -3.57 0.00036 ***
I(green/100) -0.0611 1.4057 -0.04 0.96533
phc -0.4081 0.1073 -3.80 0.00014 ***
area2 -0.6133 0.1792 -3.42 0.00062 ***
area3 -0.7515 0.1945 -3.86 0.00011 ***
area4 0.3441 0.2432 1.41 0.15710
area5 0.6840 0.2316 2.95 0.00314 **

Coefficients Gaussian copula:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

tau 0.682 0.362 1.88 0.06 .
---
Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

log likelihood = 222.15, AIC = 462.3

م شود: AIC مقادیر در بزرگ افت ی به منجر مدل در این area دربرداشتن

df AIC
mod 5 515.4
mod.area 9 462.3

تغییرات درباره مناسب اطلاعات شامل area کم متغیر که کرد تأیید م توان خلاصه به طور
در tau فضایی وابستگ پارامتر برآورد ، درواق است. مطالعه مورد ناحیه در مالاریا خطر جغرافیایی

است. ناچیز باق مانده وابستگ فضایی که م دهد نشان mod.area مدل
هستند: برقرار مدل شرایط که م کند بیان ۴ . ۴ ل ش در گزارش شده تشخیص شیوه های پایان، در



کاربردی مثال های و شبیه سازی با مدل ارزیابی ٧٨

plot.gcmr. با تولیدشده استاندارد تشخیص نمودارهای مالاریا. داده های :۴ . ۴ ل ش

نتیجه گیری ۴ . ۴
شد. ارائه R نرم افزار در gcmr بسته در موجود گاوس مفصل حاشیه ای رگرسیون پیاده سازی فصل، این در

وابستگ ساختارهای و داده ها مختلف انواع اداره برای بسته توانایی نشان دهنده موردبحث مثال های
چولس تجزیه نیازمند که هستند منطبق (شبیه سازی شده) ماکزیمم درستنمایی روش با مدل ها است.

نیاز مورد محاسبات مرتبه ،gcmr فعل نسخه در م باشد. گاوس مفصل همبستگ ماتریس از متوال
مجموعه حالت در است. مشاهدات تعداد نشان دهنده n که است؛ O (n3) درستنمایی، ارزیابی برای
از م تواند محاسبات هزینه م باشند، مشاهده هزار چندین شامل به عنوان مثال، که داده های بزرگ،
ساختارهای از برخ برای م توان را چولس تجزیه بااین حال، کند. جلوگیری gcmr از معمول استفاده
و متحرک متوسط همبستگ ماتریس های به عنوان مثال، کرد. پیاده کارآمدتر به صورت خاص وابستگ
حالت فضای نمایش طریق از کالمن فیلتر از استفاده با محاسبات از خط تعداد در م توان را اتورگرسیو

کرد. تجزیه
خاص انواع به رسیدگ برای مناسب محاسبات روش های پیاده سازی روی بر آینده پژوهش های
شامل امیدوارکننده ردهای روی کرد. خواهد تمرکز گاوس مفصل رگرسیون کل چارچوب در وابستگ



٧٩ نتیجه گیری

(وارین مناسب درستنمایی تجزیه های طریق از محاسبات تلاش کاهش برای ترکیبی های درستنمایی
ی با گاوس مفصل همبستگ ماتریس تقریب برای طراح شده پراکنده روش های و (٢٠١١ اران هم و

است. قابل کنترل تر قطعه ای قطری ماتریس
برای مشترک رگرسیون مدل های ساخت برای گاوس و t مفصل های از متعددی نویسنده های
٢٠٠٨؛ والدز و فریز مثال (به طور کرده اند استفاده آن ترکیبی نوع از همچنین و چندگانه، پاس های
بردن به کار برای روش های .(٢٠١۵ اران هم و ییریای ٢٠١۴؛ لئون دی و وو ٢٠٠٩؛ اران هم و سانگ

گرفت. خواهد قرار gcmr آینده نسخه های در چندگانه پاس های
 





پیوستآ 
داده ها شبیه سازی به مربوط  کدهای

است. شده ارائه ۴ فصل در استفاده مورد داده های شبیه سازی برنامه بخش این در

٣ . ١ . ۴ مثال سازی شبیه کدهای آ  . ١
data("epilepsy", package = "gcmr")
## independence model
mod.ind <- gcmr(counts ~ offset(log(time)) + visit

+ trt + visit:trt, data = epilepsy,
subset = (id != 49), marginal = negbin.marg,
cormat = cluster.cormat(id, type = "ind"))

summary(mod.ind)
## sandwich standard errors
library("sandwich")
library("lmtest")
coeftest(mod.ind, vcov. = sandwich(mod.ind))



داده ها شبیه سازی به مربوط ٨٢ کدهای

## AR(1) correlation
mod.ar1 <- update(mod.ind, cormat = cluster.cormat(id, "ar1"),
seed = 12345, nrep = 100)

coeftest(mod.ar1, vcov. = sandwich(mod.ar1))
## alternative analysis with GEE
library("geepack")
gee.ar1 <- geeglm(counts ~ offset(log(time)) + visit

+ trt + visit:trt, data = epilepsy,
id = id, subset = (id != 49), family = poisson, corstr = "ar1")
summary(gee.ar1)
## profile likelihood (time consuming)
profile(mod.ar1, which = 4)

٣ . ٢ . ۴ مثال سازی شبیه کدهای آ  . ٢
data("HUR", package = "gcmr")
plot(HUR, ylab = "rate", xlab = "time")
## beta regression with trend and ARMA(1,3) errors
trend <- scale(time(HUR))
mod <- gcmr(HUR ~ trend | trend, marginal = beta.marg,

cormat = arma.cormat(1, 3))
summary(mod)
## diagnostic plots
par(mfrow = c(2, 2))
plot(mod)

٣ . ٣ . ۴ مثال سازی شبیه کدهای آ  . ٣
data("malaria", package = "gcmr")
## spatial distances
library("sp")
D <- spDists(cbind(malaria$x, malaria$y))/1000
## model without area
mod <- gcmr(cbind(cases, size - cases) ~ netuse + I(green/100)

+ phc, data = malaria,



٨٣ ٣ . ٣ . ۴ مثال سازی شبیه کدهای

marginal = binomial.marg, cormat = matern.cormat(D), seed = 12345)
summary(mod)
## model with area
mod.area <- update(mod, . ~ . + area)
summary(mod.area)
AIC(mod, mod.area)
## diagnostic plots
par(mfrow = c(2, 2))
plot(mod.area)
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Abstract

Regression models are mostly used in various sciences, including medicine, natural
sciences, social sciences, economics, and environmetrics. In cases where the response
variable is non-normal, generalized linear models are usually used instead of linear ones.
A basic assumption in these models is the independence between observations. However,
in many situations we are encountered with some sort of dependency structure; e.g. lon-
gitudinal data, time series, and spatial data analysis. In these cases, the dependence of
responses should be introduced into the model. Different approaches have been proposed
for this task. The usual approach is to use generalized linear mixed models. Statistical
inference in this class of models (in both frequentist and Bayesian approaches) faces se-
rious computational problems. A new alternative solution to account for the dependency
of responses is to use copula regression models.

In this thesis, we first introduce Gaussian copula marginal regression model. Then,
we establish the statistical inference of the model and goodness of fit criteria, and we use
Hunsman’s test to determine the correctness of the copula model selection as well. Our
inference approach is based on the likelihood function. We evaluate the performance of
model by using simulated and real examples.

Key word: Copula function, Gaussian copula, Hausman-type specification test,
likelihood inference, longitudinal data, marginal regression, spatial data, time series.
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