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سپاس·زاری...

کوشندگان، و ندانند را او نعمت های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که خدایی سپاس
کمال در که طهرانͬ احسنͬ دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از ابتدا در نتوانند. گزاردن را او حق
راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه
از و اردوخانͬ دکتر آقای جناب بزرگوارم و فرهیخته راهنمایدوم استاد از گرفتند، عهده به را رساله این
زحمت که نوری دکتر آقای جناب و ناظمͬ دکتر آقای جناب عفتͬ، دکتر آقای جناب گرانقدر، داور اساتید
بخشͬ خرد ترین این که باشد دارم. را قدر دانͬ و تش΄ر کمال شده اند، متقبل را رساله این داوری و مطالعه

گوید. سپاس را آنان زحمات از
بر است دلیلͬ نامشان و سرم بر افتخاریست تاج بودنشان که مهربانم دوستان و عزیزم خانواده از همچنین

سپاس·زارم. بودنم،

طهماسبی نرگس
٩٨ آبان

ه



نامه تعهد
شاهرود، دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته دکتری دانشجوی طهماسبی نرگس اینجانب
، مرتبه کسری با تاخیری سیستم های پایدارسازی و زمانͬ بهینه کنترل عنوان با پایان نامه نویسنده

ͬ شوم: م متعهد طهرانͬ احسنͬ حجت راهنمایی تحت
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط تاکنون پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است،

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

طهماسبی نرگس
٩٨ آبان

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چ΄یده
بررسͬ به و ͬ گیرد م نظر در را زمانͬ تاخیر دارای کسری و صحیح مرتبه سیستم های از رده ای رساله، این
بیشتر در که پدیده هایی از ی΄ͬ ͬ پردازد. م سیستم ها این برای کنترل گر طراحͬ و پایداری روش های
در کنترل گر طراحͬ و پایداری آنالیز لذا است زمانͬ تاخیر جمله وجود ͬ دهد م رخ فیزی΄ͬ سیستم های
هزینه دارای سیستم ورودی کنترل گر طراحͬ در که آ ن جایی از است. ضروری و لازم زمانͬ تاخیر حضور
محاسبه را پارامتری حالت پسخورد ماتریس کنترل، سی·نال های نوسانات دامنه و هزینه کاهش برای است،
شده مم΄ن مقدار حداقل پسخورد ماتریس نرم که ͬ کنیم م تعیین به گونه ای را پارامتر ها مقادیر و نموده
بررسͬ به اول بخش است، گردیده تنظیم بخش دو در رساله این گردد. زمانͬ بهینه سیستم کنترل و
مرتبه تاخیری خطͬ سیستم های در کنترل گر طراحͬ و پایداری تحلیل زمینه در شده ارائه روش های برخͬ
پایدارسازی برای تشابهͬ تبدیلات پایه بر روشͬ دوم بخش در و ͬ پردازد م مرتبه کسری سیستم های و صحیح
حل با را بهره ماتریس نرم کمینه سازی همچنین ͬ دهیم. م پیشنهاد گسسته و زمان پیوسته سیستم های
انتها در ͬ گیرد. م صورت شده ارائه روش های با مقایسه ای و ͬ دهیم م انجام غیر خطͬ برنامه ریزی مساله
نتایج و است شده بررسͬ مختلف مثال های روی بر شبیه سازی از استفاده با شده ارائه روش های مزایای

ͬ دهند. م نشان را پیشنهادی روش کارایی و اثرات شبیه سازی،

جزئͬ، ویژه مقادیر تخصیص عملͬ، پايداری کسری، مرتبه مشتق زمانͬ، تأخیر کلیدی: کلمات
حالت. پسخورد تشابهͬ، تبدیلات نرم، کمینه

ز
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اختصارات و علائم فهرست
اختصاری نشانه های فهرست

R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ. اعداد مجموعه
R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت حقیقͬ اعداد مجموعه
Rn×m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n×m حقیقͬ ماتریس های فضای
C[a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a, b] بازه روی پیوسته توابع فضای
arg(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرگومان تابع
Γ(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع
L(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. تبدیل
Iα(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه کسری انتگرال عمل·ر
Dα(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه کسری مشتق عمل·ر
∆α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری پسرو تفاضلͬ عمل·ر
∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن ماتریس های در متقارن عناصر
P > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین و متقارن ماتریس
P ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین نیمه و متقارن ماتریس
col{.}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستونͬ. بردار
λmin, λmax(P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P متقارن ماتریس مینیمم و ماکزیمم ویژه مقادیر
ρ(P ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (max | λi(P ) |) ماتریس طیفͬ Pشعاع
Ω(.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر طیف

اختصاری کلمات فهرست
LTI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان) با خطͬ(نامتغیر زمانͬ ناوردای
ODE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادلات
DDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیری دیفرانسیل معادلات
FDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیل معادلات
RDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعویقͬ دیفرانسیل معادلات
NDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خنثͬ دیفرانسیل معادلات



جداول فهرست ص

TDs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ(تاخیری) تاخیر با سیستم
FOs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه سیستم
FOTDs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری تاخیری سیستم
EVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر تخصیص
PEVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ ویژه مقادیر تخصیص
SISO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تک ورودی‐تک خروجͬ سیستم
MIMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند ورودی‐چندخروجͬ سیستم
LMI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. ماتریسͬ نامساوی
LKF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف‐کراسوفس΄ͬ تابع
SMC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لغزشͬ مد کنترل
LQR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. دوم درجه تنظیم کننده
FTS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ زمان پایداری





١ فصل
مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

ریاضͬ مفاهیم و تعاریف ١ . ١
است. شده گردآوری [٢] و [١] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

ستون n و سطر m از متش΄ل مستطیلͬ، آرایه ΁ی در مرتبط عنصر mn از مجموعه ای A .١ . ١ . ١ تعریف
ͬ شود، م داده نمایش زیر به صورت و ͬ شود م نامیده m× n مرتبه ماتریس ΁ی که است

A =


a١١ a١٢ . . . a١n... . . . ... ...
am١ am٢ . . . amn

 .
مجموعه ͬ شود. م داده نمایش نیز (j = ١, ٢, . . . , n ،i = ١, ٢, . . . ,m) ،A = (aij)m×n به صورت که

ͬ شوند. م داده نشان Rm×n با طبیعͬ، عناصر با m× n ماتریس های همه

نرم فروبنیوس) (نرم .١ . ١ . ٢ تعریف

∥ An×n ∥F=

√√√√ n∑
i=١

n∑
j=١

| aij |٢ = tr(AAT ),

ͬ شود. م نامیده ١ فروبنیوس نرم است، ماتریسͬ نرم ΁ی که
1 Frobenius

١



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢

ͬ شود، م تعریف زیر به صورت An×n ماتریس ٢ مشخصه معادله یا مشخصه چندجمله ای .١ . ١ . ٣ تعریف
Pn(λ) = det(Iλ−A) = (λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn),

٣ طیف را آ ن ها مجموعه و ͬ شود م خوانده A ماتریس ویژه مقادیر ،λn, · · · , λ٢, λ١ ریشه های که به طوری
ͬ شود. م داده نشان Ω(A) نماد با اغلب و گویند A

فقط (یا راست ۴ بردارویژه ΁ی x ناصفر بردار باشد، n× n ماتریس ΁ی Aاگر ویژه) (بردار .۴ . ١ . ١ تعریف
ͬ شود. م نامیده ویژه زوج ΁ی (λ, x) و Ax = λx یا و باشد x از مضربی Ax هرگاه است A بردارویژه) ΁ی

ͬ گویند. م A ماتریس چپ ویژه بردار را yTA = λyT توسط شده تولید y بردار
P نامنفرد ماتریس هر گاه نامند متشابه را B و A ماتریس های متشابه) (ماتریس های .۵ . ١ . ١ تعریف

.B = P−١AP که به طوری باشد موجود
باشد، زیر م΁ لورن سری با تحلیلͬ تابع f(t) کنید فرض پاده۵) تقریب ) .۶ . ١ . ١ تعریف

f(t) =
∞∑
n=٠

fnt
n, ٠ ≤ t ≤ T

است، زیر به صورت ͬ شود م داده نشان [L,M ]f(t) با که [L,M ] مرتبه از f(t) برای پاده تقریب آن گاه
[L,M ]f(t) =

PL(t)

QM (t)
=
p٠ + p١t+ · · ·+ pLt

L

١ + q١t+ · · ·+ qM tM
=

∑L
n=٠ pntn∑M
n=٠ qntn

,

داریم، اینجا در ندارند. مشترکͬ عامل هیچ مخرج و صورت به علاوه ͬ گیریم، م نظر در q٠ = ١ آن در که

f(t) ≃
L+M∑
n=٠

fnt
n,

بنابراین

f(t)− [L,M ]f(t) = O(tL+M+١) =⇒ f(t)
M∑
n=٠

qnt
n −

L∑
n=٠

pnt
n = O(tL+M+١), (١ . ١)

داریم، را زیر جبری‐خطͬ معادلات (١ . ١) از

fLq١ + · · ·+ fL−M+١qM = −fL+١
fL+١q١ + · · ·+ fL−M+٢qM = −fL+٢
...
fL+M+١q١ + · · ·+ fLqM = −fL+M

(١ . ٢)



p٠ = f٠
p١ = f١ + f٠q٠
...
pL = fL + fL−١q١ + · · ·+ f٠qL

(١ . ٣)

2 Characteristic Equation
3 Spectrum
4 Eigen Vector
5 Pade Approximation



٣ کنترل پیش نیازهای و تعاریف

از را ٠ ≤ n ≤ L ،pn ضرایب سپس ͬ کنیم. م محاسبه را ١ ≤ n ≤ M ،qn ضرایب همه ابتدا ،(١ . ٢) از
ͬ آوریم. م به دست (١ . ٣)

اگر ͬ شود، م نامیده متزلر ماتریس ΁ی A = [aij ] ∈ Rn×n ماتریس (۶ متزلر (ماتریس .١ . ١ . ٧ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش A ∈Mn نماد با و باشند نامنفͬ اصلͬ قطر خارج درایه های همه ی

کنترل پیش نیازهای و تعاریف ١ . ٢
است. شده گردآوری [٣] و [۴] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

سیستم ٧ تبدیل تابع براساس سیستم ها تحلیل و مدل سازی ،΁کلاسی کنترل بر مبتنͬ روش های در
مبتنͬ روش های در اما ͬ دارد، م بیان را سیستم خروجͬ و ورودی بین ارتباط تابع این که ͬ گیرد م صورت
مدل سازی، روش این مزایای جمله از است. حالت٨ فضای پایه بر سیستم مدل سازی مدرن، کنترل بر
متغیر و غیر  خطͬ خطͬ، سیستم های خروجͬ، چند ورودی‐ چند سیستم های برای آن از استفاده قابلیت

است: زیر به صورت حالت فضای معادلات کلͬ فرم است. زمان با
ẋ(t) = f [x(t), u(t), t]

y(t) = g[x(t), u(t), t],
(۴ . ١)

توابع نیز g و f کلͬ حالت در هستند. خروجͬ و ورودی بردارهای به ترتیب um×١ و yk×١ ، xn×١ آن در که
ͬ دهند. م نشان را خروجͬ و ورودی حالت، بردارهای ارتباط نحوه که هستند زمان با متغیر

به صورت، خطͬ سیستم ورودی‐خروجͬ دینامی΄ͬ معادله .١ . ٢ . ١ تعریف
y(n)(t) + an−١y(n−١)(t) + · · ·+ a١y′(t) + a٠y(t) = bmu

(m)(t) + · · ·+ b٠u(t), (۵ . ١)
خلاصه به طور و

n∑
k=٠

aky
(k)(t) =

m∑
k=٠

bku
(k)(t), an = ١, (۶ . ١)

ͬ شود. م بیان
صفر، اولیه شرایط با سیستم ورودی‐خروجͬ معادله روی بر لاپلاس تبدیل از استفاده با .١ . ٢ . ٢ تعریف

تبدیل، تابع به صورت فوق خروجͬ ورودی‐ ش΄ل

G(s) =
Y (s)

U(s)
=
bms

m + bm−١sm−١ + · · ·+ b٠
sn + an−١sn−١ + · · ·+ a٠

, (١ . ٧)

آن ریشه های و سیستم مشخصه چند جمله ای را مخرج چند جمله ای است. منحصر به فرد که ͬ شود م بیان
ͬ شود. م نامیده سیستم صفرهای صورت، چند جمله ای ریشه های و گوییم سیستم قطب های را

6 Metzler
7 Transfer Function
8 State Space



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۴

به صورت، سیستم ͬ که صورت در .١ . ٢ . ٣ تعریف
y(n)(t) + an−١y(n−١)(t) + · · ·+ a١y′(t) + a٠y(t) = b٠u(t), (١ . ٨)

چند ورودی‐ سیستم صورت این غیر در گویند. (SISO) خروج٩ͬ ورودی‐تک تک سیستم را آن باشد،
بود. خواهد (MIMO) چند خروج١٠ͬ

سیستم های برای و است حالت فضای براساس سیستم مدل سازی مدرن، کنترل بر مبتنͬ روش های در
ͬ  شوند م بیان زیر به صورت معادلات (LTI) ١١ زمانͬ ناوردای ẋ(t)خطͬ = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(١ . ٩)

B ∈ ،A ∈ Rn×n خروجͬ، و ورودی حالت، بردارهای y(t) ∈ Rr u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که وقتͬ
بین ارتباط که است ماتریسͬ D ∈ Rr×m و خروجͬ ورودی، حالت، ماتریس های C ∈ Rr×n ،Rn×m

گویند. پیوسته‐زمانͬ(زمان‐پیوسته) سیستم معادله را (١ . ٩) معادله ͬ دهد. م نشان را خروجͬ و ورودی
اندازه گیری یا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی یا حالت بردار سیستم ها، از برخͬ برای
موارد، این در است. دسترس در کمیت ها این ،(i = ٠, ١, · · · , n) ،ti نقاط از دنباله ای در بل΄ه نیستند،

است، زیر اول مرتبه تفاضلͬ معادله به صورت معادل به طور سیستم حالت دیفرانسیل +x(iمعادله ١) = Ax(i) +Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i),
(١ . ١٠)

معادله را (١ . ١٠) معادله هستند. ti زمان در ورودی و حالت بردارهای به ترتیب، u(i) و x(i) آن در که
گویند. گسسته‐زمانͬ سیستم

ui ∈ Rm
+ و x٠ ∈ Rn

+ هر به ازای اگر ͬ شود م نامیده (داخلͬ) ١٢ مثبت (١ . ١٠) سیستم [۵] .۴ . ١ . ٢ تعریف
.(∀ i ∈ Z+) yi ∈ Rp

+ و xi ∈ Rn
+ باشیم، داشته

اگر، تنها اگر و  ͬ شود م نامیده مثبت (١ . ١٠) سیستم [۵] .١ . ٢ . ١ قضیه
A ∈ Rn×n

+ , B ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ . (١ . ١١)

زمانͬ، ناوردای خطͬ سیستم (کنترل پذیری) .۵ . ١ . ٢ تعریف
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (١ . ١٢)

با اگر ͬ شود، م نامیده ١٣ کنترل پذیر سیستم ب·یرید، نظر در x(t٠) = x٠ اولیه ی حالت با و t ≥ t٠ به ازای را
را سیستم بتوان t١ متناهͬ زمان در ،٠ ≤ t ≤ t١ ،u(t) مناسب ورودی انتخاب با ،x٠ اولیه حالت از شروع
زیرا دارد اساسͬ اهمیت سیستم ΁ی کنترل پذیری کرد. هدایت x١ = x(t١) = ٠ دلخواه) نهایی( حالت به
سیستم کنترل پذیری تعادل باشد حالت به دلخواهͬ اولیه ی حالت از سیستم انتقال هدف که مسائلͬ در

است. جواب وجود برای لازم شرط
9 Single Input Single Output
10 Multi Input Multi Output
11 Linear Time-Invariant
12 Positive
13 Controlable



۵ کنترل پیش نیازهای و تعاریف

تعریف زیر به صورت کنترل پذیری ماتریس ،(١ . ٩) معادله با شده تعریف سیستم برای .۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود، م

Qc =
[
B AB · · · An−١B

]
. (١ . ١٣)

دلخواه حالت به سیستم x٠ ∈ Rn به ازای هر هرگاه گوییم کنترل پذیر کاملا را (١ . ٩) سیستم .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد. کنترل پذیر

اگر فقط و اگر است کنترل پذیر کاملا (١ . ٩) معادلات با شده توصیف خطͬ سیستم .١ . ٢ . ١ ملاحظه
کنترل پذیر سیستم دی·ر عبارت به یا و کند تولید را Rn فضای سیستم، کنترل پذیری ماتریس ستون های

باشد. rank(Qc) = n اگر تنها و اگر است
B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنید فرض زمان‐پیوسته) سیستم کنترل پذیری معیار ) .١ . ٢ . ٢ قضیه

هستند: معادل زیر عبارت های باشد، (m ≤ n)

است. کنترل پذیر (١ . ٩) دستگاه . ١
است. n کامل رتبه ،Qn×nm کنترل پذیری ماتریس . ٢

. xTB ̸= ٠ آن گاه ،(xTA = λxT باشد( AT ماتریس ویژه زوج ،(λ, x) اگر . ٣
.rank (A− λI,B) = n ،A ماتریس از λ ویژه مقدار هر برای . ۴

داد. تخصیص A+BK ماتریس به ͬ توان م را مطلوب ویژه مقادیر ،K ماتریس مناسب انتخاب با . ۵
به ترتیب bm و . . . ،b٢ ،b١ ͬ کنیم م فرض ب·یرید. نظر در را (١ . ١٣) کنترل پذیری ماتریس اکنون

نوشت، ͬ توان م بنابراین باشند، B ماتریس mام تا اول ستون های
Qc =

[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · An−١b١ · · · An−١bm

]
. (١۴ . ١)

به دست طوری را Qc ماتریس ستون های اولین از ستون n ͬ توان م پس است، کنترل پذیر دستگاه چون
و سطر n که مستطیلͬ بلوک ΁ی در را Q ستون های آسان تر، نمایش برای باشند. خطͬ مستقل که آورد

ͬ دهیم، م نمایش زیر به صورت دارد ستون m

b١ · · · bm

Ab١ · · · Abm

A٢b١ · · · A٢bm... ... ...
An−١b١ · · · An−١bm


, (١۵ . ١)

ͬ اند، خط وابسته قبلͬ بردار با که بردارهایی پایین، و راست به طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
عمل این و ͬ شوند م حذف بلوک آن زیر در ͽواق بردارهای همه ی شد حذف بردار اگر و ͬ کنیم م حذف بلوک از
بردارهای همه ی حالت این در باشد. بردار n خطͬ مستقل بردارهای تعداد که ͬ دهیم م ادامه جایی تا را
به ترتیب را خطͬ مستقل بردار n این اگر ͬ کنیم. م حذف بلوک از را آمده به دست بردار n از غیر ͬ مانده باق



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۶

به دست زیر به صورت نظر مورد تبدیل و بود خواهد معکوس پذیر T آن گاه دهیم قرار T ماتریس ستون های
ͬ آید، م

T =
[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · Ap١−١b١ · · · Apm−١bm

]
. (١۶ . ١)

ماتریس از ستونͬ متناظر بلوک از ستون هر به (١۶ . ١) رابطه در ( ١۴ کرونکر ناورداهای ) .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ کند، م صدق زیر رابطه در که ͬ شود م مربوط pi مانند صحیح عددی B

١ ≤ pi ≤ n, i = ١, ٢, · · · ,m,

است، بلوک iام ستون در ͬ مانده باق بردارهای تعداد pi طرفͬ از ͬ نامیم. م کرونکر ناورداهای را piها این
با است برابر بلوک ستون های در ͽواق بردارهای تعداد پس

p١ + p٢ + · · ·+ pm,

است. n برابر تعداد این طرفͬ از

زمان کوتاه ترین در را دستگاه حالت که هستیم به گونه ای K ماتریس به دنبال زمانͬ بهینه کنترل در
تعریف و ͬ نامیم م کنترل پذیری اندیس را υ . برساند تعادل) حالت (به صفر به υ مانند مرحله) (کمترین

ͬ کنیم م

υ = max {pi|i = ١, · · · ,m}. (١ . ١٧)

در باشد، ΁ی حداکثر آن ها حداکثر و حداقل بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای
گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این صورت غیر

حالت فضای معادلات جواب
معادله از را x(t) بردار تا است لازم معادلات این حل برای ب·یرید، نظر در را (١ . ٩) حالت فضای معادلات
در را اول معادله نمود. محاسبه را سیستم خروجͬ دوم، معادله در آن ها جای·ذاری با و آورد دست اولیه

است، زیر به صورت معادله ای چنین کلͬ ͺپاس ب·یرید، نظر

x(t) = eA(t−t٠)x(t٠) + eAt

∫ t

t٠
e−AτBu(τ)dτ, (١ . ١٨)

طبیعͬ(بدون ͺپاس ͽواق در که ͬ گویند م حالت١۵ انتقال ماتریس آن به که است ماتریسͬ نمایی تابع eAt

ͬ دهند، م نمایش نیز φ(t) نماد با و است سیستم ورودی)

x(t) = φ(t− t٠)x(t٠) +
∫ t

t٠
φ(t− τ)Bu(τ)dτ.

14 Kronecker Invareant
15 State Transition Matrix



٧ کنترل پیش نیازهای و تعاریف

کنترلͬ سیستم های پایداری ١ . ٢ . ١
است. لازم سیستم دینامی΄ͬ رفتار پیش بینͬ برای سیستم اجزای شناخت کنترل، سیستم ΁ی طراحͬ در
به جدید اولیه شرط ΁ی اعمال هنگام که است پایدار صورتͬ در زمانͬ، ناوردای خطͬ کنترل سیستم ΁ی
صورت در که است حالتͬ خطͬ، کنترل سیستم ΁ی برای تعادل حالت برگردد. خود تعادل حالت به آن،

بماند. باقͬ حالت آن در خروجͬ ورودی، نکردن تغییر و اغتشاش عدم
u(t) = ٠ و x(t٠) = x٠ هرگاه است تعادل نقطه ،xe مانند ثابتͬ بردار ( تعادل١۶ (نقطه .١ . ٢ . ٩ تعریف

معادله با شده داده سیستم ͺپاس باشد،
ẋ(t) = f [x(t), u(t), t],

است، ثابت برداری تعادل نقطه که آن جایی از همچنین باشد. t ≥ t٠ هر برای x(t) = xe

ẋe(t) = ٠ = f(xe, ٠, t), (١ . ١٩)
خطͬ سیستم که کنیم فرض اگر است. (١ . ١٩) معادله به ماندگار حالت ثابت ͺپاس نشان دهنده تعادل نقطه
نقطه ΁ی همواره مختصات مبدا که است بدیهͬ ͬ آید. م دست به Axe = ٠ معادله از تعادل نقطه است،

است. خطͬ سیستم های برای تعادل

لیاپانوف و مجانبی پایدار :١ . ١ ش΄ل

ب·یرید، نظر در را زیر حالت دیفرانسیل معادله ( ١٧ لیاپانوف پایداری ) .١ . ٢ . ١٠ تعریف
ẋ(t) = f(x(t), t), (١ . ٢٠)

وجود δ(ε) > ٠ ΁ی و t٠ ΁ی ،ε > ٠ هر به ازای اگر گویند، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه
.∥x(t)−xe∥ < ε باشیم داشته t ≥ t٠ هر برای آن گاه ∥x(t٠)−xe∥ < δ(ε) اگر که به طوری باشد داشته

به عبارتͬ،
∀ε > ٠ ∃t٠ > ٠, ∃δ > ٠, ∥x(t٠)− xe∥ < δ(ε) t ≥ t٠−−−→ ∥x(t)− xe∥ < ε.

16 Equilibrium Point
17 Lyapunov Stability



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٨

کافͬ اندازه به اولیه حالت انتخاب با ͬ توان م که است آن لیاپانوف مفهوم به پایداری فیزی΄ͬ ویژگͬ
را xe تعادل حالت دی·ر عبارت به نمود. جلوگیری تعادل نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به ΁نزدی
تعادل حالت از هیچ گاه xe ΁نزدی اولیه حالت هر از ناشͬ سیستم ͺپاس اگر گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به

ببینید) را ١ . ١ (ش΄ل نشود دور xe

اگر، است مجانبی پایدار (١ . ٢٠) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه (١٨ مجانبی (پایداری .١ . ٢ . ١١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار . ١

آن گاه، ∥x(t٠)−xe∥ < δ اگر که طوری باشد داشته وجود δ(t٠) > ٠ ΁ی t٠ > ٠ مقادیر کلیه برای . ٢

lim
t→∞

∥x(t)− xe∥ = ٠.

سیستم برای را u(t) ورودی، ١٩ حالت پسخورد با زمانͬ بهینه کنترل برای کنترل) (قانون .١ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت (١ . ٩)

u(t) = Kx(t), (١ . ٢١)

نامیده حالت(بهره) پسخورد ماتریس و است زمانͬ ثابت درایه های با حقیقͬ Kماتریس ∈ Rm×n آن در که
داشت، خواهیم سیستم حالت معادله در کنترل قانون جای·ذاری با ͬ شود. م

ẋ(t) = (A+BK)x(t) = Γx(t). (١ . ٢٢)

ͬ نامند. م سیستم حلقه‐باز ویژه مقادیر را آن مقادیر ویژه و سیستم ٢٠ حلقه‐باز ماتریس را A ماتریس
حلقه‐بسته ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم حلقه‐بسته٢١ ماتریس را Γ = A + BF ماتریس

ͬ نامند. م سیستم

خواهیم برخورد آن ها با کنترل سیستم های مطالعه در که را اصطلاحات و تعاریف از برخͬ ادامه، در
ͬ دهیم. م ارائه داشت،

سیستم های را ندارد کنترل عمل روی بر نقشͬ هیچ خروجͬ آن ها در که سیستم هایی .١ . ٢ . ١٣ تعریف
به ازای پس ͬ شود، نم مقایسه ͽمرج ورودی با خروجͬ حلقه‐باز سیستم های در گویند. حلقه‐باز کنترل
اگر دارد. بستگͬ آن تنظیم به سیستم دقت بنابراین دارد، وجود ثابت کاری شرایط ΁ی ͽمرج ورودی هر
سیستم هر دهد. انجام را مطلوب وظیفه ͬ تواند نم حلقه‐باز کنترل سیستم باشد داشته وجود اغتشاش

است. حلقه‐باز راهنمایی، چراغ های مانند ͬ کند م کار زمان بندی اساس بر که کنترلͬ

منظور ͬ نامیم. م حلقه‐بسته کنترل سیستم های عموماً را پسخوردی کنترل سیستم های .١۴ . ١ . ٢ تعریف
است. پایداری به رسیدن و سیستم خطای کاهش برای پسخورد از استفاده حلقه‐بسته کنترل از

18 Asymptotically Stability
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20 Open-Loop
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٩ کنترل پیش نیازهای و تعاریف

پایدار سیستم ΁ی را (١ . ٢٢) و (١ . ٩) معادلات توسط شده تعریف خطͬ کنترل سیستم .١۵ . ١ . ٢ تعریف
که صورتͬ در باشد. منفͬ حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت هرگاه ͬ نامیم م مجانبی
ناپایدار را سیستم صورت این غیر در و پایدار را سیستم باشد صفر یا منفͬ ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت

نامیم.

و (١ . ٩) توسط شده تعریف خطͬ کنترل سیستم برای ،K پسخورد ماتریس یافتن مسأله .١۶ . ١ . ٢ تعریف
گوییم. (EVA) ٢٢ ویژه مقادیر تخصیص مسأله را باشد مجانبی پایدار سیستم که به گونه ای (١ . ١٠)

لیاپانوف روش
تعیین را خطͬ و غیرخطͬ سیستم های پایداری ،x(t) ͺپاس آوردن دست به بدون لیاپانوف مستقیم روش
را ͬ شود م آزموده پایداری شرایط تعیین برای که V (x(t)) اس΄الر تابع ΁ی انتخاب روش این ͬ کند. م
نامیده لیاپانوف تابع ΁ی ͬ سازد م برآورده موفقیت آمیزی به طور را شرایط این V (x(t)) که وقتͬ لازم دارد.
΁ی موفقیت عدم زیرا است، مناسب لیاپانوف تابع ΁ی تعیین روش این اعمال در اساسͬ مش΄ل ͬ شود. م
این نیست. ندارد وجود واقعͬ لیاپانوف تابع ΁ی اینکه بر دلیلͬ پایداری شرایط ساختن برآورده برای تابع
روش مش΄لات، این وجود با ͬ شود. م پیچیده تر نیست منحصربفرد لیاپانوف تابع که واقعیت این با مسئله
حدس ساده سیستم های برای است. گرفته قرار سیستم کنترل مهندسین از بسیاری توجه مورد لیاپانوف
مناسب لیاپانوف تابع ΁ی کردن پیدا پیچیده سیستم های برای لی΄ن است ام΄ان پذیر مناسب لیاپانوف توابع

باشد. مش΄ل بسیار است مم΄ن
تعادل حالت ناپایداری یا مجانبی پایداری پایداری، V̇ (x(t)) و V (x(t)) علامتͬ رفتار لیاپانوف روش در

ͬ کنند. م تعیین آن معادلات مستقیم حل به نیاز بدون را سیستم

برقرار زیر نامساوی که شود یافت P معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر  است پایدار (؟؟) سیستم .١ . ٢ . ١ لم
باشد،

ATP + PA < ٠. (١ . ٢٣)
٢٣ خطͬ ماتریسͬ نامساوی از خاصͬ فرم که ͬ شود م گفته P روی بر لیاپانوف نامساوی فوق، نامساوی به
و متقارن ماتریس مناسب انتخاب با که LMI نخستین این که داد نشان لیاپانوف همچنین است. (LMI)

کرد. پیدا را P ͬ توان م ATP + PA = −Q معادله حل و Q معین مثبت

که، به طوری ͬ گیریم م نظر در را V (x(t)) لیاپانوف احتمالͬ تابع ΁ی (؟؟) سیستم برای برهان.

V (x(t)) = x(t)TPx(t),

ͬ آوریم، م دست رابه لیاپانوف تابع مشتق پایداری، برای سپس است. معین مثبت و متقارن P ماتریس

V̇ (x(t)) = ẋ(t)TPx(t) + x(t)TPẋ(t) = x(t)T (ATP + PA)x(t).

22 Eigenvalue Assignment
23 Linear Matrix Inequalities



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٠

تابع مشتق که است لازم مجانبی پایداری برای لذا کردیم انتخاب معین مثبت را V (t) که آن جایی از
بنابراین، باشد. معین منفͬ لیاپانوف

V̇ (x(t)) = x(t)TQx(t),

ATP + PA = −Q.

فوق سیستم دی·ر بیان به باشد. ماتریسQمعین مثبت که است کافͬ سیستم مجانبی پایداری اثبات برای
باشد، برقرار زیر (LMI) هرگاه است مجانبی ATPپایدار + PA ٠

٠ −P

 < ٠. (٢۴ . ١)

که به طوری باشند، شده داده ماتریس های P,Q, S ∈ Mn×n کنید فرض شر) م΄مل ٢۴ ) .١ . ٢ . ٢ لم
ارزند، هم زیر خطͬ ماتریسͬ نامساوی دو باشد، S = ST و (معین مثبت) S > ٠ (متقارن)، P = P T P Q

QT −S

 < ٠ ⇐⇒ P < ٠, P +QS−١QT < ٠. (٢۵ . ١)

ماتریس A حلقه‐باز ماتریس بجای بار این و برده به کار (؟؟) سیستم برای را روند همین اکنون
زیر، نامساوی شور م΄مل لم به توجه با صورت، این  در ͬ کنیم، م جای·زین را A+BK حلقه‐بسته

(A+BK)TP + P (A+BK) < ٠,
بود. خواهد سیستم  برای پایداری شرط

خطͬ ماتریسͬ نامساوی ١ . ٢ . ٢
داستان ͬ گردد. برم پیش سال صد از به بیش دینامی΄ͬ سیستم های تحلیل و تجزیه در LMI تاریخچه
نظریه حاضر حال در آنچه معرفͬ را خود اصلͬ کار لیاپانوف که زمانͬ ͬ شود م آغاز ١٨٩٠ سال حدود در
΁ی اگر تنها و اگر است پایدار ẋ = Ax(t) دیفرانسیل معادله داد نشان او کرد. منتشر ͬ نامیم م لیاپانوف
و P > ٠ است لازم باشد، برقرار (٢۴ . ١) نامساوی که به طوری باشد داشته وجود P مثبت معین ماتریس
ش΄ل ΁ی که ͬ شود م نامیده P روی لیاپانوف نامساوی ΁ی اکنون که چیزی همان باشد ATP +PA < ٠

است. خطͬ ماتریسͬ نامساوی های از خاصͬ
ماتریسͬ نامساوی ΁ی حل به منوط آن جواب به دستیابی که ͬ شویم م مواجه مسائلͬ به کنترل نظریه در
هر کلͬ حالت در LMI ΁ی هستند. ماتریسͬ نامساوی قیود بهینه سازی، مسائل بعضͬ در یا و است

است، زیر به فرم محدودیتͬ
A(x) := A٠ + x١A١ + · · ·+ xNAN < ٠, (٢۶ . ١)

و تصمیم گیری متغیرهای از بردار ΁ی و بوده نامشخص حقیقͬ بردار x = (x١, · · · , xN ) آن در که
که معناست این به فوق رابطه در نامساوی نماد هستند. مشخص متقارن ماتریس های A٠, · · · , AN

24 Schur Lemma



١١ کسری برحسابان مروری

ماتریسͬ نامساوی هر است. منفͬ حقیقͬ قسمت دارای ویژه مقدار راست ترین یعنͬ است، معین منفͬ رابطه
LMIاست. به صورت بیان قابل باشد، وابسته خود متغیر به که متقارن

نمایش است. LMI ΁ی ͬ شوند م استفاده بهینه کنترل در وسیعͬ به طور که ری΄اتͬ معادلات .١ . ٢ . ١ مثال
است، زیر رابطه به صورت آن

ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠,
است زیر ماتریسͬ نامساوی معادل رابطه این است، R > ٠ و P = P T > ٠ آن در ATPکه + PA+Q PB

∗ −R

 < ٠.

کسری برحسابان مروری ١ . ٣
است. شده گردآوری [٧ ،۶] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

بین بحثͬ طͬ موضوع این دارد سال ٣٠٠ از بیش قدمتͬ معمولͬ حسابان تعمیم عنوان به کسری حسابان
قرار بررسͬ و بحث مورد تابع ΁ی n =

١
٢ غیر صحیح مشتق درآن و گرفت ش΄ل ٢۶ هوپیتال و ٢۵ لایب نیتز

اویلر به ͬ توان م که پرداختند آن برای متعدد تعاریف ارائه و بررسͬ به زیادی دانشمندان آن پی در گرفت.
٣١ فوریه ،١٨١٩ سال در ٣٠ لاکزر ،١٨١٢ سال در ٢٩ لاپلاس ،١٧٧٢ سال در ٢٨ لاگرانژ ،١٧٣٠ سال در ٢٧
٣۵ گرانوالد ،١٨۶۵ سال در ٣۴ هولم·رن ،١٨۵٩ سال در ٣٣ گرین ،١٨۴٧ سال در ٣٢ ریمان ،١٨٢٢ سال در
نکراسوو ،١٨٨۴ سال در ٣٨ لوران ،١٨۶٩ سال در ٣٧ سونینͬ ،١٨۶٨ سال در ٣۶ لتنی΄وف ،١٨۶٧ سال در
مشتق نظریه .[۶] کرد اشاره غیره و ١٩١٩ سال در ۴١ ویل ،١٨٩٠ سال در ۴٠ کراگ ،١٨٨٨ سال در ٣٩

مختلف زمینه های در سرعت به آن کاربرد و کرد پیدا ارتقا توجهͬ قابل به طور نوزدهم قرن در مرتبه کسری
فیزی΄ͬ مدل های با متناسب که مرتبه کسری انتگرال و مشتق از متعددی تعاریف و گرفت قرار توجه مورد
و نظریات کنفرانس اولین که کرد پیدا رشد حدی تا کسری حسابان بیستم قرن نیمه تا شد. بیان بودند

شد. برگزار ١٩٧۴ سال در کسری حسابان کاربردهای
مسائل از بسیاری در ͬ شوند م همراه (FDE) ۴٢ کسری دیفرانسیل معادلات با آنها ΁دینامی که مسائلͬ
پیچیده دینامی΄ͬ دستگاه های که هنگامͬ .[٨] دارند کاربرد دی·ر زمینه های و اقتصاد مهندسͬ، علوم،
مشتقات معمولͬ قوانین از دی·ر حرکت و جنبش آن گاه هستند، بینͬ ذره مقیاس در دینامی΄ͬ ذرات یا و
این به ͬ کنند، م پیروی مرتبه کسری قوانین از حرکت ها موارد گونه این در ͬ کنند، نم پیروی مرتبه صحیح
تفسیر درک برای علاقه مند خواننده ͬ شوند. م همراه کسری دیفرانسیل معادلات با رفتارشان که معنͬ

نماید. مراجعه [٩] به ͬ تواند م مرتبه کسری انتگرال و مشتق فیزی΄ͬ
25Leibnitz
26Hopital
27Euler
28Lagrange
29Laplace
30Lacroix
31Fourier
32Rieman
33Green

34Holgerman
35Grunwuld
36Letnikov
37Sonini
38Laurent
39Nekrassov
40Krug
41Weyl
42Fractional Diffrential Equations



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١٢

حقیقͬ اعداد محدوده در گاما تابع :١ . ٢ ش΄ل
در فراوانͬ تلاش های علمͬ مختلف زمینه های در FDE فراوان کاربردهای دلیل به اخیر دهه های طول در
خاص توابع معرفͬ به ادامه در کنید). ملاحظه را [۶] مثال (برای است شده انجام معادلات این حل زمینه

ͬ پردازیم. م دارند، کسری حسابان در را مهمͬ بسیار نقش که میتاگ‐لفلر۴٣ تابع و گاما تابع جمله از
ͬ شود، م تعریف زیر به صورت گاما تابع .١ . ٣ . ١ تعریف

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt,

ببینید) را ١ . ٢ (ش΄ل Γ(z + ١) = zΓ(z) داریم، Re(z) > ٠ اگر و
در مهمͬ نقش نمایی تابع که همان طور است. نمایی تابع تعمیم میتاگ‐لفلر تابع .١ . ٣ . ٢ تعریف
معادلات جواب در مهمͬ نقش نیز میتاگ‐لفلر تابع ͬ کند، م ایفا مرتبه صحیح دیفرانسیل معادلات جواب
به صورت پارامتری دو و پارامتری تک تابع نوع دو در میتاگ‐لفلر تابع دارد. غیرصحیح مرتبه دیفرانسیل

ͬ شود: م تعریف زیر
Eα(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) , Eα,β(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, α, β > ٠, z ∈ C.

ͬ شود، م نوشته زیر به صورت پارامتری تک میتاگ‐لفر تابع از استفاده با ،ez نمایی تابع مثال برای
E١(z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١) =

∞∑
k=٠

zk

k!
= ez,

حسابان در ویژه توابع زمینه در بیشتر مطالعه به علاقه مندان است. هم·را z ∈ C هر برای Eα(z) تابع
نمایند. مراجعه [١٠] به آن ها خواص و کسری

مرتبه کسری مشتق و انتگرال ١ . ٣ . ١
در مرتبه کسری، انتگرال تعریف است. مرتبه صحیح انتگرال بدیهͬ نتیجه ΁ی کسری انتگرال خواص
از ی΄ͬ دی·ر طرف از است. مرتبه صحیح انتگرال های محاسبه برای ۴۴ کوشͬ فرمول از تعمیمͬ ͽواق
ͬ توان م مرتبه کسری انتگرال برخلاف که است مشتق تعریف مرتبه کسری، سیستم های در مفاهیم مهم ترین

کرد. ارائه آن از متفاوتͬ تعریف های
43Mittag-Leffler 44Cauchy



١٣ کسری برحسابان مروری

ریمان‐لیوویل کسری انتگرال و مشتق
در را است شده تعریف t > a ازای به که f(t) تابع باشد. R حقیقͬ محور روی عددی a ∈ R کنید فرض

با است برابر کوشͬ فرمول طبق f(t) تابع n مرتبه انتگرال ب·یرید. نظر
aI

n
t f(t) =

∫ t
a

∫ t١
a · · ·

∫ tn−١
a f(tn)dtn . . . dt٢dt١

= ١
(n−١)!

∫ t
a(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.

(١ . ٢٧)

نوشت، زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ٢٧) گاما تابع تعریف به توجه با طرفͬ از

aI
n
t f(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١f(τ)dτ , n ∈ N.

tI
α
b f(t) و aI

α
t f(t) ،n صحیح عدد جای به α > ٠ حقیقͬ عدد جانشینͬ و کوشͬ فرمول از گرفتن الهام با

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت
RL
a Iαt f(t) ≜ ١

Γ(α)

∫ t
a(t− τ)α−١f(τ)dτ , (t > a),

RL
t Iαb f(t) ≜ ١

Γ(α)

∫ b
t (τ − t)α−١f(τ)dτ , (t < b).

راست و چپ مشتقات صورت، این در .n = ⌈α⌉ که f ∈ Cn([a, b]) و n − ١ ≤ α < n کنید فرض
ͬ شوند، م تعریف زیر به صورت α مرتبه  از ۴۵ ریمان‐لیوویل

RL
a Dα

t f(t) = (
d

dt
)n(aI

n−α
t f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(
d

dt
)n

∫ t
a(t− τ)n−α−١f(τ)dτ , (t > a),

RL
t Dα

b f(t) = (− d

dt
)n(tI

n−α
b f)(t)

=
١

Γ(n− α)
(− d

dt
)n

∫ b
t (τ − t)n−α−١f(τ)dτ , (t < b).

کاپوتو کسری مشتق
به ریمان‐لیوویل مشتق تعریف در که است ایده ای همان با مشابه بسیار ۴۶ کاپوتو مشتق تعریف ایده
مرتبه کسری انتگرال مفهوم براساس مشتق ریمان‐لیوویل، تعریف مانند تعریف این در شد. گرفته کار
انتگرال عمل·ر و مرتبه صحیح مشتق عمل·رهای توالͬ در ͽواق در تعریف دو این تفاوت ͬ کند. م پیدا توسعه
مرتبه صحیح مشتق ابتدا ریمان‐لیوویل کسری مشتق برعکس کاپوتو کسری مشتق در است. مرتبه کسری
مثبت عدد α ∈ R+ اگر ریاضͬ به بیان ͬ شود. م انجام مرتبه  کسری انتگرال گیری سپس و شده گرفته تابع از

ͬ شود، م تعریف زیر به صورت α مرتبه  از کاپوتو کسری مشتق n = [α] + ١ و باشد ناصحیحͬ
aCDα

t f(t) =
RL
a In−α

t {f (n)(t)}.

از: است عبارت ترتیب به کاپوتو راست و چپ کسری مشتق بنابراین
C
aD

α
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t
a(t− τ)n−α−١f (n)(τ)dτ , (t > a),

C
t D

α
b f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ b
t (τ − t)n−α−١f (n)(τ)dτ , (t < b).

45Riemann-Liouville 46Caputo



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۴

گرانوالد‐لتنی΄وف کسری مشتق
ابتدا باشد. پیوسته تابعͬ f فرض کنید است. مشتق حدی تعریف بر مبتنͬ تعمیم ΁ی ͽواق در مشتق این

ب·یرید، نظر در را f تابع اول مرتبه  مشتق حدی تعریف
df(t)

dt
= lim

h→٠
f(t)− f(t− h)

h
,

ͬ آید، م به دست زیر به صورت دوم مرتبه مشتق بالا، تعریف به کارگیری با
d٢f(t)
dt٢ = lim

h→٠
f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→٠
f(t)− ٢f(t− h) + f(t− ٢h)

h٢ ,

داریم، را زیر رابطه ی ام n مرتبه مشتق برای کلͬ حالت در
dnf(t)

dtn
= lim

h→٠
١
hn

n∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh), n ∈ N. (١ . ٢٨)

(١ . ٢٨) حدی رابطه بنابراین است. قطب دارای نامثبت صحیح اعداد در گاما تابع ͬ دانیم م که همان طور
نوشت، زیر به صورت ͬ توان م را

dnf(t)

dtn
= lim

h→٠
١
hn

∞∑
r=٠

(−١)r
(
n

r

)
f(t− rh). (١ . ٢٩)

داد، تعمیم زیر به صورت را αام مرتبه کسری مشتق ͬ توان م بنابراین

GL
a Dα

t f(t) = lim
h→٠

١
hα

⌈ t−a
h

⌉∑
r=٠

(−١)r
(
α

r

)
f(t− rh), α > ٠, (١ . ٣٠)

کسری انتگرال ،(١ . ٣٠) رابطه در α و −α جای·ذاری با  ͬ توان م .⌈α⌉ = n, nh = t− a, a ≤ t ≤ b که
داریم، nh = t− a فرض با یعنͬ کرد. تعریف را α مرتبه از ۴٧ گرانوالد‐لتنی΄وف
GL
a Iαt f(t) = lim

h→٠h
α

n∑
r=٠

(−١)r
(
−α
r

)
f(t− rh),

= lim
h→٠

hα

Γ(α)

n∑
r=٠

Γ(r + α)

Γ(r + ١) f(t− rh), α > ٠.

f (n)(t) و بوده پیوسته n − ١ مرتبه  تا اول مرتبه  مشتقات دارای f(t) تابع کنید فرض .١ . ٣ . ١ قضیه
تعریف با α مرتبه مشتق این صورت در .n − ١ < α < n ∈ N کنید فرض همچنین باشد. انتگرال پذیر

یعنͬ بود، خواهد برابر تابع این ریمان‐لیوویل α مرتبه  مشتق با f(t) تابع گرانوالد‐لتنی΄وف
GL
a Dα

t f(t) = aD
α
t f(t).

معادل لیوویل ریمان‐ و گرانوالد‐لتنی΄وف تعاریف ١ . ٣ . ١ قضیه در شده مطرح شرایط برقراری فرض با
برقرار نیز گرانوالد‐لتنی΄وف مرتبه کسری برای ریمان‐لیوویل مرتبه کسری مشتق خواص بنابراین و بوده

است.
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١۵ کسری برحسابان مروری

گرانوالد‐لتنی΄وف مشتق تقریب
تعریف (١ . ٣٠) به فرم را f تابع مرتبه کسری مشتق (١ . ٢٨) حدی رابطه از گرفتن الهام با لتنی΄وف و گرانوالد

کرد، استفاده زیر رابطه از ͬ توان م عددی محاسبات برای که کردند
GL٠ Dα

t f(t)
∼=

∑N(t)
r=٠ ωα

r f(t− rh)

hα
, (١ . ٣١)

ای دوجمله بسط ضرایب ωα
r و است گام طول h و ۴٨ حافظه طول L که N(t) = min{⌈ t

h⌉, ⌈
L
h ⌉} وقتͬ

است: شده داده زیر به صورت که است
ωα٠ = ١, ωα

r = (١ − ١ + α

r
)ωα

r−١. (١ . ٣٢)
مرتبه کسری مشتقات محاسبه عددی روش های در تعریف این از ،GL٠ Dα

t مشتق(.) تعریف ماهیت به توجه با
باشد ΁کوچ خیلͬ h گام اندازه وقتͬ ͬ شود. م فراوانͬ استفاده FDE معادلات گسسته سازی همچنین و

داریم:

GLDαf(t) ≈ h−α
N∑
r=٠

(−١)r
(
α

r

)
f(t− rh), h =

t

N
,

GL٠ Dα
tk
f(t) ≈ h−α

k∑
r=٠

ωα
r f(tk−r), tk = kh, k = ١, . . . , t

h
.

h گام طول با گرانوالد‐لتنی΄وف تقریب آن گاه f ∈ C([٠, b]) کنید فرض ([١١] تقریب (مرتبه .١ . ٣ . ١ لم
ͬ کند، م صدق زیر رابطه در

GL٠ Dα
tk
f(t) = h−α

k∑
r=٠

ωα
r f(tk−r) +O(h), (h −→ ٠). (١ . ٣٣)

ب·یرد، قرار استفاده مورد ͬ تواند م تعاریف از کدام هر مساله شرایط و گوناگون کاربردهای به توجه با
مبتنͬ کاپوتو تعریف و مناسب عددی روش های در بیشتر گرانوالد‐لتنی΄وف مشتق تعریف مثال به عنوان
لذا است، بیان قابل نظر مورد صحیح مشتقات حسب بر آن لاپلاس تبدیل و است لاپلاس تبدیل تلفیق بر
انتگرال و مشتق عددی محاسبه برای زیادی روش  های دارد. بیشتری کاربرد مهندسͬ و فیزی΄ͬ مسائل در
آنجا از نمود. ملاحظه را [١٢] ͽمرج ͬ توان م بیشتر جزئیات برای است. شده پیشنهاد توابع مرتبه کسری
بود. خواهد کافͬ مذکور تعریف سه است تأخیری و کسری سیستم های پایدارسازی و کنترل ما هدف که
[۶] جمله از کسری حسابان کتاب های در را دی·ر کسری مشتق عمل·رهای ͬ تواند م علاقه مند خواننده

نماید. مطالعه

قضایا و لم ١ . ٣ . ٢
است. شده گردآوری [١۴] و [١٣] ͽمراج از بخش این قضایای و لم ها

.CDαf(t) ≤ RLDαf(t) آن گاه α > ٠ و باشد موجود f(٠) > ٠ تابع اگر .١ . ٣ . ٢ لم
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مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١۶

قاعده ،x به نسبت ∫ β(x)
α(x) f(x, t)dt انتگرال از گرفتن مشتق برای ( ۴٩ لایب نیتز (قاعده .١ . ٣ . ٣ لم

ͬ رود م کار به زیر به صورت لایب نیتز
d

dx

∫ β(x)

α(x)
f(x, t)dt = f(x, β(x))

dβ

dx
− f(x, α(x))

dα

dx
+

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
dt. (٣۴ . ١)

داریم همچنین
d

dx
(

∫ β(x)

α(x)

∫ x

x−θ
f(s)dsdθ) =(β(x)− α(x))f(x)− (١ − β̇(x))

∫ x−α(x)

x−β(x)
f(s)ds

+ (β̇(x)− α̇(x))

∫ x

x−θ
f(s)ds.

باشد زیر به صورت xTx ام، α مشتق نیتز، قضیه لایب طبق اگر .۴ . ١ . ٣ لم
DαxTx = (Dαx)xT + xT (Dαx) + ٢γ,

آن در که | γ |≤ η ∥ x ∥ که به طوری η دارد وجود آن گاه

γ =
∞∑
k=١

Γ(١ + α)(Dkx)T (Dα−kx)

Γ(١ + k)Γ(١ + α− k)
.

داریم ٠ < α < ١ و t ≥ t٠ هر ازای به آن گاه باشد مشتق پذیر x(t) ∈ Rn اگر .۵ . ١ . ٣ لم
١
٢
C
aD

α
t (x

T (t)x(t)) ≤ xT (t)CaD
α
t x(t),

١
٢
C
aD

α
t (x

٢(t)) ≤ x(t)CaD
α
t x(t).

که به طوری دارد وجود P ≻ ٠ آن گاه ٠ < α ≤ ١ و x(t) ∈ Rn اگر .۶ . ١ . ٣ لم
١٢C
aD

α
t (x

T (t)Px(t)) ≤ xT (t)PC
aD

α
t x(t),

C
aD

α
t (x

T (t)Px(t)) ≤ C
aD

α
t x

T (t)Px(t) + xT (t)PC
aD

α
t x(t).

لاپلاس تبدیلات
ͬ شود. م بیان ͬ آید، م به حساب مهندسͬ و ریاضیات در مهم ابزار به عنوان که لاپلاس تبدیلات بخش این در
دیفرانسیل معادله لاپلاس، تبدیلات به وسیله آن کسری نوع جمله از دیفرانسیل معادلات حل مسیر در
استفاده با را مجهول معادلات ͬ توان م جبری معادلات حل با سپس و شده تبدیل جبری معادلات به کسری

آورد. به دست معکوس لاپلاس تبدیل از
لاپلاس تبدیل این صورت در باشد، شده تعریف ٠ < x < ∞ برای f(x) تابع کنید فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف

است، تعریف قابل زیر به صورت باشد متناهͬ زیر انتگرال که s از مقادیری برای

F (s) = L[f(x)] =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx,

باشد. مختلط یا حقیقͬ متغیر ΁ی ͬ تواند م s که
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١٧ کسری برحسابان مروری

ͬ شوند. م معرفͬ قسمت این در ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد بیشتر که مهم لاپلاس تبدیلات از برخͬ
داریم، L[g(x)] = G(s) و L[f(x)] = F (s) برای



L[xβ] = Γ(β+١)
sβ+١

L[f (n)(x)] = snF (s)− sn−١f(٠)− sn−٢f ′(٠)− · · · − f (n−١)(٠)
L
[∫ x

٠ f(t)dt
]
= F (s)

s

L
[
f ∗ g] =

∫ x
٠ f(x− t)g(t)dt

]
= F (s)G(s).

مرتبه کسری انتگرال و مشتق لاپلاس تبدیل
ͬ آید م به  دست زیر رابطه از α > ٠ مرتبه از ریمان‐لیوویل کسری انتگرال لاپلاس تبدیل .١ . ٣ . ٧ لم

L[RL
a Iαt f(t)] =

F (s)

sα
.

به دست زیر رابطه nاز − ١ < α ≤ n ∈ N برای ریمان‐لیوویل کسری مشتق لاپلاس تبدیل .١ . ٣ . ٨ لم
ͬ آید م

L[RL
a Dα

t f(t)] = sαF (s)−
n−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)].

ͬ کند م صدق زیر رابطه در n− ١ < α ≤ n ∈ N برای کاپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل .١ . ٣ . ٩ لم

L[CaD
α
t f(t)] = sαF (s)−

n−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠).





٢ فصل
پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش

کنترل گر ها

جزئͬ ویژه مقدار تخصیص و ویژه مقدار تخصیص مسئله ٢ . ٢ و ٢ . ١ بخش های در ابتدا فصل، این در
برای جواب ی΄تایی و وجود بررسͬ به و داریم شده انجام کارهای بر مروری و کرده معرفͬ را ١(PEVA)
با را غیر خطͬ و خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس ٣ . ٢ بخش در سپس ͬ پردازیم، م فوق مسائل
برای است هزینه داری کنترل) متغیر ) ورودی که ازآنجایی و ͬ کنیم م مطرح تشابهͬ تبدیلات از استفاده

ͬ کنیم. م معرفͬ نرم حداقل با ماتریسͬ کنترلͬ سی·نال های نوسانات کاهش

(EVA) ویژه مقادیر تخصیص روش ٢ . ١
تاریخچه ٢ . ١ . ١

گسترده به طور که است کنترل سیستم طراحͬ در اساسͬ مسئله ΁ی پسخورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله
نخستین ٢ قطب جایابی یا EVA روش است. گرفته قرار مطالعه مورد محاسباتͬ و نظری زمینه دو هر در
٢٠٠٢ الͬ ١٩٨٢ سال های در ادامه در شد. معرفͬ رزاقͬ توسط تاخیری سیستم های برای ١٩٧٨ سال در بار
خواهیم آن به ادامه در که [١۶ ،١۵] ٣ بل و کرباسͬ پارامتری روش جمله از شدند، معرفͬ EVA روش ͷپن

1Partial Eigenvalue Assignment
2Pole Placment

3Bell

١٩



کنترل گر ها پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش ٢٠

مرتبه خطͬ سیستم های برای قبلͬ روش های به نسبت ساده تری ال·وریتم ۴ داتا ٢٠٠٢ سال در پرداخت.
به کار ۶ یافته(تکین) توسیع سیستم های برای را پارامتری EVA روش ۵ زنگ ٢٠٠٧ سال در کرد. ارائه دوم
نرم کاهش با LTI سیستم های برای [١۵] روش از بهبودی [١٧] هم΄ارش و عطائͬ ٢٠١١ سال در گرفت.
قزاوی آل‐ توسط EVA مساله حل برای ساده تری روش ٢٠١۵ سال در . کردند ارائه حالت پسخورد ماتریس
سیستم های برای را EVA روش ٨ کاکزورک ٢٠١٧ سال در شد. پیشنهاد بازگشتͬ روش های ΁کم با [١٨] ٧

پسخورد با EVA مساله [١٩] هم΄اران و ٩ سعید آل همچنین به کارگرفت، خطͬ یافته توسیع مرتبه کسری
با حل و نامقید بهینه سازی مساله ΁ی به فرمول بندی با زمان ‐گسسته LTI سیستم های برای را خروجͬ
زمان‐گسسته تاخیری سیستم های روی نیز را پیشنهادی روش و گرفتند کار به گرادیان‐مزدوج روش

کردند. اعمال
نظر در زیر به صورت را حالت فضای معادله ی ͬ پردازیم. م ریاضͬ زبان به مسئله دقیق بیان به قسمت این

ب·یرید،
ẋ(t) = (A+BK)x(t), x(٠) = x٠, (٢ . ١)

است. بسته مختلط ترکیب به نسبت S که ،S = {λ١, . . . , λn} و باشد B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n آن در که
.Ω(A+BK) = S کنیم که پیدا به گونه ای را K ∈ Rm×n باید ادامه برای

ویژه مقدار تخصیص مسئله برای جواب ی΄تایی و وجود ٢ . ١ . ٢
منظور، این برای ͬ کنیم. م بررسͬ ویژه مقدار تخصیص مسئله برای را جواب ی΄تایی و وجود بخش این در

است. مهم بسیار ویژگͬ دو این بررسͬ برای که ͬ پردازیم م کنترل پذیری مفهوم بیان به ابتدا
ماتریس از λ ویژه مقدار به نسبت (B,A) ماتریس زوج معادل به طور یا (٢ . ١) سیستم [١۵] .٢ . ١ . ١ قضیه

هرگاه، است، کنترل پذیر A
∀y ̸= ٠ =⇒ yTB ̸= ٠ که طوری به yTA = λyT (٢ . ٢)

طیف از {λ١, . . . , λp} زیر مجموعه به نسبت (B,A) ماتریس زوج یا (٢ . ١) سیستم [١۵] .٢ . ١ . ١ تعریف
کنترل پذیر j = ١, ٢, . . . , p ،λj ویژه مقدار هر به نسبت اگر است، کنترل پذیر جزئͬ به طور A ماتریس

باشد.
هر به نسبت هرگاه است، کنترل پذیر کاملا (B,A) ماتریس زوج یا (٢ . ١) سیستم [١۵] .٢ . ١ . ٢ تعریف

باشد. کنترل پذیر A ماتریس از ویژه مقدار
(EVAمسئله برای ی΄تایی و وجود ) [١۵] .٢ . ١ . ٢ قضیه

اگر است حل پذیر (B,A) ماتریس زوج برای ویژه مقدار تخصیص مسئله ،S دلخواه مجموعه هر برای
تک سیستم اگر تنها و اگر ی΄تاست مساله این جواب باشد. کنترل پذیر کامل به طور (B,A) زوج اگر تنها و
موجود جواب بی نهایت جواب، وجود صورت در ورودی، چند حالت در باشد). بردار ΁ی B) باشد ورودی

است.
4Datta
5Zhang
6Discriptor

7El-Ghezawi
8Kaczorek
9El-Sayed



٢١ (EVA) ویژه مقادیر تخصیص روش

تشابهͬ تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص ٢ . ١ . ٣
΁کم با که ͬ پردازیم م (B,A) زوج ١١ برداری همدم و اشلون١٠ استاندارد فرم های به بيان ابتدا بخش این در
ادامه در و ͬ آید م به دست ͬ دهد م تخصیص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالتͬ پسخورد ماتریس آن ها

ͬ دهیم. م تخصیص حلقه‐بسته سیستم به را مطلوب ویژه مقادیر متشابه، ماتریس های ΁کم با

اشلون استاندارد فرم
را (٢ . ١) سیستم حالت معادله است. شده تعريف Rn فضای بر که باشد تشابهͬ تبديل T که کنيد فرض
شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبديل ماتريس توسط سیستم حالت بردار ͬ کنيم م فرض ب·یرید، نظر در

یعنͬ،
x̂(t) = T−١x(t), (٢ . ٣)

داریم، (٢ . ١) حالت معادله در (٢ . ٣) رابطه جای·ذاری با
ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t), (۴ . ٢)

داریم، (۴ . ٢) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با حال
ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t), (۵ . ٢)

به کرد. مشخص کنترل پذیری ماتریس از استفاده با منحصر به فردی به صورت ͬ توان م را T تبديل ماتريس
قرار T تبدیل ماتریس ستون های را Q کنترل پذیری ماتریس خطͬ مستقل ستون n اولین که این ترتیب

ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت را اشلون استاندارد فرم این صورت در ͬ دهیم. م
T =

[
b١ b٢ · · · bm · · ·Aq−١b١ · · ·Aq−١br Aq−١br+١ · · ·Aq−١bm Aqb١ · · ·Aqbr

]
,

ماتریس تش΄یل با ͬ دهیم. م تش΄یل را است ستون n +m و سطر n دارای که ،[B,A] افزوده ماتریس
داشت: خواهیم [T−١B, T−١AT ]

T−١[B,AT ] = T−١[b١ b٢ · · · bm Ab١ · · ·Aqb١ · · ·Aqbr A
qbr+١ · · ·Aqbm Aq+١b١ · · ·Aq+١br]

= T−١[T,Aqbr+١ · · ·Aq+١br] = [I, T−١Aqbr+١ · · ·T−١Aq+١br] = [In×n, Vn×m].

استاندارد به فرم (B,A) زوج تبدیل برای ͬ بریم. م کار به را نظیر ستونͬ و سطری تشابهͬ تبدیلات اکنون
عمليات از استفاده با سپس ͬ دهیم. م تش΄یل را Q = [B,A, In] افزوده ماتريس ابتدا [In, Vn×m] اشلون
ستون n مرحله، هر در حاصل A ماتریس روی نظیر مقدماتͬ ستونͬ و Q ماتريس روی مقدماتͬ سطری

ͬ شود، م تبديل زير به صورت Q̂ افزوده ماتریس این صورت در ͬ کنیم. م تبدیل In به را Q ماتريس اول
Q̂ = [B̂, Â, T−١] = [In, Vn×m, T

−١],

هستند: زیر به صورت B̂ و Â ماتریس های که
10Standard Echelon Form 11Vector Companion Form



کنترل گر ها پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش ٢٢

Â =



om×m o · · · om×r ν
(١)
m×m

Im o · · · o ν
(٢)
m×m

om×m Im · · · o ν
(٣)
m×m... ... ... ... ...

o o · · · o ν
(q)
m×m

or×m or×m · · · Ir ν
(q+١)
r×m


, B̂ =



Im

om×m

om×m...
om×m

or×m


.

برداری همدم فرم
اکنون است. شده تعریف Rn فضای بر که ͬ گیریم م نظر در را S مانند تشابهͬ خطͬ تبديل ماتريس ΁ي
S−١ تبديل ماتريس توسط آورديم، در اشلون استاندارد به فرم را آن قبل بخش در که سیستم حالت بردار

ͬ شود، م تبدیل جدید فضای به
x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t), (۶ . ٢)

داريم، (۵ . ٢) معادله در فوق معادله جاي·ذاری با
˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t), (٢ . ٧)

داریم، (٢ . ٧) معادله در B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B و Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با
˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t). (٢ . ٨)

ی΄دی·ر معادل (٢ . ٨) و (٢ . ١) معادلات آن جایی که از است. (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج
است. ی΄سان نیز آن ها جواب هستند،

عددی به روش برداری همدم فرم آوردن به دست
مقدماتͬ سطری و Âماتريس روی مقدماتͬ ستونͬ عمليات از استفاده با باشد، منظم کرونکر ناورداهای اگر
آورد: به دست زیر به صورت را آن تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم ͬ توان م ،Q ماتریس کل روی آن نظیر

Ã =


G٠

· · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m

 , B̃ =


B٠

· · · · · ·
o(n−m)×m

 , (٢ . ٩)

نامنظم کرونکر ناورداهای اگر حال است. مثلثͬ بالا m×m ماتریس ΁ی B٠ و m×n ماتریس ΁ی G٠ که
،(٢ . ١) معادله براي ͬ شوند. م پخش اصلͬ قطر پایین در ،Ã ماتریس از In−m ستون های از برخͬ باشند،
کنترل قانون ،(٢ . ٨) معادله برای مشابه به طور و ͬ کنیم م تعریف U(t) = Kx(t) به صورت را کنترل قانون
به فرم شده تبدیل سیستم معادله حالت پسخورد ماتریس K̃ که ͬ شود م تعریف U(t) = K̃x̃(t) به صورت

داشت، خواهیم x̃(t) به جای S−١T−١x(t) جای·ذاری با است. برداری همدم
U(t) = K̃S−١T−١x(t), (٢ . ١٠)



٢٣ (EVA) ویژه مقادیر تخصیص روش

را K̃ ͬ که صورت در ͬ نامیم. م (B,A) زوج اوليه پسخورد ماتريس را آن که K = K̃S−١T−١ کنید، فرض
زیرا است، صفر Γ̃p = Ã+ B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر نماییم، تعریف −B−١٠ G٠ به صورت

Γ̃p =


G٠

· · · · · · · · ·
I o


n×n

+


B٠

· · · · · ·
o


n×m

(−B٠)−١G٠

=


om×n

· · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m


n×n

= Γ̃٠. (٢ . ١١)

نیز Γ = A + BK حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر تمامͬ ،Γ̃٠ با Γ بودن مشابه به دليل .٢ . ١ . ١ نتیجه
صفرند.

به صورت قطری ماتریس ΁ی D کنید فرض [١۵] .٢ . ١ . ٣ قضیه

D =


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · ·

...
٠ ٠ · · · Dk

 , (٢ . ١٢)

به صورت، αj + iβj مختلط مزدوج ویژه مقادیر به ازای Dj هر که باشد

Dj =

 αj βj

−βj αj

 ,
مزدوج ویژه مقادیر با D قطری ماتریس چنین اگر باشد. Dj = [dj ] به صورت حقیقͬ ویژه مقادیر به ازای و

است. مطلوب ویژه مقادیر حاصل، ویژه مقادیر آنگاه شود. اضافه Γ̃٠ حلقه‐بسته ماتریس به مختلط
(B̃, Ã) زوج برای λi مطلوب ویژه مقادیر تخصیص برای را حالت پسخورد ماتریس اگر .۴ . ٢ . ١ قضیه

به صورت
K̃ = F̃ +B−١٠ Gλ = B−١٠ (−G٠ +Gλ), (٢ . ١٣)

است. λi تعیین شده ازپیش مجموعه Ã+ B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر آن گاه کنیم، تعریف
برهان.

Γ̃ = Ã+ B̃K̃ =

 G٠
In−m O(n−m)×m

+

 B٠
O(n−m)×m

 [B−١
o (−G٠ +Gλ)]

=

 Gλ

In−m O(n−m)×m

 .



کنترل گر ها پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش ٢۴

را ویژه مقادیر تشابهͬ عملیات و است متشابه H̃ ماتریس با H̃λ ماتریس چون حال .Γ̃ = H̃λ به وضوح
ویژه مقادیر بنابراین است. برابر H̃ ماتریس ویژه مقادیر با H̃λ ماتریس ویژه مقادیر پس ͬ دهد، نم تغییر
است λi, i = ١, . . . , n تعیین شده ازپیش مجموعه ،Γ = A+BK یا Γ̃ = Ã+ B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس

.K = K̃S−١T−١ که

(PEVA) جزيی ویژه مقدار تخصیص روش ٢ . ٢
جواب ی΄تایی و وجود ،٢ . ١ . ٢ قضیه مشابه سپس ͬ کنیم، م بیان را روش از تاریخچه ای ابتدا بخش این در

ͬ کنیم. م بیان تشابهͬ تبدیلات پایه بر را روش و کرده بررسͬ جزيی ویژه مقدار تخصیص مسئله برای را

تاریخچه ٢ . ٢ . ١
حالت، پسخورد ماتریس با خطͬ سیستم حلقه ‐باز ماتریس طیف از بخش ΁ی داشتن نگه ثابت مسئله
بسیاری در ͬ شود. م نامیده PEVA مسئله پایدار، طیف با آن کردن جای·زین و طیف باقیمانده کردن خارج
کامپیوتری، شب΄ه های نیرو، خطوط برق، شب΄ه های پراکنده، و بزرگ سازه های مانند، عملͬ برنامه های از
مرسوم عددی روش های که ͬ شود م فراوانͬ مش΄لات و اسپارس و بزرگ ماتریس های ایجاد باعث . . .
که ͬ رود م به کار سیستم هایی برای مسئله این اصل ͬ کنند. نم عمل به خوبی ویژه، مقدار تخصیص برای
همین تنها که ،(A (ماتریس حلقه‐باز ماتریس طیف ویژه مقادیر از تعدادی و نیستند پایدار کامل به طور
حل برای ال·وریتمͬ محققان، از بسیاری ندارند. قرار پایداری ناحیه در دارند، تخصیص به نیاز مقادیر
مطرح ١٢ داتا و سعد توسط بار نخستین ،PEVA مسئله کرده اند. طراحͬ جزئͬ ویژه مقدار تخصیص مسئله
پرداخته  AX − XH = GC سیلوستر معادله حل به ابتدا پیشنهادی، روش این در .[٢٠] شده است
شده است. ساخته ١٣ آرنولدی ال·وریتم از استفاده با که است هسنبرگͬ بالا ماتریس ΁ی ،H) ͬ شود. م
و G = (٠, ٠, . . . , ٠, b) به صورت خاص ماتریس ΁ی G ماتریس است. {µ١, µ٢, . . . , µp} برابر H طیف
به دست ͬ کند، م صدق V HAV = H در که v نرمال ماتریس توسط که است نرمال شده ماتریس ΁ی X
ͬ کنیم. م محاسبه را است em = (٠, ٠, . . . , ٠, ١) که f = Xem حالت پسخورد بردار روش، این با ͬ آید.) م
پیشنهادی، روش های از ی΄ͬ است. {µ١, µ٢, . . . , µp} شامل ،A − bfT ویژه مقادیر طیف حالت این در
استفاده با دی·ر روش یا [٢١] آرنولدی ال·وریتم از استفاده با نرمال کردن مفهوم اساس بر عمده به طور
تعریف با آن در که دادند ارائه را ال·وریتمͬ [٢٣] هم΄ارش و ١۴ رامادان است. [٢٢]QR جزئͬ تجزیه از
پسخورد بردار ،β پارامتر محاسبه و ({λi}ki=١ به وابسته چپ ویژه های بردار ماتریس Y H١ ) fT = βY H١ A

ادامه در ͬ دهد. م اختصاص سیستم به را موردنظر ویژه مقادیر که آورد به دست به صورتͬ ͬ توان م را حالت
روش هم΄ارش و [٢۴] زنگ ٢٠١۴ سال در ادامه در است. حقیقͬ حالت پسخورد بردار که دادند نشان نیز
بالا مراتب سیستم های برای را روش [٢۵] در و کردند ارائه بالا مراتب سیستم های برای PEVA از جدیدی

نمایید. مشاهده [٢٨]‐[٢۶] ͽمراج در را اخیر شده ارائه روش های اند. داده گسترش زمانͬ تاخیر با

12Saad and Datta
13Arnoldi’s Algorithm

14Ramadan



٢۵ (PEVA) جزيی ویژه مقدار تخصیص روش

جزئͬ ویژه مقدار تخصیص مسئله برای جواب ی΄تایی و وجود ٢ . ٢ . ٢
[٢٩](PEVA مسئله برای ی΄تایی و وجود ) .٢ . ٢ . ١ قضیه

از {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه مقادیر شامل که Λ = diag{λ١, λ٢, . . . , λp;λp+١, . . . , λn} قطری ماتریس
{λp+١, . . . , λn} و {λ١, λ٢, . . . , λp}مجموعه های که به طوری ب·یرید، نظر در را Aاست ∈ Cn×n ماتریس
باقͬ و یابد تغییر {µ١, µ٢, . . . , µp} به {λ١, λ٢, . . . , λp} مقادیر که کنید فرض هستند. گسسته هم از
هر ازای به PEVA مسئله نتیجه در بماند. ثابت {λp+١, . . . , λn} مقادیر یعنͬ A ماتریس ویژه مقادیر
(B,A) زوج اگر تنها و اگر است جواب دارای (B,A) زوج برای {µ١, µ٢, . . . , µp} ویژه مقدار انتخاب
تنها و اگر است، منحصربه فرد جواب باشد. کنترل پذیر {λ١, λ٢, . . . , λp} مجموعه به نسبت جزئͬ به طور
زمانͬ ورودی ها، تک و ورودی چند حالت در باشد. کنترل پذیر کاملا ورودی تک سیستم ΁ی سیستم، اگر

دارد. وجود جواب بی نهایت جواب، وجود صورت در نباشد، کنترل پذیر کاملا سیستم که

تشابهͬ تبدیلات از استفاده با جزئͬ ویژه مقادیر تخصیص ٢ . ٢ . ٣
مسئله ابتدا سیستم، ناپایدار ویژه مقادیر به وابسته چپ سمت ویژه بردار های از استفاده با بخش این در
سیستم در تشابهͬ تبدیلات ب΄اربردن با سپس و ͬ کنیم م تبدیل ویژه مقدار تخصیص مسئله ΁ی به را
حلقه‐بسته سیستم به را مطلوب ویژه مقادیر که ͬ آوریم م به دست را حالتͬ پسخورد ماتریس خطͬ، کنترل

دهد. اختصاص
که ͬ کنیم م فرض ب·یرید، نظر در را (٢ . ١) LTI سیستم در Bn×m ماتریس و An×n ماتریس

{λ١, λ٢, . . . , λp} که به طوری است، A حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر {λ١, λ٢, . . . , λp;λp+١, . . . , λn}
هستند. گسسته هم از {λp+١, . . . , . . . , λn} و

مقادیر باشد. ( A (ماتریس حلقه‐باز ماتریس ناپایدار ویژه مقادیر {λ١, λ٢, . . . , λp} ͬ کنیم م فرض
m ⩽ p که ͬ گیریم م نظر در را هستند بسته مختلط ترکیب تحت که S = {µ١, µ٢, . . . , µp} دلخواه ویژه
بردار ها این هستیم. A ماتریس چپ سمت ویژه بردارهای آوردن به دست نیازمند شروع، برای است.
چپ سمت ویژه بردارهای {y١, y٢, . . . , yp} ، که ͬ دهیم م نمایش Y = (y١, y٢, . . . , yn) به  صورت، را

ͬ دهیم، م نمایش زیر به صورت را آن که است {λ١, λ٢, . . . , λp} ویژه مقادیر با متناظر ،A ماتریس

Y١ = (y١, y٢, . . . , yp) =


y١١ y١٢ . . . y١p
y٢١ y٢٢ . . . y٢p... ...
yn١ yn٢ . . . ynp

 . (١۴ . ٢)

نظر در را Y١HB و Λ١ = diag{λ١, λ٢, . . . , λp} ماتریس های و ͬ آوریم م به دست را Y١H ماتریس ادامه در
ماتریس ویژه مقادیر به طوری که، Kاست حالت پسخورد ماتریس یافتن سیستم، کنترل از هدف ͬ گیریم، م
از استفاده با نخست باشند. S = {µ١, µ٢, . . . , µp} شده تعیین مجموعه در Λ١ + Y١HBK حلقه‐بسته
(Y١HB,Λ١) زوج برداری همدم و اشلون استاندارد فرم های ،٢ . ١ . ٣ بخش در شده بیان تشابهͬ تبدیلات

ͬ آوریم، م به دست را

Ỹ١HB =

(Y١HB)٠m×m

O

 , Λ̃١ =

 G٠(m×p)

Ip−m O(p−m)×m

 . (١۵ . ٢)



کنترل گر ها پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش ٢۶

ماتریس ویژه مقادیر که به گونه ای نموده محاسبه را F̃p = −((Y١HB)٠)
−١
G٠ اولیه پسخورد ماتریس

حلقه‐بسته ماتریس سپس هستند. صفر هم·ͬ ،Λ̃١ + (Ỹ١HB)F̃p حلقه‐بسته

Γ̃٠ = Λ̃١ + (Ỹ١HB)F̃p =

 G٠(m×n)

In−m O(n−m)×m

 .
و داده تش΄یل D = diag{µ١, µ٢, . . . , µp} به صورت را D قطری ماتریس اکنون ͬ کنیم. م محاسبه را
{µ١, µ٢, . . . , µp} مجموعه Aµ ماتریس ویژه مقادیر وضوح به ͬ نامیم. م Aµ را آن و ͬ کنیم م ͽجم Γ̃٠ با

انجام با ͬ دهیم. م انجام Aµ ماتریس روی بر را
c(j) = c(j)− µc(i)

r(i) = r(i) + µc(j)
تشابهͬ عملیات اکنون است.

ͬ شود، م تبدیل زیر به صورت Ãµ برداری همدم فرم به Aµ عملیات این

Ãµ =

 Gµ(m×p)

Ip−m O(p−m)×m

 . (١۶ . ٢)

مجموعه نیز Ãµ ویژه مقادیر یعنͬ است. ی΄سان نیز آن ها ویژه مقادیر مشابه اند، Aµ و Ãµ که آن جایی از
ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت را K̃ حالت پسخورد ماتریس ادامه در است. {µ١, µ٢, . . . , µp}

K̃ = ((Y١HB)٠)
−١
(−G٠ +Gµ) = −((Y١HB)٠)

−١
G٠ + ((Y١HB)٠)

−١
Gµ = F̃p + K̃µ (٢ . ١٧)

ͬ کنیم م تعریف است، {µ١, µ٢, . . . , µp} طیف ،Γ̃µ = Λ̃١ + ˜(Y١HB)K̃ ماتریس ویژه مقادیر وضوح به
ویژه مقادیر لذا، آوردیم. به دست برداری همدم فرم از که است تبدیلͬ ماتریس T−١ که K = K̃T−١

پسخورد ماتریس انتها، در است. {µ١, µ٢, . . . , µp} طیف نیز Γ = Λ١ + Y١HBK حلقه‐بسته ماتریس
ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت را جزئͬ ویژه مقدار تخصیص مسئله حالت

F = K × Y١H . (٢ . ١٨)
است، زیر طیف برابر ،A+BF حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر F ماتریس تعریف با

Ω(A+BF ) = {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λn}.

ال·وریتم
است. کنترل قابل {λ١, λ٢, . . . , λp} ویژه مقادیر به نسبت جزئͬ به صورت (B,A) زوج فرضیات:

A ماتریس Y١ چپ سمت ویژه بردارهای و {µ١, µ٢, . . . , µp} مجموعه و A,B ماتریس های ورودی ها:
.{λ١, λ٢, . . . , λp} ویژه مقادیر با متناظر

.Ω(A+BF ) = {µ١, µ٢, . . . , µp, λp+١, . . . , λn} به طوری که F حالت پسخورد ماتریس خروجͬ:
.(١۵ . ٢) رابطه ی طبق Y١HB و Λ١ = diag{λ١, λ٢, . . . , λp} ماتریس های محاسبه اول: گام

حلقه‐ ماتریس ویژه مقادیر که به طوری EVA روش ΁کم با ،K پسخورد ماتریس آوردن به دست دوم: گام
باشد. {µ١, µ٢, . . . , µp} طیف برابر Λ١ + Y١HBK بسته

.F = K × Y١H ماتریس محاسبه سوم: گام
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حالت پسخورد ماتریس پارامتری سازی ٢ . ٣
سیستم های برای ͬ رود م انتظار بنابراین است، آزاد پارامترهای به وابسته عموما و ی΄تانیست پسخورد ماتریس
توجه مورد کنترل گر ها پارامتر سازی و نرم کمینه سازی آورد. به دست مختلفͬ ماتریس های بتوان کنترلͬ
رفتارهم·رایی و سیستم عمل΄رد بهبود برای است. گرفته قرار [٣٨]‐[٣٣] جمله از محققین از بسیاری
مختلفͬ روش های باشد. مم΄ن مقدار حداقل پسخورد ماتریس نرم است نیاز وحالت ورودی بردارهای

.[٣١ ،٣۵ ،٣٣ ،١٧] است شده ارائه پسخورد ماتریس یافتن برای

خطͬ پارامتری سازی با پسخورد ماتریس نرم سازی کمینه ٢ . ٣ . ١
متناظر گراف آن، با متناظر ماتریس و گراف به مربوط تعریف و گراف نظریه از استفاده با ابتدا بخش این در
حالت پسخورد ماتریس آوردن به دست برای گراف نظریه از سپس و داده شرح را A + BFp ماتریس با
حالت پسخورد ماتریس نرم تا ͬ کنیم م تلاش انتها در ͬ کنیم. م استفاده PEVA مسئله در خطͬ پارامتری

برسانیم. مقدار حداقل به ویژه مقدار تخصیص مسئله برای را

گراف و ماتریس
که شده است تش΄یل یال نام به دی·ری مجموعه و رئوس نام به غیر تهͬ مجموعه از گراف .٢ . ٣ . ١ تعریف
گراف ͬ نامند. م یال انتهای را دی·ری و یال ابتدای را رئوس این از ی΄ͬ ͬ شود. م مشخص رأس دو با یال هر

ͬ دهیم. م نمایش ei نماد با را رئوس و g حرف با را

نشان Li با را آن و ͬ نامند م مسیر طول را گراف در مسیر ΁ی دهنده تش΄یل یال های تعداد .٢ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ دهیم. م

مسیر هایی است. صفر انضمام Rnبه استاندارد پایه  های داریم، سرو کار آن با ادامه در که گرافͬ در رئوس
داشته وجود صفر به ei از مسیری اگر برسند. صفر به آنها انتهای که بود خواهند ما توجه مورد گراف این از

است. مرتبط صفر با ei آن گاه باشد،
داشته وجود ej به ei از یالͬ اگر طوری که، به دارد وجود G ،n×n ماتریس ،g رأسͬ n گراف هر برای
iام سطر درایه ،Gij (که شد. خواهد Gij = ٠ نداشته باشد، وجود یالͬ ej به ei از اگر و Gij = ١ باشد،
درایه های با ،n × n ماتریس ΁ی داشتن با ͬ توان م مشابه به طور است.) G ،n × n ماتریس jام ستون و
رسم ej به ei رأس از یالͬ ،Gij = ١ درایه ازای به که به طوری نمود. متناظر رأسͬ n گرافͬ ،΁ی و صفر

ندارد. وجود یالͬ ej به ei رأس از یعنͬ ،Gij = ٠ برای و نمود

A+BFp ماتریس به مربوط گراف
در شده بیان تشابهͬ تبدیلات روش از استفاده با ب·یرید. نظر در (٢ . ١) خطͬ سیستم در را (B,A) زوج
پیش که گونه همان ͬ آوریم. م به دست زوج این برداری همدم فرم از را Fp پسخورد ماتریس ،٢ . ١ . ٣ بخش
گرافͬ ͬ توان م نتیجه در است. ΁ی یا صفر ،A+BFp حلقه‐بسته ماتریس درایه های داده ایم، نشان این از
تش΄یل صفر بردار انضمام به Rn استاندارد پایه بردارهای را آن رئوس که طوری به نمود متناظر آن برای
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حالت دو سپس ͬ گیریم. م نظر در را e١, e٢, . . . , em ورودی mرأس ابتدا، که ترتیب این به .[٣٠] ͬ دهند م
ͬ آید: م به وجود زیر

. (A+BFp)ei = ej هرگاه ͬ شود، م گرفته نظر در یالͬ ej رأس به ei رأس از . ١
. (A+BFp)ei = ٠ اگر وتنها اگر  ͬ کنیم م فرض رأسͬ صفر و ei رأس بین . ٢

رأس به مسیری آن، متناظر g گراف غیر صفر رأس هر از است، توان پوچ A+BFp ماتریس که آن جایی از
گذشته، مطالب طبق نتیجه در ندارد. وجود دوری و حلقه هیچ g گراف در علاوه براین، دارد. وجود صفر

گفت: ͬ توان م و ͬ گیریم م نظر در صفر رأس با ei رأس فاصله ماکسیمم را Li

. ١ ⩽ Li ⩽ n که است صحیحͬ عدد Li هر . ١
. ϑ = max{L١, L٢, . . . , Lm} از، است عبارت A+BFp ماتریس توانͬ پوچ اندیس . ٢

ͬ شود. نم منتهͬ یالͬ e١, e٢, . . . , em رئوس از ΁ی هیچ به ،g گراف در . ٣
max{L١, L٢, . . . , Lm} = max{L١, L٢, . . . , Lm, Lm+١, . . . , Ln}.

خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس
Γ̃٠ = Λ̃١ + حلقه‐بسته ماتریس حالت، پسخورد ماتریس در خطͬ پارامترهای جای·اه تعیین برای
آن جایی از شد، بیان قبل بخش در که گونه همان ͬ دهیم. م تش΄یل برداری همدم فضای در را ˜(Y١HB)F̃p

ͬ نماییم. م رسم را ماتریس این با متناظر گراف است، ΁ی و صفر ماتریس این درایه های که
ماتریسͬ ماتریس، این و هستند صفر هم·ͬ Γ̃٠ ماتریس اصلͬ قطر روی درایه های که این به توجه با
ام΄ان یال روی از برگشت و نیست دوری و حلقه هیچ شامل ماتریس این با متناظر گراف است، مثلثͬ
مسیر طول بزرگ ترین ،Γ̃٠ توانͬ پوچ اندیس و دارد وجود صفر رأس به مسیری صفر، غیر رأس هر از ندارد.

است. صفر رأس تا ورودی رأس ΁ی از
یال هایی پارامتر ها، یافتن برای سپس ب·یرید. نظر در را صفر درایه های با Gα ،m× p ماتریس اکنون

که: به طوری ͬ کنیم، م رسم دی·ر رأس های به رأس هر از

باشد. دی·ر گره های یا ورودی یال آن انتهای و باشد گراف ورودی m از ی΄ͬ یال، هر ابتدای . ١
ننمایند. دور ایجاد گراف در که کنیم رسم به گونه ای را یال ها . ٢

گیرند. قرار هم روی نباید یال ها . ٣
آن گاه گردد وصل دی·ر رئوس به یالͬ است، m مساوی یا کوچ΁ تر آن ها اندیس که رئوسͬ از اگر . ۴

است. خطͬ پارامتر های بیانگر اضافͬ یال های این

ͬ دهیم. م قرار gij پارامتر را Gα ماتریس (i, j) درایه کنیم، اضافͬ یالͬ ej رأس به ei رأس از که هنگامͬ
منحصربه فرد ماتریس این که است ͹واض و شده تعیین Gα ماتریس مؤثر پارامتر های ترتیب این به

نیست.
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کرونکر ناورد های اگر ،A+BFp حلقه‐بسته ماتریس با متناظر گراف آوردن به دست برای .٢ . ٣ . ١ ملاحظه
کرد: استفاده زیر رابطهͬ از ͬ توان م باشد ، Γ̃٠eiمنظم = ei+m, i+m ⩽ p,

Γ̃٠ei = ٠, i+m > p.
(٢ . ١٩)

حلقه‐بسته ماتریس به را {µ١, µ٢, . . . , µp} ویژه مقادیر که خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس
است: زیر به صورت ͬ دهد، م اختصاص Λ١ + Y١HBK

K = Fp +Kµ +Kα

= −(Y١HB)٠
−١
G٠ + (Y١HB)٠

−١
Gµ + (Y١HB)٠

−١
Gα

= (Y١HB)٠
−١
(−G٠ +Gµ +Gα).

(٢ . ٢٠)

خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس آمد، به دست (٢ . ٢٠) معادله در که K ازماتریس استفاده با انتها در
ͬ کنیم. م تعریف F = KY١H به صورت را PEVA مسئله

که است ͹واض شود. کمینه آن نرم که به گونه ای است F حالت پسخورد ماتریس یافتن هدف ادامه در
بنابراین دارد، مستقیم Kرابطه خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس با ،F جزئͬ حالت پسخورد ماتریس
نمود. استفاده K ماتریس نرم کردن کمینه از ͬ توان م ،F حالت پسخورد ماتریس نرم کردن کمینه برای
هزینه و زمان نظر از کار این باشد، F ماتریس از کوچ΁ تر بسیار ͬ تواند م K ماتریس اندازه که آن جایی از
نرم که بهطوری است، K حالت پسخورد ماتریس پارامتر های یافتن هدف نتیجه در است. به صرفه تر بسیار

شود. مم΄ن مقدار جداقل آن

PEVA مسئله در حالت پسخورد کنترل گر کردن کمینه برای ال·وریتمͬ
نرم که به طوری (Y١HB)٠

−١
(−G٠ +Gµ +Gα)T

−١ حالت پسخورد ماتریس یافتن هدف قسمت این در
زیر، عبارت کردن کمینه یعنͬ باشد. خود مقدار حداقل آن

∥K∥F = trac[KKT ]. (٢ . ٢١)
است: زیر معادله از استفاده ماتریسͬ چنین آوردن به دست برای راه ΁ی
∂∥K∥٢
∂αi

= ٠, (i = ١, ٢, · · · , r) (٢ . ٢٢)

Gα ماتریس به متعلق که هستند حالت پسخورد ماتریس خطͬ پارامتر های نشان دهنده αiها آن در که
با که آن جایی از است. مجهول r دارای که ͬ آید م به دست خطͬ معادله r از مجموعه ای اکنون است.
ادامه در خواهد بود. دشوار بسیار پارامتر هر بر حسب ∥K∥ جزئͬ مشتقات آوردن به دست پارامتر ها، افزایش
مقادیر از مطلوب مجموعه ای آن در که ͬ کند م بیان K حالت پسخورد ماتریس کمینه سازی برای روشͬ
شامل که ،Gα ماتریس زیر .[٣١] ͬ شود م داده اختصاص حلقه‐بسته ماتریس به شد، ذکر این از پیش که
ͬ نامیم م H را ماتریس زیر این ب·یرید. نظر در را است ،(gij پارامتر های یعنͬ )،Gα صفر غیر مؤلفه های
حاصل ضرب در به وضوح، دارد. قرار rام ستون و sام سطر در که ͬ دهیم نشان م hsr با را آن عناصر و
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تولید ناصفر پارامتر های ،T−١ ماتریس از r سطر و (Y١HB)٠
−١ ماتریس از s ستون ،(Y١HB)٠

−١
GαT

−١

ستون های ͬ شوند. م ͽجم است، (Y١HB)٠
−١
(−G٠ +Gµ)T

−١ برابر که Kp متناظر عناصر با که ͬ کنند م
سازگار hsr ستون های با که را T−١ سطر های و V ماتریس در سازگارند hsr سطر های با که را (Y١HB)٠

−١

است از، عبارت  مؤثر پارامتری خطͬ حالت پسخورد ماتریس بنابر این ͬ دهیم. م Wقرار ماتریس در را هستند
K = Kp + V HW = kpij + vishsrwrj , (٢ . ٢٣)

است، زیر به صورت K فروبنیوس نرم که
∥K∥٢ =

m∑
i=١

n∑
j=١

kij
٢ =

m∑
i=١

n∑
j=١

(kpij + vishsrwrj)
٢, (٢۴ . ٢)

Kنسبت نرم از مشتق گیری باشد. برقرار r ⩽ n و s ⩽ m هر برای ،(٢ . ٢٢) معادله باید کردن کمینه برای
است: زیر به صورت hsr پارامتر های از ΁ی هر به

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

vsi(kpij + vishsrwrj)wjr = ٠,

یا
٢

m∑
i=١

n∑
j=١

vsikpijwjr + vsivishsrwrjwjr = ٠, (٢۵ . ٢)

و است s × s وارون پذیر ماتریس ΁ی که ͬ دهیم م نشان V TV با را ∑m
i=١ vsivis ماتریس، نماد گذاری در

و است r × r وارون پذیر ماتریس ΁ی که ͬ دهیم م نمایش WW T با را ∑n
j=١ wrjwjr ͬ نامند. م P را آن

از آمده به دست مستقل بردار های به ترتیب ،W سطر های و V ستون های (زیرا ͬ دهیم م نمایش Q با را آن
ͬ کنیم م باز نویسͬ را (٢ . ٢٣) معادله اکنون هستند.( T−١ و (Y١HB)٠

−١ ماتریس های
(٢۶ . ٢)

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

(vis)
TKp(wrj)

T + (vis)
T visHwrj(wrj)

T = ٢
m∑
i=١

n∑
j=١

(vis)
TKp(wrj)

T + PHQ = ٠.

ͬ دهیم م قرار
C = V tKpW

t, (٢ . ٢٧)
داریم: (٢۶ . ٢) معادله در (٢ . ٢٧) جای·ذاری با

C + PHQ = ٠ −→ H = −P−١CQ−١. (٢ . ٢٨)
هستند: زیر به صورت ،B و A آن در که نظرب·یرید در را (٢ . ١) سیستم .٢ . ٣ . ١ مثال

A =



٠ ١ ٠ ٣ ٧ ٠ ١٠
٧ ۵ ٠ ١ ٧ ٩ ٢
٩ ٣ ١٧ ٣ ١١ ٢ ۴
٨ ٠ ١ ٠ ٣ ٠ ١
٧ ١٣ ١ ٣ ٢ ١۶ ٠
١ ٧ ٠ ٣ ٩ ٠ ۴

١٩ ٣ ٠ ٢ ٠ ١١ ١


, B =



٠ ١
٩ ٧
٢ ۵
٣ ٧
٠ ٧
٣ ١
٨ ۵


.
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طیف{٧−,٢−,٩−} به Y١HBK١+Λ١را حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر K١که حالت پسخورد ماتریس
به را A+BF١ ماتریس ویژه مقادیر که F١ جزئͬ تخصیص حالت پسخورد ماتریس و

{−١٨−,٧−,٢−,٩/۶٧٢۵,−۶/٠/٨−,١١٢٢٨۴٣/٩−,٨٧۶٠۶}
هستند: زیر به صورت ͬ برد م

K١ =

−۵/٢٩٨۶ −۶/٠٢٩٢ −٢۵/٩١١٨
−٢/٣٧٠۶ ۵/١١٠٨ ١٠/٨٨۶۶

 ,

F١ =

−١٩/۵٠٠۴ ٨/۶١٢٨ ٣/١٩٩٣ −۴/۵٠۵٠ ١/٣٨٠٧ ٠/٧٨٨٠ −١۵/٨٨٣٨
۶/۶١٣١ −۴/۵٠۶٧ −٣/١٨٣۶ ١/٣٢۴٨ −٢/١٠١۵ −١/٣٠٩٩ ۵/٨۶٠٣

 ,
حالت پسخورد ماتریس آوردن به دست برای .∥K١∥F = ٢٩/٧۶٧۶, ∥F١∥F = ٢٩/١١۵٨ نرم های با
گراف ماتریس و سیستم انتقال حالت گراف باشد، مهم زمانͬ بهینه شرط که حالتͬ در خطͬ، پارامتری

ͬ آید: م به دست زیر به صورت Gα متناظر
e١ e٣

e٢ o

Gα =

٠ g١٢ ٠
٠ ٠ ٠

 .
ماتریس دوم سطر و V ماتریس در را (Y١HB)٠

−١ ماتریس اول ستون Gα ماتریس پارامتر محاسبه برای
داریم: و ͬ دهیم م قرار W ماتریس در را T−١

P = V TV =
[
١
]
, Q =WW T =

[
١/٠۶٩۶

]
,

و
C = V TK١W T =

[
٢٧/٠١٢٠

]
, H = −P−١CQ−١ =

[
−٢۵/٢۵٣۶

]
.

ͬ آیند: م دست به زیر به صورت F٢ و K٢ ،Gα ماتریس های نتیجه در

Gα =

٠ −٢۵/٢۵٣۶ ٠
٠ ٠ ٠

 ,
K٢ = (Y١HB)٠

−١
(−G٠ +Gµ +Gα)T

−١ =

−٧/٢١٩٧ ٠/٩۵٢۴ −٠/٨١٧۶
−٢/٣٧٠۶ ۵/١١٠٨ ١٠/٨٨۶۶

 ,
F٢ =

[
−٣/٧۵۵٣ −٢/٣۵٧١ −٠/٩٧۵٧ −١/٣٣٣٣ −٢/٨۶٧٠ −٢/٨٨٩٩ −٢/٣٠٩۴
۶/۶١٢٩ −۴/۵٠٧١ −٣/١٨٣۶ ١/٣٢۴٣ −٢/١٠٢٣ −١/٣١٠۴ ۵/٨۶٠٧

]
,

.∥K٢∥F = ١٢/٣٢٨٨, ∥F٢∥F = ١٠/٩۵۶٣ نرم های با
نباشد، توجه مورد زمانͬ بهینه که حالتͬ در
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e١ e٣

e٢ o

Gα =

 ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣

 ,
ماتریس در را T−١ ماتریس سوم و اول سطر و V ماتریس در را (Y١HB)٠

−١ ماتریس دوم ستون اکنون،
داریم: و ͬ دهیم م قرار W

P = V TV =
[
٢/۴٨١٠

]
, Q =WW T =

٠/١٨۶۶ ٠/٠١٨۵
٠/٠١٨۵ ٠/٠٠٢٠

 ,
و

C = V TK١W T =
[
١٧/۴٣١٧ ١/٨٩۵٢

]
H = −P−١CQ−١ =

[
۶٫٢۵٧۶ −۴٢٫٣۵۵٨

]
,

ͬ شود: م حاصل زیر به صورت F٣ و K٣ ،Gα ماتریس های نتیجه در

Gα =

 ٠ ٠ ٠
۶/٢۵٧۶ ٠ −۴٢/٣۵۵٨


نتیجه، در

K٣ =

−٣/۴٢٣٢ −۶/١۶٠۶ −۵/١٣٢٢
−٣/٩١١۶ ۵/٢١٨٧ −۶/١٨٨۴

 ,
F٣ =

[
−۶/٢٨٢٢ −١/۵٨٨١ ٣/۵٩٢٩ −١/٩٠١٠ −١/٨٠٢٩ −٣/۵١٣٣ −۴/٨٢١۶
−۴/٢۴٨۵ ٣/٨٧۵۶ −٣/۵٠٧٠ −٠/٨١۴٩ ٠/۵١۴۵ ٢/٢٢۴۶ −٣/٢٢٩٨

]
,

.∥K٣∥F = ٩/۵٧٣٠, ∥F٣∥F = ١٠/١٨٢٧ نرم های با
در سیستم ͺپاس همچنین است. شده آورده ٣ . ٢ جدول در پسخورد ماتریس نرم های بین مقایسه
بردار با (٧۶ . ٣) سیستم که ͬ شود م مشاهده موجود ش΄ل از شده اند. داده نشان ٣ . ١٩ و ٣ . ١٨ ش΄ل های

است. پایدار مجانبی به طور x٠ = [−٣, ٢]T اولیه

حالت پسخورد ماتریس غیر خطͬ پارامتری سازی ٢ . ٣ . ٢
از بسیاری موضوع ویژه مقدار تخصیص مسئله از استفاده با حالت پسخورد کنترل گرهای پارامتر سازی
دستگاه برای پارامتری ویژه مقدار تخصیص مختلف روش های است. بوده اخیر دهه های در تحقیقات
سازی پارامتری برای جدید روش ΁ی [٣٢] در طهرانͬ و کرباسͬ شده است. بیان مقالات در چندورودی
بردارهای پایه بر ساده ال·وریتم از استفاده با که دادند نشان آن ها کرده اند.، معرفͬ حالت پسخورد کنترل گر
پارامتری کنترل گرهای از گروه ΁ی کرونکر، ثابت های ͬ های ویژگ و مقدماتͬ عمل·ر های از آمده به دست
حالت تبدیل گراف از استفاده با ͬ توان م را پارامتر ها موقعیت کرد. تولید ͬ توان م را خطͬ پارامتر های با
به دست برای کلͬ چارچوب ΁ی طهرانͬ، و کرباسͬ روش بسط با مبحث این در .[٣٠] آورد دست به
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٣ . ۶ . ٣ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار مقایسه :٢ . ١ ش΄ل
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ماتریس این که ͬ دهیم م نشان ͬ سازیم. م غیر خطͬ پارامترهای از استفاده با پارامتری کنترل گرهای آوردن
مجموعه زیر ΁ی خطͬ، پارامترهای با کنترل گرها از مجموعه ای و است غیرخطͬ طبیعͬ حالت در کنترل گر
غیرخطͬ معادلات دستگاه که است آن توجه قابل نتیجه ΁ی هستند. عمومͬ شده پارامتری حالت این از
مقادیر از دلخواه مجموعه ΁ی و دلخواه دستگاه از (B,A) ماتریس جفت برای ویژه، مقدار تخصیص برای
تعریف کرونکر ثابت  از آن در که ͬ شود م تعیین دستگاه ساختاری ͬ های ویژگ از استفاده با ی΄تا، ش΄ل به ویژه

کردیم. [١۵]استفاده ͽمرج در شده
ب·یرید، نظر در زیر خطͬ دستگاه حالت معادله در را (B,A) زوج
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

ͬ آوریم، م به دست ٢ . ١ . ٣ بخش طبق را (B,A) زوج برداری همدم فرم
[B,A, In]

T−١
−−→ [B̃, Ã, T−١],

در ͬ برد، م صفر به را حلقه‐ بسته ماتریس ویژه مقادیر که حالتͬ برای و برداری همدم فضای در سپس،
داریم، ͬ نامیم. م F̃p را آن و نموده محاسبه برداری همدم فضای

Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃p,

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را Ãλ ماتریس اکنون

Ãλ =

 Gλm×n

In−m O(n−m)×m

 , (٢ . ٢٩)

است: زیر به صورت پارامتری ماتریس ،Gλ آن در که

Gλ =


g١١ g١٢ . . . g١n... ... ...
gm١ gm٢ . . . gmn

 . (٢ . ٣٠)

به منظور بنابراین گیرد، قرار Λ = {λ١, λ٢, . . . , λn} طیف در باید Ãλ ماتریس ویژه مقادیر این که به توجه با
دهیم، قرار باید gij پارامتر های بین رابطه تعیین

det(Ãλ − λI) = Pn(λ) = ٠,
داشت، خواهیم فوق دترمینان بسط با

Pn(λ) = (−١)n(λn + c١λn−١ + c٢λn−٢ + · · ·+ cn−١λ+ cn), (٢ . ٣١)
مختلط و حقیقͬ اعداد که باشند Ãλ ویژه مقادیر همان باید چند جمله ای این ریشه های این که به توجه با

نوشت، ͬ توان م هستند، Λ = {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه مقادیر طیف در
Pn(λ) = (−١)n(λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn), (٢ . ٣٢)

را (i = ١, ٢, . . . , n) ،ci ضرایب ͬ توان م (٢ . ٣٢) و (٢ . ٣١) معادلات دادن قرار مساوی از استفاده با که
نمود. محاسبه زیر به صورت
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

c١ = −(λ١ + λ٢ + · · ·+ λn) = −
∑n

i=١ λi,

c٢ = λ١λ٢ + λ١λ٣ + · · ·+ λn−١λn =
∑n

i=١,i ̸=j

∑n
j=١ λiλj ,...

cn = (−١)nλ١λ٢ · · ·λn = (−١)n∏n
i=١ λi.

(٢ . ٣٣)

ͬ آید: م به دست زیر به شرح غیر خطͬ معادله n بالا، آمده به دست روابط و det(Ãλ − λI) محاسبه با

f١(g١١, g١٢, · · · , gmn) = c١,

f٢(g١١, g١٢, · · · , gmn) = c٢,
...
fn(g١١, g١٢, · · · , gmn) = cn.

(٣۴ . ٢)

لذا داریم. مجهول mn و معادله n آن در که داشت خواهیم غیر خطͬ معادلات دستگاه ΁ی نتیجه، در
است. جواب بی شمار دارای جواب، وجود صورت در فوق دستگاه

به دست وجود صورت در را آن مجهول n بتوان تا ب·یریم نظر در آزاد را آن مجهول mn−n باید اکنون
قرار Λ طیف در را Γ = A + BK حلقه بسته ماتریس ویژه مقادیر که حالتͬ برای ͬ توان م ادامه در آورد.

نمود، تعیین زیر به صورت را پسخورد ماتریس ͬ دهد، م
K = B١−٠(−G٠ +Gλ)T

−١ = −B١−٠G٠T−١ +B١−٠GλT
−١ = Fp +Kλ (٣۵ . ٢)

ͬ دهد م اختصاص را Λ ویژه مقادیر که است غیر خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس ΁ی ،Kλ به طوری که
ͬ برد. م صفر به را حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر که است حالتͬ پسخورد ماتریس Fp و

PEVA مسئله در غیر خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس
{λ١, λ٢, . . . , طیف در ،A حلقه‐ باز ماتریس ویژه مقادیر قبل، همانند ب·یرید، نظر در را (٢ . ١) سیستم

ناحیه در ،{λp+١, . . . , λn} و ناپایدار ناحیه در {λ١, λ٢, . . . , λp} به طوری که، باشد λp;λp+١, . . . , λn}
است، F غیر خطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس یافتن هدف قسمت این در دارند. قرار پایداری
بخش مانند ابتدا هدف، به رسیدن برای . Ω(A + BF ) = {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} به گونه ای
،{λ١, λ٢, . . . , λp} ویژه مقادیر با متناظر ،A ماتریس چپ سمت ویژه بردار های و Λ١ ماتریس ،٢ . ٢ . ٣
همانند ب·یرید. نظر در ,Λ١)را Y١HB) زوج ͬ آوریم. م به دست ͬ دهیم، م قرار Y١ ماتریس در را آن که
طیف برابر باید Ãµ ماتریس ویژه مقادیر که آورده، به دست را Gµm×p و Ãµp×p ماتریس های ،٢ . ١ . ٣ بخش
. . . ،c٢ ،c١ مقادیر مشخصه، چند جمله ای ریشه های از استفاده با و طریق این از باشند. {µ١, µ٢, . . . , µp}

ͬ کنیم. م محاسبه را Gµ مجهول پارامترهای روند، این با ͬ آوریم. م به دست را cp و
در را Λ١ + Y١HBK حلقه‐ بسته ماتریس ویژه مقادیر که غیر خطͬ، پارامتری حالت پسخورد ماتریس

ͬ شود، م تعریف زیر به صورت ͬ دهد، م قرار {µ١, µ٢, . . . , µp} طیف
K = −(Y١HB)١−٠

G٠T−١ + (Y١HB)١−٠
GµT

−١ =⇒ F = KY H١ . (٣۶ . ٢)
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مقادیر طیف ماتریس، این ͬ آوریم. م به دست را PEVA مسئله غیرخطͬ پارامتری حالت پسخورد ماتریس
ͬ برد. م {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λn} به را A+BF ماتریس ویژه

داریم، نظرب·یرید. در را ٢ . ٣ . ١ مثال سیستم .٢ . ٣ . ٢ مثال
Ω(A) = {٢٩/١۶١٨−,٢٠/۶٧٢۵, ١۶/۴٨۶٨, ٨/٩۵۵٠/٨−,٨۴٨٧,−۶/٣/٩−,١٢٢٨۶٠۶}.

پارامتری حالت پسخورد ماتریس یافتن هدف ب·یرید. نظر در را {−٠/٣−,٢/٣−,٨} مطلوب مقادیر
برابر A+BF حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر که به گونه ای است، F غیر خطͬ

Ω(A+BF ) = {−١٨−,٠/٣−,٢/٣−,٨/۶٧٢۵,−٠/٨۴٨٧,−۶/٣/٩−,١٢٢٨۶٠۶}

بنابراین، باشد.

Λ١ =


٢٩/١۶٢٠ ٠ ٠

٠ ١۶/۴٨۶٨ ٠
٠ ٠ ٨/٩۵۵٨



Y١H =


٠/۴٨۶۵ ٧٠/۴۴۵٧ ٧٠/٠۵٢١ ٧٠/١٨٧٣ ٠/۴۴۵٩ ٠/۴٩۴٧ ٠/٢٨٨٧
٠/٢۵۴٧ ٠/۴۵٠٢ −٠/۶٢٠٧ ٠/١١٣۶ ٠/٢٠۴٩ ٠/۵٠٢۴ ٠/١٩٩۴
٠/۵٩٣٨ −٠/۵٢٨٣ ٠/٠١٠٣ ٧٠/١٠٩١ −٠/١٩٢٢ −٠/٢۴٨۵ ٠/۵٠٧۶

 .
است: زیر ͬ برد،به صورت م صفر به را Λ١ − Y١HBFp ماتریس ویژه مقادیر که حالتͬ پسخورد ماتریس

Fp =

−٢/٣۴٣٣ −۵/۴۶٠٣ −١۴/٣٧۵٢
−٢/٢١٨۴ ۴/۵۵٧٩ ٨/٨٩٩٣

 ,
ماتریس اکنون

Ãµ =


g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣
١ ٠ ٠


داریم ب·یرید. نظر در را

det(Ãµ − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g١١ − λ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ − λ g٢٣
١ ٠ −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−١)(λ٣ − (g١١ + g٢٢)λ٢ + (g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣)λ+ g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣).

نتیجه، در
g١١ + g٢٢ = −c١ = µ١ + µ٢ + µ٣ = −١٠/۶,
g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = c٢ = µ١µ٢ + µ١µ٣ + µ٢µ٣ = ٢١/۴٩,
g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣ = c٣ = −µ١µ٢µ٣ = ۵/۵٢.



٣٧ حالت پسخورد ماتریس پارامتری سازی

ͬ توان م دلخواه، به صورت مجهول ٣ انتخاب با است. مجهول ۶ معادله، ٣ دستگاه ΁ی بالا دستگاه
بالا دستگاه از ،g١١ = µ١ +µ٣ به صورت آزاد مجهولات از ی΄ͬ انتخاب با نمود. محاسبه را دی·ر مجهولات

داریم:

g٢٢ = µ٢ = −٢/٣ اول) معادله (از
g١١g٢٢ = µ١µ٢ + µ٢µ٣ → g١٣ = −g١٢g٢١ − µ١µ٣ دوم) (معادله (٢ . ٣٧)
g١٢g٢٣ = µ٢g١٣ + µ١µ٢µ٣ = −٢/٣(g١٣ + ٢/۴) سوم) (معادله (٢ . ٣٨)

داریم (٢ . ٣٨) و (٢ . ٣٧) معادلات از استفاده با

g١٢g٢٣ = µ٢(−g١٢g٢١) → g٢٣ = −µ٢g٢١

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به Gµ ماتریس اکنون

Gµ =

−٨/٣ g١٢ −٢/۴ − g١٢g٢١
g٢١ −٢/٣ ٢/٣g٢١



مقادیر ،K ماتریس پارامتر، دو این برای انتخاب هر با هستند. آزاد نیز Gµ ماتریس در g٢١ و g١٢ پارامتر دو
داریم، بنابراین ͬ برد. م {−٠/٣−,٢/٣−,٨} به را Λ١ + Y١HBK ماتریس ویژه

K = Fp +B١−٠GµT
−١ = Kij

آن، در که

k١١ = −٣/۵۵٩٩ − ٠/٢٨٣٢g٢١ + ٠/٠٨۵۴g١٢,

k١٢ = −۶/١٩٩٨ + ٠/٠١۶۴g٢١ − ٠/٢۵١٢g١٢,

k١٣ = −٢٠/۵۴٨١ − ٠/۶٠٢٣g٢١ − ٠/٩٩g١٢ − ٠/٠۴٢۵g١٢g٢١,

k٢١ = −٢/٣٩٣۴,
k٢٢ = ۵/١٩٣٨,
k٢٣ = ١١/١٨۴٨.

A + BF حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر زیر، به صورت F حالت پسخورد ماتریس تعریف با انتها در
،i = {١, ٢} (fijها، ͬ شود. م {−١٨−,٠/٣−,٢/٣−,٨/۶٧٢۵,−٠/٨۴٨٧,−۶/٣/٩−,١٢٢٨۶٠۶} برابر



کنترل گر ها پارامتری سازی و ویژه مقادیر تخصیص روش ٣٨

هستند). F ماتریس درایه های ،j = {١, ٢, . . . , ٧}

F = KY١H

f١١ = −١۵/۵١٠٠ − ٠/۵۴٢g٢١ − ٠/۶١٢٣g١٢ − ٠/٠٢١٢g١٢g٢١,

f١٢ = ۶/۵۵٢٩ + ٠/٢١٩g٢١ + ٠/۴۴٢٣g١٢ + ٠/٠٢۴٣g١٢g٢١,

f١٣ = ٣/۴۶٣٨ − ٠/٠٣١٢g٢١ + ٠/١۴۶۵g١٢,

f١۴ = −٣/۶١۶٠ − ٠/١٢٨٧g٢١ − ٠/١۵٢١g١٢,

f١۵ = ١/١٨٣ − ٠/١٢٢g٢١ + ٠/١٧١٧g١٢ + ٠/٠۶۵١g١٢g٢١,

f١۶ = ٠/٣٢٠ + ٠/٠١١g٢١ + ٠/١٧٢٣g١٢ + ٠/٠١۴٣g١٢g٢١,

f١٧ = −١٢/٧۴۶٨ − ٠/٣٩١۶g٢١ − ٠/۵٣١٢g١٢ − ٠/٠٢٧٢g١٢g٢١,

f٢١ = ۶/٧٣٢۵ + ٠/٣٨١٢g٢١,

f٢٢ = −۴/۶۴٧٠ − ٠/١٨٧٢g٢١,

f٢٣ = −٣/٢٣٣٢ + ٠/٠١۶۵g٢١,

f٢۴ = ١/٣۵٢۵ + ٠/٠٨۴٣g٢١,

f٢۵ = −٢/١٣٢٠ − ٠/٠١١٢g٢١,

f٢۶ = −١/٣٧٣۶ − ٠/٠٣٧٢g٢١,

f٢٧ = ۶/٠۵١٢ + ٠/٣٢١g٢١.

ماتریس ویژه مقادیر طیف ،g١٢ = g٢١ = ٠ صورت به آزاد پارامتر های گرفتن نظر در با مثال، عنوان به
اولیه پایدار مقادیر از متش΄ل که ͬ شود م زیر مجموعه برابر ناچیز بسیار خطای با ،A + BF حلقه‐ بسته

هستند. موردنظر دلخواه مقادیر و دستگاه حلقه‐باز ماتریس
Ω(A+BF ) = {−١٨/۶٧٢۵,−٨/٠٠٠٢,−۶/٠/٨−,٠/٢٩٩٨−,١٢٢٨۴٣/٩−,٢/٣٠٠−,٨٧۶٠۶}.



٣ فصل
تاخیری سیستم های

وارد نیروی ΁ی به سیستم ͺپاس یا واکنش آن نتیجه در که است فیزی΄ͬ سیستم ΁ی ویژگͬ ١ زمانͬ تأخیر
انتقال دی·ر م΄ان به م΄ان ΁ی از فیزی΄ͬ لحاظ به انرژی یا اطلاعات که زمان هر در ͬ افتد. م تأخیر به شده
به دارد بستگͬ انتقال سرعت و فاصله به آن مقدار که ͬ آید م به وجود تأخیر انتقال همراه به ͬ شود م داده
ناپایداری باعث طولانͬ تاخیرهای وجود که هستند کوتاه گاهͬ و طولانͬ اوقات گاهͬ تأخیرها ترتیب این

ͬ شوند. م سیستم ها
ͬ کنیم. م معرفͬ را (DDE) ٢ زمانͬ(تاخیردار) تاخیر با دیفرانسیل معادلات ٣ . ١ بخش در ابتدا فصل این در
زمان‐ سیستم های معرفͬ به ٣ . ٣ بخش در داریم. تاخیری سیستم های بر مروری ٣ . ٢ بخش در ادامه در
زمان‐ سیستم های ۴ . ٣ بخش در ͬ پردازیم. م لیاپانوف تابع تحت آن ها پایداری و پذیری کنترل پیوسته،
پایه بر روشͬ و داریم روش چندین با آن ها پایداری بر تحلیلͬ و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد را گسسته

ͬ کنیم. م پیشنهاد تاخیری سیستم های پایدارسازی برای . ۶ . ٣ و ۵ . ٣ بخش های در تشابهͬ تبدیلات

زمانͬ تأخیر با دیفرانسیل معادلات ٣ . ١
٣ معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه های سایر از را تاخیری دیفرانسیل معادلات دستگاه ΁ی که ویژگͬ
بل΄ه دستگاه کنونͬ وضعیت به تنها نه DDE دستگاه تحولات که است خاصیت این ͬ کند، م متمایز (ODE)
ODE وسیله به فقط دینامی΄ͬ سیستم های از بسیاری عمل در است. وابسته نیز دستگاه پیشین حالات به
حداقل یا و گرفت نادیده ͬ توان نم را دستگاه در زمانͬ تاخیر تاثیر اوقات برخͬ در ͬ که حال در ͬ شوند م بیان

بود. خواهد مفید سیستم برای تاخیر وجود
1Time-delay
2Delay Differential Equation

3 Ordinary Differential Equation

٣٩



تاخیری سیستم های ۴٠

واستودیو) ونقل (حمل پانتوگراف :٣ . ١ ش΄ل

دیفرانسیل معادلات دینامی΄ͬ سیستم های از بزرگ و مهم رده ΁ی لاپلاس۵ و ۴ کاندورست هجدهم قرن در
به صورت x(t) ∈ Rn برای زمانͬ تاخیر با دیفرانسیل معادله کلͬ صورت کردند. معرفͬ را تاخیری

ẋ(t) = f(t, x(t), xt), (٣ . ١)
این در که نمایشͬ است. f : R × Rn × Rn → Rn تابع ΁ی fو xt = {x(h) : h ≤ t} آن در که است

به صورت ͬ شود م استفاده ثابت تاخیر با سیستم برای رساله
ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h)), (٣ . ٢)

ͬ دهد. م نشان را زمانͬ تاخیر h و است خطͬ تابع ΁ی f آن در که است
مدل های در که است (١٩۴٨) تاخیری ΁لوجستی معادله زیست شناسͬ، در پر کاربرد تاخیری معادلات از ی΄ͬ

دارد، کاربرد زیر به صورت جمعیت رشد دینامی΄ͬ
ẋ(t) = ax(t)(١ − x(t− τ(t)).

شده ارائه ٧ گلاس و ۶ م΁ کͬ توسط که ẋ(t) = bx(t−τ(t)
١+[x(t)−τ(t)]n − ax(t) دیفرانسیل معادله همچنین

پر کاربرد معادلات دی·ر از است. خون جریان در زمان به نسبت بال; سلول های پخش سرعت به مربوط است
وسیله پانتوگراف دارد. ΁ال΄ترودینامی در زیادی کاربرد که کرد اشاره پانتوگراف معادلات به ͬ توان م تاخیری
و پایه جای·زین که هستند سقفͬ ریل های که است. عکاسͬ ثابت استودیو های و آتلیه تجهیز برای مناسبی
بهینه بسیار آن ها با تجهیزات تنظیم و جابجایی و عمل سرعت و شده اند عکاسͬ و نور پردازی پایه های سه
ͬ کند م ͽجم ترن ها بالای خطوط در را ال΄تری΄ͬ جریان که هستند وسایلͬ پانتوگراف ها همچنین ͬ شود. م

راببنید). ٣ . ١ ش΄ل )
به صورت: معادلات این کلͬ u̇(x)صورت = ax()u(x) +

∑L
r=١ br(x)u(qrx),

u(a) = ua, x ∈ [a, b], qr ∈ [٠, ١],
را [٣٩] جمله از شده ارائه آن ها حل برای زیادی عددی روش های است. زمانͬ تاخیرهای qr آن در که

ببینید.
فرایندهایی است، نیز گذشته زمان در وضعیت ها از تعدادی شامل فرایندها، یا سیستم ها اغلب واقعͬ مدل

4Condorcet
5Laplace

6Mackey
7Glass



۴١ زمانͬ تأخیر با دیفرانسیل معادلات
مسائل این درگیر نوعͬ به ال΄تری΄ͬ،خود و م΄انی΄ͬ سیستم های و اقتصاد بیولوژی، شیمیایی، نظیر
وضعیت های از تاثیر بدون بیولوژی فرایندهای در خالص باکتری رشد میزان مثال عنوان به هستند.

نیست. گذشته
معادلات آرگومان در که گفت ͬ توان م (TDs) ٨ زمانͬ تاخیر سیستم های از شده استنباط مفاهیم به توجه با
به طوری داشته وجود نیز شده داده زمان تغییر متغیر زمان، متغیر وجود بر علاوه سیستم ها، این دینامی΄ͬ
این بنابراین نمود. خواهد بروز جاری حالت متغیرهای تعیین در سیستم حالت متغیرهای گذشته اثرات که
تعویقͬ معادلات موروث٩ͬ، سیستم جمله از گیرد تعلق سیستم ها این به دی·ری عناوین که شده باعث امر

غیره. و ١١ دیفرانسیل‐تفاضلͬ معادلات ، ١٠

ب·یرید: نظر در را زیر تاخیری LTI سیستم ẋ(t)اکنون = Ax(t) +Adx(t− h)

x(t) = Q(t) ∀t ∈ [−h, ٠],
(٣ . ٣)

برای ͬ دهد. م نشان را زمانͬ تأخیر h > ٠ و حالت بردار x(t) هستند، n×n ماتریس های A,Ad آن در که
که باشد اولیه ای تابع باید باشد داشته ی΄تا جواب معادله این اینکه
x(t) = Q(t), t ∈ [−h, ٠]. (۴ . ٣)

اینکه، به توجه با ͬ گیریم. م لاپلاس تبدیل رابطه طرفین از (٣ . ٣) معادله حل برای

L(x(t− h)) =

∫ ∞

٠
e−stx(t− h)dt =

∫ h

٠
e−stx(t− h)dt+

∫ ∞

h
e−stx(t− h)dt,

وچون
٠ < t < h→ −h < t− h < ٠ → x(t− h) = g(t− h),

بنابراین
L(x(t− h)) =

∫ h

٠
e−stg(t− h)dt+ e−sh

∫ ∞

٠
e−stx(t)dt,

داریم ∫همچنین ∞

٠
e−stx(t)dt = X(s),

نوشت ͬ توان م بنابراین

sX(s)− g(٠) = AX(s) +Ad(e
−shX(s) +

∫ h

٠
e−stg(t− h)dt),

داریم فوق رابطه ی ساده کردن با

X(s) = (sI −A−Ade
−sh)−١[g(٠) +Ad

∫ h

٠
e−stg(t− h)dt], (۵ . ٣)

8Time-Delay Systems
9Hereditary

10Retarded
11Differential-Difference



تاخیری سیستم های ۴٢

سیستم مشخصه معادله ͬ شود. م محاسبه سیستم جواب (۵ . ٣) رابطه از معکوس لاپلاس تبدیل ΁کم با
به صورت، است ثابت ΁ی C و اس΄الر متغیر ΁ی s آن در که Cest به فرم غیرصفر جواب ΁ی فرض با

det[sI −A−Ad(e
−sh)] = sn + an−١(e−sh)sn−١ + · · ·+ a١(e−sh)s+ a٠(e−sh) = ٠, (۶ . ٣)

این در زمانͬ تأخیر وجود هستند. ویژه مقادیر همان یا مشخصه معادله ریشه های s که ͬ آید م به دست
نامتناهͬ طیف دارای بنابراین ͬ شود. م سیستم مشخصه معادله در نمایی عبارت های ایجاد باعث معادله
ͬ تواند نم جبری به طور و است جواب نامتناهͬ تعداد دارای معادله این است ͹واض ͬ شوند. م ویژه مقادیر از
حل تقریبی و عددی ترسیمͬ، روش های از استفاده با و غیر مستقیم به طور اغلب مسائلͬ چنین شود. حل

ͬ شود. م استفاده مشخصه معادله در نمایی عبارت به جای پاده تقریب از موارد از بسیاری در ͬ شوند. م

تاخیری سیستم های تاریخچه ٣ . ٢
سیستم ها اینگونه هندسͬ مسائل به ͽراج اغلب که شد آغاز هجدهم قرن از TDs درباره اولیه تحقیقات
سیستم های مطالعه زمان، این در داشت. ادامه بیستم قرن شروع تا پراکنده به صورت اطلاعات این و بوده
اکولوژی سیستم های با وی مطالعه که شد آغاز ١٩٢٠ سال در ولترا١٢ توسط پیشرفته تری به صورت تاخیری
ͽراج تحقیقاتͬ ١٩۴١ سال در میس΄یس١٣ ادامه در داشت. ارتباط ش΄ارچͬ و ش΄ار مدل های چنین هم و
در ١٩۴٩ سال در ١۶ کراسوفس΄ͬ و ١۵ رازومیخین ، ١۴ هالا کرد. ارائه بندی طبقه و حل نظریه تحلیل به
مورد در اسمیت١٧ ١٩۶٠ تا ١٩۵٠ سال های بین در دادند. انجام کارهایی نوسانات نظریه و پایداری زمینه
مطالعاتͬ مینورس΄١٨ͬ ١٩۶٢ سال در کرد. ارائه نظراتͬ اسمیت پیش·ویی ال·وریتم و کنترل گر با پایدارسازی
سال ها همین از داد. انجام تاخیر اثرات ΁فیدب م΄انیزم در ΁اتوماتی هدایت و کشتͬ پایدارسازی زمینه در
تحقیقات این که است ذکر به لازم آمد. وجود به سیستم ها این کنترل زمینه در زیادی مندی علاقه بعد، به
سیستم های کنترل به تحلیلͬ روش با ١٩ کورزویل ١٩۶٣ سال در بودند. خطͬ سیستم های به ͽراج بیشتر
برای حالت ٢١ افزوده ی بردار روش ،١٩۶۵ سال در ٢٠ ΁کوپ آن از بعد پرداخت. زمان‐گسسته تاخیری
تأخیر با سیستم های کنترل برای ΁کوپ ایده ی از محققان از شماری آن از پس و کرد ارائه سیستم ها این
در گوری΄٢٢ͬ توسط تاخیری سیستم های تحلیل و تجزیه مورد در رساله نخستین کردند. استفاده زمانͬ
تبدیل با مانیتیوس٢۴ توسط نامتناه٢٣ͬ طیف تخصیص روش ١٩٩٣ سال در است. شده منتشر ١٩٧۴ سال
این برای را ٢۵ قطب جایابی روش رزاقͬ ١٩٧٨ سال در شد. پیشنهاد تاخیر بدون سیستم ΁ی به سیستم
تاخیری خطͬ سیستم های طراحͬ و تحلیل زمینه در تحقیقات بعد، به ١٩٨٠ سال از برد. به کار سیستم ها
ارایه ویژه مقادیر تخصیص جهت تکنی΁ هایی هم΄ارانش٢۶ و لانگمن ١٩٨٩ سال در جمله از یافت گسترس
کافͬ و لازم شرایط که کنند استخراج را لیاپانوف تابع های توانستند دانشمندان ام ٢٠ قرن اواخر در کردند.
لیاپانوف پایداری روش ΁باکم کلومانوفس΄٢٧ͬ ١٩٩٩ سال در دهند. ارائه TD سیستم های پایداری جهت
12Volterra
13Myskis
14Hala
15Razomikhin
16 Krasoviskii
17Smith
18Minorsky
19Kurzweil

20Koepcke
21Augmented
22Guretskiy
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24Manitius
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۴٣ تاخیری سیستم های تاریخچه

کرد. بررسͬ را زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های مقاوم
پایداری تحلیل به زمان‐پیوسته تاخیری سیستم یافته٢٩ توسیع صورت معرفͬ با فریدمن٢٨ ٢٠٠٢ سال در
(SMC) ٣١ لغزشͬ مود کنترل روش ٣٠ هم΄اران و شمالͬ ،٢٠٠٣ سال در پرداخت. جدید لیاپانوف تابع با
سو توسط جدیدی لیاپانوف تابع ٢٠٠۴ سال در ادامه در گرفتند. ب΄ار TDs سیستم های پایدارسازی برای را
سیستم های پایداری برای کافͬ شرط LMI ΁کم با ٣٣ بوکاس ٢٠٠۶ سال در شد. پیشنهاد هم΄اران٣٢ و
پایدار و کنترل برای را BMI روش ٢٠٠٨ سال در هم΄اران٣۴ و ای΄سا ادامه در کرد. بررسͬ را تاخیری
TDs از خاصͬ کلاس های مورد در زیادی محققان بعد به آن از کردند. پیشنهاد تاخیری سیستم سازی
شرایط تأخیری مثبت سیستم تعریف با ٢٠٠٩ سال در ٣۵ کاکزورک مثال برای دادند انجام را مطالعاتͬ
ویژه مقادیر تخصیص سیستم هایاز کنترل برای یی٣۶ ٢٠١٠ سال در کرد. پیشنهاد را جدیدی پایداری
معادله براساس روشͬ ٢٠١١ در پاکزاد گرفت. ΁کم لامبرت٣٧ تابع از مسأله این حل برای و کرد استفاده
سال در کرد. پیشنهاد زمان‐گسسته تاخیری سیستم برای فرکانسͬ حوزه در پایداری آنالیز و لیاپانوف
پرداخت. مراتب بالا٣٩ تأخیری سیستم های برای تأخیر به وابسته پایداری بررسͬ به ٣٨΁استوجانوی ٢٠١٣
به کار پسخورد کنترل گر با زمان‐گسسته تاخیری سیستم برای ویژه مقادیر تخصیص روش ٢٠١۵ سال در
ژنگ سال همین در شد. پیشنهاد تخصیص مسأله حل برای رونگ‐کوتا تعمیم یافته ال·وریتم و شد گرفته

گرفت. ΁کم آبل لم از زمان‐گسسته تاخیری سیستم پایداری بررسͬ برای ۴٠

کاری محافظه کاهش و بهبود در سعͬ و مطالعه لیاپانوف پایه بر روش های روی بر محققین بیشتر ادامه در
[۴٠] ۴١ کیم ٢٠١۶ سال در جمله از داشتند جدید یافته تعمیم نامساوی های و لیاپانوف توابع معرفͬ با آن ها
سورت ٢٠١٧ سال در کرد. بررسͬ را تاخیری سیستمهای پایداری و ارائه ۴٢ جنسن نامساوی برای بهبودی
زمان‐گسسته تاخیری سیستم پایداری به جدید تابع معرفͬ و ۴۴ ویرتینگر نامساوی ΁کم با [۴١] ۴٣

تاخیری خطͬ سیستم های برای جدید لیاپانوف تابع ΁ی [۴٢] هم΄اران و ۴۵ پارک ٢٠١٨ سال در پرداخت.
[۴٣] هم΄اران و ژنگ همچنین آوردند. به دست عددی سازی شبیه در خوبی بسیار نتایج و دادند ارائه
با شروط به و کردند ارائه پارک، توسط ٢٠١١ سال در شده معرفͬ ۴۶ متقابل محدب روش برای بهبودی

رسیدند. کمتر خیلͬ کاری محافظه
در معمولͬ، سیستم های خلاف بر است. پایداری تحلیل تأخیری، سیستم های در مطرح مسائل از ی΄ͬ
دارد، وجود ۴٨ تأخیر به وابسته و ۴٧ تأخیر از مستقل پایداری نام به پایداری تحلیل نوع دو سیستم ها این
سیستم های پایداری زمینه در شده انجام تحقیقات است. پیچیده تر اول نوع به نسبت پایداری دوم نوع که
را زیادی معادلات ،۵٠ زمانͬ و ۴٩ فرکانسͬ حوزه دو در تحقیقات این و بوده توجه قابل زمانͬ، تأخیر خطͬ
مشخصه معادله ی و لیاپانوف توابع از استفاده شده ارائه روش های مهمترین از اند. داده اختصاص خود به

است.
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تاخیری سیستم های ۴۴

ساده آونگ :٣ . ٢ ش΄ل

ͬ شود: م گرفته نظر در تاخیری سیستم های برای کلͬ دیدگاه دو
حالت مشتق و حالت خروجͬ، ورودی، بردارهای در زمانͬ تاخیرهای با دسته چهار به وقوع: محل دید از

ͬ شوند. م تقسیم
ͬ شوند. م تقسیم گسسته و شده توزیع تاخیر های کلͬ دسته دو به ماهیت: دید از

ͬ کنیم. م تقسیم (NDE) ۵٢ خنثͬ معادلات و (RDE) ۵١ تعویقͬ معادلات کلͬ دسته دو به را TDs همچنین
رساله این در بررسͬ و مطالعه مورد RDE زمان‐پیوسته و زمان‐گسسته تاخیری LTI سیستم های

هستند: زیر به صورت

x(k + ١) =
p∑

j=٠
Ajx(k − j) +

q∑
j=٠

Bju(k − j), (٣ . ٧)

و

ẋ(t) =

p∑
j=٠

Ajx(t− j) +

q∑
j=٠

Bju(t− j). (٣ . ٨)

کاربردی مثال های
را ٣ . ٢ (ش΄ل ب·یرید نظر در زیر به صورت را ساده آونگ ΁ی حرکت معادله آونگ) (مساله .٣ . ٢ . ١ مثال

کنید)، ملاحظه
T (t− h)−mgl sin(θ(t)) = ml٢θ̈(t),

آونگ داشتن نگه هدف است. قائم راستای با آونگ راستای زاویه θ و ورودی گشتاور T و آونگ جرم m

زیر خطͬ به صورت θ = θ٠ اطراف در ͬ تواند م غیر  خطͬ مدل که داد نشان ͬ توان م است. θ = θ٠ نقطه در
شود، ∆θ̇(t)تبدیل

∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−g

l cos(θ٠) ٠

∆θ(t)
∆θ̇(t)

+

 ٠
−g sin(θ٠)

l

+

 ٠
١

ml٢

T (t− h),

51Retarded type Differential Equation 52Neutral type Differential Equation



۴۵ تاخیری سیستم های تاریخچه

ͬ آوریم، م بدست ∆(θ) = θ − θ٠ گرفتن، نظر در با

T (t) =
[
k١ k٢

]∆θ(t)
∆θ̇(t)

+mgl sin(θ٠),

شود، داده نشان زیر به صورت ͬ تواند م حلقه‐بسته سیستم ∆θ̇(t)بنابراین
∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−g

l cos(θ٠) ٠

∆θ(t)
∆θ̇(t)

+

 ٠ ٠
k١
ml٢

k٢
ml٢

∆θ(t− h)

∆θ̇(t− h)

 .
و سپرده گذاری را آن از مقداری که داریم سرمایه مبلغͬ کنیم فرض مالͬ) مدیریت (کنترل .٣ . ٢ . ٢ مثال

است: زیر به صورت سیستمͬ دارای مدل این کرده ایم. خریداری سهام را (t)ẋ١مابقͬ = a١x١(t− h)− u(t)− b|u(t)|+ f(t),

ẋ٢(t) = a٢x٢(t− h) + u(t),

پرداخت هزینه میزان b ∈ (٠, ١) است. a٢ سود با سهام میزان x٢ و a١ سود با فعلͬ سپرده میزان x١
معادل منفͬ u و سهام خرید معادل مثبت u که است سهام فروش و خرید میزان u و سهام دلالان به شده
نرخ f(t) است. برقرار سهام فروش و خرید محدودیت بدلیل ،u٠ ≥ |u(t)| شرط و است سهام فروش
و نیست لحظه ای سپرده سود که است این نشان دهنده سیستم، این در تاخیر ͬ دهد. م نشان را مصرف
را سهام فروش و خرید ،u(٠) با ورودی که است این هدف اینجا در ͬ شود. م برگردانده سود این تاخیر با
بیشینه T مشخص دوره ΁ی انتهای در (x١(T ) + x٢(T )) دارایی ها مجموع که برسانیم تعادل به طوری

شود.
اتفاق روزمره زندگͬ در که تاخیری سیستم ΁ی از ساده مثال ΁ی حمام) دوش (سیستم .٣ . ٢ . ٣ مثال
دمای تنظیم مش΄ل افراد اکثر ͬ شود م داده نشان ٣ . ٣ ش΄ل در که همان طور است. دما کنترل ͬ افتد م
حد از خارج اغلب واقعͬ دمای است. سرد خیلͬ یا داغ خیلͬ اوقات گاهͬ آب دمای کرده اند تجربه را آب
شدن جاری برای که است آن خاطر به این و شود کنترل دما تا ͬ کشد م طول مدتͬ گاهͬ و است مطلوب
لوله طول و آب فشار به که است تاخیر ΁ی زمان این ͬ شود. م صرف زمانͬ فرد بدن سمت به شیر از آب
΁ی ایجاد باعث لوله طول چون و است t زمان در دما نشان دهنده T (t) ،٣ . ٣ ش΄ل طبق دارد. بستگͬ
که است مهم ͬ آید م بیرون دوش سر از که آبی دمای بنابراین برسیم، Td مطلوب دمای به تا ͬ شود م تاخیر

است، زیر به صورت آن DDE که ͬ دهیم، م نمایش T (t− h) با
Ṫ (t) = −K[T (t− h)− Td], K ∈ R.

سه شامل دور راه از عملياتͬ استاندارد سيستم ΁ی کلͬ حالت در ( ۵٣ دور راه از (عملیات .۴ . ٣ . ٢ مثال
است: زیر بخش

فرمانده) انسانͬ(سیستم عمل·ر شامل اصل۵۴ͬ: سایت . ١
53Teleoperation 54Master
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دوش سیستم از ساده طرح :٣ . ٣ ش΄ل
عملیاتͬ) محیط و فرمانبر (شامل دور۵۵: سایت . ٢

فرمانبر. و فرمانده بین اطلاعات اتصال وظیفه ارتباطͬ: کانال . ٣
هدف ربات به تاخیر با کنترلͬ سی·نال های اسلیو و مستر بین داده ها انتقال سرعت محدودیت دلیل به
را تجهيز ΁ی دور راه از کنترل توانایی طرفه دو دور راه از حرکت سيستم ببینید). را ۴ . ٣ ش΄ل ͬ رسد( م
از احساسͬ اپراتور به و شده مخابره فرمانده به فرمانبر سيستم در نيرو اطلاعات که گونه ای به ͬ کند م فراهم
از سيستم ها گونه این در مهم نکته بدهد. دست فرمانبر تجهيز با ΁نزدی تعامل در و دور محيط در حضور
وجود ͬ شوند، م معرفͬ سرعت و م΄ان کنترل حلقه‐بسته سيستم ΁ی به صورت که کنترل طراحͬ دیدگاه
کارایی و دشوار را سيستم کنترل سيستم، در تاخيرهایی چنين وجود که است زمان) با (متغير زمانͬ تاخير
و ارتباطͬ کانال در تاخیر از ناشͬ حلقه‐بسته سیستم پایداری هدف، بنابراین ͬ دهد، م کاهش را سيستم
راه از جراحͬ در سیستم ها این کاربردهای جمله از .[۴۴ ،۴۵] است خطا کمترین با فرمانبر سیستم ردیابی
و سرنشین بدون زیر دریایی کاوش·رهای زمین، از فضایی ربات های کنترل رادیو اکتیو، مواد با کاربرد دور،

ببینید). را ۵ . ٣ (ش΄ل است غیره

زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های ٣ . ٣
است. شده گردآوری [۴٧] و [۴۶] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

تاخیری سیستم های کنترل پذیری ٣ . ٣ . ١
ب·یرید، نظر در را زیر ثابت ماتریس های و معلوم تاخیرهای با زمان‐پیوسته (RDE) سیستم

ẋ(t) =
N∑
k=٠

Ak(t)x(t− hk) +

∫ ٠
−h
Ad(t, θ)x(t+ θ)dθ +B(t)u(t), (٣ . ٩)

و معلوم پیوسته های ماتریس Ad و B ،Ak ورودی، و حالت بردارهای u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn وقتͬ
کنترل پذیری برای ͽمراج در مختلفͬ تعاریف باشند. گسسته تاخیرهای ٠ = h٠ < h١ < . . . < hN < h

ͬ کنیم: م اشاره تعاریف این از مورد چند به زیر در که است شده ارائه تاخیری سیستم های
55Slave



۴٧ زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های

دور راه از حرکتͬ سیستم :۴ . ٣ ش΄ل

دور راه از جراحͬ :۵ . ٣ ش΄ل



تاخیری سیستم های ۴٨

x٠ ∈ C[−h, ٠] هر به ازای اگر است C‐کنترل پذیر [t٠, t١] بازه در تاخیری(اکیدا) سیستم .٣ . ٣ . ١ تعریف
ͺپاس که باشد داشته وجود چنان u(t) = u(t, x, x١) قطعه ای‐پیوسته ورودی ΁ی x١ ∈ C[−h, ٠] هر و
در تاخیر بدون سیستم های خلاف بر ،x(t١) = x١ دهد نتیجه x(t٠) = x٠ اولیه شرایط با (٣ . ٩) سیستم

دارد. وجود t١ − t٠ > h شرط اینجا

x٠ ∈ C[−h, ٠] هر به ازای اگر است Rn‐کنترل پذیر [t٠, t١] بازه در تاخیری(اکیدا) سیستم .٣ . ٣ . ٢ تعریف
سیستم ͺپاس که باشد داشته وجود چنان u(t) = u(t, x, x١) تکه ای‐پیوسته ورودی ΁ی x١ ∈ Rn هر و

.x(t١) = x١ دهد نتیجه x(t٠) = x٠ اولیه شرایط با (٣ . ٩)

تاخیری سیستم صورت این در باشد کنترل پذیر [t٠, t١] بازه در (٣ . ٩) تاخیر بدون سیستم اگر .٣ . ٣ . ١ گزاره
است. Rn‐کنترل پذیر [t٠, t١] بازه در Ad ≡ ٠ با (٣ . ٩)

ب·یرید، نظر در را زیر گسسته تاخیر ΁ی با سیستم [۴٧] .٣ . ٣ . ١ قضیه

ẋ(t) = A٠x(t) +A١x(t− h) +Bu(t), (٣ . ١٠)

در که باشد، rank(Q) = n هرگاه است Rn‐کنترل پذیر t١ > nh تمام برای و [t٠, t١] بازه در سیستم این
آن


Q = [Q١١ . . . Qn١ , Q٢٢ . . . Qn٢ , . . . , Qn

n]B,

Q١١ = I, Qk+١
j = A٠Qk

j +A١Qk
j−١, j = ١, . . . , k + ١, k = ١, . . . , n− ١,

Qk
j = ٠, j = ٠ یا j > k.

(٣ . ١١)

با را (٣ . ١٠) سیستم .٣ . ٣ . ١ مثال

A٠ =


٠ ٠ −١
١ ٠ ٢
٠ ١ ٣

 , B =


٠
٠
١

 ,
است کامل رتبه دارای Q کنترل پذیری ماتریس اینکه به توجه با داریم ب·یرید، نظر در دلخواه A١ و

است، کنترل پذیر حتما نیز تاخیر دارای سیستم بنابراین است)، کنترل پذیر تاخیر بدون (سیستم
A١ = ٠ −→ Q =

[
I A٠ A٢٠

]
B −→ rank(Q) = ٣,

A٠ ̸= ٠ −→ Q =

[
I A٠ A٢٠ A١ A٠A١ +A١A٠ A٢١

]
B −→ rank(Q) = ٣

تاخیر برای کنترل پذیری شرط یا و باشیم نداشته را A٠ مم΄نه ولͬ است مفید خیلͬ فوق گزاره
در بیشتر جزئیات برای کرد، استفاده توان نمͬ گزاره این صورت این در شود بررسͬ چند گانه گسسته

کنید. مراجعه [۴٨] به تاخیری سیستم های کنترل پذیری مورد



۴٩ زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های

مشخصه معادله های ریشه وضعیت :۶ . ٣ ش΄ل

تاخیری سیستم های پایداری ٣ . ٣ . ٢
به همین باشد معلوم اولیه تابع باید و نیست ام΄انپذیر اولیه شرایط با تاخیری سیستم های شبیه سازی
مشخصه معادله بودن بعدی بینهایت علیرغم ͬ شود، م گفته بعدی بینهایت سیستم های آن ها به خاطر
ناحیه هر در و ندارند قرار محدود ناحیه ΁ی در سیستم) (قطب های آن ریشه های تاخیری، سیستم های
است این (قطب ها) ریشه ها جالب ویژگͬ ΁ی دارد. قرار ریشه محدودی تعداد تنها حالت فضای در محدود
۶ . ٣ (ش΄ل دارد وجود آن راست سمت در قطب محدودی تعداد شود، رسم صفحه در عمودی خط هر که

راببینید).

راث‐هورویتز معیار
پیدا باشند، غیرعددی مشخصه معادله ضرایب از بعضͬ که صورتͬ در یا و بالا مراتب سیستم های در
چنین در باشد. غیرمم΄ن حتͬ یا و مش΄ل بسیار ͬ تواند م سیستم پایداری تعیین برای ویژه مقادیر کردن
نمود. استفاده ۵۶ راث‐هورویتز روش از ͬ توان م باشد، شده تعیین سیستم مشخصه معادله اگر حالتͬ

ب·یرید، نظر در را زیر مشخصه چندجمله ای
P (s) = sn + a١sn−١ + a٢sn−٢ + · · ·+ an, (٣ . ١٢)

جدول باید راث معیار برای صورت این در باشند، مثبت و موجود a١, a٢, · · · , an ضرایب تمام آن در که
ͬ کنیم، م عمل زیر به صورت راث آرایه ستون های تعیین برای بسازیم. وابسته مقادیر و ضرایب از را زیر

اول سطر ١ ١ a٢ a۴ a۶
دوم سطر ٢ a١ a٣ a۵ a٧
سوم سطر ٣ b١ b٢ b٣ b۴
چهارم سطر ۴ c١ c٢ c٣ c۴
پنجم سطر ۵ d١ d٢ d٣ d۴
... ... ... ... ... ...
ام n+ ١ سطر · · · · · · · · · · · · · · ·
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تاخیری سیستم های ۵٠

ͬ دهیم، م قرار صفر شوند، درج ضرایب وقتͬ ͬ کنیم. م درج P (s) در را sn, sn−٢, · · · ضرایب اول سطر در
.a۶ = a٧ = · · · = ٠ آن گاه ،n = ۵ اگر بنابراین

و c١, c٢ ،b١, b٢, · · · ضرایب تولید برای ͬ کنیم. م درج P (s) در را sn−١, sn−٣, · · · ضرایب دوم سطر در
ͬ کنیم: م استفاده زیر نتایج از غیره

b١ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a٢
a١ a٣

∣∣∣∣∣∣ , b٢ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a۴
a١ a۵

∣∣∣∣∣∣ , b٣ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a۶
a١ a٧

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

c١ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a٣
b١ b٢

∣∣∣∣∣∣ , c٢ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a۵
b١ b٣

∣∣∣∣∣∣ , c٣ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a٧
b١ b۴

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

d١ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b٢
c١ c٢

∣∣∣∣∣∣ , d٢ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b٣
c١ c٣

∣∣∣∣∣∣ , d٣ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b۴
c١ c۴

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

ͬ شود. م ساخته راث آرایه ستون های ترتیب این به
راث اول ستون درایه های باید باشد، پایدار (٣ . ١٢) مشخصه معادله با سیستم آنکه برای .٣ . ٣ . ٢ قضیه

باشد. نداشته علامت تغییر
که بیایید چنان را K محدوده است. مفروض زیر مشخصه معادله با تاخیر بدون سیستم .٣ . ٣ . ٢ مثال

شود. پایدار سیستم
P (s) = s۴ + ۴s٣ + ۵s٢ +Ks+ ۴K.

S۴ ١ ۵ ۴K
S٣ ۴ K ٠
S٢ ٢٠ −K

۴ ۴K ٠

S١ ٢٠K −K٢ − ١۶K
٢٠ −K

٠ ٠
S٠ ۴K ٠ ٠

٠ < K < ۴ باید بنابراین باشد، برقرار ٢٠K −K٢ − ١۶K > ٠ و ٢٠ −K > ٠ باید ٣ . ٣ . ٢ قضیه طبق
شود. پایدار تاخیر بدون سیستم تا باشد

برای راهͬ معیار این زیرا دارد، محدودی کاربرد خطͬ کنترل سیستم های تحلیل در راث پایداری معیار
دو یا ΁ی تغییر اثر ͬ توان م ولͬ ͬ دهد. نم نشان ناپایدار سیستم ΁ی کردن پایدار یا نسبی پایداری بهبود
معیار این ΁کم به ͽواق در کرد. بررسͬ ͬ شود، م ناپایداری باعث که مقادیری بررسͬ با را سیستم پارامتر

ͬ کنیم. م بررسͬ را پارامتر ΁ی پایداری گستره
روش های است، پایدار سیستم حد چه تا اینکه یافتن برای است تاخیر بالای کران کردن پیدا هدف ادامه در
بین مرز دقیقا فرکانسͬ حوزه روش های .۵٧ مستقیم روش جمله از دارد وجود فرکانسͬ حوزه در مختلفͬ
کاربرد تاخیر) ΁ی گسسته(دارای تاخیر های با سیستم های برای و ͬ کنند م مشخص را ناپایداری و پایداری
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۵١ زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های

موردی مطالعه ΁ی در معمولا روش ها این از دارند. بالایی پیچیدگͬ چندگانه تاخیر های برای ولͬ دارند
سیستم های برای تنها فرکانسͬ روش های ͬ شود. م انجام مقایسه دی·ر روش های با و ͬ شود م استفاده ۵٨

قرار استفاده مورد نداریم لاپلاس تبدیل غیر خطͬ سیستم های برای چون و است اعمال قابل خطͬ تاخیری
مراجعه [۴٧ ،۴۶] به فرکانسͬ حوزه روش های مورد در بیشتر جزئیات برای علاقمند خواننده ͬ گیرد. نم

ب·یرید، نظر در را زیر تاخیری و غیرخطͬ سیستم ẋ(t)نماید. = f(t, xt), t ≥ t٠
xt(θ) = x(t+ θ) = φ(θ), θ ∈ [−h, ٠], f : R× C[−h, ٠] −→ Rn.

(٣ . ١٣)

به صورت دوم آرگومان به نسبت و پیوسته آرگومان دو هر به نسبت f غیرخطͬ تابع ͬ شود م فرض آن در که
است. سیستم بدیهͬ ͺپاس x ≡ ٠ که f(t, ٠) = ٠ و است لیپ شیتز محلͬ

چنان δ = δ(ϵ) > ٠ ΁ی t٠ ∈ R اولیه زمان هر اگر است ی΄نواخت پایدار ،(٣ . ١٣) سیستم .٣ . ٣ . ٣ تعریف
. | x(t) |< ϵ گرفت نتیجه بتوان t ≥ t٠ زمان های تمام برای ∥ xt٠ ∥c< δ(ϵ) که باشد داشته وجود

δa > ٠ ΁ی و بوده ی΄نواخت پایدار اگر است ی΄نواخت مجانبی پایدار ،(٣ . ١٣) سیستم .۴ . ٣ . ٣ تعریف
تمام برای ∥ xt٠ ∥c< δa از که موجود ای T (δa, η) ΁ی η > ٠ هر ازای به که باشد داشته وجود چنان

. | x(t) |< η گرفت نتیجه بتوان t ≥ t٠ + T (δa, η)

لیاپانوف توابع براساس پایداری تحلیل ٣ . ٣ . ٣
مستقیم روش تاخیری سیستم های پایداری تحلیل برای موثر روش ΁ی تاخیر، بدون سیستم های همانند
رازومیخین روش و ۵٩ کراسوفس΄ͬ روش لیاپونوف، مستقیم روش با زمانͬ تحلیل روش دو است. لیاپونوف
لیاپونوف‐ تابعکهای از کراسوفس΄ͬ روش در شدند. ارائه ١٩۶۵ سال در هردو لیاپونوف توابع برای ۶٠

V (t, x(t))لیاپونوف توابع از رازومیخین روش در و شده استفاده ۶١ LKF اختصار به یا V (t, xt)ͬ΄کراسوفس
ͬ شد. م استفاده

چراکه است TD به ODE ازسیستم های لیاپونوف مستقیم روش مستقیم تعمیم ͽواق در LKF از استفاده
با کردن کار شاید دی·ر طرف از باشد تاخیری سیستم های برای مناسبی حالت ͬ تواند م xt اینکه خاطر به

باشد. راحت تر V (t, x(t)) لیاپونوف‐رازومیخین تابع

کراسوفس΄ͬ روش
برای کنید فرض ب·یرید، نظر در (٣ . ١٣) سیستم برای را V : R × C[−h, ٠] −→ R پیوسته تابعک
تعریف با ͬ شود. م داده نشان xτ (t,Q) با xt = Q اولیه شرایط با فوق سیستم ͺپاس ،τ ≥ t زمان های

به صورت راست بالای مشتق
V̇ (t,Q) = lim

∆t→٠+ sup
١
∆t

[V (t+∆t, xt+∆t(t,Q))− V (t,Q)]. (١۴ . ٣)
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تاخیری سیستم های ۵٢

رازومیخین روش ایده :٣ . ٧ ش΄ل

سیستم یعنͬ ͬ یابد نم افزایش t تغییر با xt که ͬ دهد م نشان V̇ (t, xt) بودن غیرمثبت شهودی لحاظ به
است. پایدار

به را خود محدود آرگومان f غیرخطͬ تابع اینکه فرض با لیاپونوف‐کراسوفس΄ͬ) (قضیه .٣ . ٣ . ٣ قضیه
همچنین و باشند غیرکاهشͬ و پیوسته u,w, ν : R+ −→ R+ توابع و کند نگاشت محدود مجموعه ΁ی
پایدار غیرخطͬ سیستم بدیهͬ ͺپاس .ν(٠) = u(٠) = ٠ و بوده ،مثبت s > ٠ تمام برای ν(s) و u(s)

باشد، داشته وجود زیر به صورت مثبت معین پیوسته تابعک ΁ی اگر است، ی΄نواخت
u(|Q(٠)|) ≤ V (t,Q) ≤ ν(∥ Q ∥c), (١۵ . ٣)

یعنͬ، باشد مثبت غیر غیرخطͬ، سیستم راستای در آن مشتق که به طوری
V̇ (t,Q) ≤ −w(|Q(٠)|).

است. ی΄نواخت مجانبی پایدار بدیهͬ ͺپاس این صورت در باشد، w(s) > ٠ مثبت، s هر برای اگر و

رازومیخین روش
در P > ٠ با و V (x) = xTPx مرسوم ش΄ل به لیاپونوف تابع که است ش΄ل این به رازومیخین روش ایده

باشد، زیر ۶٢ ͬ گون بیض داخل سیستم ͺپاس ΁ی اگر ͬ شود. م گرفته نظر
V (x(t٠ + θ)) = xT (t٠ + θ)Px(t٠ + θ) ≤ δ, ∀θ ∈ [−h, ٠],

این صورت در شود، خارج ٣ . ٧ ش΄ل ͬ گون بیض از بخواهد t ≥ t٠ برای و
xT (t+ θ)Px(t+ θ) ≤ xT (t)Px(t), θ ∈ [−h, ٠].

xt(θ) = x(t + θ) حالتهای تمام برای ẋ(t) = f(t, xt) راستای در لیاپونوف تابع مشتق اگر بنابراین
ͬ گون بیض سیستم ͺپاس باشد، منفͬ ͬ کنند، م برآورده را V (x(t + θ)) ≤ V (x(t)) رازومیخین شرط که

کرد. نخواهد ترک را xT (t)Px(t) ≤ δ

به را خود محدود آرگومان f غیرخطͬ تابع اینکه فرض با لیاپونوف‐رازومیخین:) (قضیه .۴ . ٣ . ٣ قضیه
همچنین و باشند غیرکاهشͬ و پیوسته u,w, ν : R+ −→ R+ توابع و کند نگاشت محدود مجموعه ΁ی
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۵٣ زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های

پایدار غیرخطͬ سیستم بدیهͬ ͺپاس .ν(٠) = u(٠) = ٠ و بوده مثبت s > ٠ تمام برای ν(s) و u(s)
باشد داشته وجود زیر به صورت V مثبت معین پذیر مشتق تابع ΁ی اگر است ی΄نواخت

u(|x|) ≤ V (t, x) ≤ ν(|x|), (١۶ . ٣)
کند، صدق زیر شرط در آن مشتق V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ V (t, x(t)) اگر که به طوری

V̇ (t, x(t)) ≤ −w(|x(t)|).

وجود چنان ρ(s) > s به صورت مثبت، s برای کاهشͬ غیر تابع ΁ی و باشد w(s) > ٠ مثبت s هر برای اگر
باشد، برقرار زیر شرط V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ ρV (t, x(t)) اگر که باشد داشته

V̇ (t, x(t)) ≤ −w(|x(t)|).

است. ی΄نواخت مجانبی پایدار بدیهͬ ͺپاس این صورت در

تاخیر از مستقل شروط
کراسوفس΄ͬ روش با تاخیر از مستقل LMI

اما است شده گرفته نظر در زمان) با (متغیر گسسته تاخیر ΁ی تنها سادگͬ برای بخش زیر این در
داد. تعمیم چندگانه تاخیرهای برای را روش همین ͬ توان م به راحتͬ

ب·یرید: نظر در را زیر ẋ(t)سیستم = Ax(t) +A١x(t− τ(t)), t ≥ ٠,
τ(t) ∈ [٠, h], τ̇(t) ≤ d < ١.

(٣ . ١٧)

است، زیر ش΄ل به تاخیری سیستم برای کلͬ LKF ΁ی ،τ(t) = h باشد ثابت تاخیر بالا سیستم در اگر
(٣ . ١٨)

V (x(t), xt) = xT (t)Px(t)+٢xT (t)
∫ ٠
−h
Q(ξ)x(t+ξ)dξ+

∫ ٠
−h

∫ ٠
−h
xT (t+ξ)R(s, ξ)x(t+ξ)dsdξ.

استخراج برای LKF انتخاب ͬ شود، Rم و P,Q از پیچیده های PDE سری ΁ی به منجر متاسفانه LKF این
سیستم برای شد) ارائه کراسوفس΄ͬ توسط بار اولین (که ساده LKF ΁ی است. مهم بسیار پایداری معیار

است، زیر به صورت بالا
V (t, xt) = xT (t)Px(t) +

∫ t

t−τ(t)
xT (s)Q(s)x(s)ds, P > ٠, Q > ٠, (٣ . ١٩)

صدق (١۵ . ٣) شرط در فوق LKF ͬ بینیم م که همانطور هستند مثبت معین P,Q مربعͬ ماتریس های وقتͬ
داریم: LKF از مشتق گیری با حال ͬ کند، م

V̇ (t, xt) = ٢xT (t)Pẋ(t) + xT (t)Qx(t)− (١ − τ̇)xT (t− τ)Qx(t− τ)

≤ ٢xT (t)Pẋ(t) + xT (t)Qx(t)− (١ − d)xT (t− τ)Qx(t− τ)

≤
[
xT (t) xT (t− τ)

]PA+ATP +Q PA١
∗ −(١ − d)Q

 x(t)

x(t− τ)


≤ XTWX ≤ −α|x(t)|٢, α > ٠.

(٣ . ٢٠)



تاخیری سیستم های ۵۴

، α > ٠ برخͬ برای که وقتͬ

X = col{x(t), x(t− τ)}, W =

PA+ATP +Q PA١
∗ −(١ − d)Q

 < ٠. (٣ . ٢١)

حضور به توجه با اما است ۶٣ تاخیر از مستقل شرط ΁ی این بنابراین ندارد، حضور h آمده بدست LMI در
بالا تاخیر از مستقل LMI اگر بنابراین، است. ۶۴ تاخیر تغییرات به وابسته آمده به دست شرط ،LMI در d

شد. ( ۶۵ برقرار(شدنͬ
هستند). هستند(پایدار هرویتز هم·ͬ A±A١ و A ماتریس های •

است. واحد دایره داخل آن ویژه مقادیر تمام یعنͬ است شور ماتریس ΁ی A−١A١√١−d
•

رازومیخین روش با تاخیر از مستقل LMI

محاسبه را لیاپونوف تابع مشتق حال ͬ کند م صدق (١۶ . ٣) شرط در V (x(t)) = xT (t)Px(t)لیاپونوف تابع
ͬ کنیم، م

V̇ (x(t)) = ٢xT (t)P [Ax(t) +A١x(t− τ(t))],

شود، انتخاب ρ̄ > ١ شرط با ρ(s) = ρ̄s ͬ کنیم م فرض رازومیخین قضیه درشرط
V (x(t+ θ)) ≤ ρV (x(t)),

که، به طوری دارد وجود α > ٠ ΁ی همیشه q > ٠ هر فرض با

V̇ (x(t)) ≤ ٢xT (t)P [Ax(t) +A١x(t− τ(t))] + q[ρ̄xT (t)Px(t)− x(t− τ(t))TPx(t− τ(t))]

=
[
xT (t) xT (t− τ(t))

]
WR

 x(t)

x(t− τ(t))

 ≤ −α | x(t) |٢ .

(٣ . ٢٢)
باشد برقرار زیر نامساوی ρ̄ = ϵ + ١ فرض و ϵ > ٠ ΁کوچ مقدار ΁ی به ازای اگر است حل قابل بالا LMI

است)، طراحͬ پارامتر q)

WR =

PA+ATP + qρ̄P PA١
∗ −qP

 < ٠. (٣ . ٢٣)

تاخیر تغییرات از مستقل LMI این همچنین است نشده ظاهر h آن در چون است تاخیر از مستقل بالا LMI
LMI باشد. داشته ͬ تواند م شدیدی تغییر هر تاخیر، بنابراین است نشده ظاهر d آن در چون هست نیز
(تاخیر آن مشتق و تاخیر از مستقل را سیستم ی΄نواخت مجانبی پایداری رازومیخین روش از آمده به دست

ͬ کند. م تضمین سریع) تغییرات با
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۵۵ زمان‐پیوسته تاخیری سیستم های

کراسوفس΄ͬ و رازومیخین روش های مقایسه
نامساوی بودن شدنͬ که کرد اثبات ͬ توان م به راحتͬ هم رازومیخین روش برای کراسوفس΄ͬ، روش مشابه
داخل A−١A١ ماتریس ویژه مقادیر و بوده هرویتز A±A١ و A ماتریس های که ͬ کند م تضمین رازومیخین

باشد. واحد دایره
اگر که چرا دارد رازومیخین روش به نسبت کمتری محافظه کاری کراسوفس΄ͬ روش از آمده بدست LMI
بود. خواهد شدنͬ حتما q > ٠ فرض با نیز رازومیخین روش LMI باشد، شدنͬ کراسوفس΄ͬ روش LMI
است خطͬ Q و P متغیرهای به نسبت آمده دست به LMI که است این کراسوفس΄ͬ روش دی·ر مزیت ΁ی

شود). انتخاب طراح توسط q (باید است دوخطͬ P و q به نسبت رازومیخین LMI اما
رازومیخین روش فقط تاخیر تند تغییرات دارای سیستم های برای که است این رازومیخین روش مزیت ΁ی

آورد). بدست شرطͬ چنین ͬ توان نم کراسوفس΄ͬ روش (با ͬ دهد م ارائه تاخیر از مستقل پایداری شرط

تاخیر وابسته شروط
توصیفͬ روش و مدل تبدیل . ١

آمد: به دست زیر LMI دو رازومیخین و کراسوفس΄ͬ شرط دو از تاخیری سیستم برای قبل بخش در

(٢۴ . ٣)
W =

PA+ATP +Q PA١
∗ −(١ − d)Q

 < ٠, WR =

PA+ATP + qρ̄P PA١
∗ −qP

 < ٠

و A ماتریس های (پایداری) بودن هرویتز LMI دو این بودن) حل پذیری(شدنͬ که دیدیم آنجا در
کرد استفاده ناپایدار سیستم های پایدارسازی برای ͬ توان نم روش ها این از یعنͬ ͬ دهد، م نتیجه را A±A١

است. تاخیر به وابسته شروط از استفاده به نیاز حالت این در و
سیستم در زیر رابطه جای·ذاری با رازومیخین) یا و کراسوفس΄ͬ روش (از تاخیر به وابسته شروط اولین

شدند: استخراج سیستم خود از ẋ جای·ذاری و (٣ . ١٧)x(t− τ(t)) = x(t)−
∫ t
t−τ(t) ẋ(t)

ẋ(t) = [A+A١]x(t)−A١
∫ t
t−τ(t)[Ax(s) +A١x(s− τ(s))]ds.

(٢۵ . ٣)

نیست. ی΄سان دقیقا اصلͬ سیستم با شده حاصل سیستم و بوده معتبر t − τ(t) ≥ t٠ برای تبدیل این
اضافͬ ΁دینامی ΁ی مدل تبدیل که ͬ شود م ناشͬ اینجا از تاخیر به ۶۶ وابسته شروط اولین محافظه کاری
روش (با شروط این نیستند. هم معادل دقیقا یافته تبدیل و اصلͬ سیستم دو و ͬ کند م اضافه سیستم به
دارای سیستم های برای و شده اعمال (τ̇ ≤ d < ١) کند تغییرات دارای تاخیرهای برای تنها کراسوفس΄ͬ)

است. شده استفاده رازومیخین روش از (τ̇ > تاخیر(١ تند تغییرات
توصیفͬ مدل تبدیل از استفاده با ٢٠٠٣ سال در ۶٧ فریدمن بار نخستین تند، تغییرات دارای تاخیرهای برای
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کرد، ارائه را پایداری شرط کراسوفس΄ͬ روش طریق از و ۶٨ẋ(t) = y(t),

y(t) = Ax(t) +A١x(t− τ(t)).
(٢۶ . ٣)

داریم: بالا تبدیل جای·ذاری ẋ(t)با = y(t),

٠ = y(t) + (A+A١)x(t)−A١
∫ t
t−τ(t) y(s)ds.

(٣ . ٢٧)

سیستم معادله از ẋ توصیفͬ روش در است. اصلͬ سیستم معادل آمده دست به سیستم پایداری، دید از
ͬ شود. م گرفته نظر در توصیفͬ سیستم در اضافه حالت متغیر ΁ی به عنوان عوض در ͬ شود نم جای·ذاری

است، آن مشتق محاسبه نحوه در بل΄ه نیست، آن تغییر و LKF خود در توصیفͬ روش نوآوری بنابراین
(٣ . ٢٨)

d

dt
(xT (t)Px(t)) = ٢xT (t)Pẋ(t)+٢[xT (t)P٢Tx(t)+ẋ(t)P٣T ][−ẋ(t)+(A+A١)x(t)−A١

∫ t

t−τ(t)
ẋ(s)ds],

ͬ شوند. م بهبود باعث و هستند ۶٩ کم΄ͬ متغیرهای به عنوان P٢, P٣ مربعͬ ماتریس های اینجا در
کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م توصیفͬ روش مزایای از

هستند. کمتری محافظه کاری دارای شروط . ١
. مشابه های LMI با گسسته و زمان‐پیوسته سیستم های دو هر برای مزیت ها حفظ . ٢

پارامتر ΁ی ϵ که P٣ = ϵP٢ فرض با و خروجͬ و ورودی حالت، در تاخیر دارای سیستم های برای . ٣
داد. انجام را طراحͬ به راحتͬ ͬ توان م است، تنظیم اس΄الر

آزاد وزنͬ ماتریس های روش . ٢
ͬ تر قدیم و متفاوت ایده ΁ی اما، شدند لیاپونوف تحلیل وارد را P٢ و P٣ آزاد ماتریس های توصیفͬ، روش در

.[۴٩] است C وزنͬ آزاد ماتریس ΁ی با ٧٠ پارامتری شده مدل تبدیل از استفاده

ẋ(t) = (A+ C)x(t) + (A١ + C)x(t− τ(t))− C

∫ t

t−τ(t)
ẋ(s)ds. (٣ . ٢٩)

آورد، بدست (٣ . ١٧) سیستم به زیر عبارت کردن اضافه با به راحتͬ ͬ توان م را یافته تبدیل سیستم

٠ = C[x(t)−
∫ t

t−τ(t)
ẋ(s)ds− x(t− τ(t))]. (٣ . ٣٠)

از که شد ارائه ٧١ هͬ توسط ٢٠٠۴ سال در وزنͬ آزاد ماتریس های کردن وارد برای دی·ر روش ΁ی
ͬ شود، م اضافه V̇ به N١ و N٢ وزنͬ آزاد ماتریس های با زیر جمله ͽواق در ͬ برد. م بهره لایب  نیتز فرمول

٠ = ٢[xT (t)N١ + x(t− τ(t))TN٢][x(t)−
∫ t

t−τ(t)
ẋ(s)ds− x(t− τ(t))]. (٣ . ٣١)
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برداری تابع و h > ٠ اس΄الر ،R > ٠ مربعͬ ماتریس هر برای [۵٠] جنسن٧٢ نامساوی .٣ . ٣ . ١ نتیجه
داریم باشند تعریف خوش موجود انتگرال های که به گونه ای ϕ : C[−h, ٠] → Rn

∫ ٠
−h
ϕT (s)Rϕ(s)ds ≥ ١

h

∫ ٠
−h
ϕT (s)dsR

∫ ٠
−h
ϕ(s)ds. (٣ . ٣٢)

ϕ : برداری تابع و h > ٠ اس΄الر ،R > ٠ مربعͬ ماتریس هر برای یافته: توسعه جنسن نامساوی
داریم باشند تعریف خوش موجود انتگرال های که به گونه ای C[−h, ٠] → Rn

−
∫ ٠
−h

∫ t

t+θ
RϕT (s)Rϕ(s)dsdθ ≤ − ٢

h٢ (
∫ ٠
−h

∫ t

t+θ
ϕT (s)dsdθ)R(

∫ ٠
−h

∫ t

t+θ
ϕ(s)dsdθ). (٣ . ٣٣)

استفاده کراسوفس΄ͬ روش در LMI استخراج برای جنسن نامساوی از اخیر ͽمراج از بسیاری در
ͬ کنند. م

کراسوفس΄ͬ روش با تاخیر به وابسته شروط
شرط اولین ͬ انجامد. م کمتر محافظه کاری با نتایج به رازومیخین روش به نسبت کراسوفس΄ͬ روش عموما
΁تکنی از که شد ارائه [۵١] فریدمن توسط تند تغییرات دارای تاخیرهای برای کراسوفس΄ͬ روش با پایداری
استفاده و ΁کوادراتی جمله از مشتق گیری با ب·یرید، نظر در را (٣ . ٢٨) معادله ͬ برد، م بهره توصیفͬ مدل
به را زیر دوگانه انتگرال بالا، عبارت در انتگرالͬ جمله ( LMI بودن جبران(شدنͬ برای توصیفͬ، روش از

ͬ کنیم، م اضافه LKF

VR(ẋt) =

∫ ٠
−h

∫ t

t+θ
ẋT (s)Rẋ(s)dsdθ, R > ٠. (٣۴ . ٣)

است، زیر عبارت برابر که
VR(ẋt) =

∫ t

t−h
(h+ s− t)ẋT (s)Rẋ(s)ds. (٣۵ . ٣)

LKF تعریف با اکنون است. شده استفاده وفور به دوگانه انتگرال از ثابت تاخیرهای برای ͽمراج در
V (x(t), ẋ(t)) = xT (t)Px(t) + VR(ẋt) (٣۶ . ٣)

افزوده، بردار تعریف و جنسن نامساوی اعمال و بالا جمله از مشتق گیری با
η(t) = col{x(t), ẋ(t), ١

h

∫ t

t−τ
ẋ(s)ds}.

داریم
V̇ (t) ≤ ηT (t)Ψdη(t) ≤ −α|x(t)|٢, (٣ . ٣٧)

آن در که

Ψd =


P٢T (A+A١) + (A+A١)TP٢ P − P٢T (A+A١)T P٣ − hP٢TA١

∗ −P٣ − P٣T + hR −hP٣TA١
∗ ∗ −hR

 < ٠. (٣ . ٣٨)
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متقابل محدب روش با تاخیر به وابسته معیارهای بهبود
به کافͬ توجه با است. چندگانه تاخیرهای به توسعه قابل به راحتͬ قبل بخش های در شده اشاره روش های
١
h

از استفاده جای به داد. بهبود را روشها این محافظه کاری ͬ توان م همیشه شده، محاسبه شرایط بودن
در رسید. بیشتر) پیچیدگͬ بهای (به بهتری نتایج به و کرد استفاده ١

h− τ
و ١
τ

از ͬ توان م بالا، عبارات در
است. داشته مناسبی عمل΄رد [۵٢] مقاله در شده معرفͬ ٧٣ متقابل محدب روش اخیر مقالات بین

P > ماتریس های کنید فرض ،d ∈ [٠, ١) و h ≥ ٠ شده تعیین قبل از مقادیر ازای به .۵ . ٣ . ٣ قضیه
کنند، براورده را زیر نامساوی های ٠, S > ٠, φ > ٠, R > ٠, S١٢, P٢, P٣

Ξ =



ϕ١١ ϕ١٢ S١٢ R− S١٢ + P T٢ A١
∗ ϕ٢٢ ٠ P T٣ A١
∗ ∗ −(S +R) R− ST١٢
∗ ∗ ∗ −٢R+ S١٢ + ST١٢ − (١ − d)φ


< ٠,

R S١٢
∗ R

 ≥ ٠,

ϕ١١ = ATP٢ + P٢TA+ S + φ−R,

ϕ١٢ = P − P T٢ +ATP٣,

ϕ٢٢ = −P٣ − P٣T + h٢R.

(٣ . ٣٩)

به علاوه، است. مجانبی پایدار τ̇(t) ≤ dشرط با τ(t) ∈ [٠, h] برای (٣ . ١٧) تاخیری سیستم صورت این در
تاخیرهای تمام برای سیستم این صورت در ،(d = ١ معادل به صورت (یا φ = ٠ برای بالا های LMI اگر

است. ی΄نواخت مجانبی پایدار τ(t) ∈ [٠, h] دلخواه تغییرات دارای
نامساوی چراکه ندارد قبل روش های به نسبت مزیتͬ متقابل محدب روش ثابت) (تاخیر d = ٠ برای
برای بنابراین کند. بهتر را LKF مشتق بالای کران ͬ تواند م زمان با متغیر حالت در تنها شده استفاده
بهبود و مزیت اگرچه است. ی΄سان محافظه کاری دارای قبلͬ روش های با مقایسه در روش این ثابت تاخیر
نزدی΄تر ΁ی به d که زمانͬ مخصوصا ͬ دهد م نشان را خود باشد ٠ < d < ١ که حالتͬ در محدب روش
های روش و روش این بیشتر جزییات برای دلخواه)، تغییر سرعت با (تاخیر باشد (d = ١) نامعلوم یا باشد

ببینید. را [۴١ ،۴٧] ͽمراج دی·ر یافته بهبود

خطͬ تاخیری سیستم های برای کلͬ لیاپونوف تابعک های
به بود. تاخیر حضور بدون سیستم پایداری قبل، بخش های در ساده LKF از استفاده برای لازم شرط ΁ی

ب·یرید، نظر در را زیر سیستم مثال عنوان

ẋ(t) =

 ٠ ١
−٢ ٠٫١

x(t) +
٠ ٠

١ ٠

x(t− h). (۴٣ . ٠)
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٣ . ٣ . ٣ تاخیر بالای کران مقادیر مقایسه :٣ . ١ جدول
روش τmax

LMI (٣ . ٢١) ١
LMI (٣ . ٢٣) ١
LMI (٣ . ٣٨) ٣٫٢۴
LMI (٣ . ٣٩) ۴٫٧٢

LMI(DLF) [۴۶] ۶٫٠۵١
LMI [۴٠] ۶٫١۶
LMI [۴٢] ۶٫١۶٨٩

است. پایدار h ∈ (٠٫١٠٠٢, ١٫٧١٧٨) بازه در تاخیر ازای به اما است ناپایدار صفر تاخیر برای سیستم این
ساده نتایج باشد)، تاخیر از استفاده با سیستم پایدارسازی هدف اگر (مخصوصا سیستم هایی چنین برای
کرد، استفاده زیر ٧۴ GLF از ͬ توان م مواردی چنین در نیست. استفاده قابل قبل بخش های در آمده بدست

(۴٣ . ١)
V (xt) = xT (t)Px(t) + ٢xT (t)

∫ ٠
−h
φ(ξ)x(t+ ξ)dξ +

∫ ٠
−h

∫ ٠
−h
xT (t+ s)R(s, ξ)x(t+ ξ)dsdξ,

بیشتر جزئیات برای هستند. پایداری کافͬ و لازم شروط به مربوط R(s, ξ) و P > ٠ ،φ(s) ماتریس های
شدند. معرفͬ کاری محافظه کاهش برای هم هایی ٧۵ DLF و GLF ادامه در ببینید. را [۴۶] ͽمرج

است، گرفته صورت جنسن نامساوی براساس تا کنون ساده های LKF از استفاده با تاخیر به وابسته تحلیل
در که شده معرفͬ کمتر کاری محافظه با بالا کران پیداکردن برای ٧۶ ویرتینگر نام دی·ربه نامساوی ΁ی

شدند. کارگرفته به تاخیری سیستم های پایداری در [۴٣ ،۵٣ ،۴١] اخیر مقالات
ب·یرید: نظر در را زیر سیستم [۴٧] .٣ . ٣ . ٣ مثال

ẋ(t) =

−٢ ٠
٠ −٠٫٩

x(t) +
−١ ٠
−١ −١

x(t− τ(t))

τ(t) ∈ [−h, ٠], τ̇(t) ≤ d < ١.
(۴٣ . ٢)

های LMI اعمال نتایج ٣ . ١ جدول در است. ۶٫١٧٢۵ تاخیر تحلیلͬ بالای کران (d = ثابت(٠ تاخیر برای
مجانبی پایدار τ ≤ ۶٫١٧٢۵ برای سیستم ͬ شود م مشاهده ٣ . ٨ ش΄ل از است.، شده داده نشان مختلف

است.
ب·یرید، نظر در را زیر سیستم [۴٧] .۴ . ٣ . ٣ مثال

ẋ(t) =

−١٫۶ ٠٫٢
٠٫٢ −١٫٩

x(t) +
−٢٫١ −١

−١ −٠٫۶

x(t− h) +

 ٠٫٣ ٠
−٠٫١ ٠٫۵

u(t), (۴٣ . ٣)

74General Lyapunov Functional
75Discretized Lyapunov Functional

76Wirtinger



تاخیری سیستم های ۶٠

0 5 10 15 20 25 30
x

1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Time
0 5 10 15 20 25 30

x
2

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

٣ . ٣ . ٣ مثال در حالت بردار هم·رایی رفتار :٣ . ٨ ش΄ل

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

S
ta

te
s

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 x
1

x
2

Time
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

C
on

tr
ol

 In
pu

ts

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

u
1

u
2

مثال٣ . ٣ . ۴ در ورودی و حالت بردارهای هم·رایی رفتار :٣ . ٩ ش΄ل

u(t) = Kx(t) کنترل قانون از استفاده با است. ٠٫٣٢۵ مثال این در تاخیر برای تحلیلͬ بالای کران
داریم آورد، بدست غیره و ٧٨ LQR، ٧٧ قطب جایابی چون روش هایی با را پسخورد ماتریس ͬ توان م

K =

−١٠٠٫١۶ ١٢٧٫١٢
۵٩٫١۵ −١۵٩٫٩

 .

است. مجانبی پایدار سیستم ٣ . ٩ ش΄ل طبق
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۶١ زمان‐گسسته تاخیری سیستم های

زمان‐گسسته تاخیری سیستم های ۴ . ٣
الحاق طریق از پایداری تحلیل ١ . ۴ . ٣

ͬ پردازیم، م زمان‐گسسته LTI سیستم های کنترل همین طور و عمل΄رد و پایداری تحلیل به بخش این در
الحاق از استفاده با ͬ توان م را تاخیری زمان‐گسسته سیستم های زمان‐پیوسته، سیستم های بر خلاف
تاخیر اگر البته کرد. تبدیل تاخیر بدون زمان‐گسسته سیستم ΁ی به حالت و خروجͬ ورودی، ٧٩

مانند بنابراین باشد. پیچیده است مم΄ن شده نتیجه تاخیر بدون سیستم باشد، بزرگ یا و متغیر نامعین،
رازومیخین لیاپونوف و کراسوفس΄ͬ لیاپونوف روش های نیز گسسته سیستم های برای پیوسته، سیستم های

ͬ شوند. م طراحͬ و تحلیل جهت موثری نتایج به منجر
ب·یرید، نظر در را زیر زمان‐گسسته خطͬ سیستم

x(k + ١) = A٠x(k) +A١x(k − h), k ∈ Z+, h ∈ N, x(k) ∈ Rn (۴۴ . ٣)
گذشته با آن را باید و گرفت نظر در سیستم حالت به عنوان ͬ توان نم دی·ر را x(k) پیوسته سیستم های مانند

کرد، الحاق زیر به صورت اش
xaug(k) = col{x(k), x(k − ١), · · · , x(k − h)}, (۴۵ . ٣)

ͬ شود، م منجر زیر تاخیر بدون الحاقͬ سیستم به که
xaug(k + ١) = Aaugxaug(k), k ∈ Z+, xaug(k) ∈ R(h+١)n, (۴۶ . ٣)

آن در که

Aaug =


A ٠ · · · A١
In ٠ · · · ٠
... . . . . . . ...
٠ · · · In ٠

 . (۴٣ . ٧)

است، زیر به صورت اولیه شرایط همچنین
col{x(٠), x(−١), · · · , x(−h)} = col{φ(٠), φ(−١), · · · , φ(−h)}. (۴٣ . ٨)

بعدی بینهایت محدود تاخیر دارای زمان‐گسسته سیستم های زمان‐پیوسته، سیستم های خلاف بر
ͬ شود، م تعریف زمان‐پیوسته سیستم های مانند زمان‐گسسته سیستم های برای پایداری مفهوم نیستند.
همچنین بماند. باقͬ محدود x(k) ΁کوچ کافͬ اندازه به اولیه شرایط ازای به اگر است پایدار سیستم

.limk→∞ x(k) = ٠ باشیم داشته و بوده پایدار اگر است مجانبی پایدار سیستم
مرتبه ی تاخیر بدون زمان‐گسسته سیستم ͬ توان م تاخیری، زمان‐گسسته سیستم پایداری تحلیل جای به
برای کافͬ و لازم شرط ΁ی کنیم، اعمال بالا سیستم به را لیاپونوف روش اگر کرد، تحلیل را فوق بالای

زیر به صورت لیاپونوف تابع ΁ی وجود اصلͬ، سیستم مجانبی پایداری
Vaug(xaug(k) = xTaug(k)Paugxaug(k), Paug > ٠,
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باشد، برقرار زیر شرط که است که به طوری
Vaug(xaug(k + ١))− Vaug(xaug(k)) ≤ −α|xaug(k)|٢, α > ٠. (۴٣ . ٩)

پیدا کلͬ لیاپونوف تابع ΁ی الحاقͬ زمان‐گسسته سیستم های برای ͬ توان م پیوسته، سیستم های برخلاف
اگر مخصوصا است ٨٠ ابعاد نفرین الحاق، روش اصلͬ عیب اما ͬ شود. م منجر کافͬ و لازم شرط به که کرد

. [۵۴] باشد بزرگ تاخیر
بنابراین ͬ کند. م پیچیده بسیار را مساله زمان با متغیر و نامشخص تاخیرهای برای الحاق روش از استفاده

زیر ٨١ زمان با متغیر تاخیر با خطͬ سیستم برای
x(k + ١) = Ax(k) +A١x(k − τk), k ∈ Z+, τk ∈ N, ٠ ≤ τk ≤ h, (۵٣ . ٠)

تاخیرهای تمام برای ͽواق در ͬ شود. م منجر Aaug(k) زمان با متغیر نامعین ماتریس ΁ی به الحاق روش
دارد: وجود Aaug(k) برای ماتریس n(h+ ١)× n(h+ ١) از مم΄ن حالت h+ ١ ،τk ≤ h نامعین

A(٠) =


A+A١ ٠ · · · ٠

In ٠ · · · ٠
... . . . . . . ...
٠ · · · In ٠

 , A(١) =


A A١ ٠ · · · ٠
In ٠ ٠ · · · ٠
... . . . . . . . . . ...
٠ · · · In ٠ ٠

 , A(h) =


A ٠ · · · ٠ A١
In ٠ · · · ٠ ٠
... . . . . . . ... ...
٠ · · · In ٠ ٠

 .

سویچینگ با خطͬ سیستم پایداری تحلیل به زمان با متغیر تاخیر دارای گسسته سیستم پایداری بنابراین
،[۵۵] ͬ شود م تبدیل زیر ٨٢ اختیاری

xaug(k + ١) = A(j)
augxaug(k), k ∈ Z+, xaug(k) ∈ R(h+١)n. (۵٣ . ١)

باشد. k٠ = ٠ که ͬ کنیم م فرض سادگͬ برای بنابراین

لیاپانوف توابع براساس پایداری تحلیل ٢ . ۴ . ٣
لیاپونوف توابع و رازومیخین لیاپونوف توابع گسسته نسخه های است کافͬ پایداری شروط استخراج جهت

زیر شرط و V : R× R → R+ لیاپونوف تابع رازومیخین لیاپونوف روش در کرد. اعمال را کراسوفس΄ͬ
V (k + ١, x(k + ١))− V (k, x(k)) ≤ −α|x(k)|٢, ∀k ∈ Z+.

ͬ شود، م استفاده زیر شرط تحت و سیستم راستای در α > ٠ ΁ی با
∃ρ > ١ : V (k + i, x(k + i)) ≤ ρV (k, x(k)), −h ≤ i ≤ −١. (۵٣ . ٢)

سیستم این معلوم، q طراحͬ اس΄الر پارامتر ΁ی با ب·یرید، درنظر را (۵٣ . ٠) سیستم [۵۶] .١ . ۴ . ٣ قضیه
باشد، شدنͬ زیر LMI که باشد داشته وجود چنان P > ٠ مربعͬ ماتریس ΁ی اگر است، مجانبی پایدار

Γint ≜

ATPA− (١ − q)P ATPA١
∗ AT١ PA١ − qP

 < ٠. (۵٣ . ٣)
80Curse of Dimensionality
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۶٣ زمان‐گسسته تاخیری سیستم های
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مثال٣ . ۴ . ١ در حالت بردار هم·رایی رفتار :٣ . ١٠ ش΄ل

ͬ دهد: م نتیجه را زیر لیاپونوف نامساوی های بالا تاخیر از مستقل شرط برقراری .١ . ۴ . ٣ ملاحظه
ATPA < ٠, AT١ PA١ − P < ٠,

زمان‐پیوسته سیستم های با نتیجه این هستند. ٨٣ شور ماتریس های ،A١ و A ماتریس دو هر که وقتͬ
ماتریس بودن) (هرویتز پایداری به منجر تنها تاخیر ار مستقل پایداری شرط آنجا در چراکه است متفاوت

ͬ شد. م A
ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .١ . ۴ . ٣ مثال

x(k + ١) =
 ٠ ٠٫۵

٠٫۵ ٠٫٢

x(k) +
−٠٫۴ ٠

٠ ٠

x(k − τk). (۵۴ . ٣)

از مستقل سیستم که ͬ شود م مشاهده ٣ . ١٠ ش΄ل به توجه با ، (۵٣ . ٢) LMI حل با و q = ٠٫۵ فرض با
است. پایدار تاخیر

تاخیر به وابسته های LMI و لیاپونوف‐کراسوفس΄ͬ روش
ب·یرید، نظر در را زیر تعریف زمان‐پیوسته سیستم های مانند

xk(j) ≜ x(k + j), j = −h, · · · ,−١, ٠.
چنان V : R× · · · × R︸ ︷︷ ︸

h+١
−→ R+ به صورت لیاپونوف تابعک ΁ی و β و α مثبت اس΄الرهای اگر .١ . ۴ . ٣ لم

باشیم، داشته k ∈ W همه برای که باشند داشته ٠وجود ≤ V (xk) ≤ β{maxj∈[−h,٠] | x(k + j) |٢}

V (xk+١)− V (xk) ≤ −α|x(k)|٢,
(۵۵ . ٣)

است. مجانبی پایدار (۵٣ . ٠) سیستم صورت این در
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تاخیری سیستم های ۶۴

کنید. مراجعه [۴٧] به برهان.

P٢, P٣, S١٢ و P > ٠, S > ٠, R > ٠ مربعͬ ماتریس های اگر شده، داده h ≥ ٠ ΁ی ازای به .٢ . ۴ . ٣ قضیه
متغیر تاخیرهای تمام برای (۵٣ . ٠) سیستم این صورت در باشند، برقرار زیر های LMI که باشند داشته وجود

است. مجانبی پایدار ٠ ≤ τk ≤ h زمان با

Φdis =



ϕ١١ ϕ١٢ S١٢ R− S١٢ + P T٢ A١
∗ ϕ٢٢ ٠ P T٣ A١
∗ ∗ −(S +R) R− ST١٢
∗ ∗ ∗ −٢R+ S١٢ + ST١٢


< ٠,

R S١٢
∗ R

 ≥ ٠,

ϕ١١ = (A− I)TP٢ + P٢T (A− I) + S −R,

ϕ١٢ = P − P T٢ + (AT − I)P٣,

ϕ٢٢ = −P٣ − P٣T + h٢R.

(۵۶ . ٣)

کنید. مراجعه [۴٧] به برهان.

ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .٢ . ۴ . ٣ مثال

x(k + ١) =
٠٫٨ ٠

٠ ٠٫٩٧

x(k) +
−٠٫١ ٠
−٠٫١ −٠٫١

x(k − τk). (۵٣ . ٧)

مستقل شروط بنابراین دارد واحد دایره خارج ویژه مقدار ΁ی و بوده ناپایدار A − A١ سیستم این برای
پایدار ٠ ≤ h ≤ ١۶ ثابت تاخیر برای سیستم که ͬ بینیم م الحاق روش با نیست. استفاده قابل تاخیر از
برای سیستم پایداری بالا، قضیه اعمال با است). واحد دایره داخل Aaug ماتریس ویژه مقادیر (یعنͬ است

ͬ کنید. م مشاهده ٣ . ١١ ش΄ل در را حالت بردار هم·رایی رفتار ͬ شود. م تضمین ٠ ≤ h ≤ ١٨

زمان‐گسسته سیستم های برای نامتناهͬ افق با LQR مساله ٣ . ۴ . ٣
ب·یرید: نظر در را زیر گسسته خطͬ x(kسیستم + ١) = Ax(k) +A١x(k − h) +Bu(k),

col{x(٠), x(−١), . . . , x(−h)} = col{φ(٠), φ(−١), . . . , φ(−h)},
(۵٣ . ٨)

ͬ شود، م منجر زیر تاخیر بدون سیستم به الحاقͬ حالت بردار تعریف با

xaug(k + ١) = Aaugxaug(k) +Baugu(k), (۵٣ . ٩)
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مثال٣ . ۴ . ٢ در حالت بردار هم·رایی رفتار :٣ . ١١ ش΄ل
آن در که

Aaug =


A ٠ · · · A١
In ٠ · · · ٠
... . . . . . . ...
٠ · · · In ٠

 , Baug =


B

٠
...
٠

 .
LQR مساله

پایدار (۵٣ . ٨) سیستم که به گونه ای u کنترلͬ قانون یافتن هدف ب·یرید، نظر در را زیر نامحدود افق با
شود: کمینه زیر دوم درجه هزینه تابع و شده مجانبی

J =

∞∑
k=٠

[xT (k)ϕx(k) + uT (k)Ru(k)], ϕ ≥ ٠, R > ٠.

ͬ شود. م منجر فوق هزینه تابع با تاخیر بدون الحاقͬ سیستم برای LQR مساله به ͽواق در مساله این
(Aaug, Baug) ماتریس زوج اگر ͽواق در است. شده شناخته کاملا تاخیر بدون سیستم برای LQR مساله
ϕaug = diag{ϕ, ٠} آن در که باشد ٨۵ مشاهده پذیر (Aaug, ϕaug) ماتریس زوج و بوده ٨۴ پایداری پذیر

،[٣] دارد وجود زیر به صورت بهینه کنترلͬ قانون ΁ی این صورت در
u(k) = Kxaug(k), K = −(BT

augPBaug +R)−١BT
augPAaug, (۶٣ . ٠)

(DARE) زمان‐گسسته جبری ری΄اتͬ معادله مثبت معین ی΄تای ͺپاس P ∈ R(h+١)n×(h+١)n ماتریس
است، زیر ٨۶

P = AT
aug[P − PBaug(B

T
augPBaug +R)−١BT

augP ]Aaug + ϕaug, (۶٣ . ١)
تاخیر با زیر بهینه پسخورد به منجر مساله این است. (پایدار) شور Aaug + BaugK ماتریس که به طوری

ͬ شود، م اصلͬ سیستم برای شده توزیع
xaug(k+١) = (Aaug+BaugK)xaug(k), u(k) = Kcol{x(k), x(k−١), · · · , x(k−h)}. (۶٣ . ٢)
84Stabilizable
85Detectable

86Discrete-time Algebraic Riccati Equation



تاخیری سیستم های ۶۶

حالت در تاخیر دارای سیستم های برای LQR مساله نیز پیوسته سیستم های برای که است ذکر به لازم
است. شده توزیع کنترلͬ قانون دارای نیز

EVA روش با زمان‐گسسته تاخیری سیستم پایداری ۵ . ٣
است. رسیده چاپ به [۵٨] ͽمراج در بخش این نتایج

ب·یرید، نظر در را زیر چند گانه تاخیر های با LTI سیستم

xk+١ =
p∑

i=٠
Aixk−i +

q∑
j=٠

Bjuk−j , (۶٣ . ٣)

ماتریس های Bj ∈ Rn×m و Ai ∈ Rn×n ورودی، و حالت بردارهای u ∈ Rm و x ∈ Rn آن در که
افزوده(الحاقͬ) حالت بردار تعریف با .rank(Bj) = m و هستند حقیقͬ ثابت

Xk+١ = col{xk+١, xk, · · · , xk−(p−١), uk, uk−١, · · · , uk−(q−١)}, (۶۴ . ٣)

ͬ شود، م تبدیل زیر استاندارد سیستم به (۶٣ . ٣) سیستم

Xk+١ = AXk +Buk, (۶۵ . ٣)

آن در که

A =



A٠ A١ · · · Ap−١ Ap B١ B٢ · · · Bq−١ Bq

In ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ In · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · In ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ Im ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ Im · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · Im ٠



, B =



B٠
٠
٠
...
٠
Im

٠
٠
...
٠



. (۶۶ . ٣)

ماتریس F وقتͬ uk = FXk کنترل قانون تعریف با .ñ = n(p + ١) + mq ، u ∈ Rm ،X ∈ Rñ و
با ͬ شود. م تبدیل Xk+١ = (A+BF )Xk حلقه‐بسته سیستم به (۶۵ . ٣) سیستم است، بهره(پسخورد)
مقادیر و پایدار مذکور سیستم که ͬ یابیم م ای به گونه را سیستم حالت پسخورد ماتریس EVA روش ΁کم
Λ = {λ١, λ٢, . . . λñ} مطلوب ویژه مقادیر مشخص طیف در Γ = A + BF حلقه‐بسته ماتریس ویژه

گیرند. قرار



۶٧ EVA روش با زمان‐گسسته تاخیری سیستم پایداری

ب·یرید، نظر در را زیر حالت بردار در تاخیر با خطͬ زمان‐گسسته سیستم .١ . ۵ . ٣ مثال

xk+١ =


١ ٠ ١
٠ −١ ١
٠ ٠ ٢

xk +


٢ ٠ ١
−١ ٢ ٣
٠ ٣ ۴

xk−١ +


٠ ١
١ ٠
٠ ٢

uk (۶٣ . ٧)

داریم، (۶۶ . ٣) رابطه ΁کم با

A =



١ ٠ ١ ٢ ٠ ١
٠ −١ ١ −١ ٢ −٣
٠ ٠ ٢ ٠ ٣ ۴
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠


, B =



٠ ١
١ ٠
٠ ٢
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


. (۶٣ . ٨)

زیرا، است ناپایدار (۶٣ . ٧) سیستم

Ω(A) = {٣٫١٩٨, ٢٫١٩۴, ١٫١٣۶,−١٫٧۶ ± ٠٫٨٨i,−١}.
به را Λ = {٠٫٣−,٠٫١, ٠, ٠٫١, ٠٫٣, ٠٫۵} مطلوب مقادیر که است پسخورد ی ماتریس یافتن هدف بنابراین

داریم، EVA روش ΁کم با دهد. اختصاص سیستم

F =

 ٠٫٨ ١٫۴ −٠٫٧٣ ٣٫٧١ −۴٫٠٣ ١٫۶۵
−٢٫۵٨ ١٫۵ −٠٫٠۶۵ −١٫۴١۵ −٠٫۴۵ −١٫٣٠

 ,
بردار با سیستم این ٣ . ١٣ ش΄ل به توجه با شده، داده نشان ٣ . ١٢ ش΄ل در (۶٣ . ٧) سیستم هم·رایی رفتار

است. مجانبی پایدار x٠ = [−١, ۵, ٣]T اولیه
ب·یرید، نظر در را زیر چندگانه تاخیر های با خطͬ زمان‐گسسته سیستم .٢ . ۵ . ٣ مثال

xk+١ =

١ ١
٠ ٢

xk +
 ٢ ٠
−١ ٢

xk−١ +

١ ٠
١ ١

uk +
٣ ۴

٢ ١

uk−١ +

−٢ ٣
٠ ١

uk−٢ (۶٣ . ٩)

ویژه مقادیر که ͬ آوریم م بدست ای به گونه را بهره ماتریس سیستم، پایدارسازی برای
Λ = {٠٫−,٠٫٣−,٠٫٢−,٠٫١۴, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫۴}

بنابراین، دهد. اختصاص سیستم به را

A =



١ ١ ٢ ٠ ٣ ۴ −٢ ٣
٠ ٢ −١ ٢ ٢ ١ ٠ ١
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠


, B =



١ ٠
١ ١
٠ ٠
٠ ٠
١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠


.



تاخیری سیستم های ۶٨
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١ . ۵ . ٣ مثال در حالت بردارهای هم·رایی رفتار :٣ . ١٢ ش΄ل

نتیجه در
F =

[ ٣٫١۶۴۵ −٣٫۴۵۶٨ ۴٫۶٩۴٠ −٣٫۴۶٩۶ ٠٫٠١۶٩ ۴٫٨٧٧٧ −٢٫٩۵٨۵ ٢٫٧٠۴٠
−٣٫٣۴٨٠ ٢٫۶۶١٧ −۴٫٠۶١٩ ٢٫۶٢٩۴ −٠٫٢١۵۶ −۵٫٣٨۶۴ ٢٫٧۴٣٩ −٢٫٨٠۴۴

]
.

است. مجانبی پایدار x٠ = [−٢, ٢]T اولیه بردار با سیستم این ١۵ . ٣ و ١۴ . ٣ ش΄ل های به توجه با

نرم کمینه سازی با تاخیری سیستم های برای PEVA روش ۶ . ٣
پسخورد

است. رسیده چاپ به [۵٧] ͽمراج در بخش این نتایج
ماتریس PEVA روش ΁کم با ب·یرید نظر در را (۶٣ . ٣) شده استاندارد زمان‐گسسته خطͬ سیستم

ͬ  آوریم. م به دست را پسخورد
برای rank(B) = m و کنترل پذیر (B,A) ماتریس زوج ͬ کنیم م فرض مساله کلیت از کاستن بدون

گرفته، نظر در زیر به صورت را A ماتریس ویژه مقادیر طیف .m ≤ ñ

Ω(A) = {λ١, λ٢, . . . , λp;λp+١, . . . , λñ},

که است حالتͬ پسخورد ماتریس یافتن هدف ،S = {µ١, µ٢, . . . , µp} کنیم مͬ فرض
Ω(Γ) = {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λñ}.

ماتریس ویژه مقادیر از تعدادی تنها و نیستند پایدار کاملا که ͬ شود م استفاده سیستم های برای مساله این
Y = (y١, y٢, . . . , yñ) به صورت ماتریسAرا چپ ویژه بردارهای ابتدا در هستند. نامطلوب (A) حلقه‐باز
یافتن هدف گرفته، نظر در را Λ١ = diag{λ١, λ٢, . . . , λp} و Y١HB ماتریس های اکنون ب·یرید، نظر در



۶٩ پسخورد نرم کمینه سازی با تاخیری سیستم های برای PEVA روش
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١ . ۵ . ٣ مثال در ورودی بردارهای هم·رایی رفتار :٣ . ١٣ ش΄ل

s = {µ١, µ٢, . . . , µp} طیف در Λ١ + Y١HBK حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر که به طوری K ماتریس
ͬ آوریم، م به دست را (Y١HB,Λ١) مرتب زوج همدم و اشلون فرم تشابهͬ تبدیلات ΁کم با ب·یرد. قرار

داریم:

Ỹ١HB =

(Y١HB)Om×m

٠

 , Λ̃١ =


G٠(m×p)

. . . . . .

Ip−m O(p−m)×m

 .
ͬ برد. م صفر به را Γ̃٠ ماتریس ویژه مقادیر که است F̃p = −((Y١HB)٠)

−١
G٠ اولیه پسخورد ماتریس و

ͬ کنیم. م تعریف را Aµ = Γ̃٠ +D و گرفته نظر در را D = diag{µ١, µ٢, . . . , µp} قطری ماتریس اکنون
روی که تشابهͬ عملیات با اکنون هستند. {µ١, µ٢, . . . , µp} Aµطیف ماتریس ویژه مقادیر که است ͹واض

ͬ رسیم، م زیر همدم فرم به ͬ دهیم م انجام Aµ ماتریس

Ãµ =


Gµ(m×p)

. . . . . .

Ip−m O(p−m)×m

 .
پسخورد ماتریس بنابراین ی΄سان، ویژه مقادیر دارای و هستند Aµمتشابه و Ãµ ماتریس دو اینکه به توجه با

ͬ شود، م تعریف زیر به صورت K̃ حالت

K̃ = ((Y١HB)٠)
−١
(−G٠ +Gµ) = F̃p + K̃µ =⇒ K = K̃T−١.

است. F = K × Y١H به صورت PEVA مساله در (۶٣ . ٣) سیستم برای پسخورد ماتریس که است ͹واض
سیستم های برای ͬ رود م انتظار بنابراین است، آزاد پارامترهای به وابسته عموما و ی΄تانیست پسخورد ماتریس
توجه مورد ها کنترل گر پارامتر سازی و نرم کمینه سازی آورد. به دست مختلفͬ ماتریس های بتوان کنترلͬ
وحالت ورودی بردارهای رفتارهم·رایی و سیستم عمل΄رد بهبود برای است. گرفته قرار محققین از بسیاری
پسخورد ماتریس یافتن برای مختلفͬ روش های باشد. مم΄ن مقدار حداقل پسخورد ماتریس نرم است نیاز



تاخیری سیستم های ٧٠
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٢ . ۵ . ٣ مثال در حالت بردارهای هم·رایی رفتار :١۴ . ٣ ش΄ل

برای را جدیدی روش ،٢ . ٣ . ٢ بخش در شده بیان روش ΁کم با ادامه در .[٣٨]‐[٣٣] است شده ارائه
ͬ کنیم. م پیشنهاد بهره ماتریس نرم کردن کمینه

فرض بنابراین است، معادلات از بیشتر مجهولات تعداد که غیر خطͬ معادلات حل نیازمند [٣٢] روش
ͬ کنیم، م

K = B١−٠(−G٠ +Gλ)T
−١ =


k١١ k١٢ . . . k١n... ... . . . ...
km١ km٢ . . . kmn

 ,
ͬ کنیم: م تعریف را زیر بهینه سازی مساله ،(٣۴ . ٢) معادلات ΁کم با

Minimize
m∑
i=١

n∑
j=١

k٢
ij , (٣ . ٧٠)

subject to



f١(g١١, g١٢, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmn) = c١
f٢(g١١, g١٢, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmn) = c٢
... ...
fn(g١١, g١٢, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmn) = cn

ͬ آید. م به دست نرم حداقل با پسخورد ماتریس موجود روش های با بهینه سازی مساله حل با

ال·وریتم
.rank(Bj) = m و (B,A) کنترل پذیر زوج فرضیات:

.Ai, Bj ماتریس های ورودی:
ویژه مقادیر داراي حلقه‐بسته سیستم که به طوری نرم کمترین با F حالت پسخورد ماتریس خروجͬ:

باشد. مطلوب



٧١ پسخورد نرم کمینه سازی با تاخیری سیستم های برای PEVA روش
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٢ . ۵ . ٣ مثال در ورودی بردارهای هم·رایی رفتار :١۵ . ٣ ش΄ل
با B و A ماتریس های محاسبه و (۶۵ . ٣) استاندارد سیستم به (۶٣ . ٣) تاخیری سیستم تبدیل اول: گام

.(۶۶ . ٣) روابط ΁کم
مقادیر به S = {µ١, · · · , µp} مطلوب ویژه مقادیر تخصیص و (Y١HB,Λ١) مرتب زوج محاسبه دوم: گام

PEVA. روش ΁کم با Ω(A) = {λ١, · · · , λp} نامطلوب
.F = K × Y H١ و K پسخورد ماتریس های محاسبه سوم: گام

عددی مثال های
ارائه قبلͬ نتایج با پیشنهادی روش مقایسه و کارایی دادن نشان برای عددی مثال سه بخش، این در

ͬ دهیم. م
ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .١ . ۶ . ٣ مثال

xk+١ =

٠٫٩۵١٢ ٠
٠ ٠٫٩٠۴٨

xk+
۴٫٨٧٧٠ ۴٫٨٧٧٠

٠ ٠

uk+
 ٠ ٠
−١٫١٨٩۵ ٣٫۵٨٩٠

uk−١, (٣ . ٧١)

به را Λ = {±٠٫±,٠٫١۵} مطلوب ویژه مقادیر که است نرم کمینه با حالتͬ پسخورد ماتریس یافتن هدف
داریم، EVA روش با دهد. اختصاص سیستم

K =

 −٠٫٢۴٧٠ ٠٫٢٩۵۴ −٠٫٣٣۵١ ١٫١۶٩٧
−٠٫٠٢۵۵ −٠٫٠٨۵١ ٠٫١١٢۶ −٠٫٣٩٢٢

 ,
ب·یرید، نظر در اکنون . ∥ K ∥F= ١٫٣۴٢٨ نرم با

Ãλ =


g١١ g١٢ g١٣ g١۴
g٢١ g٢٢ g٢٣ g٢۴
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

 ,



تاخیری سیستم های ٧٢

داریم: (٣۴ . ٢) و (٢ . ٣٣) روابط ΁کم با

−(g١١ + g٢٢) = ٠
g١١g٢۴ − g١٢g٢٣ + g١٣g٢٢ − g١۴g٢١ = ٠
−g١٣ − g٢۴ + g١١g٢٢ − g١٢g٢١ = −٠٫٢۶
g١٣g٢۴ − g١۴g٢٣ = ٠٫٠٠٢۵

تعریف، با

Gλ =

 g١١ g١٢ g١٣ g١۴
g٢١ g٢٢ g٢٣ g٢۴

 , (٣ . ٧٢)

نتیجه، در
K = B١−٠(−G٠ +Gλ)T

−١ =

 k١١ k١٢ k١٣ k١۴
k٢١ k٢٢ k٢٣ k٢۴

 =


٠٫١۵۴g١١ + ٠٫٠۵١g١٢ + ٠٫١۶٢g١٣ + ٠٫٠۵٣٧g١۴ − ٠٫١۵ ٠٫١۵۴g١١ + ٠٫٠۵١g١٢ + ٠٫١۶٢g١٣ + ٠٫٠۵٣٧g١۴ − ٠٫٠۵
٠٫١٨٩g٢١ − ٠٫١٨٩g١١ − ٠٫٢٠٩g١٣ + ٠٫٢٠٩g١۴ + ٠٫١٧ ٠٫١٨٩g٢١ − ٠٫١٨٩g٢١ − ٠٫٢٠٩g١٣ + ٠٫٢٠٩g١۴ − ٠٫١٧
٠٫٢۴٩g١١ − ٠٫٢۴٩g١٢ − ٠٫٧٩g١٣ − ٠٫٢۶٢g١۴ − ٠٫٢٣ ٠٫٢۴٩g٢١ − ٠٫٢۴٩g٢٢ − ٠٫٧٩g٢٣ − ٠٫٢۶٢g٢۴ + ٠٫٢۶
٠٫٧۵١g١٢ − ٠٫٧۵١g١١ − ٠٫٧٩g١٣ − ٠٫٢۶٢g١۴ + ٠٫۶٨ ٠٫٧۵١g٢٢ − ٠٫٧۵١g٢١ − ٠٫٧٩g٢٣ − ٠٫٢۶٢g٢۴ − ٠٫۶٨


T

(٣ . ٧٣)

ͬ کنیم: م تعریف را زیر بهینه سازی مساله فوق معادلات ΁کم با بنابراین

Minimize
٢∑

i=١

۴∑
j=١

k٢
ij

subject to



−(g١١ + g٢٢) = ٠
g١١g٢۴ − g١٢g٢٣ + g١٣g٢٢ − g١۴g٢١ = ٠
−g١٣ − g٢۴ + g١١g٢٢ − g١٢g٢١ = −٠٫٢۶
g١٣g٢۴ − g١۴g٢٣ = ٠٫٠٠٢۵

داریم: آن حل با

Gλ =

 −٠٫٠۵٨۵ −٠٫١۴٨٧ ٠٫٢١٧۵ −٠٫٠١۵۶
−٠٫١۵۴١ ٠٫٠۵٨۵ −٠٫٠۶٣٣ ٠٫٠١۶٢

 , (٧۴ . ٣)

و

K =

 −٠٫١٢٨٧ ٠٫١٠۵۵ −٠٫٣٧٠۴ ٠٫۴۴۴٢
−٠٫٠٧٨٧ −٠٫١١۴۴ ٠٫٢١٨١ −٠٫۴٧۴١

 , (٧۵ . ٣)

.∥ K ∥F= ٠٫٨٠٨۶ نرم با



٧٣ پسخورد نرم کمینه سازی با تاخیری سیستم های برای PEVA روش
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٢ . ۶ . ٣ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١۶ . ٣ ش΄ل

ب·یرید، نظر در را زیر زمانͬ تاخیر با خطͬ سیستم .٢ . ۶ . ٣ مثال

xk+١ =


٢ ٠ ١
−١ ٢ −٣
٠ ١ ۴

xk +

−١ ٠ ١
٠ −١ ٣
۴ ٠ ٢

xk−١ +


٠ ١
−١ ٠
٠ ٢

uk.
است، زیر به صورت آن حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر طیف زیرا است، ناپایدار سیستم این

Ω(A) = L١ ∪ L٢ = {٣٫٨٠٢٧, ٠٫٩٨۶٧ ± ١٫٢۴٢٠i, ٢} ∪ {−٠٫۴۵٩١, ٠٫۶٨٣٠}
ماتریس ویژه مقادیر که به طوری نظر در را S = {±٠٫±,٠٫١۵} دلخواه طیف پایدارسازی، برای اکنون

داریم، باشد. S ∪ L٢ برابر A+BF

Λ١ =


٣٫٨٠٣ ٠ ٠ ٠

٠ ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠٫٩٨٧ + ١٫٢۴i ٠
٠ ٠ ٠ ٠٫٩٨٧ − ١٫٢۴i

 , Y١HB =


−٠٫٢۶٩ ١٫٢۶٢
٠٫٣٩٢ −٠٫٣٩٢

−٠٫٠٠١ + ٠٫١٨i ٠٫٠۶ − ٠٫١٧۴i
−٠٫٠٠١ − ٠٫١٨i ٠٫٠۶ + ٠٫١٧۴i

 .

که K پسخورد ماتریس ، Y١HB و Λ١ ماتریس های برداری همدم فرم آوردن به دست از بعد اکنون
ͬ آید، م به دست زیر به صورت ͬ دهد م اختصاص S به را Λ١ + Y١HBK ماتریس ویژه مقادیر همه

K =

−۴٫٢۴۴٣ ٠٫۴۵٢۵ −٣٫۴۵٠٨ + ۵٫۴٨٩۶i −٣٫۴۵٠٨ − ۵٫۴٨٩۶i
−٣٫٧١٣٩ ٩٫۵۴١٠ −٧٫١١۴١ + ۶٫٢٨٣٢i −٧٫١١۴١ − ۶٫٢٨٣٢i


نتیجه، در

F =

۵٫١٩۵٨ ٠٫۵٩٠۶ −۴٫۶٣٩٣ −٧٫۴٢١٢ −١٫٠٢۵٧ ٣٫٠٩٩١
٧٫٣٣١٧ −٢٫۶١٧۴ −٧٫٢۵٨۶ −١۵٫٩٣٧۶ −٠٫٠٢٣٢ −٠٫٩١۵۶


سیستم که ͬ شود م مشاهده ش΄ل ها از شده اند. داده نشان ٣ . ١٧ و ١۶ . ٣ ش΄ل های در سیستم ͺپاس

است. پایدار مجانبی به طور x٠ = [−٣, ۵, ۴]T اولیه بردار با (٢ . ۶ . ٣)



تاخیری سیستم های ٧۴

٢ . ۶ . ٣ مثال در ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار :٣ . ١٧ ش΄ل

ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .٣ . ۶ . ٣ مثال
(٧۶ . ٣)

xk+١ =

١ −١
٠ −٢

xk +
 ٢ −١
−١ ٣

xk−١ +

 ١ ٠
−١ ١

uk +
١ −٢

۴ ٣

uk−١ +

−١ ٣
٠ ۵

uk−٢.

دلخواه طیف هستند. L = {−٢٫٩۴١−,٨٨, ٢٫١۶۶, ٠٫٧٨٢٨, ٠, ٠, ٠, ٠} حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر
داریم، PEVA روش طبق گرفته، نظر در را S = {−٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫٣}

Λ١ =


−٢٫٩۴٨٨ ٠ ٠

٠ ٢٫١۶۶٠ ٠
٠ ٠ −١

 , Y١HB =


−٠٫٩٢٣٣ ٠٫١٧٢٨
٠٫٢٩٧٧ −٠٫٧٧٧١
٠٫١۴٩١ −٠٫٧۴۵۴

 ,
ͬ آیند: م به دست زیر به صورت پسخورد ماتریس های بنابراین،

K =

−٢٫٢۴٣٠ −۴٫٨۶۴٧ −٣٫٩۶٨۶
−٠٫۵۶٠٠ −٠٫۶١۴١ −٢٫٢۴٢١

 ,
و

F =

−١٫١٢١۶ ٠٫٠٨٩٠ −٣٫۶٣۵٩ ٣٫۶٣٨٨ ١٫٢۴١٨ ۶٫٢۶١٧ ١٫۴۵٣٨ −٠٫٧١٩٧
٠٫١٢٩٠ −٠٫٠٩۴٧ −١٫٠٢١۵ ٠٫٨٣٠۴ −٠٫٢٢٣۶ ٢٫١۴۶٣ ٠٫۴۴۶٨ −٠٫٧٠١١

 .
ͬ گیریم: م نظر در را زیر موارد اکنون ،∥F∥F = ٨٫٨۴۴٠ و ∥K∥F = ٧٫٠٨٢۶ نرم های با



٧۵ پسخورد نرم کمینه سازی با تاخیری سیستم های برای PEVA روش

گرفته، نظر در را حلقه‐بسته ماتریس با متناظر گراف ٢ . ٣ . ١ بخش در شده بیان روش ΁کم با اول: مورد
برای مثال به عنوان گرفت نظر در ͬ توان م Gα برای مختلفͬ انتخاب های

Γ̃٠ =

 O٢,۴
I٢ , O٢,٢

 ,
ͬ کنیم، م فرض

e١ e٣

e٢ o

داریم، ٢ . ٣ . ١ بخش زیر در شده بیان روابط ΁کم با صورت، این در

Gα =

 ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣

 =⇒ Gα =

 ٠ ٠ ٠
١٫٣۴۶٩ ٠ −٠٫۶٠٠٧

 ,
و

K =

−٣٫۴۵٨۴ −١٫٠١٧٣ −٠٫٧١۶۴
−١٫١۵۴٨ ١٫٢۶٨٨ −٠٫۶۵٠۵

 ,
نتیجه، در

F =

[
−٠٫١٣٢٩ −١٫١٢۵١ −١٫١٩۴٨ ١٫٩۴٧٩ ١٫٧٩١٢ ١٫٨۵٢٢ ٠٫٣٢٧٣ ١٫٧١٨٩
٠٫۶١٢٨ −٠٫۶٨٨٩ ٠٫١٧٣٢ ٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠۴۵٢ −٠٫٠١١٧ −٠٫١٠۴۵ ٠٫۴٩٢۴

]
,

.∥K∥F = ۴٫١٠٨٠, ∥F∥F = ۴٫١۶۴٣ نرم های با
شده بیان روش ΁کم با K,F غیر خطͬ پارامتری ماتریس های کردن پیدا هدف مورد، این در مورددوم:

ͬ کنیم، م فرض بنابراین، است. ٢ . ٣ . ٢ بخش زیر در

Ãµ =


g١١ g١٢ g١٣
g٢١ g٢٢ g٢٣
١ ٠ ٠

 ,
داریم، (٣۴ . ٢) و (٢ . ٣٣) روابط ΁کم با

−g١١ − g٢٢ = −٠٫٣
g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = −٠٫٢۵
g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣ = ٠٫٠٧۵

داریم، مثال برای گرفت. نظر در بالا غیر خطͬ معادله حل برای ͬ توان م مختلفͬ انتخاب های

K =

−٣٫۴٠٩٠ −٢٫٢۴٩۴ −٢٫٧٠۵٣
−٠٫٩٨٢۶ ٠٫٩٠٢۵ −١٫١٧٩٨





تاخیری سیستم های ٧۶

و

F =

−٠٫٢٩۴٨ −٠٫٨۶۶٣ −٢٫٣١٢٣ ٢٫٧۶٧۴ ١٫۵٠٣٠ ۴٫٠۴١٨ ٠٫٨٣٣٩ ٠٫٧٢١٠
٠٫۵۴٩٢ −٠٫۵۵١٧ −٠٫١١۵٨ ٠٫١٧٣٨ −٠٫١٠٠٩ ٠٫۵۶٠٠ ٠٫٠٣۴٧ ٠٫١٢٧۶

 .
پسخورد ماتریس های نرم های و S ∪L٢ برابر A+BF ماتریس ویژه مقادیر طیف ͬ شود م مشاهده

هستند. ∥F∥F = ۵٫٨٨۵٩ و ∥K∥F = ۵٫٢١٢٧
ͬ گیریم: م نظر در زیر به فرم را پارامتری پسخورد ماتریس پیشنهادی، روش ΁کم با سوم: مورد

K = (Y١HB)١−٠
(−G٠ +Gλ)T

−١ =

 k١١ k١٢ k١٣
k٢١ k٢٢ k٢٣

 ,
آن در که

k١١ = ٠٫١٣g١٣ − ٠٫١٧٢g١٢ − ٠٫٣٨۴g١١ − ٠٫٧٨۴g٢١ − ٠٫٣۵٢g٢٢ + ٠٫٢۶۶g٢٣ − ٢٫١٧
k١٢ = ١٫٧۶g١١ + ٠٫٣٢٩g١٢ + ٠٫٨١٣g١٣ + ٣٫۶g٢١ + ٠٫۶٧٢g٢٢ + ١٫۶۶g٢٣ − ۵٫٢٧
k١٣ = ٠٫٨١٧g١١ − ١٫٧٢g١٢ − ٠٫٨١٧g١٣ + ١٫۶٧g٢١ − ٣٫۵٢g٢٢ − ١٫۶٧g٢٣ − ٢٫٧١
k٢١ = ٠٫١٣g٢٣ − ٠٫١٧٢g٢٢ − ٠٫٣٨۴g٢١ − ٠٫۵٠٨
k٢٢ = ١٫٧۶g٢١ + ٠٫٣٢٩g٢٢ + ٠٫٨١٣g٢٣ − ٠٫٧١٣
k٢٣ = ٠٫٨١٧g٢١ − ١٫٧٢g٢٢ − ٠٫٨١٧g٢٣ − ١٫٧٢

ͬ کنیم: م تعریف را زیر سازی بهینه مساله بنابراین،

minimize

٢∑
i=١

٣∑
j=١

k٢
ij (٣ . ٧٧)

subject to


−g١١ − g٢٢ = −٠٫٣
g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = −٠٫٢۵
g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣ = ٠٫٠٧۵
داریم، فوق غیر خطͬ برنامه ریزی مساله حل با

Gλ =

 ٠٫١٧٩٠ −٢٫۴۵٨٠ ٢٫۵٨۶٠
٠٫٩۴١٠ ٠٫١٢١٠ −٠٫٠٩۶٠

 ,
ͬ آیند، م بدست زیر به صورت F و K پسخورد ماتریس های (٧۶ . ٣) سیستم برای بنابراین

K =

 −٢٫٢٨۴١ −٠٫٣۵۴٨ ٠٫٨٧٠۵
−٠٫٩٠٢۶ ٠٫٩٠۵۵ −١٫٠٨۶٠

 ,
و

F =

[
−٠٫١٧٠۶ −٠٫٨٠۴٨ −٠٫٢۵١۶ ٠٫٩۴۶۴ ١٫۴٩٨٨ ٠٫٠٣٧١ −٠٫٠٣٨۴ ١٫٧۵۶۴
٠٫۵٣٣٢ −٠٫۵٢١٧ −٠٫٠٧۴٠ ٠٫١٢۶٣ −٠٫١١٣٨ ٠.۴٧١۵ ٠٫٠١٩٢ ٠٫١٢١١

]
,



٧٧ زمانͬ بهینه کنترل

٣ . ۶ . ٣ مثال برای مختلف روش های با ماتریس نرم مقایسه :٣ . ٢ جدول
∥.∥F کاهش % ∥F∥F ∥K∥F روش

٧٫٠٨٢۶ ٨٫٨۴۴٠ (΁کلاسی) PEVA

٢۶٪ ۵٫٨٨۵٩ ۵٫٢١٢۶ [٣٢] روش
۴٢٪ ۴٫١۶۴٣ ۴٫١٠٨٠ [٣١] روش
۵٨٪ ٢٫٧٩٢۵ ٢٫٩٨۵٨ پیشنهادی روش

جدول در پسخورد ماتریس نرم های بین مقایسه .∥F∥F = ٢٫٧٩٢۵ و ∥K∥F = ٢٫٩٨۵٨ نرم های با
از شده اند. داده نشان ٣ . ١٩ و ٣ . ١٨ ش΄ل های در سیستم ͺپاس همچنین است. شده آورده ٣ . ٢
مجانبی به طور x٠ = [−٣, ٢]T اولیه بردار با (٧۶ . ٣) سیستم که ͬ شود م مشاهده موجود ش΄ل

است. پایدار

روش ها مقایسه
ͬ کنیم: م مقایسه موجود روش های با را آن و ͬ دهیم م ارائه را پیشنهادی روش مزایای بخش، این در

شده ارائه روش های به نسبت محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش و ال·وریتم سادگͬ پیشنهادی، روش مزیت •
شده ارائه روش های به نسبت حالت پسخورد ماتریس نرم کاهش و است [۵٩ ،۶٠ ،٣۵ ،٣۴ ،٣۶] در

. [٣١ ،١٧]
ͬ شود م اعمال ورودی یا کنترل متغیرهای روی محدودیت هایی مهندسͬ، مسائل از بسیاری در •
روش غیر خطͬ پارامتری سازی با کار این با که باشد ام j ورودی از مضربی ام iورودی مثال، به عنوان
محدودیت های که کرد تعیین طوری ͬ توان م را حالت پسخورد ماتریس و است پذیر ام΄ان پیشنهادی
سیستم ورودی های برای محدودیتͬ [٣۵] جمله از ͽمراج از بسیاری در گردد. اعمال سیستم به فوق

است. ͬ شود نم گرفته نظر در
که است این [٣٧ ،٣۶] و [۵٩ ،٣٢ ،٣١ ،١٧] روش های با مقایسه در PEVA روش خاص ویژگͬ •
بعد بنابراین ͬ شود، م گرفته نظر در سیستم نامطلوب ویژه مقادیر از کمͬ بسیار تعداد برای تنها
سیستم های برای موثر روشͬ و هستیم کمتری محاسبی پیچیدگͬ دارای و یافته کاهش سیستم

است. مقیاس بزرگ
نوسانات دامنه ی کاهش باعث بهره ماتریس نرم مقدار کاهش ، ٣ . ۶ . ٣ مثال ش΄ل های به توجه با •
ͬ شود. م Uk = FXk کنترل قانون با هزینه یا انرژی مصرف کاهش نتیحه در و کنترلͬ های سی·نال

زمانͬ بهینه کنترل ٣ . ٧
ب·یرید، نظر در را زیر زمان‐گسسته خطͬ سیستم

x(k + ١) = A٠x(k) +A١x(k − h) +Bu(k), (٣ . ٧٨)



تاخیری سیستم های ٧٨

٣ . ۶ . ٣ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار مقایسه :٣ . ١٨ ش΄ل



٧٩ زمانͬ بهینه کنترل

٣ . ۶ . ٣ مثال در ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار مقایسه :٣ . ١٩ ش΄ل



تاخیری سیستم های ٨٠

ͬ شود، م منجر زیر تاخیر بدون سیستم به الحاقͬ بردار تعریف با
X(k + ١) = AaugX(k) +Bu(k), X(k) ∈ R(h+١)n, (٣ . ٧٩)

به گونه ای K ماتریس به دنبال ٨٧ زمانͬ بهینه کنترل در ب·یرید. نظر در u(k) = KX(k) را کنترل قانون
. برساند تعادل) (حالت صفر به υ مانند مرحله) (کمترین زمان کوتاه ترین در را دستگاه حالت که هستیم

ͬ کنیم م تعریف و ͬ نامیم م کنترل پذیری اندیس را υ
υ = max {pi|i = ١, · · · ,m}, υ < n. (٣ . ٨٠)

هستند. کرونکر ناورداهای pi آن در که
آن در که ب·یرید، نظر در را (٣ . ٧٨) سیستم .٣ . ٧ . ١ مثال

A =


١ ٠ ١
٠ −١ ١
٠ ٠ ٢

 , A١ =


٢ ٠ ١
−١ ٢ −٣
٠ ٣ ۴

 , B =


٠ ١
١ ٠
٠ ٢


طͬ حداکثر (٣ . ٧ . ١) سیستم برای زمانͬ بهینه کنترل مساله در که شود مͬ مشاهده ٣ . ٢٠ ش΄ل از
این است. مجانبی پایدار سیستم و شوند مͬ هم·را تعادل نقطه سمت به حالت بردارهای گام n = ٣
اختصاص (٣ . ٧٩) بسته حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که Fp اولیه پسخورد ماتریس محاسبه با کار
خواننده LTI های سیستم زمانͬ بهینه کنترل مساله مورد در بیشتر مطالعه برای ͬ گیرد. م صورت ͬ دهد، م

نماید. مراجعه [۶١] به ͬ تواند م علاقمند
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٨١ زمانͬ بهینه کنترل

٣ . ٧ . ١ مثال در ورودی و حالت بردارهای هم·رایی رفتار :٣ . ٢٠ ش΄ل





۴ فصل
مرتبه کسری سیستم های

است. شده گردآوری [٧ ،۶] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

معادله ΁ی آن  ها بر حاکم معادلات که ͬ شود م اطلاق سیستم هایی به FOs ١ مرتبه کسری سیستم های
منظور این به دارد. اختصاص مذکور سیستم های مطالعه به فصل این است. FDE ٢ کسری دیفرانسیل
مورد آن ها پایداری و ͬ شوند م معرفͬ زمان‐پیوسته مرتبه کسری LTI سیستم های ٢ . ۴ بخش در ابتدا
و مجانبی پایداری و پرداخته زمان‐گسسته سیستم های نمایش به ٣ . ۴ بخش در ͬ گیرد. م قرار مطالعه
و کرده ۴ . ٣ . ٣معرفͬ بخش زیر در را مثبت های سیستم پایداری شرایط و ͬ کنیم م بررسͬ را ها آن عملͬ

ͬ پردازیم. م زمان‐گسسته های سیستم عملͬ پایداری به انتها در

تاریخچه ١ . ۴
ارتقا است: شده کنترلͬ سیستم های کارایی بهبود باعث طریق دو به تکمیل از بعد کسری حسابان ابزار
دینامی΄ͬ مدل های برای وسیع تری بستر کردن فراهم با ابزار این کنترل گر ها. ارتقا و مدلسازی کیفیت
مدلسازی در کسری حسابان از ها استفاده اولین است. کرده زیادی ΁کم فرایندها دقیق تر مدلسازی به
ایده ͬ شود. م استفاده وفور به ابزار این امروز به تا زمان آن از ͬ گردد، م بر ١٩٣٠ دهه به فیزی΄ͬ پدیده های
حلقه‐باز تبدیل تابع معرفͬ به که ͬ گردد م بر ٣ بود به مرتبه کسری کنترلͬ سیستم اولین طراحͬ اصلͬ
پیاده عملͬ به  طور ١٩٨٠ سال در ۴ تاستین توسط ایده این پرداخت. مرتبه کسری) تبدیل (تابع آل ایده

1Fractional Order Systems
2Fractional Differential Equation

3Bode
4Tustin

٨٣



مرتبه کسری سیستم های ٨۴

مرتبه کسری، دینامی΁ های زمینه ی در ریاضͬ دانش بودن ناکافͬ دلیل به ١٩٨٠ سال از قبل تا شد. سازی
اوستالوپ دهه این در تدریج به اما نداشت، چشم·یری رشد مرتبه کسری کنترل گر های طراحͬ و مدل سازی
شاهد بعد به ٢٠٠٠ سال از ادامه در و کرد معرفͬ را CRONE کسری کنترل گر که بود فردی نخستین ۵

خواننده هستیم. کسری حسابان ابزار با PID جمله از کسری کنترل گرهای و تر پیشرفته مدل سازی های
نماید. مراجعه [۶٢ ،٩ ،٨ ،۶] به ͬ تواند م آن کاربردهای و مرتبه کسری سیستم های مدلسازی به علاقمند
مطرح ١٩٩۶ سال در ۶ متی·نون توسط ایده نخستین مرتبه کسری کنترلͬ سیستم های پایداری زمینه در
زمانͬ و فرکانسͬ حوزه دو در پایداری روش های اکثر ادمه در . پرداخت خواهیم آن به فصل این در که شد
حوزه در شده انجام کارهای جمله از شدند داده تعمیم و شده گرفته ب΄ار مرتبه کسری های سیستم برای
و [۶٨]‐[۶۵] LMI پایه بر مجانبی پایداری ، [۶۴ ،۶٣] (FTS) ٧ زمان‐متناهͬ پایداری به ͬ توان م زمانͬ

کرد. اشاره [۶٩] به فرکانسͬ حوزه در

زمان‐پیوسته مرتبه کسری سیستم های ٢ . ۴
و ٢ . ١ . ۴ بخش های زیر در مرتبه کسری سیستم های کنترل پذیری سپس و پایداری به ابتدا بخش این در

داریم. آن ها پایداری و مثبت سیستم های به اشاره ای نیز ٢ . ٣ . ۴ بخش در و ͬ پردازیم م ٢ . ٢ . ۴

مرتبه کسری سیستم های پایداری ٢ . ١ . ۴
ب·یرید، نظر در را زیر حالت ẋ(t)معادلات = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠,

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(١ . ۴)

u(t) ∈ Rm (١ . ۴) مدل در است. D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،A ∈ Rn×n ، B ∈ Rn×m آن در که
مفهوم به توجه با ͽواق در است. سیستم حالت بردار x(t) ∈ Rn و خروجͬ بردار y(t) ∈ Rp ورودی، بردار
متغیرها این مقدار داشتن با ،t٠ ≥ ٠ هر برای (١ . ۴) مدل در که ͬ دانیم م دینامی΄ͬ سیستم های در حالت
لحظات تمام برای را سیستم رفتار ͬ توان م t ≥ t٠ برای سیستم ورودی از اطلاع و t = t٠ لحظه در
به (١ . ۴) مدل در مرتبه کسری مشتق عمل·ر با اول مرتبه مشتق عمل·ر جای·ذاری با نمود. تعیین t ≥ t٠
مدل منظور این به برد. بهره آن از ͬ توان م مرتبه کسری سیستم های مدل نمایش برای که ͬ رسیم م مدلͬ

مرتبه کسری،
C٠ Dα

t x(t) = Ax(t) +Bu(t), ٠ < α < ١,
y(t) = Cx(t) +Du(t),

(٢ . ۴)

صورت در ، [١٠] کسری دیفرانسیل معادلات جواب ی΄تایی و وجود شرایط به توجه با ب·یرید. نظر در را
ورودی هر به (١ . ۴) مدل ͺپاس x(٠) = [x(٠)١, x(٠)٢, . . . , xn(٠)]T اولیه شرایط بردار بودن مشخص
نتیجه در نیست. محلͬ عمل·ر ΁ی d

dt ΁کلاسی عمل·ر خلاف بر C٠ Dα
t (.) عمل·ر بود. خواهد تعیین قابل

5Oustaloup
6Matignon

7FiniteiTime Stability



٨۵ زمان‐پیوسته مرتبه کسری سیستم های

سیستم ورودی از اطلاع و t = t٠ > ٠ لحظه در x(t) مقدار داشتن با (٢ . ۴) مدل در (١ . ۴) مدل بر خلاف
تعیین برای حالت این در و نمود تعیین t ≥ t٠ لحظات تمام برای را سیستم رفتار ͬ توان نم t ≥ t٠ برای
(١ . ۴) مدل در x(t) ∈ Rn بردار بنابراین است. نیاز مورد [٠, t٠] بازه در x(t) اطلاعات تمامͬ سیستم رفتار
LTI سیستم ΁ی روابط توسط شده توصیف مدل ͽواق در نیست. سیستم حالت بردار (٢ . ۴) مدل خلاف بر
شبه بردار را x(t) بردار بنابراین باشد، محدود بعد با حالتͬ بردار دارای ͬ تواند نم و بوده البعد نامتناهͬ

ͬ گوییم. م شبه حالت فضای در سیستم مدل را مذکور مدل و نامیده ٨ حالت
با کرد. توصیف نیز مرتبه کسری تبدیل تابع توسط ͬ توان م را (٢ . ۴) معادلات توسط شده توصیف سیستم

به صورت، لاپلاس حوزه در معادلات این اولیه، شرایط بودن صفر sفرض
αX(s) = AX(s) +BU(s),

Y (s) = CX(s) +DU(s).
(٣ . ۴)

ͬ شود: م بیان زیر به صورت سیستم تبدیل تابع و
G(s) = C(sαI −A)−١B +D,

G(s) =
bns

nα + bn−١s(n−١)α + · · ·+ b١sα + b٠
snα + an−١s(n−١)α + · · ·+ a١sα + a٠

.
(۴ . ۴)

مجانبی پایداری
ب·یرید، نظر در را زیر سیستم

C٠ Dα
t x(t) = Ax(t), ٠ < α < ١ (۵ . ۴)

که به طوری باشند (۵ . ۴) سیستم در A ماتریس ویژه مقادیر {λ١, . . . , λn} کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
هر برای اگر است، مجانبی پایدار سیستم این برای x = ٠ تعادل نقطه صورت این در ،λi = σi + jωi

ناپایداری و پایداری نواحͬ فوق، قضیه به توجه با باشد. برقرار | arg(λi)| > απ٢ نامساوی λi ویژه مقدار
است. شده داده نشان ١ . ۴ ش΄ل در مرتبه کسری سیستم برای

دار کران دار‐خروجͬ کران ورودی پایداری
ͬ نامیم م (BIBO) ٩ دار کران دار‐خروجͬ کران ورودی پایدار را y(t) خروجͬ و u(t) ورودی با سیستمͬ
مفهوم کنید توجه باشد. دار کران نیز سیستم این در y(t) خروجͬ ، u(t) دار کران ورودی هر ازای به اگر
اینجا در که سی·نال هاست. برای شده درنظرگرفته سی·نالͬ نرم به وابسته خروجͬ و ورودی بودن دار کران

ͬ دهیم. م قرار مبنا را بی نهایت نرم
به صورت: را مرتبه کسری خطͬ سیستم ΁ی شبه حالت }فضای

C٠ Dα
t x(t) = Ax(t) +Bu(t), ٠ < α < ١, y(t) = Cx(t), (۶ . ۴)

.y ∈ R و x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R همچنین ، A ∈ Rn×n, B ∈ Rn, C ∈ R١×n آن در که ب·یرید نظر در را
ماتریس ویژه مقادیر همان فوق معادله ریشه های بنابراین باشد، ١٠ کمینه (A,B,C) سه تایی کنید فرض

بود. خواهند A

8Pseudo-State
9Bounded Input-Bounded Output

10Minimal



مرتبه کسری سیستم های ٨۶

(۵ . ۴) سیستم برای پایداری نواحͬ :١ . ۴ ش΄ل

فقط و اگر است BIBO پایدار (A,B,C) کمینه سه تایی با (۶ . ۴) مرتبه کسری سیستم [٧٠] .٢ . ٢ . ۴ قضیه
. | arg(λi)| > απ٢ باشیم داشته A ماتریس از λi ویژه مقدار هر ازای به اگر

هرگاه گویند کنترل پذیر (A,B) زوج برای را A ماتریس از λk ویژه مقدار یادآوری:
rank(

[
λkI −A B

]
) = n,

هرگاه است رویت پذیر (A,C) زوج برای ویژه مقدار این همچنین

rank(

λkI −A

C

) = n.

بنابراین است. (۶ . ۴) سیستم ١١ رویت پذیری و کنترل پذیری معادل (A,B,C) سه تایی بودن کمینه فرض
و کنتر ل پذیر همزمان ویژه مقادیر تمامͬ اگر فقط و اگر است BIBO پایدار (۶ . ۴) سیستم ͬ تر، کل حالت در
قضیه به که زیر قضیه ͬ توان م ٢ . ٢ . ۴ قضیه به توجه با سازد. برآورده را | arg(λi)| > απ٢ شرط A رویت پذیر

گرفت. نتیجه کسری تبدیل توابع BIBO پایداری مورد در را است معروف متی·نون
تبدیل تابع با شده توصیف سیستم [٧١] .٢ . ٣ . ۴ قضیه

G(s) =
N(sα)

D(sα)
, (٧ . ۴)

D(s) = و N(s) = bns
n + bn−١s(n−١) + · · ·+ b١s+ b٠ چند جمله ای های و است α ∈ (٠, ١) آن در که

BIBO پایدار سیستم این ب·یرید. نظر در را اول اند هم به نسبت ansn + an−١s(n−١) + · · ·+ a١s+ a٠
چند جمله ریشه های p١, p٢, . . . , pk آن در که k = ١, . . . , n برای | arg(pk) |> απ٢ اگر فقط و اگر است

هستند. D(s) ای
11Observability



٨٧ زمان‐پیوسته مرتبه کسری سیستم های

مرتبه کسری سیستم های رویت پذیری و کنترل پذیری ٢ . ٢ . ۴
لحظه در x(t٠) = x٠ اولیه شبه حالت هر به ازای اگر ͬ نامیم م کنترل پذیر را (٢ . ۴) سیستم .٢ . ١ . ۴ تعریف
که باشد داشته وجود u(t) کنترلͬ سی·نال tf نهایی لحظه در x(tf ) = xf نهایی شبه حالت هر و t٠ اولیه

دهد. انتقال xf به x٠ از را سیستم شبه حالت t ∈ [t٠, tf ] محدود زمان در بتواند
سیستم منظور به این کرد. خواهیم ورودی تک سیستم های به محدود را خود تحلیل سادگͬ برای

تک ورودی
C٠ Dα

t x(t) = Ax(t) +Bu(t), ٠ < α < ١, (٨ . ۴)

بدون سیستم کنترل پذیری بررسͬ جهت ب·یرید. نظر در است، B ∈ Rn×١ و A ∈ Rn×n آن در که را
، از است عبارت لاپلاس حوزه در سیستم توصیف باشد. t٠ = ٠ ͬ کنیم م فرض مساله کلیت از کاستن

sαX(s)− sα−١x٠ = AX(s) +BU(s) =⇒ X(s) = (sαI −A)−١sα−١x٠ + (sαI −A)−١BU(s).

نمود، بینͬ باز زیر به صورت ͬ توان م را فوق تساوی

X(s) = (sαI −A)−١sα−١x٠ + (sαI −A)−١sα−١BU(s)s١−α, (٩ . ۴)

ͬ شود م نتیجه (٩ . ۴) تساوی از û(t) = L−١{U(s)s١−α} و ϕ(t) = L−١{(sαI −A)−١sα−١} تعریف با

x(t) = ϕ(t)x٠ +
∫ t

٠
ϕ(t− τ)Bû(τ)dτ. (١٠ . ۴)

رابطه، x(tf ) = xf فرض با

xf − ϕ(tf )x٠ =
∫ tf

٠
ϕ(tf − τ)Bû(τ)dτ, (١١ . ۴)

داریم ϕ(t) تابع تعریف به توجه با دی·ر، سوی از ͬ آید. م به دست

ϕ(t) = Eα,١(Atα) =
∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(kα+ ١) . (١٢ . ۴)

به صورت ͬ توان م را فوق تساوی راست سمت مجموع در شده ظاهر Ak کیلͬ‐همیلتون قضیه به توجه با
ͬ توان م را ϕ(t) تابع بنابراین نوشت. An−١, . . . , A٢, A ماتریس های و همانͬ ماتریس از خطͬ ترکیب ΁ی
مشخصͬ توابع an−١(t), . . . , a١(t), a٠(t) آن در که نمود بازنویسͬ ϕ(t) =

∑n−١
i=٠ ai(t)Ai به صورت

ͬ شود م نتیجه (١٢ . ۴) تساوی راست سمت در ϕ(t) تابع جای·ذاری با حال هستند.

xf − ϕ(tf )x٠ =
∫ tf

٠

n−١∑
i=٠

ai(tf − τ)AiBû(τ)dτ =
n−١∑
i=٠

AiB

∫ tf

٠
ai(tf − τ)û(τ)dτ. (١٣ . ۴)

ماتریسͬ، به فرم فوق تساوی

xf − ϕ(tf )x٠ = ΦcΨ, (١۴ . ۴)



مرتبه کسری سیستم های ٨٨

آن، در که است بازنویسͬ قابل

Φc =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
, Ψ =



Ψ٠
Ψ١
Ψ٢...

Ψn−١


, (١۵ . ۴)

و

Ψi =

∫ tf

٠
ai(tf − τ)û(τ)dτ, i = ٠, ١, . . . , n− ١. (١۶ . ۴)

باشد. rank(Φc) = n اگر فقط و اگر بود خواهد Ψ برای ی΄تایی جواب دارای (١۴ . ۴) معادله است.
کنید. ملاحظه در[۶] ͬ توانید م را û(t) محاسبه چ·ونگͬ به مربوط جزئیات

رتبه دارای Φc ماتریس که است آن (٨ . ۴) مرتبه کسری سیستم کنترل پذیری شرط شد داده نشان چنانچه
است. نیز ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ΁کلاسی سیستم پذیری کنترل شرط همان دقیقا این باشد. کامل
دارای بنیادی تفاوت های ͬ رغم عل آن ΁کلاسی متناظر سیستم و (٨ . ۴) مرتبه کسری سیستم دی·ر، به بیان

هستند. ی΄سانͬ کنترل پذیری شرایط
اطلاعات به توجه با را x(t٠) حالت شبه بتوان اگر ͬ نامیم م رویت پذیر را (٢ . ۴) سیستم .٢ . ٢ . ۴ تعریف

نمود. تعیین t ∈ [t٠, tf ] زمانͬ بازه در y(t) خروجͬ و u(t) ورودی به مربوط
معادل مرتبه کسری LTI سیستم های رویت پذیری شرط که داد نشان ͬ توان م کنترل پذیری، مشابه
که باشد rank(Φo) = n اگر تنها و اگر است رویت پذیر (٢ . ۴) سیستم و است آن ΁کلاسی متناظر سیستم

آن، در

Φo =



C

CA

CA٢
...

CAn−١


. (١٧ . ۴)

نمایید. مراجعه [٧٢] به مرتبه کسری سیستم های رویت پذیری و کنترل پذیری مورد در بیشتر اطلاعات برای
مرتبه کسری، سیستم .٢ . ١ . ۴ مثال

C٠ D٠٫٧
t x(t) =



٠ ١ ٠ ٠
−١۵ −١ ۵ ١

٠ ٠ ٠ ١
١٠ ١ −١۵ −١


x(t) +



٠
٠
٠
١


u(t),

y(t) =

[
١ ٠ ٠ ٠

]
x(t)

(١٨ . ۴)



٨٩ زمان‐پیوسته مرتبه کسری سیستم های

که آوریم مͬ به دست را Φc کنترل پذیری ماتریس فوق سیستم کنترل پذیری بررسͬ برای ب·یرید. نظر در را
از است عبارت

Φc =


٠ ٠ ١ ٣
٠ ١ ٣ −٣۶
٠ ١ −١ −١٣
١ −١ −١٣ ۴١

 =⇒ rank(Φc) = ۴,

است: زیر به صورت رویت پذیری ماتریس همچنین

Φo =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

−١۵ −١ ۵ ١
٢۵ −١٣ −٢٠ ٣

 =⇒ rank(Φo) = ۴.

از است عبارت نیز فوق سیستم متناظر تبدیل تابع است. رویت پذیر هم و کنترل پذیر هم سیستم بنابراین
G(s) =

s٠٫٧ + ۵
s٢٫٨ + ٢s٢٫١ + ٣٠s١٫۴ + ١۵s٠٫٧ + ١٧۵ ,

تبدیل تابع ͬ رود، م انتظار (١٨ . ۴) سیستم همزمان رویت پذیری و کنترل پذیری به توجه با که همان گونه
s۴ + ٢s٣ + ای چند جمله ریشه های که آنجا از است. ۴ × ٠٫٧ = ٢٫٨ درجه از سیستم این با متناظر
سیستم ٢ . ٣ . ۴ قضیه طبق ،{٠٫٠٢۵٨ ± ٢٫٨٠۵٣j,−١٫٠٢۵٨ ± ۴٫۶٠٢۵j} از عبارتند ٣٠s٢ + ١۵s+ ١٧۵

است. BIBO پایدار (١٨ . ۴)

مثبت مرتبه کسری سیستم های ٢ . ٣ . ۴
است. شده گردآوری [٧٣] ͽمرج از بخش این قضایای و تعاریف

ب·یرید: نظر در را زیر مرتبه کسری سیستم
C٠ Dα

t x(t) = Ax(t) +Bu(t), ٠ < α ⩽ ١,
y(t) = Cx(t) +Du(t),

(١٩ . ۴)

است: شده داده زیر به صورت (١٩ . ۴) معادله از جوابی .۴ . ٢ . ۴ قضیه
x(t) = Φ٠(t)x٠ +

∫ t

٠
Φ(t− τ)Bu(τ)dτ, x(٠) = x٠, (٢٠ . ۴)

. Φ٠(t) = Eα(At
α) =

∑∞
k=٠ Aktkα

Γ(kα+١) , Φ(t) =
∑∞

k=٠ Akt(k+١)α−١
Γ[(k+١)α] آن در که

این صورت: در ٠ < α ≤ ١ و A ∈ Rn×n کنید فرض .٢ . ١ . ۴ (t)Φ٠لم =
∑∞

k=٠ Aktkα

Γ(kα+١) ∈ Rn×n
+ , ∀ t ≥ ٠

Φ(t) =
∑∞

k=٠ Akt(k+١)α−١
Γ[(k+١)α] ∈ Rn×n

+ , ∀ t ≥ ٠
.A ∈Mn اگر تنها و اگر

اگر، تنها و اگر است، مثبت (١٩ . ۴) زمان‐پیوسته کسری سیستم .۵ . ٢ . ۴ قضیه
A ∈Mn, B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ .



مرتبه کسری سیستم های ٩٠

٢ . ١ . ۴ نتیجه تصویر سازی :٢ . ۴ ش΄ل

مثبت مرتبه کسری سیستم های پایداری
مثبت سیستم .٢ . ٣ . ۴ تعریف

C٠ Dα
t x(t) = Ax(t), A ∈Mn, ٠ < α ≤ ١ (٢١ . ۴)

اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده مجانبی پایدار
lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

Φ٠(t)x٠(t) = ٠, ∀x٠ ∈ Rn
+.

است، زیر به صورت (٢١ . ۴) مشخصه چند جمله ای
det[Ins

α −A] = (sα)n + an−١(sα)n−١ + · · ·+ a١sα + a٠ (٢٢ . ۴)
داریم: بالا رابطه در λ = sα جای·ذاری با

det[Inλ−A] = λn + an−١λn−١ + · · ·+ a١λ+ a٠. (٢٣ . ۴)
به ازای فوق روابط از حال . φ = αΦ داریم، λ = sα رابطه از arg (λ) = φ و arg (s) = Φ این که فرض با

داریم، را زیر نتیجه ی φ = π٢

باشند، مختلط صفحه چپ سمت نیمه ی در (٢٣ . ۴) در مشخصه چندجمله ای صفرهای اگر .٢ . ١ . ۴ نتیجه
صفحه چپ سمت نیمه در Φ = π٢α شده مشخص زاویه در (٢٢ . ۴) مشخصه چندجمله ای صفرهای آن گاه

.(٢ . ۴ ش΄ل (مطابق ͬ شوند م ͽواق مختلط

در اگر تنها و اگر است، ͽواق Φ = π٢α ناحیه در (٢٢ . ۴) مشخصه چندجمله ای از صفرهایی .۶ . ٢ . ۴ قضیه
کند: صدق زیر شرایط از ی΄ͬ

باشند. مثبت (٢٣ . ۴) مشخصه چندجمله ای ضرایب همه .(١)
باشند. مثبت −A ماتریس اصلͬ، ماتریس های زیر تمام .(٢)

. Aλ < ٠ که به طوری دارد وجود λ > ٠ مثبت بردار یك .(٣)



٩١ زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های

نمونه ΁ی و زمان‐پیوسته کسری سیستم صفر، مرتبه نگهدارنده ΁ی سری ترکیب :٣ . ۴ ش΄ل
بردار

نمونه ΁ی و زمان‐پیوسته صحیح سیستم صفر، مرتبه نگهدارنده ΁ی سری ترکیب :۴ . ۴ ش΄ل
بردار

زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های ٣ . ۴
نمایشͬ بخش۴ . ٣ . ١ در دارد. اختصاص زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های مطالعه به بخش این
بخش در سیستم ها این پایداری ادامه در ͬ شود، م ارائه سیستم ها این توصیف برای شبه حالت فضای در
در ͬ کنیم، م بیان را آن ها پایداری و مثبت سیستم های ٣ . ٣ . ۴ بخش در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ ۴ . ٣ . ٢مورد

ͬ شود. م معرفͬ ۴ . ٣ . ۴ بخش در زمان‐گسسته سیستم های عملͬ پایداری نیز انتها

مرتبه کسری زمان‐گسسته سیستم های نمایش ٣ . ١ . ۴
΁ی سری ترکیب حاصل که ͬ دهد م نشان را مرتبه کسری زمان‐گسسته سیستم ΁ی ٣ . ۴ ش΄ل ساختار
که ͬ شود م فرض است. ١٣ بردار نمونه ΁ی و پیوسته زمان مرتبه کسری سیستم ΁ی ١٢ صفر مرتبه نگهدارنده
ͬ کنند. م کار است ١۴ برداری نمونه پریود T که f = ١

T ی΄سان فرکانس با بردار نمونه و صفر مرتبه نگهدارنده
است. ش΄ل۴ . ۴ در شده داده نشان سیستم برای تقریبی زمان‐گسسته مدل ΁ی یافتن هدف بخش این در
۴ . ۴ متناظر مرتبه‐صحیح سیستم در گسسته سازی برای ساده روند ΁ی ابتدا هدف، این به رسیدن برای

ͬ دهیم. م تعمیم ٣ . ۴ ش΄ل مرتبه کسری سیستم به را روند این سپس و کرده مرور را
تقریب از اگر ،٣ . ۴ ش΄ل مرتبه‐صحیح سیستم در

ẋ(kT ) ≃ x((k + ١)T )− x(kT )

T
, (٢۴ . ۴)

12Zero-Order Hold
13Sampler

14Sampling Period



مرتبه کسری سیستم های ٩٢

داشت، خواهیم نماییم، استفاده t = kT لحظه در x(t) سی·نال مشتق محاسبه برای
x((k + ١)T )− x(kT )

T
= Ax(kT ) +Bu(kT ). (٢۵ . ۴)

مرتبه‐صحیح سیستم توصیف برای زیر زمان‐گسسته حالت فضای نمایش ،(٢۵ . ۴) رابطه به توجه با
ͬ شود: م حاصل ۴ . ۴ ش΄ل در شده داده x((kنشان + ١)T ) = (AT + I)x(kT ) +BTu(kT ),

y(kT ) = Cx(kT ) +Du(kT ).
(٢۶ . ۴)

آورده به دست زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم ΁ی حالت فضای نمایش مشابه، طریق به ادامه در
به صورت، که گرانوالد‐لتنی΄وف تعریف با مرتبه کسری مشتق تقریب از منظور این به ͬ شود. م

GLDαx(kT ) ≃ ١
Tα

k+١∑
i=٠

(−١)i
(
α

i

)
x((k + ١ − i)T ). (٢٧ . ۴)

به صورت، ͬ توان م را (٢٧ . ۴) تقریب ͬ بریم. م بهره ͬ شود، م بیان

GL٠ Dαx(kT ) ≃ ١
Tα

[x((k + ١)T )−
(
α

١
)
x(kT ) +

k+١∑
i=٢

(−١)i
(
α

i

)
x((k + ١ − i)T )] (٢٨ . ۴)

نتیجه GL٠ Dαx(kT ) = Ax(kT ) + Bu(kT ) رابطه در (٢٨ . ۴) رابطه جای·ذاری با حال نمود. بازنویسͬ
ͬ شود، م

x((k + ١)T ) = (ATα + αI)x(kT )−
k+١∑
i=٢

(−١)i
(
α

i

)
x((k + ١ − i)T ) +BTαu(kT ) (٢٩ . ۴)

y(k) با y(kT ) و u(k) با u(kT ) ، x(k) با x(kT ) زمان‐گسسته، مدل های ساده تر نمایش جهت ادامه در
ش΄ل در داده نشان مرتبه کسری سیستم توصیف برای زمان‐گسسته مدل بنابراین ͬ شود. م داده نشان

به صورت، ۴ . ۴x(k + ١) = (ATα + αI)x(k)−
∑k+١

i=٢ (−١)i(αi )x(k + ١ − i) +BTαu(k),

y(k) = Cx(k) +Du(k).
(٣٠ . ۴)

معادله راست سمت جملات تعداد k افزایش با فوق نمایش در ͬ شود م ملاحضه که همانطور بود. خواهد
نشان مرتبه کسری سیستم حالت شبه فضای مدل در را (٣٠ . ۴) نمایش دلیل به همین ͬ یابد. م افزایش اول
عمل·ر از استفاده مرتبه کسری، سیستم مدل بیان برای دی·ر نمایش ͬ نامیم. م ۴ . ۴ ش΄ل در شده داده
تعریف چنین که است مرتبه‐صحیح پسرو عمل·ر برای تعمیمͬ ͽواق در که است مرتبه کسری پسرو تفاضلͬ

ͬ شود: ∆nx(k)م = ∆n−١x(k)−∆n−١x(k − ١), n ∈ N,

∆nx(k) =
∑n

i=(١−)٠i(ni )x(k − i), n ∈ N ∪ {٠}.
(٣١ . ۴)



٩٣ زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های

به صورت، ͬ توان م را (٣١ . ۴) تساوی آنگاه ،x(k) = کنیم ٠ فرض منفͬ k های برای اگر که داریم توجه

∆nx(k) =

k∑
i=٠

(−١)i
(
n

i

)
x(k − i), (٣٢ . ۴)

α ∈ (٠, ١) مانند غیر صحیح مرتبه های برای را پسرو تفاضلͬ عمل·ر ͬ توان م اینکه به توجه با نوشت. نیز
به صورت: را (٣٠ . ۴) مدل فوق، یافته توسعه تفاضلͬ عمل·ر از استفاده با داد، توسعه ∆αx(k)نیز = ATαx(k) +BTαu(k),

y(k) = Cx(k) +Du(k).
(٣٣ . ۴)

داد. نمایش ͬ توان م نیز

مرتبه کسری سیستم های پایداری ٣ . ٢ . ۴
قبل بخش در که (٣٠ . ۴) زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم حالت شبه فضای معادلات بخش این در
شرایط جدید نمایش این براساس سپس ͬ شود. م بیان البعد نامتناهͬ فضای مدل به صورت آمد، بدست

ͬ شود. م استخراج سیستم پایداری برای کافͬ و لازم
کرد، بازنویسͬ زیر به صورت را معادلات این ͬ توان م به سادگͬ ب·یرید. نظر در را (٣٠ . ۴) معادلات

(٣۴ . ۴)



x(k + ١)
x(k)

x(k − ١)
...


=



(ATα + αI) −I(−١)٢(α٢ ) −I(−١)٣(α٣ ) . . .

I O O . . .

O I O . . .

... ... ... . . .





x(k)

x(k − ١)
x(k − ٢)

...


+



BTα

O

O

...


u(k),

y(k) =
[
C O O . . .

]


x(k)

x(k − ١)
x(k − ٢)

...


+Du(k).

پایداری شرط به توجه با است. مناسب ابعاد با صفر ماتریس دهنده نشان O و همانͬ ماتریس I آن در که
کافͬ و لازم شرط ، (٣۴ . ۴) و (٣٠ . ۴) مدل های بودن معادل همچنین و زمان‐گسسته LTI سیستم های

ͬ شود. م ارائه زیر قضیه در مرتبه کسری زمان‐گسسته سیستم های پایداری برای
زمان‐گسسته سیستم [٧۴] .٣ . ١ . ۴ قضیه

x(k + ١) = (ATα + αI)x(k)−
k+١∑
i=٢

(−١)i
(
α

i

)
x(k + ١ − i), (٣۵ . ۴)

ماتریس ویژه مقادیر تمامͬ اگر فقط و اگر بود، خواهد مجانبی پایدار

Â =


(ATα + αI) −I(−١)٢(α٢ ) −I(−١)٣(α٣ ) . . .

I ٠ ٠ . . .

٠ I ٠ . . .
... ... ... . . .

 , (٣۶ . ۴)



مرتبه کسری سیستم های ٩۴

باشند. ΁ی از کمتر اندازه دارای
بود. نخواهد ساده ای کار (٣۵ . ۴) سیستم پایداری بررسͬ Â ماتریس بودن بعدی بی نهایت به توجه با
آن باشد، α ∈ (٠, ١) وقتͬ (٣۵ . ۴) سیستم بودن مجانبی پایدار برای کافͬ شرط ΁ی [٧۴] .٣ . ٢ . ۴ قضیه

نامساوی، که است
∥ ATα + αI ∥٢< α, (٣٧ . ۴)

باشد. برقرار
با را (٣۵ . ۴) زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم .٣ . ١ . ۴ مثال

A =

−١ ١
−١ −٩

 , α = ٠٫٩, T = ٠٫٠۵,

مذکور سیستم بنابراین ∥ATα + αI∥ ≃ ٠٫٨٣۶۶ < ٠٫٩ داریم، ٣ . ٢ . ۴ قضیه به توجه با ب·یرید، نظر در
است. مجانبی پایدار

مثبت مرتبه کسری سیستم های ٣ . ٣ . ۴
است. شده گردآوری [٧٣] و [٧۵] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

ب·یرید: نظر در را زیر حالت فضای معادلات با کسری زمان‐گسسته خطͬ ١+∆αxkسیستم = Axk +Buk,

yk = Cxk +Duk

(٣٨ . ۴)

زیرنوشت، به صورت را فوق معادله ͬ توان ١+xkم +
∑k+١

j=(١−)١j(αj )xk−j+١ = Axk +Buk,

yk = Cxk +Duk

(٣٩ . ۴)

شرط هر به ازای اگر، تنها و اگر ͬ شود م نامیده مثبت مرتبه کسری سیستم (٣٩ . ۴) سیستم .٣ . ١ . ۴ تعریف
باشیم: داشته uk ∈ Rm

+ ورودی دنباله های همه و x٠ ∈ Rn
+ اولیه

xk ∈ Rn
+ , yk ∈ Rp

+ , ∀ k ∈ Z+.

به صورت (٣٩ . ۴) معادله از جوابی .٣ . ٣ . ۴ قضیه

xk = Φkx٠ +
k−١∑
i=٠

Φk−i−١Bui, (۴٠ . ۴)

ͬ شود، م تعیین زیر معادله توسط Φk آن در که ١+Φkاست، = (A+ Inα)Φk +
∑k+١

i=٢ (−١)i+١(α
i

)
Φk−i+١,

Φ٠ = In.
(۴١ . ۴)



٩۵ زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های

.Φk ∈ Rn×n
+ ،k ∈ N هر برای آن گاه ،(A+ αIn) ∈ Rn×n

+ و ٠ < α ≤ ١ اگر .٣ . ١ . ۴ لم
اگر، تنها و اگر است مثبت (٣٩ . ۴) مرتبه کسری سیستم سپس ،٠ < α < ١ کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ قضیه

A+ Inα ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ . (۴٢ . ۴)

عملͬ پایداری ۴ . ٣ . ۴
است. شده گردآوری [٧٣] از بخش این قضایای و تعاریف

ضرایب ،(۴٠ . ۴) معادله ی از
cj = cj(α) = (−١)j

(
α

j + ١
)
, j ∈ N. (۴٣ . ۴)

توسط j کاربردی مسائل در هستند. مثبت ٠ < α < ١ به ازای و ͬ یابند م کاهش شدت به j افزایش با
به صورت، (٣٩ . ۴) معادله این صورت در ͬ شود. م گرفته نظر در محدود h طبیعͬ اعداد از ١+xkبرخͬ = Aαxk +

∑h
j=١ cjxk−j +Buk , k ∈ Z+,

yk = Cxk +Duk, Aα = A+ Inα.
(۴۴ . ۴)

است.
سیستم اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده عملͬ پایدار (٣٩ . ۴) مثبت مرتبه کسری سیستم .٣ . ٢ . ۴ تعریف

باشد. مجانبی پایدار (۴۴ . ۴)
تعریف با ٣ . ٢ . ۴ بخش مشابه اکنون

x̃k = col{xk, xk−١, · · · , xk−h}, (۴۵ . ۴)
به صورت را (۴۴ . ۴) معادلات ͬ توان ١+x̃kم = Ãx̃k + B̃uk,

yk = C̃xk + D̃uk,
(۴۶ . ۴)

آن در که نوشت

Ã =



Aα c١In c٢In · · · ch−١In chIn

In ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ In ٠ · · · ٠ ٠
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

٠ ٠ ٠ · · · In ٠


∈ Rñ×ñ

+ , B̃ =



B

٠
...
٠


∈ Rñ×m

+

C̃ =
[
C ٠ · · · ٠

]
∈ Rp×ñ

+ , D̃ = D ∈ Rp×m
+ , ñ = (١ + h)n.

(۴٧ . ۴)

زیر شرایط از ی΄ͬ در اگر تنها و اگر است عملͬ پایدار (٣٩ . ۴) مرتبه کسری مثبت سیستم .۵ . ٣ . ۴ قضیه
کند: صدق



مرتبه کسری سیستم های ٩۶

باشند. ١ از کمتر اندازه ای از Ã ماتریس از (k = ١, · · · , ñ) zk ویژه مقادیر .(١
. |z| ≥ ١ برای det[Iñz − Ã] ̸= ٠ .(٢

است. Ã ماتریس طیفͬ شعاع ρ(Ã) = max١≤k≤ñ{|z̃k|} آن در که ρ(Ã) < ١ .(٣
مشخصه، چندجمله ای (i = ٠, ١, · · · , ñ− ١) ãi ضرایب همه .(۴

pÃ(z) = det[Iñ(z + ١)− Ã] = zñ + ãñ−١zñ−١ + · · ·+ ã١z + a٠, (۴٨ . ۴)
باشند. مثبت [Ã− Iñ] ماتریس از

باشند. مثبت Ã− Iñ ماتریس اصلͬ ماتریس های زیر همه .(۵
رابطه در که باشد داشته وجود (i = ٠, ١, · · · , h) ،x̃i ∈ Rn

+ مثبت بردار ΁ی .(۶
x̄٠ < x̄١ , x̄١ < x̄٢ , · · · , x̄h−١ < x̄h

به طوری که کند، صدق
Aαx̄٠ + c١x̄١ + · · ·+ chx̄h < x̄٠.

کنید. بررسͬ را زیر مثبت مرتبه کسری سیستم عملͬ پایداری .٣ . ٢ . ۴ مثال
∆αxk+١ = ٠٫١xk , ∀ k ∈ Z+ , α = ٠٫۵ , h = ٢ (۴٩ . ۴)

داریم،

Ã =


Aα c١ c٢
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 =


۶١٠ ١٨ ١١۶
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 ,
به صورت (۴٨ . ۴) مشخصه چند جمله ای این صورت در

pÃ(z) = det[Iñ(z + ١)− Ã] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
z + ۴١٠ − ١٨ − ١١۶
−١ z + ١ ٠
٠ −١ z + ١

∣∣∣∣∣∣∣∣
= z٣ + ٢٫۴z٢ + ١٫۶٧۵z + ٠٫٢١٢۵.

است. عملͬ پایدار سیستم (۴ . ٣ . ۴) قضیه طبق پس هستند مثبت چند جمله ای، ضرایب همه که است

مثبت سیستم اگر وتنها اگر است عملͬ پایدار (٣٩ . ۴) مثبت مرتبه کسری سیستم .۶ . ٣ . ۴ قضیه
xk+١ = Aαxk , k ∈ Z+ (۵٠ . ۴)

باشد. مجانبی پایدار
سیستم اگر است، عملͬ ناپایدار متناهͬ h هر برای (٣٩ . ۴) مثبت مرتبه کسری سیستم .٣ . ١ . ۴ نتیجه

باشد. مجانبی ناپایدار (۵٠ . ۴) مثبت
قطری درایه ΁ی حداقل اگر تنها و اگر است عملͬ ناپایدار (٣٩ . ۴) مثبت مرتبه کسری سیستم .٣ . ٧ . ۴ قضیه

باشد. ١ از بزرگ تر Aα ماتریس از



٩٧ زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های

مثبت مرتبه کسری سیستم های از مجانبی پایداری
ͬ شود. م داده نشان h→ ∞ برای مثبت سیستم های از عملͬ پایدار بخش این در

پایدار h→ ∞ به ازای سیستم اگر است، مجانبی پایدار (٣٩ . ۴) مثبت مرتبه کسری سیستم .٣ . ٣ . ۴ تعریف
باشد. عملͬ

هستند. (۴٣ . ۴) رابطه در شده تعریف ضرایب cjها که ∑∞
j=١ cj = ١−α. آنگاه ٠ < α < ١ اگر .٣ . ٢ . ۴ لم

وجود λ ∈ Rn
+ مثبت بردار ΁ی اگر تنها و اگر است عملͬ پایدار (٣٩ . ۴) مثبت سیستم .٣ . ٨ . ۴ قضیه

به طوری که باشد، داشته

[Aα +

h∑
j=١

cjIn − In]λ < ٠ , λ > ٠. (۵١ . ۴)





۵ فصل
مرتبه کسری با تاخیری سیستم های

آن  ها بر حاکم معادلات که ͬ شود م اطلاق سیستم هایی به (FOTDs)١ مرتبه کسری با تاخیری سیستم های
سیستم های از رده ای ١ . ۵ بخش در ابتدا فصل این در است. زمانͬ تاخیر با کسری دیفرانسیل معادله ΁ی
روش با و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد آن ها پایداری و گرفته نظر در را زمان‐گسسته مرتبه کسری LTI
مساله ٢ . ۵ بخش در ادامه در ͬ پردازیم. م پسخورد ماتریس نرم کمینه سازی با آن ها پایدارسازی به PEVA
بر مروری و ͬ کنیم م مطرح را مختلط صفحه از مشخص ناحیه ΁ی در زمان‐پیوسته سیستم های طراحͬ
در و ͬ دهیم م پیشنهاد آن ها سازی پایدار برای روشͬ تشابهͬ تبدیلات ΁کم با و داریم شده انجام کارهای

ͬ دهیم. م ارائه شده بیان روش های کارایی دادن نشان برای عددی مثال چندین پایان

تاریخچه ١ . ۵
به صورت، را حالت بردار در تأخیر p با و ورودی بردار در تأخیر q با زمان‐گسسته مرتبه کسری LTI سیستم

∆αxk+١ =
p∑

i=٠
Aixk−i +

q∑
j=٠

Bjuk−j , (١ . ۵)

زمان‐پیوسته و

Dαx(t) =

p∑
k=٠

Akx(t− dk) +

q∑
l=٠

Blu(t− dl). (٢ . ۵)

1Fractional Order Time Delay Systems
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مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٠٠

تأخیری کسری سیستم های پایداری بررسͬ برای عددی ال·وریتم ٢٠٠۶ سال در ٢ ونگ ب·یرید. نظر در
معرفͬ با و (١ . ۵) سیستم به بودن مثبت شرط کردن اضافه با ٢٠٠٩ سال در کاکزورک . [٧۶] کرد ارائه
نتایج برخͬ ٣ ΁لازاروی ٢٠١١ سال در .[٧٧] پرداخت عملͬ و مجانبی پایداری بررسͬ به جدید شرایط
در .[٧٨] کرد بیان را ۵ بلمن‐گرانوال لم تعمیم ب΄اربردن با را ۴ زمان‐متناهͬ پایداری معیار از اساسͬ
نامعین پارامترهای با (١ . ۵) سیستم از رده ای پایداری کافͬ و لازم شرایط بررسͬ به ل۶ͬ ٢٠١۴ سال در ادامه
پیشنهاد (١ . ۵) سیستم در بهینه ٧ تنظیم کننده طراحͬ با را جدیدی روش هم΄ارش و راد .[٧٩] پرداخت
ریشه های م΄ان و پایداری ناحیه محاسبه برای دقیق روشͬ ٢٠١۵ سال در هم΄اران و پاکزاد .[٨٠] کردند
با را (١ . ۵) سیستم از رده ای پایدارسازی هم΄اران و ٨ آمور اخیرا .[٨١] کردند ارائه (١ . ۵) سیستم ناپایدار
ͬ تواند م اخیر شده ارائه روش های مطالعه به علاقمند خواننده .[٨٢] دادند قرار مطالعه مورد SMC ΁کم

نماید. مراجعه [٨٩]‐[٨٣] ͽمراج به

زمان‐گسسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های ٢ . ۵
است. رسیده چاپ به [٩٠] ͽمرج در بخش این نتایج

است K حالت پسخورد ماتریس یافتن هدف، .α = ١ ͬ کنیم م فرض ابتدا ب·یرید، نظر در را (١ . ۵) سیستم
ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین پیش از مقادیر دارای (١ . ۵) سیستم حلقه‐بسته ماتریس که به طوری
استاندارد سیستم به را ورودی و حالت بردار روی زمانͬ تأخیر با سیستم افزوده، حالت بردار از استفاده با
محاسبه حالت پسخورد ماتریس EVA روش و آمده به دست سیستم به توجه با نهایت در ͬ کنیم. م تبدیل

ͬ شود. م
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را افزوده حالت بردار اکنون

Xk+١ = col{xk+١, xk, · · · , xk−(p−١), uk, · · · , uk−(q−١)}. (٣ . ۵)
ͬ آید م به دست زیر استاندارد سیستم (١ . ۵) سیستم در (٣ . ۵) جای·ذاری با

Xk+١ = ĀXk + B̄uk, (۴ . ۵)
که کرد محاسبه ای به گونه را K حالت پسخورد ماتریس ͬ توان م B̄ ، Ā مقادیر دادن قرار با اکنون

باشد. پایداری فضای در مطلوب ویژه ی مقادیر دارای (Ā+ B̄K) حلقه‐بسته ماتریس
با ͬ توان م را (١ . ۵) معادله ۴ . ٣ . ۴ بخش در شده بیان روابط ΁کم با و ٠ < α < ١ اینکه فرض با همچنین
نظر در ورودی بردار در تأخیر q و حالت بردار در تأخیر p̄+ ١ با خطͬ سیستم به جدید افزوده بردار تعریف
است، rank(B̄) = m این  که فرض با است. (۴ . ۵) استاندارد فرم به تبدیل قابل بالا روابط طبق و گرفت
با ͬ گیریم. م نظر در را حالت پسخورد ماتریس K ∈ Rm×n̄ که uk = KXk حالت پسخورد کنترل قانون

داریم فوق رابطه جای·ذاری
Xk+١ = (Ā+ B̄K)Xk = ΓXk,

را حالتͬ پسخورد ماتریس ٢ . ١ . ٣ بخش در شده تعریف روابط ΁کم با است. حلقه‐بسته سیستم Γ که
گیرد. قرار واحد دایره در که حلقه‐بسته سیستم طیف که به طوری ͬ کنیم م محاسبه

2Hwang
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١٠١ زمان‐گسسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

را زیر مرتبه کسری با تأخیری سیستم .٢ . ١ . ۵ مثال

∆٠٫۵xk+١ =

[١ ١
٠ ٢

]
xk +

[ ٢ ٠
−١ ٢

]
xk−١ +

[١ ٠
١ ١

]
uk +

[٣ ۴
٢ ١

]
uk−١ +

[
−٢ ٣
٠ ١

]
uk−٢, (۵ . ۵)

ͬ دهیم، م تش΄یل را B̄ و Ā ماتریس ابتدا ،n̄ = np̄+mq = ١٢ داریم ب·یرید، نظر در را h = ٣ با

A =



١٫۵ −١ ٢٫١٢۵ −١ ٠٫٠۶٢۵ ٠ ٠٫٠٣٩١ ٠ ٠ −٢ −١ ٣
٠ −١٫۵ −١ ٣٫١٢۵ ٠ ٠٫٠۶٢۵ ٠ ٠٫٠٣٩١ ۴ ٣ ٠ ۵
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠



, B =



١ ٠
−١ ١
٠ ٠
٠ ٠
١ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


.

برابر، (Ā) حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر
{٢٫۵۴٢٫−,٣١۶١۶٢, ٠٫٨٧٢−,٠٫٩٩٨٣۴,−٠٫٠١٧٨ ± ٠٫١۵٨٠i,−٠٫٠٠٨٧ ± ٠٫١٠١٨i, ٠, ٠, ٠, ٠}

ͬ دهد م اختصاص حلقه‐بسته سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالتͬ پسخورد ماتریس EVA روش با حال
ͬ آید، م بدست زیر به صورت

F =

[
−٠٫٨١٧٢ −٠٫٢۵٧۵ −١٫٣۴٧١ ١٫۶٣٠۴ −٠٫٠٣٢٠ ٠٫٠٢٠٧ −٠٫٠١٧۶ ٠٫٠١۴٨ ١٫۶١۵٠ ١٫٣۶٣٠ ٠٫۴۵٠٢ ٠٫۵۴۴٧
٠٫۶٨۵۶ −٠٫۴٣٨۵ ٠٫۴٩٣٩ −٠٫۵١٧١ ٠٫٠١٧٣ −٠٫٠٠٩٩ ٠٫٠٠٧٠ −٠٫٠٠۴٢ −٠٫۵٨٢١ −٠٫۶١۶٧ −٠٫١٧٨٧ ٠٫٠٠۵٢

]
,

مطلوب طیف در را حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر که حالتͬ پسخورد ماتریس و

Λ = {٠٫±,٠٫٣±,٠٫٢±,٠٫١±,٠۴,±٠٫۵,−٠٫۶}
ͬ دهد، م قرار

K =

[
−١٫٠۵٣٠ −٠٫٠١۵۴ −١٫٣٨٢۶ ١٫۵٣۶٣ −٠٫٠٣٢۴ ٠٫٠١٣١ −٠٫٠١٨٩ ٠٫٠١٣١ ١٫۴٩٢٨ ١٫١٢٠٩ ٠٫۴٨٣٠ ٠٫٢٣١۶
٠٫۶٣٢۵ −٠٫۴١٠٣ ٠٫۵٠٩٨ −٠٫۴٩١٧ ٠٫٠١٨٠ −٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٠٧۴ −٠٫٠٠٣۴ −٠٫۵٠٠٧ −٠٫۶۴۴٩ −٠٫١٩٢٠ ٠٫١٢٨٢

]
.

اولیه بردار از شروع با ورودی، و حالت بردارهای ͬ شود، م مشاهده ٢ . ۵ و ١ . ۵ ش΄ل های در که همان طور
ͬ کنند. م حرکت خود تعادل بردار سمت به x(٠) = [−٣, ٣]T

به کرد. کمینه خطͬ پارامتری سازی با را (∥ K ∥F= ٣٫٣٠٨٣) پسخورد ماتریس نرم ͬ توان م همچنین
داریم، [g١٢, g١۴, g١۶, g١٨, g١٠, g١٢] صفر غیر عناصر فرض با ٢ . ٣ . ١ ال·وریتم طبق منظور این

Gα =

[ ٠ −١٫٨٠٠۶ ٠ −٣٫١٨٨۵ ٠ −٣٫۵۶١٧ ٠ −١٫٣٣١۶ ٠ −٠٫٨٧١٧ ٠ −٠٫١۶٣١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]

و
K =

[
−٠٫٢٨١٣ −٠٫۶١۴۶ −٠٫١٨٢۶ −٠٫٠۶٨۵ −٠٫٠۶١٢ −٠٫١٠٧٩ ٠٫٠۴٣٣ −٠٫٠٩۴٠ ٠٫١٢١٩ −٠٫٠٨٠۴ ٠٫٠٢٠٣ −٠٫٠٣٨٠
٠٫۶٣٢۵ −٠٫۴١٠٣ ٠٫۵٠٩٨ −٠٫۴٩١٧ ٠٫٠١٨٠ −٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٠٧۴ −٠٫٠٠٣۴ −٠٫۵٠٠٧ −٠٫۶۴۴٩ −٠٫١٩٢٠ ٠٫١٢٨٢

]

x٠ = اولیه بردار با سیستم هم·رایی رفتار در را نرم کاهش اثر ͬ توان م ٣ . ۵ ش΄ل از .١٫۵٢٧٩ نرم با
کرد. مشاهده [−٣, ٣, ۵,−٣, ٢, ۴,−٢,−۴, ٢, ۴, ۶,−٣]T



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٠٢
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٢ . ١ . ۵ مثال در حالت بردارهای رفتارهم·رایی :١ . ۵ ش΄ل
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٢ . ١ . ۵ مثال در ورودی بردارهای رفتارهم·رایی :٢ . ۵ ش΄ل
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١٠٣ زمان‐گسسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

ب·یرید نظر در h = ٢ با را زیر سیستم .٢ . ٢ . ۵ مثال

∆٠٫٢۵xk+١ = A٠xk +A١xk−١ +B٠uk (۶ . ۵)

با

A٠ =


١ ٠ ١
٠ −١ ١
٠ ٠ ٢

 , A١ =


٢ ٠ ١
−١ ٢ ٣
٠ ٣ ۴

 , B =


٠ ١
١ ٠
٠ ٢

 ,
زیرا است ناپایدار شده استاندارد سیستم

Ω(A) = {٣٫۴٢١۶, ١٫−,٢٫٣٧٣٨۶۶٢١ + ٠٫٨٨١٨i,−١٫۶۶٢١ − ٠٫٨٨١٨i, ١٫٢۵۵٠٫٠٠٩٣−,٠٫٠٣١١−,٠٫٩٢٧٣−,٨ + ٠٫٠٠٨۴i,−٠٫٠٠٩٣ −

٠٫٠٠٨۴i}
مطلوب مقادیر که نرم کمینه با حالتͬ پسخورد با پایدارسازی هدف

Λ = {−٠٫٩, ٠٫۵,−٠٫−,٠٫٧۵, ٠٫٣−,٠٫٣, ٠٫١, ٠٫١−,٠}
داریم EVA روش ΁کم با دهد. اختصاص سیستم به را

K =

[ ۵٫٢٧٧۴ −٠٫۶۵ −٢٫۶٣٨٧ ۶٫١٨٩۴ −۵٫۵٣٣٨ ٠٫۴٣۴٨ ٠٫٢٢۴٨ −٠٫١٢٩٣ −٠٫١١٠٩
−٣٫۴۶۶٣ ١٫۵ −٠٫١١۶٩ −٣٫٠٧٢٧ ٠٫۶٧۵ −٠٫۵١٠۵ −٠٫١١٠٨ ٠ ٠٫٠٢٨١

]
,

داریم ٢ . ٣ . ١ بخش در شده بیان روش و خطͬ پارامتری سازی ΁کم با اکنون .١١٫٣۵٢٨ نرم با

Γ̃ =

 ٠٢,٩
I٧ , O٧,٢

 ,
ͬ کنیم م فرض و

Gα =

٠ g١٢ ٠ g١۴ ٠ g١۶ ٠ g١٨ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 .
نتیجه در

P = ١ , Q =


٩٫٣١١٩ ١٫٣١٢۵ ٢٫۶١٧٢ ٠٫٠۶٨۴
١٫٣١٢۵ ١٫٢۵ ٠ ٠
٢٫۶١٧٢ ٠ ١٫٢۵ ٠
٠٫٠۶٨۴ ٠ ٠ ١٫٢۵

 ,
و

H =
[
−٣٫٣٨٨٠ −١٫٧٢ ٢٫٣١۶٢ −٠٫٠٣٨٩

]
,

جدید، پسخورد ماتریس و
K =

[
−٠٫۶٧٧۶ −٠٫۶۵ −١٫٣۵۵٢ ١٫۴١١٨ −٠٫۴۵١٧ ٢٫٨٢٣۶ ٠٫٠٠٠۶ −٠٫١٢٩٣ ٠٫٠٠١٢
−٣٫۴۶۶٣ ١٫۵ −٠٫١١۶٩ −٣٫٠٧٢٧ ٠٫۶٧۵ −٠٫۵١٠۵ −٠٫١١٠٨ ٠ ٠٫٠٢٨١

]
,

.۶٫١١٩ نرم با



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٠۴

΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی ٣ . ۵
مورد را نرم حداقل با زمان‐گسسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های کنترل گر طراحͬ مساله بخش این
مرتبه‐صحیح سیستم به زمانͬ تاخیر با مرتبه کسری سیستم های تبدیل اصلͬ، ایده ͬ دهیم. م قرار بررسͬ
ͬ کنیم. م محاسبه را حالت پسخورد ماتریس PEVA روش ΁کم با ابتدا در . است معادل تاخیر بدون
شوند تعیین نرم حداقل با آن پارامترهای و بماند پایدار سیستم که کنترل گری به رسیدن برای ادامه در
را شده ارائه روش کارایی نهایت در ͬ کنیم، م پیشنهاد را روشͬ و گرفته نظر در را مختلفͬ محدودیت های

است. رسیده چاپ به [٩١] ͽمرج در بخش این نتایج ͬ دهیم. م نشان عددی مثال دو با
داریم: گرانوالد‐لتنی΄وف مشتق پسرو تفاضلات تعریف ΁کم با ب·یرید، نظر در را (١ . ۵) سیستم

∆α
k+١ =

p∑
i=٠

Aixk−i +

q∑
j=٠

Bjuk−j , (٧ . ۵)

بنابراین

xk+١ ∼= Aαxk +
N∑
j=١

(−١)j
(

α

j + ١
)
xk−j +

p∑
i=٠

Aixk−i +

q∑
j=٠

Bjuk−j , (٨ . ۵)

Cj ≈ ٠ و ∑∞
j=١ Cj = ١−α که j ∈ N برای Cj = (−١)j( α

j+١
) ͬ کنیم م تعریف .Aα = αIn +A وقتͬ

دار کران j که ͬ شود م فرض عملͬ مسائل در .N > L̄ که j برای بالایی کران L̄ وقتͬ j > L̄ برخͬ برای
تاخیری سیستم به (١ . ۵) سیستم j > L برای Cj = ٠ فرض با .N عدد با

xk+١ = Aαxk +
L∑

j=١
Âjxk−j +

p∑
i=٠

Aixk−i +

q∑
j=٠

Bjuk−j , (٩ . ۵)

.Âj = CjI آن در که ͬ شود، م تبدیل

تاخیر های با مرتبه‐صحیح سیستم با ͬ توان م را (٩ . ۵) با شده توصیف مدل [٩٢] .٣ . ١ . ۵ ملاحظه
سیستم از ٩ عملͬ تشخیص (٩ . ۵) سیستم بنابراین درنظرگرفت. h١ = ١, h٢ = ٢, . . . hL = L چند گانه

است. (٨ . ۵) مرتبه کسری

تبدیل زیر استاندارد سیستم به (٩ . ۵) سیستم p̃ = max(L, p), ñ = mq + n(p̃ + ١) تعریف با
ͬ شود، م

Xk+١ = AXk +Buk. (١٠ . ۵)

9Realization Practical



١٠۵ ΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی

داریم: ،p̃ = L = p وقتͬ مثال، برای

Xk =



xk

xk−١...
xk−p̃+١
uk

uk−١...
uk−q+١


ñ×١

, B =



B٠
٠
...
٠
Im

٠
...
٠

,


ñ×m

(١١ . ۵)

و

A =



A٠ +Aα A١ + Â١ · · · Ap̃−١ + Âp̃−١ Ap̃ B١ B٢ · · · Bq−١ Bq

In ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ In · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · In ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ Im ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ Im · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠ · · · Im ٠

.


ñ×ñ

مجانبی و عملͬ پایداری ٣ . ١ . ۵
Bj ∈ Rn×m ، Ai ∈ Rn×n و حالت و ورودی بردارهای u ∈ Rm و x ∈ Rn آن در که را (١ . ۵) سیستم

ب·یرید. نظر در rank(Bj) = m فرض با هستند حقیقͬ ثابت ماتریس های
(١٠ . ۵) سیستم معادل به طور یا و (٩ . ۵) سیستم هرگاه است عملͬ پایدار (١ . ۵) سیستم .٣ . ١ . ۵ تعریف

باشد. مجانبی پایدار
قانون تعریف با و ͬ شود م تبدیل (١٠ . ۵) استاندارد سیستم به (١ . ۵) سیستم ،Xk افزوده بردار تعریف با

داریم. را Xk+١ = ΓXk حلقه‐بسته سیستم باشد، سیستم بهره ماتریس F وقتͬ Uk = FXk کنترل
.L −→ ∞ برای باشد عملͬ پایدار (٩ . ۵) سیستم اگر است مجانبی پایدار (١ . ۵) سیستم .٣ . ٢ . ۵ تعریف
برای کافͬ و لازم شرایط و گردید معرفͬ عملͬ پایداری مفهوم بار نخستین برای [٩٣] ͽمرج در
L = ٢ معمولا حافظه طول عددی شبیه سازی های در و شد گرفته نظر در مثبت مرتبه کسری سیستم های
مجانبی و عملͬ پایداری برای جدید شرایط [٩۴] در ͬ شد. نم گرفته نظر در آن برای کرانͬ و ͬ شد م فرض

ببینید. را زیر قضیه است، شده گرفته نظر در زمان‐گسسته مرتبه کسری سیستم های
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اگر تنها و اگر است پایدار عملͬ به طور عملͬ، تشخیص از مشخص طول با (١ . ۵) سیستم .٣ . ١ . ۵ قضیه
آن در که W (z) ̸= ٠, | z |≥ ١

W (z) = det{Iz −Aα −
L∑

j=١
Cjz

−j}.

تنها و اگر است مجانبی پایدار (١ . ۵) سیستم ، L −→ ∞ برای ٣ . ١ . ۵ قضیه و ٣ . ١ . ۵ تعریف ΁کم با
عملͬ پایداری بررسͬ برای عددی روش [٩۵] در باشند. پایدار W (z) = ٠ معادله های ریشه همه اگر
روش ΁کم با ادامه در است. شده ارائه خطͬ برنامه ریزی مساله ΁ی به تبدیل با و جدید شرایط براساس

ͬ آوریم. م به دست را پسخورد ماتریس (١٠ . ۵) شده استاندار سیستم برای PEVA
rank(B) = m و پذیر کنترل (B,A) ماتریس زوج ͬ کنیم م فرض شود کاسته مسأله کلیت از اینکه بدون

.m ≤ ñ برای
ب·یرید نظر در را A ماتریس ویژه مقادیر طیف

Ω(A) = {λ١, λ٢, . . . , λp;λp+١, . . . , λñ}.

که است حالتͬ پسخورد ماتریس یافتن هدف ،S = {µ١, µ٢, . . . , µp} ͬ کنیم م فرض
Ω(Γ) = {µ١, µ٢, . . . , µp;λp+١, . . . , λñ}.

ماتریس های اکنون ب·یرید، نظر در Y = (y١, y٢, . . . , yñ)به صورت ماتریسAرا چپ ویژه بردارهای ابتدا در
زوج همدم و اشلون فرم تشابهͬ تبدیلات ΁کم با گرفته، نظر در را Λ١ = diag{λ١, λ٢, . . . , λp} و Y١HB

داریم: ͬ آوریم، م به دست را (Y١HB,Λ١) مرتب

Ỹ١HB =

(Y١HB)٠m×m

٠

 , Λ̃١ =


G٠(m×p)

. . . . . .

Ip−m ٠(p−m)×m

 .
ͬ کنیم. م تعریف را Aµ = Γ̃٠ +D و گرفته نظر در را D = diag{µ١, µ٢, · · · , µp} قطری ماتریس اکنون

ͬ رسیم. م زیر همدم فرم به ͬ دهیم م انجام Aµ ماتریس روی که تشابهͬ عملیات با سپس

Ãµ =


Gµ(m×p)

. . . . . .

Ip−m ٠(p−m)×m

 .
ͬ شود، م تعریف زیر به صورت حالت پسخورد ماتریس بنابراین

K̃ = ((Y١HB)٠)
−١
(−G٠ +Gµ) = F̃p + K̃µ =⇒ K = K̃T−١, F = K × Y١H .

ͬ رود م انتظار بنابراین است، آزاد پارامترهای به وابسته عموما و ی΄تانیست پسخورد ماتریس که آن جایی از
سازی پارامتر و نرم سازی کمینه آورد. به دست مختلفͬ ماتریس های بتوان کنترلͬ سیستم های برای
است نیاز و ͬ شود م حالت و ورودی بردارهای رفتارهم·رایی و سیستم عمل΄رد بهبود باعث ها کنترل گر

ͬ کنیم، م فرض ما بنابراین باشد. مم΄ن مقدار حداقل پسخورد ماتریس نرم

K = B١−٠(−G٠ +Gλ)T
−١ =


k١١ k١٢ . . . k١ñ... ... . . . ...
km١ km٢ . . . kmñ

 ,
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ͬ کنیم: م تعریف را زیر بهینه سازی مساله ،(٣۴ . ٢) معادلات ΁کم با

Minimize

m∑
i=١

ñ∑
j=١

k٢
ij (١٢ . ۵)

subject to



f١(g١١, g١٢, . . . , g١ñ, g٢١, . . . , g٢ñ, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmñ) = c١
f٢(g١١, g١٢, . . . , g١ñ, g٢١, . . . , g٢ñ, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmñ) = c٢
... ...
fñ(g١١, g١٢, . . . , g١ñ, g٢١, . . . , g٢ñ, . . . , gm١, gm٢, . . . , gmñ) = cñ.

ال·وریتم ٣ . ٢ . ۵
.rank(Bj) = m و (B,A) کنترل پذیر زوج فرضیات:

. α, h, L و Ai, Bj ماتریس های ورودی:
ویژه مقادیر دارای حلقه‐بسته سیستم که به طوری نرم کمترین با F حالت پسخورد ماتریس خروجͬ:

باشد. مطلوب
ماتریس های محاسبه و (١٠ . ۵) استاندارد سیستم به (١ . ۵) تاخیری مرتبه کسری سیستم تبدیل اول: گام

.(١١ . ۵) و (٣ . ۵) روابط ΁کم با B و A
مقادیر به S = {µ١, · · · , µp} مطلوب ویژه مقادیر تخصیص و (Y١HB,Λ١) مرتب زوج محاسبه دوم: گام

.PEVA روش ΁کم با Ω(A) = {λ١, · · · , λp} نامطلوب
.F = K × Y H١ و K پسخورد ماتریس های محاسبه سوم: گام

عددی مثال های ٣ . ٣ . ۵
ارائه قبلͬ نتایج با پیشنهادی روش مقایسه و کارایی دادن نشان برای عددی مثال دو بخش، این در

ͬ دهیم. م

ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .٣ . ١ . ۵ مثال
∆٠٫٢۵xk+١ = A٠xk +A١xk−١ +B٠uk, (١٣ . ۵)

آن در که

A٠ =


١ ٠ −١
٠ −١ ١
٠ ٠ ٢

 , A١ =


٢ ٠ ١
−١ ٢ ٣
٠ ٣ ۴

 , B٠ =


٠ ١
١ ٠
٠ ٢

 ,
داریم: قبلͬ شده بیان روابط طبق بر .L = ٢ با

ñ = ٩ , C٠ = ٠٫٢۵, C١ = ٠٫٠٩٣٧, C٢ = ٠٫٠۵۴٧, ..., C٨ = ٠٫٠١٣, ..., C٢٠ = ٠٫٠٠۴
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و

A =



١٫٢۵ ٠ ١ ٢٫٠٩٣٨ ٠ ١ ٠٫٠۵۴٧ ٠ ٠
٠ −٠٫٧۵ ١ −١ ٢٫٠٩٣٨ −٣ ٠ ٠٫٠۵۴٧ ٠
٠ ٠ ٢٫٢۵ ٠ ٣ ۴٫٠٩٣٨ ٠ ٠ ٠٫٠۵۴٧
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



,

است، ناپایدار سیستم این

Ω(A) = {٣٫٧٣٨, ٢٫١٧۶,−١٫٩۴١٫٢٧٨−,٣} ∪ {−٠٫٠۵٠٧ ± ٠٫۴۵٣۴i, ٠٫٠٠٨٩−,٠٫٠٢٢٩−,٠٫١٩٠٣}.

داریم: L برای مختلف انتخاب های با ٢ . ١ . ٣ قضیه طبق بر
L = ٢ ⇒ ñ = ٩ ⇒ p = ۴, L١ = {٣٫٧٣٨, ٢٫١٧۶,−١٫٩۴١٫٢٧٨−,٣}
L = ٨ ⇒ ñ = ٢۴ ⇒ p = ۴, L١ = {٣٫٧٣٩, ١٫٩−,٢٫١٧٩۴۵,−١٫٢٨٢}

است تا ۴ همچنان حلقه‐باز ماتریس نامطلوب ویژه مقادیر تعداد بزرگتر، برایL های که ͬ کنیم م مشاهده
L = ٢٠ مانند بالایی کران ͬ توانیم م ما و j > L̄ برای Cj ≈ ٠ دی·ر، طرف از ناچیز. اختلاف ΁ی با تنها
عملͬ و مجانبی پایداری ͬ توان م به راحتͬ L بروی محدودیت کاربردن به با بنابراین، ب·یریم. نظر در را

کرد. بررسͬ را (١٣ . ۵) سیستم
مقادیر که به طوری ͬ گیریم م نظر در را S = {−٠٫١, ٠٫١, ٠٫۵,−٠٫۵} دلخواه طیف پایدارسازی، برای اکنون

داریم، باشد. S ∪ L٢ برابر A+BF ماتریس ویژه

Λ١ =


٣٫٧٣٨۴ ٠ ٠ ٠

٠ ٢٫١٧۵٨ ٠ ٠
٠ ٠ −١٫٩۴٣۵ ٠
٠ ٠ ٠ −١٫٢٧٧٨

 , Y١HB =


−٠٫١٠٩٨ −١٫٠۵٨٩
٠٫٠۶٢٩ ٠٫٧٧٩۴
−٠٫۴٢١٣ ٠٫٠٣٠۴
−٠٫٣٨١٨ ٠٫۶٧۴٢

 ,

زیر به صورت ͬ دهد م اختصاص S به را Λ١ + Y١HBK ماتریس ویژه مقادیر همه که K پسخورد ماتریس
ͬ آید، م به دست

K =

−٢٠۵٫٣۵١٧ −١۵٢٫١٠۴۴ −٢٣٫٩٧٣٠ ٨٫۶۶٢٩
٣١٫۶۴٣٨ ١٧٫١٨٢١ ٧٫٢٣٣٧ −٣٫٨١۴۴

 ,
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داریم: نتیجه در

F T =



−٩۴٫٢١٨۴ ١٠٫٣١۴۴
١٩٫٧٧۶١ −٣٫٩٨۵۶
٩٩٫١١٩٣ −١۶٫٣٩١۶
−٩١٫٧۶۴۴ ١١٫۵٣٧۵
۶٢٫٩٢١۵ −٩٫۵۶٧۵
۴٢٫٢٣۴۶ −٧٫۶٧١٣
−٢٫٣٩۶۴ ٠٫٢٩٨٩
−٠٫٠۵٣٣ −٠٫٠٠٠٢
١٫١٨۴٢ −٠٫١٧۴٣



.

نظر در را زیر موارد ماتریس ها این نرم کاهش برای .∥F∥F = ٢۵٩٫۴۵٨, ∥K∥F = ١٨۴٫٢٢٣ نرم های با
ͬ گیریم: م

داریم، ٢ . ٣ . ١ بخش در شده بیان روش ΁کم با اول: مورد

Γ̃٠ =

 ٠٢,۴
I٢ , ٠٢,٢

 ,
ͬ گیریم، م نظر در زیر به صورت را Gα ماتریس اکنون،

Gα =

٠ g١٢ ٠ g٢۴
٠ ٠ ٠ ٠

 ,
داریم [٣١] در شده بیان روابط ΁کم با

Gα =

٠ −١٠٫٩٢٠۵ ٠ −١۵٫٣۶۵٨
٠ ٠ ٠ ٠

 ,
نتیجه در

K =

−۵۴٫۴۴٢٢ ۴١٫١۵٩٢ −٣٢٫۴۵٩٧ ۶٫۴۶۵١
٣١٫۶۴٣٨ ١٧٫١٨٢١ ٧٫٢٣٣٧ −٣٫٨١۴۴

 ,
و

F T =



٢٢٫٧٠۵٧ ١٠٫٣١۴۴
١٩٫٧٧۶١ −٣٫٩٨۵۶
٣۵٫١٩٧٠ −١۶٫٣٩١۶
٢۶٫٠٩۶١ ١١٫۵٣٧۵
١٩٫٣٩۶١ −٩٫۵۶٧۵
٣٧٫٣٣٠٨ −٧٫۶٧١٣
٠٫۶١٣٣ ٠٫٢٩٨٩
−٠٫١٢۶۶ −٠٫٠٠٠٢
٠٫۴٣٩٠ −٠٫١٧۴٣



.

.∥F∥F = ٧٢٫۶٠۴٧ و ∥K∥F = ٨۴٫٣۶١٧ نرم های با
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و K غیر خطͬ پارامتری ماتریس های کردن پیدا هدف مورد، این در دوم: مورد
ͬ کنیم: م فرض بنابراین، است. ٢ . ٣ . ٢ دربخش شده بیان روش ΁کم با F

Ãλ =


g١١ g١٢ g١٣ g١۴
g٢١ g٢٢ g٢٣ g٢۴
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

 .

داریم، (٣۴ . ٢) رابطه ΁کم با


−(g١١ + g٢٢) = ٠
g١١g٢۴ − g١٢g٢٣ + g١٣g٢٢ − g١۴g٢١ = ٠
−g١٣ − g٢۴ + g١١g٢٢ − g١٢g٢١ = −٠٫٢۶
g١٣g٢۴ − g١۴g٢٣ = ٠٫٠٠٢۵

(١۴ . ۵)

انتخاب با مثال برای گرفت. نظر در بالا خطͬ غیر معادله حل برای ͬ توان م مختلفͬ انتخاب های
داریم: g١١ = g١٣ = g٢١ = −g٢٣ = ١

Gλ =

 ١ −۴٫۴٨٢۵ ١ −٢٫٧۴
١ −١ −١ ٢٫٧۴٢۵

 ,
و

F T =



١۴٫٨۶٨۶ ٣۶٫۵٢٠٨
٢١٫٣٧۶١ −٢٫٩٨۵۶
۴٢٫٣٣۴۶ −٣٠٫٢٩۴٩
٨٫٢٧۵۵ ١٩٫٠١۵۶
١۴٫٧٠۴١ −٣۶٫۵٧٠۶
٢٢٫٩٩٨۵ −۴٠٫٣۶٩٧
٠٫١۶١٧ ٠٫۵٠١۴
−٠٫٠٩۶٣ ٠٫٠۴١۶
٠٫٣٣۴١ −٠٫۶٩٣١



.

پسخورد ماتریس های نرم و S ∪ L٢ برابر A + BF ماتریس ویژه مقادیر طیف ͬ شود م مشاهده
هستند. ∥F∥F = ٩۴٫٢٠١۵ و ∥K∥F = ١٣١٫۴۵٢٢

ͬ گیریم، م نظر در زیر فرم به را پارامتری پسخورد ماتریس پیشنهادی، روش ΁کم با سوم: مورد

K = (Y١HB)١−٠
(−G٠ +Gλ)T

−١ =

 k١١ k١٢ k١٣ k١۴
k٢١ k٢٢ k٢٣ k٢۴

 ,



١١١ ΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی

آن در که

k١١ = ۴٧٫٢g١١ − ١٠٫٠g١٢ + ١٢٫۶g١٣ − ٢٫۶٩g١۴ − ١٧۶
k١٢ = ۵۴٫٣g١١ − ١٠٫٧g١٢ + ٢۵٫٠g١٣ − ۴٫٩۴g١۴ − ١١٨
k١٣ = ٢٫٨٢g١٢ − ١٧٫۵g١١ + ٩٫٠١g١٣ − ١٫۴۵g١۴ − ٣۴
k١۴ = ١٢٫١g١١ − ١٫٩٩g١٢ − ٩٫۴۶g١٣ + ١٫۵۶g١۴ + ١۵٫۴
k٢١ = ۴٧٫٢g٢١ − ١٠٫٠g٢٢ + ١٢٫۶g٢٣ − ٢٫۶٩g٢۴ + ٣٧٫۵
k٢٢ = ۵۴٫٣g٢١ − ١٠٫٧g٢٢ + ٢۵٫٠g٢٣ − ۴٫٩۴g٢۴ + ٢٣٫۴
k٢٣ = ٢٫٨٢g٢٢ − ١٧٫۵g٢١ + ٩٫٠١g٢٣ − ١٫۴۵g٢۴ + ۵٫۴٧
k٢۴ = ١٢٫١g٢١ − ١٫٩٩g٢٢ − ٩٫۴۶g٢٣ + ١٫۵۶g٢۴ − ٢٫۵۴

ͬ کنیم: م تعریف را زیر بهینه سازی مساله بنابراین،

Minimize

٢∑
i=١

۴∑
j=١

k٢
ij , (١۵ . ۵)

subject to



−(g١١ + g٢٢) = ٠
g١١g٢۴ − g١٢g٢٣ + g١٣g٢٢ − g١۴g٢١ = ٠
−g١٣ − g٢۴ + g١١g٢٢ − g١٢g٢١ = −٠٫٢۶
g١٣g٢۴ − g١۴g٢٣ = ٠٫٠٠٢۵.

داریم، فوق غیر خطͬ برنامه ریزی مساله حل با

Gλ =

 −١٩٫۶٨٧۴ −١٠٨٫۵٣١۶ −٨٫٠٢٣٨ −۴۵٫٧٠٠١
٣٫۵٧١٧ ١٩٫۶٨٧۴ ١٫۴۶٢٧ ٨٫٣٣٠۶

 ,
ͬ آیند، م به دست زیر به صورت F و K پسخورد ماتریس های (١٣ . ۵) سیستم برای بنابراین

K =

 ۵٫۶٩٢۵ ٣٫۵٢١٠ −٠٫٩٨٣٠ −١٫٧٧۶۵
۴٫۵٠٣۶ ١٫٢٩٨١ −٠٫۵٢۴٢ ٠٫۵٨١١

 ,
و

F T =



١٫۵٢٨۶ ٠٫٩٨۴٠
٠٫۶٨٨٧ −٠٫۴١٣٩
−٣٫٠٢٠٠ −٢٫١٨٢٨
٣٫٩۴٩۵ ٠٫۵٨٨٣
−٣٫٠١٠٢ −٢٫١٢٧۶
−٢٫٧٨٣١ −٢٫۶۴٨۴
٠٫٠٨١٩ ٠٫٠١۴١
−٠٫٠۴۴٣ −٠٫٠٠١٩
−٠٫٠٢۴۵ −٠٫٠٣٧۴



.

.∥K∥F = ٨٫۴۵۶٠, ∥F∥F = ٧٫٨٨٢٨ نرم های با



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١١٢

٣ . ١ . ۵ مثال برای مختلف روش های با ماتریس نرم مقایسه :١ . ۵ جدول
∥.∥F کاهش % ∥F∥F ∥K∥F روش

١٨۴٫٢٢٣١ ٢۵٩٫۴۵٧۶ PEVA
۴٩٫٣٣ % ٩۴٫٢٠١۵ ١٣١٫۴۵٢٢ [٣٢] روش
۶٧٫۵ % ٧٢٫۶٠۴٧ ٨۴٫٣۶٧ [٣١] روش

٧٨٫٣٢ % ۴٨٫۵٩۴١ ۵۶٫٢٣٨٠ [١٧] روش
٩۶٫٧۴ % ٧٫٨٨٣٨ ٨٫۴۵۶٠ پیشنهادی روش
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٣ . ١ . ۵ مثال در x١ حالت بردار مولفه هم·رایی رفتار مقایسه :۴ . ۵ ش΄ل

بردارهای هم·رایی رفتار همچنین است. شده آورده ١ . ۵ جدول در پسخورد ماتریس نرم های بین مقایسه
سیستم که ͬ شود م مشاهده ش΄ل ها، از اند. شده داده نشان ٨ . ۵ الͬ ۴ . ۵ ش΄ل های در ورودی و حالت

است. پایدار مجانبی به طور x٠ = [−٣, ۵, ۴]T اولیه بردار با (١٣ . ۵)

ب·یرید، نظر در L = ٣ با را زیر زمانͬ تاخیر های با مرتبه کسری خطͬ سیستم .٣ . ٢ . ۵ مثال

∆٠٫۵xk+١ = A٠xk +A١xk−١ +B٠uk +B١uk−١ +B٢uk−٢, (١۶ . ۵)

آن در که

A٠ =

١ −٣
٠ −٢

 , A١ =

 ٢ ١
−۴ −٣

 , B٠ =

 ١ ٠
−١ ١

 , B١ =

 ١ −٢
−۴ ٣

 , B٢ =

١ ٣
٠ −۵

 .



١١٣ ΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی
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٣ . ١ . ۵ مثال در x٢ حالت بردار مولفه هم·رایی رفتار مقایسه :۵ . ۵ ش΄ل
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٣ . ١ . ۵ مثال در x٣ حالت بردار مولفه هم·رایی رفتار مقایسه :۶ . ۵ ش΄ل



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١١۴
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٣ . ١ . ۵ مثال در u١ ورودی بردار مولفه هم·رایی رفتار مقایسه :٧ . ۵ ش΄ل
هستند: زیر به صورت حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر

Ω(A) = L١ ∪ L٢ = {٢٫٩١۴۴,−١٫۴٠١١ ± ٢٫١٧١١i}∪
{٠٫١٣۴٩, ٠٫٠٢١٧ ± ٠٫١۵۵۵i,−٠٫١۴۵٣ ± ٠٫٠۵٠٢i, ٠, ٠, ٠, ٠}.

به صورت پسخورد های ماتریس PEVA روش طبق گرفته، نظر در را S = {−٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫٣} دلخواه طیف
آیند، مͬ به دست زیر

F T =



−١٫۴۴٩٣ −٠٫۵٠۵۴
١٫١۴٩۶ ١٫٩٢۴۵
١٫٨٣١٣ ١٫٩٧٧٠
١٫۴٩٨١ ١٫۵٩۶٨
−٠٫٠١٨٨ −٠٫٠١۶٨
−٠٫٠٢٩٠ −٠٫٠٣٩۶
−٠٫٠١٢١ −٠٫٠١٢٧
−٠٫٠٢۴٣ −٠٫٠٢۶١
٢٫١٩۵۴ ٢٫۴٢٩٨
−٢٫۴٧٠۴ −١٫٣٣٣١
−٠٫٣٠٩٠ −٠٫٣٢۶٠
٢٫١٨۵۴ ٢٫٣۵٣۶



,

و
K =

 −٢٫۴۴٣۵ ٣٫۶١۴٠ + ٠٫٢٢۴٩i ٣٫۶١۴٠ − ٠٫٢٢۴٩i
−٠٫٨٩٧٠ ٢٫٨۴٢٢ + ٢٫۴۴٨٧i ٢٫٨۴٢٢ − ٢٫۴۴٨٧i

 .



١١۵ ΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی
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٣ . ١ . ۵ مثال در u٢ ورودی بردار مولفه هم·رایی رفتار مقایسه :٨ . ۵ ش΄ل

در را زیر بهینه سازی مساله پیشنهادی روش ΁کم با ∥K∥F = ٧٫٨١٩۶, ∥F∥F = ۶٫٩۶٨٧ نرم های با
ͬ گیریم: م نظر

minimize

٢∑
i=١

٣∑
j=١

k٢
ij ,

subject to


−g١١ − g٢٢ = −٠٫٣
g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = −٠٫٢۵
g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣ = ٠٫٠٧۵

داریم: غیر خطͬ، برنامه ریزی مساله حل با

Gλ =

 −١٫٠٠١۴ −٠٫١۴٨٠ −٠٫٩۵٧۶
٠٫۶۴۵٨ ١٫٣٠١۴ ٨٫٩٢۴٩

 ,
و

K =

 −٠٫۶٣۵۶ − ٠٫١۵١۵ − ٠٫٩٠٧۶i − ٠٫١۵١۵ + ٠٫٩٠٧۶i
١٫٠٠٢٠ ٠٫١۴۵١ + ١٫١٧۵١i ٠٫١۴۵١ − ١٫١٧۵١i

 ,



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١١۶

٣ . ٢ . ۵ مثال برای مختلف روش های با ماتریس نرم مقایسه :٢ . ۵ جدول
∥.∥F کاهش % ∥K∥F روش

٧٫٨١٩۶ PEVA روش
٧٫۶٧٣٨ [٣٢] روش

۶١٫٣ % ٣٫٠٢۵٣ [٣١] روش
۶٨٫٩ % ٢٫۴٣٠١ پیشنهادی روش

و

F T =



−٠٫٣٠٠١ ٠٫۴۵٧٢
−٠٫٣٩٧۴ ٠٫۴٧۶۴
−٠٫۴۴۴۶ ٠٫۶١٧۵
−٠٫٣١٩١ ٠٫۴٣١۵
−٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠٣١
٠٫٠٠٩٣ −٠٫٠١٢٢
٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠٠۴
٠٫٠٠۴۵ −٠٫٠٠۵٨
−٠٫۴٩۵٢ ٠٫۶۶۴٩
−٠٫٠٧۶٩ ٠٫١٠٩۴
٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠١٠١
−٠٫۵۴٩٠ ٠٫٧۶٩۴



.

٢ . ۵ جدول در پسخورد ماتریس نرم های بین مقایسه .∥K∥F = ٢٫۴٣٠١, ∥F∥F = ١٫٧٧۴٨ نرم های با
(١۶ . ۵) سیستم که است شده داده نشان ٩ . ۵ و ١٠ . ۵ ش΄ل های در سیستم ͺپاس همچنین است، شده آورده
کمتر نرم که ͬ شود م نتیجه مذکور ش΄ل های از است. پایدار مجانبی به طور x٠ = [−١, ١]T اولیه بردار با

ͬ شود. م نرم کاهش و کنترلͬ نوسانات کاهش به منجر

روش ها مقایسه
ͬ کنیم: م مقایسه موجود روش های با را آن و ͬ دهیم م ارائه را پیشنهادی روش مزایای بخش، این در

شده ارائه روش های به نسبت محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش و ال·وریتم سادگͬ پیشنهادی، روش مزیت •
شده ارائه روش های به نسبت حالت پسخورد ماتریس نرم کاهش است [٣۵ ،٣۴ ،٣۶ ،۵٩ ،۶٠] در

است. [٣١ ،١٧]
ͬ شود م اعمال ورودی یا کنترل متغیرهای روی محدودیت هایی مهندسͬ، مسائل از بسیاری در •
روش غیرخطͬ پارامتری سازی با کار این با که باشد ام j ورودی از مضربی ام i ورودی مثال، بعنوان
محدودیت که کرد تعیین طوری ͬ توان م را حالت پسخورد ماتریس و است پذیر ام΄ان پیشنهادی
گرفته نظر در سیستم های ورودی برای محدودیتͬ [٣۵] ͽمرج در شود. اعمال سیستم به فوق های



١١٧ ΁پارامتری کنترل گر با زمان‐گسسته سیستم عملͬ پایدارسازی
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مثال۵ . ٣ . ٢ در x حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار :٩ . ۵ ش΄ل
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مثال۵ . ٣ . ٢ در u ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١٠ . ۵ ش΄ل



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١١٨

است. نشده
تنها که است این [٣٧ ،٣۶] و [۵٩ ،٣٢ ،٣١ ،١٧] روش های با مقایسه در PEVA روش خاص ویژگͬ •
سیستم بعد بنابراین ͬ شود م گرفته نظر در سیستم نامطلوب ویژه مقادیر از کمͬ بسیار تعداد برای
بزرگ سیستم های برای موثر روشͬ و هستیم کمتری محاسباتͬ پیچیدگͬ دارای و یافته کاهش

است. مقیاس
نوسانات ی دامنه کاهش باعث بهره ماتریس نرم مقدار کاهش ٣ . ٢ . ۵ مثال ش΄ل های به توجه با •
ͬ شود م Uk = FXk کنترل قانون با هزینه یا انرژی مصرف کاهش نتیجه در و کنترلͬ سی·نال های

.

زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های ۴ . ۵
مثبت سیستم های پایداری ١ . ۴ . ۵

است. شده گردآوری [٧٣] و [٧۵] ͽمراج از بخش این قضایای و تعاریف

ب·یرید: نظر در را زیر Dسیستم
α
t x(t) =

∑q
k=٠[Akx(t− dk) +Bku(t− dk)],

u(t) = Kx(t), t ∈ [−d, ٠], d = maxk dk.
(١٧ . ۵)

ͬ آوریم، م به دست زیر به صورت را حلقه‐بسته ماتریس جای·ذاری، با
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

(Ak +BkK)x(t− dk), ٠ < α ≤ ١. (١٨ . ۵)

مثبت مرتبه کسری سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (١٨ . ۵) تأخیر با مثبت مرتبه کسری سیستم
، تأخیر بدون

dαx(t)

dtα
= (A+BK)x(t); A =

q∑
k=٠

Ak, B =

q∑
k=٠

Bk, (١٩ . ۵)

.[٩۶] باشد مجانبی پایدار
ͽواق در است. تأخیر مقادیر و تعداد از مستقل تأخیر، با زمانͬ پیوسته خطͬ سیستم های پایداری بنابراین
ماتریس به دنبال بنابراین، ͬ شود. م گرفته نظر در مختلط صفحه چپ سمت بخش های در مجانبی پایداری
چند جمله ای صفرهای همچنین و باشد مثبت (١٨ . ۵) حلقه‐بسته سیستم به طوری که هستیم K افزوده

مشخصه،

det [Ins
α − (A+BK)] = (sα)n + an−١(sα)n−١ + · · ·+ a١sα + a٠. (٢٠ . ۵)

ب·یرند. قرار Φ = π٢α ناحیه در



١١٩ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

(٢٠ . ۵) چند جمله ای صفرهای و است مثبت (١٨ . ۵) حلقه‐بسته مرتبه کسری سیستم [٧۵] .١ . ۴ . ۵ قضیه
قطری، ماتریس ΁ی اگر تنها و اگر شده اند ͽواق Φ = π٢α ناحیه در

Λ = diag [λ١, λ٢, · · · , λn] ; λk > ٠ , k = ١, ٢, · · · , n (٢١ . ۵)

کنند: صدق زیر شرایط در که باشند موجود D ∈ Rm×n حقیقͬ ماتریس AΛو +BD ∈Mn

(AΛ +BD)١n < ٠,
(٢٢ . ۵)

است. K = DΛ−١ به صورت K افزوده ماتریس و

ب·یرید: نظر در را زیر ماتریس های و q = ٢ و α = ٠٫٨ با (١٨ . ۵) مرتبه کسری سیستم .١ . ۴ . ۵ مثال

A٠ =


٠٫۵ ٠٫٣ −٠٫٢
٠٫٢ −١ ٠
٠ −٠٫٢ ١

, A١ =


٠٫٣ ٠٫۴ −٠٫٣
٠٫١ −٠٫۵ ٠
٠ −٠٫١ ١

 , A٢ =


٠٫٢ ٠٫٣ −٠٫۵
٠٫٧ −١٫۵ ٠
٠ −٠٫٧ ٠٫۵



B٠ =


٠ ٠٫١
٠ ٠

٠٫٢ ٠

, B١ =


٠ ٠٫۵
٠ ٠

٠٫٣ ٠

 , B٢ =


٠ ٠٫۴
٠ ٠

٠٫۵ ٠

 .
چند جمله ای صفرهای و باشد مثبت حلقه‐بسته سیستم که ͬ کنیم م پیدا طوری را K افزوده ماتریس

گیرند. قرار ϕ = ۵٨π ناحیه در مشخصه

مثبت مرتبه کسری سیستم بنابراین دارند، منفͬ غیر قطری A٢مؤلفه های A١و ،A٠ ماتریس های چون
این صورت، در نیست.

A =

٢∑
k=٠

Ak =


١ ١ −١
١ −٣ ٠
٠ −١ ٢٫۵

, B =

٢∑
k=٠

Bk =


٠ ١
٠ ٠
١ ٠

 . (٢٣ . ۵)

ͬ کنیم: م انتخاب را زیر ماتریس های ،١ . ۴ . ۵ قضیه از استفاده با

Λ =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١

, D =

٠٫۵ ٢ −٠٫٣
−۴ ٠ ١٫۴

 , (٢۴ . ۵)

ͬ کنیم، م بررسͬ را (٢٢ . ۵) شرایط و



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٢٠



AΛ +BD =


−٣ ٢ ٠٫۴
١ −۶ ٠

٠٫۵ ٠ −١

 ∈M٣,

(AΛ +BD)١n =


−٣ ٢ ٠٫۴
١ −۶ ٠

٠٫۵ ٠ −١




١
١
١

 =


−٠٫۶
−۵
−٠٫۵

 .
داریم، نتیجه در

K = DΛ−١ =

٠٫۵ ٢ −٣٫۵
−۴ ٠ ١٫۴




١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١


−١

=

٠٫۵ ١ −٣٫۵
−۴ ٠ ١٫۴

 .
ماتریس زیرا است، مثبت ما حلقه‐بسته سیستم

Ac = A+BK =


−٣ ١ ٠٫۴
١ −٣ ٠

٠٫۵ ٠ −١

 ,
مشخصه چندجمله ای است. متزلر ماتریس ΁ی

det[Inλ+Ac] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ ٣ −١ −٠٫۴
−١ λ+ ٣ ٠
−٠٫۵ ٠ λ+ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ٣ + ٧λ٢ + ١٣٫٨λ+ ٧٫۴,

ϕ = ناحیه در حلقه‐بسته سیستم از مشخصه چندجمله ای صفرهای بنابراین است. مثبت ضرایب دارای
است. شده ͽواق ۵٨π

تشابهͬ تبدیلات از استفاده با زمان‐پیوسته سیستم های پایداری ٢ . ۴ . ۵
در حلقه‐بسته ویژه مقادیر با زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های طراحͬ مساله بخش این در
تاخیر با کسری سیستم های تبدیل اصلͬ، ایده ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را پایداری از مشخص ناحیه ΁ی
که ͬ کنیم م محاسبه حالت پسخورد ماتریس ΁ی ابتدا در است. معادل تاخیر بدون کسری سیستم به زمانͬ
دادن اختصاص و تشابهͬ تبدیلات پایه بر روشͬ از استفاده با سپس ͬ رساند، م صفر به را ویژه مقادیر تمام
محاسبه مختلط صفحه از بخش ΁ی در را حالت پسخورد ماتریس تاخیر بدون سیستم های به ویژه مقادیر
عددی مثال چند انتها در ͬ آید. م به دست همدم بردارهای فرم خواص بردن کار به با روش این ͬ کنیم. م
رسیده چاپ به [٩٩] ͽمرج در بخش این نتایج است. شده ارائه پیشنهادی روش کارایی دادن نشان برای

است.



١٢١ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

تاریخچه
قطب های که است نیاز و نیست کافͬ تنهایی به کنترل شده سیستم های پایداری کاربردی برنامه های اکثر در
کیم و فروتا جمله از شده ارائه مختلفͬ روش های باشند، پایداری از مشخص ناحیه در حلقه‐بسته سیستم
روشͬ [٩٨] ١١ چو کردند. معرفͬ دلخواه ΁دیس در حلقه‐بسته قطب های تخصیص برای روشͬ [٩٧] ١٠

اما بود ساده روش این کرد، پیشنهاد پالسͬ انتقال تابع و طیفͬ شعاع ΁کم با قطب تخصیص برای دی·ر
و ١٢ فی·وریا کنترل گر. طراحͬ برای نه داشت کاربرد حلقه‐بسته قطب های موقعیت بررسͬ برای تنها
جمله چند ریشه های دادن قرار در سعͬ که دادند ارائه کنترل·ر طراحͬ برای روی΄رد ΁ی [١٠٠] هم΄اران
يوان گرفت، انجام تبدیل تابع براساس تحلیل این بود. مختلط صفحه از مشخص ناحیه در مشخصه ای
را حلقه‐بسته قطب های ناحیه قیود با (LQR) خطͬ دوم درجه کننده تنظیم مسأله [١٠١] هم΄اران و ١٣

زمان‐گسسته خطͬ سیستم های از جزئͬ پایدارسازی برای روشͬ [١٠٢] ١۴ هم΄ارش و بنر کردند. معرفͬ
زمان‐ سیستم های ویژه مقادیر تخصیص برای روشͬ [١٠٣] طهرانͬ احسنͬ دادند. پیشنهاد مقیاس بزرگ
سیستم های پایدارسازی [١٠۴] در و کرد ارائه گرش·ورین قضیه از استفاده با مشخص ΁دیس در گسسته
تخصیص برای روش ΁ی [١٠۵] اللهͬ آیت کرد. بررسͬ را مختلط صفحه از مشخص بازه در زمان‐پیوسته
حالت پسخورد با زمان‐گسسته متناوب سیستم های برای حلقه‐بسته ویژه مقادیر کمینه و ماکزیمم
کاهش منظور به خروجͬ پسخورد با ویژه مقادیر تخصیص برای روی΄ردی [١٠۶] ١۵ فرانک آورد. به دست
از انگیزه با ببینید. را [١٠٩]‐[١٠٧] ͽمراج بیشتر اطلاعات برای داد. پیشنهاد پسخورد ماتریس بهره
ویژه مقادیر محاسبه برای کمتر محاسباتͬ پیچیدگͬ با روش ΁ی ارائه هدف بخش، این در فوق، بحث های
زمان‐پیوسته سیستم های از رده ای برای پسخورد کنترل گر با مختلط صفحه از شده مشخص ناحیه ΁ی در

است. زمانͬ تاخیر با مرتبه کسری خطͬ
ب·یرید: نظر در را زیر زمانͬ تاخیرهای با مرتبه کسری کنترل پذیر Dسیستم

α
t x(t) =

∑q
k=٠[Akx(t− dk) +Bku(t− dk)],

x(t) = x٠(t), t ∈ [−d, ٠], d = maxk dk.
(٢۵ . ۵)

با Bk ∈ Rn×m Ak ∈ Rn×n و هستند ورودی و حالت بردارهای u(t) ∈ Rm و x(t) ∈ Rn آن در که
زمانͬ تاخیر های dk, k = ١, ٢, . . . , q ͬ کنیم م فرض هستند، حقیقͬ ثابت های ماتریس k = ٠, ١, . . . , q
نظر در u(t) = Kx(t) به صورت را کنترل قانون . rank(Bk) = m و هستند (dk ≥ ٠, d٠ = ٠) شرط با

است، زیر به صورت حلقه‐بسته سیستم بنابراین ͬ گیریم، م
Dα

t x(t) =

q∑
k=٠

(Ak +BkK)x(t− dk), ٠ < α ≤ ١, (٢۶ . ۵)

مجانبی پایدار آن تاخیر بدون سیستم اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به طور تاخیر q با فوق سیستم
بنابراین، .[٩۶ ،٧٣] است تاخیر مقدار و تعداد از مستقل پیوسته زمان تاخیری سیستم ،ͽواق در باشد.

ͬ گیریم، م نظر در را (٢۶ . ۵) تاخیر بدون کسری حلقه‐بسته سیستم
Dα

t x(t) = (A+BK)x(t); A =

q∑
k=٠

Ak, B =

q∑
k=٠

Bk. (٢٧ . ۵)
10Furuta and Kim
11Chou
12Figeueroa

13Yuan
14Benner
15Frank



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٢٢

مشخصه، ای چند جمله ریشه های که به طوری K ماتریس یافتن هدف
det [Ins

α − (A+BK)] = (sα)n + an−١(sα)n−١ + · · ·+ a١, sα + a٠ (٢٨ . ۵)
داریم، λ = sα تعریف با اکنون ب·یرد. قرار شده مشخص زاویه در

det [Inλ− (A+BK)] = λn + an−١λn−١ + · · ·+ a١λ+ a٠. (٢٩ . ۵)
داریم: را زیر نتیجه φ = π٢ برای و φ = αϕ بنابراین .arg(λ) = φ و arg(s) = ϕ ͬ کنیم م فرض

گاه آن باشند، داشته قرار مختلط صفحه چپ سمت در (٢٩ . ۵) ای جمله چند صفرهای اگر .١ . ۴ . ۵ نتیجه
ͬ گیرند م قرار صفحه چپ سمت در ϕ =

π

٢α با شده مشخص زاویه ی در (٢٨ . ۵) ای چندجمله صفرهای
.(٢ . ۴ ش΄ل (مطابق

پسخورد ماتریس آوردن به دست برای شده تعیین پیش از بخش در ویژه مقادیر تخصیص ما هدف
به نامطلوب نقاط کنترل پذیر قطب تغییر با مطلوب جواب با حلقه‐بسته سیستم ΁ی ایجاد که K حالت
مجموعه در حلقه‐بسته سیستم ویژه مقادیر که ͬ شود م انتخاب طوری K ͽواق در است. نظر مورد نقاط
مزدوج به صورت یا ͬ اند حقیق یا ها λi که خاصیت این با ، Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} شده تعریف پیش از

شوند. ͽواق ͬ شوند، م ظاهر مختلط
تشابهͬ تبديل T که کنيد فرض ،EVA روش مشابه ͬ گیریم، م نظر در را (٢۵ . ۵) کنترل پذیر سیستم ابتدا
.x(t) = T x̃(t) یعنͬ شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبديل ماتريس توسط سیستم حالت بردار که باشد

داریم، حالت معادله در فوق رابطه جای·ذاری با بنابراین،
˜̇x(t) = Ãx(t) + B̃u(t),

ͬ آید، م به دست زیر به صورت ͬ برد م صفر به را ویژه مقادیر همه که پسخوردی ماتریس
u = −B−١٠ G٠x̃ = F̃px̃,

حلقه‐ ماتریس و است Fp = F̃ T−١ به صورت (B̃, Ã) زوج برای اولیه حالت پسخورد ماتریس بنابراین،
است، زیر فرم به بسته

Γ̃٠ =

 Om,n

In−m , On−m,m

 .
به صورت، قطری ماتریس ΁ی D کنید فرض .٢ . ۴ . ۵ قضیه

D =


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · ·

...
٠ ٠ · · · Dk

 , (٣٠ . ۵)

به صورت، αj + iβj مختلط مزدوج ویژه مقادیر به ازای (j = ١, ٢, · · · , k) ،Dj هر که باشد،

Dj =

 αj βj

−βj αj

 ,



١٢٣ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

مشخص ناحیه در ویژه مقادیر نمایش :١١ . ۵ ش΄ل

باشد. Dj = [dj ] به صورت حقیقͬ ویژه مقادیر به ازای و
آنگاه شود، اضافه Γ٠ بسته حلقه ماتریس به مختلط مزدوج ویژه مقادیر با D قطری ماتریس چنین اگر

است. طیف در ویژه مقادیر حاصل، ویژه مقادیر
است: زیر به صورت (B,A) زوج از حالت پسخورد ماتریس .٢ . ۴ . ۵ نتیجه
K̃ = F̃ +B−١٠ H٠ = B−١٠ (−G٠ +H٠).

از زاویه در را Γ̃ = Ã + B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر K̃ حالت پسخورد ماتریس .٣ . ۴ . ۵ قضیه
هر گاه ͬ دهد، م اختصاص ٢ . ۴ . ۵ ش΄ل مختلط صفحه چپ سمت در شده تعیین αjپیش = −kλ+ a, k ∈ N

βj = |αj − a| tan(θ).λ,
(٣١ . ۵)

را dj شده، تعیین پیش از بخش در حقیقͬ ویژه مقادیر تخصیص هر برای و λ = random(٠, ١) آن در که
انتخاب کنیم، زیر به صورت

dj = −kλ+ a k ∈ N. (٣٢ . ۵)
چون، ͬ گیرند م قرار شده مشخص زاویه در D ماتریس ویژه مقادیر (٣٠ . ۵) رابطه طبق برهان.

Γ̃ = Ã+ B̃K̃ =

 G٠
In−m On−m×m

+

 B٠
On−m×m

 [B−١
o (−G٠ +H٠)]

=

 H٠
In−m On−m×m

 .



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٢۴

را ویژه مقادیر تشابهͬ عملیات و است متشابه H̃ ماتریس با H̃λ ماتریس چون حال .Γ̃ = H̃λ به وضوح
ویژه مقادیر بنابراین است. برابر H̃ ماتریس ویژه مقادیر با H̃λ ماتریس ویژه مقادیر پس ͬ دهد، نم تغییر

ͬ گیرد. م قرار شده مشخص زاویه در Γ̃ = Ã+ B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس

شده تعیین زاویه در Γ̃ = Ã+ B̃K̃ حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر تخصیص K̃ چون .١ . ۴ . ۵ ملاحظه
حالت پسخورد کنترل گر ماتریس به وضوح است،

K = K̃T−١ = B−١٠ (−G٠ +H٠)T−١,

است. شده تعیین زاویه در Γ = A+BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تخصیص

روش ال·وریتم
بخش در شده بیان ال·وریتم از که T−١ و B−١٠ ، Fp های ماتریس و (B,A) پذیر کنترل زوج ورودی:

است. مختلط صفحه مبدأ از زاویه رأس فاصله که a و θ زاویه و ͬ آیند م به دست [١۵] ٢ . ١ . ٣
باشد. مطلوب ویژه مقادیر دارای حلقه‐بسته سیستم که به طوری F حالت پسخورد ماتریس خروجͬ:

.(٣٢ . ۵) و (٣١ . ۵) روابط از D قطری ماتریس محاسبه اول: گام
ͬ آوریم. م به دست را H̃ = Γ̃٠ +D ماتریس دوم: گام

مقدماتͬ. ستونͬ و سطری عملیات از استفاده با H̃λ برداری همدم به فرم H̃ تبدیل سوم: گام
.K = Fp +B−١٠ H٠T−١ حالت پسخورد ماتریس محاسبه چهارم: گام

عددی مثال های
ارائه قبلͬ نتایج با پیشنهادی روش مقایسه و کارایی دادن نشان برای عددی مثال سه بخش، این در

ͬ دهیم. م
ماتریس های، و q = ٢ و α = ٠٫٨ با (٢۵ . ۵) سیستم .٢ . ۴ . ۵ مثال

A٠ =



١ ۴ ٣ ١ ١ ٢
١ −١ ٣ ١ ٣ ۴
٣ ١ ٢ ١ ١ ١
۵ ٠ ٢ ٠ ٠ ١
١ ١ ٢ ۴ ٢ ٣
۴ ٢ ۴ ٢ ٠ ١


, A١ =



−١ ٢ ٣ ٠ ١ ۴
٠ ٢ ٣ ١ ٣ ٢
۴ ٢ ٢ ٠ ٢ ٠
٢ ١ ۵ ١ ٠ ١
٠ ٢ ٢ ١ ٢ ٣
٣ ٠ −١ ۵ ٠ ١


, A٢ =



١ ١ ٢ ٠ ١ ٢
٠ ٠ ٢ ١ ١ ١
١ ٢ ١ ٠ ١ ١
٢ ٠ ١ ٢ ٠ ١
٠ ١ ٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢ −١ ١ ٠ ٠



B٠ =



٢ ١ ١ ٠
۵ ٢ ٣ −٢
١ ٠ ١ ٣
۴ ١ ٠ ٢
١ ٠ ١ ۵
−٢ −١ ۴ ٠


, B١ =



٢ ١ ١ ٠
٣ ٠ ٣ ٢
١ ١ ١ ٣
٠ ١ ٠ ۴
−١ ٠ ٢ −١
٢ −١ ٢ ٠


, B٢ =



٣ ١ ٢ ٠
١ ٠ ١ ۴
١ ١ ١ ٣
٣ ٢ ٠ ٢
٢ ٠ ١ −١
١ ۴ ٣ ٠


.



١٢۵ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های

داریم، ϕ = π٢α = ۵π٨ −→ θ = π − ϕ = ٣π٨ , a = −٢ کنید فرض ب·یرید. نظر در را

A =
٢∑

k=٠
Ak =



١ ٧ ٨ ١ ٣ ٨
١ ١ ٨ ٣ ٧ ٧
٨ ۵ ۵ ١ ۴ ٢
٩ ١ ٨ ٣ ٠ ٣
١ ۴ ۶ ٧ ۶ ٨
٩ ۴ ٢ ٨ ٠ ٢


, B =

٢∑
k=٠

Bk =



٧ ٣ ۴ ٠
٩ ٢ ٧ ۴
٣ ٢ ٣ ٩
٧ ۴ ٠ ٨
٢ ٠ ۴ ٣
١ ٢ ٩ ٠


.

با، است برابر حلقه‐باز ماتریس ویژه مقادیر
Ω(A) = {٢۶٫۵٩٢٣, ١٫١۶۵١ ± ۶٫٣٢۶۴i,−٧٫٩۶۶۵,−٣٫٢۵٩١, ٠٫٣٠٣١},

صفحه چپ سمت زاویه در ویژه مقادیر تخصیص برای شده اند، پخش مختلط صفحه تمام در که هستند،
ویژه مقادیر که حالتͬ پسخورد ماتریس ابتدا منظور این برای ͬ کنیم. م استفاده فوق ال·وریتم از مختلط

ͬ آوریم، م به دست را Fp ͬ دهد م اختصاص حلقه‐بسته سیستم به را صفر

Fp =


١٫٧٠٩٠ −٢٫٢٨۵۶ −٢٫۴٧٣۵ −٠٫٧٢٠٨ −١٫٩٩٣۶ −٣٫۵۶٩٣
−٣٫٣١٧۵ ٠٫٨٠٨۶ ١٫٠۵۴٠ ٠٫٢۵٢٩ ٢٫٩١٢٠ ٢٫۶۵٩٧
−٠٫۶١٩۶ ٠٫۵٢۴١ ٠٫۴٨٠۵ −٠٫٣۴٨٢ −٠٫٠٠٢٢ ٠٫۶٢١٣
−٠٫٧٣٩٨ ٠٫۵۵٠۵ ٠٫١٠۶٩ −٠٫٠۵٨٠ −٠٫١٢٩ ٠٫۵۶٨٣

 .

و

D =



−١٠٫٣٣٧٩ ۶٫٣٨٣١ ٠ ٠ ٠ ٠
−۶٫٣٨٣١ −١٠٫٣٣٧٩ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ −٢٩٫۵۵۶۴ ٢٫٢٩١۶ ٠ ٠
٠ ٠ −٢٫٢٩١۶ −٢٩٫۵۵۶۴ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ −۵٫٩۴٨٧ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −٨٫۴٨۶۵


,

با، است برابر حالت پسخورد ماتریس ال·وریتم، از استفاده با اکنون

K =


−٩٫٧٧٠٣ ٢٫٨٧٢٩ −۵٫۶٢٧۶ ۴٫۴٧٨٢ −١٠٫۶۴١۶ ۴٫۴٣٩٠
١٫۶٧٧٩ −٢٫٢۶٠٣ ۵٫۴۴٢٩ −۴٫١٩٠٧ ٩٫۶٨۵٠ −۶٫۶٧٨۵
٢٫١۴٧۶ −٢٫٧٠۶٨ ٠٫٢۶٠٩ ٠٫٨٣۶٧ ٢٫۵۶٨۴ −٢٫۴۴٩٠
٣٫٢٠١۵ −١٫٣٢٩٣ −١٫٨٣١٠ −٠٫٩۶١٢ ٠٫٧۴٧١ ٠٫٢٨٠۵

 .

مختلط صفحه چپ سمت در شده مشخص زاویه در ١٢ . ۵ ش΄ل مطابق حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر
نشان ١۴ . ۵ و ١٣ . ۵ ش΄ل های در x(٠) = [٢, ١, ۴,−١, ۴, ٠]T اولیه بردار با سیستم ͺپاس و ͬ گیرند م قرار
سیستم و هم·را تعادل(صفر) نقطه به ورودی و حالت بردارهای فوق ش΄ل های طبق است. شده داده

است. پایدارمجانبی
ب·یرید، نظر در را زیر سیستم .٣ . ۴ . ۵ مثال

D٠٫٧x(t) =
٢∑

k=٠
[Akx(t− k) +Bku(t− k)], (٣٣ . ۵)

آن در که

A =


١ ١ −١
١ −٣ ٠
٠ −١ ٢٫۵

 , B =


٠ ١
٠ ٠
١ ٠

 .



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٢۶
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٢ . ۴ . ۵ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١٣ . ۵ ش΄ل

ͬ آید، م به دست زیر به صورت پسخورد ماتریس ،a = −٢, θ = ٢π٧ اینکه فرض با و ال·وریتم از استفاده با

K =

 ٠ ١ −١٠٫٩۴١
−٧٫٢٢۶١ −٠٫۴۵ ١

 .
مشخص ناحیه در هم·ͬ که هستند {−۶٫٣٨٨۴,−٨٫−,٢٫٨٣٧٧۴۴١١} حلقه‐بسته ماتریس ویژه مقادیر
هستند هم·را تعادل نقطه به ورودی و حالت بردارهای ١۶ . ۵ و ١۵ . ۵ ش΄ل های برطبق قراردارند، شده
سیستم برای مثبت سیستم های تعریف و [٧۵] ͽمرج طبق بر همچنین . است مجانبی پایدار سیستم و

داریم، حلقه‐بسته

Ac = A+BK =


−۶٫٢٢۶١ ٠٫۵۵ ٠

١ −٣ ٠
٠ ٠ −٨٫۴۴١١

 ∈M٣, B =


٠ ١
٠ ٠
١ ٠

 ∈ R٢×٣
+

مقایسه [١١٠] در شده ارائه روش با را پیشنهادی روش ͬ توانیم م ما است، مثبت (٣٣ . ۵) سیستم که آنجا از



١٢٧ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های
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٢ . ۴ . ۵ مثال در ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١۴ . ۵ ش΄ل

انتخاب، با و ١ . ۴ . ۵ قضیه ΁کم با کنیم.

Λ =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١

 , D =

٠٫۵ ٢ ٣٫۵
۴ ٠ ١٫۴

 ,
داریم،

AΛ +BD ∈M٣, (AΛ +BD)١٣ < ٠.
و ساده تر ال·وریتم دارای پیشنهادی روش اما است Λ و D ماتریس های انتخاب به محدود [١١٠] روش

دارد. کمتری محاسباتͬ پیچیدگͬ
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٣ . ۴ . ۵ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١۵ . ۵ ش΄ل

:[١١١] ب·یرید نظر در را زیر به صورت نیوکاسل ربات حرکت معادله .۴ . ۴ . ۵ مثال
mq̈(t) + cq̇(t) + kq(t) = mu(t),



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٢٨
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٣ . ۴ . ۵ مثال در ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١۶ . ۵ ش΄ل

خطͬ سختͬ و ( c = ٣٢Ns/mm)دمپینگ اصطح΄اک ضریب ،(m = ٢۵٠٠kg ) جرم آن در که
یا و (K = ۴۴٫۵N/mm) سنسورنیرو

q̈(t) + ٢βq̇(t) + ω٢q(t) = u(t), (٣۴ . ۵)
است شده گرفته نظر در زیر به صورت کوچ΄ͬ کسری مرتبه حالت تاخیر همراه به شده ارائه مدل

q̈(t) + ٢βq̇(t) + ω٢q(t) = γq(t− h) + ψqα(t− h) + u(t),

اولیه شرایط با
q(t) = ϕ(t) ̸= ٠, −h ≤ t ≤ ٠
q̇(t) = φ(t) = ٠ −h ≤ t ≤ ٠
qα(t) = ξ(t) = ٠ −h ≤ t ≤ ٠.

انتخاب با کرد. بیان را سیستم معادلات راست، طرف در مرتبه کسری مشتق براساس ͬ توان م اکنون،
ͬ آیند: م به دست زیر به صورت (٣۴ . ۵) حالت فضای مرتبه کسری معادلات زیر، به صورت حالت متغیرهای

x١(t) = q(t), x٢(t) = qα(t), x٣(t) = q̇(t), x۴(t) = q(
٣٢ )(t)

Dα
t x١(t) = D

١٢
t q(t) = x٢(t),

Dα
t x٢(t) = x٣(t),

Dα
t x٣(t) = x۴(t),

Dα
t x۴(t) = D

١٢
t x۴(t) = −٢βx٣(t)− ω٢x١(t) + γx١(t− h) + ψx٢(t− h) + u(t).

است: زیر به صورت کسری مرتبه از حالت فضای معادله بنابراین

D٠٫۵
t X(t) =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

−ω٢ ٠ −٢β ٠




x١(t)
x٢(t)
x٣(t)
x۴(t)

+


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
γ ψ ٠ ٠




x١(t− h)

x٢(t− h)

x٣(t− h)

x۴(t− h)

+


٠
٠
٠
١

u(t).



١٢٩ زمان‐پیوسته مرتبه کسری تاخیری سیستم های
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۴ . ۴ . ۵ مثال در حالت بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١٧ . ۵ ش΄ل

داد: نمایش هم زیر به فرم ͬ توان م Dهمچنین،
١٢
t X(t) = AX(t) +AdX(t− h) +Bu(t),

X(t) = φx(t), − h ≤ t ≤ ٠.
(٣۵ . ۵)

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را ربات پارامترهای حال
α = ٠٫۵, ω٢ = ١٧, ٢β = ١٢, γ = ١, ψ = ٣, h = ١, a = ١.

را حلقه‐بسته سیستم از {−١٢٫۴٨۴۵,−۵٫۴۵۶٠,−۴٫٧٩۴٢٫٠٧٢٩−,٢} مقادیر که پسخوردی ماتریس
ͬ آید، م به دست زیر به صورت ͬ دهد م انتقال مختلط صفحه چپ سمت به

K =
[
−۶۵٨٫٩٢٩۵ −۶۴٣٫٠۴۶٣ −١٨٩٫٢۵٢٣ −٢۴٫٨٠٧۶

]
.

مشاهده ١٨ . ۵ و ١٧ . ۵ ش΄ل های در که همان طور است. شده داده نشان ١٧ . ۵ ش΄ل در سیستم ͺپاس
است. مجانبی پایدار x(٠) = [−٢, ٣,−۴, ١]T اولیه بردار با سیستم ͬ شود، م

ͬ کنیم، م مقایسه است لغزشͬ مد کنترل براساس که [١١٣ ،١١٢] در شده ارائه روش با را مثال این ما
را مساله کافͬ و لازم پیچیده شرایط بررسͬ و مناسب لغزشͬ ͹سط کردن پیدا بدون پیشنهادی روش
با همچنین ͬ کند. م بررسͬ را تاخیری مرتبه کسری خطͬ سیستم های از رده ای پایدارسازی و ͬ کند م حل

ͬ آید. م به دست کمتری محاسباتͬ پیچیدگͬ با و به راحتͬ بهره ماتریس تشابهͬ، تبدیلات از استفاده

روش ها مقایسه
ͬ کنیم: م مقایسه موجود روش های با را آن و ͬ دهیم م ارائه را پیشنهادی روش مزایای بخش، این در

شده ارائه روش های به نسبت محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش و ال·وریتم سادگͬ پیشنهادی، روش مزیت •
را نرم حداقل با پسخورد ماتریس ͬ توان م پیشنهادی روش ΁کم با همچنین و است [١١٣ ،١١٠] در
نوسانات کاهش و هزینه یا انرژی مصرف کاهش باعث بهره ماتریس کمینه سازی زیرا آورد به دست

ͬ شود. م سیستم عمل΄رد بهبود و کنترلͬ های سی·نال



مرتبه کسری با تاخیری سیستم های ١٣٠
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۴ . ۴ . ۵ مثال در ورودی بردار مولفه های هم·رایی رفتار :١٨ . ۵ ش΄ل

به توجه با کردیم، مقایسه مثبت سیستم های برای [١١٠] روش با را پیشنهادی روش مثال۵ . ۴ . ٣، در •
آمد. به دست به آسانͬ پسخورد ماتریس شده، پیشنهاد روش ΁کم با ،(٣٣ . ۵) سیستم بودن مثبت
این با نیست. آسان D و Λ ماتریس های همزمان و مناسب انتخاب ،[١١٠] در شده بیان روش در اما
سیستم های برای پیشنهادی روش اما دارد، کاربرد مثبت سیستم های برای فقط روش این حال،

است. اعمال قابل ثابت زمانͬ تأخیر با مرتبه کسری خطͬ
افزایش باعث که کنترل·ری طراحͬ هدف، کنترلͬ سیستم های در عملͬ کاربردهای از بسیاری در •
مشخص ناحیه در ویژه مقادیر تخصیص روش ها این از ی΄ͬ باشد، تعادل نقطه به هم·رایی سرعت
ͬ توان م a مناسب انتخاب و پیشنهادی روش با که به طوری است مختلط صفحه چپ سمت در شده

داد. افزایش را هم·رایی سرعت
،PEVA روش و پیشنهادی روش ΁کم با به راحتͬ ͬ توان، م نیز بزرگ مقیاس با سیستم های برای •
بزرگ ابعاد با ،D ماتریس مناسب انتخاب ، [١١٠] روش با اما آورد، به دست را پسخورد ماتریس
دامنه کردن محدود که ͬ شود م مشاهده ،١٨ . ۵ الͬ ١٢ . ۵ ش΄ل های از نیست. پذیر ام΄ان به راحتͬ
هم·رایی سرعت افزایش باعث ،a درست انتخاب و مختلط صفحه از مشخص بخش ΁ی در پایداری

. ͬ شود م حلقه‐بسته سیستم هم·رایی بهبود و تعادل نقطه به

پیشنهادات و نتیجه گیری ۵ . ۵
نتیجه گیری ١ . ۵ . ۵

مورد را کسری و مرتبه صحیح از تاخیری سیستم های از رده ای کنترل و پایداری مساله رساله این در
روش چندین تاخیری سیستم های در پایداری مساله اهمیت به توجه با دادیم. قرار بررسͬ و مطالعه
به و دادیم پیشنهاد تشابهͬ تبدیلات برپایه روشͬ تاخیری سیستم های برای و کردیم معرفͬ را شده ارائه
ورودی سی·نال های نوسانات کاهش و هزینه کاهش منظور به حالت پسخورد ماتریس نرم کمینه سازی
و پایدارسازی برای و معرفͬ را زمان‐گسسته تاخیری سیستم های از رده ای ادامه در پرداختیم. سیستم
برای انتها در کردیم. پیشنهاد را غیر خطͬ برنامه ریزی مساله ΁ی حل کنترل گر ماتریس نرم کمینه سازی



١٣١ پیشنهادات و نتیجه گیری

مختلط صفحه از مشخص ناحیه ΁ی در سیستم پایداری بررسͬ به زمان‐پیوسته سیستم های از رده ای
پرداختیم.

روش های دی·ر با مقایسه در پیشنهادی روش از استفاده مزایای ͬ آید. م پیش منطقͬ سوال ΁ی اکنون
روش مزیت های از برخͬ سوال این به ͺپاس برای چیست؟ تاخیری های سیستم پایداری برای موجود

ͬ شود: م بیان خلاصه به طور پیشنهادی
روش های دی·ر به نسبت پایدارسازی برای PEVA روش محاسباتͬ پیچیدگͬ کاهش و ال·وریتم سادگͬ (١

غیره. و لیاپانوف مستقیم روش لامبرت، تابع جمله از شده ارائه
با کار این ͬ شودکه م اعمال کنترل متغیرهای روی محدودیت هایی مهندسͬ، مسائل از بسیاری در (٢

است. پذیر ام΄ان شده پیشنهاد روش و حالت پسخورد ماتریس پارامتری سازی
هم·رایی نرخ افزایش باعث که است کنترل گری طراحͬ هدف عملͬ و مهندسͬ مسائل از بسیاری در (٣
به که است پایداری از مشخص ناحیه در ویژه مقادیر تخصیص روش ها این از ی΄ͬ باشد. تعادل نقطه به

رسید. هدف این به ͬ توان م a مناسب انتخاب و پیشنهادی روش ΁کم
ویژه مقادیر از کم بسیار تعداد برای تنها که است این دی·ر روش های به نسبت PEVA روش مزیت (۴
محاسباتͬ پیچیدگͬ و کاهش زیادی حد تا را سیستم بعد بنابراین ͬ شود. م گرفته نظر در سیستم نامطلوب

بود. خواهد بزرگ مقیاس با سیستم های برای موثر روشͬ و داشت خواهیم کمتری
کاهش نتیجه در و کنترلͬ سی·نال های نوسانات دامنه کاهش باعث بهره ماتریس نرم کمینه سازی (۵

ͬ شود. م هزینه یا انرژی مصرف
گسسته‐ کسری مرتبه تاخیری سیستم های گرانوالد‐لتنی΄وف مشتق تقریب و افزوده بردار تعریف با (۶
سیستم حافظه طول مناسب انتخاب با و شد تبدیل افزایشͬ تاخیر با مرتبه صحیح سیستم های به زمان
روش اعمال با و است راحت تر استاندارد سیستم های با کردن کار زیرا شد، تبدیل استاندارد سیستم به فوق

ͬ شود. م بررسͬ سیستم ها این از رده ای پایدارسازی راحتͬ به PEVA

پیشنهادات ٢ . ۵ . ۵
ͬ توان، م آتͬ کارهای برای

زمان کمینه در کسری و صحیح مرتبه تاخیری سیستم های پایدارسازی •
کسری مرتبه تاخیری سیستم های زمانͬ بهینه کنترل •

خروجͬ پسخورد با کسری و صحیح مرتبه تاخیری سیستم های پایدارسازی •
مرتبه کسری دوبعدی و یافته توسیع سیستم های برای نرم کمینه با پایدار سازی •

مختلط صفحه از مشخص زاویه در مرتبه کسری متناوب پیوسته‐زمان سیستم های کنترل •
آن ها پایداری بررسͬ و مرتبه کسری زمان‐پیوسته سیستم های سازی شبیه و سازی گسسته •

کرد. پیشنهاد را
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Aabstract

This thesis considers a class of time-delayed fractional-order and integer-order examines the sta-
bility and controller design methods for these systems. One of the phenomena that occur in most
physical systems is the existence of time-delay, so stability analysis and controller design in the
presence of delay are necessary. Also in controller design, since system input is costly, so to reduce
costs and the amplitude of the control signal fluctuations, the parameter state feedback matrix, and
determine the parameter values in such a way that the norm matrix of the feedback is minimized
and the system time control is optimized. This thesis is organized into two parts. The first part
examines some of the proposed methods in the field of stability analysis and controller design
integer-order delay systems and fractional-order systems. In the second part, we propose a method
based on similarity transforms for the stabilization of continuous and discrete-time systems, as well
as the minimization of the norm feedback matrix, we do this by solving a nonlinear programming
problem and comparing it with the methods presented. Finally, the advantages of the proposed
methods using simulation are examined on different examples and the results show the simulation,
effects, and efficiency of the proposed method.

keywords: Time delay, Fractional-order derivative, Practical stability, Partial eigenvalues, Norm
minimum, Similarity transforms, State feedback
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