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  قدرداني و تشكر
  

خداوند يكتا و متعال را شاكرم كه توفيق يافتم تا اين پايان نامه را با راهنمايي و ياري اساتيد و ديگر 

ه زعم خود از همه اين عزيزان تشكر و قدرداني مي كنم و براي ايشان از بزرگواران، تدوين نمايم و ب

  .درگاه ايزد مهربان آرزوي سعادت و عاقبت به خيري دارم

در ابتدا صميمانه ترين تشكر ها تقديم به پدر و مادر عزيزم كه همواره راهنما و مشوقم بوده اند و گذر 

  .ن دعاي خير و بركت وجودشان، غير ممكن بودبدوو  به حول و قوه الهياز مشكلات زندگي ام 

سعه صدر و صبوري مرا راهنمايي نموده كه  آقاي دكتر فتحعليجناب از استاد راهنماي ارجمندم، 

  .و در پيشبرد اين پايان نامه سعي تمام  مبذول داشتند كمال تشكر و قدرداني مي نمايم

مرا در انجام اين پايان نامه از نظرات و كه  جناب آقاي دكتر نزاكتي، ام از استاد مشاورگرامي

  .كمال سپاسگزاري را دارم ،شان بهره مند ساختندارزنده راهگشا و  ،راهنمايي هاي سازنده

كه زحمت داوري  دكتر اميني خواه جناب آقايو  حسنييرمدكتر  جناب آقاياز اساتيد محترم، 

  .نمايم مي تشكر و قدردانياين پايان نامه را به عهده داشتند صميمانه 

اساتيد گرانقدر داشكده رياضي كه در دوران تحصيل از محضرشان تا از كليه  لازم مي دانم بر خود

  .نمايم تشكر ،نمودم كسب فيض

از تمامي دوستان و همكلاسي ها و هم دانشكده اي هاي گرامي ام كه در طول اين مدت نهايت در 

  .سپاسگزاري نمايمانه افتخار مصاحبت و همفكري با آنها را داشتم، صميم

  



 ج 

  
  
  
  
  
 
  
  

نتيجه تحقيقات خودش مي باشـد و  )  رساله ( دانشجو تأييد مي نمايد كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه 
  .در صورت استفاده از نتايج ديگران مرجع آن را ذكر نموده است

  
  
  
  
  

( تحقيق موضوع اين پايان نامـه   كليه حقوق مادي مترتب از  نتايج مطالعات ، آزمايشات و نو آوري ناشي از
  .متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد ) رساله 
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 د  

  چكيده
  

افزايش پيدا كرده  كاربردي، و دنياي واقعيدردو سه دهه اخير، توجه و علاقه مندي به مسائل محيطي 

اين مسائل عمدتا در نتيجه پيشرفت هاي صنعتي و تكنولوژي ايجاد شـده انـد و غالبـا تـاثيرات     . است

مسائلي مانند استقرار . منفي در محيط را نيز به دنبال دارند و مشكلات زيست محيطي به بار مي آورند

در عين تامين خدمات و تقاضاي مشتريان اثراتي مثـل سـرو   يك سرويس دهنده، فرآيند يا وسيله كه 

صدا، گردوخاك، دود، گاز هاي سمي، بوي بد، شلوغي و مزاحمـت هـايي از ايـن نـوع را بـر مشـتريان       

طراحان شهري، و در حالت كلي تصميم گيرندگان در عمل بـا  . تحميل مي كنند، از اين دسته هستند

تقرار يك فرودگاه، كارخانـه هـا، نيروگـاه هـا، آزمايشـگاههاي      مسائل پيچيده اي نظير انتخاب محل اس

شيميايي، مراكز هسته اي، فروشگاههاي زنجيره اي، مراكز اورژانس، بيمارستان ها، اماكن دفن زبالـه و  

زباله سوزي، پايانه هاي حمل ونقل، تصفيه خانه هاي آب، وغيره روبرو هسـتند كـه همگـي در حـوزه     

مهمـي در زمينـه    مطالعـات . يمه ناخوشايند قابل بررسي و مطالعـه هسـتند  مكانيابي سرويس دهنده ن

   .است انجام شدهمكانيابي سرويس دهنده نيمه نامطلوب 

مدل هاي مكانيابي نيمه نامطلوب اساسا چند مدي هستند و لذا روش هاي استانداردي كـه برمبنـاي   

به كار مي روند، ممكن اسـت بـه    آناليز محدب براي مسائل مكانيابي سرويس دهنده مطلوب در صفحه

از طرف ديگر به خاطر پيچيدگي هندسـي ايـن مسـائل ممكـن اسـت      . دام بهينه هاي موضعي بيافتند

مطلوب به كار مي رونـد،  ل مسائل مكانيابي سرويس دهنده ناروش هاي هندسه محاسباتي كه براي ح

  . براي اين مسائل جوابگو نباشند

ي مختلفي كه در اين زمينه تا كنون ارائه شده انـد را مـورد مطالعـه    با توجه به اهميت موضوع، مدلها

اين مسائل . قرار داده و ديدگاهي نوين جهت مدلسازي مسائل مكانيابي با جاذبه و دافعه ارائه مي كنيم

براي حل چنين مسائلي در حالات مختلف الگوريتم هـا و روشـهاي   را مسائل مكانيابي آرماني ناميده و 



 ه 

براي مسئله وبر آرماني يك روش گرادياني شبه وايزفلد با همگرايي . كرده ايمراحي يا اجرا مناسب را ط

  .نتايج آن با روشهاي ديگر  مورد مقايسه قرار گرفته استسراسري بدست آمده و 



 و  

 نامهليست مقالات مستخرج از پايان
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1فصل 

مقدمه اي بر مسائل مكانيابي



2مقدمه اي بر مسائل مكانيابي

     مقدمه 1-1

مسائل مكانيابي مسائلي هستند كه وقتي به دنبال يافتن محل و نحوه اسـتقرار بهينـه يـك يـا                    

بر اساس عوامل و متغيرهاي موثر بر مكانيابي هستيم با آنها روبه ) ١سرويس دهنده(چند فعاليت معين 

سـرويس گيرنـده، نقطـه    ( در اين مسائل فرض بر اين است كه تعدادي مـشتري معمولا. رو مي شويم

موجودند و مي خواهيم بهترين مكان براي استقرار سرويس دهندگان جديـد را بـه               ) ثابت، نقطه تقاضا  

گونه اي بيابيم كه هزينه ي حمل و نقل، تـاثيرات محيطـي نـامطلوب، زمـان سـرويس دهـي، سـود،                       

...  رويس و رعايت انصاف و برابري در آن، كـسب بيـشترين سـهم در بـازار و          كيفيت، نحوه ي توزيع س    

.  بهينه شوند،بسته  به شرايط مسئله

مكانيابي تاسيسات و تسهيلات از كاربردي ترين زمينه هاي تحقيقاتي است كـه در بـسياري از شـاخه      

ليـات، علـوم مـديريت،      از جمله اين شاخه ها مي توان به تحقيق در عم          . هاي علوم گسترده شده است    

مهندسي صنايع، جغرافيا، اقتصاد، علوم كامپيوتر، رياضـيات، بازاريـابي، مهندسـي بـرق، برنامـه ريـزي        

از كاربرد هاي معروف مسائل مكانيـابي مـي   . شهري، علوم نظامي و ديگر شاخه هاي مرتبط اشاره كرد       

رستان ها، نمايندگي هـاي فـروش، آتـش        توان مكانيابي انبارها، كارخانه ها، ماشين آلات كارخانه، بيما        

نشاني ها، پاسگاه هاي پليس، پايانه هاي مسافربري، اجزا الكترونيكي در مدارها، آژير خطر، چـاه هـاي        

مـسائل تركيبـي از مـسيريابي و        . نفت، تاسيسات نظامي، نيروگاه ها، آزمايشگاه ها و غيـره را نـام بـرد              

. بررسي قرار مي گيرندمكانيابي نيز در اين حوزه مورد مطالعه و 

.  مطرح كـرد بـر مـي گـردد        ٢زمان پيدايش مسائل مكانيابي به اوايل قرن هفدهم و مسئله اي كه فرما            

يك مثلث را در نظر بگيريـد كـه وزن هـر يـك از     ": مسئله اي كه فرما مطرح كرد به اين صورت است   

واصل وزني آن تا رئـوس مثلـث        نقطه چهارم را به گونه اي پيدا كنيد كه مجموع ف          . باشد+ 1رئوس آن   

1Facility
2Fermat



3مقدمه اي بر مسائل مكانيابي

 مشاهده كرد كه محل برخورد دايـره هـاي محيطـي مثلـث هـاي متـساوي                  ٣ توريچلي ".كمينه گردد 

نظريه . الاضلاعي كه بر روي اضلاع مثلث اصلي و رو به بيرون آن ساخته مي شوند، جواب مسئله است           

 در سـال  ٤ شدن كتـاب آلفـرد وبـر   مكانيابي به شكلي كه امروزه مورد استفاده قرار مي گيرد، با منتشر    

 Error! Reference source notمتولد شـد    Vber den standortder indvstrien با عنوان1909

found.]1[.   بيـست  . وبر در اين كتاب نتايج  تحقيقات خود در مورد صنايع كارخانـه اي را ارائـه كـرد

 به طـور جزئـي تـر بـه ايـن امـر همـت                ٥ط وبر، لانهارد  سال قبل از ارائه تئوري مكانيابي صنعتي توس       

لانهارد كوشش كرد نشان دهد كه چگونه مي توان مكانيابي بهينه را در شرايط سـاده اي         . گماشته بود 

. ]1[)1-1شكل (كه دو منبع مواد اوليه وجود دارند و يك بازار به وسيله رئوس يك مثلث نشان داد 

 يك بازارو دو منبعامدل لانهارد ب : 1- 1شكل 

دوم اينكـه مكـان و      . اول اينكه محل مواد اوليـه معلـوم اسـت         . نظريه وبر داراي سه اصل اساسي است      

هر توليد  . تعداد اين مكان ها متناهي است و جدا از هم هستند          . ميزان مصرف مشتريان مشخص است    

سوم اينكه . يار دارد و امتيازات انحصاري از نظر انتخاب مكان وجود نداردكننده بازار نامحدودي در اخت

چندين مكان ثابت براي عرضه نيروي كار وجود دارد به طـوري كـه ايـن  نيـروي كـار داراي قابليـت                        

.تحرك و جابجايي نبوده و عرضه آن نامحدود است 

3Torricelli
4Alfred Weber
5Launhardt

M
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4مقدمه اي بر مسائل مكانيابي

 تابع هـدف را بـه       ،]4[حكيمي1964مطالعات جدي بر روي مكانيابي از زماني شروع شد كه در سال             

او همچنين مطالعاتي بـر روي مـسائل مكانيـابي          . دو صورت كمترين مجموع و مينيماكس مطرح كرد       

معمولا در مسائل مكانيابي سرويس . روي شبكه انجام داد كه نقطه شروع مكانيابي گسسته مدرن است

 در نظر گرفته مي شوند و تنها تـاثيرات   دهندگاني كه مي خواهيم مكان استقرار آنها را بيابيم، مطلوب         

بنابراين نزديك بودن به آنها نـوعي جاذبـه و دوري از آنهـا دافعـه،                . مثبت شان را به حساب مي آوريم      

در جوامع مدرن و پيشرفته امروزي با فعاليت ها و سرويس دهندگاني رو بـرو هـستيم                 . تلقي مي شود  

كارگـاه هـاي   . خربي نيز بـر محـيط پيرامـون خـود دارنـد     كه علاوه بر ارائه خدمات، تاثيرات منفي و م     

كارگاه كالاي مورد نياز جامعه را توليد كـرده و از طـرف ديگـر               . توليدي مثال آشكار اين مورد هستند     

مراكز ورزشي در عين حال كه بايد در دسترس باشند و امكانات ورزشي و              . آلاينده محيط زيست است   

توانند تاثيرات منفـي همچـون سـر و صـدا، ازدحـام جمعيـت و يـا        تفريحي مناسب را ارائه دهند، مي  

.  مشكلاتي از اين قبيل را داشته باشند

مطالعه مدل هايي كه هر دو ويژگي را به طور همزمان در خود دارند، انطباق بيشتري با مسائل واقعـي    

 هاي كمتـرين   مدل1970 تا اواسط 1960از دهه . و كاربردي دارد و به سرعت در حال پيشرفت است    

از . مجموع در بخش هاي خصوصي و مدل هاي مينيماكس در بخش خصوصي به كار گرفته مـي شـد           

 اولين كساني بودنـد  ]6[، چرچ و گارفينكل ]5[گلدمن و ديرينگ  .  اين موضوع تغيير كرد    1970اواسط  

دسته مدل هـا،    در اين   .  نام گرفتند  ٦مدل هاي مكانيابي مضر   كه مواردي را پيشنهاد كردند كه بعد ها         

ها را كنار مي گذارند و ديگر سعي در نزديكتـر   ) فعاليت(مشتريان فرض مطلوب بودن سرويس دهنده       

به عنوان كاربردي از اين مدل ها مي توان به      . بودن به آنها را نداشته و تا حدي از آنها دوري مي كنند            

در حقيقت ويژگي هاي . ه اشاره كردمكانيابي راكتور هاي هسته اي، مراكز تصفيه آب و اماكن دفن زبال

اين نوع سرويس دهندگان نوعي دافعه ايجاد مي كند و سبب مي شود كه مشتريان آنها را از خود دور                

. كنند

6Obnoxious



5مقدمه اي بر مسائل مكانيابي

پس از آن طبقه بندي .   ارائه شد]7[اولين طبقه بندي مدل هاي مكانيابي توسط هندلر و ميرچنداني        

در ادامـه فـصل     .   انجام شده اسـت     ]9[ز اركوت و نيومن       و ني   ]8[هاي ديگري توسط هاماخر و نيكل     

.مجموعه اي از كارهاي انجام شده در اين زمينه را ارائه مي دهيم

     اجزا مسائل مكانيابي1-2

يابي و تعيين ويژگي هاي آنها و اجزايشان        ندر اين بخش تركيبي از طبقه بندي هايي كه از مسائل مكا           

.ودصورت گرفته است، ارائه مي ش

٧  فضا1-2-1

:معمولا فضاي مسائل مكانيابي يكي از سه دسته زير است 

 هرگاه فضاي مكان تاسيسات و نقاط تقاضا پيوسته باشند، يعني توسط متغير هـايي         :پيوسته  ) 1

در . كه به صورت پيوسته تغيير مي كنند، نظير مختصات مشخص شود، مدل را پيوسته مي گويند

اكثر مسائل مكانيـابي    .  پيدا مي كنيم   dRبعدي  d دهنده را در فضاي      اين مدل ها مكان سرويس    

مسائل دو بعدي بـه خـاطر ويژگـي هـاي هندسـي و      . در فضاي حداقل دو بعدي تعريف مي شوند     

سـته از ابـزار     در مواجهه با مسائل پيو    . قابليت ادراك بصري شان بيشتر مورد توجه قرار مي گيرند         

بهره ) آناليز تابعي، كه معمولا از ويژگي هاي تحدب و تقعر استفاده مي شود            (هاي هندسه و آناليز     

عمدتا مسائل مكانيابي طبيعت وتوصيف هندسي دارند ولي مطالعه و روند حل آنهـا هـم     . مي بريم 

. شامل بررسي هاي هندسي و هم آناليزي است

مـسطح، مثـل مـدارهاي      . وسته به دو شكل اسـتفاده مـي شـود         در كاربرد هاي عملي از فضاي پي      

مجتمع در مدار هاي الكتريكي و الكترونيكي، يك تكه كاغذ، ميزكار، و يا يك تكه زمـين وكـروي                   

در اين حالت ها براي مشخص كردن نقاط احتياج بـه           . براي نواحي مثل قاره ها و حتي كره زمين        

7Space
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بي در ساختمان زير آب و يا در هوا رو به رو هستيم، بايـد               در مسائلي كه با مكانيا    . دو مولفه داريم  

مـسائل يـك بعـدي      . مشخصه سومي كه ارتفاع يا عمق را نشان مي دهد را هم به حـساب آوريـم                

انجام مي دهيم،   ) مستقيم يا داراي انحنا   (عمدتا زماني رخ مي دهند كه مكانيابي را روي يك خط            

.مثل كشيدن  يك بزرگراه يا خط آهن

 مدل هاي مكانيابي گسسته مدل هايي هـستند كـه در آنهـا بايـد مكـان سـرويس                    :سسته  گ) 2

در اين مدل ها مجموعه اي متناهي از        . دهندگان را تنها روي نقاط از پيش تعيين شده پيدا كنيم          

در مـدل هـاي   . نقاط كانديدا داده شده است كه توسط متغير هاي گسسته نشان داده مـي شـوند      

ر خلاف مدل هاي گسسته نمي توان ليست جامع و كاملي از نقاط در دسـترس  مكانيابي پيوسته ب  

از اين جهت مدل هاي پيوسته را مدل هاي ايجاد مكان و مدل هاي گسـسته را مـدل       . را ارائه داد  

يكي از ابزار مفيـد در رياضـيات در مواجـه بـا مـسائل بـزرگ و          . هاي انتخاب مكان نيز خوانده اند     

يكي از دلايل استفاده از اين ايده سـاده تـر شـدن و كـاهش       . زي فضاست پيوسته ايده گسسته سا   

. فضاي جواب به تعداد متناهي مجموعه و كاربرد هاي ويژه در بعضي حالات خاص از مسئله است                

قابل توجه است كه در . در مدل هاي گسسته، در حقيقت هر نقطه نماينده يك ناحيه از فضا است     

اي تخمين فاصله بين نقاط انتخاب شود كه نحوه انتخاب يك تـابع             حالت پيوسته بايد يك تابع بر     

مناسب، خود موضوع مقالات زيادي در زمينه مكانيابي پيوسته بوده است ولي در حالت گسـسته،                

بنـابراين مـدل   . فاصله واقعي پيموده شده و يا از قبل محاسبه شده، مورد استفاده قرار مـي گيـرد      

اي عملي و واقعي را مدل مي كنند و به سرعت اجرا مـي شـوند     هاي پيوسته به راحتي موقعيت ه     

زيرا به بانك هاي اطلاعاتي عظيم مسافت ها و همچنين محاسـبه كوتـاه تـرين مـسير احتيـاجي                    

اين نكته قابل ذكر است كه به خاطر استفاده از تابع تخمين از دقت كمتري نسبت به انواع    . ندارند

بعضي اوقات ممكن است    . ا به نظر تصميم گيرنده بستگي دارد      البته انتخاب نوع فض   . گسسته دارند 

مـثلا در يـك شـهر     . مزاياي مدل هاي پيوسته سبب شود كه از دقت آن تا حدي صرف نظر كـرد               
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دقت بسيار زيادي در تخمين فاصله واقعي بين ) منهتن (٨ممكن است كه انتخاب فاصله مستطيلي

يي كه داراي خيابان هاي عمود بر هم و توري شـكل            عمدتا شهر ها  . دو نقطه از آن را داشته باشد      

.هستند در اين دسته قرار مي گيرند 

 مدل هاي شبكه اي مدل هايي هستند كه در آن سرويس دهندگان روي رئوس و            :شبكه اي   ) 3

در حوزه مكانيابي با فضاي شبكه اي، مسائلي وجود دارند       . يا يال هاي يك شبكه مستقر مي شوند       

 درختهـا در   -k سخت هستند ولي در گرافهاي خاص مثل درخت ها يـا             -NPي  كه در حالت كل   

علاوه بر موارد ذكر شده ممكن اسـت  . زمان هاي حداكثر از درجه چند جمله اي قابل حل هستند   

نـواحي  . د شـود فضايي كه سرويس دهنده بايد در آن قرار گيرد با تعريـف نـواحي ممنـوع محـدو                 

اين منـاطق مـي تواننـد قـوانين     .  ممنوع نواحي هستند كه سرويس دهنده نبايد در آن قرار گيرد 

.منطقه بندي يا ساير محدوديت را مدل كنند

)  P(هايي كه بايد مستقر شوند ) يا فعاليت( تعداد سرويس دهنده 1-2-2

: را در نظر مي گيريمp<1  ِو p=1حالت هاي .  تعداد سرويس دهنده ها باشدpفرض كنيد 

1 (1=p ؛ در اين حالت فقط يك فعاليت) بايد مستقر شود ) سرويس دهنده.

2 (1>p         محـل اسـقرار سـرويس دهنـده هـا بايـد چگـونگي              ؛ در اين حالت علاوه بر پيدا كردن

.تخصيص مشتريان به سرويس دهندگان را نيز مشخص كنيم 

درحالتي كه چند سرويس دهنده را مكانيـابي مـي كنـيم، ممكـن اسـت ارتبـاط بـين سـرويس                      

مدل هايي كه اين هدف را بر آورده مي كنند شامل فاصله . دهندگان جديد نيز داراي اهميت باشد

به عنوان مثالي از اين مورد مي توان بـه مكانيـابي   . ين سرويس دهندگان جديد مي باشند وزندار ب 

تاسيسات نظامي اشاره كرد كه در آن پراكنده شدن و فاصـله داشـتن سـرويس دهنـدگان جديـد           

در مكانيابي پمپ هاي گـاز و يـا فـست           . ميزان ضرر و خسارت و آسيب پذيري را كاهش مي دهد          

8Rectilinear
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 سعي در پراكنده كردن آنها دارد تا از ايجاد رقابت مستقيم آنها بـا يكـديگر           فود ها تصميم گيرنده   

. جلوگيري كند

 تعداد سرويس دهندگان موجود1-2-3

: بر مبناي اين پارامتر دو نوع مدل مختلف وجود دارد

.مدلهايي كه تعداد سرويس دهندگان جديد در آن ثابت است) 1

.جديد در آن متغير استمدلهايي كه تعداد سرويس دهندگان ) 2

مدل هاي  نوع دوم پيچيده تر از مدل هاي نوع اول هستند، زيرا بايد متغيري ديگر را كـه نـشان                      

در مدل هاي مكانيابي دو حالـت رخ        . دهنده تعداد سرويس دهندگان است را به مدل اضافه كنيم         

فضاي خالي رو بـه رو  در بسياري از مدل ها فرض بر اين است كه تصميم گيرنده با يك             . مي دهد 

در حالتي ديگر كه آن را با نـام مكانيـابي   . مي شود كه هيچ سرويس دهنده اي در آن وجود ندارد   

 مي شناسيم، تعدادي سرويس دهنده موجود هستند و هدف اضافه كردن تعـدادي ديگـر               ٩شرطي

. به آنهاست 

 اهداف تصميم گيرنده 1-2-4

عني تصميم گيرنده مي توانـد بـه دنبـال مكـان بهينـه بـراي       ي. مدل مي تواند يك يا چند هدفه باشد      

در بين مدلهاي تك هدفه . استقرار سرويس دهنده تحت يك هدف يا چند هدف به طور همزمان باشد            

: حداقل سه دسته وجود دارند 

١١، مينيماكس١٠كمترين مجموع: مينيمم سازي تابعي از فاصله) 1

١٣، ماكزيمين١٢رين مجموعبيشت: ماكزيمم سازي تابعي از فاصله) 2

9Conditional
10Minisum
11Minimax
12Maxisum
13Maximin
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تابع هاي تركيبي از فاصله )  3

  اندازه گيري فاصله 1-2-5

در مسائل مكانيابي فرض مي كنيم   . فاصله يك معيار عددي براي تشخيص ميزان دور بودن اشيا است          

كه ارتباط بين تاسيسات مستقيما وابسته به موقعيت مكاني آنهـا باشـد و معمـولا بـه شـكل تـابعي از          

بـا توجـه بـه    . بنابراين مفهوم فاصـله نقـشي محـوري در مكانيـابي پيوسـته دارد     . فاصله بيان مي شود 

 نرم ١٤استفاده از روند. موقعيت و شرايط مسئله اندازه هاي مختلفي براي ارزيابي فاصله به كار مي روند

ر توسط لاو و موريس     ها به عنوان تابع تخمين فاصله در يك مسئله مكانيابي با فضاي پيوسته اولين با              

.  را مورد مطالعه قرار دادند١٥ نيز استفاده از نرم هاي بلوكي]12-11[وارد و وندل .  پيشنهاد شد]10[

. براي اندازه گيري فاصله بين مشتريان و سرويس دهندگان معمولا از مترهاي زير استفاده مي شود

) اين فاصله بين دو نقطه ):pLيا نرم ( ١٦فاصله مينكوفسكي)1 ) ( )2121 xxxyyy ,,,  در صفحه به ==

:صورت زير تعريف مي شود 

)1-1(( ) ( ) ∞≤≤−+−= pyxkyxkyxL ppp
p 1

1

222111,

فاصله مينكوفسكي براي مدل كردن مسائلي كه فاصله در جهت هاي مختلـف تقـارن نـدارد، مناسـب                   

2121ها، فاصله ي اقليدسي بـا       pLدر مسائل مكانيابي از بين خانواده       . است === pkk  و فاصـله ي     ,

1121با) ١٧منهتن(مستطيلي  === pkk فاصله اقليدسـي بـراي مـدل    . بيشتر مورد استفاده هستند,

بـه شـرط   (كردن فاصله هاي هوايي يا دريايي و فاصله مستطيلي براي مدل كردن فاصله هاي خياباني  

.مناسب هستند) طرفه نباشنداينكه خيابانها يك

14 Round norm
15 Block norms
16 Minkowsky
17Manhattan
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براي محاسبه اين فاصـله     .  برابر با كوتاه ترين مسير بين دو نقطه روي شبكه است           :فاصله شبكه اي  ) 2

الگوريتم هاي مختلفي پيشنهاد شده است كه از آن جمله مي توان الگوريتم هاي دايكسترا و فلويـد را        

. نام برد

LL∞نرم هـاي    . هستند كه كانتورشان چندضلعي است    نرم هاي بلوكي نرم هايي      :نرم بلوكي ) 3  دو  1,

 بـراي حـل     ]12-11[نرم هاي بلوكي اولين بـار توسـط وارد و ونـدل             . مثال از نرم هاي بلوكي هستند     

اين نرمها براي مدل كردن فاصله در مسائلي كه محدود به حركت در         . مسائل مكانيابي به كار برده شد     

همچنين كاربرد هاي زيادي در مسائل مكانيابي با  . يش تعيين شده هستيم، مناسب اند     جهت هاي از پ   

: را مي توان به صورت زير نشان دادxنرم بلوكي بردار . مانع دارند

)1-2(








∑∑ gg

r

g
g

r

g
B

bxx λλ
1=1=

=:=min

rgكه نقاط 1,...,=gb وgb−  همچنـين  . ، نقاط گوشه اي چند ضلعي كانتور واحد آن نـرم هـستند

يك نوع مشخصه سازي ديگر از نرم هاي بلوكي را بر مبناي مجموعـه قطبـي پيـشنهاد شـده كـه بـه                       

:صورت زير است

)1-3(}1,...,=:{= 00 rgxbx gB
max

ــه در آن  0كــــ
gb 0 و

gb−ــا =,...,01 بــــ rg    ــي ــه قطبــــ ــه اي مجموعــــ ــاط گوشــــ  نقــــ

{ }00 ,2,1,=1:= rgvbvB g ±±±≤ L, وارد و وندل با استفاده از اين مشخصه سازي مدلهاي برنامه  

. ريزي خطي كمترين مجموع و مينيماكس را براي مسئله مكانيابي تك وسيله اي پيشنهاد كردند

له در صفحه استفاده كنيم آنگاه به دو صورت مي توان يـك  براي اندازه گيري فاصBاگر از نرم بلوكي

:مدل برنامه ريزي خطي براي مسئله نوشت

niبراي هر ) 1 :  قرار مي دهيم=,...,1
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)1-4(
ggigi

r

g
i

gigi
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Bi

bPX

PX

)(=

)(=

1=

1=

−+

−+

−−

+−

∑

∑

λλ

λλ

niبراي هر ) 2 : قرار مي دهيم=,...,1

)1-5({ }00 ,1,=:)(== rgbPXPXz giBii L−− max

. اري اين معادلات در مدل يك مسئله برنامه ريزي خطي خواهيم داشتبا جايگذ

محدوديت هاي فاصله1-2-6

: محدوديت هاي فاصله بر دو نوع هستند .  در بسياري از مدلها محدوديت فاصله وجود دارد

مي به اندازه كافي دور از هم قرار    ) ها ( در اين مدلها سرويس دهنده : كران بالا براي فاصله   )1

. گيرند ولي تا حدي كه در دسترس نيز باشند

تا حد امكان نزديك هـم هـستند        ) ها  ( در اين مدلها سرويس دهنده    : كران پايين براي فاصله   )2

. اما نه بيش از يك حد معين

 وزن  1-2-7

گاهي . يكسان يا مختلف باشندفاصله ها در تابع هدف مي توانند داراي وزن هاي ثابت يا متغير،

در مـسائل   . از وزن ها استفاده مي شود     ) مشتريان( مشخص كردن ميزان تقاضا در هر نقطه ثابت          براي

شبكه اي، وزن يال مي تواند نشاندهنده طول مـسير، زمـان پيمـايش يـال، ميـزان مخـاطره و هزينـه            

. استفاده از يال و ارائه خدمات و مواردي از اين قبيل باشد
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ان  ارتباط بين سرويس دهندگ1-2-8

: حداقل سه نوع ارتباط مختلف بين سرويس دهندگان مي تواند وجود داشته باشد

فقط فاصله بين مشتريان و سرويس دهندگان در نظر گرفتـه شـود، مـثلا در مكانيـابي چنـد               )1

.محل دفن زباله در يك كشور

فقط فاصله بين سرويس دهندگان محاسبه شود، مثلا مكانيابي سايت هاي موشـكي در يـك                )2

.يه بدون جمعيتناح

هر دو نوع فاصله ذكر شده در بالا در نظر گرفته شود، مثلا مكانيابي تعدادي سايت هسته اي                   )3

. در يك ناحيه داراي جمعيت

 مشتريان 1-2-9

لذا لازم است كه نحوه توزيع و    . در تعدادي از مدل هاي مكانيابي نقش مشتريان نيز منظور شده است           

براي مثال ممكن است فرض كنيم مشتريان بـه طـور يكنوخـت در يـك                . يمميزان تقاضاي آنها را بدان    

ناحيه توزيع شده اند و يا در نقاط مخصوصي از فضا، مثلا رئوس يك شبكه قرار دارند و ميـزان تقاضـا                      

.تابعي از فاصله باشد 

اب آن آزاد باشند مشتريان ممكن است به يك سرويس دهنده اختصاص يابند و يا ممكن است در انتخ

كه در آن صورت سوال اينست كه آيا هميشه مشتريان به نزديك ترين سرويس دهنـده مراجعـه مـي                    

.كنند يا عوامل ديگري در انتخاب سرويس دهنده توسط مشتري دخيل هستند

 تابع هدف1-2-10
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. ي كنـيم  در اين قسمت دسته هاي اصلي تابع هاي هدف در مدل هاي موجود مكانيابي را معرفـي م ـ                 

يك راه، تفكيك سرويس دهندگان بر اساس نوع سـرويس شـان بـه    . اكثر اين توابع پيشنهادي هستند  

اغلب مـوارد   . سرويس دهنده ها است كه به سرويس دهنده هاي عمومي و خصوصي تقسيم مي شوند              

خصوصي متناظر با هدف كمترين مجموع و موارد عمومي متنـاظر بـا مينيمـاكس اسـت، زيـرا هـدف               

رين مجموع سرويس دهنده را به گونه اي مكانيابي مي كند كه مجموع هزينه هاي حمـل و نقـل              كمت

در مكانيابي سرويس دهنده هاي عمومي مانند استخر يا كتابخانه، مي خواهيم مكاني را              . مينيمم شود 

.پيدا كنيم كه به همه مشتريان نزديك باشد

، ميزان مطلوبيت سرويس دهنده بـراي مـشتريان   مورد ديگري كه در تابع هدف مد نظر قرار مي گيرد   

:سرويس دهندگان از ديد مشتريان يكي از چهار حالت زير را دارند . است

در اين حالت  سرويس گيرنده مي خواهد تا جايي كه امكان دارد سـرويس دهنـده بـه او              : مطلوب) 1

.نزديك باشد، يعني سعي در جذب سرويس دهنده دارد 

سرويس گيرنده مي خواهد تا جايي كه امكان دارد از سـرويس دهنـده فاصـله                 : ١٨)مضر(نامطلوب  ) 2

.بگيرد، يعني سعي در دفع آن دارد 

سرويس گيرندگاني كه برايشان اثرات مثبت و منفي سرويس دهنـده اهميـت نـدارد را            : بي تفاوت ) 3

 محاسبه نمـي شـود و   مي توان از مدل كنار گذاشت چرا كه ميزان مطلوبيت سرويس دهنده براي آنها     

.در نهايت در جواب مسئله نيز تاثير گذار نيستند

در اين حالت سرويس گيرنده مـي خواهـد كـه سـرويس              : ١٩تا حدي مطلوب و تا حدي نا مطلوب       ) 4

مثلا يك سـوپر ماركـت را در نظـر بگيريـد، از يـك طـرف                 . گيرنده نزديك باشد ولي نه خيلي نزديك      

حتي در امر خريد به فروشگاه نزديك باشند و از طرف ديگر ترافيـك،              مشتريان مي خواهند كه براي را     

18Undesirable 
19 Semi-Obnoxious
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در چنـين مـوقعيتي،     . شلوغي و سر وصداي ناشي از فروشگاه، آن را نامطلوب و ناخوشايند مـي سـازد               

:سرويس گيرنده سه انتخاب دارد

هنده با اعمال يك محدوديت روي فاصله ما بين شان سرويس دهنده را دفع كند، يعني سرويس د                ) 1

.تا حد امكان نزديك باشد ولي حداقل به اندازه از پيش تعيين شده فاصله داشته باشد

با اعمال يك محدوديت روي فاصله ما بين شان سـرويس دهنـده را جـذب كنـد، يعنـي سـرويس                    ) 2

. دهنده تا حد امكان دور باشد ولي حداكثر به اندازه از پيش تعيين شده از آن فاصله داشته باشد

.  ،  مثلا تركيب محدبي از دو هدف جاذب و دافع٢٠دافعه–اخت يك هدف تركيبي جاذبه س) 3

٢١     تابع هدف هاي جاذب 1-3

در تمام توابع هدفي كه در اين قسمت در موردشان بحث مي شود، فرض بر ايـن اسـت كـه سـرويس                   

ن تـصميم گيرنـده     بنـابراي . دهنده هايي كه قرار است مستقر شوند، همگي مطلوب و خوشايند هستند           

از اين جهت اين مدل ها را داراي خاصـيت جاذبـه            . مي خواهد كه آنها را نزديك مشتريان مستقر كند        

مدل هاي مكانيابي از قديمي ترين آنها يعني مسائل وبر، ميانه، مركـز و پوشـش همگـي در    . مي ناميم 

ي هزينـه حمـل ونقـل يـا     از جمله هدف هاي جاذب مي توان مي نيمم ساز. اين دسته قرار مي گيرند  

در . حداكثر زمان سفر و ماكزيمم كردن جمعيت در دسترس يا منطقه تحت پوشش بـازار را نـام بـرد                   

ميان مدل هاي فراواني كه در زمينه مكانيابي گسسته ارائه شده است چهار دسـته از مـدل هـا نقـش                      

 ، مكانيابي سرويس دهندگان بـا       ٢٣مركز-p ،   ٢٢نهميا-pمسائل  : اساسي و محوري را بازي مي كنند        

20Push-Pull
21Pull objectives
22P-median
23P-center
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مكانيابي سرويس دهنـدگان  ميانه،-pبراي مسائل. ٢٥ و مسئله تخصيص درجه دو٢٤ظرفيت نامحدود

مسئله تخصيص درجه دو، تابع هدف از نوع كمترين مجموع اسـت و در مـسئله   با ظرفيت نامحدود و

p-                      مركز از نوع مينيماكس است و همگي به شكلي، تمايـل بـه نزديكـي بـين سـرويس دهنـدگان و

بيـشتر كـاربرد هـاي بهينـه سـازي          . مشتريان يا بين سرويس دهندگان دارند، يعنـي جـاذب هـستند           

شـش  سـه دسـته معـروف از مـسائل يعنـي پو           . تركيباتي در مكانيابي، در اين حـوزه قـرار مـي گيـرد            

  همگـي حالـت هـاي خاصـي از مـسئله             ٢٨ و بسته بندي كردن مجموعـه      ٢٧، افراز مجموعه  ٢٦مجموعه

.مكانيابي سرويس دهندگان با ظرفيت نامحدود هستند

مجموع معروف است يكي از بهترين گزينه ها مينيمم سازي مجموع وزني فاصله كه به هدف كمترين     

حكيمـي اولـين كـسي بـود كـه مـسائل       . سـت براي استفاده در مسائل بخشهاي عمومي و خـصوصي ا     

 دسته از مسائل پيوسته با هدف       اولين.  ]4[مكانيابي با هدف كمترين مجموع را مورد بررسي قرار داد           

فرض كنيد كه تـصميم گيرنـده قـصد         . كمترين مجموع تعميمي از مسئله مطرح شده توسط فرماست        

pxxايـن سـرويس دهنـدگان را بـا          مكان  . دارد مكان سرويس دهنده هاي جديدي را پيدا كند         ,,L1

mvvهمچنين فرض مي كنـيم كـه مـشتريان در نقـاط             . نشان مي دهيم   ,,L1    اگـر  .  مـستقر هـستند

niwi ,,1,0 L=> وزن هاي متناظر با مشتريان باشند، مدل مسئله به صورت زير است :

)1-6(( ) ( ){ }∑
=

=
n

i
kikisum xvdwxfMin

1
,min

24Uncapacitated Facility Location Problem
25Quadratic Assignment
26 Set Covering
27 Set Partitioning
28 Set Packing
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 و در  ٢٩مسئله مكانيابي تك وسـيله اي     اگر به دنبال پيدا كردن مكان يك وسيله باشيم آنگاه مسئله را             

براي مرور كارهاي انجـام شـده در مـورد ايـن            .  مي نامند  ٣٠مسئله وبر اقليدسي باشد   حالتي كه فاصله    

. مراجعه كنيد]13-16[مسئله به 

.  مـي نامنـد  ٣١مسئله چند وسيلهند وسيله را مستقر كنيم آنگاه مسئله را         يعني بخواهيم چ  p<1اگر

در ايـن مـسئله عـلاوه برمكانيـابي سـرويس دهنـدگان، بـا             .  مطرح شـد   ]13[اين مسئله اولين بار در      

. تخصيص آنها به مشتريان نيز رو به رو هستيم

نه اي كـه بيـشترين فاصـله        دسته اي ديگر از مسائل سعي در استقرار يك سرويس دهنده دارند به گو             

]17[اين مسائل را مينيماكس مي گويند كـه در       . بين سرويس دهنده و مشتريان حداقل ممكن باشد       

. مركز در اين دسته قرار مي گيرد-pمسئله . بحث شده اند

)1-7(( ) ( ){ }{ }kikii
xvdwxfMin ,minmaxmax =

يكـي از  . له ميانه را با مطلوبيت مسئله مركز تركيب كنند        بعضي از محققان سعي كرده اند كارايي مسئ       

يعنـي يـك مـسئله بـا هـدف      . ميانـه را محـدود كنـيم   -pراه هاي انجام اين كار اين است كه مسئله  

ايـن مـسئله اولـين بـار در         . كمترين مجموع كه محدوديت كران بالا براي فاصله بـين تاسيـسات دارد            

يك راه ديگر آن است كه از يك تابع هدف          . مركز معروف است  - شد و به مسئله ميانه      مطرح ]18و16[

 تركيب خطي محـدبي  ]19[در .مينيماكس با يك كران روي مجموع وزن دار فاصله ها استفاده كنيم

. مي نامند ميانه-اين مسائل را مركز. از هدفهاي كمترين مجموع و مينيماكس ارائه شده است

٣٢ع هدف هاي دافع     تاب1-4

29Single Facility Location Problem
30Weber Problem
31Multi Facility Location Problem
32Push objectives
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اگرچه نظريه مكانيابي ريشه در قرن هفدهم دارد ولي مسائل مكانيابي كه شـامل سـرويس دهنـدگان                  

 مورد بررسي قرار گرفتـه انـد دليـل ايـن امـر ناشـي از       1970تقريبا از اوايل دهه   . نامطلوب مي باشند  

.پيشرفت هاي تكنولوژيكي و صنعتي سازي است 

مجموعه اي از نقاط وجود دارند كه تحت        ) نامطلوب( دهندگان ناخوشايند    در مسائل مكانيابي سرويس   

مكانيـابي  . تاثيرات منفي سرويس دهندگان قـرار دارنـد و هـدف مينـيمم كـردن ايـن تـاثيرات اسـت              

از . راكتورهاي هسته اي، نيروگاه ها، محل دفن زباله و فرودگاه هاي بزرگ از مسائل قرن بيستم اسـت               

ده هاي مطلوب مثل پاسگاه هاي پليس، بيمارستان، مدرسه، انبار بـراي آنهـا              طرف ديگر سرويس دهن   

اولين تلاشي كه براي فرمولبندي اين مسائل صورت گرفت توسط چرچ و گارفينكـل              . وجود داشته اند  

.  را پيشنهاد كردند   ٣٣ بود كه مدل ماكزين    1978 و   1975 در سال هاي     ]5[ و گولدمن و ديرينگ      ]6[

يـك  .  هم تراز با مدل ميانه است با اين تفاوت كه هدف آنها بيشترين مجموع اسـت    اين مدل هم ارز و    

 نوشته  "٣٤رياضيات چيست "منبع قديمي تر در مورد اين دسته از مسائل، مسئله ايست كه در كتاب               

در اين كتاب ابتدا مسئله اي كه فرما در قـرن           .  مطرح شده است   1941 در سال    ]20[كورانت و رابينز    

٣٥رح كرد فرموله شد سپس همراه آن مسئله اي مطرح شده اسـت كـه بـه مـسئله مـتمم                    هفدهم مط 

)comP ( مسئله متمم همان مسئله فرماست با اين تفاوت كه وزن يكي از رئوس مثلـث        . معروف است

ه صـريحا   مسئله متمم اولين مسئله مكانيابي اسـت ك ـ       .  در نظر مي گيريم    −1را در اين حالت برابر با       

 ارائه شـده  ]20[متاسفانه راه حلي كه در     . وزن هاي مثبت و منفي را به طور همزمان به كار مي گيرد            

. راه حل درست آن را ارائه داده است]21[1918اشتباه است و كرارپ در مقاله اي در سال 

نيمم سـازي  يك راه براي مدل سازي مكانيابي يك سرويس دهنده نامطلوب اين است كه به مسئله مي 

هـر مـشتري يـا دسـته اي از          . يك كران پايين براي فاصله بين مشتري و سرويس دهنده اضافه كنيم           

اين مدل ها در مقايـسه بـا مـدل هـاي     . مشتريان، يك ناحيه ممنوع به فضاي جواب تحميل مي كنند    

33 maxian
34 What's Mathematics
35 Complementary Problem
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 نوشته شـده    داراي هدف ماكزيمم سازي كمتر مورد توجه قرار گرفته اند و مقالات كمي در اين زمينه               

ميانه با كران پـايين   −p يك مدل برنامه ريزي عدد صحيح براي مسائل          ]22[مون و چودهاري    . است

بين هر جفت از سرويس دهنده ها ارائه كردند مدل هايي از اين نوع بعد ها مدل هاي نـا مطلـوب يـا                        

دف دافع بيشتر مورد توجه قـرار گرفتـه انـد           مدل هايي كه در زمينه توابع ه      . ناخوشايند خوانده شدند  

هـدف هـاي دافـع بـه طـور كلـي در       . عبارتند از ماكزيمين كردن فاصله، پراكندگي و كمترين پوشش       

:ما اين دسته از مدل ها را به دو بخش تقسيم مي كنيم .  مرور و بيان شده اند]24و23و9[

٣٧ يا مضر٣٦مسائل مكانيابي سرويس دهندگان نامطلوب1-4-1

در اين مسائل مجموعه اي از نقاط ثابت وجود دارند و تحت تاثيرات منفي سرويس دهندگان قـرار                  

تفاوت بين سرويس دهندگان نامطلوب و مضر، بيشتر . هدف مينيمم كردن اين تاثيرات است   . دارند

ن مدل هاي نوع دوم را عموما به سرويس دهندگا.مربوط به حوزه معنايي آنهاست تا تابع هدفشان

.مثلا آنهايي كه به خـاطر نـشتي محـيط اطـراف را سـمي مـي كننـد       .خطرناك نسبت مي دهند

سرويس دهندگان نوع اول براي مشتريان و سرويس دهندگان ديگر مزاحمت و ناراحتي ايجاد مـي             

مثلا احداث ورزشگاه ها در مراكز شهر كه با ايجاد سروصدا و شلوغي براي ساكنان اطراف آن .كنند

.در هر دو حالت مشتريان سعي دارند تا حد امكان از آنها فاصله بگيرند.ايجاد مي كنندمزاحمت 

مدل هاي پراكندگي1-4-2

در اين مسائل، سرويس دهندگان به طريقي مستقر مي شوند كه كمترين تاثير را روي هم داشـته                  

.باشند

و قسمت قابل توجهي از مقـالات       در مسائل مكانيابي تك وسيله تنها مدل هاي نوع اول رخ مي دهند              

دليل عمده ايـن امـر اينـست كـه تـاثيرات نـا       . از مدل، در محيط پيوسته استفاده كرده اندارائه شده،

تشعشع و آلودگي معمولا به طور پيوسته در فضا پراكنده مي شوند مدل هاي صدا،مطلوب مثل گرما،

36 Obnoxious
37 Noxious
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موما در حالت گسسته بررسي شده اند و لذا مكانيابي نامطلوب چند وسيله اي و مدل هاي پراكندگي ع

.روش هاي بهينه سازي تركيبياتي براي حل آنها به كار گرفته شده اند

مثـال زيـر را مطـرح    حال براي درك تفاوت بين تابع هدف هاي كمترين مجموع و بيشترين مجموع،

تريان موجـود در    فرض كنيم مي خواهيم مكان يك سرويس دهنده جديد را با توجه به مش             . مي كنيم 

مكان بهينه سرويس دهنده جديد تا حـد        . رئوس يك مربع كه داراي وزنهاي منفي هستند، پيدا كنيم         

امكان دور از مربع است و به سمت بينهايت ميل مي كند و اين به وضوح نشان دهنـده نيـروي دافـع                       

ه اي تعريف كنـيم  براي دوري از جواب هاي بهينه بيكران، لازم است مجموع.سرويس دهندگان است

براي تابع هاي كمترين مجموع و وزنهاي مثبت، مي توان بـه  .كه سرويس دهندگان در آن قرار گيرند

اگر در مثـال  .راحتي ثابت كرد كه سرويس دهنده جديد در پوسته محدب نقاط موجود قرار مي گيرد

ن مجموع در مكـان هـر   هدف بيشتريبالا ناحيه جواب را به پوسته محدب نقاط موجود محدود كنيم،

.يك از مشتريان بهينه خواهد شد

استقرار يك سرويس دهنده به قسمي كه فاصله بين آنها و هر كدام از مشتريان ماكزيمم شود، معادل                  

يعني بزرگتـرين دايـره اي شـامل        . با يك مسئله هندسي يعني پيدا كردن بزرگترين دايره خالي است          

اين مسائل را بعدا مسائل .  مركز اين دايره جواب بهينه مسئله است.هيچ كدام از نقاط داده شده نباشد      

 مروري بر كار هاي انجام شده با توابع بيشترين مجموع و ماكزيمين و              ]24[در  .   ناميدند  ٣٨ماكزين-1

 از ديگر مـسائل ايـن     ٤٠رائول- و پاد  ٣٩وبر-مسائل پاد . فاصله هاي اقليدسي و مستطيلي ارائه شده است       

.مورد بررسي قرار گرفته اندحوزه هستند كه 

     تابع هدفهاي پركاربرد مكانيابي1-5

381-maxian
39 Anti-Weber
40Anti-Rawl
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در اين بخش ليستي از توابع هدف معروف مكانيابي با توضيح مختـصري دربـاره هـر كـدام ارائـه مـي            

:دهيم

طرح استقرار حداكثر تعداد سرويس دهندگان بـه قـسمي كـه فاصـله بـين هـر جفـت          : ٤١پاد پوشش 

. باشدaا مساوي با مقدار مشخص سرويس دهنده بزرگتر ي

.نقطه اي كه كوتاه ترين فاصله وزن دار بين سرويس دهنده ومشتري را ماكزيمم كند : ٤٢پاد مركز

 وسيله جديد در بين تعداد وسيله موجود به قسمي كه كمترين فاصله             pاستقرار   : ٤٣پادمركز پراكنده 

.ن سرويس دهندگان جديد و قديم، ماكزيمم شودهاي بي

.تركيب خطي محدب از توابع ماكزين و پاد مركز است : ٤٤ماكزين-پادمركز

. شبكه كه مجموع فواصل را ماكزيمم كند نَقطه اي روي :٤٥پاد ميانه

نقطه اي روي صفحه كه مجموع فواصل بين سرويس دهنـده و مـشتري را مـاكزيمم مـي                    : ٤٦وبر-پاد

.كند

 سرويس دهنده به گونه اي كه كمترين فاصـله بـين سـرويس دهنـدگان     pطرح استقرار : ٤٧راكندهپ

.ماكزيمم شود

.دفاع و پراكنده استتركيب خطي محدب از : ٤٨دفاع-پراكنده

.مجموع فاصله هاي بين سرويس دهندگان را ماكزيمم مي كند : ٤٩پراكندگي با بيشترين مجموع

41 Anti covering
42Anticenter
43Anticenter Dispersion
44Anticenter-Maxian
45 Antimedian
46 Anti-Weber
47Dispersion
48Dispersion-Defense
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 را  a نقطه بگونه اي كه مجموع وزن دار مناطق تحت پوشش با فاصله              pاستقرار   : ٥٠ثر پوشش حداك

.ماكزيمم كنند

 تحت  a كمترين تعداد سرويس دهندگاني كه تمام مشتريا ن را در فاصله              :٥١كم هزينه ترين پوشش   

. مي دهندپوشش قرار 

.نقطه اي روي شبكه كه مجموع فاصله هاي وزن دار را ماكزيمم كند: ماكزين

.نقطه اي روي شبكه كه بيشترين فاصله بين سرويس دهنده و مشتري را مينيمم كند: مركز

نقطه اي روي شبكه كه ماكزيمم فواصل بين آن و هر نقطه اي روي شـبكه را مينـيمم    : ٥٢مركز كلي

ن مسئله با مسئله مركز در اين است كه جواب مسئله مركز كلـي لزومـا يكـي از رئـوس     تفاوت اي . كند

.شبكه نيست و مي تواند هر جاي آن از جمله روي يالها نيز قرار گيرد

.تركيب خطي محدب از مركز و ميانه است : ٥٣ميانه-مركز

.  دهندگان و مشتريان را مينـيمم مـي كنـد           نقطه كه ماكزيمم فاصله بين سرويس      p : ٥٤مركز جزيي 

.تنها فاصله هايي در نظر گرفته مي شوند كه مشتري مزبور تحت پوشش باشند

 نقطه روي صفحه كـه مجمـوع فواصـل بـين مـشتري و نزديكتـرين        p : ٥٥مسئله چند وسيله اي وبر    

.سرويس دهنده را مي نيمم مي كند

.شبكه كه مجموع فواصل بين سرويس دهنده و مشتري را مينيمم كندنقطه اي روي : ميانه

49Maxisum Dispersion

50 Max Cover
51 Min cost cover
52 General Center
53Cent-dian
54Partial Center
55Multi Weber problem
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نقطه اي روي شبكه كه مجموع فواصل بين آن و هـر نقطهـاي روي شـبكه را مينـيمم                     : ٥٦ميانه كلي 

تفاوت اين مسئله با مسئله ميانه در اين است كه جواب مسئله مركز كلـي لزومـا يكـي از رئـوس       . كند

.ي آن از جمله روي يالها نيز قرار گيردشبكه نيست و مي تواند هر جا

.نقطه اي روي شبكه كه ميانه فاصله ها را مي نيمم كند: ٥٧مركز-ميانه

p−طرح استقرار    : ٥٨دفاعp         سرويس دهنده به قسمي كه مجموع نزديكترين فاصـله بـين سـرويس 

.دهندگان ماكزيمم شود

p− استقرار   : ٥٩ميانه مقيدp              نقطه روي شبكه كه مجموع فاصله مشتريان تـا نزديكتـرين سـرويس 

.دهنده مينيمم شود

k−نقطه اي روي شبكه كه مجموع فواصل         : ٦٠مركزيk         مم  تا از دورترين سرويس هنده ها را مينـي

.كند

p−استقرار   :٦١ميانهp                 نقطه روي شبكه بگونه اي كه مجموع فواصل بـين مـشتري تـا نزديكتـرين 

.سرويس دهنده مي نيمم گردد

p−استقرار   :٦٢مركزp         فاصله بين مشتري سرويس دهنـده       نقطه روي شبكه بگونه اي كه بيشترين

.گان مي نيمم گردد

56 General Median
57 Medi-Center
58 p-Defense
59 Constrained p-median
60K-centrum
61 p-Median
62P-Center
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     مقدمه2-1

در . مسائل مكانيابي در دهه هاي گذشته توجه بسياري از پژوهشگران را بخود جلب كرده است              

نظريه مكانيابي، گاهي با مسائلي برخورد مي كنيم كه نامحدب و مشتق ناپذيرند و حتي داراي بهينـه                  

  بـراي حـل مـسائل اسـتفاده          ٢ زيادي هستند و لذا بايد از روشهاي بهينه سازي سراسري          ١هاي محلي 

نوعي روش بهينه سازي سراسري بر مبناي افراز ناحيه موجـود و ايجـاد شـاخه و كـران توسـط              . كنيم

الگـوريتمي كـه در     .  ارائه شد  1988 و   1986، به ترتيب در سالهاي      ]26[ و توي و هرست    ]25[هرست  

مستطيل  براي حل مسئله تك وسيله اي ارائه شد، يعني  ]27[ توسط هانسن و همكارانش      1985ال  س

مزيت اصلي اين الگوريتم، سـادگي مفهـوم آن و توانـايي و             . ، از اين نوع است    ٣بزرگ مستطيل كوچك  

قدرت زياد آن براي حل تقريبا تمام مسائل مكانيابي تك وسيله اي پيوسته كه تا بحـال مطـرح شـده                     

شاخه (، مسائل سخت را با افراز ناحيه شدني به زير ناحيه ها ٤روش هاي شاخه و كران. است، مي باشد

حل مي ) ايجاد كران(و ارزيابي زير ناحيه ها كه شامل محاسبه تابع هدف و يا محدوديت هاست            ) زدن

اص يك جواب بهينه ارزيابي ها تمام اطلاعات مورد نياز از زير مسائل نظير اينكه آيا يك جواب خ       . كند

براي زير مسئله است و يا آيا براي يك زير مسئله جوابي بهتر از جواب فعلي وجود دارد و يا آيـا اصـلا               

. مسئله جواب دارد، را در اختيار قرار مي دهند

روش هاي شاخه و كران ازآغاز به طور گسترده در مسائل برنامه ريزي عدد صحيح به كار گرفته شده                   

 كه در اين بخش معرفي مي شوند از روشـهاي شـاخه و كـران بـراي مـسائل پيوسـته و                       روشهايي. اند

65Local optima
66 Global optimization
68 Big Square Small Square (BSSS)
69 Branch and Bound (B&B) 
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در ادامه به بررسي الگوريتمهاي مستطيل بـزرگ مـستطيل          . بخصوص مسائل مكانيابي پيوسته هستند    

. مي پردازيم٥كوچك و نيز  مثلث بزرگ مثلث كوچك

     روش مستطيل بزرگ مستطيل كوچك2-2

يل كوچك يك روش شاخه و كـران هندسـي اسـت كـه جوابهـاي            روش مستطيل بزرگ مستط   

 در  ]28[اين روش ملهم از ايده اي است كـه فرانـسيس            . مسئله را با دقت قابل قبولي بدست مي آورد        

 توسط هانسن و همكاران براي حل مسئله        1985اين روش بطور رسمي در سال       .  ارائه داد  1967سال  

p−  براي سرعت بخشيدن    ]29[ توسط پلستريا    1992ورد استفاده قرار گرفت و در سال        ميانه مقيد م 

ميانه −1اين الگوريتم براي حل مسائل مكانيابي پيوسته مختلفي همچون          . به همگرايي آن اصلاح شد    

در . ر گرفته شده اسـت با وجود مانع و نواحي ممنوع، مكانيابي رقابتي و مسئله وبر با جاذبه و دافعه بكا 

 تعميمي از اين الگوريتم براي حل مسائل چند مدي، به نام الگوريتم مكعب بزرگ مكعـب                 2008سال  

.]30[كوچك ارائه شده است 

از اولين كارهايي كه از روش هاي شاخه و كران براي حل مسائل مكانيابي پيوسته استفاده شده است                  

كـه در آن مكانيـابي يـك سـرويس دهنـده نـامطلوب مـورد                  اشاره كرد    ]32و31[مي توان به مقالات     

مطالعه بوده است و الگوريتم پيشنهادي آنها به روش مستطيل بزرگ مستطيل كوچك، گسترش پيـدا       

. كرد

     الگوريتم مستطيل بزرگ مستطيل كوچك2-2-1

ستطيلي با است را به چهار ناحيه م) پوسته مستطيلي(كوچكترين مستطيلي كه شامل نقاط شدني      ) 1

.مساحتهاي مساوي افراز مي كنيم 

5Big Triangle Small Triangle (BTST) 
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 را روي زير مستطيل هايي كه بـا ناحيـه شـدني اشـتراك دارنـد،                 Fمقدار كران پايين تابع هدف      ) 2

.حساب مي كنيم 

زير مستطيل هايي كه كران پايين آنها از بهترين مقدار به دست آمـده بزرگتـر اسـت را كنـار مـي            ) 3

.م و آن را بروز مي كنيم گذاري

اين مراحل را آن قدر تكرار مي كنيم تا ماكزيمم طول و عرض مستطيل كمتر از يـك مقـدار داده                     ) 4

.شده شود

: قواعد الگوريتم مستطيل بزرگ مستطيل كوچك به صورت زير است 

. مقدمات) الف

)ناحيه شدني    كوچكترين مستطيلي باشد كه شامل       1Qفرض كنيد    )G      است و اضـلاعش مـوازي 

 حداكثر طول ضلع مـستطيل      ε است و    l برابر با    1Qفرض كه طول اضلاع     . محور مختصات است  

 كه كـوچكترين    optFرا در چند نقطه شدني محاسبه و        Fمقدار  . در شرط خاتمه الگوريتم باشند    

. است optF نقطه متناظر با optS. آنهاست را به دست مي آوريم

.شاخه زدن و تست شدني بودن)ب

 بـه ترتيـب بـه چهـار زيـر مـستطيل        از ليست فعلي مستطيل هـا را   iQهر يك از مستطيل هاي      

kkkk QQQQ ,,, 123 GQj≠∅ اگـر    jQبراي هر يك از اين زير مستطيل هـاي          .  افراز كنيد  +++ I

 هـا بررسـي شـدند،   iQبعد از اينكه تمـام  .آنگاه آن را به ليست جديد از مستطيل ها اضافه كنيد        

.ليست جديد را جايگزين ليست قديم كنيد

. بهبود جواب ها)ج
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 شـدني  isاگـر  .  باشدiQ مركز is موجود در ليست فعلي به ترتيب فرض كه         iQبراي مستطيل هاي    

)بود و  ) opti FsF ) آنگاه> ) ioptiopt sSsFF ←← ,.

. ايجاد كران و تست بهينگي)د

ام، نزديك ترين نقطه  به j درون ليست فعلي، براي نقطه تقاضا iQبراي هر كدام از مستطيل ها     

. را حساب كنيدiF پيدا كنيد و كران پايين iQآن را روي مستطيل 

optiاگر  FF .  را از ليست حذف كنيد iQ مستطيل ≤

. تست خاتمه الگوريتم)ه

ر ايـن صـورت      جـواب بهينـه اسـت در غي ـ        optF با مقدار    optS الگوريتم متوقف است و      ε<lاگر  

2
ll← و به مرحله b برگرد  .

     روش مثلث بزرگ مثلث كوچك 2-3

اصلاح شده روش مستطيل بزرگ مستطيل كوچك است كـه در آن بـه جـاي مـستطيل از                اين روش   

بـراي مـسائل   اين روش مزايايي دارد كه در ادامه بحث خواهـد شـد و     . ]33[مثلث استفاده شده است     

ايـن روش بـراي مـسائل مختلفـي مثـل مكانيـابي       . مكانيابي غير محدب و پيوسته پيشنهاد شده است 

اجرا شده و نتايج خوبي حاصـل       ...  ميانه مرتب و   -pسرويس دهنده مضر، مسئله وبر با جاذبه ودافعه،         

 وقتي ناحيه شدني اجتمـاعي از چنـد ضـلعي           اول اينكه . اين الگوريتم دو مزيت عمده دارد     . شده است 

هاست، مثلث ها تمام ناحيه شدني را مي پوشانند و شامل هيچ نقطه نشدني نمي باشد بنابراين تـست             

شدني بودن كه كاري وقت گير و نامنظم است، انجام نمي گيرد، لذا فقط به يـك مثلـث بنـدي اوليـه           

ها براي خانه هـا سـاده تـر شـده انـد و حتـي در       مزيت دوم اينست كه محاسبات كران . احتياج داريم 
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بنابراين در مثلث بندي ها . دقيق تر هم شده است ) وقتي هيچ نقطه تقاضايي در مثلث نباشد      (مواردي  

بـراي مثلـث بنـدي ناحيـه شـدني از سـاختارهاي             . نقاط تقاضا به عنوان رئوس مثلث هاي آن هستند        

فاده مي شود كه در ادمه اين فصل اين ساختارها را      است ٧ و مثلث بندي دلاني    ٦هندسي گراف ورونوي  

.معرفي مي كنيم

     گراف ورونوي 2-3-1

فرض كنيد كه هيئت مركزي يك فروشگاه زنجيره اي براي خدمات رساني بهتر و تامين نياز مشتريان 

مهمترين عاملي كه در انتخاب محل احداث فروشگاه جديـد         . تصميم به احداث يك شعبه جديد دارند      

براي اين منظـور بايـد   . بايد مد نظر قرار دهيم، تعداد مشترياني است كه فروشگاه مي تواند جذب كند            

رفتار مشتريان را مدلسازي كنيم، يعني بدانيم كه مشتريان براي انتخاب محـل خريـد خـود، بـر چـه                     

. ستيمبه عبارت ديگر به دنبال قلمرو تجاري يك سـرويس دهنـده ه ـ          . اساسي تصميم گيري مي كنند    

:براي بررسي اين سوالات فرضيات زير را در نظر مي گيريم

.قيمت هر كالا در تمام نقاط ارائه خدمات ، مشابه است-1

كالا برابر است با مجموع هزينه هاي خريد و حمل و نقل/هزينه تهيه خدمات-2

هزينه حمل و نقل تا يك سرويس دهنده برابر است با فاصله اقليدسـي ضـربدر كرايـه هـر                    -3

.حد فاصله پيموده شدهوا

.هدف مشتريان دريافت خدمات با كمترين هزينه است-4

-قلمرو تجاري هر سرويس دهنده    –فرضيات بالا ناحيه موجود را به نواحي كوچكتر تقسيم مي كنند            

بگونه اي كه مشترياني كه در يك ناحيه زندگي مي كنند، همگي از يك سرويس دهنده استفاده مـي                   

6Vorornoi Diagram
7Delaunay Triangulation
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بالا، مشتريان نزديكترين سرويس دهنده را براي دريافـت خـدمات، انتخـاب مـي           طبق فرضيات   . كنند

بنابراين هر ناحيه داراي يك سرويس دهنده است كه فاصله نقاط ناحيـه تـا آن كمتـر از سـاير                     . كنند

.سرويس دهندگان است

مي مدلي كه در آن، نقاط به نزديكترين سرويس دهنده اختصاص مي يابند را مدل تخصيص ورونوي                 

گراف ورونـوي يـك سـاختار    . نامند و افراز بندي و گراف حاصل از اين مدل را گراف ورونوي مي نامند   

هندسي است كه كاربرد هاي زيادي در فيزيك، نجوم، رباتيك، در زيـست شناسـي، جغرافيـا، محـيط                   

ه يكي  همچنين گراف ورونوي با مثلث بندي دلاني ك       . ]34[زيست، باستان شناسي و بلورشناسي دارد       

از مهمترين ساختار هاي هندسي است ارتباط زيادي دارد از اينرو يكي از ابزار هاي معروف و پركاربرد                  

.در مسائل مكانيابي پيوسته گراف ورونوي است

} فرض كنيد كه مجموعه      }pppP ,,L1=   شامل p   نقطه p    موجـود باشـد،  و هـر     نقطه در صفحه

بنـابراين صـفحه بـه چنـد        .  اختصاص مي دهـيم    Pنقطه از صفحه را به نزديك ترين نقطه از اعضاي           

pVVضلعي هاي    ,,L1     اين افراز را گراف ورونوي، چند ضـلعي هـاي    . ]33[) 1-2شكل  ( افراز مي شود

pVV ,,L1   لعي هاي ورونوي و    را چند ضP  طبـق تعريـف چنـد ضـلعي     .  را مجموعه مولد مـي نـاميم

ين بـه هم ـ  .  است q نزديكترين نقطه مولد به نقطه       ip باشد آنگاه    iV متعلق به    qورونوي، اگر نقطه    

. مي ناميمip را ناحيه يا قلمرو iVسبب گاهي 

)فرض كنيد   . حال تعاريف بالا را به صورت رياضي فرمول بندي مي كنيم           )iii yxp  نشان دهنـده    =,

ipq باشد و    2R در فضاي    ipمكان   ipچند ضلعي متناظر بـا      .  باشد ,ipq فاصله اقليدسي بين     −

:را به صورت زير تعريف مي كنيم 

)2-1({ }I
ijj

jii pqpqRqV
≠

−<−∈=
:

2

و همچنين 



30الگوريتمهاي شاخه و كران براي مسائل مكانيابي پيوسته

)2-2(
kijkijijk

jiij

wwwU
VVw

II

I

=

∂∂=

jiمرز مشترك ناحيه هاي    (ijwكه   VV نقطـه هـم راسـي حـداقل سـه يـال        (ijkUرا يال ورونوي و ) ,

. را يك نقطه ورونوي مي ناميم) ورونوي

گراف ورونوي و دوگان آن: 1- 2شكل 

-37[شده است براي ساخت گراف ورونوي الگوريتم هاي زيادي در شاخه هندسه محاسباتي پيشنهاد 

پيچيـدگي  . ]36[دو تا از بهترين اين روشها، روش تقـسيم و گـسترش و روش افزايـشي اسـت                    . ]35

)محاسباتي روش اول از مرتبه       )ppO log               در بدترين حالت و همچنـين در حالـت ميـانگين اسـت و 

)روش دوم از مرتبه  )2pOه  در بدترين حالت و از مرتب( )pO در حالت ميانگين است .

، صفحه را به دو نيم صفحه تقسيم مي pq در صفحه ، عمود منصف پاره خط ,qpبراي هر دو نقطه 

) است را با     pنيم صفحه اي كه شامل      . كند )qph ) اسـت را بـا       qو ديگري را كـه شـامل        , )pqh ,

)لذا . نشان مي دهيم )qphr ) اگر و تنها اگر ∋, ) ( )qrdprd ,, <.

): )]38[(1-2گزاره  ) ( )I
ij
nj

jiii pphpVV
≠
≤≤

==
1

,
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)،  1-2بنابر گزاره    )ii pVV  نيم صفحه است و از اينرو يك ناحيه چند ضلعي محدب            n−1 اشتراك   =

نتيجه ديگر اينكه گراف ورونوي يك افراز       .  راس است  n−1 يال و    n−1با حداكثر   ) و احتمالا بيكران  (

 خـط و بعـضي نـيم خـط     بعضي يالهـا پـاره   . و تقسيم بندي مسطح است كه يالهايش مستقيم هستند        

) .  2-2شكل (هستند 

يالهاي متناهي و نيمه متناهي گراف ورونوي: 2- 2شكل 

اگر اين نقاط هـم خـط   .  نقطه در صفحه باشدn مجموعه اي از    Pفرض كنيم   : )]38[(2-2قضيه

)باشند آنگاه  ) U
ni

iVPV
≤≤

=
1

) خط موازي اسـت در غيـر اينـصورت     n−1 شامل    )PV   همبنـد اسـت و 

.يالهايش پاره خط يا نيم خط هستند

حال فرض كنيم كه تمـام نقـاط        .  نتيجه مي شود   1-2اثبات قسمت اول به سادگي و از گزاره         . برهان

) نشان مي دهيم كه يالهاي       ابتدا. هم خط نباشند   )PV       تـا اينجـا بنـابر      .  پاره خط يا نيم خط هـستند

)اطلاعاتي كه داريم، مي دانيم يالهاي        )PV              قسمت هايي از خط هاي مـستقيم يعنـي عمـود منـصف 

)به برهان خلف فرض مي كنيم كه        . هاي هر جفت از نقاط هستند      )PV      داراي يك يال مثل e   اسـت 

) روي مرز خانه هاي ورونـوي        eفرض كنيم   . كه خط است   ) ( )ji pVpV Ppk و  ,  نقطـه غيـر هـم    ∋
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jiخط با    pp kjعمود منصف   .  باشد , pp  باe      موازي نيست و لذا e     قـسمتي از  .  را قطع مي كنـدe

)كه درون    )jk pph ) قرار مي گيرد، نمي تواند روي مرز       , )jpV باشد، زيرا به نقطه kp نسبت به jp

)حال ثابت مي كنيم كه     . نزديكتر است و اين تناقض است      )PVاگر چنين نباشـد آنگـاه   .  همبند است

)بايد چند ضلعي     )ipV            چـون چنـد ضـلعي        .  يي موجود باشد كه صفحه را به دو قسمت تقسيم كنـد

)هاي ورونوي محدب هستند،      )ipV            مي بايست شامل يك ناحيه باشد كه با دو خـط مـوازي كرانـدار 

. قبلا ثابت كرديم كه يالهاي گراف ورونوي نمـي تواننـد خـط باشـند و ايـن تنـاقض اسـت            . شده است 

. بنابراين حكم برقرار است   

بتوان آن را طوري گراف مسطح گرافي است كه بتوان آن را روي صفحه نشاند، يعني .)]39[(تعريف

.رسم كرد كه يالهايش همديگر را قطع نكنند

 يك گـراف همبنـد و مـسطح روي صـفحه باشـد تعـداد       Gاگر  ).  ]39[()فرمول اويلر. (3-2لم

: است، آنگاهf و تعداد وجه هايش v، تعداد راس هايش eيالهايش 

2=+− fev

52 نقطه در صفحه ، حـداكثر   n، تعداد رئوس گراف ورونوي      n≤3براي  )  ]38[( :4-2قضيه   −n و

63تعداد يالها حداكثر  −nاست .

فرمولاين قضيه را با استفاده از       .  بدست مي آيد   2-2 اگر نقاط هم خط باشند، نتيجه از قضيه          .برهان

اويلر، براي هر گراف همبنـد مـسطح   فرمولبنابر . اويلر و با فرض هم خط نبودن نقاط اثبات مي كنيم   

 تعـداد  fm تعـداد يالهـا و    emا،ه ـ بيانگر تعداد گره   vmكه بر روي صفحه نشانده شده است و در آن           

:وجه ها باشند رابطه زير برقرار است

)2-3(2=+− fev mmm
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)اما چون    )PV           اويلر براي آن استفاده كنـيم     فرمول شامل يالهاي نيمه نا متناهي است نمي توانيم از .

 را در بينهايت در نظر مي گيريم و به مجموعه رئـوس اضـافه   v∞ اين منظور يك راس فرضي به نام     به

حال يك گراف مـسطح همبنـد   . مي كنيم سپس تمام يالهاي نيمه نامتناهي را به آن متصل مي كنيم           

).2-2شكل (اويلر استفاده كنيم فرمولداريم و مي توانيم از 

گراف همبند  و مسطح شده گراف ورونوي با يالهاي نيمه متناهي و راس بينهايت: 3- 2شكل 

) تعداد يالهاي    en، تعداد رئوس گراف ورونوي،      vn رابطه زير بين     )PV   و n داد سـرويس دهنـده     ، تع

:ها، برقرار است

)2-4(( ) 21 =+−+ nnn ev

بنابراين اگر درجه همه رئوس را با . علاوه بر اين هر يال در گراف مورد بحث داراي دقيقا دو راس است      

، حـداقل از     )v∞به انضمام راس    (چون هر راس    . هم جمع كنيم برابر خواهد شد با دو برابر تعداد يالها          

: است، لذا داريم3درجه 

)2-5(( )132 +≥ ve nn

:داريم) 5-2(لذا با استفاده از رابطه 
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( ) ( )134212 +≥−++ vv nnn ــابراين 52 بن −≤ nnv و ( )ee nnn +−≥ ــس 232 63 پ −≤ nne ــذا  ل

.  قضيه حاصل مي شود

)نتايج زير براي گراف ورونوي :)]38[(5-2قضيه  )PV از مجموعه نقاط Pبرقرارند :

( )i   نقطه q     يك راس از ( )PV   گتـرين دايـره    است اگر و تنها اگر حداقل سـه نقطـه روي محـيط بزر

)خالي  )qCp درون( )PVقرار گيرند ،.

( )ii    عمود منصف ji pp ) يك يال    , )PV   است اگر و تنها اگر نقطه اي ماننـد q   روي عمـود منـصف 

ji غير از Pهيچ نقطه ديگري از موجود باشد كه  pp . روي محيط آن قرار نگيرد,

).برهان )i فرض مي كنيم كه q نقطه اي باشد كه ( )qCp شامل حداقل سه عضو از P محيط  روي

kjiاين نقاط را    . اش باشد  ppp )از آنجاييكه درون    .  در نظر مي گيريم    ,, )qCp     ، خالي است q   بايـد 

)روي مرز هر يك از  ) ( ) ( )kji pVpVpV ) يك راس از q قرار گيرد و لذا ,, )PVاست .

) از   qبراي اثبات عكس، هر راس       )PV              با حداقل سه يال مجاور است يعني با حداقل سه خانه گـراف 

)ورونوي،   ) ( ) ( )kji pVpVpV kji بايد از سه نقطه qراس .  مجاور است,, ppp فاصله باشـد   به يك ,,

)زيرا در غير اينـصورت       ) ( ) ( )kji pVpVpV بنـابراين دايـره اي كـه       .  مـشترك نخواهنـد شـد      q در   ,,

kji ppp . در درون خود نيستP روي محيط آن قرار مي گيرند شامل هيچ عضو ديگري از ,,

( )ii      فرض مي كنيم كه q              داراي ويژگي هاي بيان شده در قـضيه باشـد چـون ( )qCp     شـامل هـيچ 

ji در درونــــش نيــــست و  Pعــــضوي از  pp  روي محــــيط آن قــــرار دارنــــد، داريــــم    ,

( ) ( ) ( )kiji ppdpqdpqd ,,, nk براي   =≥  روي يك يال يا راس از      qلذا نتيجه مي شود كه      . 1≥≥

( )PV قسمت اول قضيه نشان مي دهد كه        .  استq     پس  .  نمي تواند يك راس باشدq     روي يك يـال 

)از  )PVدارد كه همان عمود منصف  قرار ji pp . است,
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jiبراي عكس فرض مي كنيم كه عمود منصف          pp بزرگترين دايـره  .  يك يال ورونوي را تشكيل دهد,

ji در درون اين يال بايد شامل        qخالي از هر نقطه اي مثل        pp محيط خود باشد و هيچ عـضو        روي   ,

.  روي آن قرار نمي گيردPديگري از 

     مثلث بندي دلاني  2-3-2

}فــرض كنــيم  }nppP ,,L1=افــراز .  مجموعــه اي از نقــاط روي صــفحه باشــدS را افــراز مــسطح 

Pيك مثلث بندي از .  گراف حاصل مسطح نباشدSال به ماكزيمال مي گويند هرگاه با افزودن يك ي

دوگان گراف ورونـوي را بـا       .  باشند، تعريف مي كنيم    Pرا يك افراز مسطح ماكزيمال كه رئوس آن از          

G   دوگان گراف   .  نشان مي دهيمG       گرافي است كه متناظر با هر وجه از ،G   يك راس و متنـاظر بـا 

پـاره خـط هـاي راسـت و     ( را با يالهاي مستقيم G اگر گراف .دارد، يك يال Gهر دو وجه مجاور در     

)ف حاصل را گراف دلاني ناميده و با         در نظر بگيريم، گرا   ) بدون انحنا  )PDG   نقـاط و   .  نشان مي دهيم

يال هاي مثلث بندي دلاني به ترتيب متناظر با مولد هاي گراف ورونوي و پاره خط هاي واصـل مولـد               

)در حقيقت يك تناظر يك به يك بين رئوس . هاي همسايه است )PVو وجوه كراندار Gوجود دارد  .

توليد شده توسـط    ) خط چين ها  (و مثلث بندي دلاني     ) خطوط ضخيم (  نمودار ورونوي     1-2در شكل   

. نقاط تصادفي در مستطيل واحد را مشاهده مي كنيد

     الگوريتم مثلث بزرگ مثلث كوچك2-3-3

كـه اجتمـاعي از چنـد ضـلعي هـا ي محـدب       الگوريتمي كه در ادامه مي آيد را مي توان براي نواحي    

هر ناحيه اي را مي توان با دقت دلخواه به وسـيله اجتمـاعي از چنـد ضـلعي هـاي                . هستند به كار برد   

ممكن است بعضي از نقاط تقاضا بيرون ناحيه شدني باشد كه از آنها صرف نظر مـي   . محدب تقريب زد  

.شود

) 1فاز (مرحله مثلث بندي -1
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هرچند ضلعي را با استفاده از رئوسش .  از چند ضلعي هاي محدب استناحيه شدني اجتماعي  

نقاط تقاضايي كـه درون     . و نقاط تقاضايي كه درون آن قرار  مي گيرند مثلث بندي مي كنيم             

.چند ضلعي ها قرار ندارند را در مثلث بندي استفاده نمي كنيم

)2فاز (مرحله ارزيابي -2

. هرمثلث محاسبه مي شود) ل سه راس با وزن هاي برابرمركز ثق(مقدار تابع هدف را در مركز       

 منظـور مـي     UBكمترين مقدار تابع هدف در مراكز مثلث ها  را به عنوان كران بالاي اوليـه                 

.كنيم 

. محاسبه مي شود LBيك كران پايين براي تابع هدف در هر مثلث-3

 كران پايين شان بزرگتر از     از تمام مثلث هايي كه    -4
ε+1

UB   مثلـث  .  باشد صرف نظـر مـي كنـيم

. را تشكيل مي دهندoTهاي باقيمانده، مجموعه اوليه مثلث ها 

)3فاز (مرحله شاخه و كران -5

اگر  ). minLB(كوچكترين كران پايين را پيدا مي كنيم        
ε+

≥
1
UBLBmin     الگوريتم متوقف مـي ،

. جواب است UBشود، 

رئـوس  . ، به چهار مثلث مجزا افراز مي شود       minLBمثلثي كه كوچكترين كران پايين را دارد،        -6

ايـن چهـار مثلـث همگـي        . اين چهار مثلث شامل رئوس مثلث اصلي و مركز اضلاع آن اسـت            

.با مثلث اصلي هستند و اضلاعشان نصف اضلاع متناظر در مثلث اصلي استمتشابه 

يكي از مثلث ها جايگزين مثلث اصلي شده و سه مثلث ديگر به ليست مثلث هـا اضـافه مـي                     -7

.شوند

مقدار تابع هدف در مركز هر يك از چهار مثلث كوچك محاسـبه مـي شـود و كـران بـالا در                       -8

.صورت نياز بروز مي شود



37الگوريتمهاي شاخه و كران براي مسائل مكانيابي پيوسته

.ايين براي هر مثلث كوچك محاسبه شوديك كران پ-9

 كه كران پايين شان بزرگتر از        T تمام مثلث هاي درون مجموعه       -10
ε+1

UB        اسـت را كنـار مـي 

.بازگرد5به مرحله )  تغيير كرد، تمام مثلث ها بايد مورد بررسي قرار گيرندUBاگر . (گذاريم

:نكاتي در مورد الگوريتم كه بايد به آنها توجه كنيم �

.مثلث بندي هر چند ضلعي، مجموعه اي از مثلث ها را به دست مي دهد-1

 ، افرازي از ناحيه شدني به مثلث را تشكيل مي دهد      Tاجتماع همه مجموعه هاي مثلث ها،       -2

بعضي از رئوس و اضلاع ممكن است به .  ها وجود نداردكه هيچ نقطه تقاضايي در درون مثلث

.چند مثلث تعلق داشته باشند

كران هـا در درون چنـين       .در مثلث بندي ممكن است بعضي از مثلث ها دراز و باريك باشند            -3

مثلث هايي ممكن است داراي دقت كافي نباشند در اين حالت مي توان مثلـث هـاي دراز و                   

بـراي  . به چهار مثلث كوچكتر تقـسيم كـرد       )  درجه دارند  120 از   يك زاويه بزرگتر  (باريك را   

اين منظور بلند ترين ضلع را به چهار قسمت مساوي تقسيم كرده و از راس مقابل آن به اين                   

.نقاط وصل مي كنيم

  نـشان مـي      maxTبيشترين تعداد مثلث هاي ايجاد شده در طول فرآيند شاخه و كران را بـا                -4

.يمده

چند ضلعي هاي نامحدب را به راحتي با اجتماعي از چند ضلعي هاي محـدب مـي تـوان بـه            -5

.دست آورد و لذا به سادگي مي توان آن ها را مثلث بندي كرد

     محاسبه كران پايين در يك مثلث 2-3-4
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}مثلثي را در نظر بگيريد كه رئوس مجموعه          }321 TTTT هيم يـك كـران     مـي خـوا   .  را مي سـازند    =,,

.مسائل و فرمولبندي آنها در ادامه آمده اند. پايين براي تابع هدف در اين مثلث پيدا كنيم

مسئله مكانيابي سرويس دهنده مضر )1

)فرض كه   :   كران پايين اول  1-1 ){ }jij

T
i TdD

31 ≤≤
= max      كـه در آن ،( )ji Td     فاصـله راس j ام از 

كران پايين .  ام استi) نقطه تقاضا(ي مشتر
1LB براي تمام نقاط مثلث ،T به صورت 

:زير است 

)2-6([ ]∑
=

=
n

i
T
i

i

D
wLB

1
21

 كران پايين دوم، تابع      2-1
x
ax نزديك   x<0 را براي    1 چـون   .  در نظـر بگيريـد     =

x
 تـابعي  1

axمحدب است  لذا خط مماس در  .زير تابع قرار مي گيرد=

)2-7(( ) 





 −=−−≥

a
x

a
ax

aax
2

1111
2

)  ]33[ : (6لم 





 −≥

a
x

ax
2

11

0 چون   .اثبات  
21

2 ≥+−
a
x

ax
011 لذا داريـم   x<0 و    2

≥





 −

a
x

x
بـا بـاز كـردن جملـه دوم نتيجـه      . 

: حاصل مي شود





 −=−≥

a
x

aa
x

ax
2

121
2.

 كـه هـر نقطـه درون        توجـه داريـم   . ام ومركز ثقل مثلث باشد    i فاصله بين نقطه تقاضاي      iaفرض كه   

مركز را براي راحتي بـدون احتـساب وزن محاسـبه           . مثلث مي تواند مانند مركز، سرويس دريافت كند       

)  براي 6با به كاربردن لم .مي كنيم  )xdxaa ii
22 == : داريم ,
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مم خـود را روي يكـي از رئـوس مثلـث مـي      سمت راست معادله بالا يك تابع مقعر است بنابراين ميني    

:تعريف مي كنيم . گيرد

)2-9(
( )

3212
1

2

2

2 ,,=









−=∑

=

j
a
Td

a
wL

n

i i

ji
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i
j

}وكران پايين را به دست مي آوريم    }jj
LLB

312 ≤≤
=min.

 مثلث  كاراتر است و به طور چشمگيري زمان اجرا و تعداد مراحل اجرا و تعداد2LBكران پايين  

امـا بـه دليـل سـادگي     .  عمل مي كنـد 1LB بهتراز 2LBدر اكثر مواقع . ها را كاهش مي دهد

} پيشنهاد مي شود كه از 1LBمحاسبه  }21 LBLB ,maxبه عنوان كران پايين استفاده شود .

 جاذبه و دافعهمسئله مكانيابي وبر با)2

 و يك كران بالا براي      F+يك كران پايين براي     . براي اين مسئله چندين كران پايين ساخته مي شود        

−F    معمولا مينيمم +F   وماكزيمم −F            از دو كـران نيـز       در نقاط متفاوتي رخ مي دهنـد و اسـتفاده

500,000 بـه بـيش از   −410 نقطه و دقت    n=20در مسئله اي كه با      . موثر و داراي دقت كافي نيست     

نتايج حاصل از اجراي الگوريتم نشان مي دهنـد كـه           . مثلث در طي فرآيند شاخه و كران احتياج است        

فاضل دو تابع محدب در مقايسه با استفاده از كران پـايين هـاي بـه                استفاده از يك كران پايين براي ت      

+−هر دو تابع    . دست آمده از هر كدام بهتر است       FF )نقطـه   .  محدب هـستند   , )ba,      در مثلـث را در 

 كه چون اين كـران      هر كدام از اين توابع مي توانند از پايين با خط مماس كران دار شوند              . نظر بگيريد 

. هدف ساختن يك تابع مقعـر بـه عنـوان كـران پـايين اسـت      . خطي است، هم محدب است وهم مقعر  

ساختن يك كران پايين محدب فرآيند را پيچيده تر مي كند، زيرا مينيمم يك تابع محدب در مثلـث                    
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ان پايين،كـار را   مي تواند هر جايي در درون آن قرار گيرد در حالي كه ساخت يك تابع مقعر براي كـر                  

) .2LBهمانند (ساده ترمي كند زيرا مي نيمم در يكي از سه راس مثلث به دست مي آيد

: تابعي محدب است لذا بنابر بسط تيلر تابع داريم F+چون 

)2-10(( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ]by
y
Fax

x
FbaFyxFyxF baba −

∂
∂

+−
∂
∂

+=≥ ++
,, ||,,,

:يم با جايگذاري مشتقات در فرمول دار
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i i

i ia b a b
i ii i

x a y b
F x y F a b w x a w y b

d x y d x y
+

= =

− −
= + − + −∑ ∑

1 1

)بنابراين  ) ( ) ( ) ( ) ( )yxFyxFyxFyxFyxF ,,,,, −−+ ) پس =−≤− ) −−≥ FFyxF ,.

چـون نقـاط روي   . بنابراين مينـيمم روي مـرز قـرار دارد   سمت راست نامعادله بالا يك تابع مقعر است  

 نيمم خود را روي رئـوس  مياضلاع مثلث ها تركيب محدب رئوس متناظر با آن هستند لذا تابع هدف  

): تعريف مي كنيم . اختيار مي كندمثلث ) ( ) 321 ,,=−= − jTFTFL jjj و كران پايين زير را به 

:دست مي آوريم

)2-12({ }jj
LLB

313 ≤≤
=min



3فصل 

الگوريتم بهينه سازي پرندگان
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     مقدمه3-1

طبيعت و روند تكامل موجودات در آن همواره انگيزه اي براي پژوهشگران بوده تا با الگو گرفتن             

بهينه سازي بخش جدايي ناپذير از      . از آن روشهايي را به منظور حل مسائل بهينه سازي طراحي كنند           

ري كه بسياري از شاخه هاي علمي نظير اقتصاد، مهندسي، علوم پايه و حتي              زندگي انسانهاست به طو   

برخي از گرايشهاي علوم اجتماعي براي رسيدن به اهداف خود، ناگزير به استفاده از روش هاي بهينـه                  

:روش هاي بهينه كلاسيك به دو دسته تقسيم مي شوند. سازي و جست وجو مي باشند

روش هاي جست وجوي مستقيم) 1

روش هاي مبتني بر گراديان ) 2

اين . روش هاي جست وجوي مستقيم از تابع هدف و محدوديت ها براي جست وجو استفاده مي كنند     

اما . روش ها معمولا حركت و روند آهسته اي دارند و براي همگرايي احتياج به محاسباتي زيادي دارند                

 ساختارشان در طيف گسترده اي از مـسائل  با وجود اين مي توان از اين روش ها بدون تغيير عمده در           

روش هاي مبتني بر گراديان از مشتق مرتبه اول يا دوم تابع هدف و قيود اسـتفاده مـي                   . استفاده كرد 

اين روش ها بر خلاف روش هاي مستقيم در اطراف جواب بهينه، همگرايي سريعي دارند ولي با                 . كنند

.ايي مناسبي ندارند اين حال در مسائل مشتق ناپذير ناپيوسته كار

با گسترش نظريات تكامل در طبيعت درسال هاي نه چندان دور، علاوه بر روش هاي كلاسـيك روش           

ايـن  . هاي ديگري با تقليد از اصول حاكم بر طبيعت،  به منظور حل مسائل بهينه سازي ابـداع شـدند                   

في و مبتني بر جمعيت و       ناميده مي شوند، روش هايي تصاد      (EAs)روش ها كه الگوريتم هاي تكاملي       

غير كلاسيك مي باشند كه با تكيه بر تركيب تصادفي دو عامل تغيير و انتخاب به حل مـسائل بهينـه                     

الگوريتم هاي تكاملي بر خلاف روش هاي كلاسيك، به جاي استفاده از يك جواب،              . سازي مي پردازند  
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رار مـي دهنـد  و بـا اسـتفاده از         جمعيتي از جواب ها را در فرآيند جست وجوي خود مورد استفاده ق ـ            

علاوه بر تمام موارد ذكر شـده، مزيـت اصـلي           . عملگر هاي خود سعي در رسيدن به جواب بهينه دارند         

(EAs)    اين است كه در فرآيند خود، احتياجي به مشتق پذيري و يا حتي پيوستگي تابع هدف و قيـود 

.مسئله بهينه سازي ندارند 

 است كـه بـا الهـام گـرفتن از           (PSO)١ الگوريتم بهينه سازي پرندگان    ،(EAs)يكي از اعضاي خانواده     

اصول حاكم بر رفتار گونه هاي اجتماعي موجود در طبيعت از قبيـل پرنـدگان و مـاهي هـا، در سـال                        

. ابداع گرديد]40[ توسط دكتر كندي و ابرهارت 1995

 جمعيت است كه براسـاس   يك روش بهينه سازي تصادفي مبتني برPSOهمانطور كه قبلا اشاره شد      

 و  ٢ را گـروه   PSOجمعيـت   . همكاري اجتماعي و رقابت گروهي و بهبود اعضاي جمعيت عمل مي كند           

  به صورت تصادفي در فـضاي جـست وجـو        PSOهر ذره در آغاز فرآيند      .  مي ناميم  ٣اعضاي آن را ذره   

ره بهترين موقعيتي    داراي يك حافظه جمعي است به طوريكه هر ذره هموا          PSOگروه  . توليد مي شود  

را كه خود كسب كرده و همچنين بهترين موقعيتي را كه گروه پيدا كرده، به ياد داشـته و بـر اسـاس                       

. به حركت در فضا و جست وجو مي پردازد) سرعت(تركيبي از اين دو به عنوان عامل جهت دهي خود 

. عنوان كردPSO بهترين تعبيري است كه مي توان راجع به ٤"هوش اجتماعي"بنابراين 

PSO                     به خاطر داشتن قواعد پياده سازي راحت و همچنين عدم اسـتفاده از اطلاعـات گراديـان تـابع  

.هدف و قيود و سرعت در محاسبات، محبوبيت فراواني كسب كرده است 

     الگوريتم بهينه سازي دسته ذرات3-2

71Particle Swarm Optimization 
2Swarm
3Particle
4Social Intelligence
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هر .  بعدي و پيوسته باشد   −nضاي جست وجوي    ، يك ف  PSO، فضاي جست وجو     Xفرض كنيم كه    

: داراي سه ويژگي مي باشدPSO ام الگوريتم tذره در تكرار 

( )tx : موقعيت فعلي ذره در تكرارtام 

( )tv :تكرار سرعت فعلي ذره در t ام 

( )ty :بهترين موقعيت فردي ذره تا تكرارt ام 

) بعدي، nبنابراين با توجه به فضاي جست وجوي  )txو ( )tv به صورت زير مي باشند :

)3-1(( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,,, K21=

)3-2(( ) ( ) ( ) ( )( )tvtvtvtv n,,, K21=

]در حالت كلي     ]∏
=

=
n

i
ii ulX

1

ii كه   , ul  ام فـضاي جـستجو      i به ترتيب كران هاي بالا و پايين بعـد           ,

.هستند

: زير تعريف مي كنيم بردار هاي اوليه مكان و سرعت را به صورت

)3-3(( ) ( ) ( ) ( )( )0000 21 nxxxx ,,, K=

)3-4(( ) ( ) ( ) ( )( )0000 21 nvvvv ,,, K=

كه در آن

)3-5(
( ) [ ]
( ) [ ] njVVUv

njulUx

jjj

jjj

,,,~

,,,~

maxmin K

K

10

10

=

=

]و  ]jj ulU ] توزيع يكنواخت روي بازه , ]jj ul . است,
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مقدار تابع هدف به ازاي آن تعريف مي كنـيم و سـپس هـر ذره بـا     ميزان شايستگي هر ذره را برابر با      

 كه مبتني بر شايستگي ذره و ساير ذرات گروه مي باشد، در فضاي جست وجو حركـت مـي      vسرعت  

) ام،tبهترين موقعيت فردي ذره تا تكرار . كند )tyقدار شايستگي بـراي ذره را نتيجـه مـي    بهترين م

فرض كنيد كـه در     .  ام مشاهده كرده است    tدهد و بهترين موقعيتي مي باشد كه ذره از ابتدا تا تكرار             

 مي باشد، مي توان مجموعـه هـاي   mبا توجه به اينكه اندازه گروه برابر با      .  قرار داريم  PSOام  tتكرار  

( )tS و ( )tV را به صورت زير تعريف كرد :

)3-6(
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }tvtvtvtV

txtxtxtS

m

m

,,,
,,,

K

K

21

21

=

=

)حال بر اساس تابع هدف، شايستگي هر ذره در           )tS   مجموعه  .  سنجيده مي شود( )tF   صورت زير   به

:ساخته مي شود 

)3-7(( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }txFtxFtxFtF m,,, K21=

)حال بر اساس مجموعه      )tF          به راحتي مي توان بهترين موقعيت فردي ذره i     ام تا تكـرارt   ام، يعنـي

( )tyiزير مشخص كرد  را بر اساس رابطه :

)3-8(( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )




−
−<

=
..woty
tyFtxFtx

ty
i

iii
i 1

1

)بعد از مشخص شدن  )tyi ها مي توان مجموعه( )tP را به صورت زير تعريف كرد :

)3-9(( ) ( ) ( ) ( ){ }tytytytP m,,, K21=

)بنابراين   ) ( ) ( )( )tyFtyty i
mi

g
,,

minargˆ
L1=

يدا شده بين تمام ذرات گروه       بهترين موقعيت سراسري پ    ==

. ام مي باشدtتا تكرار 
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)پس از مشخص شدن مجموعه هاي  )tS,( )tV, ( )tP و همچنين ( )tŷ مي توان موقعيت هر ذره در 

( )tS بر اساس روابط زير به روز رساني كرد  را:

)3-10(( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )txtycrtxtycrtvtv iiiii −+−+=+ ˆ22111

)3-11(( ) ( ) ( )11 ++=+ tvtxtx iii

)كه در آن     )1021 ,~, Urr                  به منظور حفـظ پراكنـدگي ذرات، القـاي خاصـيت تـصادفي بـدون ذرات و 

.مي شوند به كار برده PSOجلوگيري از جهش ناگهاني ذرات 

21 cc  ضرايب شتاب فردي و اجتماعي مي باشند كه مقادير آنها بر اساس نتايج تجربي، از راه آزمون و              ,

.خطا تعيين مي شوند

]  با فرض اينكه       ]42و41[شاي و ابرهارت     ]∏
=

=
n

i
ii ulX

1

minmax باشد , V,V  را به صورت زير تعريـف 

كردند،

( )
maxjmin

jmaxj

VV

uV

−=

−= jlγ

] با توزيع يكنواخت از بازه       γكه   -3(و  ) 10-3( بر اساس روابـط      PSOالگوريتم  .  انتخاب مي شود   ,10[

.فرآيند خود را بروز رساني مي كند تا اينكه معيار توقف حاصل شود) 11

ن است حالتي اتفاق بيافتد كه ذره امكان خروج از فـضاي             ممك PSOهنگام بروز رساني موقعيت ذرات      

 مقيـد  Xشاي و ابرهارت به منظور جلوگيري از خـروج ذرات از فـضاي   . را پيدا كند X جست وجوي

] به vكردن  ]V,V maxmin به طوريكه ]43[ را پيشنهاد كردند ، :

( )
( )
( )




<+
>+

=+
jijj

jijj
ij VtvV

VtvV
tv

minmin

maxmax

1

1
1
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 ذره همچنان تمايل به خروج از فضاي جست وجو را داشـت، ايـن بـار از             vاما اگر پس از مقيد كردن       

 استفاده مي كنيم، به اين صورت كه xمقيد كردن 

)3-12(( )
( ) ( )
( ) ( )




<+++
>+−+

=+
jijij

jijij
ij ltxtx

utxtx
tx

11

11
1

β
α

به طوريكه 

)3-13(
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]11

11

+−+−

−+−+

txutxlU
ltxutxU

ijjijj

jijjij

,~

,~

β

α

)ام،  t+1ام و تكرار iحركت ذره ) 11-3(و  ) 10-3(به منظور درك بهتر معادلات       )1+txiدر شكل ،

.  نشان داده شده است)3-1(

PSOت ذرات در الگوريتمنمايش چگونگي حرك:  1-3شكل

بهترين موقعيت فردي

حركت در جهت
بهترين موقعيت سراسري

بهترين موقعيت سراسري

حركت در جهت
 بهترين موقعيت فردي

جهت حركت قبلي

جهت حركت جديد
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)سرعت   )tvi          متناسب با جهت حركت پيشين ذره مي باشد كه به طور چـشمگيري از تغييـر ناگهـاني

.ذره جلوگيري كرده و حركت ذره را به سمت جهت فعلي سوق مي دهد

( ) ( )( )txtycr ii ام را نسبت به مراحـل قبـل تعيـين    i مولفه فردي مي باشد كه ميزان بازدهي ذره      11−

.مي كند 

( ) ( )( )txtycr i−ˆ22         مولفه اجتماعي مي باشد كه ميزان بازدهي ذره i    ام را نسبت به كـل گـروه تعيـين

.مي كند 

: شامل گام هاي زير مي باشد PSOمرحله آغازين از الگوريتم 

 نشان مي دهيم و با توزيع تصادفي در بازه          ijxام را با    iام از ذره    jه  در شروع الگوريتم، مولف   -1

[ ]u,l jjو اين روند را براي .  مشخص كنيدnjmi ,,,,, LL 11 . تكرار نماييد==

ــه  -2 ــوريتم، مولف ــروع الگ ــرعت  jدر ش ــردار س ــازه   ijvام را iام ب ــصادفي در ب ــع ت ــا توزي ، ب

[ ]V,V maxmin         مشخص كنيد و اين روند را براي njmi ,,,,, LL 11 به .  تكرار نماييد  ==

.ت جاي اين روش مي توان سرعت اوليه همه ذرات را صفر در نظر گرف

)در شروع الگوريتم    -3 )mixy ii ,,L1==   همچنين مي تـوان بـه جـاي ايـن       .  در نظر بگيريد

روش، دو بردار تصادفي را براي هر يك از اعضا توليد كرده و برداري كه شايستگي بهتري دارد 

.به وضوح روش دوم به محاسبات بيشتري نياز دارد .  نسبت داد iyرا به 

PSOشبه كد الگوريتم 3-2-1

: به صورت زير است PSOشبه كد الگوريتم 

     آغاز الگوريتم 1مرحله 
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1-1   : 0=t

2-1  :m ذره تصادفي توليد شوند( )txmi i,,L1=

3-1  :m شوند بردار سرعت تصادفي توليد( )tvmi i,,L1=

)بهترين موقعيت فردي ذرات تعيين شوند :  4-1 )tymi i,,L1=

5-1  :( ) ( ) ( )( )tyFtyty i
mi

g
,,

minargˆ
L1=

==

:        تا زماني كه معيار توقف حاصل نشده است مراحل زير تكرار شوند 2مرحله 

:جام شود ام ،محاسبات زير انiبراي ذره : :1-2

( )1+tvi محاسبه شود ) 10-3( از رابطه.

( )1+txi محاسبه شود ) 11-3(   از رابطه.

]شرط  : 2-2 ]ULx  بررسي شده و در صورت لـزوم از رابطـه هـاي اصـلاح شـدني بـودن                   ∋,

)استفاده شود و سپس  )tyiروز شوندها به .

3-2 :( ) ( )( )11
1

+=+
=

tyFty i
mi ,,

minargˆ
L

4-2 : 1+= tt

 به  PSOدر حالت كلي معيار توقف      .  معيار توقف آن است    PSOيكي از مهمترين بخش هاي الگوريتم       

از مسائل، معيار توقف دستيابي به بيشينه تكـرار مجـاز از     در بعضي   . مسئله در دست حل بستگي دارد     

مي باشد و حال آنكه در برخي ديگر از مسائل معيار توقف، دستيابي به آستانه خطا Tقبل تعيين شده 

. در ميزان شايستگي است εاز پيش تعيين شده ي 



50ندگانبهينه سازي پر

T بـه معيـار    PSO استفاده شود، ممكن است قبل از آنكـه          PSO به منظور توقف     Tاگر فقط از معيار   

)برسد، آستانه خطا براي مقدار شايستگي        )tŷ  بنابراين اسـتفاده تنهـا از معيـار         .  حاصل شودT  تنهـا ،

. دهد محاسبات را افزايش مي 

همچين اگر فقط از معيار آستانه خطا استفاده شود ممكن است حالتي رخ دهـد كـه الگـوريتم دچـار                     

 فرصـت بهبـود حالـت    PSO استفاده نشود، آنگاه الگوريتم Tهمگرايي زودرس شود و لذا اگر از معيار      

مي توان استفاده كرد، تعريـف يـك كـران          معيار ديگري كه در شرط توقف الگوريتم        . رخ داده را ندارد   

)يعني بعد از آخرين بـروز رسـاني        . براي اجراي الگوريتم بعد از آخرين بهبود است        )tŷ   چنـد مرحلـه ،

)الگوريتم اجرا شد و در  )tŷ بهبودي حاصل نشد، الگوريتم متوقف شود .

 يـا   Tل، معيـار توقـف بـر اسـاس تركيـب بيـشينه تكـرار مجـاز                  بنابراين در طيـف وسـيعي از مـسائ        

ε<− maxmin FF يا ε<minF مي باشد كه در آن 

)3-14(
( )( )
( )( ) ( ) ( )( )tyFtztzFF
tyFF

i
mi ,,

max

min

maxargˆˆ
ˆ

L1=
==

=

PSO     نسخه هاي اصلاح شده الگوريتم 3-3

هاي اصلاحي مختلفي پيشنهاد شده است كه برخـي از آنهـا        براي الگوريتم بهينه سازي پرندگان گونه       

:در زير آمده اند

.]44و42[ با وزن اينرسي ثابت، PSO الگوريتم -1

.]46و45و43[ با وزن اينرسي متغير با زمان، PSO الگوريتم -2

.]48و47[ با وزن اينرسي پويا و سرعت بيشينه، PSO الگوريتم -3
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.]49[ب متغير با زمان،  با ضرايب شتاPSO الگوريتم -4

.]50[ با ضرايب شتاب پويا، PSO الگوريتم -5

.]51و50[ با عامل انقباض، PSO الگوريتم -6

.]52و51[ مبتني بر توپولوژي هاي خاص، PSO الگوريتم -7

.]53[ با همگرايي تضمين شده، PSO الگوريتم -8

.]54[ با مشاركت، PSO الگوريتم -9

.]55-57[ پيدا كردن بهينه چندگانه،  برايPSO الگوريتم -10

.]58-60[ براي مسائل بهينه سازي چند هدفه، PSO الگوريتم -11

.]61[ براي مسائل گسسته، PSO الگوريتم -12

.]62-67[ براي مسائل بهينه سازي مقيد، PSO الگوريتم -13

.]65[ تركيبي با فرآيند شبيه سازي تبريدي، PSO الگوريتم -14

 با عامل انقبـاض را كـه از مهمتـرين           PSO استاندارد و الگوريتم     PSOالگوريتم  ان نامه، تنها  در اين پاي  

اين نسخه ها هستند، بيان مي كنيم و در ادامه توضيح مختصري از روش تركيبي بهينه سازي ذرات و  

.فرآيند شبيه سازي تبريدي ارائه مي شود

)PSO-S( استاندارد PSO     الگوريتم 3-3-1

) اوليه، جملات    PSOلگوريتم  در ا  ) ( )( ) ( ) ( )( )txtytxty −−  دو معادله بروز رساني سرعت، جملاتي       ,ˆ

2211وزن دار بوده و به ترتيب از         crcr  استفاده ŷ و yبه منظور كنترل ميزان بازدهي ذره نسبت به  ,
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)مشاهده مي شود، ) 10-3(نطور كه در رابطه از طرف ديگر هما. مي شود )tv   هيچ گونه عامـل وزنـي

ام از تكـرار قبلـي در رابطـه         iبـه منظـور كنتـرل تـاثير سـرعت ذره             .]44و42[شاي وابرهارت   . ندارد

)، براي wبروزرساني سرعت، از ضريبي تحت عنوان وزن اينرسي، )tvاستفاده كردند.w  يك مقيـاس 

 رابطه بروز رسـاني  wحال با در نظر گرفتن . اسكالري مي باشد كه در ابتدا به صورت ثابت معرفي شد 

:سرعت به صورت زير تبديل مي شود 

)3-15(( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )txtycrtxtycrtwvtv iiiii −+−+=+ ˆ22111

)جمله  )twviمولفه اينرسي نام دارد و الگوريتم ،PSO  را الگـوريتم  ) 15-3( با رابطهPSO  اسـتاندارد  

، ذره تمايل به سرعت بيشينه پيدا مي كند و در حركـت خـود   t آنگاه با افزايش     w<1اگر  . مي نامند 

لذا ذره حركتـي يكنواخـت پيـدا كـرده و دچـار ركـود               . ركت قبلي توجه بيشتري مي كند     به جهت ح  

، ذره تمايل به كـاهش سـرعت پيـدا مـي كنـد و لـذا عامـل        t، با افزايش w>1اگر . رفتاري مي شود  

ايي زودرس رخ دهد،  بـسيار  پراكندگي و جست وجوي گسترده آن ضعيف شده و احتمال اينكه همگر     

.زياد مي باشد

wcاگر در اغاز الگوريتم مقادير        بزرگ بوده و     1,
2c            كوچك باشد آنگاه ذره به جاي حركـت بـه سـوي

( )tŷ ر اوليـه  اگر در ادامه روند حركت ذرات، از مقادي.  به جست وجو در فضا مي پردازدwc  كاسـته  1,

شود و به    
2c             افزوده شود آنگاه مولفه فردي و اينرسي سعي در كاهش خود داشته و ذرات حركت خود 

. تنظيم مي كنندŷرا براي رسيدن به 

(TVAC) ضرايب شتاب متغير با زمـان     و(TVIW)متغير با زمان    . ، وزن اينرسي  ]46[شاي و ابرهارت    

.را به صورت زير معرفي كردند
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
T
tccctcc

T
tccctcc

T
twwwtww

fii

fii

22222

11111

211

−−==

−−==

−−==

21 ww w  ،ifif مقاديرآغازي و پايـاني      , cccc 2211 21 مقـادير آغـازي و پايـاني         ,,, cc  ـ t هـستند    , شان  ن

. برابر با بيشينه تكرار مجاز در الگوريتم است Tدهنده تكرار فعلي و 

  با عامل انقباضPSO     الگوريتم3-3-2

، معادلات بروزرساني ديگري را پيشنهاد كردند كه بـر آنهـا دامنـه حركـت ذرات                 ]50[كلرك وكندي   

 به صـورت  χدر معادلات آنها از پارامتر . مي شود تضمين   PSOكنترل شده و همگرايي حركت ذرات       

:زير استفاده شده است 

φφφ
χ

42

2
2 −−−

=

 هر سه عامل دخيل در بروزرساني سرعت را بطور همزمان χ. يك پارامتر استφ<4كه در آن 

 با عامل انقباض  PSO يا اين پارامتر را الگوريتم PSO را عامل انقباض و الگوريتم χ. كنترل مي كند

اين نسخه از الگوريتم كارايي زيادي در حل مسائل دارد ولي .  نشان مي دهند PSOCمي نامند و با 

.بخاطر محاسبات زيادي كه دارد زمان بيشتري را مصرف مي كند

 و فرآيند شبيه سازي تبريديPSO تركيبي الگوريتم3-3-3

شبيه سازي تبريدي فلزات، يك الگوريتم بهينه سازي كارا مي باشد كه بر اساس شبيه سـازي گـرم و                 

ايـن فرآينـد    . سرد كردن فلزات و استراتژي حل مسائل بهينه سـازي تركيبيـاتي شـكل گرفتـه اسـت                 

از لحاظ تئوري مي توان ثابت . جلوگيري مي كندمكانيزمي دارد كه از به دام افتادن در بهينه موضعي           
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 به طور سراسري همگرا مي      1كرد كه فرآيند شبيه سازي تبريدي با برقراري شرايط خاصي با احتمال             

.شود

 مي باشد كه به آن كمك مـي كنـد تـا از دام     ٥فرآيند شبيه سازي تبريدي داراي خاصيت به نام پرش        

ي، به منظور جستجوي بهتر و كاراتر، از فرآينـد شـبيه سـازي              در روش تركيب  . بهينه موضعي فرار كند   

جستجوي موضعي به كمك فرآيند شبيه سازي      .  استفاده مي شود   ŷتبريدي براي جستجوي موضعي     

: به صورت زير مي باشدŷتبريدي براي 

)فرض كنيد   : 1مرحله  ) 1==′ ikypg ,ˆ

:بر اساس معادله زير، يك جواب جديد توليد كنيد : 2مرحله 

)3-16(( ) ( )10,minmax Nxxpx g ×−+′=′ η

: را بر اساس قاعده زير محاسبه كنيدap : 3مرحله 

ap=1 نشدني باشند آنگاه ′gp شدني  و ′xاگر )1(

ap=0 نشدني باشند آنگاه ′x شدني  و ′gpاگر )2(

 شدني باشند آنگاه ′x و ′gpاگر )3(

)3-17(
( ) ( )

( ) 
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 نشدني باشند آنگاه ′x و ′gpاگر )4(

)3-18(
( ) ( )

( ) 


















 ′−′
=
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xviolpviol

p g
a exp,min 1

]اگر  : 4مرحله  ]10,Upa xpg آنگاه ≤ ′=′

=+1 : 5مرحله  ii

72Jumpping
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Liاگر   : 6مرحله    در نظر بگيريد، در غير اينصورت بـرو بـه   ŷ را به عنوان ′gp آنگاه توقف كنيد و    <

.2مرحله 

maxmin پارامتر طول گام مي باشد و        η،  ) 4-3(در معادله    , xx     كرانهاي بالا و پـايين جوابهـاي تعريـف 

). شده در مسئله مي باشند )10,Nمتغير تصادفي نرمال استاندارد است .

)،)17-3(معادله  در   )kt    دماي تكرار k4در مرحله . ام مي باشد ،[ ]10,U توزيع يكنواخت در بازه [ ]10,

ر هاي مورد استفاده جهت توقف جستجوي موضـعي مـي باشـد كـه                تعداد تكرا  L،  6در مرحله   . است

:معمولا مقادير زير را براي آنها در نظر مي گيرند. توسط كاربر تعيين مي شود

001094020 /,/, === ηλL

:در اين الگوريتم، دماي اوليه بر اساس رابطه زير مشخص مي شود

( ) ( )100
.

minmax

Ln
fft −

−=

كه در آن 

( )( ){ }
( )( ){ }mixff

mixff

i

i

,,|min
,,|max

min

max

L

L

10
10

==

==

بعلاوه

( ) ( ) L,,,, 2101 ==+ kktkt λ

10 نرخ سرد و گرم كردن مي باشد و λكه  << λ

 براي حل مسئله مكانيابي آرماني و يافتن مقادير ويژه ماتريسهاي غير هرميتي و با  كد برنامه اين روش   

. است آمده در ضميمه متن برنامه هامرتبه بالا، 
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 و فرآيند شبيه سازي تبريديPSOشبه كد الگوريتم تركيبي 3-3-4

     آغاز الگوريتم 1مرحله 

1-1   : ( ) 00 == ktkt

2-1  :m ذره تصادفي توليد شوند( )kxmi i,,L1=

3-1  :mد شوند بردار سرعت تصادفي تولي( )kvmi i,,L1=

)بهترين موقعيت فردي ذرات تعيين شوند :  4-1 )kymi i,,L1=

5-1  :( ) ( ) ( )( )kyFkyky i
mi

g
,,

minargˆ
L1=

==

:        تا زماني كه معيار توقف حاصل نشده است مراحل زير تكرار شوند 2مرحله 

:نجام شود ام ،محاسبات زير اiبراي ذره : 1-2

( )1+kvi محاسبه شود ) 10-3( از رابطه.

( )1+kxi محاسبه شود ) 11-3(   از رابطه.

]شرط  : 2-2 ]ULx  بررسي شده و در صورت لـزوم از رابطـه هـاي اصـلاح شـدني بـودن                   ∋,

)استفاده شود و سپس  )kyiه روز شوندها ب.

)جستجوي موضعي را براي : 3-2 )1+kŷبر اساس فرآيند شبيه سازي تبريدي به كار گيريد .

4-2 : ( ) ( )ktktkk λ=++= 11 ,
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     مقدمه4-1

دردو سه دهه اخير، توجه و علاقه مندي به مسائل محيطي و دنياي واقعي افزايش پيـدا كـرده                   

اين مسائل عمدتا در نتيجه پيشرفت هاي صنعتي و تكنولوژي ايجاد شـده انـد و غالبـا تـاثيرات                    . است

مسائلي مانند استقرار . ز به دنبال دارند و مشكلات زيست محيطي به بار مي آورندمنفي در محيط را ني

يك سرويس دهنده، فرآيند يا وسيله كه در عين تامين خدمات و تقاضاي مشتريان اثراتي مثـل سـرو                   

صدا، گردوخاك، دود، گاز هاي سمي، بوي بد، شلوغي و مزاحمت هـايي از ايـن نـوع را بـر مـشتريان                       

طراحان شهري، و در حالت كلي تصميم گيرندگان در عمل بـا     . نند، از اين دسته هستند    تحميل مي ك  

مسائل پيچيده اي نظير انتخاب محل استقرار يك مركز آتش نشاني، پاسگاه پليس، فرودگاه، كارخانـه                

ها، نيروگاه ها، آزمايشگاههاي شيميايي، مراكز هسته اي، فروشـگاههاي زنجيـره اي، مراكـز اورژانـس،           

يمارستان ها، اماكن دفن زباله و زباله سوزي، پايانه هاي حمل ونقل، تـصفيه خانـه هـاي آب، وغيـره                    ب

روبرو هستند كه همگي در حوزه مكانيابي سرويس دهنده نيمـه ناخوشـايند قابـل بررسـي و مطالعـه                    

ز آن مقالات مهمي در زمينه مكانيابي سرويس دهنده نيمه نامطلوب به چاپ رسيده است كه ا. هستند

در مسائل مكانيابي كلاسيك غالبا سرويس دهنده ها مفيـد          .  اشاره كرد  ]69و68و9[جمله مي توان به     

فرض مي شوند و داراي خاصيت جاذبه هستند و لذا در آنها مكان بهينه سرويس دهنده جديد، تا حد                   

يجـاد شـده    در اين مدل ها از اثرات منفي و محـدوديت هـاي ا            . امكان نزديك به مكان مشتريان است     

در يـك دسـته بنـدي ايـن اثـرات منفـي را بـه دو دسـته                  . توسط سرويس دهنده صرف نظر مي شود      

و ) مانند شلوغي و سروصداي ناشي از مراكز تجاري، ورزشگاه ها، پاركينگ ها و از اين قبيل               (نامطلوب  

. تقسيم مي كنند) مراكز شيميايي، نيروگاه هاي هسته اي(مضر 
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در مدل هاي مكانيابي ) مضر( هايي براي وارد كردن اين جنبه هاي نامطلوب    در سال هاي اخير تلاش    

.   اشاره كرد]69[پلستريا و يا   ]9[صورت گرفته است كه از جمله مي توان به كارهاي اركوت و نيومن              

بيشتر مدل هايي كه در ابتدا ارائه شدند فقط يكي از دو جنبه را در نظر گرفته اند يعني فقط به جنبه              

ثيرات محيطي و يا هزينه هاي حمل و نقل توجه داشته اند و از ديگري صرف نظر كرده اند فلذا مدل تا

مقـالاتي  . هاي حاصل مطابقت كمتري با واقعيت دارند و تصميم گيري را با اشكالاتي مواجه مي سازند   

مـسئله پرداختـه  در دهه اخير ارائه شده اند كه هر دوعامل را با هم در مدل لحاظ كرده اند و به حـل             

.اند

مدل هاي مكانيابي نيمه نامطلوب اساسا چند مدي هستند و لذا روش هاي استانداردي كـه برمبنـاي                  

آناليز محدب براي مسائل مكانيابي سرويس دهنده مطلوب در صفحه به كار مي روند، ممكن است بـه                  

ن مـسائل ممكـن اسـت    از طرف ديگر به خاطر پيچيدگي هندسـي اي ـ  . دام بهينه هاي موضعي بيافتند    

روش هاي هندسه محاسباتي كه براي حل مسائل مكانيابي سرويس دهنده نا مطلوب به كار مي روند،                 

.  مراجعه كنيد]69[براي توضيح بيشتر در اين زمينه به مقاله پلستريا . براي اين مسائل جوابگو نباشند

 مثبت ومنفي سـرويس دهنـده در   حال به بررسي مدل هاي مكانيابي گسسته كه در آنها هر دو جنبه         

. ]70[اين مدل ها در حوزه بهينه سازي تركيبياتي قرار مي گيرند            . نظر گرفته شده است، مي پردازيم     

.براي مرور تاريخي كارهاي ابتدايي انجام شده در اين باره به فصل اول مراجعه كنيد

:  كلي تقسيم كرداز يك نظر مسائل مكانيابي جاذبه و دافعه را مي توان به دو دسته

بعضي سرويس دهنـدگان    . مسائلي كه در آن ها تنها ارتباط بين سرويس دهنده ها مد نظر است             ) الف

. مي ناميم١شبه پراكندهاين مدل ها را مدل هاي . جاذب و بعضي ديگر دافع هستند

73Semi-Dispersion
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)مسائلي كه دسته اي از مشتريان ) ب )I خود جذب مي كنند و دسته اي ، سرويس دهنده را به سوي

)ديگر   )K   ساده ترين راه براي مدلسازي اين مـسائل اينـست   . ، سرويس دهنده را ازخود دور مي كنند

در اينجـا قبـل از اينكـه       . كه مسئله را به صورت دو هدفه با اهداف متضاد جاذب و دافع فرموله كنـيم               

 درباره برنامه ريزي چند هدفه و مفاهيم مرتبط با آن توضيح            حالتهاي مختلف را بررسي كنيم متصري     

. داده مي شود

در مدلهاي كلاسيك بهينه سازي شامل برنامه ريزي خطي، عدد صحيح، غير خطي و يا مخلوط، تنهـا                  

از يك معيار براي سنجش بهينگي استفاده مي شود كه هـدف انتخـاب شـده داراي اولويـت بيـشتري            

در دهه هاي اخير توجه محققين معطوف به        . است و از بقيه صرف نظر مي شود       نسبت به ساير اهداف     

در اين تصميم گيري ها به جـاي  .  پيچيده گرديده است هاي براي تصميم گيري  ٢مدلهاي چند معياره  

اسـتا و گـاه    از چند معيار استفاده مي شود كه معيار گـاه هـم ر  ،استفاده از يك معيار سنجش بهينگي 

 و  ٣مدلهاي چند هدفه  .  مدلهاي تصميم گيري به دو دسته عمده تقسيم مي شوند          . اند متضاد و متقابل  

 مدلهاي چند هدفه به منظور طراحـي بكـار گرفتـه مـي شـوند در حـالي كـه                     .٤مدلهاي چند شاخصه  

 كـه   مـدلهاي چنـد هدفـه را      . مدلهاي چند شاخصه به منظور انتخاب گزينه برتر استفاده مـي گردنـد            

:نوشت به صورت زير مي توان برداري نيز ناميده مي شود،مدلهاي بهينه سازي 
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جواب ايده آل براي اين مـدل       .  محدوديت است  m متغير تصميم و     n تابع هدف،    kمدل فوق داراي    

)ر هـاي تـصميم      مجموعه مقـادير اختـصاص يافتـه متغي ـ        ) jxnj ,,L1=   كـه در تمـامي    اسـتm

در اغلب مـسائل واقعـي بـه علـت تقابـل      . تبع هدف را بهينه كند kمحدوديت صدق كرده و همزمان      

دن سـاير   اهداف مدل جواب موجهي كه يك تابع هدف را بهينه مي كند نمي تواند موجب بهينـه كـر                  

مفهـوم  . لذا تصميم گيري در اين وضعيت نيازمند يك جواب كارا و ترجيحـي اسـت    . توابع هدف گردد  

جواب در مباحث تصميم گيري با چنـدين هـدف از اهميـت بـسزايي برخـوردار اسـت و داراي تنـوع                       

مجموعه مقاديري كه به متغير هاي تـصميم اختـصاص          .  نسبت به مسائل تك هدفه مي باشد       بيشتري

. اده مي شود، اعم از اينكه در مجموعه محدوديت ها صدق كند يا صدق نكند جواب ناميده مي شـود         د

جـواب مـوجهي كـه تمـامي     .  جواب موجه مـي نـاميم   كه در تمامي محدوديت ها صدق كند را   جوابي

در مسائل چنـد  . اهداف را همزمان در بهترين مقدار خود قرار مي دهد، جواب ايده آل ناميده مي شود          

 مسلط مي گوييم هر گاه حداقل بر مبناي تمامي اهـداف            B را بر جواب موجه      Aهدفه، جواب موجه    

گاه  را كارا گوييم هرAجواب موجه .  باشدB بوده و دست كم بر اساس يك هدف بهتر از Bبه خوبي

 بوده و بر اساس ساير Aجواب موجه ديگري وجود داشته باشد كه حداقل بر اساس يك هدف بهتر از            

و جـواب مـوثر نيـز مـي        جواب كارا را جواب غير مسلط، جواب بهينه پارتو        . نباشد Aاهداف به خوبي    

 مسلطي كه توسط تصميم گيرنده و با توجه به معيار هاي ديگر انتخاب و بـه عنـوان                   جواب غير . نامند

براي حل و ارزيابي مـدلهاي چنـد هدفـه     . جواب نهايي بكار برده مي شود را جواب ترجيحي مي نامند          

روشهاي مختلفي وجود دارد كه بستگي به زمان و نوع اطلاعاتي دارند كه از تصميم گيرنده كسب مي                  

ينگونه اطلاعات همگي به منظور بر آورد تابع مطلوبيت براي تصميم گيرنده است بطوري كه از               ا. گردد

راههاي مختلف كسب اطلاعات از تصميم   . طريق تعامل بين تصميم گيرنده و تحليلگر كسب مي گردد         

:گيرنده براي ارزيابي يك مدل چند هدفه بصورت زير است

ميم گيرندهعدم دسترسي به كسب اطلاعات از تص) الف
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گرفتن اطلاعات اوليه از تصميم گيرنده قبل از حل مسئله) ب

گرفتن اطلاعات به صورت تعاملي در ضمن حل مسئله ) ج

.گرفتن اطلاعات نهايي از تصميم گيرنده بعد از حل مسئله) د

بـراي  . براي هر يك از اين حالات روشهاي مختلفي براي حل مسئله چند هدفه پيـشنهاد شـده اسـت                  

. مراجعه شود]2-3[العه بيشتر در اين زمينه بهمط

: حالت هاي مختلفي كه در مسائل مكانيابي با جاذبه و دافعه پيش رو داريم به قرار زير است

 را مشخص كنيم كه براي مسائل مكانيابي چنـد وسـيله اي             ٥براي مسئله دو هدفه، مجموعه پارتو     )  1

  وكريزوسا   ]71[ي حالت پيوسته به نتايج كارهاي دياگ        براي مسئله تك وسيله ا    . كار ساده اي نيست   

.   مراجعه كنيد]72[

يك كران براي اثرات منفي در نظر گرفت و آن را به صورت قيد به مسئله اضافه كرد و سپس هدف ) 2

اين مدلها تبديل به مسائل استاندارد با اهـداف جـاذب مـي شـوند كـه تعـدادي        . جاذب را بهينه كنيم   

  يا فقط    ]73و22[ممكن است اين محدوديت ها فقط روي سرويس دهندگان          . في دارند محدوديت اضا 

.]74-76[روي مشتريان باشند 

اين مدل ها تبديل . يك كران براي قسمت جاذب هدف در نظر گرفته و قسمت دافع را بهينه كنيم    ) 3

. ارندبه مسائل استاندارد با هدف دافع مي شوند كه يك محدوديت روي ميزان جاذبه د

.قسمت هاي جاذب و دافع را در يك تابع تركيب كنيم) 4

5Pareto
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KIوقتي  ) 5   آن ها را مدل هاي متعـادل   ]77[ مدل هايي به دست مي آيند كه ايسلت و لاپورت            =

. اين مدلها واريانس فاصله مشتريان تا سرويس دهنده ها را مينـيمم مـي كننـد               .  ناميده اند  ٦يا متوازن 

. مراجعه كنيد]78-80[ي مطالعه بيشتر به برا

KIدر مدلهاي كلي جاذبه و دافعه مجموعه هاي         ) 6 اين مـدلها كـاربرد هـاي       .  ارتباطي با هم ندارند    ,

به ايـن   را jxدر فرمولبندي مدلهاي تركيبياتي كه در ادامه مي آيند، متغير صفر و يك        . فراواني دارند 

 مستقر شود، در غير ∋Jj است هرگاه سرويس دهنده 1صورت تعريف مي كنيم كه مقدارش برابر با 

در تمام مسائل فرض بر ايـن اسـت         .   مجموعه سرويس دهندگان است    J كه در آن     jx=0اينصورت  

اين فرض وجود جواب بهينه را تضمين مي كند و آن جواب . حدود استكه ظرفيت سرويس دهنده نام

فـرض ديگـر اينـست كـه        . اين است كه همه مشتريان از يك سرويس دهنده خدمات دريافـت كننـد             

لذا متغير هاي تخصيص از     . مشتريان تمام تقاضاي خود را تنها از يك سرويس دهنده تامين مي كنند            

ijy=1 به اين صـورت تعريـف شـوند كـه           kjz و   ijyتغير هاي   فرض كنيد م  . نوع صفر و يك هستند    

 و ijy=0 خـدمات دريافـت كنـد، در غيـر اينـصورت      ∋Jj از سرويس دهنـده  ∋Iiهرگاه مشتري  

 قرار گيرد، در غيـر      ∋Jj تحت تاثير منفي سرويس دهنده       ∋Kk هرگاه مشتري    kjz=1همچنين  

 از ∋Iiت مشتري  ، هزينه دريافت خدماjf را با jهزينه استقرار سرويس دهنده . kjz=0اينصورت 

kja را با    ∋Kk براي مشتري    ∋Jj و ميزان دافعه سرويس دهنده       ijc را با    ∋Jjسرويس دهنده   

.  نشان مي دهيم

ون غالبا توابع هدف بر مبناي فاصله بيان مي شوند، از دو روش براي بخش هاي جاذب و دافع تـابع   چ

معمولا جاذبـه بـا در دسـترس        . هدف مسائل مكانيابي سرويس دهنده نامطلوب مي توان استفاده كرد         

ز كوتـاه   بنـابراين ا  . بودن و دافعه با اثر منفي كه به طور پيوسته در فضا پخش مي شود، متناظر اسـت                 

قابـل توجـه    . ترين مسير براي قسمت جاذب و از فاصله اقليدسي براي قسمت دافع استفاده مي شـود               

74Balancing objectives
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مثلا فرض كنيد كه . است كه استفاده از كوتاه ترين مسير براي قسمت دافع هميشه امكان پذير نيست

.ير نيستقرار است يك ماده خطرناك جا به جا شود لذا كوتاه ترين مسير لزوما امن ترين مس

اين نزول تا جايي ادامه . تاثيرات منفي يك سرويس دهنده بصورت يك تابع نزولي از فاصله خواهد بود

). 1-4شـكل  (پيدا مي كند كه از آنجا به بعد بتوان از اثر زيان بار سـرويس دهنـده صـرف نظـر كـرد                      

ي از فاصله است    همچنين قسمت جاذب هدف را مي توان در قالب هزينه حمل و نقل كه تابعي صعود               

). 2-4شكل (بيان كرد 

 تابع تاثيرات منفي بر حسب فاصله:1- 4شكل 

تابع هزينه حمل و نقل بر حسب فاصله: 2- 4شكل 
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 دافعه-     مدل هاي مكانيابي گسسته با جاذبه4-2

برخـي  در اين مـسائل     . در اين بخش به بررسي مدلهاي مكانيابي گسسته با جاذبه و دافعه مي پردازيم             

تمام مدلهايي كه در اين بخـش معرفـي مـي           . مشتريان تحت تاثير منفي سرويس دهندگان قرار دارند       

.سخت هستند و براي حل آنها مي توان از روشهاي فوق ابتكاري نيز بهره برد−NPشوند 

     مسئله مكانيابي سرويس دهنده با ظرفيت نامحـدود و اثـرات منفـي                  4-2-1

عي جم

، يك مجموعه از نقاط كانديدا  بـراي احـداث           ٧در مسئله مكانيابي سرويس دهنده با ظرفيت نامحدود       

سرويس دهنده وجود دارند  و هدف پيدا كردن يك زيرمجموعه از آن ها براي استقرار سرويس دهنده      

امل هزينه  هاست به گونه اي كه هر مشتري دقيقا به يكي از آن ها تخصيص داده شود و هزينه كل ش                   

مركز تعداد −pميانه و −pدر اين مدل بر خلاف مدل هاي . احداث و هزينه حمل ونقل كمينه گردد  

حال مـسئله را    . سرويس دهنده ها از قبل مشخص نيست و جواب بهينه تعداد آن را مشخص مي كند               

. رات منفي سرويس دهندگان قرار دارند گسترش مي دهـيم         به حالتي كه بعضي از مشتريان تحت تاثي       

 روي ∋Jj بيانگر ميزان مخاطره سرويس دهنده       kja≤0اگر  . نمايش مي دهيم  Kاين مشتريان را با     

لي جمعي باشد يعني برابر با مجموع مخاطره         باشد و فرض كنيم كه ميزان مخاطره ك        ∋Kkمشتري  

∋Jj هرگاه سـرويس دهنـده       jx=1 سرويس دهنده باشد با تعريف متغير هاي         -هر جفت مشتري  

j از سـرويس دهنـده     i هرگـاه مـشتري      ijy=1 و همچنـين     jx=0احداث شود، در غير اينصورت      

: ،  مدل زير به دست مي آيدijy=0خدمات دريافت كند، در غير اينصورت 

7Uncapacitated Facility Location Problem (UFLP)
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ن مخاطره كل در تـابع       دافعه فقط جمله ميزا    - در حالت جاذبه   UFLPتوجه كنيد كه به مدل مسئله       

 يك متغير صـفرويك اسـت،       jxقابل ذكر است چون     .  اصلي اضافه شده است    UFLPهدف نسبت به    

 يك مقدار صحيح را در جواب بهينه داشته باشـد لـذا             ijyمحدوديت هاي مسئله ايجاب مي كنند كه        

}محدوديت   }10,∈ijy   را به صورت [ ]10,∈ijyتا از پيچيدگي مسئله تا حد امكـان كاسـته   ٨ نوشته ايم  

Iiبراي توضيح علت، بدون اينكه به كليت موضوع خللي وارد شود، فرض كنيم   . شود  داشته باشيم 0∋
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<< jiy بهينه نيست، پس { }10,∈ijy .

 مـي توانـد شـامل فاصـله         ijcهزينـه   . ام است j بيانگر هزينه احداث سرويس دهنده       jfدر اين مدل    

 را مي تـوان بـه صـورت         ijc، زمان يا هزينه دريافت خدمات باشد مثلا         j تا سرويس دهنده     iمشتري

( )ijjiij thwc  هزينه هـر واحـد خـدمات سـرويس     jh ام،  i ميزان تقاضاي مشتري   iw نوشت كه    =+

 هزينه حمل و نقل ارائه يك واحـد خـدمات از سـرويس         ijtو  ) هزينه هاي توليد و عمليات     (jدهنده  

. استi به مشتري jدهنده 

8Relaxation
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 را با هزينه ثابت آن ادغام كنيم، خواهيم         jبه تاثيرات منفي سرويس دهنده      ) 1-4(حال اگر در مدل     

: داشت

∑
∈

+=
Kk

kjjj aff~

:به تابع زير تبديل مي شود) 1-4(لذا تابع هدف 

)4-2(







+∑∑∑

∈∈ ∈ Jj
jj

Ii Jj
ijij xfycMin ~

 معمولي  UFLP با جاذبه و دافعه با تكنيك فوق به مسئله           UFLPهمانطور كه ديده مي شود مسئله       

.تبديل مي شود

مسئله مكانيابي سرويس دهنده با ظرفيت نامحدود و كمترين پوشـش           4-2-2

اثرات منفي 

 كردن اثرات منفي منطقي به نظـر نمـي رسـد مـثلا سـرويس                  در حالت هاي مختلفي جمعي فرض     

دهندگاني كه آب هاي زيرزميني را آلوده مي كنند تا يك شعاع معين، همه چيز را تحـت تـاثير مـي                      

گذارند و در حقيقت به تعداد سرويس دهندگان بستگي ندارد زيرا در هر صورت يك يا چند سـرويس                   

البته تاثير تعـداد  . ته باشند، تحت تاثيرات منفي قرار مي گيرددهنده كه در فاصله بحراني آن قرار داش 

اين نوع اثـرات از نـوع اثـرات منفـي بـا كمتـرين               . سرويس دهندگان را در ميزان آلودگي بايد دانست       

.پوشش هستند و مدل آن به صورت زير است
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 تحت تاثير منفي سرويس دهندگان قرار گرفته است يا خير kكه آيا مشتري نشان مي دهد kzمتغير 

مجموعه مكان هـاي  .  بيان گر ميزان هزينه يا مخاطره ي  تاثيرات ايجاد شده روي مشتري است          kaو  

 نشان مي kC قرار دارند را با kكانديدا براي استقرار سرويس دهندگاني كه در فاصله بحراني مشتري     

، سرويس دهنده اي مستقر شود آنگاه متغيـر  kCبنابراين اگر در هر يك از مكان هاي مجموعه     . دهيم

z    1 مربوطه يعني=kz    و مقدار ka       اگر مشتري   .  واحد به تابع هدف اضافه مي شودk    ام تحت تاثير 

∀∋=0سرويس دهندگان نباشد يعني      jk xCj     لذا خواهيم داشت kz≤0      و هيچ كدام از محدوديت 

 در جـواب    ka≤0از طرفي اگر    ).  نداريم kzهيچ محدوديتي روي     ( نخواهد بود  kzهاي مسئله شامل    

 يك متغير پيوسـته باشـد نيـز برقـرار           zاين موضوع براي حالتي كه      . kz=0بهينه بايد داشته باشيم     

]است، بنابراين مي توانيم بنويسيم       ]11,∈kz .  0اگر<ka    محدوديت ديگري به صورت ∑
∈

≤
kCj

jk xz را 

∀∋=0اين قيد تضمين مي كند كـه هرگـاه          . مي توانيم به مدل اضافه كنيم      jk xCj    0 آنگـاه=kz

 مستقر نشده باشد آنگاه اين      kاي در اطراف مشتري     به عبارت ديگر هرگاه هيچ سرويس دهنده        . شود

.مشتري از محاسبات تابع هدف خارج شود

 در مطالعه تاثيرات منفي در مسائل مكانيابي به اين نتيجه رسيدند كه بهتر اسـت        ]7[اركوت و نيومن    

بررسي مدل هاي چند هدفه اهميـت  تاثيرات منفي و مثبت را به طور جداگانه مورد توجه قرار داد لذا            

حال مسائل بيان شده را بـه صـورت دو هدفـه فرمولـه مـي      . زيادي در اين حوزه مسائل مكانيابي دارد     

. كنيم
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 كمترين مجموع-     مدل كمترين مجموع4-2-3

مدل دو هدفـه  . قسمت هاي جاذب و دافع در يك تابع و صورت خطي تركيب شده اند ) 3-4(در مدل   

: قرار زير استبه ) 4-3(

)4-4(
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براي حل اين مدل بايد مجموعه جواب هاي پارتو را كه منجر به تبادل كامل اطلاعات بين هـدف هـا                      

را انتخاب  ) برتر(مي شود پيدا كرد و نهايتا تصميم گيرنده جوابها را با هم مقايسه كرده و جواب بهينه                  

.مي كند

 ماكزيمين-ين مجموع     مدل كمتر4-2-4

ايـن تـابع    . يكي ديگر از توابعي كه براي اهداف دافع مورد استفاده قرار مي گيرد تابع ماكزيمين است               

زماني استفاده مي شود كه بخواهيم بيشترين تاثيري كه يك مشتري از سـرويس دهنـدگان دريافـت                  

kjKkjتعريف مي كنيم . كرده را كمينه كنيم aa
∈

= max~ .حاصل به صورت زير استمدل :
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     مدل هاي شبه پراكنده4-3

در مدل هاي پراكندگي هيچ مشتر ي وجود ندارد و هدف مكانيابي سـرويس دهنـدگان بـه گونـه اي               

پراكنـده و  −pدر ايـن بخـش بـه بررسـي مـسائل      . است كه كمترين تاثير را روي هم داشـته باشـند         

p−دفاع با توجه به مفهوم جاذبه و دافعه مي پردازيم.

 مجموع -دفاع−p مسئله 4-3-1

)٩ مجموع -دفاع−pدر مسئله    )PDSP      هم مشتري وجود ندارد و قرار اسـت p  تـا از J  سـرويس 

مـثلا در اسـتقرار   . دهنده به گونه اي مستقر شوند تا كمترين مزاحمت و تاثير را بر هم داشـته باشـند            

فرستنده هاي راديويي، اگر فرستنده ها داراي فركانس هاي مشابه باشند بايد تا حد امكان دور از هـم                   

فرسـتنده هـايي كـه      . متري داشته باشند و ايجاد اختلال نكنند      قرار گيرند تا روي عملكرد هم تاثير ك       

محل استقرار آن ها بـا كمتـرين معيـار    . فركانس كاري متفاوت دارند مي توانند نزديك هم قرار گيرند        

 اسـت  ,hj نشان دهنده فاصله بين سرويس دهنده هاي      hja≤0فرض كنيم كه    . هزينه پيدا مي شود   

 سـرويس دهنـده را بـه گونـه اي     p مجموع مكان استقرار -دفاع−pمسئله  . jja=0واضح است كه    

.پيدا مي كند كه مجموع فاصله هاي بين هر جفت از سرويس دهنده هاي مستقر شده ماكزيمم شود

)4-6(

{ }10,
..

∈

=∑
∑∑

j

j
j

j h
jhhj

x

pxtS

xxaMax

 مراجعـه   ]81[ سخت است كه براي مطالعه جزئيـات آن بـه            −NP مجموع از نوع     -دفاع−pمسئله  

) يك الگوريتم تقريبي از مرتبه       ]82[ و پلگ    زرتسارك. شود )38850.JO        براي حل اين مـسئله پيـشنهاد 

9p-Diffence-Sum Problem(PDSP)
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.  مجموع پيشنهاد شده، كم است     -دفاع−pم هاي دقيقي كه براي حل مسئله        تعداد الگوريت . كرده اند 

:  نحوه استفاده از كران بالا نشان داده شده است، كه بقرار زير است]83[در 

)4-7({ }








∈∈== ∑ ∑
∈ ∈Jj

j
Jj

jjhjh Jjxpxxaa ,,;:max 10

:م را به صورت زير انتخاب مي كنيuحال كران بالاي 

)4-8({ }








∈∈== ∑ ∑
∈ ∈Jh

h
Jh

hhh Jhxpxxau ,,;:max 10

)را به راحتي در     ) 8-4(و  ) 7-4(مسائل   )nO         مي توان محاسبه كرد زيرا از بين n    متغير مي خواهيم 

p   دست آمده را مي تـوان  كران به. تا را به گونه اي انتخاب كنيم كه تابع هدف مربوطه ماكزيمم شود 

.در يك روش شاخه و كرانه اي براي پيدا كردن جواب بهينه استفاده كرد

پراكنده−pمسئله 4-3-2

)پراكنده−pيكي از مسائل پراكندگي پركاربرد، مسئله        )PDP          ن  است  كه در آن به دنبال پيدا كـرد

 سرويس دهنده هستيم به گونه اي كه كمترين فاصله بين هر جفـت از سـرويس دهنـدگان                   pمكان  

:  منفي باشد مسئله به صورت زير فرموله مي شودhjaاگر . ماكزيمم شود

)4-9(

{ } Jjx
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JhjxxartS

rMax

j

Jj
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jhhj
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 نشان دادند كـه در حالـت        ]85[ و همكاران    ١٠راوي. ]84[سخت است   −NPده نيز   پراكن−pمسئله  

PNPپراكنده را نمي توان با نرخ ثابت  به صورت تقريبي حل كـرد مگـر اينكـه                   −pكلي مسئله    = .

75Ravi
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او اين كران هـا  . پراكنده پيشنهاد كرده است−p چند كران بالاي ساده براي حل مسئله       ]84[اركوت  

]85[در.  را با آن حـل كـرد  40را در يك الگوريتم شاخه و كرانه به كار برد و مسائلي از اندازه حداكثر    

يـك مقـدار    rبراي  . حل كرد ) 6-4(را مي توان به وسيله مدل       ) 9-4(نشان داده شده است كه مدل       

rahjحال تعريف مي كنيم اگر      . ثابت در نظر مي گيريم     . ~hja=0، در غير اينـصورت      ~hja=1 آنگاه   ≤

:بنابراين مسئله به صورت زير نوشته مي شود

)4-10(

{ } Jjx
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xxaMax
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)با  اگر مقدار جواب به دست آمده برابر         )1−nn    به ازاي اين مقدار از      ) 9-4( بود آنگاهr   شدني اسـت  .

Jjxزيرا در حالتي كه      j Jjh و براي هر 1=∋ hjar داشته باشيم ,∋  بنـابراين  ~hja=1 داريـم  ≥

( ) ∑∑=−
h j

jhhj xxann در هـر  .  و اين همان چيزي است كه از ساده كردن مدل به دنبالش بـوديم  1~

Jjhصورت اگر    rahj وجود داشته باشـند كـه        ,∋ )كمتـر از    ) 10-4( لـذا مقـدار بهينـه        > )1−nn

 نـشان   rدن را به ازاي هـر مقـدار مـشخص شـده             شدني بو ) 10-4(بنابراين مقدار بهينه    . خواهد شد 

)برابر شود لذا حداكثر ) با بزرگترين آن ها (hja بايد با يكي از مقادير       rچون  . خواهد داد  )2nO مقدار 

 مي توان به rارزيابي شوند و جست وجوي دودويي را براي پيدا كردن مقدار بهينه              بايد   rمتفاوت از   

نتايج محاسباتي نشان مي دهند كه تجزيه مسئله به زير مسئله ها سرعت الگوريتم را نـسبت                 . كار برد 

.به روش پيشنهادي اركوت افزايش مي دهد

دفاع مجموع اگر ضرايب منفي باشند، با افزودن يـك مقـدار بـه انـدازه               −pپراكنده و   −pدر مسائل   

.  به همه ضرايب، مي توان مسئله را به حالتي كه تمام ضرايب مثبت باشند تبديل كردMكافي بزرگ 

 واحد به مقدار 2Mp به اندازه PDSP واحد و در مسئله Mازه  به اندPDPدر اين صورت در مسئله 
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پراكنده انجام شده اسـت روابـط زيـر را          −pمطالعات ديگري كه برروي مسئله      . بهينه اضافه مي شود   

:نشان مي دهند

)((مقدار تابع هدف مسئله=)مركز−p(همقدار تابع هدف مسئل 1+− pپراكنده (
2
1

مطالعـه فـوق رابطـه    . پراكنـده روي درخـت بـه دسـت آورد    −p  براي مسئله  ]86[اين رابطه را شير     

 دسته مختلف مكانيابي را نشان مي دهد كه يكي از نوع جاذب و ديگري از دوگاني بين دو مسئله از دو

:پراكنده روي شبكه به دست آورده است−p  رابطه زير را براي مسئله ]87[ كبي . نوع دافع است

)(( هدف مسئلهمقدار تابع≥)مركز−p(مقدار تابع هدف مسئله 1+− pپراكنده(
2
1

ــي  ــكان و دات ــه    ]88[چاندراس ــشابه از مرتب ــوريتم م ــاني دو الگ ــيت دوگ ــن خاص ــتفاده از اي ــا اس   ب

( )npnO loglog2 براي مسائل p− پراكنده وp−89[د كينكي.  دادندمركز روي درخت ارائه[،

پراكنده گسسته بدون وزن −p را براي مسئله    ١١الگوريتم شبيه سازي تبريدي و جست وجوي ممنوع       

پياده كرد و نتايج محاسبات نشان مي دهـد كـه روش جـست وجـوي ممنـوع از روش شـبيه سـازي                        

.رد، عملكرد بهتري دا]84[تبريدي و الگوريتم ابتكاري اركوت 

  معيار ديگري را براي مكانيابي سرويس دهنده مضر روي گراف در نظر گرفت  و آن مسئله ]90[تمير 

p−او مسئله را به صورت زير فرموله كرد. بيشترين مجموع است:

)4-11(( ) ( )
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سخت است و براي حالتي كه گـراف درخـت       −NPاو نشان داد كه اين مسئله روي گراف يك مسئله           

)باشد يك روش حل با مرتبه        )npO      مسئله  .  با برنامه ريزي پويا ارائه كردp−مجمـوع در ايـن      -دفاع 

.دسته قرار مي گيرد

     مسائل قابل حل در زمان چند جمله اي 4-4

بي كه روي شبكه تعريف مي شوند، حالت هاي خاصي در زمان چند جمله اي قابل      براي مسائل مكانيا  

حل هستند را مي توان مشخص كرد حالت هايي كه شبكه داراي سـاختار خاصـي مثـل مـسير، دور،                     

ئه ميانه روي شبكه با وزن مثبت و منفي ارا−1 روشي براي حل مسئله  ]91[در  . ستاره يا درخت باشد   

)ميانه روي كاكتوس در     −1همچنين نشان داده شده است كه مسئله        . شد )nVO     قابل حل است كه 

، پايه گذاري شد، ]91[١٣ و بوركارد١٢تحقيقي كه توسط كرارپ..  مجموعه رئوس گراف استVدر آن 

.ميانه روي درخت  با وزن مثبت و منفي ادامه پيدا كرد−2  براي مسئله ]92[در 

ميانه با وزن مثبت داراي خاصيت بهينگي راسي است كه باعـث مـي شـود حـداقل يـك                    −pمسئله  

سائل بـا وزن مثبـت   بر خلاف آنچه كه در م ـ.  راس گراف است، موجود باشد pجواب بهينه كه شامل     

داريم، در مسائل مكانيابي با وزن مثبت و منفي و استقرار بيش از يك وسيله دقيقا مشخص نيست كه               

.ميانه پيشنهاد شده است−p براي مسئله ]92[چه چيزي بايد بهينه شود به اين منظور دو تابع در 

)4-12(
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) خواصي را ثابت كردند و يك الگوريتم از مرتبه 1f، براي ]92[ و همكاران بوركارد )2nO براي مسئله  

)راس و يك الگوريتم از مرتبه  nميانه روي يك درخت با      −2 )nnO log يـك الگـوريتم    براي ستاره و

) يك الگوريتم از مرتبه 2fهمچنين براي . خطي براي مسيرها ارائه دادند     )3nO  ميانـه روي  −2 بـراي

)اگر ميانه ها را فقط روي رئوس مستقر كنيم، پيچيدگي به            . يك درخت ارائه دادند    )2nO   كاهش مـي 

ميانه روي يك درخت با تابع هـدف   −3 نيز الگوريتمي براي پيدا كردن       ]93[بوركارد و فتحعلي    .  يابد

2f  از روش هاي ابتكاري كه براي پيدا كردن         .  ارائه كردندp−        ميانه با وزن مثبت ومنفي روي شـبكه

، الگوريتم ]94[شده است مي توان به روش جست وجوي همسايگي متغير از فتحعلي و تقي زاده   ارائه  

.  اشاره كرد،]96[ و الگوريتم ژنتيك فتحعلي ]95[مورچه فتحعلي و همكاران 

     مدل هاي مكانيابي پيوسته با جاذبه و دافعه 4-5

در فـضاي پيوسـته مـي    ) جاذبـه و دافعـه  بـا  (در اين بخش به بررسي مدلهاي مكانيابي نيمه نامطلوب  

.پردازيم

 مدل كمينه كردن مجموع فاصله ها4-5-1

:  ارائه شده است]97[ مدل زير توسط مورالس و همكاران 

)4-13(( ) ( ) ( )[ ]∑
∈

+−
−+−=

Aa

a
a

a
a axgaxfxzinf

)  جمعيتي مراكز( ، يك مجموعه متناهي و ناتهي است و شامل مختصات مشتريان             ⊇2RAكه در آن    

2RS. است  مجموعه جوابهاي شدني است و مي توان آن را بـه صـورت اجتمـاعي از نـواحي چنـد                     ⊇

AS≠∅معمولا در مسائل مكانيابي پيوسته فرض بر اين است كه . ضلعي نوشت \.
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aa

+−
براي مطالعه بيشتر در مورد .  هستند2R در فضاي a توابع فاصله دلخواه متناظر با مشتري   .,.

.  مراجعه كنيد]98-100و68[توابع فاصله و نحوه انتخاب آنها به 

)فرض كنيد   . تعريف ) ( )YX dYdX YXf دو فضاي متري باشند، تابع       ,,,  ليپ شيتس گوينـد     :→

) وجود داشته باشد كـه       k≤0اگر   ) ( )( ) ( )212121 xxkdxfxfdXxx XY ,,, همچنـين گـوييم    . ∀∋≥

ــابع  ــه   fتــــ ــدر از مرتبــــ ــرط هلــــ ــاه     α در شــــ ــد هرگــــ ــي كنــــ ــدق مــــ  صــــ

( ) ( )( ) ( )α212121 xxkdxfxfdXxx XY ,,, ≤∈∀

( ) Rfa a+∞,: محيطي سـرويس دهنـده روي مركـز         تابعي غير صعودي و محدب است و تاثيرات          0

aax و در فاصله     aجمعيتي  
−

 بـه صـورت زيـر    x=0 بـا تعريـف در نقطـه      af.  را نشان مي دهـد     −

:گسترش مي يابد

( ) ( ) { }∞+∈=
↓

URtff ata 00
0 lim

[ ) Rga a+∞,:  تـا  a پيوسته ليپ شيتس غير نزولي است كه هزينه حمل ونقل از مركـز            يك تابع  0

aaxسرويس دهنده را بر اساس فاصله 
+

.  اندازه مي گيرد−

  بررسي شده انـد و در آن هـا توابـع           ]102و101[در  ) 13-4(قابل ذكر است كه حالت هاي خاصي از         

aa gf  را خطي در نظر گرفته اند و تنها از يك نرم خـاص بـراي فاصـله اسـتفاده شـده اسـت يعنـي                   ,

...: ==∈∀
+−

aaAa.

  ناحيه شدني را اجتماعي متناهي از چند وجهي ها در نظر گرفته و از نـرم اقليدسـي بـراي        ]103[در  

aaهمچنين توابع   . فاصله استفاده شده است    gf  خطي در نظر گرفته شـده انـد و مـسئله را بـا روش            ,

حـل كـرده    ) ]100[روشهاي بهينه سازي مربوط به تفاضل دو تابع محدب           (cd١٤..هاي بهينه سازي    

14Difference of Convex functions
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)آن ها همچنين يك حالت غير خطي را نيز مورد بررسي قرار داده اند كه در آن                  . اند ) t
aa ewtf  با  =−

0>aw           است كه مجددا تبديل به يك مسئله بهينه سازي ..cd  تابع هدف اين مسئله از نوع     .  مي شود

..cd است و محدوديت هايش مجموعه هاي تراز تابع ..cdهستند .

شـده اسـت و آن هـا ناحيـه شـدني را يـك               بررسـي   ) 13-4( حالت هاي خاص ديگـري از        ]102[در  

aaچندضلعي  محدب در نظر گرفته و توابع  fg آن .  غير صعودي و محدب فرض شده اندR+ روي −,

ه  تبديل مي شود و بـا روش هـاي بهين ـ  cd..ها نشان دادند كه تحت شرايط معيني تابع هدف به نوع           

. قابل حل خواهد بودcd..سازي 

يكي از موثرترين روش هايي كه براي حل مسائل مكانيابي سرويس دهنده نيمه ناخوشـايند پيـشنهاد         

   براي ]107[شده است روش شاخه و كرانه اي پيوسته مستطيل بزرگ مستطيل كوچك است كه در  

af تـابع  ∋Aaآنهـا فـرض كردنـد كـه بـراي هـر       . ارائـه شـده اسـت   ) 13-4(حل حالت خاصـي از      

 .ag=0غيرصعودي و پيوسته است و 

.حال به بررسي شرايط وجود جواب و شرط كافي بهينگي را بررسي مي كنيم

 ميل +∞ به سمت afكم مي شود، تابع aوقتي فاصله بين سرويس دهنده و مركز ) 13-4(در مدل  

مي دانيم كه هر دو نرمي در فضاي متناهي، .  نمي توانند بهينه باشندaبنابراين نقاط نزديك . مي كند

021معادلند يعني ثابتهاي  >cc :گونه اي كه  موجوداند به ,

)4-14(2
12211 Rxxcxxc ∈∀≤≤

021با توجه به تعريف فوق ثابت هـاي          >−+ cckk  و  ∋2Rx موجودانـد بـه قـسمي كـه بـراي هـر              ,,,

Aba : داريم,∋

)4-15(ba xcx
+++

≤
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)4-16(ba xcx
−−−

≤

)4-17(aa xxk
+−

≤1

)4-18(aa xxk
−+

≤2

:تعريف مي كنيم

)4-19(( ){ }+∞=∈=
+→

∞ tfAbA b
t 0
lim:

U مجموعه اي مانند     ])97[(: 1-4قضيه  
∞∈

−=
Ab

bBH  موجود است كه bB−    همـسايگي هـاي دو بـه دو 

∋∞مجزاي  باز از  Abهستند و 

)4-20(( ) ( )xzxz
HSxSx \

infinf
∈∈

=

∋∞ فرض كنيم    .اثبات ASx  مـي تـوان   A∞طبـق تعريـف     . صدق مي كنـد   ) 14-4( در   c−<0 و   0\

( ) ( )100 ,∈bt را به گونه اي انتخاب كرد كه 

( ) ( ) ( ) ( )( )bttlabcfxztf
ba
Aa Aa

a
a

ab 00 0,∈∀−−+−> ∑ ∑
≠
∈ ∈

−−

)قرار مي دهيم  ){ }btbxRxB bb
0

2 <−∈=
−− U و :

∞∈
−=

Ab

bBH.

توجه داريم كه (بدون از دست دادن كليت، اين همسايگي ها را باز و دو به دو مجزا در نظر مي گيريم             

)به خاطر در اختيار بودن انتخاب        )bt0    اگـر  )  اين كار قابل انجام اسـتHSx I∈    آنگـاه دقيقـا يـك 

∞∈ Ab     موجود است كه ( )btbx b
0<−

−
ba كـه    ∋Aa ها مجزايند لذا به ازاي هـر         −bBچون  .  ≠

: است، طبق خاصيت نامساوي مثلث براي نرم ها داريم
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( )
a

aab

aaa

abc

abbtcabbxc

abbxax

−−

−−−−−

−−−

−+<

−+<−+−≤

−+−≤−

0

بنابراين 

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )0

0

xzlabcf

labcfxz

labcfbxf

laxfbxf

laxf

axgaxfxz

Aa
a

ba
Aa

a
a

Aa
a

ba
Aa

a
a

Aa
a

ba
Aa

a
a

b
b

Aa
a

ba
Aa

a
a

b
b

Aa
a

a
a

Aa

a
a

a
a

=+−++

−−+−>

+−++−≥

+−+−=

+−≥

−+−=

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑

∑

∈
≠
∈

−−

∈
≠
∈

−−

∈
≠
∈

−−−

∈
≠
∈

−−

∈
−

∈
+−

HSدر اين رابطه هم ناتهي بودن        HSx را مي رساند زيـرا       \  و هـم اينكـه هـيچ نقطـه اي در           0∋\

HS I 0 بهتر ازxنيست  .

فوق ديده مي شود مي توان مجموعه هايي از نقاط شدني از اطراف هـر                همانطور كه در قضيه      :1نكته

 در نظـر    ∋Ab را حذف كرد و اين مجموعه ها را مي توان مستطيل هايي به مركز هـر                  A∞نقطه در   

HSلذا بر اين اساس مجموعه    .  محاط شده اند   −bBگرفت كه در      را مي توان بـه صـورت اجتمـاعي          \

.متناهي از ناحيه هاي چند ضلعي نوشت
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نقاط تقاضا و همسايگي هاي حول نقاط داراي اثر منفي:  3- 4شكل 

ــكل   ــه در شـ ــت،  3-4همانطوركـ ــده اسـ ــشان داده شـ } نـ }321654321 bbbaaaaaaA  و =,,,,,,,,

{ }321 bbbA ib همسايگي متناظرش با اسـتفاده از نـرم   A∞ حول هر نقطه در   ∞=,,

−
) و شـعاع  . )ibt0

) 13-4(بنابراين جواب بهينه    .  محاط شده است   icدرون هر همسايگي يك مستطيل      . رسم شده است  

Uدر  
3

1=i
icS  كران دار باشد بايد يك تابع پيوسـته را روي يـك مجموعـه فـشرده                 Sاگر  .  قرار دارد  \

.پس قضيه زير را داريم.  و قضيه وايرشتراس به دست مي آيد1-4كمينه كنيم و جواب از قضيه 

.جواب بهينه دارد) 13-4(اشد، آن گاه مسئله  كران دار بSاگر ناحيه شدني . ])97[( : 2-4قضيه 

اگرچه در مسائل عملي، ناحيه شدني هميشه كران دار است ولي مسائل با ناحيه شدني جنبه تئوريك                 

جواب بهينه مسئله كران دار، بهتر از جـواب         . دارند و از آن ها براي محاسبه كران ها استفاده مي شود           

.ن يك كران پايين براي آن به دست مي دهدمسئله بيكران نيست يعني مسئله بيكرا

 داده شده است، هزينه حمل و نقل به         ]103[در  ) 13-4(در شرايط كافي كه براي وجود جواب بهينه         

:نزولي و مقعر از فاصله فرض شده استصورت يك تابع غير
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CK−فرض كنيم   . ])97[(:3-4قضيه   ) 17-4(و  ) 16-4(يـب در     اعداد مثبتي باشـند كـه بـه ترت         1,

) يك تابع مقعر باشد و ∀∋agAaاگر . صدق مي كنند ) ( )[ ] +∞=+∑
∈

−∞↑ Aa
aat

tKgtCf 1lim

.جواب بهينه دارد) 13-4(آنگاه مسئله 

 هميشه مي توان مستطيلي ساخت      3-4 آمده است تحت فرضيات قضيه       ]104[ آنطور كه در     .2نكته  

 مقعر هستند، بدون از دست دادن كليت مي توان فـرض كـرد              agكه شامل نقطه بهينه باشد و چون        

در حالت كلي نامحدب است بـراي يـافتن جـواب    )  13-4(چون مسئله  . كه ناحيه شدني كراندار است    

الگوريتمي كه مورالس و همكـاران      .   استفاده كنيم   ]105و104[بايد از روشهاي بهينه سازي سراسري       

در الگوريتم آنهـا  .  اين مسئله در نظر گرفتند روش مستطيل بزرگ مستطيل كوچك است براي،] 97[

HSمجموعه    كـه شـامل   0R را به عنوان ناحيه شدني اوليه در نظر مي گيريم و كـار بـا مـستطيل                   \

) نشان دهنـده يـك مـستطيل و          Rدر آنچه در ادامه مي آيد       . جواب بهينه است آغاز مي شود      )Rz∗

)مقدار بهينه  )xz روي Rاست .

aaبا استفاده از خواص يكنوايي  gf . كران هاي زير به دست مي آيند,

)فرض كنيم . ])97[(:4-4گزاره  )Rz0به صورت زير باشد 

)4-21(( ) ( ) ( )[ ]∑
∈

+−
−+−=

Aa

a
a

a
a axgaxfRz minmax0

)آنگاه  ) ( )RzRz ∗≤0

aaاين نتيجه با توجه به مثبت بودن         gf  و يكنوايي آنها و نيز توجه به اين موضوع كه در حالت كلـي      ,

( )( ) ( ) ( )xgxfxgf minminmin .، به دست مي آيد+≤+
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a چون   .3نكته

−
.  روي رئـوس آن اختيـار مـي كنـد          R يك تابع محدب است، ماكزيمم خـود را در           .

aبنابراين پيدا كردن    

Rx
ax

−∈
−max      بـه ارزيـابي چهـار راس مـستطيل R   محاسـبه  .  تبـديل مـي شـود

a

Rx
ax

+∈
−min   در حـالتي كـه      . رنامه ريزي محدب اسـت     يك مسئله بa

+
 باشـد، روش    pL يـك نـرم      .

بنـابراين  .  مراجعـه شـود  ] 27 و29[براي مطالعه بيـشتر بـه   . خاصي براي حل آن پيشنهاد شده است

( )Rz0 را به راحتي با محاسبه بيشترين فاصله هر Aa∈ تا مستطيل R و تصوير كردن نقاط Aa∈

. مي توان محاسبه كردRروي 

)حال كران پايين ديگري براي       )Rz*                به دست مي آوريم و نشان مي دهيم كه كارايي آن حـداقل بـه 

)اندازه  )Rz0است .

)جهت پيدا كردن يك كران پايين بهتر براي         ) 23-4(حال از    )Rz*  استفاده مي كنيم و با اسـتفاده از 

. يك فرم معادل براي آن پيدا مي كنيم] 106[روش ضرايب لاگرانژ 

: و شامل بازه زير باشدR+ به ازاي از aI فرض مي كنيم ∋Aaبراي هر . ])97[(: 5-4گزاره 









−−

∈
−−∈

Rx

aa

Rx
axax max,min

معادل است با ) 23-4(آنگاه 

)4-24(

( )

Aaaxt
AaIt

RxtS

tfMin

a
a

aa

Aa
aa

∈−≤
∈∈

∈

−

∈
∑

..

).اثبات )i    فرض مي كنيم *x ريف مي كنيم تع. باشد) 23-4( جواب بهينه( )
Aa

aaxt
∈−

 و لـذا  *=−

( )**, tx است چون براي هر جواب شدني ) 24-4(جواب بهينه( )tx : داريمˆ,ˆ
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( ) ( ) ( )∑∑∑∑
∈∈

−
∈

−
∈

≤−≤




 −=

Aa
aa

Aa

a
a

Aa

a

a
Aa

aa tfaxfaxftf ˆˆ**

a براي محدوديت ] 106[با استفاده از روش ضرايب لاگرانژ 
a axt

−
.ست مي آيد گزاره زير به د≥−

)براي هر . ])97[(:6-4گزاره  ) 0≥= ∈Aaaλλ مقدار ( )λ_RLكه به صورت زير تعريف مي شود 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ∑∑∑
∈

−∈
∈

∈
∈

−
∈
∈

−−







+=−−+=

Aa

a
aRxAa

aaaaItAa

a
aaaa

It
Rx

axttfaxttfRL
aa

aa

λλλλ maxminmin_

. است) 23-4(يك كران پايين براي 

)براي محاسبه   .  ])97[(.4نكته   )λ_RL      ينه سازي محـدب بـه ازاي        بايد جواب بهينه يك مسئله به

. را به دست آورد∋Aaهر 

اگر . ])97[(.5نكته 







−

∈
−

Rx

aaxmax,0باشد داريم :

)4-25(( ) ( ) ( )∑
∈

−∈≥
−=≥

Aa

a

Rxa axfRLRL max__max 0
0

λ
λ

). ])97[(: 7-4گزاره  ) ( )λ
λ

LRz
00 ≥

≤ maxكه درآن 

)4-26(( ) ( ) ( )∑
∈

+
−+=

Aa

a
a axgRLL min_ λλ

)تابع   ).z       يك تابع ليپ شيتس روي HS ، و از هر كدام از موارد ذكر شده مي تـوان بـه        ]97[ است   \

با به كار بـردن روش شـاخه و كرانـه اي مـستطيل بـزرگ مـستطيل                  . عنوان كران پايين استفاده كرد    

.كوچك يا مثلث بزرگ مثلث كوچك مي توان مسئله را حل كرد

سرويس گيرنده باشد كار پيچيـده  رات منفي و انتخاب تابعي كه نشان دهنده اين تاثير برمحاسبه تاثي

در حالت هـايي كـه نقـش بـاد و           (در اين خصوص معمولا از نرم هاي اقليدسي، اريب          . و مشكلي است  
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استفاده از نرم هاي بلوكي پيچيدگي مدل را . و يا بلوكي استفاده شده است ) عوامل نظير آن مهم است    

چگال بودن نرم هاي چنـد ضـلعي در خـانواده نـرم هـا          . متر مي كند و لذا حل ان ساده تر مي شود          ك

هرچه تعداد جهـت هـاي راسـي       . سبب مي شود تا هر نرم دلخواه را بتوان با دقت مورد نياز تقريب زد              

. بيشتر باشد دقت نرم مزبور نيز بيشتر خواهد بود

كيفيـت  . ي نامطلوب به صورت يك تابع نزولي از فاصله استهمانطور كه قبلا گفته شد تابع هزينه ها     

5تا به حـال  . و چگونگي نزول اين تابع به نوع سرويس دهنده و خواص و ويژگي هاي آن بستگي دارد    

.  كه به اختصار به آن ها اشاره مي كنيم] 107[نوع تابع پيشنهاد شده است 

.ده است تابع خطي استساده ترين و معمول ترين تابعي كه در نظر گرفته ش

( ) ddf aaa βα −=

aaكه  βα . اعداد حقيقي نامنفي هستند,

اين تابع توسـط ملاچرينـوديس    . تابع ديگري كه مورد استفاده قرارگرفته است، تابع پتانسيل مي باشد       

.  پيشنهاد شده است] 24[و كلينا 

( )
ak
a

a d
df α

=

)حالت خاصي از اين تابع    .  يك پارامتر حقيقي نا منفي است      aαكه   )2=k را نوع گرانشي مي نامنـد  .

برخي از آلودگي ها مثل صوت، نور و تشعشع با معكوس مجذور فاصله نسبت مستقيم دارند، گسترش

دن اثـر نـامطلوب سـرويس دهنـده بـه       تابع نمايي براي مدل كـر 1995توي، الخيال و ژو در سال لذا

] 100[صورت زير معرفي كردند 

( ) ( )d
aa

aedf βα −=
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  نيز تابع لگاريتمي زير را براي اين منظور به كاربردند]108[كيسر و مارين 

( ) ( )ddf aa logα−=

:توابع گسسته اي نيز براي اين منظور پيشنهاد شده است كه به صورت زير مي باشد

( )


 <

=
..

*

wo
ddw

df aa
a 0

*كه در آن 
adمرزي است كه از آن به بعد از اثر نامطلوب سرويس دهنده صرف نظر مي شود .

 مكانيابي چند وسيله اي در مجموعه هاي محدب با نرم بلوكي 4-6

 رو مـي شـويم كـه     سرويس دهنده نيمه نامطلوب در عمل با موقعيت هايي رو بـه    در مسائل مكانيابي  

فضاي شدني اجتماعي از مجموعه هاي محدب است و تشكيل يك مجموعه احتمـالا نامحـدب را مـي              

در اين مسئله ما به بررسي مسئله چند وسيله اي در محيطي مي پردازيم كه فضاي شـدني آن                   . دهند

اي مسئله فـوق  بر. تابع فاصله در نظر گرفته شده نرم هاي بلوكي هستند        . اجتماعي از مستطيل هاست   

.الذكر مدل هاي برنامه ريزي خطي ارائه مي شود

1PPmسرويس دهنده   mدر مسئله مكانيابي چند وسيله اي فرض مي كنيم كه            ,,L    موجودنـد و مـي 

1XXm سرويس دهنده جديد يعني      nخواهيم مكان    ,,L      اگـر   .  را در صفحه پيدا كنـيم( )kj XXd ,

)بيانگر فاصله بين دو سرويس دهنده جديد و        )ij PXd  نيز بيانگر فاصله بين سرويس دهنـده جديـد   ,

j    و سرويس دهنده موجود i        ل بين   باشد و همچنين هزينه هر واحد حمل و نقij PX  و  jiw برابـر    ,

kjهزينه بين  XX : باشد تابع هدف مسئله به صورت زير استjkv برابر با ,
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)4-52(),(),(=),,(
1=1=<1

1 ijji

m

i

n

j
kjjk

nkj
n PXdwXXdvXXf ∑∑∑ +

≤≤

L

 سـرويس دهنـده جديـد يعنـي         nدر مسئله مكانيابي چند وسيله اي بـه دنبـال پيـدا كـردن مكـان                 

**
1 ,, nXX L         مسئله مكانيابي چند وسيله اي بـا نـرم         .  هستيم به گونه اي كه هزينه كل مينيمم گردد

: بلوكي به صورت زير فرموله مي شود

)4-53(
Bijji

m

i

n

j
Bkjjk

nkj
n PXwXXvXXf −+− ∑∑∑

≤≤ 1=1=<1
1 =),,( L

ب    مسئله مكانيابي چندوسيله اي در مجموعه هاي محد4-6-1

mPPفرض كنيم    ,,1 L   مختصات m               ماشين در يك كاركاه باشـند و مـي خـواهيم مكـان n   ماشـين 

فرض مي كنيم كه ماشين ها يك فضاي مستطيلي را اشغال مي كنند و مختصات              . جديد را پيدا كنيم   

mjآنها به صورت  ,1,= L, ),( jj pypxاست.

بنابراين فضاي باقيمانده از كارگاه كه قابل استفاده براي مستقر كردن ماشين هاي جديد هستند را به           

K  تقسيم مي كنيم به گونه اي كه با اندازه ماشين ها تطابق داشته باشد و مكانيابي را          ) بازه(مستطيل

Kjاين مجموعه ها را براي      . جام مي دهيم  روي چنين مجموعه هايي ان     ,1,= L     به صورت زير نمايش 

:مي دهيم

{ }jjjjj dycbxayxS ≤≤≤≤)(= ,|,

بنابراين فرمول بندي مسئله عبارت است از 

)4-54(
njSXtS

PXwXXvMin

jj

Bijji

m

i

n

j
Bkjjk

nkj

,,.. K1
1=1=<1

=∈

−+− ∑∑∑
≤≤
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هـر  . هـستيم در اين مسئله علاوه بر مكانيابي ماشين هاي جديد با نوعي مسئله تخصيص نيز رو به رو            

ماشين بايد فقط به يك ناحيه تخصيص داده شود و هر ناحيه حداكثر مي توانـد شـامل يـك ماشـين                      

 هرگاه ماشـين    ijγ=1 را به اين صورت در نظر مي گيريم كه           ijγبنابراين متغير هاي صفرويك     . باشد

j به ناحيه i 0 تخصيص داده شود و در غير اينصورت=ijγ .لذا مدل زير را خواهيم داشت:

)4-55(

{ }0,1

,1,=1

,1,=1=

,1,=,1,=)(1
,1,=,1,=)(1
,1,=,1,=)(1
,1,=,1,=)(1

..

1=

1=

1=1=<1

∈

≤

−−≥
−+≤
−−≥
−+≤

−+−

∑

∑

∑∑∑
≤≤

ij

ij

n

j

ij

K

i

ijij

ijij

ijij

ijij

Bijji

m

i

n

j
Bkjjk

nkj

Ki

nj

njKiMcy
njKiMdy
njKiMax
njKiMbx

tS

PXwXXvMin

γ

γ

γ

γ
γ
γ
γ

L

L

LL

LL

LL

LL

خصيص داده   ام ت  i به ناحيه    jچهار محدوديت اول مدل بيانگر اين موضوع مي باشند كه اگر ماشين             

. شد، در درون اين ناحيه قرار گيرد و بيرون آن نيافتد، در غير اينصورت به اين ناحيـه محـدود نـشود                     

ijiiji، محدوديت هاي مسئله ايجاب مـي كننـد كـه            ijγ=1مثلا وقتي    dycbxa ≤≤≤≤  يعنـي   ,

 آنگــاه محــدوديت هــا ايجــاب مــي كننــد كــه  ijγ=0اگــر . ماشــين در ناحيــه مربوطــه قــرار گيــرد

MdyMcMbxMa ijiiji +≤≤−+≤≤− .  نمي شـود   iام محدوده مستطيل    j يعني ماشين    ,

دو محدوديت ديگر مدل تضمين مي كنند كه هر ماشين فقط به يك ناحيه تخصيص داده شود و هـر                    

: داريم زير رامدل برنامه ريزي خطي. ناحيه حداكثر شامل يك ماشين باشد
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)4-56(

{ } 0,,,0,1

,1,=1

,1,=1=

11=
)(1)(1
)(1)(1

)(=

)(=

)()(

1=

1=

1=

1=

1=1=1=1=1

≥∈

≤

=
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∑∑∑∑∑
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n

j
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K

i

ijijijij

ijijijij

ggjigji

r

g
ij

ggjkgjk

r

g
kj

gjigjiji

r

g

m

i

n

j
gjkgjkjk

r

gnkj

Ki

nj

njKi
McyMdy
MaxMbx

bPX

bXX

tS

wvMin

ββλλγ

γ

γ

γγ
γγ

ββ

λλ

ββλλ

,

,,,,

..

L

L

KK

.كه اين مدل يك مدل برنامه ريزي خطي است

ايـن كارگـاه    .  فرض كنيد مي خواهيم مكان استقرار دو ماشين جديد در يك كارگاه بيابيم             .1-4مثال

15 ماشين در مكانهاي     5شامل   PP ,,K همچنـين  .  آمده اسـت   1-4ها در جدول    مختصات ماشين .  است

2-4چهار ناحيه براي استقرار ماشينهاي جديد در دست است كه مشخـصات ايـن نـواحي در جـدول                    

هدف يافتن مكان اين ماشينها بگونه اي است كـه مجمـوع فواصـل مـستطيلي ماشـينهاي      . آمده است 

.جديد تا ماشينهاي موجود كمينه گردد

بدست مي آيد كه يك مسئله ) 57-4( نرم مستطيلي بنويسيم، مسئله را براي) 56-4( اگر مدل .حل

:مدل مسئله فوق بصورت زير است.برنامه ريزي خطي است و به راحتي مي توان آن را حل كرد

مختصات ماشينها. 1- 4جدول 

5P4P3P2P1P

64224x

51524y
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مختصات نواحي براي استقرار ماشينهاي جديد. 2- 4جدول 

LxUxLyUy

1S1267

2S2334

3S4557

4S5623

)4-57(

min

. .

, ,

n m

jk jk jk ji ji ji
j k n j i

n m

jk jk jk ji ji ji
j k n j i

j k jk jk

j k jk jk

j ji ji i

j ji ji i

j i ij

j i

v p q w r s

v p q w r s

S t
x x p q
y y p q
x r s px
y r s py
x b M i K j n
x a M

γ

≤ < ≤

≤ < ≤

+ + +

′ ′ ′ ′+ + + +

− − +
′ ′− − +

− +
′ ′− +

≤ + −
≥ −

∑ ∑∑

∑ ∑∑

L L

1 =1 =1

1 =1 =1
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( ) ( )

=0
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=
=
(1 )   =1, ,  =1
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,
, , , , , , ,
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j i ij

j i ij
K
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i
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jk jk jk jk ji ji ji ji

i K j n
y d M i K j n
y c M i K j n

j n

i K

p q p q r s r s

γ
γ
γ

γ

γ

γ

−
≤ + −
≥ − −

≤

∈
′ ′ ′ ′ ≥

∑

∑

L L

L L

L L

L

L

=1

=1

)   =1  =1
(1 )   =1  =1
(1 )   =1  =1

=1   =1

1   =1

0 1  
0

3از حل اين مدل جواب 
*
1 (4,5)= SX ∈, 2

*
2 (3,4)= SX  بدست مي Z*=30 با مقدار تابع هدف ∋

.آيد
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     مقدمه5-1

مسئله وبر يكي از پركاربردترين مسائل نظريه مكانيابي است كه مطالعات زيادي روي آن انجـام       

.  مراجعـه كنيـد    ]110و109و13[براي مطالعه كامل اين مسئله و انواع آن مي توانيـد بـه              . شده است 

 نقطه در صفحه داده شده است و متناظر با هـر راس          nت كه فرض كنيد     مسئله وبر به اين صورت اس     

اگر وزن مثبت باشد يعني هزينه با افزايش فاصله، زياد مي شـود و              . يك وزن تخصيص داده شده است     

هدف پيدا كردن مكان يك سرويس دهنده      . اگر منفي باشد يعني با افزايش فاصله، هزينه كم مي شود          

جديد است به قسمي كه مجموع وزني فاصله بين سرويس دهنده جديد ونقاط موجود كمينـه گـردد،                  

يعني 

)5-1(( ) ( )∑
=

=
n

i
ii XdwXFMin

1

. ، مكان سرويس دهنده استXكه در آن 

iw وزن متناظر با نقطه ،iاست.

( )Xdi فاصله pL بين نقطه iو سرويس دهنده است  .

در ادامه با نرم هاي مستطيلي و اقليدسي، مسئله را مورد بررسي قرارمي دهيم كه حالت خاصي از نرم       

pLاگر .  هستند( )iii yxP ) باشد، فاصله iات نقطه  مختص=, )Xdiبرابر است با :

)5-2(( ) ( ) [ ]pp
i

p
iii yyxxyxdXd

1

, −+−==

اگر وزن متناظر با راس منفي باشد معني اش اين است كه نزديك شدن به مشتري هزينـه را افـزايش         

ويس دهنده را جذب يا دفع مي كننـد و        لذا مي توان اين طور تعبير كرد كه نقاط تقاضا، سر          . مي دهد 
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 و تليـر و    ]110[ايـن تعبيـر اولـين بـار توسـط تليـر             . در جواب بهينه اين دو نيرو به تعادل مي رسند         

حال وقتي بعضي وزن ها مثبت و بعضي ديگر منفي هستند، مسئله را مسئله . ارائه شد] 111[ككالدي 

ين صورت تعبير مي كننـد كـه سـرويس دهنـده بـراي                ناميده و وضعيت را به ا       ١وبر با جاذبه و دافعه    

به عنوان مثال فرض كنيد كه مـي    . بعضي مشتريان نامطلوب است و به برخي ديگر خدمات مي رساند          

ساكنان نواحي مسكوني دوست    . خواهيم يك كارخانه احداث كنيم و نقاط تقاضا نواحي مسكوني باشد          

الي كه برخي واحد هاي صنعتي از نزديك بـودن بـه آن            دارند تا حد امكان از كارخانه دور باشند در ح         

.سود مي برند و برايشان مفيد است

بعـدا تليـر و پلانـسكي در سـال     . مسئله وبر با جاذبه و دافعه را با سه نقطه تقاضا حل كرد] 112[تلير

مـسئله را در  ] 21[1998 وكـرارپ در سـال   ]104[1991 درزنر و وسلوسكي در سـال  ]113[1989

] 100[ و توي و همكاران ] 114[ماراناس و فلوداس . كلي و با هر تعداد نقطه تقاضا حل كردندحالت 

اين نوع به كـارگيري وزن هـاي        . مثال هاي بزرگ مقياس از مسئله وبر با جاذبه و دافعه را حل كردند             

 ـ    ] 115[ه مثبت و منفي براي مسائل جايابي نيز به كار برده شده است كه در اين مـورد مـي توانيـد ب

.مراجعه كنيد

قضيه اي كه در زير بيان مي شود براي هر تابع فاصله اي كه در نامساوي مثلث صـدق كنـد درسـت                       

:قرار مي دهيم). مجذور فاصله اقليدسي در نامساوي صدق نمي كند(است 

∑
=

=
n

i
iwW

1

 مكـان بهينـه نامتنـاهي    W>0متناهي است و اگر    آنگاه مكان بهينه     W<0اگر). ]104[ (:1-5قضيه

.است

80Weber problem with Attraction and Repulsion
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) نقطه   .اثبات )yx, اگر .  را در نظر بگيريد( )yxD ) فاصله , )yx, تا مبدا باشد، بنابر نامساوي مثلث و 

: داريمiبراي يك

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,.,,.,., iii dyxDyxddyxD +≤≤−

: داريمi براي اين iw≤0حال اگر 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,.,,.,., iiiiiiii dwyxDwyxdwdwyxDw +≤≤−

 آنگاهiw>0واگر

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,.,,.,., iiiiiiii dwyxDwyxdwdwyxDw −≤≤+

كه اين ها معادل اند با

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,.,,.,., iiiiiiii dwyxDwyxdwdwyxDw +≤≤−

: داريمiحال با جمع زدن طرفين نامساوي ها روي .  برقرار استiو اين رابطه براي هر 

)5-3(( ) ( ) ( ) UyxWDyxFUyxWD +≤≤− ,,,

ــه در آن  )كـ )∑
=

=
n

i
ii dwU

1

ــر .,. ) ،  اگـ ) ∞→yx, ــاه ) آنگـ ) ∞→yxD ــر . , ــاه W<0اگـ  آنگـ

( ) ∞→yxF اين نشان مي دهد كه جواب بهينـه متنـاهي   .  است∞ چون حد نا مساوي سمت چپ       ,

) آنگاه   W>0اگر  . موجود است  ) −∞→yxF  ميل مي كند و اين يعني −∞ زيرا نامساوي راست به     ,

.تناهي استجواب بهينه نام

:، را به صورت زير تعريف مي كنيمα درجه منفي بودن يك مسئله، .تعريف
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+

−

<

−

>

+

=

−=

=

∑

∑

W
W

wW

wW

i

i

w
i

w
i

α

0

0

+−كه   += WWW    را در قالب درجه منفي بودن به اين صورت مي توان مطرح كرد              1-5 حال قضيه 

. آنگاه جواب نامتناهي استα<1جواب متناهي است و اگر  آنگاه α>1كه اگر 

     مسئله وبر با جاذبه و دافعه و نرم مستطيلي5-2

 با نرم مستطيلي را به روش هاي مشابه با آنچه براي مـسئله وبـر بـا وزن    مسئله وبر با جاذبه و دافعه

كه وقتي بعضي وزن ها منفي مي شـوند، مـسئله           توجه مي كنيم    . مثبت آمده است مي توان حل كرد      

بنـابراين ويژگـي هـاي    . ممكن است محدب نباشد و ممكن است شامل چندين بهينـه موضـعي باشـد           

: مسئله به صورت زير خلاصه مي كنيم

مسئله را مي توان به دو مسئله يك بعدي تجزيه كرد و جواب بهينه از تركيـب جـواب بهينـه هـر                       ) 1

) بعدي را در نظر مي گيريم و يكبنابراين از اين به بعد مسئله . ت مي آيدكدام از مسائل بدس )yxF ,

)به  )xFتبديل مي شود  .

:  كه يك نقطه تقاضا نيست به صورت زيراندxتابع هدف و مشتق آن در نقطه ) 2

( ) ( ) ( )∑∑∑∑ ∑
<><= >

−−−=−+−=−=
iiii xx

ii
xx

ii
xx

ii

n

i xx
iiii xxwxxwxxwxxwxxwxF

1

( ) ∑ ∑
> <

−=′
i ixx xx

ii wwxF

. در نتيجه مشتق براي نقاط بين دو نقطه تقاضاي متوالي ثابت است
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 بعدي ممكن است بيش از يـك جـواب بهينـه داشـته     -1ويژگي قبل نشان مي دهد كه در مسائل     ) 3

 است اگر و تنها      يك بهينه موضعي   ixنقطه تقاضا   . باشيم، اما حداقل يكي از جواب ها نقطه تقاضاست        

iاگر  
xx xx

ii www
i i

≤−∑ ∑
> <

نتيجه اينكه تنها نقاطي كه داراي وزن منفي نيستند مـي تواننـد مينـيمم          . 

براي حل مسئله الگوريتم زير را به كار مي بريم.باشند

:1الگوريتم 

1(ix 1ها را به صورت صعودي مرتب مي كنيم يعني+≤ ii xx

∑قرار مي دهيم )2
=

−=
n

i
iwW

1
01 اگر1 >Wآنگاه توقف كن جواب نامتناهي است .

) محاســـبه كـــن، 1xمقـــدار تـــابع هـــدف را در )3 )∑
=

−=
n

i
ii xxwF

2
 قـــرار مـــي دهـــيم 11

111 FFxxi === ** ,,

)مقادير  )4 ) iiiiiiii wWWxxWfF 21111 +=−+= ++++  برابر اسـت بـا      iW. ي كنيم  محاسبه م  ,

)مشتق چپ  )xF 1 و+iW برابر است با مشتق راست ( )xF.

FFi*اگر )5 <+ ** آنگاه 1 , xFرا  بروز مي كنيم .

=+1قرار مي دهيم )6 ii و اگر ni .4 برو به گام ≥

. مقدار بهينه تابع هدف استF* جواب بهينه و x*در غير صورت توقف كن )7

)پيچيدگي الگوريتم فوق از مرتبه       )nnO log و   داريـم  2زيرا يك مرحله مرتب سـازي در گـام          .  است 

)بقيه الگوريتم از مرتبه      )nO لذا اگر بردار    .  استx           مرتب شده باشد، پيچيـدگي الگـوريتم بـه ( )nO

.كاهش مي يابد



96مسئله وبر با جاذبه و دافعه 

مسئله وبر با جاذبه و دافعه و مجذور نرم اقليدسي5-3

نرم اقليدسي دارد اينست كه جواب آن را مي توان به عنـوان      ويژگي قابل توجهي كه مسئله با مجذور        

در حالتي كه وزن ها مثبت      . نقطه شروعي براي مسئله وبر با جاذبه و دافعه و نرم اقليدسي منظور كرد             

) 5-1(لذا از . هستند براي حل مسئله بايد مركز ثقل نقاط را پيدا كنيم و اين نقطه جواب مسئله است        

:داريم

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−+−=
n

i
iii yyxxwyxF

1

22,

)5-4(( ) ( ) ( )∑∑∑
===

++−−+=
n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii yxwywyxwxyxWyxF

1

22

11

22 22,

)). ]104[ (:2-5لم )yxF  و لذا خطي خواهـد بـود        W>0 و مقعر است اگر    W<0 محدب است اگر     ,

.W=0هرگاه 

:هيم، خواهيم داشترا برابر صفر قرار د) 4-5(اگر مشتقات جزئي حال 

)5-5(

W

yw
y

W

xw
x

n

i
ii

n

i
ii

∑

∑

=

=

=

=

1

1

*

*

) از ماتريس هسين 2-5براي اثبات لم  )yxF .  استفاده مي كنيم,

( )( ) 







=

W
W

yxFH
20
02

) و در آن, )( )( ) 24WyxFH =,det .  ــر ــوح اگ ــه وض ــاه W<0ب F آنگ

. مقعر استF آنگاه W>0است و اگرمحدب 
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) مينيمم  W<0اگر). ]104[ ( :3-5لم   )yxF ) در , )** , yx   0 به دست مي آيـد و اگـر<W  جـواب 

 و همچنــين W=0اگــر .  آنگــاه جــواب نامتنــاهي اســت   W=0اگــر . نامتنــاهي خواهــد بــود  

0
11

==∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii ywxw آنگاه تابع هزينه در سراسر صفحه ثابت است و هر نقطه اي جواب بهينه است 

)، )5-5(طبـق   آنگـاه    W=0اگـر   .  به دست مـي آيـد      1-5 اثبات قسمت اول از قضيه       .اثبات )** , yx

ــود  ــد بــ ــاهي خواهنــ ــر . نامتنــ 0 و W=0اگــ
11

==∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii ywxw ــاه از ــم ) 4-5( آنگــ داريــ

( ) ( )∑
=

+=
n

i
iii yxwyxF

1

.  كه مقداري ثابت است و لذا هر نقطه در صفحه بهينه است,22

ي مسئله وبر با جاذبه و دافعه و نرم اقليدس5-4

:در حالتي كه نرم فاصله را نرم اقليدسي در نظر بگيريم، داريم

( ) ( ) ( )∑
=

−+−=
n

i
iii yyxxwyxF

1

22,

اگـر  .  اگر تمام وزن ها مثبت باشند آنگاه تابع هدف محدب است و اگر همگي منفي باشند مقعر است             

بــراي مثــال نقــاط . بعــضي از وزن هــا منفــي باشــند خاصــيت تحــدب تــابع هــدف از بــين مــي رود 

( ) ( ) ( )010001 ,,,,, 313 با وزن هاي − . در نظر بگيريد−,,

همانطور كه از شكل پيداست تابع هدف نه محدب .  ]104[ رسم شده است )1-5(تابع هدف در شكل 

)است نه مقعر و دو مينيمم موضعي در  ) ( )0101 ,,, . دارد−
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تابع هدف با سه نقطه. 1- 5شكل 

الگـوريتم بـا    .  اسـت  ٢ هايي كه براي حل خانواده مسائل وبر به كار مي رود، روش وايزفلد             يكي از روش  

)نقطه شروع  ) ( )( )00 yx : آغاز مي شود و روند تكراري زير را دنبال مي كند,

)5-6(
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( ) ( )( )
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∑

∑
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w
yxd
xw

x

1

11

1

11

,

,

,

,

ــيم     ــي كن ــف م ــال تعري )ح ) ( )( )∑
=

=′
n

i
kk

i

i

yxd
wW

1 ,
ــوان بر    ــي ت ــادگي م ــه س ــه    ب ــرد ك ــي ك رس

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )kkkkkk yxF
W

yxyx ,,, ∇
′

+=++ 111.

2Weiszfeld
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) آنگاه   W′<0اگر). ]104[ (:4-5لم ) ( )( )11 ++ kk yx W′>0 روي خط تندترين كاهش قرار دارد و اگر  ,

.آنگاه روي خط تندترين افزايش است

) از   W′<0لذا اگر    ) ( )( )11 ++ kk yx ) از   W′>0 و اگر    , ) ( )( ) ( ) ( )( )112 ++− kkkk yxyx  به عنوان نقطه شروع     ,,

.تكرار بعد استفاده مي كنيم

طول گام روش وايزفلد در هـر    .  تكرار بعدي را نمي توانيم اجرا كنيم وتعريف نشده است          W′=0وقتي  

تكرار  
W ′
Wر گراديان است لذا اگر مقدار        برابر مقدا  1  كوچك باشد جواب تكرار بعد بزرگ مي شود و          ′

ــد  ــي روش بيانجام ــه واگراي ــيم    . ممكــن اســت ب ــي كن ــف م ــام تعري ــول گ ــدار ط ــرل مق ــراي كنت ب

( ) ( )( )kk
i

i
i yxd

wW
,

) انجام شده است نتايج زير براي هر نقطـه  ] 104[ طبق محاسباتي كه در ′= )yx,

در صفحه به دست مي آيد، 

)5-7(
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

++

−′−

−+−′++=
n

i

kk
iii

kkkk

yxdyxdW

yyxxWGyxFyxF

1

2

21212

,,

,, *

)كه در آن  ){ } ( ){ }[ ]∑
=

++ −−+′=
n

i

kk
iii yxyxWG

1

212122*.

)فرض كنيم كه در تكرار بعد الگوريتم به نقطه  ) ( )( )λλ yx  حركت كنيم كه ,

)5-8(( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]kkkkkk yxyxyxyx ,,,, −+= ++ 11λλλ

با به كار بردن تقريب هاي

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]kk
i

kk
i

kk
ii yxdyxdyxdyxd ,,,, −≈= ++ 11λλλ

 و
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)5-9(( ) ( )( ) ( ) γλβλδλλ 2212 −−+≈yxF ,

كه در آن

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

++

++

−′=

−+−′=

+=

n
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kk
i

kk
ii

kkkk

kk

yxdyxdW

yyxxW

GyxF

1

211

2121

,,

, *

γ

β

δ

)و با صفر قرار دادن مشتق  ) ( )( )λλ yxF : خواهيم داشت) 9-5( در λ نسبت به ,
γβ

β
−

=d

: باشدكه نتيجه مي دهد تكرار بعدي روش بايد به صورت زير

)5-10(( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

γβ
γβ

−
−

=′′
++ kkkk yxyxyx ,,,
11

yx نيز W′=0براي برخورد نكردن با مشكل  WW  را به صورت زير تعريف مي كنيم,

( ) ( ) ( )( )11 ++′= kk
yx yxWWW ,,

:داريم) 10-5(لذا با جايگذاري تعريف فوق در رابطه 

)5-11(( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
γβ

γβ
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W
yxWW
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yx ,,
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ه ك
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)قابل ذكر است كه اگر مشتق دوم         ) ( )( )λλ yxF λβ ، يعني    λ نسبت به    , γβيا  (− ′−′′W (  مثبـت

λβ اگر   . را مي دهد   F فوق مينيمم    λباشد آنگاه    ) 9-5( در رابطـه     F منفي باشد آنگاه مينيمم      −

. به دست مي آيدλ=∞±به ازاي 

توجه داريم كـه    . نتايج فوق را در الگوريتمي كه از خانواده روش هاي گرادياني است خلاصه مي كنيم              

پـس روي  . از به محاسبه تابع هدف و گراديان در نقاط زيادي مي باشـد   در روش گرادياني استاندارد ني    

خط گراديان به جست وجو پرداخته مقداري كه به ازاي آن مي نيمم تابع تقريب زده مي شود را مـي                   

.يابيم و آن را به عنوان طول گام استفاده مي كنيم

)]104[(روش وايزفلد اصلاح شده : 2الگوريتم 

نقطـه شـروع   .  توقـف كـن، جـواب نامتنـاهي اسـت     W>0اگـر  .  را محاسبه مي كنـيم     Wمقدار  )1

( ) ( )( )00 yx مثلا مي توانيم مركز ثقل را انتخاب كنيم و شـمارنده تكرارهـا را              .  را انتخاب مي كنيم    ,

.k=0قرار مي دهيم

)نقطه  ) 39-4(از  )2 )yx )اگر  . ( را محاسبه مي كنيم    ,′′ ) ( )( )kk yx  يك نقطه تقاضـا بـود، آنگـاه در          ,

).جهت تند ترين كاهش به اندازه بسيار كمي فاصله بگيريد

′′−′<0اگر )3 γβW قرار دهيد ( ) ( )( ) ( )yxyx kk ′′=++ ,, . برويد7 و به گام 11

)و اگر نه )4 ) ( )( )λλ yx .محاسبه كنيد) 8-5(، طبق λ=1 را با ,

)اگر )5 ) ( )( ) ( ) ( )( )kk yxFyxF ,, <λλ قرار دهيد ( ) ( )( ) ( ) ( )( )λλ yxyx kk ,, =++ . برويد7 و به گام 11

و اگر نه قرار دهيد )6
2
λλ . برگرديد5 و به گام =
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=+1قرار دهيد )7 kk     اگر فاصله بين ( ) ( )( ) ( ) ( )( )kkkk yxyx ,,, 11  كمتـر از خطـاي از پـيش تعيـين           ++

) بود، توقف كنيد، εشده  ) ( )( )11 ++ kk yx . برويد2 جواب بهينه است و اگر نه به گام ,

روش هاي ديگري براي اين مسئله تا الان به كار برده شده است كه از آن جملـه مـي تـوان بـه روش                    

مستطيل كوچك مثلث بزرگ مثلث كوچك و اخير روش مكعـب بـزرگ مكعـب               هاي مستطيل بزرگ    

. را نام برد]30[كوچك 

     قضيه موضعي سازي 5-5

يعني تمام وزن  (α=0اگر . در اين قسمت ناحيه اي كه شامل جواب بهينه است را مشخص مي كنيم    

. ب بهينه در پوسته محدب نقاط تقاضا قـرار دارد به راحتي مي توان نشان داد كه جوا     ) ها مثبت باشند  

در هر صورت بـراي مطالعـه بيـشتر در        . اين واقعيت را مي توان از رابطه تكراري وايزفلد به دست آورد           

. مراجعه كنيد] 118و117و116[اين زمينه به 

.  اسـت را در نظـر بگيريـد   Rشـعاع   و cحال كوچكترين دايره اي كه شامل تمام نقاط تقاضا با مركز   

10اگر <<α    ثابت مي شود كه جواب بهينه در دايره اي بـا مركـز             12 در قضيه c     و شـعاع 
21 α−

R

.آمده است]104[ قضيه در مرجع  آنگاه جواب نامتناهي خواهد بود، اينα≤1اگر . است

 و شـعاع    c مجموعه جواب هاي بهينه شامل موضـعي و سراسـري در دايـره اي بـه مركـز                    :12قضيه  

21 α−

Rقرار دارند  .

) نقطه   .اثبات ) ( )ii yxyx ,, ) را از نقطه     ≠ )ii yx ) به اندازه    , )yxdi  واحد فاصـله دارد در نظـر مـي          ,

)فرض كنيد نقطه    . گيريم )yx,       را به اندازه نـاچيز ε         در جهتـي كـه بـا پـاره خـط واصـل ( )yx,  تـا 
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( )ii yx )واضح است كه اثر اين در . ا كنيم مي سازد، جا به جθ زاويه , )yxdi  به صورت زير محاسبه ,

:مي شود

)5-13(( ) θε cos, −=∆ yxdi

)حال نقطه    )yx,             را به گونه اي در نظر بگيريد كه فاصله اش از c بيشتر از 
θsin
Rگر به اندازه ا.  باشد

) از نقطه    εبسيار كوچك    )yx,    به طرف c            حركت كنيم، چون زاويه بين حركت در جهت هر نقطـه 

:خواهيم داشت) 13-5( است، بنا بر θتقاضا بين صفر و 

)5-14(( ) θεε cos, −≤∆≤− yxdi

:بنابراين تغييرات ايجاد شده در تابع هدف در اثر اين حركت به صورت زير است

)5-15(
( ) ( )

[ ] [ ] [ ]θαεθαεθε

εθε

coscoscos

cos,,

−=−=+−=

−−<∆=∆

+++−+

<>=
∑∑∑

WWWWW

wwyxdwyxF
ii w

i
w

i

n

i
ii

001

αθبنابراين براي نقطه اي كه در آن         >cos   آنگاه ( ) 0<∆ yxWF ) و اين يعني     , )yx,    نمي تواند مي 

αθبايد شرط   ) بهينه سراسري (اشد، بنابراين در بهينه موضعي      نيمم موضعي ب   ≤cos  اما .  برقرار باشد

θθچون   21 cossin αθ آنگاه   =− ≤cos      21 معادل است بـا αθ −≥sin       لـذا جـواب بهينـه در 

 و شعاع cدايره اي با مركز 
21 α−

Rقرار دارد .
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      مقدمه6-1

با توجه به ساختار زنـدگي      .  در يك شهر احداث كنيم      را مي خواهيم فروشگاهي  كه  فرض كنيد   

شهري نحوه و توزيع جمعيت، هر چه فروشگاه به مركز شهر و مناطق پر جمععيت نزديـك تـر باشـد،                     

متوسط هزينه حمل و نقل آن ها كاسته شده و تقاضاي           ازيك طرف دسترسي ساكنان افزايش يافته و        

مشتريان به خوبي ارضا مي شود و از طرف ديگر احداث فروشگاه در چنين جايي هزينه هاي زيادي در 

پي دارد، ماليات كه افزايش فروشگاه بايد پرداخت كند، ميزان فضايي كه در ايـن منطقـه بايـد بـه آن          

 و ترافيك ناشي از آن كه تردد را دچار مشكل مي كند همگـي               اختصاص داده شود، شلوغي، سرو صدا     

اگر اين فروشگاه را تا حد امكان . از جمله اثرات نامطلوب مشكلات نزديكي فروشگاه به مركز شهر است  

دور از مركز شهر احداث كنيم، ضمن كاهش اثرات نامطلوب آن بـر مـشتريان، اثـرات مثبـت آن هـم                      

. شهر، افزايش هزينه و زمان رفت وآمد، كاهش دسترسي را در پي دارد       كاهش مي يابد، دوري از مركز       

در حالت اخير اثرات مطلوب نزديكي به مركز شهر به عنوان اثرات نامطلوب و اثـرات نـامطلوب آن بـه                     

تصميم گيري براي احـداث چنـين سـرويس         . عنوان اثرات مطلوب دوري از مركز شهر تلقي مي شوند         

قعي و زندگي شهري با آنها رو به رو هستيم و تعدادشان هم كم نيست، كار                دهندگاني كه در دنياي وا    

. پيچيده و دشواري است

 پيشنهاد شده است، اين است كه براي دوري و ]119[ايده اي كه براي مدل سازي اين مسئله در 

ن مورد حال مسئله را از دو ديدگاه مي توا. نزديكي از مركز شهر يك كران مشترك در نظر گرفته شود

يكي از ديد مديران فروشگاه و ديگري از ديد مشتريان و سرويس . بررسي قرار داد و مدل سازي كرد

هم بيشتري از ساز نظر مديران، حالتي كه سود آوري، جذب مشتري بيشتري و پوشش . گيرندگان

 كه دسترسي از ديد مشتريان، حالتي مطلوب تر است و،بازار با كمترين هزينه را در پي داشته باشد

شلوغي و ترافيك كمتري براي ر، قيمت هاي كمتر و نيز اثرات نامطلوب نظير سروصدا و تبهتر و آسان



106مسئله مكانيابي آرماني

بنابراين براي جلب رضايت مشتريان و مديران از يك . آنها داشته باشد مناسب تر و مطلوب تر است

كران مزبور به مركز شهر يعني اگر فروشگاه در فاصله نزديك تري از . كران مشترك استفاده مي كنيم

احداث كنيم هزينه ناشي از اثرات نامطلوب افزايش مي يابد و اگر در فاصله بيشتري از آن احداث شود 

 لذا با تعيين يك كران مشخص براي ،سود آوري فروشگاه كاهش مي يابدرضايتمندي مشتريان و

از كران هاي مذبور مدل مي فاصله از مركز شهر مسئله را با هدف كمترين مجموع مجذور فاصله 

در حقيقت ميزان خطاي دوري از اين كران را مينيمم مي كنيم و به عبارتي مسئله تعميمي از . كنيم

:مدل مسئله در حالت كلي به صورت زير است. مسئله وبر خواهد بود

)6-1(( ) ( )( )∑
=

−=
n

i
ii rPXdXFMin

1

2,

)ها شعاع هاي متناظر با هر منطقه و ir نقاط و مناطق موجود، iPكه  )iPXd  فاصله نقطه مجهول ,

براي پنج نقطه تقاضا با شعاع هاي متفاوت ) 1-6(اين مسئله در شكل .  استiPتا سرويس گيرنده 

. نشان داده شده است

انيابي آرمانينمايش گرافيكي مسئله مك:  1-6شكل 
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 فاصله اقليدسي باشد مسئله را مسئله تك وسيله اي وبر آرماني مي ناميم و يك روش تكراري dاگر

 همچنين .ه وايزفلد براي آن ارائه مي كنيم و همگرايي سراسري آن را ثابت مي كنيمنقطه ثابت شب

)مسئله را براي حالتي كه  ).d يك نرم بلوكي است بررسي و يك مدل برنامه ريزي خطي براي آن 

. ارائه مي كنيم

 قرار داشته باشند و شعاع rبه عنوان مثالي از اين مسئله، اگر تمام نقاط تقاضا روي دايره اي به شعاع      

rriباشد يعني   rآرماني مفروض براي هر سرويس گيرنده برابر         i ، آنگاه مركز دايره فوق جواب      ∀=

قابل ذكر است كه ايـن مـسئله بـا مـسئله      . بهينه مسئله خواهد بود و مقدار تابع هدف برابر صفر است          

پوشش متفاوت است زيرا در مسئله پوشش تعداد سرويس دهنده ها مشخص نيست و در آن به دنبال                  

ه هستيم به گونه اي كه فاصله هر مشتري با نزديكترين سرويس دهنـده            كمترين تعداد سرويس دهند   

.به آن كمتر از شعاع مربوطه باشد

با توجه به توجيه و تعبير مسئله مكانيابي آرماني، اين مسئله كاربردهاي زيادي در اسـتقرار اسـتاديوم                  

گاني از اين قبيـل كـه هـم         ها، كارخانه ها، ماشين آلات، نيروگاه ها، اماكن دفن زباله و سرويس دهند            

. داراي تاثيرات مثبت و هم تاثيرات منفي هستند، مي توانند داشته باشند

خواص مسئله 6-2

 بخـش بـه بررسـي خـواص ايـن مـسئله مـي               در اين . مدلبندي مسئله در بخش قبل انجام شد      

مكن اسـت داراي     نشان دادند كه تابع هدف محدب نيست و لذا م          ]119[فتحعلي و همكاران    . پردازيم

آنها همچنين نشان دادند كه جواب بهينـه در پوسـته مـستطيل گـسترش     . بهينه موضعي زيادي باشد   

پوسته مستطيلي گسترش يافته كوچكترين مستطيل است كـه شـامل نقـاط تقاضـا و           . يافته قرار دارد  

ه مكانيابي تـك     در حل مسئل   ١ از لم فاركاس   ]120[زعفرانيه و همكاران    . دايره هاي متناظرشان است   

1Farkas's Lemma 
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در اين قسمت از لم فاركاس كه از قـضاياي پـر            . وسيله اي در صفحه با دو نرم متفاوت استفاده كردند         

بـراي مطالعـه   .  كاربرد بهينه سازي است، براي پيدا كردن ناحيه شامل جواب بهينه استفاده مي كنيم          

. مراجعه شود]122و121[بيشتر به 

 بردار باشد آنگاه تنها يكي از دو        n يك   C و   ×nm يك ماتريس    A اگر   .))1902(فاركاس   (1-6لم  

:دستگاه زير جواب دارد

CWAW
AxCx
=≥
≥<

,
,
0

00

.اضا قرار دارددر پوسته مستطيلي گسترش يافته نقاط تق) 1-6( جواب بهينه مسئله  .2-6قضيه 

. ابتدا چهار نقطه زير را تعريف مي كنيم.برهان

{ }
{ }
{ }
{ }nirbRH

niraRH
nirbRH
niraRH

ii

ii

ii

ii

,,|min
,,|max
,,|max
,,|min

L

L

L

L

1

1

1

1

4

3

2

1

=−=

=+=

=+=
=−=

. نشان مي دهيم كه جواب بهينه از مستطيل توليد شده با اين چهار نقطه به عنوان رئوس آن قرار دارد

فرض خلف مي كنيم كه      







=

b

b
b y

x
X            داشـته باشـد     جواب بهينـه مـسئله، خـارج از مـستطيل قـرار  .

)بنابراين بايـد خـارج از يكـي از مخـروط هـاي توليـد شـده بـا                     ) ( )2431 00 RHRHRHRH −−  يـا   ,,,

( ) ( )4213 00 RHRHRHRH −− . باشد,,,

) فرض كنيم جواب بهينه خارج از مخروط توليـد شـده بـا               :1حالت ) ( )2431 00 RHRHRHRH −− ,,,

.قرار داشته باشد

)بنابراين بردار )tb RHRHX 23 :يعني دستگاه زير جواب ندارد. ر مخروط توليد شده قرار ندارد د−,
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( ) ( ) ( )




≥
−−=−+−

0
00

21

23242311

ww
RHyRHxRHRHwRHRHw bb

,
,,,

:لذا بنا به لم فاركاس دستگاه زير بايد جواب داشته باشد

[ ]











<







−−

≥















−

−

0

0
0

0

2

1
23

2

1

24

31

d
d

RHyRHx

d
d

RHRH
RHRH

bb ,

:بنابراين داريم

( )
( )



≤⇒≥−

≤⇒≥−

00
00

2224

1131

ddRHRH
ddRHRH

بنابراين 

( ) ( ) 02213 <−+− dRHydRHx bb

231از طرفي چون  RHbRHani ii ≤≤= ,,Lلذا 

( ) ( ) ( ) ( ) 0221321 <−+−≤−+− dRHydRHxdbydax bbibib

ــر   ــال اگ 03ح <− RHxb 02 و >− RHyb  ــيم ــي ده ــرار م   ق







=

2

0
d

d ــر 03 و اگ >− RHxb و 

02 <− RHyb      قرار مي دهيم  







=
0
1dd     03 و اگـر >− RHxb   02 و >− RHyb      قـرار مـي دهـيم









=

2

1

d
d

d .بنابراين

( ) ( ) ( ) 0
1

<−−=∇ dbyax
PXd

dPXd ibib
ib

ib .,
,

.,
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:در نتيجه داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] 012

1212

1
21

1
2

1
1

<−+−







−=

−







−+−








−=∇

∑

∑∑

=

==

n

i
ibib

ib

i
i

n

i
ib

ib

i
i

n

i
ib

ib

i
ib

dbydax
PXd

rw

dby
PXd

rwdax
PXd

rwdXF

,

,,
.

توجه داريم كه در نامعادله آخر      .  نمي تواند بهينه باشد    bX يك جهت كاهش است لذا       dو اين يعني    

)عبارت   )ib

i

PXd
r
,

 خارج از پوسته مـستطيل گـسترش يافتـه    bXها مثبت است زيرا  i براي تمام    1−

)قرار دارد يعني  )ibi PXdr )  بنابراين  ≥, ) 1≤
ib

i

PXd
r
,

.

ــت  ــ   :2حال ــده ب ــد ش ــارج از مخــروط تولي ــه خ ــواب بهين ــه ج ــيم ك ــي كن ــرض م ــاي  ف ــردار ه ا ب

( ) ( )00 1342 ,,, RHRHRHRH . است1اثبات اين حالت مشابه با اثبات حالت .  باشد−−

1234بنابراين جواب بهينه در پوسته مستطيلي توليد شده با  RHRHRHRH .  قرار دارد,,,

)براي شرط لازم بهينگي بايد مشتقات جزئي  )XF يعني  را برابر صفر قرار دهيم( ) 0=
∂
∂
X
XF *

 لذا، 

)6-2(
( ) ( )
,

n
i

i i
i i

rF w X P
X d X P=

 ∂
= − − =  ∂  
∑

1

2 1 0

:با برابر صفر قرار دادن ساده كردن معادله فوق، به دست مي آوريم

)6-3(( )

( )∑

∑

=

=









−









−

=
n

i i

i
i

n

i
i

i

i
i

PXd
rw

P
PXd

rw
X

1

1

1

1

,

,
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 در نظر بگيـريم،     kX+1 و سمت چپ را      kXسمت راست معادله را برحسب      ) 3-6(حال اگر در معادله     

:يعني در حقيقت با استفاده از تكنيك نقطه ثابت، خواهيم داشت

)6-4(( )

( )∑

∑

=

=
+









−









−

=
n

i ik

i
i

n

i
i

ik

i
i

k

PXd
rw

P
PXd

rw
X

1

1
1

1

1

,

,

:رابطه زير را داريم) 4-6( و تغيير جزئي در معادله 0Xپس با انتخاب يك جواب اوليه 

)6-5(

( )
( ) ( )








−








−









−

−= ∑
∑ =

=

+ ik

n

i ik

i
in

i ik

i
i

kk PX
PXd

rw

PXd
rw

XX
1

1

1 1

1

1
,

,

قرار دهيماگر 

)6-6(( ) ( )ik

n

i ik

i
ik PX

PXd
rwd −








−−= ∑

=1

1
2
1

,

) يك جهت كاهشي اسـت يعنـي       kdواضح است كه     ) 0<∇ k
T
k XFd يـك روش  ) 5-6( پـس معادلـه   .

)گرادياني است و دنباله  ){ }kXFغير صعودي است  .

:حال عبارت زير را تعريف مي كنيم

)6-7(( )

( )

( )
X
XF

PXd
rw

XXh
n

i i

i
i

∂
∂









−

−=

∑
=

.

,1

12

1

) تابع .3-6لم  )Xh به ازاي ni ,,L1= در نقطه iPX .  پيوسته است≠
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تيجـه  ، نFو مـشتق پـذيري   ) 5-6(و ) 7-6(طبق معـادلات  .  دوبار مشتق پذير استF تابع  .برهان

. برقرار مي شود

.  قرار داردiPدر پوسته آفيني نقاط ) 5-6( دنباله توليد شده از معادله .4-6لم 

داريـم،   ) 5-6( در هر تكرار از معادلـه        .برهان
∑

∑

=

=
+ = n

j
j

n

j
jj

k

P
X

1

1
1

α

α
) كـه در آن       )








−=

i

i
ii PXd

rw
,

1α

قرار مي دهيم    
∑
=

= n

j
j

i
i

1

α

α
γ ه   ك[ ]11,−∈iγ   1 و

1

=∑
=

n

i
iγ .      لذا دنباله توليد شده{ }kX     6( از معادلـه-

}تركيب آفيني از نقاط تقاضا هستند و اين يعني دنباله ) 5 }kX در پوسته آفيني نقاط iPقرار دارد  .

)رو به رو موجود است حد . 5-6لم  )kk
XF

∞→
lim.

ام از روش، يـك جهـت كاهـشي اسـت و لـذا دنبالـه       k در تكـرار     kd قبلا بيان شد كه جهت       .برهان

( ){ }kXF   بـه وضـوح از     (اسـت   از طرفي چون اين دنباله از پايين با صفر كران دار            .  غير صعودي است

)پس حد ) صورت تابع به دست مي آيد )kk
XF

∞→
limموجود است   .

=+1 اگر .6-6لم  kk XX آنگاه ( )
0=

∂
∂
X
XF k.

ــان ــه .برهـــ ــم ) 6-6( از معادلـــ )داريـــ ) ( )
X
XFXXhX k

kkkk ∂
∂

−==+ λ
2
1

ــه در آن 1  كـــ

( )∑
=









−

=
n

i ik

i
i

k

PXd
rw

1

1

1

,

λ 1 اگر+= kk XX آنگاه ( )
0

2
1

=
∂
∂

−
X
XF k

kλ يعني ( )
0=

∂
∂
X
XF k .

≠+1 اگر .6-6لم kk XX آنگاه ( ) ( )kk XFXF <+1.
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ــان ــر .بره ≠+1 اگ kk XX  ــه ــاه از معادل ــه  ) 6-6( آنگ ــم ك )داري )
0≠

∂
∂
X
XF k .   ــيم ــي ده ــرار م ق

( )
X
XFd k

∂
∂
)، چون =− ) 0<∇ k

T XFd ) يك جهت كاهشي است يعني d لذا . ) ( )kk XFXF <+1 .

) اگر.7-6لم  ) ( )kk XFXF =+1 آنگاه 1+= KK XX.

=+1 داريم 6-6ك جهت غيرافزايشي است، طبق لم ، يk براي هر kd چون جهت .برهان KK XX .

}دنباله . 8-6قضيه  }kX همگرا به يك بهينه موضعي يا نقطه زيني از تابع ( )XFاست .

} دنباله   4-6 طبق لم    .برهان }kX       قرار دارد و چون جهت       در پوسته آفيني نقاط تقاضاkd   در معادله 

}يك جهت كاهشي است لذا دنباله       ) 6-6( }kX      به نقطه اي مثل X̂    از طرفـي حـد     .  همگرا مي شـود

( )kk
XF

∞→
lim      موجود است در نتيجه ( ) ( ) 01 =−+∞→ kkk

XFXFlim   و ( )( ) ( )XFXhF ˆˆ 7-6طبق لـم    . =

)داريم   ) XXh ˆˆ ≠+1اگر  . = kk XX    آنگاه نامساوي ( ) ( )kk XFXF  به صـورت اكيـد برقـرار مـي          1+≥

)از پيوستگي تابع    . شود )Xh       نتيجه مي گيريم كه اگر kX   به X̂ 1 بگرايد آنگاه+kX  بـه ( ) XXh ˆˆ =

}همگرا مي شود و اين يعني   }kX  بـه X̂   6-6بنـا بـه لـم    .  همگـرا مـي شـود ،( )
0=

∂
∂
X
XF ˆ

  و چـون  

( ){ }kXF      ين كران دار است، نقطه  غير صعودي است و نيز از پايX̂  نمي تواند يك ماكزيمم موضـعي 

.  باشد يعني يا مينيمم موضعي است يا يك نقطه زيني است

    مسئله مكانيابي تك وسيله اي با كمترين خطاي مطلق6-3

بجاي مجذور جملات اين مسئله در واقع همان مسئله وبر آرماني است با اين تفاوت كه در جمله خطا               

در اين بخش به بررسي مسئله با  خطاي مطلق و نـرم بلـوكي بـه                 . از قدر مطلق آنها استفاده مي شود      
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علت اين امر اينست كه اين حالت را مي توان به مـسئله برنامـه ريـزي                 . عنوان تابع فاصله مي پردازيم    

فرضـيات مـسئله همـان    . دخطي تبديل نموده و از الگوريتمهاي مناسـب بـراي حـل آن اسـتفاده كـر               

فرضيات مسئله وبر آرماني است و براي جلوگيري از تكرار از ذكر آنها خودداري مي كنـيم و تنهـا بـه                      

. فرمولبندي مسئله و روش خطي سازي آن مي پردازيم

:مسئله تك وسيله اي با حداقل خطاي مطلق را به صورت زير فرموله مي كنيم

( )∑
=

∈

n

i
iiSx
PXewMin

1

,

 فــضاي شــدني و Sهــا ميــزان تقاضــاي متنــاظر بــا هــر نقطــه، iwهــا نقــاط تقاضــا، iP آن كــه در 

( ) ( ) iii rPXdPXe −= . شعاع متناظر با هر نقطه مي باشندir و ,,

آن جمله، جواب در پوسته مستطيلي نقاط تقاضا قرار دارد جواب اين مسئله داراي خواصي است كه از     

:و اثبات از طريق لم فاركاس قبلا ارائه شد و خاصيت ديگر در قضيه زير آمده است

 جواب بهينه براي مـسئله تـك وسـيله اي بـا نـرم                X* اگر   .9-6قضيه  
a
 باشـد و داشـته باشـيم        .

iai
rPX ∑ جواب بهينه    X* آنگاه   *−≤

=

−−
n

i
iaii rPXw

1

 بـراي   jw≤0 نيز هـست، كـه در آن         

nj ,,K1=.

:با توجه به تعريف مسئله داريم. برهان
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:مدل مسئله با نرم بلوكي بقرار زير است

( ) ∑
=

−−=
n

i
iBii rPXwXFMin

1

حال طبق روشهايي كه در بخش نرمهاي بلوكي گفته شد، به دو طريق مي توان مدل را بصورت خطي        

:بيان كرد

niبراي هر ) 1 ,,K1=قرار مي دهيم  :
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niبراي هر ) 2 : قرار مي دهيم=,...,1

{ }00 ,1,=:)(== rgbPXPXy giBii L−− max

iiiiقرار مي دهيم  ryzz −=− : لذا داريم+−

( )

( )
( )

niyzz
nirgybPX
nirgybPX

niryzztS

zzwMin

iii

igi

igi

iiii

n

i
iii

,,,,
,,,,,
,,,,,

,,..

K

KK

KK

K

10
11
11

1

00

00

1

=≥
==≤−−
==≤−

=−=−

+

−+

−+
=

−+∑

rnnقابل توجه است كـه مـدل اول شـامل           22  محـدوديت اسـت و مـسئله دوم داراي    n2 متغيـر و  +

23 +n متغير و ( )14 0 +rnمحدوديت است .

)نقاط . 1-6مثال ) ( ) ( ) ( )00100111 1234 ,,,,,,, ==== pppp 14321 با وزنهاي ==== wwww و شعاع 

14321هاي   ==== rrrr    ا نرم بلوكي كه نقاط گوشه فرض كنيم فاصله بين نقاط ب     .  در نظر مي گيريم

. اي كـــــانتور واحــــــد آن بقــــــرار زيـــــر اســــــت، انــــــدازه گيـــــري مــــــي شــــــود   
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) نتيجه   11,0از حل اين مدل در نرم افزار لينگو          )71133050 /,/* =X         0 با مقـدار تـابع هـدف=*F

.حاصل شده است

.حل مي كنيماستشدهتوليدمختلفاندازهباكههايينمونهبرايرا وبر آرمانيمسئله. 2-6مثال

آن و نيز الگوريتم شدهاصلاحنسخهواستانداردWLA،PSO زوش پيشنهادي  ازآنحلبراي

BSSSمثبتياعدادهمگيهاشعاعوتقاضاميزاندهندگان،سرويسمكان.ايمكردهاستفاده

, [1،10]هايبازهدرترتيببهتصادفيبطوركههستند [1،3] نتايج.اندشدهتوليد[1،60] ,

.استشدهخلاصه2-6 و 1-6 هايجدولدرحاصل،

BSSSن و نيز الگوريتم آشدهاصلاحنسخهواستاندارد WLA،PSO هاي الگوريتمنتايج :  1-6جدول
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BSSSآن و نيز الگوريتم شدهاصلاحنسخهواستاندارد WLA،PSO هاي الگوريتمزمان اجراي :  :  2-6جدول
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و بررسي قرار گرفتند و همچنين در اين پايان نامه مسائل مكانيابي با جاذبه و دافعه مورد مطالعه 

اين نگرش به مكانيابي با . يشنهاد شده استديدگاه و روشي جديد براي مدلسازي مسائل اين حوزه پ

در حالتي كه فاصله نقاط با نرم هاي بلوكي مورد سنجش . جاذبه و دافعه را مكانيابي آرماني مي ناميم

البته خطا در اين شرايط با تابع قدر مطلق . يزي خطي براي مسئله ارائه شدقرار گيرد، مدل برنامه ر

كه با تابع مجذور اختلافات اندازه گرفته شود و فاصله نقاط با نرم در شرايطي . اندازه گرفته مي شود

 گرادياني شبه وايزفلد با همگرايي سراسري براي حل يك الگوريتماقليدسي مورد سنجش قرار گيرد، 

. مقايسه شدBTST,BSSS, PSOآن پيشنهاد شد و جواب آن با روشهاي ديگر نظير 

 نظر تصميم گيرندگان و شرايطي كه در عمل پيش مي آيد، داده به دليل فازي بودن ماهيت داده ها و

سي كرد و يك فازي در نظر گرفته و آن را در حالت فازي نيز بررمي توان ها و متغير هاي مسئله را 

 از توابع رتبه بندي يا حساب در اين راستا مي توان.  بريممدل برنامه ريزي فازي براي آن به كار

 باشند  يا تصادفيهمچنين مي توان مسئله را در حالتي كه داده ها بازه اي. دبفرانسيل فازي بهره برد

نگرش ديگري كه مي تواند مورد مطالعه قرار گيرد، استفاده از تابع لينكس براي . مورد بررسي قرار داد

اسب با بررسي همگرايي آنها مي تواند موضوع مطالعه الگوريتم هاي من. مدلسازي مسئله است

موضوع ديگري كه در مكانيابي كارا با جاذبه و دافعه مي تواند موثر و راهگشا . مطالعات بعدي باشد

باشد، بحث تحليل تناظري است كه به نظر مي رسد مي توان از آن در كنار تحليل پوششي داده ها 

.اده كرداستفبراي مكانيابي كارا در محيط پيوسته 
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 با شبيه سازي تبريديPSOمتن برنامه الگوريتم تركيبي 

%% Solvin Goal Location Problem using Particle Swarm Optimization

%% Initialization
 clear all
 close all
 clc
format long

exe_step = 1  ;        % number of Run for algorithm
swarm_size = 50 ;            % Size of the swarm 
swich=0 ;
max_iter = 100;              % Maximum number of iteration for every 
run
w_max= 1.2 ;
w_min = 0.4 ;
w_iter = floor(0.75*max_iter) ;  % w decreasing step
w_dec = (w_max-w_min)/w_iter ;
w = w_max ;
c2 = 2.05 ;             % PSO parameter C1 
c1 = 2.05 ;            % PSO parameter C2 
R1 = rand(2, swarm_size) ;
R2 = rand(2, swarm_size) ;

eps = 0.001 ;
lastb_max = 10 ;
lastbest=0;
fit = 0;
landa = 0.94 ;
eta = 0.001;
l = 20;

load('r100.txt') 
load('weight100.txt') 
load('fac_pos100.txt') 

r=r100;
weight=weight100;
fac_pos=fac_pos100;

%% 
**********************************************************************
**

%------------------------------------------------
%

% Initializing swarm and velocities and position 
%

%------------------------------------------------
%

[fac_size,pp]= size(fac_pos) ;
lower = min(fac_pos) ;
upper = max(fac_pos) ;
a1=lower(1) ;
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a2=upper(1) ;
b1=lower(2) ;
b2=upper(2) ;

vmax = [(a2-a1)*(rand) , (b2-b1)*(rand)] ;
vmax = vmax' ;
vmin = -vmax ;

tic ;
*********************************************************************

%-----------------------------------------------%
% Initializing swarm and velocities and position %
%-----------------------------------------------%

position = [a1*ones(1,swarm_size) + (a2-a1)*(rand(1, swarm_size)) ; 
b1*ones(1,swarm_size) + (b2-b1)*(rand(1, swarm_size))] ;

for i = 1 : swarm_size
   position_fitness(i) = fitness(weight , fac_pos , r , fac_size , 
position(:,i)) ;
end

fmin=min(position_fitness);
fmax=max(position_fitness);
t(1)=-(fmax-fmin)/(log(0.1)) ;

p_best_position  = position ;
p_best_fitness = position_fitness ;

[g_best_fitness,g] = min(p_best_fitness) ;
for i = 1 : swarm_size
    g_best_position(:,i) = p_best_position(:,g) ;
end

% velocity = zeros(2,swarm_size);
for i = 1 : swarm_size
    velocity(:,i) = (vmax - vmin).*rand(2,1) + vmin ;
end
**********************************************************************

%-------------------%
%  VELOCITY UPDATE %
%-------------------%

velocity = w*velocity + c1*(R1.*(p_best_position - position))+ 
c2*(R2.*(g_best_position - position)) ;

**********************************************************************
%------------------%
%   SWARM UPDATE   %
%------------------%

position = position + velocity ;
**********************************************************************
%% Main Loop
for j = 1 : exe_step
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iter = 0 ;        % Iterations’counter

while  ( iter < max_iter ) && (iter-lastbest<5)
%     && (abs(g_best_fitness - fit)>= eps) 
iter = iter + 1 ;
% updating value of w
if (iter<= w_iter)
    w=w_max-(iter-1)*w_dec ;
end

R1 = rand(2, swarm_size) ;
R2 = rand(2, swarm_size) ;

 velocity = rand * velocity + c1*(R1.*(p_best_position - position)) + 
c2*(R2.*(g_best_position - position)) ;
 position = position + velocity ; 

for i = 1 : swarm_size
    position_fitness(i) = fitness(weight , fac_pos , r , fac_size 
,position(:,i)) ;
end

for i = 1 : swarm_size
if position_fitness(i) < p_best_fitness(i)

           p_best_fitness(i)  = position_fitness(i) ;  
           p_best_position(:,i) = position(:,i)   ;

end
end

 [global_best_fitness,g] = min(p_best_fitness) ;

if global_best_fitness < g_best_fitness
   g_best_fitness = global_best_fitness ;
   lastbest=iter;

for i = 1 : swarm_size
       g_best_position(:,i) = p_best_position(:,g) ;

end
end

sai=1;
while (sai<=l)
   ppg = g_best_position(:,1) ;
   xp = ppg + eta*(max(a2,b2)-min(a1,b1))*randn ;
   pa = min(1,exp((fitness(weight , fac_pos , r , fac_size ,ppg)-
fitness(weight , fac_pos , r , fac_size ,xp))/t(iter))) ;

if pa>=rand 
       ppg = xp ;

end
   sai=sai+1;

for i = 1 : swarm_size
       g_best_position(:,i) = ppg ;

end
   g_best_fitness = fitness(weight , fac_pos , r , fac_size ,ppg);
end % while
t(iter+1) = landa*t(iter);
 rrr(j) = g_best_fitness ;
 qqq(iter) = g_best_fitness ;
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 sprintf(' iteration  %3.0f  .....', iter )

end % end of while loop      

j=j+1 ;
end % end of for j <= exe
toc ;
t = toc ;
sprintf('best fitness %3.4f:  ', min(qqq) )
% g_best_position (:,1)
% % r
t/exe_step

plot(qqq);
% hold on;
%       h=figure;
% plot(rrr);
**********************************************************************

%% this M-file evaluate the fitness function

function f = fitness(e, r, weight, fac_pos, fac)
sum = 0;
for col = 1 : fac
    s = weight(col) * (norm(e - fac_pos(col,:)) - r(col))^2  ;
    sum = sum + s ; 
end
f = sum  ; 
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متن برنامه مثلث بزرگ مثلث كوچك
%% Solvin %%Goal Location Problem using BTST

%% Initialization
 clear all
 close all
 clc
format short

exe_step = 1  ;              % number of Run for algorithm
swich=0 ;
max_iter = 500;              % Maximum number of iteration for every 
run
eps = 0.1 ;
lastb_max = 10 ;
lastbest=0;

load('r100.txt') 
load('weight100.txt') 
load('fac_pos100.txt') 

r=r100;
weight=weight100;
fac_pos=fac_pos100;

*********************************************************************
%-----------------------%
%     Initialization    %
%-----------------------%

[fac_size,pp]= size(fac_pos) ;
lower = min(fac_pos) ;
upper = max(fac_pos) ;
a1=lower(1) ;
a2=upper(1) ;
b1=lower(2) ;
b2=upper(2) ;
facility = fac_pos;
[fac,pp2]= size(facility) ;
fac_pos(fac_size+1,:)= [a1,b1];
fac_pos(fac_size+2,:)= [a2,b2];
fac_pos(fac_size+3,:)= [a1,b2];
fac_pos(fac_size+4,:)= [a2,b1];
f11=fac_pos(:,1);f1=f11';
f22=fac_pos(:,2);f2=f22';
td=delaunay(f1,f2);
  triplot(td,f1,f2);
tic ;

%% Main Loop
% **  Phase 2 :  Evaluating  **

[t1,t2] = size(td);
for i = 1 : t1
    q = td(i,:);
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    center(i,1) = (f1(q(1)) + f1(q(2)) + f1(q(3)))/3;
    center(i,2) = (f2(q(1)) + f2(q(2)) + f2(q(3)))/3;
    center_fitness(i) = fitness(center(i,:), r, weight, fac_pos, 
fac_size);
end
[UB,g] = min(center_fitness) ;

%%  calc lower bound for each tri  (LB)
for i = 1 : t1
    q = td(i,:);

for j=1 : fac_size
        u(j,:)= [norm(fac_pos(j,:)-fac_pos(q(1),:)),norm(fac_pos(j,:)-
fac_pos(q(2),:)),norm(fac_pos(j,:)-fac_pos(q(3),:))] ;
        DT(j) = max(u(j,:)) ;

end
    sum=0;

for k=1 : fac_size
        sum = sum + weight(k)*(DT(k)-r(k))^2 ;

end;
    LB(i) = sum ;
end

for i=1 : t1
    discard(i) = 0 ;
end

for i=1 : t1
if LB(i)>UB/(1+eps) 

        discard(i) = 1 ;
end

end
%% **  Phase 3 :  Branch and Bound  **

[LB_min,h] = min(LB) ;
for i = 1 : t1
    td_new(i,:) = td(i,:);
end

iter = 0 ;        % Iterations’counter
while  ( LB_min < UB/(1+eps) ) && (iter < max_iter)   
    iter = iter + 1 ;
     q = td_new(h,:);
     q
    new(1,1) = (f1(q(1))+f1(q(2)))/2; 
    new(1,2) = (f2(q(1))+f2(q(2)))/2;
    new(2,1) = (f1(q(1))+f1(q(3)))/2; 
    new(2,2) = (f2(q(1))+f2(q(3)))/2;
    new(3,1) = (f1(q(3))+f1(q(2)))/2; 
    new(3,2) = (f2(q(3))+f2(q(2)))/2;

    [fac_size,pp]= size(fac_pos) ;
    [t1,t2] = size(td_new);

    td_new(t1+1,:) = [q(1),fac_size+1,fac_size+2] ;
    td_new(t1+2,:) = [q(2),fac_size+3,fac_size+1] ;      
    td_new(t1+3,:) = [q(3),fac_size+2,fac_size+3] ; 
    td_new(h,:) = [fac_size+1,fac_size+3,fac_size+2] ;
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    f1=fac_pos(:,1); f2=fac_pos(:,2);
    [t1,t2] = size(td_new);

for i = 1 : t1
           q = td_new(i,:);
           center(i,1) = (f1(q(1)) + f1(q(2)) + f1(q(3)))/3;
           center(i,2) = (f2(q(1)) + f2(q(2)) + f2(q(3)))/3;
           center_fitness(i) = fitness(center(i,:), r, weight , 
facility , fac_size) ;

end
    [UB,g] = min(center_fitness) 

%%  calc lower bound for each tri  LB
for i = 1 : t1

if discard(i) == 0
           q = td_new(i,:);

for j=1 : fac_size
               u= [norm(fac_pos(j,:)-
fac_pos(q(1),:)),norm(fac_pos(j,:)-fac_pos(q(2),:)),norm(fac_pos(j,:)-
fac_pos(q(3),:))] ;
               DT(j) = max(u);

end
           sum=0;

for k=1 : fac_size
               sum = sum + weight(k)*(DT(k)-r(k))^2 ;

end;
           LB(i) = sum ;

end %% if
end

for i=1 : t1
if LB(i)>UB/(1+eps) 

            discard(i) = 1 ;
end

end
      triplot(td_new,f1,f2);
    sprintf(' iteration  %3.0f  .....', iter ) 

end % while
toc ;
t = toc ;
t/exe_step
sprintf(' The Solution is =  %3.7f  ', UB ) 
sprintf(' Number of Iterations =  %3.0f  ', iter ) 
% sprintf(' CPU Time  =  %3.5f  ', t )

%% 
*********************************************************************
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 وايزفيلد اصلاح شده براي وبر آرمانيمتن برنامه
%% Solvin %%Goal Location Problem using a Weiszfeld like Algorithm
%
%

 clear all
 close all
 clc

max_iter = 300 ;              % Maximum number of iteration for every 
run
exe_step = 30  ;             % number of Run for algorithm
eps = 10^-5 ;

load('r100.txt') 
load('weight100.txt') 
load('fac_pos100.txt') 

r=r100;
weight=weight100;
fac_pos=fac_pos100;

[fac_size,pp]= size(fac_pos) ;
x(:,1) = [-1;-1] ;
x(:,2) = x(:,1) - (1/(g(weight , fac_pos , r , fac_size , x(:,1)
         )))*(h(weight , fac_pos , r , fac_size , x(:,1) )) ;

k=2;
tic ;
for j = 1 : exe_step
% for k = 2 : max_iter

while (k < max_iter) && (abs(fitness(weight, fac_pos, r, fac_size,
           x(:,k))-fitness(weight, fac_pos, r, fac_size, x(:,k-1))) 
           >= eps)

        k=k+1; 
        sprintf(' iteration  %3.0f  .....', k )
         x(:,k) = x(:,k-1) - (1/(g(weight , fac_pos , r , fac_size ,
                  x(:,k-1) )))*(h(weight , fac_pos , r , fac_size ,
                  x(:,k-1) )) ;

end
% end
toc ;
t(j) = toc ;
end
sprintf('xbest %3.4f  ', x(:,k) )
sprintf('best fitness %3.4f  ', fitness(weight , fac_pos , r , 
fac_size , x(:,k) ) )
sum(t)/exe_step
 k
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%% Solvin %%Calculating eigenvalues of a nonsymmetric matrix using 
Particle Swarm Optimization
%% Initialization
clc
format long

exe_step = 1  ;              % number of Run for algorithm
swarm_size = 3 ;            % Size of the swarm 
swich=0 ;
max_iter = 4;              % Maximum number of iteration for every run
n = 1024;
m = 20 ;
step = m ;
k_max=50 ;
k = 200 ;
w_max= 1.2 ;
w_min = 0.4 ;
w_iter = floor(0.75*max_iter) ;  % w decreasing step
w_dec = (w_max-w_min)/w_iter ;
w= w_max ;
c2 = 2.4 ;             % PSO parameter C1 
c1 = 0.4 ;            % PSO parameter C2 
R1 = rand(n, swarm_size) ;
R2 = rand(n, swarm_size) ;

eps = 0.0001 ;
lastb_max = 10 ;
fun_eval=0;

lastbest=0;

%% ***********************************************************
%*************        DATA
%data2
% % 
% for i=1:8
%     for j=1:8
%         t1(i,j)=0;
%     end
% end
% for i=2:8
%     t1(i,i)=-1;
% end
% t1(1,1)=-2;
% t1(8,8)=-1;
% for i=2:8
%     t1(i,i-1)=-1;
% end
% for i=1:8
%     for j=1:8
%         t2(i,j)=0;
%     end
% end
% for i=2:8
%     t2(i,i)=-1;
% end
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% for i=2:8
%     t2(i,i-1)=-1;
% end
% t2(8,8)=-2;
% t2(1,1)=-1;
% 
%  I=eye(8) ; 
%  
b1=blkdiag(4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I,4*I
,4*I);
% 
% s=[t1 -2*I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); -I t2 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) -I t1 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) -I t2 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -I zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -I zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -I 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 
-I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8) zeros(8);zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I; zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -2*I 
t2;];
% 
%  ss=[t2 -2*I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); -I t1 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) -I t2 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) -I t1 -I zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -I zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -I zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -I 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 
-I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); 
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zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8) zeros(8) zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I zeros(8) zeros(8);zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t1 -
I zeros(8); zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -I t2 -
I; zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) 
zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) zeros(8) -2*I 
t1;];
% 
% a=[b1 s; ss b1];
% a=newnew ;
**********************************************************************

%------------------------------------------------%
% Initializing swarm and velocities and position %
%------------------------------------------------%

tic ;

position = ones(n, swarm_size) ;
for i = 1 : swarm_size
position(:,i) = position(:,i)/norm(position(:,i));
end

for i = 1 : swarm_size
   [ff,landa(:,i),z(:,:,i)] = ra(k, position(:,i), m ,n ,a);
   position(:,i) = ff ;
   position_fitness(i) = fitness(m,n,landa(:,i),z(:,:,i),a ) ;
end

p_best_position  = position ;
p_landa = landa ;
p_eigv = z ;
p_best_fitness = position_fitness ;

[g_best_fitness,g] = min(p_best_fitness) ;
last_best_fitness = g_best_fitness ;

for i = 1 : swarm_size
    g_best_position(:,i) = p_best_position(:,g) ;
end
g_landa = p_landa(:,g);
g_eigv = p_eigv(:,:,g);

velocity = zeros(n,swarm_size);

**********************************************************************
%% Main Loop
for j = 1 : exe_step

iter = 0 ;        % Iteration’s counter
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while  ( iter < max_iter ) & (swich==0) 
%     (g_best_fitness > eps)
iter = iter + 1 ;
% updating value of w
if (iter<= w_iter)
    w=w_max-(iter-1)*w_dec ;
end

R1 = rand(n, swarm_size) ;
R2 = rand(n, swarm_size) ;

 velocity = w * velocity + c1*(R1.*(p_best_position - position)) + 
c2*(R2.*(g_best_position - position)) ;
 position = position + velocity ; 

for i = 1 : swarm_size
   [ff,landa(:,i),z(:,:,i)] = ra(k, position(:,i), m ,n, a );
   position(:,i) = ff ;
   position_fitness(i) = fitness(m,n,landa(:,i),z(:,:,i),a ) ;
   fun_eval = fun_eval+1 ;
end

for i = 1 : swarm_size
if position_fitness(i) < p_best_fitness(i)

           p_best_fitness(i)  = position_fitness(i) ;  
           p_best_position(:,i) = position(:,i)   ;
           p_landa(:,i) = landa(:,i) ;
           p_eigv(:,:,i) = z(:,:,i) ;        

end
end

 [global_best_fitness,g] = min(p_best_fitness) ;

if global_best_fitness < g_best_fitness
    lastbest=iter;
   g_best_fitness = global_best_fitness ;

for i = 1 : swarm_size
       g_best_position(:,i) = p_best_position(:,g) ;

end
   g_landa = p_landa(:,g);
   g_eigv = p_eigv(:,:,g);

for i=1:m
       g_eigv(:,i)=g_eigv(:,i)/norm(g_eigv(:,i));

end
end

 rrr(iter) = g_best_fitness ;
 sprintf(' iteration  %3.0f  .....', iter )

if abs(g_best_fitness)<=eps
     swich=1;
end

end % end of while loop      

j=j+1 ;
end % end of for j <= exe
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for i=1:m
    error(i) = norm(a*g_eigv(:,i)-g_landa(i)*g_eigv(:,i));
end
% rrr

toc ;
% t/exe_step
g_landa
g_best_fitness
error'
figure ;
plot(rrr)  ;              

function [ff,ft,ev] = ra(k, x, m ,n , a )

%% %%%%%%%%%%  Restarted Arnoldi MGS()    %%%%%%%%%%%%%%%%%

 v(:,1) = ones(n,1) ;
 v(:,1) = v(:,1)*(1/norm(v))
vv(:,1)=x;
for s = 1 : k    %% ,...... other conditions
    vvv = vv(:,s) ;
    [h,v] = arnoldi(vvv,m,n,a) ;
    [g , l] = eig(h);
%     for j = 1 : m
%         lambda(j) = l(j,j) ;
%     end
    lambda = diag(l);
    y = v*g ;
    vvv = zeros(n,1);
%%%%%%   detemining c(i)   %%%%%
      c = ones(1,m) ;
%     c(1)=0;
%     for i = 1 : m
%         c(i) = norm(a*y(:,i)-lambda(i)*y(:,i)) ;
%     end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i = 1 : m
        vvv = vvv + c(i)*y(:,i) ;

end
    vv(:,s+1) = vvv ; 
end
ff =  vv(:,k+1);
ft = lambda ;
ev = y ;
**********************************************************************

function [f,rr] = arnoldi(q, m, n, am )

%% %%%%%%%%%%%   Arnoldi MGS()    %%%%%%%%%%%%%%%%%
% tic;
% v(:,1) = ones(n,1) ;
v(:,1) = q ;
v(:,1) = v(:,1)*(1/norm(q)) ;
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for j = 1 : m
    w = am*v(:,j) ;

for i = 1 : j
        h(i,j) = w'*v(:,i) ;
        w = w - h(i,j)*v(:,i) ;

end
if j ~= m

 h(j+1,j) = norm(w) ;
       v(:,j+1) = (1/h(j+1,j))*w ;

end
end
for j = 1 : m

for i = j+2 : m 
        h(i,j)=0;

end
end
f = h ;
rr = v;
% toc;
% h
% v
% t = toc 
% am*v-v*h;
**********************************************************************

%% this M-file evaluate the fitness function

function f = fitness(m,n,lam,zz,a )
sum = 0;
for j = 1 : m
    sum = sum + norm(a*zz(:,j) - lam(j)*zz(:,j))   ; 
end
f = sum  ; 
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