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سپاس گزاری...

از مجموعه این گردآوری بهانه به تا کرد یاری مرا که سپاس گزارم متعال خداوند از
رساله این انجام در نیز و راه ابتدای از مرا که ارجمندی و بزرگوار همراهان تمام
مادرم و پدر از نخست باشم. کرده ری تش و تقدیر اند نموده راهنمایی و همراه
تا کردند فراهم برایم را محیط و شرایط و هستند و بوده من همیش مشوق که
بوده، همراهم همواره خیرشان دعای نیز و کنم ط آرامش با را مسیر این بتوانم
دختر و همسر از همچنین دارم. کامیابی و سلامت آرزوی برایشان و سپاس گزارم
تحمل را سخت ها من با ام هم و بودند همراهم سال ها این در که سپاس گزارم خود
میثم دکتر آقای جناب تاثیرگذار مساعدت و صمیمانه اری هم از سپس نموده اند.

قدردان و ر تش نمودند یاری رساله این تهیه در مرا راهنما استاد به عنوان که علیشاه
خود راهنمای استاد از همچنین دارم. سربلندی و توفیق آرزوی ایشان برای و م نمایم

عزیزان همه از م دانم خود وظیفه پایان در م نمایم. ر تش رحیم دکتر آقای جناب
بوده من حال شامل زندگ مراحل تمام در راهنمایی شان و کم ها حمایت ها، که

آورم. بجا را قدردان و ر تش کمال است،

طهماسبی سمانه
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم کاربردی ریاض رشته دکتری دانشجوی طهماسبی سمانه اینجانب
تحت ، ابرگراف ها در همریخت عدم وجود شرایط بررس عنوان با رساله نویسنده شاهرود،

م شوم: متعهد علیشاه میثم و شعرباف رحیم صادق راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
یا مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا رساله، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
در بوده اند، تاثیرگذار رساله اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت رساله از مستخرج مقالات
استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده
دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته

طهماسبی سمانه
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون رساله این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



یده چ
صعودی‐پایا ابرگراف ها همریخت تحت که جدید پارامترهای از سری ی ما رساله، این در

همریخت وجود برای لازم شرایط ارائه با پارامترها، این از استفاده با م کنیم. معرف را هستند
موجود نتایج از بعض همچنین و م آوریم بدست حوزه این در جدیدی نتایج ابرگراف ها، بین
ثابت گراف ها، کنسر در نتیجه ی از تعمیم به عنوان خاص، طور به م بخشیم. بهبود را
آنگاه باشد بزرگ کاف اندازه به تعمیم یافته ابرگراف کنسر ی راس های تعداد اگر که م کنیم

است. سان ی آن عددرنگ دوری و عددرنگ

کسری، رنگ عدد آزاد، عددرنگ دوری، رنگ عدد ، همریخت ابرگراف، کلیدی: کلمات
. راس و یال پذیر انتقال ابرگراف ، رنگ مجموع

ک
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پیش گفتار
مجموعه، ی برای ریاض مدل ارائه با که است ریاضیات مهم موضوع های از ی گراف نظریه
در اتم ها م توانند مجموعه این اعضای م پردازد. مجموعه آن اعضای بین ارتباط بررس به
مختلف مناطق م توانند اعضا یا باشد، شیمیایی اتصال های آن ها ارتباط و باشند ول مول ی
گراف ی م کنند. مرتبط به هم را آن ها که باشند جاده هایی یا پل ها آن ها بین ارتباط و زمین
که یال ها٢ از مجموعه ای و داده نشان V با را آن که راس١ نام به اشیا از ناته مجموعه ای از
یال هر درواق است. شده یل تش م شود، داده نشان E با و م نماید متصل به هم را رئوس
نمایش G(V,E) با گراف چنین گرفت. درنظر V از عضوی دو زیرمجموعه به عنوان م توان را

م شود. داده
پیچیده، مرتبط موضوع های مجموعه ی ارائه ، واقع جهان مسائل از بسیاری در به هرحال
مساله نکته این شدن روشن برای نم باشد. کاف غیرجهت دار یا جهت دار گراف های با
را مقاله ی یرید. ب درنظر را مختلف موضوع های در مقالات از مجموعه ی گروه بندی
نوشته را مقاله این کس چه که باشد این داریم که اطلاع تنها کنید فرض یرید. ب درنظر
اگر کنیم متصل ر دی ی به را راس دو و بسازیم غیرجهت دار گراف که است این راه ی است.
اختصاص وزن یال هر به باشد. داشته وجود مقالات با متناظر مشترک نویسنده ی حداقل
خوب ظاهر به است ن مم فوق روش است. مشترک نویسندگان تعداد برابر که م شود داده
نوشته را بیشتر یا مقاله سه نویسنده ی آیا که اطلاعات این ، گراف نمایش این در اما باشد
استفاده مورد بهتر و بیشتر توصیف برای ابرگراف مفهوم که اینجاست ندارد. وجود است،
که H(V,E) زوج از است عبارت گراف مفهوم از تعمیم به عنوان ابرگراف م گیرد. قرار
از مجموعه ای E = {e١, e٢, . . . , em} و رئوس از متناه مجموعه V = {v١, . . . , vn} آن در

گویند. یال ی را E عضو هر . ∪m
i=١ei = V به طوری که، است V ناته زیرمجموعه های

جمله از مختلف زمینه های در بسیاری اهمیت دارای گراف نظریه گذشته، قرن اواسط از
آن ها نظایر و میان جبرهای توپولوژی، بهینه سازی، اعداد، نظریه هندسه، تحقیق درعملیات،
شود. داده توسعه گراف مفهوم که بود لازم جدید ترکیبیات مسائل حل برای است. بوده
٧٠ دهه های در وسیع تر و عمیق تر بطور و شد پدیدار ابرگراف مفهوم که بود ١٩۶٠ سال حدود

1vertex
2edge

ق



پیش گفتار ر
که افرادی سرشناس ترین از گرفت. قرار موردمطالعه برج٣ بنام شخص توسط میلادی ٨٠ و
اهداف از ی کرد. اشاره ۵ تات و بولوباس۴ برج، به م توان هستند ابرگراف ها مبحث آغازگر
شدند متوجه متخصصان آن از بعد بود. گراف نظریه کلاسی نتایج از بعض تعمیم ابتدایی،
به مربوط مفاهیم و مطالب ساده سازی به منجر بیشتر ابرگراف)، به تعمیم ) تعمیم این که

م شود. گراف
ریاضیدانان و نداشت چندان اهمیت دور چندان نه سال های در گراف نظریه در ۶ همریخت

اما نم دانستند. گراف نظریه اصل مباحث جزء را همریخت م کردند، کار گراف نظریه در که
بازسازی٧ در همریخت کاربرد نیز آن اصل علت و است کرده تغییر دیدگاه این حاضر حال در
آماری١١ فیزی در تازگ به و عددرنگ کسری١٠ عددرنگ دوری٩، ضرب های٨گراف، گراف ها،
شاخه های ر دی و گراف نظریه میان بیشتر ارتباط سبب گراف ها همریخت ر، ازطرف دی است.

م کند. فهم تر قابل و جذاب تر ریاض دانان ر دی برای را گراف نظریه و م گردد ریاض
زیادی مسائل به که م باشد گراف تئوری در مهم مفاهیم از ی گراف، در همریخت
برم گردد. پیش سال پنجاه حدود به گراف ها در همریخت مطالعه .[٢٨ ،٣٠] م شود مربوط
با شصت دهه اوایل و پنجاه دهه اواخر در ١٢ سابیدوس توسط بار اولین برای همریخت مفهوم
در او توسط و موردمطالعه گراف١٣[۴٠] مشتق های عنوان تحت مقاله ای در شده منتشر نتایج
گراف ها در همریخت مبحث سال ها طول در گرفت[٣٩]. قرار مورداستفاده نیز ر دی مقالات

همریخت شده اند. تعریف همریخت براساس زیادی مفاهیم و است گسترش و رشد حال در
به عنوان م گیرد. قرار مورداستفاده رنگ آمیزی مسائل در بویژه ابزار، به عنوان اغلب گراف در
ابرگراف از همریخت ی آن برای که است n طبیع عدد ترین کوچ ،G ابرگراف عددرنگ مثال
است عددرنگ از تعمیم ابرگراف عددرنگ دوری باشد. داشته وجود Kn کامل گراف به G

با است گراف Kn
d

دوری کامل گراف کرد. تعریف همریخت به کم م توان نیز را آن و
.d ≤ |i − j| ≤ n − d اگر متصلند به هم j و i راس دو آن در که {١,٢, . . . , n} رئوس مجموعه

م شود. تعریف زیر بصورت م شود داده نشان χc(G) با که G ابرگراف عددرنگ دوری
χc(G) = inf{n

d
: دارد وجود Kn

d
به G از همریخت {ی

کامل گراف نقش همانند دقیقا عددرنگ دوری معرف در دوری کامل گراف نقش که شود دقت
3Berge
4Bolobas
5Tutte
6Homomorphism
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ش
م پردازیم. همریخت روزمره کاربرد برای مثال ی بیان به حال است. عددرنگ معرف در

ده دانش ی امتحان های برنامه ن مم زمان کمترین در م توان ونه چ زمان بندی. مثال.
هر در دانشجو ی که درس دو امتحان دادن قرار به مجاز به طوری که کرد، برنامه ریزی را
یرید ب درنظر G گراف ی این کار برای نباشیم؟ ساعت ی در است کرده نام ثبت آن ها دوی
در دانشجویی هرگاه متصلند به هم یال ی با راس دو و باشند درس ها آن رئوس مجموعه که
دارد وجود زمان بازه n با زمان بندی ی باشد. کرده ثبت نام آن ها با متناظر درس دو هر
از همریخت ی ر به عبارت دی یا و کرد رنگ را G گراف راس های رنگ n با بتوان اگر وتنهااگر

باشد. داشته وجود Kn کامل گراف به G
گرفته قرار موردمطالعه گسترده بطور گراف دو بین همریخت عدم وجود یا و وجود مساله
بیان و بررس همریخت عدم وجود شرط چندین رساله، این در م باشد. اهمیت دارای و است

ی بیانگر که است شده اثبات قضایایی رنگ آمیزی ها انواع از بعض برای همچنین م شود.
است شده ثابت ،H و G شده داده گراف دو برای م باشند. نیز همریخت عدم وجود شرط
.[١١ ،٢٨ ،٢٩] نیست ساده ای کار گراف دو این بین همریخت وجود بررس کل حالت در که
در است. گرفته قرار موردتوجه گراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرایط یافتن بنابراین
گراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرایط ابوالحسن١۴[١٢] حاج و ر دانش زمینه این
گراف، ی با متناظر ماتریس های ویژه فضای و همریخت مساله میان ارتباط از استفاده با را
زیرتقسیم١۶ و گراف١۵ توان از استفاده با [٢٣] در ابوالحسن حاج داده اند. قرار موردبررس

بررس مورد گراف در همریخت وجود برای را شرایط گراف١٧ ال هلی تعریف همچنین و گراف
بررس را فرد طول با دورهای در همریخت وجود مساله مقاله این در همچنین او داد. قرار

رنگ سه معادل C٢k−١ فرد دور به G گراف از همریخت وجود مساله داد نشان همچنین نمود.
وجود بین ارتباط زمینه ساز که دارد وجود نیز معروف نتیجه است. G ٢k−١٣ گراف بودن پذیر
برحسب همریخت وجود برای لازم شرط ی نتیجه این گراف هاست. در توان و همریخت
وجود H به G از همریخت ی و باشند گراف دو H و G اگر م کند. بیان را گراف توان های

حاج دارد. وجود همریخت نیز Hk به Gk از k مثبت و صحیح عدد هر برای آنگاه باشد، داشته
و G که دادند نشان دوگان، توان و کسری توان تعریف بیان با ،[٢۶] در طاهرخان و ابوالحسن
مثبت گویای اعداد و G غیردوبخش گراف هر برای کردند ثابت نیز و هستند همریخت G

٢r+١٢r+١

اما دارد وجود G
٢p+١٢q+١ به G ٢r+١٢s+١ از همریخت (یعن G

٢r+١٢s+١ < G
٢p+١٢q+١ داریم ٢r+١٢s+١ < ٢p+١٢q+١ < og(G)

در را همریخت مساله [١۵]١٨ رفیع و اصلاحچ ندارد). وجود G
٢r+١٢s+١ به G ٢p+١٢q+١ از همریخت

عددرنگ کسری و عددرنگ دوری ، عددرنگ میان ارتباط زمینه این در و نموده بررس ابرگراف

14 Daneshgar and Hajiabolhassan
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17helical graph
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پیش گفتار ت
عددرنگ آزاد مفهوم ابوالحسن١٩[٧] حاج و علیشاه دادند. قرار موردمطالعه را ابرگراف ها
نمودند. بیان همریخت عدم وجود برای را شرایط تعریف این از استفاده با و نموده معرف را
قرار موردمطالعه گراف ی عددرنگ دوری و عددرنگ برابری برای کاف شرایط راه این در

است. گرفته
شد[۴۶] مطرح وینس٢٠ توسط G دلخواه گراف عددرنگ دوری و عددرنگ برابری مساله
گرفت. قرار موردبررس [١ ،٢٠ ،٢١ ،٢٧ ،۴٣ ،۴۶ ،۴٧ ،۵٠ ،۵١ ،۵٢ ،۵٣ ،۵۴ ،۵۵] در و
NP‐سخت٢٢ عددرنگ دوری و عددرنگ برابری تعیین مساله که داد نشان گیچارد٢١[٢١]
سان ی عددرنگ دوری و عددرنگ که گراف هایی کردن رده بندی که گفت م توان پس است.
به نظر بنابراین است. دشوار بسیار باشد بررس قابل سادگ به رده بندی این به طوری که دارند
شرایط وجود بررس لذا نیست، آسان مساله این برای موثر کاف و لازم شرط یافتن م رسد

است. ارزشمند مساله این برای کاف یا لازم
این کم با سپس کرده تعریف را θ(G) پارامتر [٢۶] در طاهرخان و ابوالحسن حاج
محاسبه با سپس آوردند. بدست گراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرط ی پارامتر
تساوی برای کاف شرط ی دوری، کامل گراف های برای پارامتر، این برای پایین کران ی
ثابت G غیردوبخش گراف برای به علاوه، دادند. ارائه گراف ها عددرنگ دوری و عددرنگ
داشته وجود χ(G)٣(χ(G)−٢) < ٢r+١٢s+١ مانند گویایی عدد اگروتنهااگر ،χ(G) ̸= χc(G) که کردند،

بررس را کنسرگراف ها عددرنگ استاهل٢٣[٣٢] و هالروید جانسون، .χ(G ٢r+١٢s+١ ) = ٣ که باشد
همچنین .χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)) آنگاه ،n = ٢ یا n ≤ ٢k + ٢ اگر کردند اثبات و کرده
ابوالحسن حاج .χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)) آنگاه ،n ≥ ٢k + ١ اگر که زدند حدس آن ها
نشان بعدها، نمودند. اثبات بزرگ کاف اندازه به n برای را شده بیان حدس ژو٢۴[٢٧] و
.[٣۵ م باشد[۴٢، درست فوق حدس باشد، زوج و مثبت صحیح عدد ی n اگر که شد داده
آنگاه باشد بزرگ کاف اندازه به k به نسبت n اگر کردند ثابت آن ها همچنین
اثبات تاردوش٢۶[۴٢] و سیمون به طورمستقل، و مونیر٢۵[٣۵] .χc(SG(n, k)) = χ(SG(n, k))

از ر دی ی .χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)) آنگاه باشد بزرگ کاف اندازه به n اگر که کردند
پارامترها این از ی م باشد. پارامترها از استفاده گراف ها در همریخت وجود بررس راه های
١٩٨٧ سال در ا٢٧ کوبی توسط بار اولین برای ، مجموع رنگ مفهوم است. مجموع رنگ

19Alishahi and Hajiabolhassan
20Vince
21Guichard
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24Hajiabolhassan and Zhu
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ث
شوئنک٢٨، و ا کوبی توسط مشترک مقاله ای در ١٩٨٩ سال در مهم نتایج شد. معرف میلادی
که است شده ثابت مقاله این در است. شده آورده [٣۴] مجموع رنگ بر مقدمه ای عنوان تحت
،۴۵] در مجموع رنگ است. NP‐سخت دلخواه، گراف ی برای مجموع رنگ محاسبه مساله
برای را کران هایی تامسون٢٩ ،[۴۵] در است. گرفته قرار موردبررس نیز [٣٣ ،٣١ ،٢۵ ،٢۴ ،١٧
عددرنگ کسری، از استفاده با [۵] طاهرخان و علیشاه آورد. بدست گراف ها در مجموع رنگ
، مجموع رنگ راس از استفاده با آن ها همچنین آوردند. بدست مجموع رنگ راس برای کران
،[٣٨] عرفان و رحیم نمودند. ارائه را گراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرایط
کرده تعریف را ∑D(G) ٣١ یال تفاضل‐ مجموع رنگ و ∑

S(G) ٣٠ مجموع‐یال مجموع رنگ
همچنین آوردند. بدست پارامترها این برای پایین و بالا کران عددرنگ کسری از استفاده با و
جمله از مقاله این در آن ها نمودند. ارائه را گراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرایط
اگر همچنین ندارد. وجود H به G از همریخت آنگاه ∑

D(G)
|E(G)| >

∑
D(H)

|E(H)| اگر که نمودند اثبات
ندارد. وجود H به G از همریخت هیچ آنگاه ∑

S(G)
|E(G)| >

∑
S(H)

|E(H)|

را گراف ال چ [١۴] ابوالحسن حاج و ر دانش م باشد. گراف ٣٢ ال چ ر دی پارامتر
نمودند. بررس گراف در همریخت وجود برای را شرایط آن از استفاده با و نموده تعریف

آوردند. بدست گراف عددرنگ کسری برای کران پارامتر، این از استفاده با همچنین
آورده م گیرد، قرار مورداستفاده ادامه در که لازم تعاریف برخ رساله، این اول فصل در

است. شده
عددرنگ بین ارتباط براساس و نموده تعریف را ابرگراف ها عددرنگ آزاد مفهوم دوم، فصل در

ابرگراف ها برخ در عددرنگ دوری و عددرنگ برابری برای کاف شرایط عددرنگ آزاد، و
موردبررس کنسرگراف ها برخ عددرنگ نیز فصل این انتهای در م شود. گرفته قرار موردبررس

م گیرد. قرار
برخ و داده تعمیم ابرگراف ها به شده تعریف قبل از که پارامترها برخ سوم فصل در

وجود برای لازم شرایط پارامترها، این از استفاده با و نموده تعریف نیز را جدید پارامترهای
م شود. بررس ابرگراف ها در همریخت
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١ فصل
مقدمات تعاریف

n کنید فرض آورده شده است. بود، خواهد موردنیاز فصول سایر در که تعاریف فصل، این در
م دهیم. نمایش [n] علامت با را {١,٢, . . . , n} مجموعه ازاین به بعد، باشد. طبیع  عدد

تعاریف
مجموعه V = {v١, v٢, . . . , vn} که است (V,E) دوتایی شامل H ابرگراف١ [١۵] .١ . ٠ . ١ تعریف
به نام V زیرمجموعه های از مجموعه ای E = {e١, e٢, . . . , em} و رئوس به نام نقاط از متناه

م باشد. یال ۵ و راس ٨ دارای (١ . ١) ل ش مثال به عنوان م دهند. یل تش را H یال های
دارای آن یال های تمام هرگاه م شود نامیده نواخت٢ ،r‐ی H ابرگراف [١۵] .١ . ٠ . ٢ تعریف
گراف٣ نواخت، ٢ ‐ی ابرگراف باشد. گرفته قرار راس r یال هر روی یعن باشند، r اندازه

م شود. نامیده
زیرابرگراف۴ ی را H′ باشد. ابرگراف ی H = (V (H), E(H)) کنید فرض [۶] .١ . ٠ . ٣ تعریف

.E(H′) ⊆ E(H) و V (H′) ⊆ V (H) هرگاه م نامیم H

زیرمجموعه ای شامل H از زیرابرگراف هر باشد. ابرگراف ی H کنید فرض [۶] .۴ . ١ . ٠ تعریف
1hypergraph
2r-uniform
3graph
4subhypergraph



مقدمات تعاریف ٢

ابرگراف ی نمایش :١ . ١ ل ش

زیرابرگراف القایی۵ ی H ابرگراف در رئوس مجموعه این با متناظر یال های تمام و H رئوس از
م شود. داده نشان H[S] نماد با ،S ⊆ V (H) رئوس توسط شده القا زیرابرگراف م شود. نامیده
این هردوی شامل ابرگراف از یال هرگاه مجاورند۶ H ابرگراف راس دو [١٠] .۵ . ١ . ٠ تعریف

م باشند. ٧ همسایه ر دی ی با رئوس این باشد. رئوس
همسایه های تمام شامل و م دهیم نشان N(v) با را راس ی ٨ همسای [١٠] .۶ . ١ . ٠ تعریف
.N(v)∪ {v} با است برابر که م دهیم نشان N [v] با را راس ی بسته همسای است. v راس

.N(v٣) = {v٢, v۶, v۴, v۵} با است برابر v٣ راس همسای (١ . ١) ل ش در به عنوان مثال،
دنباله vk+١ و v١ راس دو میان ،مسیر٩ H ابرگراف در [١٠] .١ . ٠ . ٧ تعریف

v١, e١, v٢, . . . , vk, ek, vk+١
5induced subhypergraph
6adjacent
7neighbor
8neighborhood
9path



٣
به طوری که است

باشند. H از متمایز رئوس ،v١, v٢, . . . , vk+١ . ١
باشند. H از متمایز یال های ،e١, e٢, . . . , ek . ٢

.j = ١, . . . , k برای ،vj , vj+١ ∈ ej . ٣
است. k طول با مسیر دنباله، این دراین صورت

v٢ راس دو بین ٣ بطول مسیری ،v٢, e۴, v٣, e١, v۵, e٢, v٨ ،(١ . ١) ل ش در به عنوان مثال،
است. v٨ و

است v١, e١, v٢, . . . , vk−١, ek, vk+١ رئوس دنباله ،دور١٠ H ابرگراف در [١٠] .١ . ٠ . ٨ تعریف
به طوری که

باشند. H از متمایز رئوس ،v١, v٢, . . . , vk . ١
باشند. H از متمایز یال های ،e١, e٢, . . . , ek . ٢

.j = ١, . . . , k برای ،vj , vj+١ ∈ ej . ٣
.v١ = vk+١ . ۴

است. k طول با دور رئوس، از دنباله این دراین صورت
است. ۵ به طول دوری ،v٢, e۴, v٣, e١, v۵, e٢, v٨, e٣, v۶, e۴, v٢ ،(١ . ١) ل ش در به عنوان مثال،
مانند است نگاشت H به G از ١١ همریخت ،H و G ابرگراف دو برای [١۵] .١ . ٠ . ٩ تعریف
به قسم که باشد موجود e′ ∈ E(H) مانند یال ،e ∈ E(G) یال هر برای که f : V (G) −→ V (H)

(١٢ همریخت عدم (به ترتیب همریخت اگر ،(G ↛ Hبه ترتیب) G −→ H م نویسیم و e′ ⊆ f(e)

از ریخت ی گویند. ١٣ ریخت ی آن به باشد دوسویی همریخت اگر باشد. موجود H به G از
با را G ابرگراف خودریخت های همه مجموعه گویند. ١۴ خودریخت را خودش به G ابرگراف

م دهند. نشان Aut(G)
( طبیع (اعداد رنگ ها تخصیص شامل ابرگراف ی ١۵ رنگ آمیزی مجاز [۶] .١ . ٠ . ١٠ تعریف

نماید. دریافت متفاوت رنگ دو حداقل یال هر به قسم که است ابرگراف رئوس به
رنگ های تعداد آن در که است رنگ آمیزی ابرگراف، ی t‐رنگ آمیزی١۶ [۶] .١ . ٠ . ١١ تعریف
م شود، داده نشان χ(H) با که ،H ابرگراف ١٧ عددرنگ باشد. رنگ t حداکثر مورداستفاده

10cycle
11homomorphism
12no-homomorphism
13isomorphism
14automorphism
15 coloring proper
16t-coloring
17chromatic number



مقدمات تعاریف ۴
معادل، بطور یا باشد. t‐رنگ آمیزی ی دارای H ابرگراف به قسم که است t عدد ترین کوچ

برابراست با H ابرگراف عددرنگ

χ(H) = min{n | H −→ Kn}

رئوس مجموعه دارای ،Kn
d

١٨ گراف کامل دوری .n ≥ ٢d کنید فرض [١۵] .١ . ٠ . ١٢ تعریف
.d ≤ |i− j| ≤ n− d هرگاه مجاورند هم با j و i راس دو و م باشد {٠, ١, . . . , n− ١}

م شود، داده نمایش χc(H) نماد با که H ابرگراف ١٩ عددرنگ دوری [١۵] .١ . ٠ . ١٣ تعریف
م شود: تعریف زیر بصورت

χc(H)
def
= inf

{n

d
|H −→ Kn

d

}
.

هر برای همچنین نمود. زین جای مینیمم با م توان را اینفیمم که است شده ثابت [١۵] در
داریم H ابرگراف

χ(H)− ١ < χc(H) ≤ χ(H).

شامل هرگاه نامیم مستقل٢٠ را H ابرگراف از S ⊆ V (H) زیرمجموعه [١۵] .١۴ . ١ . ٠ تعریف
بیشترین با مستقل مجموعه ) H ابرگراف مستقل مجموعه بزرگترین اندازه نباشد. یال هیچ

م دهند. نشان α(H) با و گویند ابرگراف استقلال عدد را ( رئوس تعداد
،n کنید فرض است. شده تعریف به صورت زیر KGr(n, k) ابرکنسرگراف٢١ [٨] .١۵ . ١ . ٠ تعریف
مجموعه [n] از عضوی k زیرمجموعه هر .n ≥ rk به قسم که باشند مثبت صحیح اعداد r و k

اشتراک اگر م دهند را یال ی یل تش رئوس از تایی r هر و داده یل تش را ابرکنسرگراف رئوس
گراف ابرکنسر از یال ی e = {A١, A٢, . . . , Ar} ر، به عبارت دی باشد. ته آن ها از دوتایی هر

.Ai ∩Aj = ∅ باشیم داشته ١ ≤ i, j ≤ r برای هر هرگاه است KGr(n, k)

نشان Kn با را K٢
n آنگاه ، r = ٢ اگر است. Kr

n ابرگراف کامل همان KGr(n, ١) همچنین
ابرکنسرگراف از نمونه ای KG٢(۵,٢) پترسن گراف است. راس n گراف کامل همان که م دهیم

فرمایید). ملاحظه را (١ . ٢) ل است(ش
گروه هرگاه گویند ٢٢( (انتقال پذیرراس یال پذیر انتقال را G گراف ابر [١۵] .١۶ . ١ . ٠ تعریف
یال دو هر برای ر، به عبارت دی کنند. (راس ها)عمل یال ها روی انتقال بطور خودریخت ها
به قسم که باشد داشته وجود g خودریخت (v١, v٢ ∈ V (G) راس دو هر (برای e١, e٢ ∈ E(G)

گراف از نمونه هایی ،KG(m,n) کنسرگراف و Kn کامل گراف .(g(v١) = v٢) g(e١) = e٢
م باشند. انتقال پذیریال و انتقال پذیرراس

18circular complete graph
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۵

پترسن گراف :١ . ٢ ل ش

r هر که است رئوس از زیرمجموعه ای ،H نواخت r‐ی ابرگراف در خوشه٢٣ .١ . ٠ . ١٧ تعریف
عدد خوشه، بزرگترین اندازه م دهند. H در یال یل تش زیرمجموعه این در رئوس از تایی
n عدد بزرگترین ω(H) درواق م شود. داده نمایش ω(H) با و م شود نامیده خوشه ای٢۴

باشد. داشته وجود Kr
n −→ H همریخت آن در که است

به صورت زیر و م شود داده نشان χf (H) با ،H ابرگراف کسری٢۵ رنگ عدد .١ . ٠ . ١٨ تعریف
م شود. تعریف

χf (H) = inf
{m

n
| H −→ KG(m,n)

}
.

با را اینفیمم م توان دارد، قرار مجموعه در اینفیموم چون شد، بیان گراف ها در آنچه مانند
داریم H ابرگراف هر برای ،KG(m, ١) = Km ازآنجاکه همچنین نمود. زین جای مینیمم

.χf (H) ≤ χ(H)

باشد. رنگ آمیزی قابل رنگ دو با هرگاه گویند ٢۶ دوبخش را ابرگراف .١ . ٠ . ١٩ تعریف
23clique
24clique number
25 fractional chromatic number
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٢ فصل
قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد

عدم وجودهمریخت

مقدمه ٢ . ١
علیشاه توسط گراف ها عددرنگ آزاد م شود. بیان ابرگراف ها عددرنگ آزاد مفهوم فصل این در

از تعمیم به عنوان را گراف ها رنگ آمیزی آزاد آن ها است. شده تعریف [٧] در ابوالحسن حاج و
قرار موردمطالعه را رنگ آمیزی دوری و رنگ آمیزی آزاد بین ارتباط و معرف رنگ آمیزی معمول
را عددرنگ دوری و عددرنگ تساوی برای کاف شرایط عددرنگ آزاد براساس سپس دادند.
که م شود داده نشان و م شود داده تعمیم ابرگراف ها به تعریف رساله، این در نمودند. بیان
وعددرنگ دوری عددرنگ ابرگراف آن آنگاه باشد، بزرگ کاف اندازه به ابرگراف عددرنگ آزاد اگر

دارد. سان ی
موردمطالعه [٣٢] در استاهل٣ و هالیروید٢ جانسون١، توسط کنسرگراف ها عددرنگ دوری
آنگاه ،k = ٢ یا و n ≤ ٢k + ٢ اگر که شد داده نشان [٣٢] در گرفت. قرار

نمودند. مطرح را زیر حدس همچنین آن ها .χ(KG(n, k)) = χc(KG(n, k))

1Johnson
2Holroyd
3Stahl



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ٨
.χ(KG(n, k)) = χc(KG(n, k)) آنگاه ،n ≥ ٢k + ١ اگر .٢ . ١ . ١ حدس

گرفت. قرار موردمطالعه [۴٢] و [٣۵] ،[٢٧]، [١٣] جمله از زیادی مقاله های در حدس این
اثبات بزرگ کاف اندازه به nهای برای را فوق حدس درست [١٣] در ژو و ابوالحسن حاج

رسید. اثبات به زوج nهای برای [٣۵ ،۴٢] در حدس این نمودند.

به را آن بتوان هرگاه م شود نامیده آزاد۴ ،H ابرگراف در مستقل مجموعه ی .٢ . ١ . ٢ تعریف
I مستقل مجموعه بطورمعادل، داد. گسترش متمایز ماکسیمال مستقل مجموعه دو حداقل
باشد موجود e ∈ E(H) مانند یال اگروتنهااگر است ۵ مجموعه مستقل آزاد ی H ابرگراف در
هردو به قسم که ،e = U ∪ V یعن نمود افراز V و U مجموعه دو به را آن بتوان به طوری که
مجموعه e یال گوییم دراین صورت باشند. H در مستقل مجموعه هایی I ∪V و I ∪U مجموعه
م دهند. نمایش Supp(I) با را I حام یال های همه مجموعه م کند. حمایت۶ را I مستقل

و م شود نامیده H ٧ عدداستقلال آزاد مجموعه مستقل آزاد، بزرگترین اندازه .٢ . ١ . ٣ تعریف
م شود. داده نشان ᾱ(H) با

.ᾱ(H) ≤ α(H) داریم است مجموعه مستقل ی خود مجموعه مستقل آزاد هر ازآنجاکه

آنگاه باشد، داشته تعلق مجموعه مستقل آزاد ی به H ابرگراف راس هر هرگاه .۴ . ٢ . ١ تعریف
گوییم. آزاد٨ ابرگراف ی را H

آزاد مستقل مجموعه های به را V (H) بتوان اگروتنهااگر است آزاد H ابرگراف ر، به عبارت دی
نمود. افراز

به V (H) افراز اندازه مینیمم با است برابر ،H ابرگراف ٩ عددرنگ آزاد .۵ . ٢ . ١ تعریف
آنگاه نباشد، آزاد H اگر م شود. داده نمایش Φ(H) نماد با که آزاد مستقل مجموعه های

.Φ(H) = ∞ م کنیم تعریف

بین همریخت وجود برای کاف شرط که است ابرگراف به [٧] در ٢ لم از تعمیم زیر لم
م آورد. فراهم را ابرگراف دو

،χc(H) ̸= χ(H) اگر .(n, d) = ١ که ،χc(H) = n
d و باشد ابرگراف ی H کنید فرض .٢ . ١ . ١ لم

.Φ(H) ≤ ⌈χc(H)(١ + ١
d−١)⌉ ≤ ٢χ(H)− ١ آنگاه

4free
5free independent set
6support
7free independent number
8free hypergraph
9 free coloring number



٩ مقدمه
Kn

d
به H ابرگراف از g همریخت پس است n

d برابر ابرگراف عددرنگ دوری چون اثبات.
H از f مانند یال توسط Kn

d
در e = {i, i+ d} یال هر که است شده ثابت [١۵] در دارد. وجود

Si = g−١({i+ ١, . . . , i+ متوال راس d− ١ هر معکوس تصویر بنابراین، م شود. داده پوشش
و U = f ∩g−١({i}) کنید فرض اثبات، برای م باشد. H از آزاد مستقل مجموعه Kn

d
از d−١})

.U ∪V = f داریم و بوده غیرته مجموعه های V و U مجموعه دو هر .V = f ∩ g−١({i+ d})

Si∪V ⊆ g−١({i+١, . . . , i+d}) و Si∪U ⊆ g−١({i, . . . , i+d−١}) مجموعه های ر، ازطرف دی
وجود V و U شامل f یال از افرازی که آنجا از بنابراین م باشند. H در مستقل مجموعه هایی
در آزاد مستقل مجموعه Si م باشند، مستقل مجموعه هایی Si ∪ V و Si ∪U به قسم که دارد
است. ⌈ n

d−١⌉ حداکثر H عددرنگ آزاد درنتیجه م شود. حمایت H از f یال توسط که است H
بنابراین .d ≥ ٢ داریم است χc(H) ̸= χ(H) باتوجه به اینکه

⌈ n

d− ١⌉ = ⌈n
d

d

d− ١⌉ = ⌈χc(H)(١ +
١

d− ١)⌉ ≤ ٢χ(H)− ١. □

بین رابطه براساس را ابرگراف ها عددرنگ دوری و عددرنگ تساوی کاف شرط قبل لم
شرط عددرنگ آزاد از استفاده با علاوه، به م نماید. بیان آن ها عددرنگ آزاد و عددرنگ

آنگاه ،Φ(H) ≥ ٢χ(H) اگر یعن م کند. بیان ابرگراف در عدم وجودهمریخت برای را
ندارد. وجود d ≥ ٢ برای Kn

d
به H ابرگراف از همریخت درنتیجه .χc(H) = χ(H)

اهمیت دارای ابرگراف ها عددرنگ آزاد برای پایین و بالا کران یافتن لم٢ . ١ . ١، به توجه با
لذا است آزاد مستقل مجموعه های به افراز درواق ابرگراف رنگ آمیزی آزاد ازآنجاکه م باشد.
م شود. نتیجه مستقیم بطور عدداستقلال آزاد تعریف از زیر لم .χ(H) ≤ Φ(H) داریم، بوضوح
مستقل مجموعه بزرگترین اندازه ᾱ(H) و باشد راس n آزاد ابرگراف H کنید فرض .٢ . ١ . ٢ لم

.Φ(H) ≥ n
ᾱ(H) داریم، صورت دراین باشد. H در آزاد

از .αi = |Vi| به قسم که باشد H رنگ آمیزی آزاد ی (V١, . . . , VΦ(H)) کنید فرض اثبات.
داریم بنابراین αi ≤ ᾱ(H) داریم ،i هر برای طرف

Φ(H)∑
i=١

αi = n,

Φ(H)∑
i=١

ᾱ(H) ≥ n,

Φ(H) ≥ n

ᾱ(H)
.□

کاربردها ٢ . ١ . ١
برابری شرایط ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با و نموده تعریف را ابرکنسرگراف تعمیم یافته بخش این در

م دهیم. قرار بررس مورد آن عددرنگ دوری و عددرنگ



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ١٠
. n ≥ rk > ٠ به قسم که باشند مثبت صحیح اعداد s و r ،k ،n کنید فرض .۶ . ٢ . ١ تعریف
آن رئوس مجموعه که است نواخت r‐ی ابرگراف GKGr(n, k, s) ابرکنسرگراف تعمیم یافته١٠
است رئوس از rتایی شامل آن یال های مجموعه و م باشد [n] از عضوی k زیرمجموعه های تمام
ابرکنسرگراف از یال e = {A١, A٢, . . . Ar} ر، به عبارت دی است. s حداکثر آن ها کل اشتراک که
GKGr(n, k, ٠) به جای GKGr(n, k) از آنگاه ،s = ٠ اگر . |

∩r
i=١ Ai| ≤ s اگروتنهااگر است

.GKG٢(n, k) = KG٢(n, k) داریم آنگاه ،r = ٢ اگر که باشید داشته توجه م کنیم. استفاده
شده ثابت و گرفته قرار مطالعه مورد [٨] در KGr(n, k) ابرکنسرگراف عددرنگ

مساله ی ،GKGr(n, k, s) ابرکنسرگراف عددرنگ اما .χ(KGr(n, k)) = ⌈n−r(k−١)
r−١ ⌉ که است

م شود. داده ارائه GKGr(n, k) عددرنگ برای بالا کران ی زیر لم در است. باز
.n ≥ rk به قسم که باشند مثبت صحیح اعداد k و r ،n کنید فرض .٢ . ١ . ٣ لم

دراین صورت

χ(GKGr(n, k)) ≤ n− k + ١.
م گیریم: درنظر را زیر رنگ آمیزی اثبات.

ضابطه Cبا : V (GKGr(n, k)) −→ {١,٢, . . . , n− k + ١}
A −→ min{A}.

فرض اثبات، برای است. GKGr(n, k) برای رنگ آمیزی مجاز ی C که است واض
١=ri{Ai}ها پس ،∩r

i=١Ai = ∅ ازآنجاکه باشد. GKGr(n, k) از یال e = {A١, A٢, . . . , Ar} کنید
که دارند وجود i, j ∈ {١,٢, . . . , r} ، یعن باشند. سان ی مینیمم دارای نم توانند
متمایز رنگ دو حداقل e یال شده، داده رنگ آمیزی به توجه با درنتیجه .c(Ai) ̸= c(Aj)

□ م نماید. دریافت

ابرگراف ها عددرنگ دوری و عددرنگ تساوی ٢ . ١ . ٢
عددرنگ آزاد از استفاده با نم باشد، مشخص کل حالت در χ(GKGr(n, k)) دقیق مقدار اگرچه
باشد. بزرگ کاف اندازه به  n اگر ،χ(GKGr(n, k)) = χc(GKGr(n, k)) که م شود داده نشان
است. دست در آن از بالا کران ی تنها و نیست مشخص GKGr(n, k) عددرنگ که شود توجه
آنگاه ،n ≥ ٢k٢(k − ١) اگر که دادند نشان [٢٧] ژو و ابوالحسن حاج
گرفته درنظر قضیه این از تعمیم به عنوان م تواند زیر قضیه .χ(KG(n, k)) = χc(KG(n, k))

،n ≥ ٢k٢(k − ١) − ٢k + ٣ اگر که کردند ثابت [٧] ابوالحسن حاج و علیشاه شود.
.χ(KG(n, k)) = χc(KG(n, k)) آنگاه

10generalzed kneser hypergraph



١١ مقدمه
اگر .k > ٢ و n ≥ rk که باشند مثبت صحیح اعداد k و  r، n کنید فرض .٢ . ١ . ١ قضیه

آنگاه ،n ≥ k(k − ١)(rk)(rk − ١)
χ(GKGr(n, k)) = χc(GKGr(n, k)).

ثابت این کار برای است. آزاد ابرگراف ی GKGr(n, k) که م دهیم نشان ابتدا اثبات.
دارد. تعلق آزاد مستقل مجموعه ی به ابرگراف راس هر م کنیم

فرض م گیریم. درنظر را آن از دلخواه راس بنابراین است. انتقال پذیرراس GKGr(n, k)

این که م کنیم ادعا باشد. ابرگراف از دلخواه راس A = {١,٢, . . . , k} ∈ V (GKGr(n, k)) کنید
دارد. تعلق آزاد مستقل مجموعه ی به راس

دارای T عضوهای تمام که آنجا از .T = {B ⊆ [n] | ١,٢ ∈ B , |B| = k} کنید فرض
است. (n−٢

k−٢
) اندازه از مستقل مجموعه ی و نبوده یال شامل T مجموعه م باشند، اشتراک

برای کنید فرض است. آزاد T مستقل مجموعه م کنیم ثابت حال .A ∈ T همچنین
هر برای به قسم که ،Ai ⊆ {١,٢, . . . , n}\{٢,٣, . . . , k+ ١} و |Ai| = k باشیم داشته i ∈ [r− ١]
،∩r

i=١ Ai = ∅ ازآنجاکه .Ar = {٢,٣, . . . , k + ١} همچنین ،١ ∈ Ai باشیم داشته i ∈ [r − ١]
مجموعه یال، این که م کنیم ادعا است. ابرکنسرگراف از یال e = {A١, A٢, . . . , Ar} بنابراین

م کند. حمایت را T مستقل
.V = {A١, A٢, . . . , Ar−١} و U = {Ar} یرید، که ب درنظر را e = U∪V افراز ادعا، اثبات برای
V ∪B و U ∪B مجموعه های بنابراین B∩V ̸= ∅ و B∩U ̸= ∅،B ∈ T به ازای هر که آنجا از حال
را T مستقل مجموعه e یال بنابراین م باشند. مستقل و نبوده یال شامل B ∈ T هر برای
GKGr(n, k) راس هر درنتیجه است. (n−٢

k−٢
) اندازه از و آزاد T مستقل مجموعه و م کند حمایت

استقلال عدد و بوده آزاد ابرگراف ی GKGr(n, k) پس دارد. تعلق آزاد مستقل مجموعه ی به
.(n−٢

k−٢
)
> r که است واض است. (n−٢

k−٢
) حداقل نیز آن آزاد

همچنین باشد. GKGr(n, k) در ماکسیمم آزاد مستقل مجموعه ی I کنید فرض حال
حمایت را I مستقل مجموعه که باشد ابرکنسرگراف از یال e = {B١, B٢, . . . , Br} کنید فرض
مجموعه های به قسم که دارد وجود V و U بخش دو از ل متش e از افرازی یعن م کند.
B ∈ I هر برای م کنیم ادعا .S = ∪r

i=١Bi کنید فرض اکنون م باشند. مستقل V ∪ I و U ∪ I

.|B ∩ S| ≥ ٢ داریم
دو حال .|B ∩ S| ≤ ١ به قسم که باشد داشته وجود B ∈ I عضو کنید فرض اثبات، برای

م دهیم: قرار بررس مورد را زیر حالت
به e یال بنابراین ندارد، اشتراک ها Bi از ی هیچ با B ازآنجاکه آنگاه ،|B ∩ S| = ٠ اگر . ١
ندارد، اشتراک بخش ها این از ی هیچ با B شود تقسیم V و U قسمت دو به که طریق هر

ی هیچ و بوده یال شامل V ∪ I و U ∪ I بخش های از هری ،  |I| ≥ r به توجه با درنتیجه
تناقض در م کند، حمایت را I مستقل مجموعه e یال که حقیقت این با این و نیستند، مستقل

است.



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ١٢
نم تواند x پس .∩r

i=١Bi = ∅ داریم است یال e اینکه به توجه با آنگاه ،B ∩ S = {x} اگر . ٢
دارد وجود j ∈ [r] ی حداقل بنابراین باشد. داشته تعلق i = ١, . . . , r برای Biها همه به

ی به Bj شود، تقسیم V و U قسمت دو به طریق هر به e یال اگر حال .x /∈ Bj به قسم که
از ی حداقل ،|I| ≥ r و Bj ∩ B = ∅ ازآنجاکه بنابراین داشت. خواهد تعلق قسمت ها این از
تناقض نیز این که نم باشد، مستقل درنتیجه و بوده یال شامل V ∪ I یا U ∪ I مجموعه های

است.
داریم و بوده درست ادعا بنابراین

|I| ≤
(
|S|
٢

)(
n− ٢
k − ٢

)
≤

(
rk

٢
)(

n− ٢
k − ٢

)
(٢ . ١)

داریم (٢ . ١) نامساوی از استفاده با ،Φ(GKGr(n, k)) ≥ |V (GKGr(n,k))|
ᾱ(GKGr(n,k)) طرف از

Φ(GKGr(n, k)) ≥
(
n
k

)(
rk٢
)(

n−٢
k−٢

) . (٢ . ٢)

است کاف ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با حال .χ(GKGr(n, k)) ≤ n−١ داریم ٢ . ١ . ٣ لم از استفاده با
باشیم داشته

Φ(GKGr(n, k))

χ(GKGr(n, k))
≥ ٢.

باشیم داشته است کاف (٢ . ٢) نامساوی از استفاده با معادل بطور )یا
n
k

)(
rk٢
)(

n−٢
k−٢

) ≥ ٢(n− ١).

−٢n(nیا ١)
k(k − ١)(rk)(rk − ١) ≥ ٢(n− ١).

□ . n ≥ k(k − ١)(rk)(rk − ١) بنابراین،
م شود، داده تعمیم GKGr(n, k, s) ابرکنسرگراف تعمیم یافته به ،٢ . ١ . ١ قضیه زیر، قضیه در
ارائه GKGr(n, k, s) عددرنگ برای کران ابتدا شود. گرفته درنظر n برای کران آنکه بدون

م شود. داده
.k ≥ s+١ و n ≥ rk به قسم که باشند مثبت اعدادصحیح s و r، k ،n کنید فرض .۴ . ٢ . ١ لم

صورت دراین
χ(GKGr(n, k, s)) ≤

(
n

s+ ١
)

≈ O(ns+١).

دلخواه زیرمجموعه ،A ∈ V (GKGr(n, k, s)) راس هر با متناظر اثبات، برای اثبات.
یال هر برای که آنجا از .c(A) = B م دهیم قرار و کرده انتخاب را s + ١ اندازه از B ⊆ A

رنگ آمیزی مجاز ی رنگ آمیزی، این بنابراین ،|∩r
i=١ Ai| ≤ s داریم e = {A١, A٢, . . . , Ar}

e یال درنتیجه .c(Ai) ̸= c(Aj) به طوری که دارند وجود i, j ∈ {١,٢, . . . , r} به عبارت م باشد.
□ م نماید. دریافت را متمایز رنگ دو حداقل



١٣ مقدمه
.k > s+٢ و n ≥ rk به قسم که باشند مثبت اعدادصحیح s و r، k ،n کنید فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه

آنگاه باشد، بزرگ کاف اندازه به n اگر
χ(GKGr(n, k, s)) = χc(GKGr(n, k, s)).

ابرگراف ی GKGr(n, k, s) که م دهیم نشان ابتدا ،٢ . ١ . ١ قضیه مشابه اثبات با اثبات.
بدون کاستن از کلیت، دارد. تعلق آزاد مستقل مجموعه ی به آن راس هر یعن است، آزاد
کنید فرض باشد. ابرگراف از راس A = {١,٢, . . . , k} ∈ V (GKGr(n, k, s)) کنید فرض
بیشتر s از T در رئوس اشتراک ازآنجاکه .T = {B ⊆ [n] | ١, . . . , s+ ٢ ∈ B , |B| = k}

است. (n−s−٢
k−s−٢

) اندازه از مستقل مجموعه ی T بنابراین باشد. یال شامل نم تواند T است،
م باشد. نیز آزاد T مستقل مجموعه م کنیم ثابت حال .A ∈ T طرف از

هر برای به قسم که A١, . . . , Ar−١ ⊆ {١,٢, . . . , , n}\{s + ٢, . . . , k + ١} کنید فرض
واض است که .Ar = {٢, . . . , k + ١} همچنین ،{١, . . . , s + ١} ⊆ Ai باشیم داشته i ∈ [r − ١]
را T یال این همچنین .|∩r

i=١ Ai| ≤ s زیرا است، GKGr(n, k, s) از یال e = {A١, . . . , Ar}

وجود V = {A١, A٢, . . . , Ar−١} و U = {Ar} مجموعه دو شامل e از افرازی زیرا م کند. حمایت
و |B ∩U | > s ،B ∈ T هر برای یعن نیست. یال هیچ شامل T ∪ V و T ∪U به قسم که دارد

.|B ∩ V | > s

T مستقل مجموعه e یال بنابراین هستند. مستقل T ∪V و T ∪U مجموعه دو هر درنتیجه
به ابرکنسرگراف راس هر که آنجا از است. آزاد T مستقل مجموعه درنتیجه م کند. حمایت را
آزاد استقلال عدد و بوده آزاد ابرگراف ی GKGr(n, k, s) دارد، تعلق آزاد مستقل مجموعه ی
.(n−s−٢

k−s−٢
)
> r به قسم که باشد بزرگ کاف اندازه به n کنید فرض است. (n−s−٢

k−s−٢
) حداقل آن

یال که باشد GKGr(n, k, s) در ماکسیمم آزاد مستقل مجموعه ی I کنید فرض
بخش دو شامل e از افرازی یعن م کند. حمایت را آن ابرکنسرگراف از e = {B١, . . . , Br}

کنید فرض هستند. مستقل V
∪

I و U
∪
I مجموعه دو هر به قسم که دارد وجود V و U

زیر حالت دو اثبات برای .|B∩
S| ≥ s+ ٢ داریم B ∈ I هر برای م کنیم ادعا .S =

∪r
i=١ Bi

یرید: ب درنظر را
کمتر i = ١,٢, . . . , r برای Biها از هری با B اشتراک که آنجا از آنگاه ،|B∩

S| ≤ s اگر . ١
این از هری با B اشتراک شود تقسیم قسمت دو به که طریق هر به e یال است، s مساوی
و U

∪
I مجموعه های از هری ،|I| ≥ r ازآنجاکه درنتیجه است. s مساوی کمتر قسمت ها

است. تناقض ی این که نم باشند، مستقل بنابراین و بوده یال شامل V
∪

I

حداقل بنابراین ،|∩r
i=١ Bi| ≤ s داریم است یال e ازآنجاکه آنگاه ،|B∩

S| = s + ١ اگر . ٢
و U قسمت دو به طریق هر به e یال اگر حال .|B∩

Bj | ≤ s به قسم که دارد وجود j ∈ [r] ی
حداقل ،|I| ≥ r و |B

∩
Bj | ≤ s ازآنجاکه و بوده Bj شامل قسمت ها این از ی شود تقسیم V

ی این که نم باشند، مستقل بنابراین و بوده یال شامل V
∪
I یا U ∪

I مجموعه های از ی
است. تناقض



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ١۴
درنتیجه

|I| ≤
(

rk

s+ ٢
)(

n− s− ٢
k − s− ٢

)
≈ O(nk−s−٢). (٢ . ٣)

(٢ . ٣) نامساوی از استفاده با ر دی طرف از
Φ(GKGr(n, k, s)) ≥ |V (GKGr(n, k, s))|

ᾱ(GKGr(n, k, s))
≥

(
n
k

)(
rk
s+٢

)(
n−s−٢
k−s−٢

) ≈ O(ns+٢). (۴ . ٢)
(۴ . ٢) نامساوی و ۴ . ٢ . ١ لم از استفاده با

lim
n→∞

Φ(GKGr(n, k, s))

χ(GKGr(n, k, s))
> ٢.

٢ . ١ . ١ لم از استفاده با حال
χ(GKGr(n, k, s)) = χc(GKGr(n, k, s)). □

KG(G,F ) گراف کنسر عددرنگ دوری و عددرنگ تساوی ٢ . ١ . ٣
م گیرد. قرار KG(G,F)موردبررس کنسرگراف عددرنگ دوری و عددرنگ برابری شرایط حال

آورده شده است. گرفت، خواهد قرار مورداستفاده ادامه در که تعریف چند ابتدا در
آزاد١١ ‐F گراف ی G گراف باشد. گراف ها از ای خانواده F کنید فرض [۶] .٢ . ١ . ٧ تعریف

نباشد. F از عضوی با ریخت ی آن زیرگراف هیچ هرگاه م شود نامیده
یال های تعداد ماکسیمم باشد. گراف ها از ای خانواده F کنید فرض [٢٢] .٢ . ١ . ٨ تعریف
علامت با و م نامیم G تعمیم یافته١٢ عددتوران را G گراف از آزاد ‐F فراگیر زیرگراف ی

م دهیم. نمایش ex(G,F )

است گراف KG(G,F) گراف کنسر گراف ها، از F خانواده و G گراف برای [۶] .٢ . ١ . ٩ تعریف
راس دو و م باشد F از عضوی با ریخت ی G زیرگراف های همه شامل آن رئوس مجموعه که
تعریف صورت این به KG(G,F) رنگ آمیزی مجاز باشند. نداشته یال اگراشتراک متصلند به هم
دارای مجزا یال عضو دو هر که م کنیم رنگ آمیزی طوری را F عضوهای از هری که م شود

عددرنگ را رنگ آمیزی مجاز ی در شده استفاده رنگ های تعداد کمترین باشند. متفاوت رنگ
[٢٢] در به عنوان مثال م شود. داده نشان χ(KG(G,F)) نماد با و گویند KG(G,F) گراف کنسر
برابری شرایط ادامه در .χ(KG(Kn, C٣)) = ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ داریم n ≥ ١۶ برای که است شده ثابت
گرفته قرار موردبررس F و G بعض برای KG(G,F) عددرنگ دوری کنسرگراف و عددرنگ

است.
استفاده KG(G,H) و ex(G,H) از به ترتیب KG(G,F ) و ex(G,F ) به جای ،F = {H} اگر
حداقل با گراف ی H اگر که کردند ثابت [١٨ ،١٩] سیمنویت١٣ و اردوش‐استون م شود.

11F-Free
12Generalized Turán Number
13Erdos-Ston-Simnovits



١۵ مقدمه
توران عدد :٢ . ١ ل ش

اندازه به n به شرط آنکه م آید، بدست به صورت زیر ex(G,H) عددتوران آنگاه باشد، یال ی
باشد. بزرگ کاف

داریم H گراف برای .٢ . ١ . ٣ قضیه
lim
n→∞

ex(G,H)(
n٢
) = ١ − ١

χ(H)− ١ ,

است. راس n گراف G و H گراف عددرنگ χ(H) که
است. به صورت زیر KG(G,F ) عددرنگ بالای کران [۶] از نتیجه ای طبق

برای باشد. ناته گراف های از خانواده ای F و گراف ی G که کنید فرض توجه.
داریم، KG(G,F ) کنسرگراف

χ(KG(G,F )) ≤ |E(G)| − ex(G,F ). (۵ . ٢)
یال های .|E(K)| = ex(G,F ) به قسم که باشد F‐آزاد زیرگراف ی K کنید فرض اثبات.

م کنیم تعریف و کرده مرتب را E(G)− E(K)

c : V (KG(G,F )) −→ E(G)− E(K)



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ١۶
□ باشد. E(G)− E(K) در F یال ترین کوچ c(F ) به قسم که

بیان را KG(Kn, Pr) کنسرگراف عددرنگ دوری و عددرنگ برابری برای شرایط ادامه در
استفاده مورد اثبات روند در که زیر لم ابتدا است. راس r مسیری Pr که م نماییم اثبات و

م شود. اثبات و بیان م گیرد، قرار
دراین صورت باشد. راس r با G از زیرگراف H و راس n گراف G کنید فرض .۵ . ٢ . ١ لم

χ(KG(G,H)) ≤ n٢ , ᾱ(KG(G,H)) ≤ O(nr−٣).

همچنین باشد. KG(G,H) در ماکسیمم آزاد مستقل مجموعه I کنید فرض اثبات.
که آنجا از م کند. حمایت را I مجموعه که باشد KG(G,H) از یال e = {H١,H٢} کنید فرض
مجموعه های I∪H٢ و I∪H١ مجموعه های از هری م کند، حمایت را I مستقل مجموعه e یال

یال اشتراک H٢ و H١ از هری با I در راس هر یعن نم باشند. یال شامل و بوده مستقل
یال زیرگراف های H٢ و H١ است، کنسرگراف از یال e = {H١,H٢} ازآنجاکه ، طرف از دارد.
اشتراک است ن مم H٢ و H١ که باشید داشته توجه م باشند. H با ریخت ی و G از مجزا
سه حداقل است، H با ریخت ی G از زیرگراف که I در راس هر بنابراین باشند. داشته راس

بنابراین دارد. H١
∪
H٢ با مشترک راس

|I| ≤
(٢r

٣
)(

n− ٣
r − ٣

)( (
r٢
)

e(H)

)
≈ O(nr−٣), (۶ . ٢)

،(۵ . ٢) نامساوی از استفاده با
χ(KG(G,H)) ≤ |E(G)| − ex(G,H) ≤ n٢.

□ م شود. کامل اثبات درنتیجه
کاف اندازه به n و r ≥ ٣ به قسم که باشند مثبت صحیح اعداد r و n کنید فرض .۶ . ٢ . ١ لم

.χ(KG(Kn, Pr)) = χc(KG(Kn, Pr)) دراین صورت، باشد. بزرگ
از استفاده با اکنون . n!٢(n−r)!

≈ O(nr) با است برابر Kn در Pr زیرگراف های تعداد اثبات.
(۵ . ٢) و (۶ . ٢) نامساوی های

limn→∞
ϕ(KG(Kn,Pr))
χ(KG(Kn,Pr))

≥ limn→∞
|V (KG(Kn,Pr))|
ᾱ(KG(Kn,Pr))

. ١
χ(KG(Kn,Pr))

> limn→∞
nr

nr−٣ . ١
n٢ > ٢.

□ م شود. کامل اثبات ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با

دراین است. بزرگ کاف اندازه به n که باشند، مثبت صحیح اعداد r و n کنید فرض .٢ . ١ . ٧ لم
است. راس r دور Cr آن در که ،χ(KG(Kn, Cr)) = χc(KG(Kn, Cr)) داریم صورت



١٧ مقدمه
از استفاده با اکنون . n!

(n−r)! ≈ O(nr) با است برابر Kn در Cr زیرگراف های تعداد اثبات.
(۵ . ٢) و (۶ . ٢) نامساوی های

limn→∞
ϕ(KG(Kn,Cr))
χ(KG(Kn,Cr))

≥ limn→∞
|V (KG(Kn,Cr))|
ᾱ(KG(Kn,Cr))

. ١
χ(KG(Kn,Cr))

> limn→∞
nr

nr−٣ . ١
n٢ > ٢.

□ م شود. کامل اثبات ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با
Cr که ،KG(G,Cr) کنسرگراف در آنگاه باشد، بزرگ کاف اندازه به G گراف یال های تعداد اگر
فرآیند در که زیر قضیه ابتدا برابرند. هم با عددرنگ دوری و عددرنگ م باشد، راس r دور

م نماییم. بیان م گیرد، قرار مورداستفاده اثبات
عددی ϵ و r ≥ ۴ به قسم که باشد زوج و صحیح عددی r کنید فرض [١۶ ،۴١] .۴ . ٢ . ١ قضیه
دارد وجود λr ثابت دراین صورت باشد. یال ϵ

(
n٢
) حداقل و راس n گراف G و باشد مثبت

است. λrϵ
rnr حداقل G در Cr کپی های تعداد ،n ≥ n(r, ϵ) برای به قسم که

مثبت عددی ϵ و r ≥ ۴ به قسم که باشد زوج و صحیح عددی r کنید فرض .٢ . ١ . ١ گزاره
،χ(KG(G,Cr)) = χc(KG(G,Cr)) آنگاه باشد، یال ϵ(n٢) حداقل با راس n گراف G اگر باشد.

باشد. بزرگ کاف اندازه به n آنکه بشرط
کاف اندازه به n برای به قسم که دارد وجود λr ثابت ،۴ . ٢ . ١ قضیه از استفاده با اثبات.

(۶ . ٢) نامساوی های از استفاده با حال است. λrϵ
rnr حداقل G در Cr کپی های تعداد بزرگ،

(۵ . ٢) و
limn→∞

Φ(KG(G,Cr))
χ(KG(G,Cr))

≥ limn→∞
λrϵrnr

nr−٣.n٢ > ٢.
□ م شود. کامل اثبات ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با

باشد، ex(G,H) توران عدد از بزرگتر کاف اندازه به یال های تعداد با راس n گراف G اگر
داشت. خواهیم G در H کپی های تعداد درمورد را زیر گزاره آنگاه

برقرار زیر شرایط به طوری که دارد وجود δ، ϵای و r مثبت حقیق عدد هر برای .٢ . ١ . ٢ گزاره
است.

کپی δnr+١ حداقل شامل G آنگاه باشد، یال (١ − ١
r + ϵ)n

٢
٢ حداقل با راس n گراف G اگر

است. Kr+١ کامل گراف از
م نماییم. اثبات و بیان م گیرد، قرار مورداستفاده اثبات فرآیند در که را زیر لم ابتدا

دارد وجود n٠ای صورت دراین .ϵ < δ و باشند حقیق عدد دو δ و ϵ کنید فرض .٢ . ١ . ٨ لم
دارای G آنگاه باشد، یال δ n٢

٢ حداقل و راس n با گراف G اگر ،n ≥ n٠ هر برای به طوری که
است. |V (G′)| ≥ ϵ٢n رئوس تعداد حداقل و (δ − ϵ)|V (G′)| درجه مینیمم با G′ زیرگراف



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ١٨
طوری را i = ١,٢, . . . برای Gi گراف مرحله هر در حال .G٠ = G کنید فرض اثبات.

باشد. مذکور ویژگ دارای نهایت در که ساخت خواهیم
درغیراین صورت، است. تمام کار باشد، (δ− ϵ)|V (Gi)| حداقل درجه مینیمم دارای Gi اگر
از کمتر همسای تعداد با دلخواه راس حذف با Gi از آمده بدست گراف Gi+١ کنید فرض

داریم t مرحله در که کنید توجه باشد. (δ − ϵ)(n− i)

e(G) ≤ e(Gt) +
∑t−١

i=١(δ − ϵ)(n− i)

≤ (n−t)٢
٢ + (δ − ϵ)n

٢−(n−t)٢
٢ + t٢

≤ (δ − ϵ)n
٢

٢ + (١ − δ + ϵ) (n−t)٢
٢ + t٢ .

داریم ،e(G) ≥ δ n٢
٢ ازآنجاکه

δ n٢
٢ ≤ (δ − ϵ)n

٢
٢ + (١ − δ + ϵ) (n−t)٢

٢ + t٢ ,
ϵ٢n٢ ≤ (١ − δ + ϵ) (n−t)٢

٢ + t٢ .

. (n− t)٢ > ϵ۴n٢ آنگاه بزرگ، کاف اندازه به n و باشد کوچ کاف اندازه به ϵ اگر بنابراین
م ماند باق راس n′ ≥

√
ϵ٢ n حداقل روند، این ادامه با درنهایت .n − t >

√
ϵ٢ n داریم درنتیجه

□ است. (δ − ϵ)n′ حداقل درجه مینیمم دارای رئوس این روی زیرگراف القایی که
مینیمم و راس n′ ≥

√
ϵ۴ n با G′ ⊆ G زیرگراف ،٢ . ١ . ٨ لم از استفاده با .٢ . ١ . ٢ گزاره اثبات

مشترک همسایه ϵr٢ n′ حداقل رئوس از r‐تایی هر G′ در دارد. وجود (١− ١
r+

ϵ٢)n′ حداقل درجه
G′ در Kr+١ کپی های تعداد درنتیجه دارد. وجود Kr+١ از کپی ϵr٢ n′ حداقل بنابراین دارند.

حداقل
(
ϵr

٢ n′)r+١ ≥ ϵ٢r+٢rr+١
٨r+١ nr+١

□ است.
عددرنگ دوری و عددرنگ برابری برای شرایط ،٢ . ١ . ١ لم و ٢ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با اکنون

آورد. خواهیم بدست KG(G,H) کنسرگراف
G اگر باشد. راس r + ١ با گراف H و ثابت مثبت صحیح عدد r کنید فرض .۵ . ٢ . ١ قضیه
، χ(KG(G,H)) = χc(KG(G,H)) آنگاه باشد، یال (١− ١

r + ϵ)n
٢

٢ حداقل با راس n گراف
باشد. بزرگ کاف اندازه به n بشرط آنکه

اثبات برای چیزی ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با آنگاه نباشد آزاد KG(G,H) گراف اگر اثبات.
بنابراین و Kr+١ از کپی δnr+١ حداقل شامل G گراف ،٢ . ١ . ٢ گزاره از استفاده با نم ماند. باق

٢ . ١ . ٢ گزاره و (۶ . ٢) نامساوی از استفاده با بنابراین است. H
Φ(KG(G,H)) ≥ |V (KG(G,H))|

ᾱ(KG(G,H))
≥ δnr+١

nr−٢ ≈ O(n٣) (٢ . ٧)



١٩ KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ
(٢ . ٧) و (۵ . ٢) نامساوی های از استفاده با حال

lim
n→∞

Φ(KG(G,H))

χ(KG(G,H))
> ٢.

م شود.□ کامل اثبات ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با بنابراین

KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ ٢ . ٢
همچنین م شود، داده تعمیم  [٢٢] توزا١۴ و کوتانو توسط آمده بدست نتیجه بخش، این در
گراف به ترتیب F و G قسمت اول، در م شود. بررس F و G بعض برای KG(G,F ) عددرنگ
مطالعه به قسمت دوم م باشند.  δ درجه حداقل با Kn زیرگراف های همه خانواده و Kn کامل

م شود. داده تخصیص است، F = {K٣} و G = KG(n, k) آن در که KG(G,F ) عددرنگ
است δ درجه حداقل با Kn زیرگراف های خانواده F زمان که الف‐

به عنوان دادند. قرار موردمطالعه را KG(Kn, C٣) کنسرگراف [٢٢] عددرنگ توزا و کوتانو
Fδ آن در که م گیرد قرار موردبررس KG(Kn, Fδ) کنسرگراف عددرنگ آن، از تعمیم

δ است. حداقل درجه مینیمم با Kn زیرگراف های از خانواده ای
مینیمم با Kn زیرگراف های تمام خانواده Fδ و مثبت صحیح عدد n کنید فرض .٢ . ٢ . ١ لم

.ex(Kn, Fδ) =
(٢n−δ)(δ−١)٢ دراین صورت باشد، δ حداقل درجه

به قسم که باشد {v١, v٢, ..., vn} رئوس مجموعه با راس n گراف H(n, δ) کنید فرض اثبات.
زیرگراف H(n, δ) م کنیم ادعا .|i−j| ≤ δ−١ باشیم داشته هرگاه مجاورند هم با vj و vi راس دو

ادعا، اثبات برای است. یال (٢n−δ)(δ−١)٢ دارای همچنین ندارد، δ حداقل درجه مینیمم با
م نماییم. عمل به صورت زیر

مجاور v١, v٣, v۴, . . . , vδ+١ راس δ با v٢ راس است. مجاور v٢, v٣, . . . , vδ راس δ − ١ با v١
با vδ راس تا به همین ترتیب است. مجاور v١, v٢, v۴, v۵, . . . , vδ+٢ راس δ + ١ با v٣ راس است.
راس ٢δ− ٢ با نیز vδ+١ راس است. مجاور v١, v٢, . . . , vδ−١, vδ+١, vδ+٢, . . . , v٢δ−١ راس ٢δ− ٢

است. مجاور v٢, v٣, . . . , vδ, vδ+٢, vδ+٣, . . . , v٢δ
راس ٢δ − ٢ با نیز vn−δ+١ راس تا به همین ترتیب

vn−٢δ+٢, vn−٢δ+٣, . . . , vn−δ, vn−δ+٢, vn−δ+٣, . . . , vn

راس ٢δ − ٣ با vn−δ+٢ راس است. مجاور
vn−٢δ+٣, vn−٢δ+۴, . . . , vn−δ+١, vn−δ+٣, vn−δ+٣, . . . , vn
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عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ٢٠
است. مجاور vn−δ+١, vn−δ+٢, . . . , vn−١ راس δ − ١ با vn راس به همین ترتیب است. مجاور

بنابراین
∑

deg(v) = ٢|E(H)|,

٢(δ − ١) + ٢(δ) + ٢(δ + ١) + · · ·+ ٢)٢δ − ٣) + (n− ٢(δ − ٢)((١δ − ٢) = ٢|E(H)|,

δ − ١ + δ + δ + ١ + · · ·+ ٢δ − ٣ + (δ − ١)(n− ٢δ + ٢) = |E(H)|,

(δ − ١)δ + (δ−١)(δ−۴)٢ + (δ − ١)(n− ٢δ + ٢) = |E(H)|,

(δ − ١)(δ + n− ٢δ + ٢ + (δ−۴)٢ ) = |E(H)|,

(δ−١)(٢n−δ)٢ = |E(H)|.

درجه مینیمم با زیرگراف شامل است، δ − ١ درجه با راس دارای H(n, δ) ازآنجاکه همچنین
بنابراین نیست. δ حداقل

ex(Kn, Fδ) ≥
(٢n− δ)(δ − ١)

٢ . (٢ . ٨)
با راس دارای G آنگاه نباشد، δ حداقل درجه مینیمم با زیرگراف هیچ شامل G اگر طرف از
نتیجه م توان ،G رئوس تعداد روی استقرا و راس این حذف با است. δ از کمتر درجه مینیمم
زیر بصورت استقرا طریق از اثبات برای است. یال (٢n−δ)(δ−١)٢ حداکثر دارای G گراف گرفت

م کنیم. عمل
.|E(G)| ≤ (٢k−δ)(δ−١)٢ و باشد درست قضیه n = k برای کنید فرض

با راس اثبات برای .|E(G)| ≤ (٢(k+١)−δ)(δ−١)٢ که کنیم ثابت باید n = k + ١ برای حال
استقرا فرض از استفاده با باق مانده گراف برای حال م کنیم. حذف را δ از کمتر درجه مینیمم
تعداد بنابراین م کنیم. اضافه گراف به را راس این حال است. (٢k−δ)(δ−١)٢ حداکثر یال ها تعداد

با است برابر حداکثر حاصل گراف یال های
(٢k − δ)(δ − ١)

٢ + (δ − ١) = (δ − ٢)(١k − δ + ٢)
٢ =

(δ − ٢)(١(k + ١)− δ)

٢ .

درنتیجه
ex(Kn, Fδ) ≤

(٢n− δ)(δ − ١)
٢ . (٢ . ٩)

□ .ex(Kn, Fδ) =
(٢n−δ)(δ−١)٢ داریم (٢ . ٩) و (٢ . ٨) نامساوی های از استفاده با

بررس شده است. [۶] در KG(G,F ) عددرنگ گراف ها، از F خانواده و G گراف برای



٢١ KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ
کنسرگراف برای باشد. ناته گراف های از خانواده ای F و گراف ی G کنید فرض توجه.

داریم، KG(G,F )

χ(KG(G,F )) ≥ |E(G)| − ٢ · ex(G,F ). (٢ . ١٠)
همریخت باشد. یال n = e(G,F ) + ١ دقیقا با G زیرگراف های همه F ′ کنید فرض اثبات.
کرد چ م توان .m = |E(G)| کنید فرض یرید. ب درنظر را g : KG(G,F ′) −→ KG(G,F )

χ(KG(G,F ′)) = χ(KG(m,n)) = |E(G)| − ٢ex(G,F ) ≤ χ(KG(G,F )).□

م آوریم. بدست KG(Kn, Fδ) کنسرگراف عددرنگ برای کران هایی ادامه در
درجه مینیمم با Kn زیرگراف های تمام خانواده Fδ و مثبت صحیح عدد n اگر .٢ . ٢ . ١ قضیه

آنگاه باشد، δ )حداقل
n− ٢δ + ٢

٢
)
− (δ − ٢(١ ≤ χ(KG(Kn, Fδ)) ≤

(
n− ٢δ + ٢

٢
)
.

داریم، ٢ . ٢ . ١ لم و (٢ . ١٠) نامساوی از استفاده با اثبات.
χ(KG(Kn, Fδ)) ≥

(
n٢
)
− ٢ · ex(Kn, Fδ)

=
(
n٢
)
− (٢n− δ)(δ − ١)

=
(
n−٢δ+٢٢

)
− (δ − ٢(١.

KG(Kn−١, Fδ) برای c ‐رنگ آمیزی χn−١ ی و χn−١ = χ(KG(Kn−١, Fδ)) کنید فرض حال
Kn−١ از Kn کامل گراف م دهیم. ارائه KG(Kn, Fδ) برای رنگ آمیزی ی حال باشد. موجود
H کنید فرض م آید. بدست Kn−١ رئوس تمام به آن اتصال و u جدید راس نمودن اضافه با
داده اختصاص آن به c(H) رنگ آنگاه باشد، Kn−١ از زیرگراف H اگر باشد. KG(Kn, Fδ) از راس
جدید یال های با به طوری که باشند KG(Kn, Fδ) رئوس تمام مجموعه U کنید فرض م شود.
بنابراین، دارد. برخورد u با یال δ در حداقل ،U در راس هر که است واض دارند. اشتراک
دارد. وجود ،n− ٢δ + ١ عددرنگ با KG(n− 1, δ) کنسرگراف به KG(Kn, Fδ)[U ] از همریخت
درنظرگرفت. رنگ، n − ٢δ + ١ با KG(Kn, Fδ)[U ] برای رنگ آمیزی مجاز ی م توان یعن

بنابراین
χn ≤ χn−١ + n− ٢δ + ١
≤ χn−٢ + (n− ٢)− ٢δ + ٢ + n− ٢δ + ١ = χn−٢ + n− ٢δ + n− ٢δ + ١
≤ χn−٣ + (n− ٣)− ٢δ + ٢ + n− ٢δ + n− ٢δ + ١
= χn−٣ + n− ٢δ − ١ + n− ٢δ + n− ٢δ + ١
...
≤ χ٢δ + ٢ + ٣ + · · ·+ n− ٢δ + n− ٢δ + ١.



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ٢٢
به طورمعادل یا

χn ≤ χ٢δ +
n−١∑
j=٢δ

(j − ٢δ + ٢).

KG(K٢δ, Fδ) کنسرگراف در و χ٢δ = χ(KG(K٢δ, Fδ)) زیرا است. χ٢δ = ١ که است ذکر به لازم
برای است. ی برابر χ٢δ یعن عددرنگ بنابراین و نم باشند متصل ر دی ی به راس دو هیچ

م نماییم. عمل زیر بصورت اثبات
برای چیزی ر دی ،E(H١)∩E(H٢) ̸= ∅ باشیم ،داشته H١,H٢ ∈ V (KG(K٢δ, Fδ)) هر برای اگر
باشند داشته وجود H١,H٢ ∈ V (KG(K٢δ, Fδ)) راس دو کنید فرض حال نم ماند. باق اثبات
δ درجه حداقل با K٢δ زیرگراف های H٢ و H١ ازآنجاکه حال .E(H١) ∩ E(H٢) = ∅ به قسم که
کنید فرض حال .V (H١)∩V (H٢) ̸= ∅ درنتیجه .|V (H١)|, |V (H٢)| ≥ δ+١ بنابراین م باشند،
.NH١(x)∩NH٢(x) = ∅ داریم ،E(H١)∩E(H٢) = ∅ ازآنجاکه دراین صورت .x ∈ V (H١)∩V (H٢)

.|NH١(x)|, |NH٢(x)| ≥ δ طرف از
داریم ،{x} ∪NH١(x) ∪NH٢(x) ⊆ V (H١) ∪ V (H٢) ⊆ V (K٢δ) ازآنجاکه حال

٢δ + ١ ≤ |{x}|+ |NH١(x)|+ |NH٢(x)| ≤ |V (K٢δ)| = ٢δ,
درنتیجه .χ٢δ = ١ بنابراین است. تناقض ی این که

χn ≤ χ٢δ +
n−١∑
j=٢δ

(j − ٢δ + ٢) = ١ +

n−١∑
j=٢δ

(j − ٢δ + ٢) =
(
n− ٢δ + ٢

٢
)
.□

F = {K٣} و G = KG(n, k) زمان که ب‐
است. KG(n, k) از زیرگراف ی مثلث های تعداد تخمین به نیاز بعد قضیه اثبات برای
در را گراف ی مثلث های تعداد حداقل [٣۶] موسر١۶ و مون و [٣٧] استوارد١۵ و نوردهاوس

نمودند. بیان زیر قضیه
تعداد حداقل دراین صورت باشد. یال e و راس n گراف G = (V,E) کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه

. ۴e٢
٣n − en٣ برابراست با G در C٣ کپی های

گراف ی از زیرگراف ی در را مثلث ها تعداد حداقل و داده تعمیم را نتیجه این ادامه در
آورد. خواهیم بدست منتظم

داشته قرار مثلث T در G یال هر به قسم که باشد، t‐منتظم گراف G کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ لم
۴e٢
٣n − e(٢t−T )٣ حداقل دارای H آنگاه باشد، یال e با G از زیرگراف H اگر .|V (G)| = n و باشد

است. مثلث
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٢٣ KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ
با است برابر H مثلث های تعداد حداقل اثبات.

١
٣

∑
uv∈E(H)

(dH(u) + dH(v)− dG(u)− dG(v) + |NG(u)
∩

NG(v)|)

=
١
٣

∑
uv∈E(H)

(dH(u) + dH(v))− ١
٣

∑
uv∈E(H)

(dG(u) + dG(v)) +
١
٣

∑
uv∈E(H)

(|NG(u)
∩

NG(v)|))

G ازآنجاکه همچنین شود. م ظاهر مجموع این در درجه اش اندازه به راس هر که شود توجه
یال هر G گراف در ازآنجاکه و است t برابر G گراف در راس هر درجه است، t‐منتظم گراف
T برابر G گراف در یال ی سر دو مشترک همسایه های تعداد بنابراین دارد قرار مثلث T در

م باشد. معادل زیر عبارت با فوق عبارت بنابراین است.
١
٣

∑
u∈V (H)

(dH(u))٢ − ١
٣(e · ٢t− e · T ). (٢ . ١١)

داریم کش شوارتز نامساوی از استفاده با
(

∑
u∈V (H)

dH(u) · ٢(١ ≤
∑

u∈V (H)

(dH(u))٢ ·
∑

u∈V (H)

(١)٢,

∑
u∈V (H)

(dH(u))٢ ≥
(
∑

u∈V (H) dH(u))٢
|V (H)|

≥
(
∑

u∈V (H) dH(u))٢
|V (G)|

=
(٢|E(H)|)٢

n
.

برابراست با (٢ . ١١) عبارت مقدار حداقل بنابراین

١
٣
((٢e)٢

n
− ٢et+ eT

)
.

□ م شود. کامل اثبات بنابراین
آمد. خواهد بدست زیر نتیجه قبل، لم از استفاده با

KG(n, k) در دوبخش زیرگراف بزرگترین یال های تعداد B(KG(n, k)) کنید فرض .٢ . ٢ . ١ نتیجه
دراین صورت باشد.

(٢ . ١٢)
⌊( (n−٢k+٢)٢

۴ )⌋(
n−٢k+٢٢

) ١
٢
(
n

k

)(
n− k

k

)
≤ B(KG(n, k)) ≤ ١

۴
(
n

k

)(٢
(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

))
,

٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با ندارند، فرد طول با دور دوبخش گراف های که آنجا از اثبات.
داریم

۴(B(KG(n, k)))٢
٣|V (KG(n, k))|

− (B(KG(n, k)))(٢t− T )

٣ ≤ ٠,



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ٢۴
م باشد (

n
k

) رئوس تعداد با و t‐منتظم =
(
n−k
k

) گراف ی KG(n, k) کنسرگراف که شود توجه
بیشترین فوق، نامساوی از استفاده با بنابراین دارد. قرار مثلث T =

(
n−٢k

k

) در آن یال هر که
م آید، بدست زیر بصورت KG(n, k) کنسرگراف از دوبخش زیرگراف ی یال های تعداد

۴(B(KG(n, k)))٢
٣(nk ) −

(B(KG(n, k)))(٢(n−k
k

)
−
(
n−٢k

k

)
)

٣ ≤ ٠,
بنابراین

B(KG(n, k)) ≤ ١
۴
(
n

k

)(٢
(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

))
.

n−٢k+٢ برابر KG(n, k) عددرنگ م کنیم. عمل زیر بصورت پایین کران آوردن بدست برای
م کنیم تقسیم قسمت دو به را کلاس n − ٢k + ٢ این حال باشد. زوج n کنید فرض است.
یال های تعداد تصادف متغیر کنید فرض بسازیم). دوبخش گراف که است آن برای کار (این
این تعداد و c = n − ٢k + ٢ آن در که است (

c−٢
c١−٢)
( c
c٢ )

یال این شدن ظاهر احتمال باشد. وسط
خود میانگین مساوی بیشتر مقدار تصادف متغیر هر ازآنجاکه م باشد. (

n
k

)(
n−k
k

) نیز یال ها
دارد. وجود یال ها تعداد این با دوبخش گراف بنابراین م کند دریافت را

آن در که ،B(KG(n, k)) ≈ ١۴
(
n
k

)(
n−k
k

) داریم، بزرگ کاف اندازه به n برای .٢ . ٢ . ٢ نتیجه
است. KG(n, k) در دوبخش زیرگراف بزرگترین یال های تعداد ،B(KG(n, k))

شود.□ گرفته درنظر بزرگ کاف اندازه به n ،٢ . ٢ . ١ نتیجه در است کاف اثبات.
آوردند بدست را KG(Kn,K٣) [٢٢]،عددرنگ توزا و کوتانو شد، بیان قبلا که همان طور
.KG(Kn, ١) = Kn که شود ((Kn,K٣)KG)χ.توجه = ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ ،n ≥ ١۶ برای کردند ثابت و
گرفت. خواهد قرار مطالعه مورد KG(KG(n, k),K٣) عددرنگ نتیجه، این از تعمیم به عنوان

م باشد. تعریف چند آوردن به نیاز ابتدا در
دو هر اگر م شوند نامیده ١٧ گراف،اشتراک ی مثلث های از خانواده ای [٢٢] .٢ . ٢ . ١ تعریف
م شود نامیده ١٨ اشتراک خانوادهبدیها این باشند. داشته یال اشتراک خانواده این در مثلث
ستون١٩ یال چنین به باشند. داشته اشتراک یال ی در خانواده این مثلث های تمام اگر
اندازه از مثلث ها از ٢٠ غیربدیه اشتراک خانواده هر که است واض م شود. گفته خانواده

است. ۴ حداکثر
داریم n ≥ ٢k که k و n مثبت صحیح اعداد برای .٢ . ٢ . ٣ قضیه

١٢
(
n
k

)(
n−k
k

)
− ١۴

(
n
k

)(٢(n−k
k

)
−
(
n−٢k

k

))
≤ χ(KG(KG(n, k),K٣)) ≤ ١٢

(
n
k

)(
n−k
k

)
− ⌊( (n−٢k+٢)٢

۴ )⌋
(n−٢k+٢٢ )

١٢
(
n
k

)(
n−k
k

)
,

17Intersecting
18 Trivially Intersecting
19Spine
20Non-Trivially Intersecting



٢۵ KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ

باشد. بزرگ کاف اندازه به n به شرط آنکه

کنید فرض همچنین و شود رنگ آمیزی رنگ، χ با KG(KG(n, k),K٣) کنید فرض اثبات.
اگر .e = ١٢

(
n
k

)(
n−k
k

) و m =
(
n
k

) کنید فرض باشیم. داشته اشتراک بدیها رنگ کلاس s

سمت و نم ماند باق اثبات برای چیزی آنگاه ،s ≥ ١٢
(
n
k

)(
n−k
k

)
− ١۴

(
n
k

)
(٢(n−k

k

)
−

(
n−٢k

k

)
)

م شود. اثبات فوق نامساوی چپ
،x = e−s کنید فرض s.همچنین < ١٢

(
n
k

)(
n−k
k

)
− ١۴

(
n
k

)
(٢(n−k

k

)
−
(
n−٢k

k

)
) کنید فرض بنابراین

داریم، بزرگ کاف اندازه به n برای بنابراین

x = e− s >
١
۴
(
n

k

)
(٢

(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

)
) ≈

m٢
۴ .

از را آن و درنظرگرفته را است کلاس آن ستون که یال ی ، اشتراک بدیها کلاس هر برای
،٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با دارد. یال x حداقل آمده بدست زیرگراف کنید. حذف KG(n, k)

م آید. بدست زیر رابطه از زیرگراف این در مثلث ها تعداد حداقل

۴
٣
(e− s)٢

m
−

(e− s)
(٢(n−k

k

)
−
(
n−٢k

k

))
٣ (٢ . ١٣)

اشتراک کلاس به بنابراین ندارند. تعلق اشتراک بدیها کلاس های از ی هیچ به مثلث ها این
است، مثلث ۴ حداکثر شامل غیربدیه اشتراک کلاس هر ازآنجاکه دارند. تعلق غیربدیه
است. (٢ . ١٣) در شده بیان مقدار چهارم ی حداقل غیربدیه اشتراک های کلاس تعداد

بنابراین

χ ≥ s+
١
٣
(e− s)٢

m
−

(e− s)
(٢(n−k

k

)
−
(
n−٢k

k

))
١٢

= e− x+
١
٣
x٢
m

−

(٢(n−k
k

)
−
(
n−٢k

k

))
١٢ x = p(x).

مساوی سپس گرفته مشتق x به نسبت آن از است کاف p(x) مقدار مینیمم آوردن بدست برای



عدم وجودهمریخت قضایای و ابرگراف ها رنگ آمیزی آزاد ٢۶
دهیم. قرار صفر

p′(x) = ٠,

−١ + ٢x٣m −

(
٢(n−k

k
)−(n−٢k

k
)
)

١٢ = ٠,

x =
((٢(n−k

k
)−(n−٢k

k
)
)

١٢ + ٣(١m٢

= ١٢
(
n
k

)((٢(n−k
k
)−(n−٢k

k
)
)

۴
)
+ ٣m٢ = m٢

٨ + ٣m٢
کاف اندازه به n برای م آورد. بدست x = m١٢+٢m٨ در را خود مقدار مینیمم p(x) بنابراین

بنابراین .x = m١٢+٢m٨ ≤ ١۴
(
n
k

)
(٢(n−k

k

)
−
(
n−٢k

k

)
) = L داریم، بزرگ

χ > p(L) =
١
٢
(
n

k

)(
n− k

k

)
−(

١
۴
(
n

k

)
(٢

(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

)
))+

١
٣
( ١۴

(
n
k

)
(٢(n−k

k

)
−
(
n−٢k

k

)
))٢(

n
k

)
−

(٢(n−k
k

)
−
(
n−٢k

k

))
١٢ · ١

۴
(
n

k

)
(٢

(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

)
)

=
١
٢
(
n

k

)(
n− k

k

)
− ١

۴
(
n

k

)(٢
(
n− k

k

)
−
(
n− ٢k

k

))
.

داریم، (۵ . ٢) نامساوی از استفاده با بالا، کران آوردن بدست برای
χ(KG(KG(n, k),K٣)) ≤ |E(KG(n, k))| − ex(KG(n, k),K٣)

درنتیجه و ندارند فرد طول با دور دوبخش گراف های ازآنجاکه ،٢ . ٢ . ١ نتیجه از استفاده با حال
داریم نیستند، زیرگراف به عنوان K٣ شامل

χ(KG(KG(n, k),K٣)) ≤
١
٢
(
n

k

)(
n− k

k

)
−

⌊( (n−٢k+٢)٢
۴ )⌋(

n−٢k+٢٢
) ١

٢
(
n

k

)(
n− k

k

)
.

م آید. بدست توزا و کوتانو نتیجه آنگاه دهیم، قرار k = ١ ،٢ . ٢ . ٣ قضیه در اگر تبصره.
زیرا است. توزا و کوتانو نتیجه از تعمیم قضیه این بنابراین

١٢
(
n١
)(

n−١١
)
− ١۴

(
n١
)(٢(n−١١

)
−
(
n−٢١

))
≤ χ(KG(KG(n, ١),K٣)) ≤ ١٢

(
n١
)(

n−١١
)
− ⌊( (n)٢

۴ )⌋
(n٢ )

١٢
(
n١
)(

n−١١
)
,

داریم، بزرگ کاف اندازه به n برای بنابراین
χ(KG(Kn,K٣)) = ⌊(n− ٢(١

۴ ⌋.



٢٧ KG(G,F ) کنسرگراف عددرنگ
باشد، بزرگ کاف اندازه به n اگر باشند. مثبت صحیح اعداد k و n کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ نتیجه

داریم آنگاه
χ(KG(KG(n, k),K٣)) = χc(KG(KG(n, k),K٣)).

KG(n, k) یال هر و است )‐منتظم
n−k
k

) گراف ی KG(n, k) کنسرگراف ازآنجاکه اثبات.
،٢ . ٢ . ٢ لم از استفاده با است، یال ١٢

(
n
k

)(
n−k
k

) دارای KG(n, k) و دارد قرار مثلث (
n−٢k

k

) در
قضیه٢ . ٢ . ٣، از بااستفاده همچنین است. مثلث ١۶

(
n
k

)(
n−k
k

)(
n−٢k

k

) حداقل دارای KG(n, k) گراف
بنابراین .χ(KG(KG(n, k),K٣)) ≈ O(n٢k) داریم

lim
n→∞

Φ(KG(KG(n, k),K٣)
χ(KG(KG(n, k),K٣)

> ٢.

□ شود. م کامل اثبات ،٢ . ١ . ١ لم از استفاده با بنابراین





٣ فصل
در همریخت

یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس

تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط ٣ . ١
پارامتر چند

یا و عددرنگ مانند پارامترهایی از استفاده ابرگراف ها در همریخت وجود بررس راه های از ی
ی f : G → H اگر باشند. ابرگراف دو H و G کنید فرض به عنوان مثال، است. عددرنگ دوری

χ(G) ≤ χ(H) شرط های از هری لذا .χc(G) ≤ χc(H) و χ(G) ≤ χ(H) آنگاه باشد همریخت
م باشند. H ابرگراف به G ابرگراف از همریخت وجود برای لازم شرط ی ،χc(G) ≤ χc(H) یا
بنابراین ندارد. وجود H به G از همریخت ،χc(G) > χc(H) یا χ(G) > χ(H) اگر به طورمعادل،
داد، گسترش بیشتر را ابرگراف دو بین همریخت وجود برای لازم شروط دامنه بتوان هرچه
تشخیص بهتر را ندارد وجود همریخت آن ها بین که ابرگراف هایی از وسیع تری دسته م توان

داد.
به پارامترها این از استفاده با و نموده معرف ابرگراف ها برای را پارامترهایی فصل، این در
کران هایی همچنین پرداخت. خواهیم ابرگراف دو بین همریخت وجود برای لازم شرایط بررس
به نیز [۵ ،٩ ،١۴] در آمده بدست نتایج بعض م شود. آورده بدست پارامترها این برای



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ٣٠
م دهیم. ارائه را لازم تعاریف بعض ابتدا در م شود. داده تعمیم ابرگراف ها

مجموع رنگ راس ٣ . ١ . ١
دراین صورت باشد. H برای رنگ آمیزی مجاز ی c و ابرگراف ی H شود فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
شود. م تعریف ∑

c
(H) =

∑
v∈V (H)

c(v) با c رنگ آمیزی با متناظر H ١ آمیزی مجموع راس رنگ
م شود. تعریف زیر بصورت و شود م داده نشان ∑(H) نماد با ٢ راس رنگ مجموع

∑
(H) = min

{∑
c

(H) | H مجاز آمیزی رنگ ی c
}
.

قضیه ای تعمیم که م آورد فراهم را ابرگراف در همریخت وجود برای لازم شرط زیر قضیه
راس رنگ مجموع از استفاده با طاهرخان و علیشاه مقاله این در است. ابرگراف به [۵] در

از استفاده با همچنین آن ها آوردند. فراهم را گراف ها در همریخت وجود برای لازم شرایط
آوردند. بدست گراف عددرنگ کسری برای پایین کران پارامتر این

راس انتقال پذیر ابرگراف H به قسم که باشند ابرگراف دو H و G کنید فرض .٣ . ١ . ١ قضیه
آنگاه باشد، همریخت ی f : G −→ H اگر ∑ باشد.

(G)
|V (G)|

≤
∑

(H)

|V (H)|
.

کپی Gi هر که ،G̃ =
t∪

i=١
Gi وهمچنین Aut(H) = {f١, f٢, . . . , ft} کنید فرض اثبات.

Giها از هری به آن تحدید که بقسم g : G̃ −→ H م کنیم تعریف م باشد. G با ریخت ی
ابرگراف H ازآنجاکه همچنین است، همریخت ی g که است واض .fiof برابراست با
از مستقل یعن است ثابت مقدار |g−١(x)| ،x ∈ V (H) راس هر برای است راس انتقال پذیر
f٠ ∈ Aut(H) همریخت ،x, y ∈ V (H) راس دو هر برای کنید توجه اثبات، برای م باشد. x

f٠og که است واض ،G̃ در G کپی های نام تغییر با حال، .f٠(x) = y به قسم که دارد وجود
داریم ،f٠(x) = y چون ، طرف از .|g−١(x)| = |(f٠og)−١(x)| بنابراین است. g همان

|g−١(x)| = |g−١(f−١٠ (y))| = |(f٠og)−١(y)| = |g−١(y)|.

درنتیجه .Z = |g−١(x)| کنید فرض .|g−١(x)| = |g−١(y)| بنابراین
|g−١(V (H))| =

∑
x∈V (H)

|g−١(x)| = Z · |V (H)|.

c کنید فرض .Z = t·|V (G)|
|V (H)| گرفت نتیجه م توان که ،|g−١(V (H))| = t · |V (G)| طرف از

م دهیم قرار ،v ∈ V (G̃) راس هر برای .∑
c
(H) =

∑
(H) به قسم که باشد، H رنگ آمیزی مجاز

1vertex-sum coloring
2vertex-chromatic sum



٣١ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط
.∑̃

c
(G̃) = t·|V (G)|

|V (H)| ×
∑

(H) داریم نتیجه در است. G̃ برای رنگ آمیزی مجاز ی c̃ .c̃(v) = c(g(v))

ریخت ی Gi ازآنجاکه .∑̃
c|Gi

(Gi) ≤ |V (G)|
|V (H)| ×

∑
(H) به قسم که دارد وجود i مانند اندیس بنابراین

م آید.□ بدست نتیجه بنابراین .∑(G) ≤ |V (G)|
|V (H)| ×

∑
(H) داریم است G با

قضیه این در ندارد. وجود H به G ابرگراف از همریخت آنگاه ، ∑
(G)

|V (G)| >
∑

(H)
|V (H)| اگر بنابراین

وجود شرط بعد قضایای در است. شده مرتبط مجموع رنگ مفهوم به همریخت وجود شرط
خواهیم مرتبط ر دی جدید مفاهیم با را راس و انتقال پذیریال ابرگراف به G ابرگراف از همریخت

کرد.
پایین یا بالا کران یافتن بنابراین .[٣۴] است NP‐کامل مساله ی مجموع رنگ مساله
داده ارائه H ابرگراف مجموع رنگ برای بالا کران ی حال م باشد. مفید مساله، این برای
Kn به H از همریخت بنابراین باشد. χ(H) = n عددرنگ با ابرگراف H کنید فرض م شود.

داریم ،٣ . ١ . ١ قضیه از استفاده با و دارد وجود
∑

(H)
|V (H)| ≤

∑
(Kn)

|V (Kn)|

= n(n+١)٢n

= n+١٢

= χ(H)+١٢
بنابراین ∑و

(H) ≤ χ(H) + ١
٢ × |V (H)|.

αK(H) پارامتر ٣ . ١ . ٢
م کنیم تعریف K و H ابرگراف دو برای .٣ . ١ . ٢ تعریف

αK(H) = max {|S| | S ⊆ V (H), H[S] −→ K} .

رئوس این توسط زیرابرگراف القایی که است H ابرگراف رئوس تعداد بیشترین αK(H) یعن
است. K با همریخت

.αK(H) ≤ |V (H)| همچنین شود. گرفته درنظر راس تک S است کاف ،αK(H) ≥ ١ شود توجه
م شود. داده تعمیم ابرگراف به [٩] هل و باندی توسط آمده بدست نتیجه ادامه در

باشد. انتقال پذیرراس ابرگراف H به قسم که باشند ابرگراف دو H و G کنید فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
آنگاه باشد، همریخت ی f : G −→ H اگر ، K ابرگراف هر برای

αK(H)

|V (H)|
≤ αK(G)

|V (G)|
.



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ٣٢

م کنیم تعریف م باشد. G با ریخت ی کپی Gi هر که ،G̃ =
|Aut(H)|∪

i=١
Gi کنید فرض اثبات.

واض .fi ∈ Aut(H) که ،fiof با است برابر Giها از هری به آن تحدید به قسم که g : G̃ −→ H

داریم و است همریخت ی g که است
αK(G̃) = |Aut(H)| × αK(G).

،S′ = g−١(S) ⊆ V (G̃) برای .|S| = αK(H) و H[S] −→ K که باشد S ⊆ V (H) کنید فرض
داریم ر دی طرف از .|S′| ≤ αK(G̃) بنابراین .G̃[S′] −→ H[S] −→ K زیرا ،G̃[S′] −→ K داریم

|S′| =
∑
x∈S

|g−١(x)| = |g−١(x)| · |S| ≤ αK(G̃) = |Aut(H)| × αK(G),

.|g−١(x)| = |Aut(H)| |V (G)|
|V (H)| داریم x ∈ V (H) هر برای شد بیان ٣ . ١ . ١ قضیه در آنچه مانند

□ .αK(H)
|V (H)| ≤

αK(G)
|V (G)| بنابراین ،|g−١(x)| · αK(H) ≤ |Aut(H)| · αK(G) نتیجه در
زیرا . αK١(H) = α(H) داریم ،H ابرگراف هر برای شود توجه

αK١(H) = max {|S| | S ⊆ V (H), H[S] −→ K١} .

فرض اثبات برای م دهد. نتیجه را χ(H) ≥ |V (H)|
α(H) معروف نامساوی ،٣ . ١ . ٢ قضیه بنابراین

داریم ،٣ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با و دارد وجود Kn به H از همریخت آنگاه ،χ(H) = n کنید
αK١ (H)

|V (H)| ≥
αK١ (Kn)

|V (Kn)| ,

α(H)
|V (H)| ≥

α(Kn)
|V (Kn)| ,

α(H)
|V (H)| ≥

١
n ,

α(H)
|V (H)| ≥

١
χ(H) .

داشت. خواهیم را زیر نتایج ،٣ . ١ . ٢ قضیه از کاربردی به عنوان
و باشد انتقال پذیرراس H به قسم که باشند، ابرگراف دو H و G کنید فرض .٣ . ١ . ١ نتیجه

داریم دراین صورت باشد. موجود f : G −→ H همریخت
α(H)

|V (H)|
≤ α(G)

|V (G)|
.

□ .(αK١(H) = α(H)) شود داده قرار K١، K به جای ٣ . ١ . ٢ قضیه در کاف اثبات.
.ω(H) · α(H) ≤ (r − ١)|V (H)| داریم ،H نواخت r‐ی ابرگراف هر برای .٣ . ١ . ٢ نتیجه



٣٣ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط
از استفاده با حال دارد. وجود H به Kr

n از همریخت آنگاه ،ω(H) = n اگر اثبات.
داریم قضیه٣ . ١ . ٢،

αK١ (H)

|V (H)| ≤
αK١ (Kr

n)

|V (Kr
n)|

,

α(H)
|V (H)| ≤

α(Kr
n)

|V (Kr
n)|

,

α(H)
|V (H)| ≤

r−١
n ,

α(H)
|V (H)| ≤

r−١
ω(H) .□

بزرگتر H زیرابرگراف دوبخش بزرگترین رئوس تعداد ،H ابرگراف هر برای .٣ . ١ . ٣ نتیجه
م باشد. ١)٢ − ١

χf (H))
|V (H)|
χf (H) از

H از همریخت ،t مثبت صحیح عدد برای دراین صورت .χf (H) = m
n کنید فرض اثبات.

داریم ،٣ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با حال دارد. وجود KG(tm, tn) به

αK٢(KG(tm, tn))

|V (KG(tm, tn))|
≤

αK٢(H)

|V (H)|
. (٣ . ١)

م کنیم، تعریف حال است. رئوس تعداد بیشترین با H دوبخش زیرابرگراف αK٢(H) که

A = {X ⊆ [tm] | |X| = tn, ١ ∈ X, ٢ /∈ X}

و

B = {X ⊆ [tm] | |X| = tn, ٢ ∈ X, ١ /∈ X}.

است، دوبخش K٠ باشد. KG(tm, tn) در A ∪ B رئوس توسط زیرگراف القایی K٠ کنید فرض
بنابراین

٢
(
tm− ٢
tn− ١

)
= |V (K٠)| ≤ αK٢(KG(tm, tn))).



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ٣۴
،(٣ . ١) نامساوی از استفاده با

αK٢ (H)

|V (H)| ≥
αK٢ (KG(tm,tn))

|V (KG(tm,tn))|

≥ |V (K٠)|
|V (KG(tm,tn))|

=
٢(tm−٢

tn−١ )
(tm
tn
)

= ٢n(tm−tn)
m(tm−١)

> ٢n(m−n)

m٢

= ١)٢ − ١
χf (H))

١
χf (H) .□

عددرنگ کسری برای کنسر گراف کند، م ایفا عددرنگ برای کامل گراف که نقش همانند
ارائه ،H ابرگراف عددرنگ کسری برای پایین کران ،٣ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با حال دارد.
،٣ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با ادامه در .χf (G) ≥ |V (G)|

α(G) داریم، G گراف هر برای داد. خواهیم
م شود. داده تعمیم ها ابرگراف به نتیجه این

.χf (H) ≥ |V (H)|
α(H) داریم H ابرگراف هر برای توجه:

KG(tm, tn) به H از همریخت ،t مثبت صحیح عدد برای آنگاه ،χf (H) = m
n کنید فرض اثبات.

،٣ . ١ . ٢ قضیه از استفاده با دارد. وجود
α(H)
|V (H)| ≥ α(KG(tm,tn))

|V (KG(tm,tn))|

=
(tm−١
tn−١ )
(tm
tn
)

= n
m = ١

χf (H) .□

K دلخواه ابرگراف به نسبت H ابرگراف عدداستقلال آزاد ٣ . ١ . ٣
حاج و علیشاه توسط گراف ها در مجموعه مستقل آزاد شد، بیان قبل از که همان طور

است. شده معرف گراف ها، کنسر عددرنگ دوری مطالعه برای ابزاری به عنوان ،[٧] ابوالحسن
عددرنگ دوری برای نتایج شامل که است شده داده تعمیم ابرگراف ها به [۴] در تعریف این
نامیده مجموعه مستقل آزاد S ⊆ V (H) مجموعه ،H ابرگراف برای م باشد. ابرکنسرگراف ها
باشند داشته وجود S١, S٢ ⊆ V (H) متمایز ماکسیمال مستقل مجموعه دو اگر م شود



٣۵ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط
داده نشان ᾱ(H) نماد با H مجموعه مستقل آزاد بزرگترین اندازه .S & S٢ و S & S١ به طوری که

م شود.
به قسم که، م شود داده گسترش ᾱK(H) به αK(H) و نموده تعریف را ᾱK(H) ادامه در
زیرا است مجموعه مستقل آزاد تعمیم ᾱK(H) است، مجموعه مستقل تعمیم αK(H) ازآنجاکه

.ᾱK١(H) = ᾱ(H) و αK١(H) = α(H)

م شود نامیده ٣ K به نسبت آزاد S ⊆ V (H) مجموعه ،K و H ابرگراف دو برای .٣ . ١ . ٣ تعریف
S & S١ به قسم که باشند داشته وجود S١, S٢ ⊆ V (H) متمایز و ماکسیمال مجموعه دو هرگاه

باشد: برقرار زیر شرایط S.همچنین & S٢ و

١.H[S] −→ K,

٢.H[S١] −→ K,

٣.H[S٢] −→ K.

م کنیم تعریف حال

ᾱK(H) = max
{
|S| : S ⊆ V (H) و K به نسبت آزاد S }

.

.ᾱK(H) = ٠ م کنیم تعریف باشد نداشته وجود S مجموعه چنین اگر

اگر باشد. راس انتقال پذیر H به قسم که باشند ابرگراف دو H و G کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه
آنگاه باشد یال پوشای همریخت ی f : G −→ H

ᾱK(H)

|V (H)|
≤ ᾱK(G)

|V (G)|
.

از کپی |Aut(H)| مجزای اجتماع از که باشد ابرگراف ،G̃ =
|Aut(H)|∪

i=١
Gi کنید فرض اثبات.

Giها از هری به آن تحدید به قسم که ،g : G̃ −→ H م کنیم تعریف است. شده ساخته G

داریم و است همریخت ی g که است واض .fi ∈ Aut(H) که ،fiof با است برابر

ᾱK(G̃) = |Aut(H)| × ᾱK(G).

3 free with respect to K



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ٣۶
به قسم که باشند موجود S ⊆ V (H) همچنین و S١, S٢ ⊆ V (H) متمایز مجموعه های کنید فرض

S & S١, S & S٢,

H[S] −→ K,

H[Si] −→ K; i = ١,٢
برای .|S| = ᾱK(H) و

S′ = g−١(S) ⊆ V (G̃),

S′
i = g−١(Si) ⊆ V (G̃), i = ١,٢

داریم
G̃[S′] −→ K,

G̃[S′
i] −→ K, i = ١,٢,

زیرا
G̃[S′] −→ H[S] −→ K,

G̃[S′
i] −→ H[Si] −→ K, i = ١,٢.

بنابراین .S′ & S′١, S′ & S′٢ داریم S′ مجموعه و S′٢ و S′١ متمایز مجموعه های برای همچنین
ر ازطرف دی .|S′| ≤ ᾱK(G̃)

|S′| =
∑
x∈S

|g−١(x)| = |g−١(x)| · |S| ≤ ᾱK(G̃) = |Aut(H)| × ᾱK(G),

نتیجه در .|g−١(x)| = |Aut(H)| |V (G)|
|V (H)| داریم x ∈ V (H) هر برای که

□ . ᾱK(H)
|V (H)| ≤

ᾱK(G)
|V (G)| بنابراین ،|g−١(x)| · ᾱK(H) ≤ |Aut(H)| · ᾱK(G)

و باشد انتقال پذیرراس H که به قسم باشند، ابرگراف دو H و G کنید فرض .۴ . ٣ . ١ نتیجه
داریم دراین صورت باشد. موجود f : G −→ H پوشای یال همریخت

ᾱ(H)

|V (H)|
≤ ᾱ(G)

|V (G)|
.

□.(ᾱK١(H) = ᾱ(H)) شود داده قرار K١، K به جای ٣ . ١ . ٣ قضیه در است کاف اثبات.



٣٧ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط

ابرگراف ال چ ۴ . ٣ . ١
م شود: تعریف زیر صورت به و م شود داده نشان ξ(H) با ، H ابرگراف ۴ ال چ .۴ . ٣ . ١ تعریف

ξ(H) = max {ē(G) : G ≤ H} ,

که
ē(G) = |E(G)|

|V (G)|

باشد گراف G زمان که که شود توجه است. H زیرابرگراف القایی G که معناست این به G ≤ H و
است. G درجات میانگین همان ٢ē(G) ( نواخت ٢‐ی ابرگراف (یعن

و نواخت r‐ی ابرگراف H به قسم که باشند ابرگراف دو H و G کنید فرض .۴ . ٣ . ١ قضیه
آنگاه باشد، همریخت ی f : G −→ H اگر باشد. یال و انتقال پذیرراس

ξ(H)

ξ(G)
≤ ē(H)

ē(G)
.

از کپی |Aut(H)| مجزای اجتماع از که باشد ابرگراف ،G̃ =
|Aut(H)|∪

i=١
Gi کنید فرض اثبات.

ها Gi از هری به آن تحدید که بقسم ،g : G̃ −→ H م کنیم تعریف است. شده ساخته G

و است یال و پوشای راس همریخت ی g که است واض .fi ∈ Aut(H) که ،fiof برابراست با
داریم ،v ∈ V (H) هر برای

|g−١(v)| = |V (G)| × |Aut(H)|
|V (H)|

.

وضوح به بنابراین
|V (G′)| = |V (G)| × |Aut(H)|

|V (H)|
× |V (H′)|,

به قسم که است H زیرابرگراف H′ که
ξ(H) = ē(H′) =

|E(H′)|
|V (H′)|

،e ∈ E(H) یال هر برای حال م باشد. g−١(V (H′)) در رئوس توسط شده القا G̃ زیرابرگراف G′ و
کنید فرض

g−١(e) =
{
e′ ∈ E(G̃) : e ⊆ g(e′)

}
.

هر برای کنید توجه اثبات، برای م باشد. e از مستقل |g−١(e)| است، انتقال پذیریال H ازآنجاکه
تغییر با حال، .f٠(e) = e′به قسم که دارد وجود f٠ ∈ Aut(H) همریخت ،e, e′ ∈ E(H) یال دو
از .|g−١(e)| = |(f٠og)−١(e)| بنابراین است. g همان f٠og واض است که ،G̃ در G کپی های نام

داریم ،f٠(e) = e′ چون ، طرف
|g−١(e)| = |g−١(f−١٠ (e′))| = |(f٠og)−١(e′)| = |g−١(e′)|.

4density



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ٣٨
.|g−١(e)| = |g−١(e′)| بنابراین

تعداد e،در ∈ E(H) متفاوت یال های برای ،e′ ∈ E(G̃) یال هر .ζ = |g−١(e)| کنید فرض
که نمود بررس م توان آسان به باشد. γ تعداد این کنید فرض م شود. ظاهر g−١(e) ثابت

ζ × |E(H)|
γ

= |E(G)| × |Aut(H)|

بنابراین و
|E(G′)| ≥ |E(H′)| × ζ

γ
=

|E(G)| × |Aut(H)|
|E(H)|

× |E(H′)|.

بنابراین
ē(G′) = |E(G′)|

|V (G′)|

≥ |E(G)|×|Aut(H)|×|E(H′)|
|E(H)| × |V (H)|

|V (G)|×|Aut(H)|×|V (H′)|

= |E(G)|
|V (G)| ×

|V (H)|
|E(H)| ×

|E(H′)|
|V (H′)|

= ē(G)× ١
ē(H) × ē(H′)

= ē(G)
ē(H) × ξ(H).

متعاقبا
ē(G)
ē(H)

× ξ(H) ≤ ē(G′) ≤ ξ(G′),

م آوریم بدست که
ē(G)
ē(H)

≤ ξ(G′)

ξ(H)
.

حال .G′
i = Gi ∩ g−١(H′) که ،ē(G′) =

|E(G′١)|+|E(G′٢)|+···+|E(G′
t)|

|V (G′١)|+|V (G′٢)|+···+|V (G′
t)|

زیرا ،ξ(G′) ≤ ξ(G) طرف از
بنابراین . |E(G′

s)|
|V (G′

s)|
≥ |E(G′

i)|
|V (G′

i)|
باشیم داشته i = ١,٢, . . . , t هر برای کنید فرض

|E(G′١)|+ |E(G′٢)|+ · · ·+ |E(G′
t)|

|V (G′١)|+ |V (G′٢)|+ · · ·+ |V (G′
t)|

≤ |E(G′
s)|

|V (G′
s)|

≤ ξ(G′
s) ≤ ξ(G).

بنابراین
ē(G)
ē(H)

≤ ξ(G)
ξ(H)

.

معادل بطور یا
ξ(H)

ξ(G)
≤ ē(H)

ē(G)
,

□ م شود. کامل اثبات بنابراین
داشت. خواهیم را زیر نتیجه ،۴ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با



٣٩ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط
داریم دراین صورت باشد. ابرگراف ی G کنید فرض .۵ . ٣ . ١ نتیجه

χf (G) ≥ (
|E(G)|

|V (G)|.ξ(G)
) + ١.

G از همریخت ،t مثبت صحیح عدد برای دراین صورت .χf (G) = m
n کنید فرض اثبات.

A∪B در رئوس توسط KG(tm, tn) زیرگراف القایی  K٠ کنید فرض دارد. وجود KG(tm, tn) به
که باشد،

A = {X ⊆ [tm] | |X| = tn, ١ ∈ X, ٢ /∈ X},

B = {X ⊆ [tm] | |X| = tn, ٢ ∈ X, ١ /∈ X}.

داریم ال چ تعریف به توجه با است. KG(tm, tn) از زیرگراف دوبخش ی K٠ واض است که
،۴ . ٣ . ١ قضیه از استفاده با نتیجتا . |E(K٠)|

|V (K٠)| ≤ ξ(KG(tm, tn))

|E(K٠)|
|V (K٠)| ×

|V (KG(tm,tn))|
|E(KG(tm,tn))| =

(tm−٢
tn−١ )(tm−tn−١

tn−١ )

٢(tm−٢
tn−١ )

× (tm
tn
)

١٢(tmtn )(tm−tn
tn

)

=
(tm−tn−١

tn−١ )
(tm−tn

tn
)

= tn
tm−tn

= ١
tm−tn

tn

= ١
m
n
−١

= ١
χf (G)−١

≤ ξ(KG(tm,tn))
ē(KG(tm,tn))

≤ ξ(G)
ē(G)

≤ |V (G)|ξ(G)
|E(G)| ,

م آید.□ بدست نتیجه بنابراین



یال و ابرگراف های انتقال پذیرراس در همریخت ۴٠

ζ(G,K) پارامتر ۵ . ٣ . ١
شرایط بررس به گراف توان و پارامتر این از استفاده با [١۴] در ابوالحسن حاج و ر دانش
برای پایین کران نتیجه، به عنوان همچنین پرداختند. گراف ها در همریخت وجود برای لازم
م شود داده تعمیم ابرگراف به تعریف این رساله، این در آوردند. بدست گراف عددرنگ کسری
عدم وجود برای معیاری به عنوان م تواند نیز پارامتر این که م شود داده نشان همچنین و

گیرد. قرار مورداستفاده ابرگراف در همریخت
م کنیم تعریف صورت این در باشند، ابرگراف دو K و G کنید فرض .۵ . ٣ . ١ تعریف

ζ(G,K) = max
H≤G

{
|E(H)|
|V (H)|

: H −→ K
}
.

ابرگراف با همریخت که است G از H القایی زیرابرگراف های ال چ ماکسیمم ζ(G,K) درواق
[١۴] ابوالحسن حاج و ر دانش توسط آمده بدست نتیجه زیر، قضیه از استفاده با م باشند. K

م شود. داده تعمیم ابرگراف به
نواخت r‐ی ابرگراف ی H به قسم که باشند، ابرگراف دو H و G کنید فرض .۵ . ٣ . ١ قضیه

داریم آنگاه باشد، همریخت ی f : G −→ H اگر باشد. یال و انتقال پذیرراس و
ζ(H,K)

ē(H)
≤ ζ(G,K)

ē(G)
.

□ م باشد. ۴ . ٣ . ١ قضیه اثبات مشابه اثبات.
داشت. خواهیم را زیر نتیجه ،۵ . ٣ . ١ نتیجه مشابه

داریم: دراین صورت باشد. ابرگراف ی H کنید فرض .۶ . ٣ . ١ نتیجه
χf (H) ≥ (

|E(H)|
|V (H)|ζ(H,K٢)

) + ١.
م باشد. H از زیرابرگراف های القایی دوبخش ال چ ماکسیمم ζ(H,K٢) که

□ م باشد. ۵ . ٣ . ١ نتیجه اثبات مشابه اثبات.
∑

m(G) پارامتر ۶ . ٣ . ١
تعریف صورت دراین .n ≥ mr به قسم که باشد، ثابت عددی m کنید فرض .۶ . ٣ . ١ تعریف

∑م کنیم
m

(G) = min

{∑
c

(G) | c : G −→ KGr(n,m)

}
,

. ∑
c
(G) =

∑
v∈G

∑
i∈c(v)

i که



۴١ پارامتر چند تعریف با ابرگراف ها در همریخت وجود لازم شرایط
m = ١ فرض با باشد. م ابرگراف مجموع رنگ پارامتر از تعمیم فوق پارامتر درواق
ابرگراف به [۵] طاهرخان و علیشاه توسط آمده بدست نتیجه از تعمیم زیر قضیه ،r = ٢ و

م باشد.
ابرگراف انتقال پذیرراس ی H به قسم که باشند ابرگراف دو H و G کنید فرض .۶ . ٣ . ١ قضیه

آنگاه باشد، همریخت ی f : G −→ H اگر ∑باشد.
m
(G)

|V (G)|
≤

∑
m
(H)

|V (H)|
.

G از کپی |Aut(H)| مجزای اجتماع از که باشد ابرگراف G̃ =
|Aut(H)|∪

i=١
Gi کنید فرض اثبات.

با ها Gi از هری به آن تحدید به قسم که ،g : G̃ −→ H م کنیم تعریف است. شده ساخته
رنگ آمیزی کنید فرض است. همریخت ی g واض است که .fi ∈ Aut(H) که است برابر fiof
تعریف صورت دراین .∑

m
(H) =

∑
c
(H) به قسم که باشد داشته وجود c : H −→ KGr(n,m)

ی این .c̃(v) = c(g(v)) ،v ∈ V (G̃) هر برای به قسم که c̃ : G̃ −→ KGr(n,m) م کنیم
.Z = |Aut(H)|·|V (G)|

|V (H)| به قسم که ،∑̃
c
(G̃) = Z ×

∑
m
(H) درنتیجه است. G̃ برای رنگ آمیزی مجاز

Gi که آنجا از و ∑̃
c|Gi

(Gi) ≤ |V (G)|
|V (H)| ×

∑
(H) به قسم که دارد وجود i مانند اندیس بنابراین

م آید.□ بدست نتیجه بنابراین .∑
m
(G) ≤ |V (G)|

|V (H)| ×
∑
m
(H) داریم است G با ریخت ی





گیری نتیجه
عددرنگ بین ارتباط از استفاده با و است شده تعریف ابرگراف عددرنگ آزاد مفهوم رساله این در

این در است. شده پرداخته همریخت عدم وجود برای کاف شرایط بررس به عددرنگ آزاد، و
موردبررس ابرکنسرگراف ها برخ در عددرنگ دوری و عددرنگ برابری برای کاف شرایط راه
عددرنگ یافتن که نموده تعریف را جدید ابرکنسرگراف های برخ همچنین است. گرفته قرار

نیز گراف ها برخ عددرنگ به علاوه، گیرد. قرار موردبررس م تواند آن ها عددرنگ دوری یا و
آن ها از استفاده با و نموده تعریف را پارامترها برخ همچنین است. گرفته قرار موردبررس
است. شده بیان ابرگراف دو بین ( همریخت عدم وجود ) همریخت وجود برای لازم شرایط
شده χfارائه (H) ابرگراف ی عددرنگ کسری برای کران هایی شرایط، این از نتیجه ای به عنوان
یا و عددرنگ یافتن که است شده تعریف جدید ابرکنسرگراف رساله، این دوم فصل در است.

شود. بررس م تواند آن ها عددرنگ دوری
عدم وجود برای شرایط آن ها از استفاده با و نمود تعریف را جدید پارامترهای م توان همچنین

آورد. دست به همریخت
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Neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسای
Proper Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آمیزی رنگ
�Spine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستون
�Support. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن. حمایت
Trivially Intersecting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتراک بدیها
�Uniform Hypergraph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نواخت. ی ابرگراف
�Vertex-Chromatic Sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس رنگ مجموع



فارس به انگلیس واژه نامه ۵۴
Vertex-Sum Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس مجموع آمیزی رنگ
Vertex Transitive Hypergraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس پذیر انتقال ابرگراف



نمایه
آ

٨ آزاد ابرگراف
١ نواخت ی ابرگراف

۴ یال یا راس پذیر انتقال ابرگراف
١٠ یافته تعمیم گراف ابرکنسر

چ
٣٧ ال چ

ح
٨ کردن حمایت

خ
٣ خودریخت

٢۴ اشتراک بدیها خانواده

د
٣ دور

ر
٣ آمیزی رنگ

٣٠ راس مجموع آمیزی رنگ

ز
٢ القایی زیرابرگراف



نمایه ۵۶
س

٢۴ خانواده ستون

ع
٨ آزاد استقلال عدد

٣۵ ابرگراف ی به نسبت آزاد استقلال عدد
۴ ابرگراف استقلال عدد

١۴ یافته تعمیم توران عدد
۵ ای خوشه عدد

٣ رنگ عدد
٨ ابرگراف آزاد رنگ عدد

۴ دوری رنگ عدد
۵ کسری رنگ عدد

٣ همریخت عدم

گ
۴ دوری کامل گراف

م
٣ مسیر

٣٠ راس رنگ مجموع
۴ مستقل مجموعه

٨ آزاد مستقل مجموعه

ه
٢ راس ی همسای

٣ همریخت

ی
٣ ریخت ی



اختصاری علائم
١٠ یافته تعمیم گراف ,GKGr(n:ابرکنسر k, s)

٢۴ KG(n, k) در دوبخش زیرگراف بزرگترین ,B(KG(n:اندازه k))

٣٧ ابرگراف ال چ :ξ(H)

٣ راس k دور :Ck

٢ S مجموعه در رئوس توسط القایی زیرابرگراف :H[S]

٣ H رنگ عدد :χ(H)

۴ دوری رنگ عدد :χc(H)

۴ ابرگراف استقلال α(H):عدد

۵ ابرگراف ای خوشه عدد : ω(H)

۵ کسری رنگ عدد :χf (H)

٨ آزاد استقلال ᾱ(H):عدد

٨ آزاد رنگ Φ(H):عدد

٣۵ K دلخواه ابرگراف به نسبت H ابرگراف آزاد استقلال ᾱK(H):عدد

١۴ یافته تعمیم توران عدد :ex(G,F )

۴ دوری کامل گراف :Kn
d

٣ راس k مسیر :Pk

٣٠ راس رنگ مجموع : ∑(H)

٢ v راس بسته همسای :N [v]



Aabstract

In this dissertation, we introduced some new hypergraph homorphism-monotone pa-

rameters. Using this parameters, we investigate the existence of hypergraph homomor-

phism between two hypergraphs. In this regard, introducing some new necessary con-

ditions for the existence of hypergraph homomorphism, we improve upon some coloring

hypergraphs results and also present some new results in this area. In particular, gen-

eralizing a result for Kneser graphs, we prove that the chromatic number and circular

chromatic number of generalized Kneser hypergraphs are equal if its number of vertices is

sufficiently large.

Key Words: Hypergraph, Homomorphism, Circular chromatic number, Free chro-

matic number, Fractional chromatic number, Sum coloring, Vertex and edge transitive

hypergraph.
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