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ه



به تقدیم

است. جاودانه مهرشان پرتو که مادرم و پدر

ز



سپاس گزاری...

مراحل تمامͬ در همواره که ،ͷدسترن دکتر خانم سرکار ارجمندم استاد از سپاس با
زندگͬ، دشواری های در که عزیزم خانواده نمودند. یاری ام صبورانه پژوهش، این انجام
آقایان عزیزم، دوستان بودند. مطمئن و مح΄م پشتیبانͬ و فداکار و دلسوز یاوری برایم
بی دریغشان همراهͬ با که ش΄وری، وحید و قائد شاهین صباغͬ، عبدالʓه مهندس

نمودند. آسان برایم را ͬ ها سخت از بسیاری

خالو ضیاء مرتضͬ
١٣٩٧ بهمن

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی خالو ضیاء مرتضͬ اینجانب
بازارهای در معامله اختیار گذاری ارزش ΁ریس پوشش عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، مارکوفͬ بل΁‐شولز
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
خالو ضیاء مرتضͬ
١٣٩٧ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
تبعیت بل΁‐شولز مدل از آنها قیمت فرآیند که داریم سروکار بازارهایي با پایان نامه این در

ͬ کند: م صدق زیر معادله در آنها قیمت فرآیند یعنͯ ͯ کند. م
dSt = µ (Xt)Stdt+ σ (Xt)StdWt,

µ و σ پارامترهای و مارکوف زنجیر از مستقل و استاندارد براونͬ فرآیند {Wt, t ≥ ٠} آن در که
مͬ استراتژی دنبال به بازارها نوع این در ͬ دهند. م نشان را بازار تلاطم و دیریفت ترتیب به

ͬ دهد. م پوشش اقتصاددانان) اصطلاح (به را ΁ریس که گردیم

کلیدی: کلمات
مارتینگل، مینیمم کننده اندازه پرش‐انتشار، معامله، اختیار پوشش بل΁‐شولز، معادلات

ناقص مارکوفͬ بازارهای

ک
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١ فصل
مقدمات و تعاریف

اکثر برای ͬ شود. م آورده آتͬ فصل های برای نیاز مورد تعاریف و مفاهیم برخͬ فصل این در
است. شده استفاده [٢] ͽمرج از است شده مشخص که مواردی در جز به مفاهیم این

پیش نیازها و تعاریف ١ . ١
ساده ترین از ی΄ͬ گذاری. سرمایه از ناشͬ زیان احتمال از است عبارت ΁ریس مالͬ مدیریت در
توزیع معیار انحراف چه هر که صورت این به است. معیار انحراف ،΁ریس محاسبه برای معیارها
است فرآیندی ΁ریس مدیریت دارد. ͬ تری تصادف وضعیت دارایی بازده یعنͬ باشد، بیشتر بازده
دنیای در موجود ریس΁ های تبدیل جهت در آن از استفاده با مالͬ موسسات و سازمان ها که
فعالان ͬ برند. م بهره آن از خود خاص اهداف به رسیدن برای کنترل، قابل ریس΁ های به واقعͬ
اطمينان عدم و نوسانات بازارها، بر حاكم شرايط دليل به سرمایه گذاري و اقتصادی بازارهای
معرض در را آنها است مم΄ن که هستند مواجه ریس΁ هایی با همواره بازار، آتͬ وضعیت از
پوشش برای مناسبی راه΄ارهای که است شده تلاش همواره دلیل همین به دهد. قرار زيان
این ابزارهای از ی΄ͬ شوند. مدیریت پیش رو ریس΁ های عبارتͬ به و شود اتخاذ ریس΁ ها این

ͬ باشد. م مشتقه اوراق مدیریت، نوع
΁ی از مشتق یا مبتنͬ عمده طور به که هستند مالͬ ابزارهایی مشتقه، ابزار .١ . ١ . ١ تعریف
عنوان به است. دی·ری دارایی ارزش به وابسته آنها ارزش دی·ر عبارت به است. پایه دارایی



مقدمات و تعاریف ٢
نرخ ازنوسانات متأثر و بهره ای ابزارهای سهام، انواع ͬ توان م پایه دارایی های این از مثال هایی

.[١۴] برد نام را وام ها انواع و بهره

:[٢۵] ͬ شوند م تقسیم دسته سه به بازار در معامله گران .١ . ١ . ٢ تعریف
به را قیمت نوسان از حاصل ΁ریس دارند سعͬ که کسانͬ :΁ریس دهندگان پوشش .١

برسانند. حداقل
کنند. بینͬ پیش را قیمت آنͬ حرکت دارند تمایل که کسانͬ بازان: سفته .٢

استفاده مختلف بازار چند یا دو بین قیمت تفاوت مزایای از که کسانͬ آربیتراژگران: .٣
ͬ کنند. م

متعلق مالͬ مشتقات دی·ر و اختیارات سهام ها، تمام از مجموعه ای پرتفوی، .١ . ١ . ٣ تعریف
است. معامله گر به

ورود طریق از ،΁ریس بدون سود به دستیابی فرصت از است عبارت آربیتراژ .۴ . ١ . ١ تعریف
بازار. چند یا دو در همزمان

ͬ شوند: م تقسيم نوع چهار به بازار، شرایط و موقعیت به توجه با مشتقه اوراق
خاصͬ دارایی فروش و خرید به ملزم طرف دو آن طͬ که قراردادهایی به آت١ͬ: قرارداد .١

ͬ گویند. م آتͬ قرارداد هستند، شده تعیین پیش از قیمت با و مشخص موعد در
در زمانͬ برای دارایی نوع ΁ی فروش یا خرید برای توافق معاملات این سلف:٢ قرارداد .٢

است. معین و مشخص مبل; به آینده
کالا ΁ی همزمان خرید و فروش یا و فروش و خرید سوآپ، معاملات سوآپ٣: قرارداد .٣

است. متفاوت سررسیدهای به
خرید اختیار آن، دارنده به که است قراردادی ، معامله اختیار معامله۴: اختیار قرارداد .۴
شده ای تعیین پیش از معین قیمت با و مشخص تاریخ در قرارداد در شده ذکر دارایی فروش یا
اعمال قیمت نیز را قیمت و انقضا یا اعمال تاریخ را قرارداد در شده مشخص تاریخ ͬ دهد. م را

است. نامحدود سود و محدود زیان معاملات، این مزیت های بزرگ ترین از ͬ نامند. م

معامله اختیارات تقسیم بندی ١ . ١ . ١
کرد: تقسیم بندی ͬ توان م مختلفͬ جهات از را معامله اختیارهای

١Futures contract
٢Predecessor contract
٣Swap contract
۴Option contract



٣ پیش نیازها و تعاریف

شده اتخاذ معاملاتͬ ͽموض حسب بر بندی تقسیم
است: زیر به صورت شده اتخاذ معاملاتͬ ͽموض حسب بر معاملات اختیار بندی تقسیم

پایه دارایی ΁ی که ͬ دهد م حق آن صاحب به معامله این خرید: اختیار حق معاملات .١
معامله انجام برای الزامͬ اما کند خریداری آینده در معین زمان ΁ی در مشخص قیمت به را
از حق اعمال صورت در خرید، اختیار فروشنده که است حالͬ در این ندارد. وجود وی برای
نظر مورد دارایی نقدی قیمت چنانچه است. معامله انجام به ملزم خرید، اختیار خریدار جانب
گذاشته اجرا به ،ͽموق به آنرا خرید، اختیار دارنده باشد، اعمال قیمت از بالاتر اعمال، زمان در
سود راه این از و ͬ فروشد م نقدی قیمت به بازار در سپس و ͬ خرد م را کالا اعمال قیمت با و
اعمال از و کرده رها را خرید اختیار باشد، اعمال قیمت از پایین تر نقدی قیمت اگر و ͬ برد م

ͬ نماید. م خودداری آن
فروش اختیار معاملات خرید، اختیار معاملات برعکس فروش: اختیار حق معاملات .٢
ͬ دهد م معین زمان در و مشخص قیمت به را دارایی ΁ی فروش حق آن دارنده یا خریدار به
برای تعهدی معاملات این لی΄ن است. معامله انجام به ملزم فروش اختیار فروشنده گرچه و
زیانͬ و خطر معرض در عمدتا اختیار کننده منتشر دلیل همین به ͬ کند. نم ایجاد خریدار
به منحصر حالت بدترین در خریدار زیان که است حالͬ در این است. نامحدود مبل; با احتمالͬ
خریداری برای باید خریدار که را قیمتͬ است. پرداخته اختیار خریداری برای که است قیمتͬ
طرف به ΁ریس انتقال بابت که کرد تعبیر بیمه حق نوعͬ ͬ توان م بپردازد فروش یا خرید اختیار

ͬ شود. م پرداخت وی به مقابل،
است: موجود معامله اختیار برای موقعیت چهار کلͬ حالت در

خرید. اختیار قرارداد در خرید موقعیت .١
فروش. اختیار قرارداد در خرید موقعیت .٢
خرید. اختیار قرارداد در فروش موقعیت .٣

فروش. اختیار قرارداد در فروش موقعیت .۴
که ͬ دهد م نشان را معاملات اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ ،۵ ش΄ل نمودارهای

است. اعمال قیمت K و سررسید زمان در پایه دارایی قیمت ST

اعمال زمان مبنای بر تقسیم بندی
است: زیر به صورت اعمال زمان حسب بر معاملات اختیار بندی تقسیم

اعمال قابل قرارداد در شده مشخص زمان در درست که اختیارهایی اروپایی: اختیار .١
هستند.

شود معامله سررسید از قبل روزهای در است مم΄ن معامله اختیار آمری΄ایی: اختیار .٢
دارد). وجود سررسید از قبل اعمال (ام΄ان



مقدمات و تعاریف ۴

معاملات اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ :١ . ١ ش΄ل

سررسید، از قبل ͬ کند، نم پرداخت سود که سهامͬ روی بر صادره آمری΄ایی اختیار اعمال
معامله اختیار موعد از زودتر اعمال اوقات، برخͬ سود، وجود حالت در اما بود نخواهد بهینه
باعث سهام پرداختͬ سود زیرا بود خواهد بهینه سهام، سود استحقاق تاریخ شروع لز قبل
باشد بزرگ پرداختͬ سهام سود اگر ͬ شود. م معامله اختیار قیمت و سهام قیمت کاهش
به باقیمانده زمان مدت از نظر صرف احتمالا باشد، ارزشمند کافͬ اندازه به خرید اختیار و
سهام، قیمت بر تقسیمͬ سود نامطلوب تأثیرات از اجتناب جهت به معامله اختیار سررسید

بود. خواهد مطلوب تر
مرکب، اختیارات ،ͽمان با اختیارات آسیایی، اختیارات از: عبارتند اختیارات دی·ر انواع
ͬ توان م اختیارات این مورد در بیشتر اطلاعات آوردن بدست .برای ... و گزینش گر اختیارات
لازم چهارم فصل در ͽمان با اختیارات قیمت گذاری دلیل به اما کرد. مراجعه [٣۶] ͽمرج به

دهیم. ارائه اختیارات نوع این از مختصر تعریفͬ است
سررسید زمان تا دارایی قیمت به وابسته آنها ارزش که اختیارهایی :ͽمان با اختیار .٣

است.

اختیار ارزش مبنای بر بندی تقسیم
است: زیر ش΄ل به بندی تقسیم این

اعمال صورت در آن دارنده برای که است اختیاری آور سود اختیار آور: سود اختیارهای .١



۵ پیش نیازها و تعاریف
دارد. همراه به مثبتͬ نقدی جریان حق، این فوری

اجرای صورت در که است معامله ای اختیار سر، به سر اختیار سر: به سر اختیارهای .٢
ͬ شود. نم آن دارنده عاید منفͬ و مثبت نقدی جریان هیچ آن، فوری

نقدی جریان آن، فوری اعمال صورت در زیان ده، معامله اختیار زیان ده: اختیارهای .٣
دارد. همرا به اختیار دارنده برای منفͬ

معاملات اختیار گذاری ارزش ١ . ١ . ٢
سهام جاری قیمت از: عبارتند ͬ گذارد م تأثیر معاملات اختیار قیمت بر که عواملͬ مهم ترین
سررسید تا باقیمانده زمان مدت ،σ سهام قیمت نوسان پذیری ،µ ΁ریس بدون بهره نرخ ،S

معامله. اختیار عمر طول در انتظار مورد تقسیمͬ سود و K توافقͬ قیمت ،T
باقیمانده زمان سهام، فعلͬ قیمت افزایش با خرید اختیار قرارداد ΁ی ارزش کلͬ طور به
توافقͬ قیمت افزایش با و یافته افزایش ΁ریس بدون بهره نرخ و نوسان پذیری سررسید، تا
افزایش با فروش اختیار قرارداد ΁ی ارزش همچنین ͬ یابد. م کاهش انتظار مورد تقسیمͬ سود
افزایش انتظار مورد تقسیمͬ سود و نوسان پذیری سررسید، تا باقیمانده زمان توافقͬ، قیمت
متغیرهای تأثیر ͬ یابد. م کاهش ΁ریس بدون بهره نرخ و سهام فعلͬ قیمت افزایش با و ͬ یابد م
١ . ١ جدول در آمری΄ایی یا اروپایی نوع از معامله اختیار ΁ی قیمت کاهش یا افزایش بر مختلف
مانند مختلفͬ روش های از ͬ توان م معاملات اختیار ارزش گذاری برای است. شده داده نشان

معامله اختیار قیمت بر متغیرها افزایش تأثیر :١ . ١ جدول

متغیر اروپایی خرید اختیار اروپایی فروش اختیار آمری΄ایی خرید اختیار آمری΄ایی فروش اختیار
سهام فعلͬ قیمت + − + −

توافقͬ قیمت − + − +

سررسید تا زمان + +

نوسان پذیری + + + +

΁ریس بدون بهره نرخ + − + −

نقدی سود − + − +

حرکت فرآیند به توجه با بل΁‐شولز مدل کرد. استفاده دوجمله ای درخت و بل΁‐شولز مدل
دوره هر در و ͬ کند م پیروی تصادفͬ گشت ΁ی از قیمت ها حرکت که اساس این بر و قیمت ها

است. شده پایه گذاری است، نرمال ل·اریتم توزیع دارای زمانͬ



مقدمات و تعاریف ۶
احتمال که را مختلفͬ مسیرهای که است دیاگرام ΁ی به صورت دوجمله ای درخت مدل
که ͬ شود م فرض مدل این در ͬ دهد. م نشان کند، طͬ معامله اختیار عمر طͬ در سهام دارد
با را صفر زمان در سهام اولیه قیمت دارد. وجود انتخاب دو قیمت برای زمانͬ واحد هر در
این به است. d < ١ و u > ١ آن در که دارند وجود نیز d و u مثبت عدد دو و داده نمایش S٠
است مشخص مدل این در است. S٠d برابر یا و S٠u برابر یا زمان ΁ی در سهام قیمت ترتیب

رسید. خواهد مقداری چه به دقیقا قیمت کاهش یا افزایش صورت در سهم که

معامله اختیار گذاری ارزش برای بل΁‐شولز مدل ١ . ١ . ٣
این .[١۴] گردید ارائه شولز۶ مایرون و ۵΁بل فیشر توسط ١٩٧٣ سال در اول بار برای روش این
قراردادهای با رابطه در و است اوپایی فروش و خرید اختیار قراردادهای تعیین دنبال به روش
کاربرد اصلا آمری΄ایی فروش اختیار برای و بوده مواجه محدودیت هایی با آمری΄ایی اختیار خرید
این که است سود تقسیم و عایدی نوع هر فاقد پایه دارایی روش این اصلͬ ال·وی در ندارد.

.[٣٨] است شده اصلاح بعد ال·وهای در محدودیت
داریم: زیر فرضیات به نیاز بل΁‐شولز قیمت گذاری فرمول آوردن به دست برای

دارد. مطابقت نرمال ل·اریتم تابع مدل با سهام قیمت رفتار .١
قابل کامل به طور بهدار اوراق کلیه ندارد، وجود مالیاتͬ یا معاملاتͬ هزینه گونه هیچ .٢

هسند. تجزیه و ΁تفکی
ͬ کند. نم پرداخت سود ان معامله اختیار عمر طول در نظر مورد سهام .٣

ندارد. وجود ΁ریس بدون سود فرصت گونه هیچ .۴
است. ام΄ان پذیر زمانͬ هر در بهادار اوراق معاملات .۵

بدهند. وام یا و ب·یرند وام ΁ریس بدون بهره نرخ با ͬ توانند م سرمایه گذاران .۶
است. ثابت ،(r) کوتاه مدت ΁ریس بدون بهره نرخ .٧

ͽواق در است. پایه دارایی S آن در که است v (S, t) یعنͬ اختیار قیمت تعیین نهایی هدف
جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی جواب v (S, t) قیمت تابع ͬ دهند م اجازه فرضیات این

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت بل΁‐شولز معادله باشد.
− ∂v

∂t
+ rS

∂v

∂S
+

١
٢σ٢S٢ ∂٢v

∂S٢ − rv = ٠, (١ . ١)
t ∈ (٠, T ) برای S := S (t) > ٠ سهام، قیمت نوسان پذیری σ ،΁ریس بدون بهره نرخ r آن در که
جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله (١ . ١) معادله است. سررسید تا باقیمانده زمان مدت T و
به دست ͬ توان م تحلیلͬ جواب ΁ی (١ . ١) معادله برای است. اختیار از ناشͬ v (S, t) تابع برای
ͬ شود. م گرفته نظر در نرمال احتمال توزیع با متغیر به صورت پایه دارایی قیمت آن در که اورد

بود. خواهد ل·اریتمͬ نرمال توزیع دارای پایه دارایی قیمت خود روش، این با
۵Fischer Black
۶Myron Scholes



٧ تصادفͬ متغیر و احتمال فضای
تخمینͬ داشتن سهام، ΁ی خرید ارزش یابی برای که دادند نشان شولز مایرون و ΁بل فیشر
سهام ارزش واریانس نرخ ،(t) اختیار اعمال زمان (S) سهام فعلͬ ارزش متغیرهای از منطقͬ
هستند. کافͬ و لازم (r) ΁ریس بدون بهره نرخ و (K) توافقͬ قیمت یا اختیار اعمال ارزش ،(σ)

ͬ آید: م به دست زیر به صورت بل΁‐شولز معادله از استفاده با اروپایی خرید اختیار ارزش
vc (S, t) = SN (d١)−Ke−r(T−t)N (d٢) ,

آن در که
d١ =

log( S
K )+

(
r+ ١٢σ٢)(T−t)

σ
√
T−t

,

d٢ =
log( S

K )+
(
r− ١٢σ٢)(T−t)

σ
√
T−t

= d١ − σ
√
T − t.

فروش اختیار قیمت است. ( (٠, ١) نرمال توزیع (تابع استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع N (.)

است: زیر به صورت نیز اروپایی
vp (S, t) = −SN (−d١) +Ke−r(T−t)N (−d٢) .

تصادفͬ متغیر و احتمال فضای ١ . ٢
عبارت X روی توپولوژی ΁ی از منظور باشد. ناتهͬ مجموعه ΁ی X کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای که T مانند X زیرمجموعه های از مجموعه ای از است
ϕ,X ∈ T .١

باشد. T در T عناصر از دلخواه تعداد هر اجتماع .٢
باشد. T در T عناصر از متناهͬ تعداد اشتراک .٣

توپولوژی آن به که است X روی توپولوژی ΁ی همواره X = {ϕ, T } مجموعه مثال عنوان به
ͬ گویند. م بدیهͬ

΁ی را X از U مجموعه زیر باشد، T توپولوژی با ΁توپولوژی فضایی X اگر .١ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. T به متعلق U هرگاه خوانیم X باز مجموعۀ

΁ی ،Ω روی F σ‐میدان صورت این در باشد، شده داده مجموعه ای Ω اگر .١ . ٢ . ٣ تعریف
است: زیر خواص با Ω زیرمجموعه های از خانواده

AC ∈ F آنگاه A ∈ F ١.اگر
∞∪
i=١

Ai ∈ F آنگاه A١, A٢, ... ∈ F اگر .٢
ͬ شود. م نامیده اندازه پذیر فضای (Ω,F) زوج

گویند، احتمال اندازه را (Ω,F) اندازه پذیر فضای روی P : F → [٠, ١] تابع .۴ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه:



مقدمات و تعاریف ٨
P (ϕ) = ٠ .١
P (Ω) = ١ .٢

P

(
∞∪
i=١

Ai

)
=

∞∑
i=١

P (Ai) آنگاه باشند مجزا دو به دو و A١, A٢, ... ∈ F اگر .٣

مجموعه صورت این در باشد، Ω زیرمجموعه های از خانواده ای U کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م U توسط شده تولید σ‐میدان یا U شامل σ‐میدان کوچ΁ ترین را زیر

HU =
∩

{H;U ⊂ H,H is σ − algebra of Ω}

عضو هر و ͬ نامند م بورل را باز مجموعه های تمام توسط شده تولید σ‐میدان .۶ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م بورل مجموعه آنرا از

بردار X : Ω → Ω′ تابع آنگاه باشند، اندازه فضای دو (Ω′,F ′) و (Ω,F) اگر .١ . ٢ . ٧ تعریف
یعنͬ باشد، اندازه پذیر F ،X اگر ͬ شود، م نامیده

∀A ∈ F ′ → X−١ (A) ∈ F .

تصادفͬ متغیر را X آنگاه است، F روی بورل که (Ω′,F ′) = (F , β١) اگر فوق تعریف در
ͬ نامند. م

(Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای Xn کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
:[٣٣] داریم دنباله  این برای را زیر هم·رایی های صورت این در باشد،

هرگاه Xn
a.s.→ X ͬ گوییم م :a.s. هم·رایی .١

P
(
w : lim

n→∞
Xn (w) = X

)
= ١.

ͬ نامند. م نیز ١ احتمال با هم·رایی را هم·رایی نوع این
ϵ > ٠ هر برای اگر ، Xn

P→X ͬ نویسیم م احتمال: در هم·رایی .٢
lim
n→∞

P (w : |Xn (w)−X (w)| > ϵ) = ٠.
ͬ نامند. م نیز تصادفͬ هم·رایی را احتمال در هم·رایی

اگر Xn
Lp

→X گوییم ،p > ٠ کنید فرض :Lp در هم·رایی .٣
E (|Xp|) <∞,

E (|Xp
n|) <∞,

lim
n→∞

E (|Xn (w)−X (w)|p) = ٠.



٩ تصادفͬ متغیر و احتمال فضای
نقاط تمام در هرگاه گوییم، هم·را X به توزیع در را Xn تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای .۴

باشیم: داشته FX پیوستگͬ
lim
n→∞

FXn (x) = FX (x) ,

و است X تصادفͬ متغیر توزیع تابع FX (x) : R → R آن در که
FX (x) = PX ((−∞, x]) = P ({w ∈ Ω : X (w) ≤ x}) .

که است پیوسته راست از و صعودی تابع ΁ی FX (x) تابع
lim

x→−∞
FX (x) = ٠,

lim
x→∞

FX (x) = ١.
ͬ دهند م نتیجه را احتمال در هم·رایی دو هر Lp هم·رایی و a.s. هم·رایی .١ . ٢ . ١ قضیه

.[۴١]
متغیرهای از {Xt}t∈T گردایه باشد. حقیقͬ خط از زیرمجموعه ای T کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

تصادفͬ
Xt : (Ω, F ) → (R, β)

T اگر و گسسته تصادفͬ فرآیند آنرا باشد، پذیر شمارش T اگر ͬ نامند. م تصادفͬ فرآیند را
برای T اندیس از معمول طور به که آنجا از ͬ نامند. م پیوسته تصادفͬ فرآیند آنرا باشد ناشمارا
تحول حال در پدیده ΁ی توصیف کننده ریاضͬ مدل را تصادفͬ فرآیند و ͬ شود م استفاده زمان

ͬ شود. م اختیار T = ͬ گیرند،(∞,٠] م طبیعͬ
،s < t اگر ͬ نامیم، م فیلتر را F σ‐میدان های زیر از {Ft : t ≥ ٠} خانواده .١ . ٢ . ١٠ تعریف

.[٧] Fs ⊂ Ft آنگاه
برای صورت این در باشد، تصادفͬ فرآیند X = {Xt : t > ٠} کنید فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
s ≤ برای Xs هر آن به نسبت که است σ‐میدان Ftکوچ΁ ترین = σ (Xs : s ≤ t)،t ≥ ٠ هر
‐σ از فیلتر ΁ی تش΄یل Ft = σ (Xs : s ≤ t) خانواده که است ͹واض است. اندازه پذیر t

ͬ دهند. م F میدان های
G و فضا این روی تصادفͬ متغیر X و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض .١ . ٢ . ١٢ تعریف
E (X |G ) : (Ω,F) → تابع آنگاه باشد، موجود E (X) =

∫
Ω

XdP اگر باشد. F از σ‐میدان زیر
جا همه تقریبا که تابع این .C ∈ G هر برای ∫

C

XdP =
∫
C

E (X |G ) dP که است موجود (R,G)

ͬ شود. م نامیده G شرط به X شرطͬ امید ی΄تاست، P به نسبت
نسبت X شرطͬ امید آنرا و E (X |Y ) ͬ نویسیم م E (X |G ) جای به معمولا G = F (Y ) اگر

ͬ نامیم. م Y به



مقدمات و تعاریف ١٠
و (Ω,F , P ) روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیرهای X٢ و X١ و X کنید فرض .١ . ٢ . ٢ قضیه

[٣۴] آنگاه باشند. F از زیرσ‐میدان دو D ⊂ H

E (αX١ + βX٢ |D ) = αE (X١ |D ) + βE (X٢ |D ) , α, β ∈ R, .١
X١ < X٢ ⇒ E (X١ |D ) < E (X٢ |D ) , .٢

،E (X |D ) = X آنگاه باشند، اندازه پذیر D و X اگر .٣
،E (X |D ) = E (X) باشند مستقل D و F (X) اگر .۴

.E (E (X |H ) |D ) = E (X |D ) .۵
باز مارتینگل تعریف برای را راه شرطͬ امید تعریف دید خواهیم ادامه در که همانطور

ͯ کند. م
Y گوییم باشند. تصادفͬ فرآیند Yدو = {Yt}t∈T و X = {Xt}t∈T کنید فرض .١ . ٢ . ١٣ تعریف

باشیم: داشته t ∈ T هر برای اگر است X برگردان
P ({w ∈ Ω;Xt (w) = Yt}) = ١.

 X تصادفͬ فرآیند نمونه ای مسیرهای ͬ نگارد، م R بتوی را [٠,∞) که t→ Xt این بر علاوه
ͬ شود. م نامیده

اگر ͬ نامند، م مارتینگل را {Xt,Ft} خانواده پیوسته) زمان (مارتینگل .١۴ . ١ . ٢ تعریف
باشند. اندازه پذیر Ft و Xt ،t ≥ ٠ هر برای .١

Eو (|Xt|) <∞ یعنͬ باشد، انتگرال پذیر Xt ،t ∈ [٠,∞) هر برای .٢
.E (Xt |Fs ) = Xs ،s ≤ t هر برای .٣

≥ با آنرا اگر و مارتینگل فوق {Xt,Ft} خانواده کنیم جای·زین ≤ با را تساوی ٣ در اگر
بود. خواهد مارتینگل زیر کنیم جای·زین

هر برای اگر است سازگار {Ft : t ∈ [٠,∞)} فیلتر با X تصادفͬ فرآیند گوییم .١۵ . ١ . ٢ تعریف
یعنͬ باشد اندازه پذیر Ft و Xt ،t ∈ [٠,∞)

∀t ∈ [٠,∞) ; Xt ∈ Ft.

نسبت توقف زمان را T : Ω → [٠,∞) تابع باشد. فیلتر {Ft}t≥٠ کنید فرض .١۶ . ١ . ٢ تعریف
.t ∈ [٠,∞) هر برای {T ≥ t} ∈ Ft هرگاه گوییم {Ft} فیلتر به

ͬ نامیم م موضعͬ مارتینگل Ft فیلتر به نسبت را X سازگار Ft تصادفͬ فرآیند .١ . ٢ . ١٧ تعریف
که: باشد موجود τk توقف زمان های از افزایشͬ دنباله ΁ی هرگاه

.τk → ∞ باشیم داشته k → ∞ که هنگامͬ .١
باشد. مارتینگل Ft ΁ی Xt∧τk ،k هر ازای به .٢



١١ تصادفͬ متغیر و احتمال فضای
نامیده کادلاگ٧ تابع ،f : E → R تابع باشد. بازه ΁ی E ⊂ R کنید فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف

باشیم: داشته t ∈ E هر برای اگر ͬ شود م
باشد. موجود f (t−) = lim

s→t−
f (s) چپ حد .١

باشد. f (t) برابر و باشد موجود f (t+) = lim
s→t+

f (s) راست حد .٢
باشد. چپ حدود با و راست از پیوسته f نقاط تمام در یعنͬ

مارتینگل نیمه {F} فیلتر به نسبت X : Ω × [٠,∞) → R تصادفͬ فرآیند .١ . ٢ . ١٩ تعریف
کرد تجزیه زیر به صورت آنرا بتوان ͬ شوداگر م نامیده

Xt = X٠ +Mt +At,

نمونه ای مسیرهای دارای جا همه (تقریبا سازگار کادلاگ فرآیند A و محلͬ مارتینگل M که
بازه هر روی A مسیرهای جا همه (تقریبا کراندار تغییرات با چپ) حدود با پیوسته راست از
X مارتینگل نیمه باشند پیوسته A و M که زمانͬ است. باشد) کراندار تغییرات با R از فشرده

[١٢]. ی΄تاست بالا به صورت مارتینگل نیمه نمایش بعلاوه بود، خواهد پیوسته نیز
فرآیندهای جمله: از هستند مارتینگل نیمه شناسیم مͬ را آنها ما که فرآیندهایی اکثر
مربع های مارتینگل یا کراندار تغییرات با فرآیندهای براونͬ)، وینر(حرکت فرآیندهای لوی،

. ... و انتگرال پذیر
فرآیند ،L٠ = ٠ با را L = {Lt} سازگار کادلاگ مقدار حقیقͬ تصادفͬ فرآیند .١ . ٢ . ٢٠ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه ͬ نامیم م لوی
Fs از مستقل ٠ ≤ s < t ≤ T هر برای Lt − Ls یعنͬ باشد. مستقل نموهای دارای L .١

باشند.
t به وابسته Lt+s − Lt توزیع ،t, s ≥ ٠ هر برای یعنͬ باشد. ایستا نموهای دارای L .٢

نباشد.
باشیم: داشته t, ϵ > ٠ هر برای یعنͬ باشد. پیوسته تصادفͬ صورت به L .٣

lim
s→t

P (|Lt − Ls| > ϵ) = ٠.
ͬ باشد. م براونͬ حرکت است، پیوسته نمونه ای مسیرهای دارای که لوی فرآیند تنها

زنجیر یا مارکوف فرآیند را Xn گسسته زمان تصادفͬ متغیرهای از دنباله ΁ی .١ . ٢ . ٢١ تعریف
باشیم: داشته هرگاه گوییم گسسته زمان مارکوف

P
(
Xn+١ = xj |Xn = xin

)
= P

(
Xn+١ = xj

∣∣X١ = xi١ , X٢ = xi٢ , ..., Xn = xin
)
.

ͬ نامند. م مارکوف زنجیر از مارکوفͬ خاصیت را فوق خاصیت
٧Cadlag



مقدمات و تعاریف ١٢

براونͬ حرکت ١ . ٣
تابع و t واریانس و صفر میانگین مقدار با B = {Bt} گاوسͬ تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ١ تعریف

کوواریانس
R (s, t) = Cov {Bs, Bt} = min {s, t} ,

ͬ نامیم. م وینر فرآیند یا استاندارد براونͬ حرکت را B٠ = ٠ که
نموهای دارای فرآیند این ͬ دهند. م نشان B = {Bt} نماد با را براونͬ حرکت اوقات گاهͬ

تصادفͬ متغیرهای دلخواه، t١ < t٢ < ... < tn برای دی·ر عبارت به است مستقل
Bt٢ −Bt١ , ..., Btn −Btn−١

که کنیم تحقیق است کافͬ است گاوسͬ فرآیند که این خاطر به حقیقت در هستند. مستقل
داریم: آنگاه ،s < t < u < c اگر اما هستند. ناهمبسته نموها

E [(Bt −Bs) (Bc −Bu)] = [R (t, c)−R (t, u)]− [R (s, c)−R (s, u)] = (t− t)− (s− s) = ٠.
٠ ≤ s < t < ∞ هر برای دی·ر عبارت به ͬ باشند. م ایستا فرآیند این نموهای همچنین
متغیرهای اینکه به توجه با اما ͬ باشند. م ی΄سان توزیع Bt−sدارای Bt−Bsو تصادفͬ متغیرهای
هستند. برابر واریانس های دارای که دهیم نشان است کافͬ هستند صفر میانگین با گاوسͬ

اما
V ar (Bt −Bs) = E

[
(Bt −Bs)

٢] = E
[
B٢

t − ٢BtBs −B٢
s

]
= t−٢s+s = t−s = V ar (Bt−s) .

را فرآیندی چنین آیا که است این ͬ رسد م ذهن به براونͬ حرکت مورد در که سوالͬ اولین
انجام کلموگروف توسیع قضیه توسط ͬ توان م را کار این و است مثبت جواب ساخت؟ ͬ توان م
ͬ دهیم. م ارجاع [٧] به را خواننده براونͬ حرکت ساختن نحوه مورد در بیشتر جزئیات برای داد.
پیوستگͬ معیار بنابر علاوه به و است مارتی·ل ΁ی براونͬ حرکت داد نشان ͬ توان م آسانͬ به
ͬ کنیم م بیان را براونͬ حرکت خواص از برخͬ ادامه در است. پیوسته برگردان دارای کلموگروف

ͬ دهیم. م ارجاع [٢٣] به را خواننده آنها اثبات برای و
داریم: t > ٠ هر برای مقیاس) تغییر (خاصیت .١ . ٣ . ١ قضیه
Bst

d
=
{
t

١٢Bs

}
, s ≥ ٠.

هولدر و پیوسته براونͬ حرکت مسیرهای براونͬ): حرکت مسیرهای (پیوستگͬ .١ . ٣ . ٢ قضیه
هستند. γ < ١٢ مرتبه از



١٣ ایتو تصادفͬ انتگرال
براونͬ حرکت مسیرهای تمام تقریباْ براونͬ): حرکت مسیرهای (مشتق ناپذیری .١ . ٣ . ٣ قضیه

یعنͬ است، پذیر مشتق جا هیچ
P

({
∀t ≥ ٠, lim

h→٠ sup
B (t+ h)−B (t)

h
= +∞

})
= ١.

دارای Bt براونͬ حرکت نمونه ای مسیر هر تقریباً گفت: ͬ توان م قضیه این از نتیجه ای به عنوان
است. متناهͬ بازه روی نامتناهͬ تغییرات

ایتو تصادفͬ انتگرال ۴ . ١
کرد: تعریف زیر مرحله سه در ͬ توان م را ایتو تصادفͬ انتگرال

پل΄انͬ تصادفͬ فرآیندهای برای ایتو انتگرال تعریف :١ مرحله
فرآیند a = t٠ < t١ < ... < tn = b آن در که [a, b] بازه از ∆n = {t٠, t١, ..., tn} افراز برای

ͬ شود: م تعریف زیر به ش΄ل f پل΄انͬ تصادفͬ

f (t, w) =
n∑

i=١
ξi−١ (w)χ

[
ti−١, ti

)
,

انتگرال ، فرآیندی چنین برای .E [ξ٢
i−١
]
< ∞ و است ١−Fti‐اندازه پذیر ،ξi−١ هر آن در که

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ایتو تصادفͬ

I (f) =

n∑
i=١

ξi−١ (w)
(
Bti −Bti−١

)
. (١ . ٢)

ͬ کند: م صدق زیر گزاره های در بالا تعریف
است. خوش تعریف I (f) تصادفͬ متغیر .١

داریم: g و f پل΄انͬ تصادفͬ فرآیند های و b و a حقیقͬ اعداد برای .٢
I (af + bg) = aI (f) + bI (g) .

.٣
E [I (f)] = ٠.

.۴
E
[
|I (f)|٢

]
=

∫ b

a
E
[
|f (t)|٢

]
dt.

پل΄انͬ تصادفͬ فرآیندهای به f ∈ L٢ هر تقریب :٢ مرحله
هر زدن تقریب شیوه آن در که زیر قضیه به ١ مرحله در شده ارائه تعریف تعمیم برای

داریم. نیاز ͬ شود، م ارائه پل΄انͬ تصادفͬ فرآیندهای به f ∈ L٢ ([a, b]× Ω)



مقدمات و تعاریف ١۴
fn}از (t, w) : n ≥ ١} مثل دنباله ای این صورت در . f ∈ L٢ ([a, b]× Ω) کنید فرض .١ . ۴ . ١ قضیه

که: دارد وجود L٢ ([a, b]× Ω) در پل΄انͬ تصادفͬ فرآیندهای
lim
n→∞

E
[
|f (t)− fn (t)|٢

]
dt = ٠. (١ . ٣)

کلͬ حالت در ایتو تصادفͬ انتگرال تعریف :٣ مرحله
ͬ کنیم: م تعریف را زیر تصادفͬ اتگرال شد، گفته ٢ و ١ مراحل در آنچه به توجه با ∫اکنون b

a
f (t) dBt, f ∈ L٢ ([a, b]× Ω) .

در را پل΄انͬ تصادفͬ فرآیندهای از {fn (t, w) : n ≥ ١} دنباله ١ مرحله قضیه از استفاده با ابتدا
که ͬ کنیم م پیدا L٢ ([a, b]× Ω)

lim
n→∞

∫ b

a
E
[
|f (t)− fn (t)|٢

]
dt = ٠. (۴ . ١)

ͬ کنیم. م تعریف شد ارائه ١ مرحله در که شیوه ای به را I (fn) تصادفͬ انتگرال ،fn هر برای

E
[
|I (fn)− I (fm)|٢

]
=

∫ b

a
E
[
|fn (t)− fm (t)|٢

]
dt. (۵ . ١)

تصادفͬ متغیر به فضا این در درنتیجه و است L٢ (F) در کوشͬ دنباله {I (fn)} دنباله یعنͬ
است. هم·را I (f)

تصادفͬ فرآیندهای از دی·ر دنباله ای ،{gm} دنباله اگر که کرد ثابت توان مͬ همچنین
L٢ (F) در lim

n→∞
I (gn) و lim

n→∞
I (fn) حد دو هر انگاه ،gm L٢[a,b]→ f که به طوری باشد پل΄انͬ

ب·یریم، نظر در زیر حد را f ∈ L٢ ([a, b]× Ω) تابع تصادفͬ انتگرال اگر بنابراین هستند. ی΄سان
است. تعریف خوش

lim
n→∞

I (fn) (۶ . ١)
تصادفͬ انتگرال را (۶ . ١) در آمده به دست حد ، f ∈ L٢ ([a, b]× Ω) تابع هر برای .١ . ۴ . ١ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش ∫ b
a f (t) dBt با آنرا و نامیده f تابع برای ایتو

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ۵ . ١
دلخواه تابع مشتقات شامل معادله ΁ی جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادله .١ . ۵ . ١ تعریف

u : Ω 7→ R

.[٢۶] است Rd
(
d ≥ ٢) از باز زیرمجموعه ای Ω که است،



١۵ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
صدا انتشار مانند فیزی΄ͬ پدیده های کردن مدل در جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

ͬ شوند. م ظاهر ... و سیالات جریان ،΁ال΄ترودینامی ،΁ال΄ترواستاتی گرما، یا
و x مستقل متغیر دو از u تابع برای جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی کلͬ صورت

:[١] ͬ باشد م زیر صورت به y
F

(
x, y, u,

∂

∂x
u,

∂

∂y
u,

∂٢
∂x٢u,

∂٢
∂x∂y

u,
∂٢
∂y٢u, ...

)
= ٠. (١ . ٧)

مشتقات با دیفرانسیل معادله باشد، خطͬ آن مشتقات و u به نسبت F تابع که صورتͬ در
صورت این غیر در و خطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی (١ . ٧) در شده تعریف جزئͬ

بود. خواهد غیر خطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ΁ی
موجود مشتق مرتبه بیشترین به توجه با ͬ توان م را جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

کرد. دسته بندی نیز معادله در
از: است عبارت دو مرتبه خطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله کلͬ صورت

A (x, y) ∂٢
∂x٢u+B (x, y) ∂٢

∂x∂yu+ C (x, y) ∂٢
∂y٢u+D (x, y) ∂

∂xu

+E (x, y) ∂
∂yu+ F (x, y)u = G.

(١ . ٨)

برابر جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله تعریف دامنه از (x, y) نقطه هر در G که صورتͬ در
ͬ نامیم. م ناهم·ن را معادله صورت این غیر در و هم·ن را معادله باشد، صفر

مقدار اینکه حسب بر xy صفحه از مفروض ناحیه هر در را (١ . ٨) معادله دی·ر سوی از
∆ = B٢ − ۴AC

سهموی هذلولوی، اساسͬ نوع سه به به ترتیب باشد، منفͬ یا و صفر مثبت، ناحیه، سراسر در
ͬ کنند. م دسته بندی بیضوی و

گرما معادله سهموی، معادلات برای موج، معادله هذلولوی، معادلات برای مثال عنوان به
برد. نام ͬ توان م را پواسون معادله بیضوی، معادلات برای و

موج: معادله
∂٢
∂t٢u− C٢ ∂٢

∂x٢u = ٠,
گرما: معادله

∂

∂t
u−D

∂٢
∂x٢u = ٠,

پواسون: معادله
−∆u = −∇٢u = − ∂٢

∂x٢u− ∂٢
∂y٢u = f (x, y) .

هستند. مثبت ثابت های C و D
معمولا ،Ω دامنه روی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب ی΄تایی تضمین منظور به
مقدار جواب، تابع مقدار که شرایطͬ ͬ کنند. م اعمال (Γ := ∂Ω) دامنه مرز روی را شرایطͬ



مقدمات و تعاریف ١۶
مرزی شرایط به ترتیب که ͬ کنند م بیان مرز روی را دو این از ترکیبی یا و جواب تابع مشتق
با دیفرانسیل معادلات در این ها بر علاوه ͬ شوند. م نامیده رابین١٠ و نیومن٩ دیری΄له٨،
ͬ کند، م تعیین اولیه زمان در را جواب تابع مقدار که شرطͬ زمان به وابسته جزئͬ مشتقات

ͬ شود. م نامیده اولیه شرط
مدل بندی نامتناهͬ بعد با تابعͬ فضاهای روی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات معمولا
شده ارائه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای که عددی روش های در ͬ شوند. م
پس را مساله محدود، اجزای روش و محدود١٢ حجم روش متناه١١ͬ، تفاضل روش مانند است

ͬ کنند. م تبدیل متناهͬ بعد با مساله ای به ،Ω دامنه روی گسسته سازی از

٨Dirichlet
٩Neumann

١٠Robin
١١Finite difference method
١٢Finite volume method



٢ فصل
در اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری

پرش‐انتشار مدل

مقدمه ٢ . ١
تحت دارایی قیمت ΁دینامی ͬ توانست نم شولز و ΁بل توسط شده ارائه محض انتشار مدل
ارائه لوی نمائͬ مدل های مانند تری کلͬ مدل های لذا کند، توجیه را بازار ناگهانͬ حرکات
سررسید، زمان T و پایه دارایی قیمت τ ∈ [٠, T ] برای Sτ لوی، نمائͬ مدل های در است. شده
شده ی پالایش فضای روی را زیر دارایی ارزش مدل است. xτ لوی فرایند از نمائͬ به عنوان

ͬ گیریم: م نظر در (Ω,Fτ , P )

Sτ = S٠eXτ (٢ . ١)
در که است پرشͬ جز و انتشاری جز شامل پایه دارایی ل΃‐قیمت پرش‐انتشار مدل های در

ͬ افتد. م اتفاق پواسون زمان های
دو از آن پایه ی دارایی که آوریم به دست را اختیاری قیمت مدل داریم نظر در فصل این در لذا
سهام قیمت تغییر فرآیند کلͬ حالت در این که به نظر است. شده تش΄یل پرش و انتشار بخش
اکثر در همچنین ͬ باشد، م بزرگ جهش های دارای حالات بعضͬ در و نبوده انتشاری فقط
ͬ تواند نم هندسͬ براونͬ حرکت مدل لذا نیست، نرمال به صورت سهام بازده ی ل·اریتم ͽمواق



پرش‐انتشار مدل در اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ١٨
پایه دارایی برای جای·زین، مدل از ترتیب بدین باشد، داشته پایه دارایی مدل از واقعͬ تصویر
است، قادر مدل اين این که اول پرش‐انتشار، روش از استفاده مزایای از ͬ کنیم. م استفاده
فرآيند این که دوم دهد. نشان را تلاطم لبخند یا چول·ͬ چون مهمͬ شده مشاهده خصوصيات
زمان در ͬ تواند نم واقعͬ بازار که معنا بدين دهد، توضيح را مالͬ بازار ناکاملͬ ͬ تواند م پرش
(رویدادهای حوادث اين که نهایت در دهد. نشان واکنش زيان از جلوگيری منظور به کوتاهͬ
فرآيند ΁ي از استفاده و ͬ کنند م بازی مالͬ تحليل در مهمͬ نقش مالͬ بازار در نشده) پیش بینͬ
را توجهͬ قابل پرش های که مدل هايی باشد. مناسب ͬ تواند م حوادث مدل سازی برای پرشͬ
دهند. توضیح را بازار در حوادث و قطعيت عدم ͬ توانند م ͬ کنند، م وارد درآمدها و قيمت ها در

ͬ شود: م آورده فصل این برای لازم مفاهیم برخͬ ادامه در
نقطه ΁ی t ∈ [٠, T ] اگر ب·یرید. نظر در را f : [٠, T ] → R کادلاگ تابع .٢ . ١ . ١ تعریف

ͬ شود. م نامیده t در f تابع پرش ∆f (t) = f (t)− f (t−) مقدار باشد، تابع ناپیوستگͬ
{t ∈ [٠, T ] ; f (t)− f (t−) ̸= ٠} نقاط یعنͬ ناپیوستگͬ، نقاط مجموعه ،f کادلاگ تابع در
(|∆f (t)| > ١) بزرگ پرش متناهͬ تعداد ͬ تواند م کادلاگ تصادفͬ فرآیند است. شمارش پذیر
٢ . ١ ش΄ل باشد. داشته ΁کوچ پرش باشد، نامتناهͬ است مم΄ن که شمارش پذیر تعداد و

ͬ دهد. م نشان t زمان در را {X} فرآیند پرش ناپیوستگͬ

t زمان در را {X} فرآیند پرش ناپیوستگͬ :٢ . ١ ش΄ل

پالایش شده احتمال فضای ΁ی روی جا این در بحث مورد متغیرهای و فرآیندها .٢ . ١ . ٢ تعریف
شده اند. تعریف (Ω,Ft, P )



١٩ مقدمه
صعودی اکیدا دنباله ΁ی حتم به طور تقریبا ،T٠ = ٠ شرط با {Tn, n = ٠, ١,٢, ...,∞} اگر

این صورت در باشد، تصادفͬ متغیرهای از
N (t) =

∑
n≥١

١{t≥Tn}, (٢ . ٢)

را N حتم، به طور تقریبا T = Supn {Tn} = ∞ اگر است. Tn دنباله به وابسته شمارشͬ فرآیند
ͬ نامیم. م بی انفجار

اگر: گوییم پواسون فرآیند ΁ی را N شمارشͬ فرآیند
‐سازگار، Ft .١

بی انفجار، .٢
هم توزیع N (t− s) با ،N (t)−N (s) یعنͬ باشد، گذشته از مستقل و مانا نموهای دارای .٣

باشد. مستقل Fs از و بوده
با است برابر باشد (٠, t] بازه در جهش n دارای N اینکه احتمال

P (N (t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt, n = ٠, ١,٢, ... (٢ . ٣)

با پواسون توزیع ΁ی دارای N (t) تصادفͬ متغیر بنابراین است. ثابتͬ عدد λ > ٠ آن در که
است. λt پارامتر

از: عبارتند λ > ٠ شدت با N پواسون فرآیند مشخصه تابع و واریانس میانگین،

E [N (t)] = λt,

V ar [N (t)] = λt,

Cov [N (t) , N (s)] = λmin (s, t) ,

φ (u; t) = e
−λt

(١−e
√

−١u)
.

(۴ . ٢)

نشانگر λ = E[N(t)]
t لذا است، t زمان در N پرش های انتظار مورد تعداد با برابر E [N (t)] چون

است. موسوم N ورود نرخ میانگین یا شدت به و است زمان واحد در پرش ها متوسط تعداد
[٣] ͬ شود م تعریف زیر به صورت پواسون فرآیند در dq تصادفͬ متغیر

dq =

 ٠, With probability (١ − λdt) ,

١, With probability (λdt) .
(۵ . ٢)

تصادفͬ فرآیند ΁ی ،f پرش اندازه توزیع و λ > ٠ نرخ با مرکب پواسون فرآیند .٢ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت t > ٠ هر ازای به که است {Xt}

Xt =

Nt∑
i=١

Yi,



پرش‐انتشار مدل در اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ٢٠
مستقل و λ نرخ با پواسون فرآیند ΁ی {Nt} و هم توزیع و مستقل Yi پرش اندازه های آن در که

است. {Yi}i>١ از

معامله اختیار قیمت گذاری ٢ . ٢
داریم: باشد، داشته پرش مقدار ξ ،t لحظه در قیمت فرآیند اگر

به بازار واقعͬ شرایط تحت مالͬ مشتقات قیمت گذاری برای [dS]jump = (ξ − ١)Sdq
اگر ͯ کنیم. م معرفͬ را پرش‐انتشار مدل بخش این در نیازمندیم. پیچیده تری مدل های
ایجاد پرش‐انتشار مدل شود، اضافه سقوط هایی و پرش ها بل΁‐شولز، مدل نوسانات به
بیان را مدل ادامه، در ͬ کند. م بررسͬ را سهام ناگهانͬ قیمت از ناشͬ تغییرات که ͬ شود م

ͬ کنیم. م
تبعیت زیر براونͬ حرکت مدل از S (سهام) پایه دارایی قیمت ΁دینامی ͬ کنیم م فرض

ͬ کند: م
dS = µSdτ + σSdw, (۶ . ٢)

هندسͬ براونͬ فرآیند w و رانش ضریب µ نوسان، ضریب σ سررسید، زمان T و τ ∈ [٠, T ] که
است.

باشد، شده داده رخ λdτ احتمال با [τ, τ +∆τ ] در پرش ΁ی ͬ کنیم م فرض همچنین
مثبت پرش)، (میزان ξ ͬ کند. م تغییر ξ‐تا میزان به پایه دارایی جدید ارزش که به طوری
است. زمان به وابسته شده داده رخ پرش احتمال ولͬ زمانͬ بازه از مستقل پرش اندازه است.
اگر لذا است. [dS]jump = (ξ − ١)Sdq به صورت دارایی قیمت برای پرش از ناشͬ تغییرات

داریم: دهد، رخ پرش ΁ی
Safter jump = Sbefore jump + (dS)jump

= Sbefore jump + (ξ − ١)Sbefore jump = ξSbefore jump,

(٢ . ٧)

و پرش از قبل دارایی قیمت Sbefore jump پرش، از بعد دارایی قیمت Safter jump آن در که
است. پرش از ناشͬ تغییرات (dS)jump

است: زیر ش΄ل به پرش و انتشار از ترکیبی دارایی، قیمت بنابراین
dS = [µSdτ + σSdz] + [(ξ − ١)Sdq] . (٢ . ٨)

اول بخش ͬ دهد. م نشان را، پرش‐انتشار مدل تحت دارایی قیمت ΁دینامی فوق معادله
تابع g (ξ) که ͬ کنیم م فرض است. پرش از ناشͬ دوم بخش و براونͬ حرکت از ناشͬ معادله



٢١ معامله اختیار قیمت گذاری
همچنین ͬ باشد. م g (ξ) ،[τ, τ + dτ ] بازه در پرش ΁ی احتمال لذا باشد؛ پرش اندازه ∫چ·الͬ ∞

−∞
g (ξ) dξ =

∫ ∞

٠ g (ξ) dξ = ١.

داریم: آنگاه f = f (ξ) دهیم قرار اگر
E (f) =

∫ ∞

٠ f (ξ) g (ξ) dξ. (٢ . ٩)
سهام ∆‐تا استقراضͬ فروش از و C اروپایی خرید اختیار ΁ی از که داریم سبدی کنیم فرض
نظر در را سبد ارزش تغییرات .S∆C = Π آنگاه باشد، سبد ارزش Π اگر است. شده تش΄یل

می·یریم:
(dΠ)total = [dΠ]brownian + [dΠ]jump. (٢ . ١٠)

داریم: ایتو لم طبق
[dΠ]brownian =

[
Πτ + µSΠs +

١
٢S٢σ٢Πss

]
dτ + σSΠsdz. (٢ . ١١)

داریم: (٢ . ١١) و (٢ . ١) روابط به توجه با
[dΠ]brownian =

[
Cτ + µSCs +

١
٢S٢σ٢Css

]
dτ + σS (Cs −∆) dz. (٢ . ١٢)

داریم: پرش اندازه بودن متناهͬ به توجه با
[dΠ]jump = [C (ξS, τ)− C (S, τ)] dq − σS (ξ − ١)∆Sdq. (٢ . ١٣)

(٢ . ١٠) معادله لذا کرد. حذف را (٢ . ١٢) معادله تصادفͬ عامل توان مͬ ∆ = Cs انتخاب با
ͬ شود: م تبدیل زیر به صورت

dΠ =

[
Cτ +

١
٢σ٢S٢Css

]
dτ + [C (ξS, τ)− C (S, τ)] dq − Cs (ξ − ١)Sdq. (١۴ . ٢)

امید با لذا داد، پوشش را آن ͬ توان نم و است dq تصادفͬ جز دارای هنوز سبد ارزش تغییرات
ͬ کنیم: م حذف را تصادفͬ جز فوق معادله طرفین از گرفتن

(١۵ . ٢)
E [dΠ] =

[
Cτ +

١
٢σ٢Css

]
dτ + E [C (ξS, τ)− C (S, τ)]E [dq]− CsE [ξ − ١]SE [dq] .

انتخاب با حال هستند. مستقل پرش اندازه های احتمال و پرش احتمال که کرده ایم فرض
داریم: E [ξ − ١] = κ

E [dΠ] =

[
Cτ +

١
٢σ٢Css

]
dτ + E [C (ξS, τ)− C (S, τ)]λdτ − CsκSλdτ. (١۶ . ٢)



پرش‐انتشار مدل در اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ٢٢
کمͬ ΁ریس) ͯ گیریم م نظر در ΁کوچ را آن واریانس و ناهمبسته را سبدها اینگونه پرش های

باشد: زیر به صورت باید انتظار مورد بازده بنابراین دارد)؛ وجود
E [dΠ] = rΠτ. (٢ . ١٧)
داریم: (١۶ . ٢) معادله در (٢ . ١٧) معادله جای·ذاری با

Cτ +
١
٢σ٢Css + (rS − Sκλ)Cs − (r + λ)C + E [C (ξS, τ)]λ = ٠. (٢ . ١٨)

داریم: (١٨ . ۴) معادله به توجه با
Cτ +

١
٢σ٢Css + (rS − Sκλ)Cs − (r + λ)C + λ

∫ ∞

٠ g (ξ)C (ξS, τ) dξ = ٠. (٢ . ١٩)
این در ͬ نامند. م پرش‐انتشار مدل تحت جزئͬ انتگرال دیفرانسیل معادله ΁ی را فوق معادله
پرش ها چ·الͬ تابع و ͯ باشند. م γ واریانس و η میانگین با نرمال ΃ل توزیع دارای پرش ها مدل،

است: عبارت

g (ξ) =
e

−(log(ξ)−η)٢
٢γ٢

√٢πγ٢ . (٢ . ٢٠)
برای ب·یریم. ΁کم عددی روش های از باید فوق مدل حل برای بل΁‐شولز، مدل برخلاف

ͬ کنیم: م ساده تر را مدل بر حاکم دیفرانسیل معادله زیر متغیرهای تغییر با منظور این
کنید: فرض

S = Kex,

ξ = ez,

t = T − τ,

v (x+ z, t) = C (Kex+z, T − τ) ,

f (z) = ezg (ez) ,

ͬ آید: م به دست زیر معادله اینرو از است. توافقͬ قیمت K که
vt =

١
٢σ٢vxx +

(
r − κλ− ١

٢σ٢
)
vx − (r + λ) v + λ

∫ ∞

٠ v (x+ z, t) f (z) dz. (٢ . ٢١)
است: زیر به صورت اولیه شرایط اروپایی خرید اختیار برای

v (x, ٠) = max (Kex −K, ٠) . (٢ . ٢٢)
بود: خواهد زیر صورت به نیز مرزی شرایط

v (x, t) ≈

 ٠, x→ −∞,

Kex −Ke−rt x→ ∞,
(٢ . ٢٣)

.٠ ≤ t ≤ T و



٢٣ صریح‐ضمنͬ متناهͬ تفاضل طرح معرفͬ
است. t = T زمان در v (x, t) اختیار ارزش محاسبه هدف اینجا در

داریم: f تابع روی بر S = Kex متغیر تغییر اعمال با که باشید داشته توجه

f (z) = ezg (z) =
e

−(z−η)٢
٢γ٢

√٢πγ٢ .

داریم لذا است، گاوسͬ توزیع احتمال چ·الͬ تابع f ≥ ٠ ∫تابع ∞

−∞
f (z) dz = ١. (٢۴ . ٢)

استفاده صریح‐ضمنͬ متناهͬ تفاضل روش از ͬ توان م اروپایی خرید اختیار مدل حل برای
روش با انتگرالͬ بخش و ضمنͬ روش با معادله دیفرانسیلͬ بخش روش این از استفاده با کرد.

.[٣۵ ،۴٢] ͬ شود م حل صریح

صریح‐ضمنͬ متناهͬ تفاضل طرح معرفͬ ٢ . ٣
نسبتاً روش های از انتشار مدل های به نسبت پرش‐انتشار مدل های حل عددی روش های
به شبیه جزئͬ دیفرانسیل‐انتگرالͬ معادله اگرچه ͬ روند. م شمار به مالͬ ریاضیات در جدید

است. دشوارتر آن حل ولͬ ͬ باشد، م بل΁‐شولز معادله
همچنین . است شده ظاهر انتگرالͬ جمله هم و دیفرانسیلͬ جمله هم (٢ . ٢١) معادله در
که شده اند، تعریف (−∞,+∞) نامتناهͬ بازه روی انتگرالͬ عبارت و جزئͬ دیفرانسیل معادله
محدود متناهͬ تفاضلات شب΄ه بندی ساختار ΁ی به را نامتناهͬ بازه ابتدا آن عددی حل برای
را انتگرالͬ بخش و ضمنͬ متناهͬ تفاضلات روش از استفاده با را دیفرانسیلͬ بخش ͬ کنیم. م

ͬ کنیم. م گسسته سازی صریح متناهͬ تفاضلات روش با
متناهͬ تفاضلات طرح کرد، پیشنهاد اختیار قیمت گذاری برای [٢٧] ژانگ که را فوق طرح
ناپایدار جزئͬ، انتگرالͬ دیفرانسیل‐ معادله حل برای صریح روش ͬ گویند. م صریح‐ضمنͬ
هم·رایی و پایدارتر صریح روش به نسبت ضمنͬ روش دارد. جواب در ضعیفͬ هم·رایی و
بدست است، هستند) ناصفر درایه های دارای که (ماتریسͬ پر ماتریس چون ویلͬ دارد، بهتری

ͬ شود. م استفاده روش دو این ترکیب از لذا است. مش΄ل آن ماتریس وارون آوردن
ب·یرید: نظر در را زیر جزئͬ دیفرانسیل‐انتگرال معادله

vt = Dv + Iv,

دیفرانسیل‐انتگرالͬ معادله طبق است. انتگرالͬ عمل·ر I و دیفرانسیلͬ عمل·ر D آن در که
است: شده داده زیر به صورت (−∞,+∞)× [٠, T ] روی (٢ . ٢١) جزئͬ
vt = avxx + bvx − (r + λ) v + λ (v ∗ f) ,



پرش‐انتشار مدل در اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ٢۴
آن در که

a = ١٢σ٢ > ٠,

b = r − λκ− ١٢σ٢.
(٢۵ . ٢)

بود: خواهد زیر به صورت ترتیب به انتگرالͬ بخش و دیفرانسیلͬ بخش لذا
Dv = avxx + bvx − (r + λ) v,

Iv = λ
∫∞٠ v (x+ z) f (z) dz.

صریح‐ضمنͬ متناهͬ تفاضل طرح از ͬ کند، م پر را دستگاه معمولا انتگرالͬ عمل·ر که آنجا از
تفاضل روش پیاده سازی برای ͯ کنیم. م استفاده پر ماتریس های وارون محاسبه از اجتناب برای

که ͬ کنیم م تقسیم زمانͬ گام J به را [٠, ] زمانͬ بازه ابتدا صریح‐ضمنͬ، متناهͬ
tj = j∆t, ∆t =

T

J
, , j = ٠, ١,٢, ..., J.

و است) م΄انͬ بازه طول L٠) l = ١,٢, ..., L١−٠ برای xl م΄انͬ گام از تقریبی vl,j ͯ کنیم م فرض
دیفرانسیلͬ بخش آن در که را صریح‐ضمنͬ طرح آنگاه باشد، j = ١,٢, ..., J برای tj زمانͬ گام
ͬ کنیم: م اعمال j = ٠, ١,٢, ..., J − ١ برای صریح روش با را انتگرالͬ بخش و ضمنͬ روش با را

vl,j+١ − vl,j

∆t
= Dvl,j+١ + Ivl,j ,

معادل: طور به یا
vl,j+١ −∆tDvl,j+١ = vl,j +∆tIvl,j , (٢۶ . ٢)

ͬ باشد. م v (xl, tj) بیانگر vl,j آن در که
زمانͬ گام هر در است. v١,J , v٢,J , ..., vL١−٠,J سررسیدهای در vl,J اختیار ارزش یافتن هدف
اولیه شرط از vl,٠ مقدار که کنید توجه ͬ شود. م حل vl,j+١ بردار تعیین با (٢۶ . ٢) خطͬ معادله

ͬ آیند. م به دست (٢ . ٢٣) مرزی شرایط از vL٠,j و (٢ . ٢٢)

صریح‐ضمنͬ روش با پرش‐انتشار مدل حل ۴ . ٢
شده داده زیر به صورت (−∞,+∞) × [٠, T ] روی (٢ . ٢١) جزئͬ دیفرانسیل‐انتگرال معادله

است:
vt = avxx + bvx − (r + λ) v + λ (v ∗ f) ,

t ∈ [٠, T ] , x ∈ (−∞,+∞) ,

(٢ . ٢٧)



٢۵ صریح‐ضمنͬ روش با پرش‐انتشار مدل حل
آن در که

a = ١٢σ٢ > ٠,

b = r − λκ− ١٢σ٢.
(٢ . ٢٨)

و
(v ∗ f) (x, t) =

∫ +∞
−∞ v (x+ z, t) f (z) dz

=
∫ +∞
−∞ v (y, t) f (y − x) dy.

طرح اعمال با باشد. j = ١,٢, ..., J jام، زمان ͹سط در و lام گام در (v ∗ f)l,j و vl,j کنید فرض
داریم: صریح‐ضمنͬ متناهͬ تفاضل

vl,j+١ − vl,j

∆t
= a(vxx)l,j+١ + b(vx)l,j+١ − (r + λ) vl,j+١ + λ(v ∗ f)l,j ,

داریم نتیجه در و
− a∆t(vxx)l,j+١ − b∆t(vx)l,j+١ + (١ + (r + λ)∆t) vl,j+١ = vl,j + λ∆t(v ∗ f)l,j . (٢ . ٢٩)





٣ فصل
بازارهای در اروپایی معامله اختیار

مارکوفͬ بل΁‐شولز

مقدمه ٣ . ١
ͬ پردازیم. م مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در معامله اختیار از کلاسͬ معرفͬ به ما فصل این در
هستند. ضعیف مسیری به وابسته اختیارات که شود مͬ مشخص واقعیت این با کلاس این
طریق از ͬ توان م را آنها قیمت اما هستند، مسیر به وابسته کلاس این به متعلق دقیق تر موارد

.[٣٧] کرد تعیین اضافͬ مستقل متغیر هیچ معرفͬ بدون بل΁‐شولز دیفرانسیل معادلات
مقادیر با پیوسته زمان در {Yt, t ≥ ٠} مارکوف زنجیر از استفاده با بازار وضعیت کنید فرض
فرآیند بود. خواهد r (i) بهره نرخ آنگاه باشد، Yt = i اگر باشد. شده تعریف {١,٢, ..., k}
آن در که ͬ آید، م دست به براونͬ حرکت با هندسͬ مارکوف ΁ی توسط {St, t ≥ ٠} سهام قیمت

ͬ  آید: م به دست زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله توسط {St, t ≥ ٠}

dSt = µ (Yt)Stdt+ σ (Yt)StdWt,

توابعͬ σ و µ و است {Yt, t ≥ ٠} مارکوف زنجیر از مستقل براونͬ حرکت {Wt, t ≥ ٠} آن در که
نویسندگان توسط سوئیچینگͬ رژیم چارچوب ΁ی در اختیار قیمت گذاری هستند. مناسب



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٢٨
الیوت٢ و بوفینگتون١ است: گرفته قرار مطالعه مورد مختلف های روش از استفاده با مختلف
،[۴٠] رادری·و٧ و مامون۶ ،[۴۴] ژانگ۵ گو ،[۴٣] گو۴ ،[١۵] هم΄اران و دی ماس٣ͬ ،[٢۴]
گذاری قیمت .[١٠] وهم΄اران یائو١١ و [۶] هم΄اران و تسویی١٠ ،[۵] راگرس٩ و جوبرت٨
مسئله است. گرفته قرار بررسͬ مورد [١۶] در مارکوفͬ مدول سهام سود با دارایی برای اختیار
[۴۵ ،١٨] است شده بررسͬ مفصل به طور سوئیچینگͬ رژیم بازار در سرمایه سبد بهینه سازی
مبهم و پیچیده اغلب اختیار گذاری قیمت است، ناقص سوئیچینگͬ رژیم بازار آنجائی΄ه از
مالͬ تامین خود استراتژی ΁ی توسط تواند مͬ مشروطͬ ادعای هر کامل بازار ΁ی در است.
آنجا از زمان، همان در داد. پوشش کامل به طور ͬ توان م را اختیاری هر بنابراین شود. تکرار
انتظار شرط توسط ی΄تا به طور اختیار هر قیمت دارد، وجود ی΄تایی معادل مارتینگل اندازه که
در ویژگͬ این اما ͬ شود. م تعیین معادل مارتینگل اندازه به نسبت سرمایه از تخفیف با قیمت
دسترسͬ قابل که آینده به موکول مطالبات ناقص بازار ΁ی در ندارد. وجود ناقص بازارهای
ام΄ان پذیر کامل پوشش بنابراین، ندارد. وجود باشند مالͬ تامین خود استراتژی های توسط
منحصر اختیار قیمت دارد، وجود چندگانه معادل اندازه های که آنجا از حال، عین در نیست.
روش های با ناقص بازارهای در اختیار گذاری قیمت مش΄ل، این بر غلبه برای نیست. فرد به
΁ی وجود که است این راستا این در روی΄ردهای از ی΄ͬ ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد مختلف
خنثͬ ΁ریس اندازه دهیم. انجام اندازه گیری چنین تحت را تحلیل کل و بپذیریم را خنثͬ اندازه
نسبت مارتینگل ΁ی بازار در معامله هر قیمت که طوری به است معادل معیار از خاص نوع
آن کنونͬ قیمت است، بازار در معامله ΁ی نیز اختیار که آنجا از است. σ‐میدان داده های به
یادآور است. نهایی بازپرداخت قیمت تخفیف از خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت شرطͬ انتظاری
واقعͬ دنیای در سهام قیمت که حالͬ در آل، ایده جهان در خنثͬ ΁ریس اندازه وجود ͬ شود م
مانند بازار تغییر رژیم مدل پارامترهای نتیجه، ΁ی عنوان به است. مم΄ن است، یافته تکامل
فدرال، قرضه اوراق مانند خنثͬ ΁ریس اندازه صریح مفاهیم از استفاده با باید غیره و σ (i) ،λij
نیست. تاکید مورد اختیار پوشش روش این در شود. زده تخمین غیره و خزانه صورت حساب

.[١٠ ،۵ ،۴٠ ،٢۴] از عبارتند کرده اند استفاده روش این از که مقاله هایی
به شده شناخته اضافͬ بهادار اوراق ارائه با بازار ایجاد ناقص، بازار ΁ی حل برای دوم روش

١Buffington
٢Elliott
٣DiMasi
۴Guo
۵Zhang
۶Mamon
٧Rodrigo
٨Jobert
٩Rogers

١٠Tsoi
١١Yao



٢٩ مدل شرح
رژیم بازار برای کارهایی [۴٣] ͽمرج در .[٩ ،٨] است Arrow − Debreu بهادار اوراق عنوان
نمونه بندی سوپرپروپلیت١٢ شامل زمینه این در سوم روی΄رد است. گرفته انجام سوئیچینگͬ
عالͬ بسیار ریاضͬ منظر ΁ی از روش این چه اگر .[٢٢] است قیمت ها بالای پوشش و کارها
روی΄رد این ما نظر به دهد. مͬ را اختیار قیمت آزاد آربیتراژ روی کران هایی تنها اما است،

است. نگرفته قرار مطالعه مورد تاکنون سوئیچینگͬ رژیم مدل برای
΁ی در دستیابی قابل غیر ادعاهای پوشش در قدرتمند روش ΁ی میانگین‐واریانس پوشش
واریانس مینیمم سازی پوشش دارد: نوع دو میانگین‐واریانس پوشش .[٢٨] است ناقص بازار
خود استراتژی های شامل تنها واریانس مینیمم سازی پوشش .΁ریس مینیمم سازی پوشش و
استراتژی اساس بر اساسا واریانس مینیمم سازی روش که آنجایی از است. تأمین‐مال١٣ͬ
محدودیت ΁ی این ͬ دهد. نم را سررسید از قبل کناره گیری اجازه است، مالͬ تأمین خود
ناقص بازارهای برای ΁ریس مینیمم سازی پوشش در مثبت نکته است. روش این کاربرد در
΁کوادراتی باقیمانده تابع استفاده با .[١٩ ،٢٠] است شده ارائه ساندرمن١۵ و فولمر١۴ توسط
مارتینگل اندازه از استفاده با اختیار قیمت ΁ریس مینیمم سازی برای را فرمولͬ آنها ،΁ریس
سهام قیمت تخفیف اگر که است شده داده نشان [١٩] در این بر علاوه آوردند. به دست P ∗

شناخته بازار P احتمال تحت فلومر‐شویزر تجزیه عنوان به که خاصͬ تجزیه باشد، قبول قابل
در آورد. بدست را ΁ریس ͬ مانده باق و پوشش استراتژی برای تواندعبارت هایی مͬ شود، مͬ

شده اند. مقایسه ΁ریس مینیمم سازی و واریانس مینیمم سازی روش دو [١١] ͽمرج
سوئیچینگͬ رژیم بازار در اختیار قیمت مطالعه برای قدرتمند روش این از ما فصل، این در
محاسبه سوئیچینگͬ رژیم مدل برای را P ∗ مارتینگل اندازه مینیمال ابتدا، کنیم. مͬ استفاده
تحت اختیارات از خاصͬ کلاس برای ΁ریس پوشش استراتژی که ͬ دهیم م نشان و کرده
وابسته ضعیف مسیر از محلͬ ΁ریس مینیمم قیمت است. P ∗ مارتینگل اندازه مینیمم سازی
زیر بل΁‐شولز جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله از استفاده با ͬ توان م را خارجͬ اختیار به

آورد: به دست مناسب مرزی شرایط با
(٣ . ١)

∂φ (t, s, i)

∂t
+

١
٢σ(i)٢s٢∂٢φ (t, s, i)

∂s٢ + r (i) s
∂φ (t, s, i)

∂s
+

k∑
j=١

λijφ (t, s, j) = r (i)φ (t, s, i) .

مدل شرح ٣ . ٢
Y = {Yt}t≥٠ بازار وضعیت که کنید فرض باشد. کامل احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض
انتقال نرخ با X =

{١,٢, ..., k} متناهͬ وضعیت فضای روی تحویل ناپذیر مارکوف زنجیر ΁ی
١٢Superreplicating
١٣Self-financing
١۴Föllmer
١۵Sondermann



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٣٠
باشد: زیر

P (Yt+δt = j |Yt = i) = λi,jδt+ o (δt) , i ̸= j, (٣ . ٢)
که

λij ≥ ٠, i ̸= j,

λii = −
k∑

j=١
λij .

عنوان به را شناور بهره نرخ ما باشد. زنجیر از شده ساخته Q‐ماتریس ،Λ = [λij ] کنید فرض
،rt ΁ریس بدون آزاد شناور بهره نرخ که ͬ کنیم م فرض و ͬ پذیریم م ΁ریس دارایی مدل پایه
به فقط rt که ͬ کنیم م فرض همچنین یابد. تکامل زمان، گذشت با بازار، شرایط به توجه با
΁ی و {r (i) : i ∈ X} به صورت rt = r (Yt) رو این از باشد، داشته بستگͬ بازار در Yt فعلͬ حالت

است. Λ Q‐ماتریس با مارکوف زنجیر
باشد. r (Yt) شناور بهره نرخ با t زمان در بازار حساب در پول مقدار {Bt}t≥٠ کنید فرض

داریم: ،B٠ = ١ کنید فرض
Bt = e

∫ t٠ r(Yu)du. (٣ . ٣)
درنتیجه

dBt = r (Yt)Btdt, B٠ = ١. (۴ . ٣)
مارکوف مدولار هندسͬ براونͬ حرکت توسط که باشد سهام قیمت فرایند {St}t≥٠ کنید فرض

بود خواهد زیر به صورت St مقدار شود. مͬ اداره
dSt = St (µ (Yt) dt+ σ (Yt) dWt) , S٠ > ٠, (۵ . ٣)

شناور ضریب µ : X → R ،Y = {Yt}t≥٠ از مستقل استاندارد وینر فرآیند W = {Wt}t≥٠ که
دادن دست از بدون .Ft = σ (Su, Yu, u ≤ t) کنید فرض است. تلاطم σ : X → (٠,∞) و
را مدل پایه فیلتر فرض این . است پیوسته راست از {Ft} که کرد فرض ͬ توان م مسئله کلیت
اندازه به توجه با تصادفͬ انتگرال ΁ی عنوان به {Yt}مارکوف زنجیر است مناسب تر ͬ سازد. م

شود. داده نمایش است پوآسون تصادفͬ
سازگار متر ΁ی دارای و جداپذیر توپولوژی΄ͬ فضای ΁ی C پولیش١۶ فضای ΁ی .٣ . ٢ . ١ تعریف

باشد. کامل ΁متری فضای ΁ی (C, d) به طوری که است d
از مجموعه ای M (C) و برل میدان سی·ما B (C) کنید فرض C پولیش فضای ΁ی برای
کوچ΁ ترین Mσ (C) کنید فرض باشد. B (C) روی نامنفͬ صحیح میدان سی·ما اندازه های

١۶Polish



٣١ مدل شرح
αB (µ) := µ (B) با شده تعریف αB : M (C) → N∪{∞} نگاشت بوسیله M (C) رو میدان سی·ما
میدان سی·ما با متصف١٧ B (C) که است شده فرض باشد. اندازه پذیر B ∈ B (C) هر برای و

است. Mσ (C)

(X × X روی الفبایی ترتیب به نسبت ) متوالͬ به طور Λij کنید فرض ،i ̸= j ∈ X برای
نشاندن با .λij طول دارای هرکدام و باشند باز راست از و بسته چپ از حقیقͬ خط از بازه های

و h : X× R → Rk تابع بوسیله شده تعریف ei ∈ Rk با i مشخصه بوسیله Rk در X

h (i, z) :=

 j − i, if z ∈ Λij ,

٠, O.W.
(۶ . ٣)

درنتیجه

Yt = Y٠ +
t∫

٠

∫
R

h (Yu−, z) ς (du, dz), (٣ . ٧)

dtdz شدت با M‐مقدار (R+ × R) پواسون اندازه ς (du, dz) و (٠, t] بازه روی انتگرال گیری که
هستند. مستقل و شده تعریف (Ω,F , P ) روی S٠ و W ،Y٠ ،ς (du, dz) است.

΁کوچ بینهایت مولد این صورت در باشد. (۵ . ٣) معادله جواب S کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ تعریف
به f باشد) موجود زیر حد که شرطͬ (به مناسب تابع روی A مانند عمل·ر ΁ی به صورت S

ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل
Af (y) = lim

t→٠
Ey [f (St)]− f (y)

t
.

روی شده تعریف (St, Yt) فرآیند که دید ͬ توان م وضوح به (٣ . ٧) و (۵ . ٣) معادلات از
مارکوف فرآیند ΁کوچ بینهایت مولد محاسبه به اکنون است. مارکوف فرآیند ΁ی (Ω,F , P )

ͬ پردازیم. م (٣ . ٧) و (۵ . ٣) معادلات از (St, Yt)
ایتو فرمول از استفاده با صورت این در باشد. هموار تابعͬ φ : R+ × Y → R کنید فرض

داریم [٣٠]
dφ (St, Yt) =

∫
R
{φ (St, Yt− + h (Yt−, z))− φ (St, Yt−)} ς (dt, dz)

+ ∂
∂sφ (St, Yt−) dSt +

١٢ ∂٢
∂s٢φ (St, Yt−) d⟨S, S⟩t

= µ (Yt−)St
∂
∂sφ (St, Yt−) dt+

١٢σ٢ (Yt−)S٢
t

∂٢
∂s٢φ (St, Yt−) dt

+
∑
j∈X

φ (St, j)λYt−,jdt+ dM̃t,

(٣ . ٨)

١٧Endowed



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٣٢
ͬ شود م تعریف زیر به صورت و است مارتینگل ΁ی M̃t که

M̃t = M̃٠ +
∫ t٠ Suσ (Yu−) ∂

∂sφ (Su, Yu−) dWu

+
∫ t٠
∫
R
{φ (Su, Yu− + h (Yu−, z))− φ (Su, Yu−)} ς̂ (du, dz) ,

(٣ . ٩)

است. جریمه پواسون ς̂اندازه (du, dz) := ς (du, dz)− dtdz که
داریم: (٣ . ٨) از باشد، (St, Yt) از ΁کوچ بینهایت مولد A کنید فرض

Aφ (S, i) = µ (i) s
∂

∂s
φ (S, i) +

١
٢σ٢ (i) s٢ ∂٢

∂s٢φ (S, i) +
∑
j∈X

λijφ (St, j). (٣ . ١٠)

احتمال ادعای H و سررسید زمان T > ٠ کنید فرض ͬ پردازیم. م اختیار ارزش مسئله به حال
٠ ≤ t < T زمان هر در آربیتراژ آزاد قیمت که ͬ خواهیم م ما باشد. T سرسید زمان در اروپایی
تخفیف قیم برای معادلͬ مارتینگل اندازه که ͬ دهیم م نشان ابتدا منظور این برای کنیم. برآورد
کنید توجه است. امده (۵ . ٣) و (٣ . ٣) در St و Bt که S∗

t := B−١
t St که دارد. وجود S∗

t سهام
که

St = S٠e
[∫ t٠ σ(Yu)dWu+

∫ t٠
(
µ(Yu)− ١٢σ٢(Yu)du

)]

ͬ کند: م صدق زیر معادله در S∗
t همچنین است. (۵ . ٣) معادله جواب

dS∗
t = σ (Yt)S

∗
t dWt + (µ (Yt)− r (Yt))S

∗
t dt. (٣ . ١١)

i مد یا رژیم در بازار ΁ریس قیمت γ (i) آن در که ،γ (i) = µ(i)−r(i)
σ(i) کنید فرض i ∈ X برای

کنید فرض است.

ρt := e
[−

∫ t٠ γ(Yu)dWu− ١٢
∫ t٠ γ(Yu)٢du]

, t ≤ T,

dP ∗ := ρTdP,

W ∗
t :=Wt +

∫ t٠ γ (Yu) du.

(٣ . ١٢)

P با معادل و احتمال اندازه P ∗ و انتگرال پذیر مربع P‐مارتینگل {ρt}٠≥t≥T که کنید توجه
صدق زیر معادله در St و است F‐وینر فرآیند ΁ی {W ∗

t }٠≥t≥T ،P ∗ جدید اندازه تحت است.
ͬ کند م

dSt = St (r (Yt) dt− σ (Yt) dW
∗
t ) .

P ∗ تحت همچنین
dS∗

t = S∗
t σ (Yt) dW

∗
t . (٣ . ١٣)



٣٣ مدل شرح
EMM معادل١٨ مارتینگل اندازه P ∗ بنابراین است. P ∗ تحت ماراینگل ΁ی {S∗

t } بنابراین
شده ساخته P ∗ است. آزاد آربیتراژ ΁ی شده گرفته نظر در بازار که ͬ دهد م نشان این است.
.[١٩] است مینیمال مارتینگل اندازه اینکه جمله از است خاصͬ ͬ های ویژگ دارای (٣ . ١٢) در

و است P تحت نیمه‐مارتینگل ΁ی {S∗
t } که کنید توجه منظور این برای

Mt :=

∫ t

٠ σ (Yu)S
∗
udWu (١۴ . ٣)

با {S∗
t } از مینیمال EMM [١٩] ͽمرج طبق حال است. P تحت {S∗

t } از مارتینگل بخش
ͬ کنیم: م تعریف را M = {Mt}٠≤t≤T P‐مارتینگل از استفاده

هر برای اگر و F٠ روی P ′ = P هرگاه ͬ نامند م مینیمال را P ′ ≡ P ،EMM .٣ . ٢ . ٣ تعریف
P ′ تحت مارتینگل باقیمانده است عمود P تحت M بر که انتگرال پذیر مربع P‐مارتینگل

باشد.
است. ی΄تا مینیمال مارتینگل اندازه (٣ . ١٢) در شده تعریف P ∗ ،EMM .٣ . ٢ . ١ لم

Atفرآیند و باشد، پیش بینͬ قابل فرآیند ht := γ(Yt−)
σ(Yt−)S∗

t
= µ(Yt−)−r(Yt−)

σ٢(Yt−)S∗
t

کنید فرض برهان.
باشد: زیر کرا ن دار تغییرات

dAt = htd⟨M,M⟩t, A٠ = ٠. (١۵ . ٣)
نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را S∗

t این صورت در
S∗
t = S٠ +Mt +At

= S٠ +
∫ t٠ σ (Yu)S∗

udWu +
∫ t٠ (µ (Yu)− r (Yu))S

∗
udu.

P ′ کنید فرض است. (٣ . ١١) مشابه که است P تحت {S∗
t } مارتینگل نیمه کانونͬ تجزیه این

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به L = {Lt}٠≥t≥T P‐مارتینگل باشد. معادل مارتینگل اندازه
Lt := E

[
dP ′

dP
|Ft

]
.

[٣٩] داریم و است EMM ΁ی P ′ که
dAt +

١
Lt−

d⟨L,M⟩t = ٠. (١۶ . ٣)
باشد شده تعریف زیر به صورت V = {Vt}٠≥t≥T کنید فرض

dVt =
١
Lt−

dLt, V٠ = ٠. (٣ . ١٧)
١٨equivalent martingale measure



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٣۴
U که است V = U + Z به صورت V تجزیه کونیتا‐واتاناب، تجزیه از استفاده با P تحت باز

ͬ کند م صدق زیر شرط در که است dUt = αtdMt به ش΄ل {αt} پیش بینͬ قابل فرآیند برای
E

[∫ T

٠ α٢
sd⟨M⟩s

]
<∞,

مینیمال EMM ،P ′ اگر حال است. M بر عمود و P تحت انترال پذیر مربع مارتینگل Z و
Z پس است. P‐ماترتینگل ΁ی نیز ZL = {Zt, Lt}٠≤t≤T و مارتینگل P ′ نیز Z آنگاه باشد،
و ⟨Z, V ⟩t = ٠ که شود مͬ نتیجه این از و ⟨Z,L⟩t = ٠ اینرو از هستند. P‐مارتینگل نیز L و

داریم: (٣ . ١٧) و (١۶ . ٣) رابطه های از . Z = ٠ بنابراین .⟨Z,Z⟩t = ٠ سرانجام
dAt = −d⟨V,M⟩t = −d⟨U,M⟩t = −αd⟨M,M⟩t. (٣ . ١٨)

رابطه در Lt بنابراین .dVt = dUt = −htdMt داریم (٣ . ١٨) و (١۵ . ٣) از ،Z = ٠ که آنجا از حال
ͬ کند م صدق زیر

dLt = −LthtdMt, ELT = ١. (٣ . ١٩)
ͬ کند م صدق زیر رابطه در (٣ . ١٢) در {ρt}٠≥t≥T P‐مارتینگل باز

dρt = −ρthtdMt, EρT = ١. (٣ . ٢٠)
٠ ≤ t ≤ T برای Lt = ρt جواب ی΄تایی اینرو از هستند. ی΄سان (٣ . ٢٠) و (٣ . ١٩) معادله های

است. ی΄تا مینیمال مارتینگل اندازه P ∗ درنتیجه P ′ = P ∗ که شرطͬ به ͬ شود م ثابت
آربیتراژ بدون قیمت P ∗ ،EMM از استفاده با آنگاه باشد دسترس در H تصادفͬ ادعای اگر

است: زیر به صورت t زمان در H تصادفͬ ادعای برای
BtE

∗
[
B−١

T H |Ft

]
= E∗

[
e−

∫ T٠ r(Yu)duH |Ft

]
, (٣ . ٢١)

نیست، کامل بالا در شده تعریف مارکوف مدولار بازار که آنجا از است. P ∗ تحت انتظار E∗ که
آنرا ͬ تواند نم تنهایی به اختیار خریدار اینرو از نباشد. دستیابی قابل H ادعای است مم΄ن
΁ریس مراقب خریدار که است لازم اختیار قیمت برای درنتیجه و دهد پوشش کامل به طور
در که هستیم اختیار قیمت ΁ریس کاهش دنبال به اینرو از باشد. پوشش استراتژی با متناظر

ͬ کنیم. م تعریف بعد بخش

ناقص بازارهای در ΁ریس ΁کوادراتی پوشش دهنده ٣ . ٣
این تکرار منظور به باشد. L٢ (Ω,Ft, P ) در T سرسید زمان با تصادفͬ ادعای H کنید فرض
π = {πt}٠≤t≤T = {ξt, ηt}٠≤t≤T کنید فرض قبل، بخش در شده تعریف بازار مدل در T در ادعا



٣۵ ناقص بازارهای در ΁ریس ΁کوادراتی پوشش دهنده
در ͬ کند. م مشخص را Bt و St در سرمایه مقدار ترتیب به ηt و ξt آن در که باشد استراتژی ΁ی

و است شده فرض پیش بینͬ قابل ξ = {ξt}٠≤t≤T فرآیند t زمان

E

[∫ T

٠ ξ٢
t σ

٢ (Yt)S٢
t dt+

(∫ T

٠ |ξt| |µ (Yt)| dt
)٢]

<∞. (٣ . ٢٢)

ͬ کند: م صدق نیز زیر شرط در و سازگار١٩ فرآیند η = {ηt}٠≥t≥T

E
(
η٢
t

)
<∞.

بوسیله π استراتژی تحت ٰt زمان در سرمایه٢٠ سبد مقدار
Vt (π) := ξtSt + ηtBt

شود مͬ تبدیل زیر به ش΄ل سرمایه سبد از تنزیل یافته ارزش اینرو از ͬ شود. م تعریف
V ∗
t (π) = ξtS

∗
t + ηt.

سمت مربعͬ انتگرال پذیر فرآیند باشد. تنزیل یافته سود فرآیند G̃t (π) :=
∫ t٠ ξudS∗

u کنید فرض
ͬ شود م تعریف زیر به صورت G̃t (π) راست

C̃t (π) := V ∗
t (π)−

∫ t

٠ ξudS
∗
u, ٠ ≤ t ≤ T, (٣ . ٢٣)

t زمان تا جریان در شده انباشته اضافͬ هزینه و ͬ شود م نامیده تنزیل یافته هزینه فرآیند که
است.

باشد. ثابت مقداری C̃t (π) اگر است، مالͬ تامین خود π استراتژی
c،داشته <∞ هر برای اگر ͬ شود، م نامیده قبول قابل پوشش استراتژی π کسب استراتژی

.VT (π) = H و P {V ∗
t (π) ≤ c, ∀t} = ١ باشیم

مالͬ تامین خود پوششͬ استراتژی اگر ͬ شود، م نامیده دسترس قابل تصادفͬ ادعای ΁ی
ͬ توانند نم H تصادفͬ ادعاهای تمام نیست کامل شده گرفته نظر در بازار که آنجا از و باشد
کردن مینیمم دنبال به ما مالͬ تامین خود استراتژی جای به اینرو از و باشند دسترس قابل

ͬ آید: م به دست زیر فرمول از استفاده با باقیمانده ΁ریس هستیم. t زمان هر در π استراتژی
Rt (π) := E

[(
C̃T (π)− C̃t (π)

)٢
|Ft

]
(٢۴ . ٣)

پوشش دهنده استراتژی است. شده داده قبول قابل پوشش دهنده استراتژی های تمام روی که
باشیم: داشته π قبول قابل استراتژی هر برای اگر است ΁ریس مینیمم کننده π∗

٠ ≤ Rt (π
∗) ≤ Rt (π) .

١٩process Adapted
٢٠Portfolio



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٣۶
باشد قبول قابل و موجود π∗ استراتژی اگر تنها و اگر است دسترس قابل H که است ͹واض
.Rt (π

∗) = ٠ باشیم داشته t هر برای معادل به طور یا و باشد ثایت مقداری C̃ (π∗) به طوری که
کار تکنی΄ͬ به طور است، طبیعͬ کاملا ΁ریس پوشش مینیمم کننده استراتژی مفهوم اگرچه
باعث این .[٢٩] است سخت نباشد مارتینگل اندازه خود P بازار اندازه که زمانͬ آن با کردن

.[٢٩] کنیم تعریف را ΁ریس مینیمم کننده استراتژی از ضعیف تری مفهوم که ͬ شود م
زیر شرایط در اگر ͬ شود م نامیده ΁کوچ اخلال ∆ = {δt, εt}٠≤t≤T استراتژی .٣ . ٣ . ١ تعریف

کند: صدق
باشد. کران دار δ .١

تجزیه با متناظر کران دار تغییرات از فرآیندی At آن در که باشد کران دار ∫ T٠ |δu| d|A|u .٢
است. St از مارتینگل نیمه

.δt = εt = ٠ .٣
‐R باشد. [٠, T ] از افرازی P = (ti)٠≤t≤T و ΁کوچ اخلال ∆ استراتژی، π کنید فرض

ͬ کنیم م تعریف را زیر نسبت

QP [π,∆] :=
∑
ti∈P

Rti

(
π +

(
δtI(ti,ti+١], εtI(ti,ti+١)

))
−Rti (π)

E
[∫ ti+١

ti
σ٢ (Yt)S∗٢

t dt |Fti

] I(ti,ti+١) (t) .

΁کوچ اخلال هر برای اگر ͬ شود م نامیده محلͬ ΁ریس مینیمم کننده π قبول قابل استراتژی
باشیم: داشته ∥Pn∥ → ٠ با [٠, T ] افراز از Pn افزایشͬ دنباله هر و ∆

lim inf
x→∞

QPn [π,∆] ≥ ٠.
محلͬ ΁ریس مینیمم کننده π∗ قبول قابل استراتژی که است شده داده نشان [٢٩] ͽمرج در
به منجر این و باشد {Mt} بر عمود مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل {C̃ (π∗)

} اگر تنها و اگر است
ͬ شود. م زیر تعریف ارائه

نامیده محلͬ) ΁ریس مینیمم کننده (یعنͬ بهینه٢١ π∗ قبول قابل استراتژی .٣ . ٣ . ٢ تعریف
مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل (٣ . ٢٣) در شده تعریف {C̃ (π∗)

} تنزیل یافته ارزش اگر ͬ شود م
باشد. (١۴ . ٣) در شده (تعریف {Mt} بر عمود

استراتژی وجود که داده اند نشان شویزر و فلومر [١٩] ͽمرج در .H∗ := B−١
T H کنید فرض

است: زیر فرم به که H∗ از فلومر‐شویزر تجزیه وجود با است معادل H پوشش برای بهینه
H∗ = H٠ +

∫ T

٠ ξH
∗

u dS∗
u + LH∗

T , (٢۵ . ٣)
LH∗

=
{
LH∗
t

}
٠≤t≤T

و ͬ کند م صدق (٣ . ٢٢) رابطه ∗ξHدر
=
{
ξH

∗
t

} ،H٠ ∈ L٢ (Ω,F٠, P ) که
در شده ظاهر ξH

∗ است. (١۴ . ٣) در شده تعریف M بر عمود مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل
٢١Optimal



٣٧ ناقص بازارهای در ΁ریس ΁کوادراتی پوشش دهنده
زیر به صورت π = (ξ, η) بهینه استراتژی ͽواق در ͬ سازد. م را بهینه استراتژی (٢۵ . ٣) تجزیه

ͬ آید: م به دست

ξt := ξH
∗

t ,

V ∗
t := H٠ +

∫ t٠ ξH
∗

u dS∗
u + LH∗

t ,

ηt := V ∗
t − ξtS

∗
t

(٢۶ . ٣)

بود: خواهد زیر به صورت π بهینه استراتژی با متناظر {C̃t (π)
} تنزیل یافته ارزش }بنابراین

C̃t (π)
}
= H٠ + LH∗

t . (٣ . ٢٧)
V ∗
t بنابراین بود. خواهد P ∗ تحت مارتینگل {LH∗

t

} است، مینیمال مارتینگل P ∗ که آنجا از
را t زمان در H از تنزیل یافته قیمت ΁ریس که است P ∗ تحت مارتینگل (٢۶ . ٣) در موجود
ادعای محلͬ اختیار قیمت ΁ریس که ͬ شود م موجب را نتیجه این فورا این و ͬ کند م مینیمم
اختیار قیمت ΁ریس برای ی΄سانͬ بیان بنابراین است. شده مینیمم (٣ . ٢١) در شده داده H

دسترس قابل ادعای برای دارد. وجود دسترس قابل غیر و دسترس قابل شده مینیمم محلͬ
باقیمانده ΁ریس دسترس قابل غیر ادعای برای که حال در است صفر برابر باقیمانده ΁ریس
بازار مدل در تصادفͬ ادعای مربعͬ انتگرال برای فلومر‐شویزر تجزیه وجود است. مثبت اکیدا

ͬ شود. م تضمین بعد قضیه و لم موجود،
باشد. X = X٠ +M +

∫
d ⟨M⟩ λ̂ ش΄ل به مارتینگل نیمه ΁ی X کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ تعریف

قابل فرآیندهای فضای Θ بوسیله و X از K̂ ،(MV T) مصالحه٢۴ واریانس٢٣ میانگین٢٢ فرآیند
ͬ شود م تعریف زیر به صورت ν پیش بینͬ

K̂ =

∫
λ̂d ⟨M⟩ λ̂,

است. مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل نیمه ΁ی G (ν) =
∫
νdX تصادفͬ انتگرال که

آنگاه باشد، کران دار و پیوسته K̂ ،(MV T) مصالحه واریانس میانگین فرایند اگر .٣ . ٣ . ١ لم
دارد وجود زیر فلومر‐شویزر تجزیه H ∈ L٢ (Ω,FT , P ) هر برای
H = H٠ +

∫ T

٠ ξHs dXs + LH
T

است. E [LH٠
]
= ٠ با M بر عمود استراتژی LH و ξH ∈ Θ ،H٠ ∈ R که

٢٢Mean
٢٣Variance
٢۴Tradeof



مارکوفͬ بل΁‐شولز بازارهای در اروپایی معامله اختیار ٣٨
بتوی ν و J : Θ → Θ های نگاشت .Θ = L٢ (M) داریم پس است کران دار K̂ چون برهان.
نظر در را H−

T∫
٠ νsdAs از گالچهوک٢۵‐کونیتا٢۶‐واتاناب٢٧ تجزیه در M از ψ انتگرال زیر تابع

یعنͬ ب·یرید.

H −
T∫
٠ νsdAs = E

[
H −

T∫
٠ νsdAs

]
+

T∫
٠ ψsdMs + LT (ν)

:= H٠ (ν) +
T∫
٠ ψsdMs + LT (ν) .

قرار β > ٠ هر برای است. J ثابت نفقطه یافتن با معادل فلومر‐شویزر تجزیه که است ͹واض
ͬ دهیم م

∥ν∥β :=

∥∥∥∥∥∥
(∫ T

٠ eβK̂sν٢
s σsdBs

) ١٢
∥∥∥∥∥∥
L٢(P )

.

[٢١] ͽمرج از ٣ گزاره از استفاده با ͬ کنیم.حال م تعریف ∥.∥L٢(M) نرم با معادل را Θ روی نرم
زیر شرایط با

β > µ٢,
ν = ν١ − ν٢,
ψ = J

(
ν١)− J

(
ν٢) ,

V٠ = H٠
(
ν١)−H٠

(
ν٢) ,

L = L
(
ν١)− L

(
ν٢)

داریم: VT = ٠ که نکته این به توجه و
∥∥∥J (ν١)− J

(
ν٢∥∥∥(٢

β
= E

[∫ T٠ eβK̂sψ٢
s σsdBs

]

≤ ١
µ٢E

[∫ T٠ eβK̂sν٢
s σsdBs

]

= ١
µ٢
∥∥∥ν١ − ν٢∥∥∥٢

β
.

است. (Θ, ∥.∥β) روی انقباض J بنابراین

،(٣ . ٢) در شده ارائه بازار مدل در H ∈ L٢ (Ω,FT , P ) تصادفͬ ادعای هر برای .٣ . ٣ . ١ قضیه
ͬ کند. م صدق (٢۵ . ٣) فلومر‐شویزر تجزیه در H∗ تنزیل یافته ادعای ،(۵ . ٣) و (۴ . ٣)
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٣٩ ناقص بازارهای در ΁ریس ΁کوادراتی پوشش دهنده
،(٣ . ٢) بازار مدل تحت .H ∈ L(Ω,FT ,P ) هر برای H∗ ∈ L(Ω,FT ,P ) که است ͹واض برهان.

است زیر ش΄ل به K̂ ،MV T فرآیند (۵ . ٣) و (۴ . ٣)

K̂t =

∫ t

٠

(
µ (Ys)− r (Ys)

σ (Ys)

)٢
ds. (٣ . ٢٨)

قبل لم طبق اینرو از است. کران دار و پیوسته [٠, T ] در K̂ که ͬ شود م نتیجه رابطه(٣ . ٢٨) از
ͬ شود. م حاصل نتیجه





۴ فصل
مرکب و ͽمان با اختیارات قیمت گذاری

ͽمان با اختیارات ١ . ۴
قبل فصل در ارائه  شده روش از استفاده با مختلف ͽمان با اختیارات قیمت بررسͬ به بخش این در
خرید اختیار قیمت به مربوط ͽمان با اختیار قیمت های از مختلفͬ انواع که آنجا از ͬ پردازیم. م

ͬ پردازیم. م اروپایی خرید اختیار قیمت ΁ریس کرده مینیمم به ابتدا است، اروپایی فروش و
ب·یرید. نظر در را t سررسید زمان و K اکید قیمت با {St} روی اروپایی خرید اختیار قیمت

با شده داده H تنزیل یافته ادعای حالت این در

H = (ST −K)+ (١ . ۴)

مͬ بدست را (٢۵ . ٣) تجزیه ابتدا ،(٢۶ . ٣) بهینه استراتژی آوردن بدست برای مورد این در
و t < T برای را (٣ . ١) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات سیستم منظور این برای آوریم.

ͬ گیریم: م نظر در زیر انتهایی شرط با i = ١,٢, .., k

φ (T, s, i) = (s−K)+ , ∀i. (٢ . ۴)

زیر به صورت جزئͬ مشتقات با انتگرو‐دیفرانسیل معادله ΁ی (٣ . ١) معادله که داریم توجه



مرکب و ͽمان با اختیارات قیمت گذاری ۴٢
است:

∂
∂tφ (t, s, i) + r (i) s ∂

∂sφ (t, s, i) + ١٢σ٢ (i) s٢ ∂٢
∂s٢φ (t, s, i)

+
∫
R [φ (t, s, i+ h (i, z))− φ (t, s, i)] dz = r (i)φ (t, s, i) ,

است. شده تعریف (۶ . ٣) در h که
کلاسͬ در {φ (t, s, i) , i = ١,٢, ..., k} ی΄تای جواب دارای (١ . ٢ . ۴)‐(٣ . ١) کوشͬ مسئله
این .[٣١] است افزایشͬ چندجمله ای های دارای C ([٠, T ]× R) ∩ C١,٢ ((٠, T )× R) توابع از

ͬ شود. م بعدی قضیه به منجر
‐(٣ . ١) کوشͬ مسئله ی΄تای جواب {

φ (t, s, i) , i = ١,٢, ..., k} کنید فرض .١ . ١ . ۴ قضیه
آنگاه: باشد. فوق توابع کلاس در (١ . ٢ . ۴)

است. t زمان در اختیار قیمت ΁ریس کننده مینیمم φc (t, St, Yt) .١
بود: خواهد زیر صورت به π∗ = {ξ∗t , η∗t } بهینه استراتژی .٢

ξ∗t =
∂φc (t, St, Yt−)

∂s
, (٣ . ۴)

η∗t = V ∗
t − ξ∗t S

∗
t , (۴ . ۴)

که
V ∗
t = φc (٠, Y٠, S٠) +

∫ t٠ ∂φc(u,Su,Yu−)
∂s dS∗

u +
∫ t٠ e−

∫ u٠ r(Yv)dv

∫
R [φc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φc (u, Su, Yu−)]ζ̂ (du, dz) .

(۵ . ۴)

است: زیر صورت به t زمان در باقیمانده ΁ریس .٣

Rt (π
∗) = E

∫ T

٠ e−٢ ∫ u٠ r(Yv)dv
∑
j ̸=Yu

λYuj (φc (u, Su, j)− φc (u, Su, Yu))
٢du |Ft

 . (۶ . ۴)

تحت e− ∫ t٠ r(Yu)duφc (t, St, Yt) برای ایتو فرمول از استفاده با ،٠ ≤ t ≤ T کنید فرض برهان.
داریم: جملات مناسب سازی مرتب از بعد و (٣ . ١) و (٣ . ١١) ،(٣ . ٨) از استفاده و P اندازه
e−

∫ t٠ r(Yu)duφc (t, St, Yt) = φc (٠, S٠, Y٠) +
∫ t٠ ∂φc(u,Su,Yu−)

∂s dS∗
u

+
∫ t٠ e−

∫ u٠ r(Yv)dv
∫
R [φc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φc (u, Su, Yu−)]ζ̂ (du, dz) .

(٧ . ۴)

داریم: بنابراین ،t ↑ T کنید فرض
B−١

T (ST −K)+ = φc (٠, S٠, Y٠) +
∫ T٠ ∂φc(u,Su,Yu−)

∂s dS∗
u

+
∫ t٠ e−

∫ u٠ r(Yv)dv
∫
R [φc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φc (u, Su, Yu−)]ζ̂ (du, dz) .

(٨ . ۴)



۴٣ ͽمان با اختیارات
حال ͬ کند. م صدق فلومر‐شویزر تجزیه در B−١

T (ST −K)+ که ͬ دانیم م ١.٣.٣ قضیه از
تجزیه از استفاده با ͬ آید. م به دست .١ و کرد استفاده [١٩] ͽمرج ٣.١۴ قضیه از ͬ توان م
t زمان در باقیمانده ΁ریس ایتو ایزومتری طبق ،.٣ برای کرد. ثابت را .٢ توان مͬ (٨ . ۴)

ͬ آید: م به دست زیر به صورت
(٩ . ۴)

Rt (π
∗) = E

[∫ T٠
∫
R e

−
∫ u٠ r(Yv)dv {φc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φc (u, Su, Yu−)} |Ft

]

= E
[∫ T٠

∫
R e

−٢ ∫ u٠ r(Yv)dv{φc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φc (u, Su, Yu−)}٢ζ̂ (du, dz) |Ft

]

= E

[∫ T٠ e−٢ ∫ u٠ r(Yv)dv
∑

j ̸=Yu

λYuj (φc (u, Su, j)− φc (u, Su, Yu))
٢du |Ft

]
.

نکته
به صورت Ã مولد و هستند مارکوف مشترک طور به (St, Yt) ،P ∗ تحت که داد نشان ͬ توان م (i

ͬ آید: م به دست زیر

Ãφ (s, i) = r (i) s
∂

∂s
φ (s, i) +

١
٢σ٢ (i) s٢ ∂٢

∂s٢φ (s, i) +
k∑

j=١
λijφ (s, i).

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را (٣ . ١) معادله اینرو از
∂

∂t
φ (t, s, i) + Ãφ (t, s, i) = r (i)φ (t, s, i) .

به دست زیر به ص.رت (١ . ٢ . ۴)‐(٣ . ١) جواب فینمن‐کاک١ فرمول از استفاده با بنابراین
ͬ آید: م

φ (t, St, Yt) = E∗
[
e−

∫ T
t r(Yu)du(ST −K)∗ |Ft

]
. (١٠ . ۴)

قبلͬ کارهای با مطالعه مورد روش مقایسه (ii
روش که است ضروری است، نظر مورد سویچینگͬ رژیم های مدل در اختیار قیمت که آنجا از
اختیار قیمت مطالعه به پایان نامه این در ما کنیم مقایسه موجود کارهای با را مطالعه مورد
در شویزر و فلومر چهارچوب در ΁کوادراتی پوشش دهنده از استفاده با نامتعارف٢ اروپایی
استفاده با اروپایی خرید اختیار قیمت مطالعه به مقالات از بسیاری پرداخته ایم. [١٩] ͽمرج
از استفاده با کامل بازارهای در را مسئله [۴٣] ͽمرج در گو پرداخته اند. متنوع روش های از
ش΄ل از متفاوت [۴٣] در اختیار قیمت است. گرفته نظر در سویچینگͬ قیمت با مرتبط وثیقه

١Feynman-Kac
٢Exotic



مرکب و ͽمان با اختیارات قیمت گذاری ۴۴
ماست. نظر مورد مسئله کلͬ

در است. سهام قیمت از دریفت پارامترهای به وابسته اختیار قیمت [۴٣] در که کنید توجه
نیست. پارامترها این به وابسته صریح به طور ما اختیار قیمت فرمول که حالͬ

در بویژه است. شده تعریف خنثͬ ΁ریس اندازه تحت کامل حرکت های [۴٠] و [٢۴] ͽمراج در
این با است. r (Yt) آنͬ سود از متفاوت {St} سهام فرآیندهای µ (Yt) دریف نویسندگان [٢۴]

.µ (Yt) = r (Yt) که کرده اند فرض نویسندگان [۴٠] در حال
قیمت فرمول که حالͬ در است µ به وابسته صریح به طور [٢۴] در اختیار قیمت فرمول بنابراین

گرفته ایم. نظر در پایان نامه این در ما که است چیزی مشابه [۴٠] در اختیار
است فرمول این از ما تعبیر با اختیار قیمت فرمول از [۴٠] تعبیر میان اصلͬ تفاوت هرچند
معتبر P واقعͬ دنیای بازار احتمال تخت ما اختیار قیمت فرمول است. آمده نیز [١۵] در که
مدل در درنتیجه است. برقرار ایده آل ΁ریس کامل دنیای در [۴٠] ͽمرج فرمول ولͬ است
بازار داده های از استفاده با مستقیم به طور ͬ توان م را غیره و r (i) ،σ (i) ،λij پارامترهای ما
اوراق مانند کامل ابزارهای از استفاده با پارامترها این تخمین [۴٠] در که حالͬ در زد تخمین

ͬ گیرد. م صورت غیره و خزانه اسناد بهادار،
اساسͬ ش΄ل های ͬ پردازیم. م مختلف انواع از {St} روی اروپایی ͽمان با اختیار بررسͬ به حال
صعود‐و‐ورود۶ و نزول‐و‐ورود۵ صعود‐و‐خروج۴، نزول‐و‐خروج٣، ͽمان با اختیار

ͬ کنیم. م مرور را کدام هر ابتدا است.
از: عبارتند مختلف ͽمان با اختیارات باشد. شده داده b > ٠ ͽمان کنید فرض

نزول‐و‐خروج
به و برود پایین ͽمان اندازه به قیمت اگر و است ͽمان از بیشتر اولیه قیمت اختیار، نوع این در

ͬ دهد. م دست از را خود ارزش اختیار کند برخورد ͽمان
صعود‐و‐خروج

ͽمان به و برود بالا ͽمان اندازه به قیمت اگر و است ͽمان از کمتر اولیه قیمت اختیار، نوع این در
ͬ دهد. م دست از را خود ارزش اختیار کند برخورد

نزول‐و‐ورود
ͬ کند م پیدا ارزش زمانͬ اختیار قرارداد و است ͽمان از بیشتر اولیه قیمت اختیار، نوع این در

شود. ͽمان از کمتر پایه دارایی قیمت که
صعود‐و‐ورود

اختیار نرود، بالا ͽمان اندازه به قیمت اگر و است ͽمان از کمتر اولیه قیمت اختیار، نوع این در
کرد. نخواهد پیدا ارزش

٣Down-and-out
۴Up-and-Out
۵Down-and-in
۶Up-and-in



۴۵ ͽمان با اختیارات
اختیار نوع از چه شود استفاده اختیارات از نوعͬ هر برای ͬ تواند م ͽمان شرایط از نوع چهار این
به ترتیب φui

c و φdi
c ،φuo

c ،φdo
c کنید فرض اروپایی. فروش اختیار نوع از چه و باشد اروپایی خرید

نزول‐و‐ورود صعود‐و‐خروج، نزول‐و‐خروج، خرید قیمت محلͬ ΁ریس مینیمم کننده
باشند. صعود‐و‐خروج و

،ͽمان با، نزول‐و‐ورود نوع از دی·ری و نزول‐و‐خروج نوع از ی΄ͬ اختیار دو ͽحاصل جم
ͽمان بدون اما ی΄سان پارامترهای با اختیار انواع از ی΄ͬ با معادل ی΄سان سررسید و قیمت

بویژه است.
φdo
c + φdi

c = φc,

و است ی΄سان نتایج نیز صعود نوع از مانͽ های برای است. اروپایی خرید اختیار قیمت φc که
داریم:

φuo
c + φui

c = φc.

به صورت تنزیل یافته ادعای حالت این در ͬ کنیم. م تعریف را φuo
c مقدار فوق نتایج طبق حال

است: زیر
H = (ST −K)+I

{
max
[٠,T ]

St < b

}
,

فرض .H ∈ L٢ (Ω,Ft, P ) اینرو از است. سررسید زمان T و ͽمان b تصادفͬ، قیمت K آن در که
کنید

τ := mim {t : St = b} .

زیر به صورت ͬ توان م را H آنگاه S٠ < b اگر .τ <∞ و است Ft در τ توقف زمان که داریم توجه
کرد: بازنویسͬ

H = (ST −K)+Iτ>T . (١١ . ۴)
روی که ͬ گیریم م نظر در را (٣ . ١) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله حال

D− := {(t, s, i) ∈ (٠, T )× (٠, b)×X} , (١٢ . ۴)
انتهایی شرط با

φ (T, S, i) = (s−K)+; s < b; i = ١,٢, ..., k, (١٣ . ۴)
مرزی شرط و

φ (t, b, i) = ٠, ∀t ∈ (٠, ] ; i = ١,٢, ..., k, (١۴ . ۴)
است. شده تعریف

به متعلق توابع کلاس در ی΄تا جواب دارای (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) ،(٣ . ١) مسئله .١ . ٢ . ۴ قضیه
است. C (D−) ∩ C١,٢ (D−)



مرکب و ͽمان با اختیارات قیمت گذاری ۴۶
معادلات از سیستمͬ به را (٣ . ١) معادله ͬ توان م استاندارد، ل·اریتم تبدیل از استفاده با برهان.
روش های روتین بسط از استفاده با حال کرد. تبدیل ضیف کوپلينگ با ی΄نواخت سهموی

.[۴] آورد بدست را نتیجه ͬ توان م جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل استاندارد
این صورت: در باشد. (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) ،(٣ . ١) ی΄تای جواب φ (t, s, i) کنید فرض .١ . ٣ . ۴ قضیه
اروپایی خرید اختیار برای t زمان در محلͬ ΁ریس قیمت مینیمم کننده φ (t, St, Yt) Iτ>t .١

است. T سررسید زمان و b ͽمان ،K ΁ریس قیمت با صعود‐و‐خروج
است: زیر به صورت π∗ = {ξ∗t , η∗t } بهینه استراتژی .٢

ξ∗t = ∂
∂sφ (t, St, Yt−) Iτ>t,

η∗t = V ∗
t − ξ∗t S

∗
t ,

(١۵ . ۴)

که
V ∗
t = φ (٠, S٠, Y٠) +

∫ t٠ ∂
∂sφ (u, Su, Yu−) Iτ>udS

∗
u

+
∫ t∧τ٠

∫
R e

−
∫ u٠ r(Yv)dv {φ (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φ (u, Su, Yu−)} ζ̂ (du, dz) .

است: زیر به صورت t زمان در باقیمانده ΁ریس .٣

R (π∗) = E

∫ T

٠ e−٢ ∫ u٠ r(Yv)dv
∑
j ̸=Yu

λXuj (φ (u, Su, j)− φ (u, Su, Yu))
٢Iτ>udu |Ft

 .
پس φ (τ, Sτ , Yτ ) = ٠ که آنجا از ،٠ ≤ t ≤ T کنید فرض برهان.

Nt := e−
∫ t٠ r(Yu)duφ (t, St, Yt) Iτ>u

= e−
∫ t∧τ٠ r(Yu)duφ (t ∧ τ, St∧τ , Yt∧τ ) .

بنابراین
NT = B−١

T (ST −K)+ Iτ>t = B−١
T H,

است. شده تعریف (١١ . ۴) در H که
ͬ کند م صدق (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) ،(٣ . ١) در که است تابع C (D−)∩C١,٢ (D−) ΁ی φ که آنجا از

داریم: P تحت ،(٣ . ١) و (٣ . ١١) ،(٣ . ١٠) ،(٣ . ٨) و ایتو‐دینکین٧ فرمول از استفاده با پس
Nt = φ (٠, S٠, Y٠) +

∫ t٠ ∂
∂sφ (u, Su, Yu−) Iτ>tdS

∗
u +

∫ t∧τ٠
∫ −

∫ u٠ r(Yv)dv

R

×{φ (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))− φ (u, Su, Yu−)} ζ̂ (du, dz) .

e−
∫ t٠ r(Y u)duφ (t, St, Yt) Iτ>u

(١۶ . ۴)

٧Ito-Dynkin



۴٧ مرکب اختیارات
انتگرال Ft‐مارتینگل ΁ی فوق معادله راست سمت آخر جمله نمونه برداری، قضیه از استفاده با
تجزیه دارای NT ،١ . ١ . ۴ قضیه از استفاده با حال است. {Mt} بر عمود و P تحت مربعͬ پذیر
ͬ دهد. م ما به را NT فلومر‐شویزر تجزیه فوق رابطه ،t ↑ T اگر اینرو از است. فلومر‐شویزر

ͬ کند. م ثابت را .٣ و .٢ ،.١ نتایج این و

مرکب اختیارات ٢ . ۴
در است. اختیار روی اختیار آن در که ͬ کنیم م بحث دوم مرتبه اختیارات مورد در بخش این در
مدل بندی برای اما است. پایه اختیار از بازاری قیمت به وابسته دوم مرتبه اختیار قیمت عمل
مرتبه اختیارات باشند. ی΄سان پایه اختیار از بازاری قیمت و نظری قیمت که ͬ کنیم م فرض ما
فروش .٣ فروش، روی خرید .٢ خرید، روی خرید .١ کرد: تقسیم نوع چهار به توان مͬ را دوم

فروش. روی فروش .۴ و خرید روی
اختیار مشابه نیز دی·ر نوع سه ͬ گیریم. م نظر در را خرید روی خرید اختیار تنها اینجا در ما
اختیار ΁ریس قیمت و انقضا زمان ترتیب به K١ و T١ کنید فرض هستند. خرید روی خرید
اختیار ΁ریس قیمت و انقضا زمان ترتیب به K٢ و T٢ (< T١) کنید فرض همچنین باشند. پایه

ͬ شود: م داده زیر به صورت T٢ در تصادفͬ ادعای بنابراین باشد. خرید روی خرید مرکب
H =

(
φc

(
T٢, ST٢ , XT٢ −K٢

))+
.

قیمت و T١ سررسید با پایه فروش اختیار از محلͬ ΁ریس قیمت مینیمم کننده φ (t, St, Xt) که
و t < T١ برای  (٣ . ١) کوشͬ مسئله ی΄تای جواب φ (t, s, i) دی·ر عبارت به است. K١ توافقͬ

است: زیر انتهایی شرط با i = ١,٢, ..., k
φc (T١, s, i) = (s−K١)+ , ∀i. (١٧ . ۴)

 (٣ . ١) کوشͬ مسئله اروپایی خرید روی خرید اختیار برای بهینه پوشش استراتژی یافتن برای
ͬ گیریم: م نظر در را زیر انتهایی شرط با i = ١,٢, ..., k و t < T٢ برای
φc (T٢, s, i) = (φc (T٢, s, i)−K٢)+ , ∀i. (١٨ . ۴)

است ی΄تا جواب دارای افزایشͬ چندجمله ای های با زیر توابع از کلاسͬ روی کوشͬ مسئله این
.[٣١]

C ([٠, T٢]× R) ∩ C١,٢ ((٠, T٢)× R) .

نوشت. ͬ توان م را زیر نتیجه بنابراین
داریم: صورت این در (۴ . ١٨) باشد. و (٣ . ١) ی΄تای جواب φcc (t, s, i) کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه
خرید اروپایی اختیار برای t زمان در محلͬ ΁ریس اختیار قیمت مینیمم کننده φcc (t, St, Yt) .١



مرکب و ͽمان با اختیارات قیمت گذاری ۴٨
است. T٢ سررسید زمان و K٢ توافقͬ قیمت با خرید روی
است: زیر به صورت π∗ = {ξ∗t , η∗t }t≤T٢ بهینه استراتژی .٢

ξ∗t = ∂
∂sφcc (t, St, Yt−) Iτ>t,

η∗t = V ∗
t − ξ∗t S

∗
t ,

(١٩ . ۴)

که
V ∗
t =

[
φcc (٠, S٠, Y٠) +

∫ t٠ ∂
∂sφcc (u, Su, Yu−) Iτ>udS

∗
u

+
∫ t٠
∫
R e

−
∫ u٠ r(Yv)dv {φcc (u, Su, Yu− + h (Yu−, z))

−φ (u, Su, Yu−)} ζ̂ (du, dz)
]
.

است: زیر به صورت t زمان در باقیمانده ΁ریس .٣

Rt (π
∗) = E

∫ T٢

٠ e−٢ ∫ u٠ r(Yv)dv
∑
j ̸=Yu

λYuj (φcc (u, Su, j)− φcc (u, Su, Yu))
٢Iτ>udu |Ft

 .



۵ فصل
عددی نتایج

منظور این برای ͬ پردازیم. م اختیار قیمت محاسبه برای عددی نتایج بررسͬ به فصل این در
کرانک‐ متناهͬ تفاضلات روش با را مربوط جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه

ͬ پردازیم. م روش پایداری بررسͬ به ادامه در .[١٧] کنیم مͬ حل نی΄لسون١
معادلات از سیستمͬ به را (٣ . ١) سیستم توان مͬ سادگͬ به s = ez و t = T − v تبدیل با

کرد: تبدیل زیر ثابت ضرایب با s و v از ی΄نواخت سهموی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
−∂φ(v,z,i)

∂v +
(
r (i)− ١٢σ(i)٢

)
∂φ(v,z,i)

∂z + ١٢σ(i)٢ ∂٢φ(v,z,i)
∂z٢

+
k∑

j=١
λijφ (v, z, j) = r (i)φ (v, z, i)

(١ . ۵)

با (٠, T )× R دامنه روی
φ (٠, z, i) = (ez −K)+ . (٢ . ۵)

مقیاس در (سهام) سرمایه بندی شب΄ه طول ∆z و زمان بندی شب΄ه طول ∆t کنید فرض
کنید: فرض باشد. ل·اریتمͬ

tn = n∆t, n = ٠, ١,٢, ..., [ T
∆t

]
zm = z٠ +m∆z, m = ٠, ١,٢, ...,

١Crank-Nicholson



عددی نتایج ۵٠
ͬ کنیم: م استفاده زیر متناهͬ تفاضلات تقریب از ما است. بزرگ و منفͬ عددی z٠
∂
∂tu (tn, zm) ≈ u(tn+١,zm)−u(tn,zm)

∆t ,

∂
∂zu (tn, zm) ≈ ١٢

(
u(tn+١,zm+١)−u(tn+١,zm−١)٢∆z

+
u(tn,zm+١)−u(tn,zm−١)٢∆z

)
,

∂٢
∂z٢u (tn, zm) ≈ ١٢

(
u(tn+١,zm+١)−٢u(tn+١,zm)+u(tn+١,zm−١)

(∆z)٢

+
u(tn,zm+١)−٢u(tn,zm)+u(tn,zm−١)

(∆z)٢
)
,

کنید فرض .m ≥ ١ و n ≤ N − ١ برای
φn
m (i) := φ (n∆t, z٠ +m∆z, i) ,

بالا تقریب از استفاده با (١ . ۵) سیستم گسسته سازی است. (٢ . ۵) و (١ . ۵) جواب φ (t, s, i) که
بود: خواهد زیر به صورت

−φn+١
m (i)−φn

m(i)
∆t +

r(i)− ١٢σ٢(i)
۴∆z

{
φn+١
m+١ (i)− φn+١

m−١ (i) + φn
m+١ (i)− φn

m−١ (i)
}

+ σ٢(i)
۴(∆z)٢

{
φn+١
m+١ (i)− ٢φn+١

m (i) + φn+١
m−١ (i) + φn

m+١ (i)− ٢φn
m (i) + φn

m−١ (i)
}

+ ١٢
k∑

jj=١
λij

(
φn+١
m (j) + φn

m (j)
)
= r(i)٢

(
φn+١
m (i) + φn

m (i)
)
.

کرد: بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م را فوق معادله این صورت a.در (i) := σ٢(i)∆t

۴(∆z)٢ کنید فرض
(٣ . ۵)

φn+١
m+١ (i)

[
a (i)

(
r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z + a (i)

]
+ φn+١

m (i)
[
−١ − ٢a (i) + (λii − r (i)) ∆t٢

]

+φn+١
m+١ (i)

[
−a (i)

(
r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z + a (i)

]
+ ∆z٢

∑
j ̸=i

λijφ
n+١
m (j)

= φn
m+١ (i)

[
−a (i)

(
r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z − a (i)

]
+ φn

m (i)
[
−١ + ٢a (i)− (λii − r (i)) ∆t٢

]

+φn
m−١ (i)

[
a (i)

(
r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z + a (i)

]
− ∆z٢

∑
j ̸=i

λijφ
n
m (j).

شود: مͬ تبدیل زیر به صورت نیز (٢ . ۵) نهایی شرط
φ٠
m =

(
ez٠+m∆z −K

)+
.



۵١
کنید فرض

φn :=
[
φn٠ (١) , ..., φn٠ (k) , φn١ (١) , ..., φn

M (١) , ..., φn
m (k)

]
∈ Rk(M+١).

معادله بنابراین .φn
km+i = φn

m (i) بنابراین باشد، φn از km‐ام + i درآیه φn
km+i کنید فرض

گرفت: نظر در زیر خطͬ سیستم به صورت ͬ توان م را (٣ . ۵) گسسته
Aφn+١ =

(
−٢I −A

)
φn, (۴ . ۵)

است: زیر به صورت بلوکͬ k (M + ١)× k (M + ١) مقدار حقیقͬ ماتریس ΁ی A که

A :=



A٢ A٣ ...

A١ A٢ A٣ ...

A١ A٢ A٣
...

A١ A٢ A٣
... A١ A٢
... A١

A٣
A٢


,

آن در که
A١ = Diag

(
a (i)

[١ −
(

r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z
])

k×k
,

A٢ = ∆t٢ Λ− Ik −Diag
(٢a (i) + ∆t٢ r (i)

)
k×k

,

A٣ = Diag
(
a (i)

[١ +
(

r(i)

σ٢(i) −
١٢
)
∆z
])

k×k
.

هرگاه است، پایدار (۴ . ۵) در شده ارائه روش .٠ . ١ . ۵ قضیه
∆z < min

i

∣∣∣∣∣ ٢σ٢ (i)
٢r (i)− σ٢ (i)

∣∣∣∣∣ .
،[١٧] گریش·ورین٢ دایره قضیه از استفاده با باشد. A ویژه مقدار ΁ی λA کنید فرض برهان.

کند صدق زیر شرط در که ،΁کوچ کافͬ اندازه به ∆z برای

∆z < min
i

∣∣∣∣∣ ٢σ٢ (i)
٢r (i)− σ٢ (i)

∣∣∣∣∣ ,
داریم:

R (λA) ≤ −١ − ∆t

٢ r (i) ,

٢Gerschgorin



عددی نتایج ۵٢
کمتر A ماتریس ویژه مقادیر تمام حقیقͬ قسمت بنابراین است. λA حقیقͬ قسمت R (λA) که

که ͬ کند م ایجاب این و است −١ ∣∣∣∣از ٢
λA

+ ١
∣∣∣∣ < ١.

روش پایداری این و است ١ از کمتر (−٢A−١ − I
ماتریس( ویژه مقادیر تمام مدول های اینرو از

ͬ دهد. م نتیجه را (۴ . ۵) تکراری
منظور این برای ͬ پردازیم. م قبل فصل های مسائل روی عددی روش این بررسͬ به حال
خواهد X =

به صورت{١,٢,٣} حالت فضای ͬ گیریم. م نظر در را ر˅ژیم سه با مارکوفͬ بازارهای
ͬ شود: م انتخاب زیر به صورت رژیم هر در لحظه ای نرخ و تلاطم دریفت، ضرایب بود.

(µ (i) , σ (i) , r (i)) :=


(٠٫٢, ٠٫٢, ٠٫٢) , if i = ٠٫),١۶, ٠٫۴, ٠٫۵) , if i = ٠٫٨),٢, ٠٫٣, ٠٫٧) , if i = ٣.

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را Λ = (λij) گذار نسبت ماتریس

(λij) =


−١ ٢٣ ١٣
١ −٢ ١
١٣ ٢٣ −١

 .

ͬ گیریم. م نظر در را مارکوفͬ بازارهای در اروپایی مختلف اختیارات حالت این برای

اروپایی خرید
s باشد. ∆z = ٠٫٠٣١ و ∆t = ٠٫٠١ ،T = ١ سررسید زمان ،K = ١ توافقͬ قیمت کنید فرض
در کنیم. مͬ رسم عمودی محور امتداد در را φ (٠, s, i) مقدار و گرفته نظر در افقͬ محور را
حالͬ در ͬ دهد م نشان T سررسید زمان در را اروپایی خرید اختیار قیمت پررنگ خط ١.۵ ش΄ل
مختلف اولیه رژیم سه برای صفر زمان در را اروپایی خرید اختیار قیمت دی·ر منحنͬ سه که
تلاطم ،r = r

(٢) بهره نرخ با خرید اختیار بل΁‐شولز قیمت نقطه دار نمودار ͬ دهد. م نشان
پوشش استراتژی مطابق ͬ دهد. م نمایش را ی΄سان توافقͬ قیمت و سررسید با و σ = σ

(٢)
است: زیر به صورت صفر زمان در ΁کوادراتی باقیمانده ΁ریس ،π بهینه
R٠ (π) = E

[(
C̃T (π)− C̃٠ (π)

)٢
|S٠, Y٠

]
.

کنید فرض
R٠ (π) (s, i) := E

[(
C̃T (π)− C̃٠ (π)

)٢
|S٠ = s, Y٠ = i

]
.



۵٣

اروپایی خرید اختیار :١ . ۵ ش΄ل

ͬ کنیم. م سازی شبیه i = ١,٢,٣ و ٠٫٣ ≤ s ≤ ١٫٣ برای (۶ . ۴) از استفاده با را R٠ (π) ما
که [٠٫١, ١٫٣] بازه در را متساوی الفاصله گره ای نقطه ١٠١ ما است. شرطͬ امید شامل (۶ . ۴)
i = ١,٢,٣ هر و s گره ای نقطه هر برای ͬ گیریم. م نظر در است K = ١ توافقͬ قیمت شامل
کرده ایم. رسم را R٠ (π) (s, i) تابع i هر برای ٢.۵ ش΄ل در ͬ کنیم. م محاسبه را شرطͬ امید
به است. آمده بهتر مقایسه برای نیز R٠ (π)

(
s,٣) و R٠ (π)

(
s,٢) ،R٠ (π) (s, ١) نمودارهای

نیست. صفر t = ٠ در ΁کوادراتی باقیمانده ΁ریس ناقص بازارهای در که ͬ شود م دیده وضوح
رژیم های در R٠ (π) بین رابطه که ͬ دهد م نشان نیز را دی·ری مهم نکته نمودار این بعلاوه

است. مختلف

ͽمان با اختیار
b = ۵ ͽمان و قبل بخش با ی΄سان پارامترهای با را صعود‐و‐خروج ͽمان با اختیار ٣.۵ ش΄ل
صعود‐و‐خروج اختیار قیمت داده ایم. قرار ∆z = ٠٫٠٢٣١ و ∆t = ٠٫٠٠٢ ما ͬ دهد. م نشان
تقریبا [١,٢٫۵] دامنه روی قیمت است.بنابراین ١ با برابر توافقͬ قیمت ͬ شود. م صفر s = b در
افزایش برخورد‐خروج شانس s > ٠٫۵×bبرای است. ͽمان نصف ٢.۵ که ͬ یابد م افزایش خطͬ

ͬ یابد. م کاهش صعود‐و‐خروج ͽمان با اختیار قیمت بنابراین ͬ یابد. م



عددی نتایج ۵۴

متفاوت اولیه شرایط با اروپایی خرید اختیار ΁کوادراتی ΁ریس پوشش :٢ . ۵ ش΄ل

صعود‐و‐خروج اروپایی خرید اختیار :٣ . ۵ ش΄ل

مرکب اختیار
توافقͬ قیمت دهد. مͬ نشان را خرید روی خرید اختیار قیمت از عددی مثال ΁ی ۴.۵ ش΄ل
دی·ر طرف از گرفته ایم. نظر در T١ = ٠٫۵ را سررسید زمان و K١ = ٠٫۵ را مرکب خرید اختیار



۵۵
نقطه دار گراف است. T٢ = ١ سررسید زمان و K٢ = ١ توافقͬ قیمت دارای پایه خرید اختیار

باشد. ٢ ثابت رژیم بازار که فرض این با ͬ دهد م نشان را استاندارد بل΁‐شولز قیمت

خرید روی خرید اروپایی اختیار :۴ . ۵ ش΄ل
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Aabstract

In this thesis, we deal with markov markets that are priced according to the Black-Scholes model.
That is, their price process applies to the equation below:

dSt = µ (Xt)Stdt+ σ (Xt)StdWt,

Where {Wt, t ≥ 0} the standardized and independent brainstorming process of the Markov chain
and the parameters σ and µ respectively indicate dirift and turbulence of the market. . In these
types of markets, we are looking for a strategy that hedging the risk (so-called economists).

Keywords: Black-Scholes equations, Hedging option Pricing, jump-diffusion, Minimal martin-
gale measure, Incomplete Markov markets
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