


ریاضͬ علوم دانش΄ده

آمارریاضͬ گرایش آمار، رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

آماری متقارن تحلیل
پلنگر فرامرزی زین العابدین نگارنده:

راهنما استاد

آرشͬ محمد دکتر

١٣٩٧ دی



پدر، به ͬ کنم م تقدیم را خود پایان نامه
من تکیه گاه همیشه که خانواده ام و بودند.مادر

ز



سپاس گزاری...
ඟ໊د ಪࣥواৣم ॷمار را ৔و اࣹسان ඟ໊د ಪࣥواৣم ඼້ار دਗی ৔و ਟی ૼن

ඟ໊د ಪࣥواৣم ାار از ৔و ඟشࢁ یک ड़وਪی ଽ ॴود زبان ૼن ଈن ୀ ඟ໋
خانواده و مادر پدر، از برسانم. پایان به را پایان نامه این تا داد من به توانایی که را خدا سپاس و ش΄ر
خود قلبی تش΄ر و سپاس مراتب همچنین است. راهم ͬ بخش روشن وجودشان که دارم را تش΄ر نهایت
یاری کار این انجام در مرا خود حوصله و صبر با که آرشͬ محمد دکتر آقای فرزانه استاد محضر به را
زحمت که شاهسونͬ دکتر و ربیعͬ دکتر آقایان گرانقدر اساتید از دارد جا اینجا در ͬ نمایم. م ابراز کردند
یاری مرا مدت این در که عزیزانͬ و دوستان تمام از انتها در کنم. تش΄ر کشیدند را پایان نامه این داوری
برای زیادی زحمات اینجا تا ابتدا از که معلمانͬ تمام از همچنین و دارم را تش΄ر کمال کردند ΁کم و

ͬ کنم. م قدردانͬ و تش΄ر کشیدند من

دیࢂඟی ୀ ୀୃی وଌن دش، ৯دا خ࢖ق، وز ଌن ୀୃی داد ೯دا را خ࢖ق ଖ
دیࢂඟی ୀ آड़وزگار یا భما و باش ৮در ॴوی ୀୃی ඟدیࢂ ଘ ! ऒواਘی औو

خ࢖ق جان ، ೯دا ৩ھاد॥ت ،భما ଘ خ࢖ق یار و یاور ৮در،
ඟ໊د آغاز ୓ هૡ೾৑ ،భما ଘ ඟ໊د ঙࢤوار કधل، ره ৮در با

৔و ඼෻ঙاز یارو ا॥ت، آड़وزگار آশ඼່࣒م، ඟ໋د ৔و آواز اଌن و، ره اଌن، ଒
ॴو৯د ฬم نࢆو یک ଘ یک خ࢖ق، ऑق ଘ ॴو৯د কم ୀ ඼෻ঙه ৔و! با !ଖ اଌن औو

৯ୀد ୓یاد وز ৔و! ฬم ऑق! ଘ رو৯د یادت! وز !ଖ اଌن औو
پلنگر فرامرزی زین العابدین
١٣٩٧ دی

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی پلنگر فرامرزی زین العابدین اینجانب
محمد راهنمایی تحت ، آماری متقارن تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
پلنگر فرامرزی زین العابدین
١٣٩٧ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
مورد که مختلف موارد افراد تصمیمات درباره در تا هستند صدد در محققان عصر این در
این که است درصدد متقارن تحلیل مدل بسازند. مدلͬ است، آن ها رضایت عدم یا رضایت
افراد تصمیم مورد در بحث بیشترین اینجا در دهد. قرار بررسͬ مورد را انتخاب و رضایت مندی
کالا ΁ی برای که سطوحͬ و ͬ ها ویژگ از استفاده با متقارن تحلیل که ͬ باشد م کالا ΁ی برای
ͬ کند. م مدل سازی را کالا مورد در افراد تصمیمات و کرده توصیف را کالا آن ͬ گیرد م نظر در
ͬ دهیم، م شرح را آن به مربوط مفاهیم و معرفͬ را متقارن تحلیل ابتدا اول فصل در ادامه در
گفته ثابت اثرات با متقارن تحلیل سوم فصل در و داده شرح را برآورد روش های دوم فصل در

ͬ کند. م بیان را آمیخته اثرات با مدل هم چهار فصل ͬ شود، م

ثابت، اثرات با مدل بخش ارزشͬ، مدل مصرف، اولویت مدل متقارن، تحلیل کلیدی: کلمات
آمیخته. اثرات با مدل

ک



پیش·فتار
تصمیمات ΁به کم میزان این است. مصرف میزان بازاریابی در خرد اقتصاد اولویت های از ی΄ͬ
تصمیات که است آماری روش ΁ی متقارن، تحلیل ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد مصرف کنندگان
که توکͬ و لوسͬ توسط شصت دهه اواسط در متقارن تحلیل ͬ کند. م اولویت بندی را افراد
جستجوی در متقارن تحلیل ابتدا در یافت. توسعه و شروع بودند، روان شناس و ͬ دان ریاض
امروزه اما دادند. ادامه مقاله ΁ی ارائه با را آن (١٩٧٠) ͬ واسان سیرین و گرین بود. بازاریابی
کردن پیدا برای ... و حمل ونقل جستجوی اقتصاد، میدان های در ΁تکنی ΁ی متقارن تحلیل
شامل تحولاتͬ اخیرا که به طوری است. آن سطوح و ͬ ها ویژگ ارائه به وسیله بهینه محصول
تحلیل سازگازی و شد ارائه (٢٠١١) داماراجو توسط که متقارن تحلیل پایه های مانند مدل هایی
تحلیل پایان نامه این در است. گرفته صورت کرده بیان را آن (٢٠١٠) کانینگهام که متقارن
این در همچنین ͬ کنیم. م بیان آمیخته اثرات و ثابت اثرات رگرسیونͬ مدل های با متقارن
و واقعͬ داده های از استفاده با و داده قرار بررسͬ مورد واریانس آنالیز به وسیله را مدل ها کار
محتوای که فصل چهار شامل مجموعه این ͬ شود. م انجام داده ها تحلیل R و SAS نرم افزارهای

است. زیر صورت به مختصر طور به آن ها
مثال چند و تعاریف شامل که متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم بیان به ،΁ی فصل در •

ͬ پردازیم. م است کوتاه
را آن ها برآورد روش های و متقارن تحلیل به مربوط رگرسیونͬ مدل های دو، فصل در •

ͬ کنیم. م بیان
ͬ شود. م بررسͬ ثابت اثرات با متقارن تحلیل سه، فصل در •

ͬ شود. م بیان آمیخته اثرات مدل متقارن تحلیل چهار، فصل در •
است. شده استخراج زیر شرح به مقاله ای مجموعه این از

رگرسیون از استفاده با چای داده های متقارن تحلیل (١٣٩٧) م. آرشͬ، ز. پلنگر، فرامرزی
شاهرود صنعتͬ دانش·اه ایران. آمار کنفرانس چهاردهمین . کیفͬ توضیحͬ متغیرهای با خطͬ

ل



مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست

ش جداول فهرست

١ متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن تحلیل بر مروری ١ . ٢
٢ . . . . . . . . . . . . . متقارن تحلیل با مرتبط تعاریف برخͬ ١ . ٢ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرسوم متقارن مدل ١ . ٢ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن تحلیل ΁ی انجام مراحل ١ . ٢ . ٣
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محصول ΁ی طراحͬ ١ . ٣
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سطوح و ͬ ها ویژگ انتخاب ١ . ٣ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محصول ساختار ١ . ٣ . ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محصول ارائه ١ . ٣ . ٣
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصرف اولویت مدل ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری مدل ١ . ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده آل نقطه مدل ٢ . ۴ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزشͬ بخش تابع مدل ٣ . ۴ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده ها مجموعه روش طراحͬ ۵ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل مشخصه مدل ١ . ۵ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایاپای مبادله مدل ٢ . ۵ . ١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبنا انتخاب متقارن مدل ٣ . ۵ . ١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطبیقͬ مدل ۴ . ۵ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمم‐تفاوت مدل ۵ . ۵ . ١

س



مطالب فهرست ع
٢۵ برآورد روش های ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه خطͬ رگرسیون ٢ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم یافته خطͬ ال·وی ٢ . ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآورد روش ۴ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب مقیاس پذیر ͅ های پاس ١ . ۴ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله ای مقیاس پذیر ͅ های پاس ٢ . ۴ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . (زوجͬ) جفت شده مقایسه ای ͅ های پاس ٣ . ۴ . ٢

٣٧ ثابت اثرات با متقارن تحلیل ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقالات نقل و مدل ٣ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش ٣ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁کلاسی خطͬ رگرسیون مدل ٣ . ٣ . ١
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوینده ماده کاربردی مثال ٣ . ٣ . ٢
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R در متقارن تحلیل ٣ . ٣ . ٣

۶٧ آمیخته اثرات مدل ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ مؤلفه های بر مقدمه ای ٢ . ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی΄طرفه تصادفͬ اثرات مدل ٢ . ١ . ۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ آمیخته مدل ٣ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انباشته ساختار ٣ . ١ . ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد ۴ . ۴
٧۵ . . . . . . . . . . معلوم واریانس‐کواریانس ماتریس با برآورد ١ . ۴ . ۴
٧٧ . . . . . . . . . نامعلوم واریانس‐کواریانس ماتریس با برآورد ٢ . ۴ . ۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیه آزمون ۵ . ۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت اثرات برای آزمون ١ . ۵ . ۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ مؤلفه های برای آزمون ٢ . ۵ . ۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوینده ماده مثال متقارن تحلیل ۶ . ۴
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول خطͬ آمیخته مدل ١ . ۶ . ۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم خطͬ آمیخته مدل ٢ . ۶ . ۴
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم خطͬ آمیخته مدل ٣ . ۶ . ۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل ها مقایسه ٧ . ۴



ف مطالب فهرست
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتیجه گیری ٨ . ۴

١٠١ ͽمراج
١٠٧ شوینده ماده به مربوط SAS برنامه های آ 
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . چای داده های به مربوط R برنامه های آ  . ١



تصاویر فهرست
٨ . . . . . . . . . خمیردندان برای قیمت مقابل در مصرف میزان نمودار ١ . ١
١٠ . . . بستنͬ محصول ΁ی تهیه برای سطوح و ͬ ها ویژگ از تصویری نمایش ١ . ٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p ویژگͬ برای برداری مدل ١ . ٣
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p ویژگͬ برای ایده آل نقطه مدل ۴ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . p ویژگͬ برای بخش‐ارزشͬ تابع مدل ش΄ل ۵ . ١
١۵ . . . . . . . . . . . مختلف مدل های اطمینان قابلیت و انعطاف پذیری ۶ . ١
۵۵ . . . . . . . . . . شوینده ماده مثال در بخش ارزشͬ شده مصرف موارد ٣ . ١

محور و ویژگͬ افقͬ محور ش΄ل این (در شوینده ماده ͬ های ویژگ کلͬ مقادیر ٣ . ٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است) کلͬ اهمیت عمودی

محور و  ͬ ویژگ افقͬ محور ش΄ل این در چای. مثال ͬ های ویژگ کلͬ مقادیر ٣ . ٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ دهد م نشان را کلͬ اهمیت عمودی

افقͬ محور شغل. درخواست مثال در کنندگان مصاحبه امتیازات نمودار ١ . ۴
٧٢ است. ١٠٠ تا ٠ از شده داده امتیاز عمودی محور و مصاحبه کننده نشان دهنده
٧٢ . . . شغل درخواست مثال در کننده مصاحبه هر برای امتیازات میانگین ٢ . ۴
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . شوینده ماده مثال خرید کلͬ درستنمایی ٣ . ۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محصول ش΄ل ۴ . ۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها از تعدادی ۵ . ۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنندگͬ ضدعفونͬ ۶ . ۴
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١ فصل
متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم

مقدمه ١ . ١
بررسͬ را آن ها باید ولͬ است ساده یا ناخودآگاه اکثرا که ͬ گیرند م تصمیم هزاران روزه همه مردم
درک بهتر را موضوع آن افراد تا ͬ شود م باعث آن ها ارزیابی و تصمیم چند بین از انتخاب کرد.
به اگر ب·یریم، تصمیم ͬ خواهیم م موضوعͬ مورد در که زمانͬ ب·یرند. بهتری تصمیم و کنند
جدید تصمیم گرفتن افراد برای که کرد توجه باید اما است. بهتر شود انجام گروهͬ صورت
روانشناسͬ، جمله از مختلفͬ علوم تصمیم گیری این در و است، مهم قبلͬ تصمیم به جای
لازم نیز نکته این به توجه .(٢٠١١ هم΄اران، و (داماراجو دارد تاثیر محیطͬ علوم و اقتصاد
دارد تاثیر تبلیغات و تجربه عادت، اجبار، مانند عواملͬ افراد توسط کالا انتخاب در که است
را مدل ها انگیزه بررسͬ و انتخاب عواقب آشفته طبیعت تاثیرات این .(٢٠٠٠ هم΄اران، و (لوویر
رفتاری ͺپاس به خوبی و داد شرح ͬ توان م را فرد انتخابی رفتار آن به وسیله که ͬ کند م منعکس
تصمیم موضوعات مورد در فرد چ·ونه که کرد پیش بینͬ را تغییر حال در فرصت برای فرد
که متقارن١ تحلیل مقدماتͬ مفاهیم بررسͬ به فصل این در ͬ کند. م عمل آن ها به و ͬ گیرد م
این بررسͬ به آمار در که آنجایی از ͬ پردازیم. م ͬ رود م به کار انتخاب برای تصمیم گیری در
مفهومͬ و پایه ای تعاریف سری ΁ی ابتدا در که است لازم است نشده چندانͬ توجه موضوع
نکته این به توجه مجموعه این مطالعه از قبل شوند. مطرح مرسوم مدل های و آورده مدیریتͬ

١Conjoint analysis



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ٢
تجارت در بیشتر و داشته مدیریتͬ مفهوم ΁ی متقارن تحلیل مختلف علوم در که است ضروری
را متقارن تحلیل مسئله مجموعه این مثال های و مسائل اکثر در لذا ͬ شود. م استفاده آن از

ͬ کنیم. م بررسͬ محصول انتخاب ارزیابی جنبه از

متقارن تحلیل بر مروری ١ . ٢
عوامل مردم که ͬ شود م باعث و است، شدن متحد یا شدن متصل در متقارن تحلیل کلمه پایه
ͬ دانیم م همچنین .(٢٠٠٧ هم΄اران، و (گوستافسون کنند بررسͬ ی΄سان زمان در را کلͬ
برای گسترده به طور مردم که است تکنی΄ͬ و انتقالاتͬ نقل و تحلیل ΁ی متقارن تحلیل که
عناصر شامل محصولات ͬ کنند. م استفاده محصولات یا سرویس بین انتخاب اندازه گیری
ͬ باشد. م متقارن تحلیل مطالعه در شده مشاهده متغیرهای که است مشتریانͬ ͺپاس مختلف،
از ΁ی هر برای ͅ دهنده پاس که است اولویت ها٢ رتبه بندی ͬ کنیم م برآورد را آن که متغیری
محصول٣را از ͅ دهنده پاس رضایت میزان اولویت سطوح این است. داده اختصاص محصولات
ͬ توان م روش این در همچنین زد. تخمین آماری تکنی΁ های با ͬ توان م را آن که ͬ دهد م نشان
داد انجام انتخاب و مقبولیت میزان درباره ͬ هایی پیش بین نشده تولید هنوز که محصولͬ برای
قادرند متقارن تحلیل طریق از محققان نمود. مشاهده بازار در را جدید محصول تاثیر و

باشد. مشتریان علاقه مورد که کنند ترکیب گونه ای به را محصول متفاوت ͬ های ویژگ

متقارن تحلیل با مرتبط تعاریف برخͬ ١ . ٢ . ١
ͬ  نماییم م ارائه را ͬ شود م استفاده متقارن تحلیل در که کلیدی کلمات از تعدادی ادامه در

.(٢٠٠۶ هم΄اران، و (هایر
یا ͬ دهیم م شرح را محصول ΁ی آن به وسیله که هستند عواملͬ ͬ ها۴: ویژگ .١ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود. م تولید ͬ ها ویژگ این طبق محصول
طعم عطر، (برند)، تجاری نام اندازه، مانند ͬ هایی ویژگ با را خمیردندان ΁ی مثال عنوان به
تحلیل مدل در توضیح۵ͬ متغیرهای صورت به ͬ ها ویژگ این کرد. توصیف ͬ توان م قیمت و

ͬ شوند. م وارد متقارن
توصیف را ویژگͬ هر که هستند گزینه هایی ویژگͬ سطوح ویژگ۶ͬ: سطوح .١ . ٢ . ٢ تعریف
خمیردندان مثال در ͬ کند. م بیان ͬ ها ویژگ برای را بازار پیشنهادی نقاط سطوح این ͬ کند. م

٢Preferences
٣Product
۴Attributes
۵Explanatory variables
۶Attribute levels



٣ متقارن تحلیل بر مروری
ͬ ها ویژگ از ΁ی هر که ͬ شود م مواجه طعم و برند قیمت، اندازه، مانند انتخاب هایی با مشتری
را طعم بدون و نعنایی ͹سط دو ͬ توان م طعم برای مثلا باشد. داشته ͬ تواند م ͹سط چندین

گرفت. نظر در
ͬ دهد م توضیح را ͬ ها ویژگ مختلف سطوح از ترکیبی مشخصه٧: یا محصول .١ . ٢ . ٣ تعریف
جدید محصول ͬ ها، ویژگ سطوح از مختلف ترکیبات به وسیله است. محصول ΁ی ش΄ل به که

ͬ شود. م ساخته (مصرف کنندگان) ͅ دهندگان پاس به ارائه برای
که محصولͬ مورد در افراد ارزیابی برای که است مواردی مصرف شده٨: موارد .۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م گرفته نظر در کرده اند استفاده
ͬ آورند. م به دست را متقارن تحلیل اولویت های بخش ارزشͬ مقادیر بخش ارزش٩ͬ: .۵ . ١ . ٢ تعریف
هر برای که ویژگͬ هر از ͹سط هر با مصرف شده موارد یا اولویت به بخش ارزشͬ حقیقت در

دارد. اشاره ͬ شود، م تعریف محصول
بخش ارزشͬ مقادیر برای افراد ͺپاس که است مدل ها از کلاسͬ مدل١٠: تقسیم بندی .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ کند. م بیان شده ساخته مختلف ͬ های ویژگ و سطوح با که محصولͬ هر برای را
اولویت در محصول آن کند انتخاب را محصولͬ مشتری اگر افزایش١١ͬ: مدل .١ . ٢ . ٧ تعریف

ͬ شود. م اضافه مدل به محصول آن شرایط و گرفته قرار

مرسوم متقارن مدل ١ . ٢ . ٢
΁ی و ͬ گیرد م به کار را متقارن تحلیل ΁کلاسی اصول که است روشͬ مرسوم متقارن مدل
ͬ کند. م ارائه کامل مشخصه روش یا جفتͬ مقایسه با را مشتریان اولویت از افزایشͬ مدل
΁ی از ͅ دهندگان پاس اولویت متقارن تحلیل که ͬ کنیم م مطرح را زیر مثال بیشتر توضیح برای

ͬ دهد. م شرح را خودرو ΁کوچ مجموعه
برای ب·یرید. نظر در است سواری خودروی ͬ های ویژگ و سطوح به مربوط که را ١ . ١ جدول
به که ͬ باشد م محصول ΁ی معرف مشخصه هر که داریم مشخصه ٣×٣×٣×٣ = ٨١ مثال این
و آبی(رنگ) آیودی(برند)، (اندازه)، در دو مشخصه دارای محصولات این از ی΄ͬ مثال عنوان
مشخصه ها شد شناسایی ͬ ها ویژگ و سطوح این که از پس است. (قیمت) تومان ٣٨٠٠٠٠٠٠٠٠
ͬ گیرد. م قرار رتبه بندی برای ͅ دهندگان پاس اختیار در و ͬ شود م ساخته تحلیل گران توسط
مدل در استفاده برای را داده هایی مشخصه ها، مورد در مشتریان ͅ های پاس بررسͬ است بدیهͬ

٧Stimuli
٨Utility
٩Part-Worth

١٠Decompositional
١١Addabtive model



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ۴
خودرو ͬ های ویژگ و سطوح :١ . ١ جدول

ͬ ها ویژگ سطوح

سایز
٢در .١

در ۴ .٢
در ۵ .٣

برند
تویوتا .١
فورد .٢

آیودی .٣

رنگ
خاکستری .١

قرمز .٢
آبی .٣

قیمت
تومان ٢٢٠٠٠٠٠٠٠٠ .١
٢۶٠٠٠٠٠٠٠٠تومان .٢

تومان ٣٨٠٠٠٠٠٠٠٠ .٣

ͬ ها ویژگ سطوح ترکیب از که را مشخص خودروی ΁ی ساخت اولویت که ͬ کند، م مهیا آماری
تصمیمات و گرفته صورت زمینه این در پیشرفت هایی اخیرا ͬ نماید. م تعیین آمده به دست
شده داده سوق محصول مختلف مارک های سمت به و شده گرفته نظر در خریدار از فراتر
رتبه بندی یا افراد رفتار مورد در ΁پزش تصمیم دادن، رای مانند تصمیمات این از برخͬ است.
انتخاب ها این همه .(٢٠٠٩ بوکن هات، و (میدو‐اولیورز ͬ باشد م پرسشنامه ΁ی در اقلام
یا شͬ(واقعͬ ΁ی از مصرف کنندگان ارزیابی مقادیر چون باشد. پیوسته یا توصیفͬ ͬ تواند م
شرایط در متقارن تحلیل ͬ کند م درست ͬ ها ویژگ بوسیله بخش ارزشͬ از جدایی ترکیب فرضͬ)
هر برای شده محاسبه ارزشͬ بخش های ترکیب با ͬ دهد. م انجام را محصول مطالعه ی΄سان،
ادامه در ͬ آید. م به دست ͅ دهنده پاس هر برای محصول، هر برای کلͬ اولویت های ویژگͬ ͹سط

ͬ کنیم. م ارائه مختصر به طور را متقارن تحلیل ΁ی انجام مراحل

متقارن تحلیل ΁ی انجام مراحل ١ . ٢ . ٣
اختیار در نتیجه و گیرد انجام محصولͬ روی متقارن تحلیل ΁ی تا است لازم مرحله هشت

.(٢٠٠۶ هم΄اران، و (هایر شود داده قرار بهره برداری جهت محصول تولید کننده
١ مرحله •

محصول یا موضوع آن مش΄لات مورد در جستجو و موضوع تعریف
٢ مرحله •

آزمایش ΁ی نتایج از میانگین گیری به وسیله روانشناسانه متقارن تحلیل ΁ی انتخاب



۵ محصول ΁ی طراحͬ
تجربی.

کنیم. مطالعه آن ها روی بر ͬ خواهیم م که ͬ هایی ویژگ و سطوح تعریف و انتخاب –
ش΄ل به ویژگͬ هر از ͹سط ΁ی ترکیب بوسیله مشخصات از مجموعه ΁ی طراحͬ –

ͬ دهد. م نشان را محصول توصیف که مشخصات از کامل مجموعه هایی
متقارن. مطالعه در گرفتن قرار برای مشخصه ها اولویت بندی –

٣ مرحله •
داده ها مجموعه

استفاده آن از مشخصات ارزیابی برای ͬ توانند م ͅ دهندگان پاس که روشͬ مرحله این در
ͬ شود. م مشخص کنند

۴ مرحله •
داده ها. (توصیفͬ) اکتشافͬ تحلیل به وسیله فرضͬ مدل ارزیابی

۵ مرحله •
مدل. برآوردگرهای انتخاب

۶ مرحله •
درست. پیش·ویی و اطمینان قابلیت ارزیابی به وسیله برازش مدل ارزیابی

٧ مرحله •
مهم. خواص وابسته های بررسͬ و نتایج دادن شرح

٨ مرحله •
متقارن. تحلیل نتایج درخواست و سنجͬ اعتبار

محصول ΁ی طراحͬ ١ . ٣
ͬ باشد. م رابطه این در جستجو و مساله طرح به نیاز متقارن تحلیل روانشناسانه مطالعه برای
نظر در سط͹ هایی ویژگͬ هر برای و انتخاب را آن ͬ های ویژگ ابتدا محصول طراحͬ برای حال
هر کرد. توصیف بتوان را نظر مورد محصول کامل مشخصات که به گونه ای ͬ شود، م گرفته
گونه ای به باید محصول ساخت و ͬ شود م ساخته ͬ ها ویژگ سطوح ترکیب به وسیله محصول

باشد. کنترل قابل که پذیرد انجام



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ۶

سطوح و ͬ ها ویژگ انتخاب ١ . ٣ . ١
رتبه بندی مختلف، ͬ های ویژگ با محصول ΁ی ساخت در متقارن تحلیل برای اولیه مراحل
باشد) ی΄سان ͅ ها پاس برای شرایط (باید ͅ ها پاس بین توازن آوردن به دست است. ͬ ها ویژگ
مورد ͅ دهند ه ها پاس علم باید منظور بدین که است مدل استوار و دقیق آماری برآورد نیازمند
تعداد این که ͬ گیرند م درنظر ٨ تا ۶ بین را ͬ ها ویژگ تعداد محققین اغلب گیرد. قرار ارزیابی
ͬ ها ویژگ تعداد زیادی از باید و ͬ گردد م مشخصه ها از زیادی تعداد شدن ساخته باعث ویژگͬ
این ͽرف برای محققین نمود. اجتناب ͬ شود م ͅ دهنده پاس کسل کنندگͬ و خستگͬ باعث که

ببرند. بین از زیر سوال پرسیدن با را غیرضروری ͬ های ویژگ ͬ توانند م مش΄ل
افراد نظر از آن ها اما دارند، مفید ویژگͬ که گرفت نظر در مطالعه برای را ͅ هایی پاس ͬ توان م آیا
که شود استفاده ͬ هایی ویژگ سطوح از باید متقارن تحلیل برای باشند؟ نداشته ی΄سانͬ رفتار
متقارن تحلیل به وسیله تولیدی محصول از استفاده با جستجوگر ΁ی دارند. بیشتری اهمیت
واکنش جدید تولیدی محصول به انتظار طبق آیا ببیند که ͬ کند م ایجاد بازار در را فرضیه ای
ͬ های ویژگ سطوح با تولیدی محصولات بین رقابت ΁ی به عبارتͬ خیر. یا ͬ شود م داده نشان
شود تولید بالا قیمت و خاص برند با محصول ΁ی اگر حال ͬ شود. م ایجاد فروش برای مختلف
΁ی در قیمت ویژگͬ وقتͬ منظور بدین ͬ باشد. م کم محصول این از استقبال میزان است مسلم
برخوردار خاصͬ اهمیت از افراد برای ͬ گیرد، م قرار بررسͬ مورد خمیردندان مانند ساده نمونه
هر مصرف میزان و ͬ شود م گرفته نظر در تومان ۴٠٠٠ و ٣٠٠٠ ͹سط دو ابتدا مثال برای است.
و نمودار از استفاده با محقق اگر ͬ گیرد، م قرار بررسͬ مورد قیمت ها این با خمیردندان ها از ΁ی
پیشنهاد ͬ باشد م قیمت دو این بین توجهͬ قابل فاصله که برسد نتیجه این به درون یابی نقطه
بتواند شودکه تولید تومان ٣۵٠٠ قیمت با مثلا دی·ری محصول قیمت، دو این بین که ͬ کند م

کند. ارزیابی را قیمت مقیاس بیشتری دقت با



٧ محصول ΁ی طراحͬ

ͬ دهد. م نشان را تومان ۴٠٠٠ و ٣٠٠٠ قیمت برای مصرف میزان بالایی قاب ١ . ١ ش΄ل در
آورد، به دست ͬ توان م را مصرف میزان ٣۵٠٠ قیمت برای (میانگین گیری) درون یابی به روش
داده نشان ٣۵٠٠ برای مقادیر دقیق طور به نمودار پایینͬ و وسطͬ قاب های در که حالͬ در

است. شده

محصول ساختار ١ . ٣ . ٢
به دست محصولات از مجموعه ای ͬ شوند م ترکیب هم با ͬ ها ویژگ مختلف سطوح که وقتͬ
زیاد تعداد ͬ کند، م برخورد آن با متقارن تحلیل مطالعه در محقق که اصلͬ چالش ͬ آید. م
΁ی اگر حال داریم، مشخصه ٣۴ = ٨١ تعداد به ١ . ١ جدول در مثال برای است. مشخصه ها
͹واض ͬ یابد. م افزایش ٣۵ = ٣۴٣ مشخصه ها تعداد شود اضافه ͹سط سه با دی·ر ویژگͬ
زیاد تعداد با بنابراین ͬ شود. م پرهزینه و زیاد بسیار آزمایش ها انجام فرآیند، این ادامه با است
خطای با اولویت ها انتخاب و پارامترها صحیح برآورد برای ͬ شود م زیاد برآورد خطای مشخصه
از تعدادی کردن محدود با گیرد. قرار بررسͬ مورد پرسشنامه ها در علاقمندی ها باید کمتر،

است. افراد درست اولویت شده داده انعکاس نتایج که بود مطمئن ͬ توان م مشخصه ها
تاثیر مدل برآورد در که مشخصه ای که است این مسئله این با برخورد در ساده روش ΁ی
ͬ توان م ولͬ دارد وجود اطلاعات جمͽ آوروی زمان در مشخصه این گرفت. نادیده را دارد اندکͬ
سایر از پارامترها برآورد منظور به و برد بین از متقابل اثرهای ΁کم به مدل در را آن اثر

نمود. استفاده مشخصه ها
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خمیردندان برای قیمت مقابل در مصرف میزان نمودار :١ . ١ ش΄ل



٩ محصول ΁ی طراحͬ

محصول ارائه ١ . ٣ . ٣
آن به نسبت واقͽ بینانه روش داشتن مختلف محصولات ارائه برای ͅ ها پاس در اصلͬ موضوع
مورد محصول ͬ شود م که توصیف هایی و محصولات این ͬ های نمایندگ ΁به کم است. محصول
علاقه مندی و شده ارزیابی محصول آن ها تاثیرگذاری روش و مشخصه ها با و کرده درک را نظر
سه از محصول انتخاب در محققین ͬ گیرد. م قرار رتبه بندی مورد محصول به نسبت افراد

ͬ کنند. م استفاده زیر روش
پرسش یا تلفنͬ مصاحبه چهره به چهره، به صورت محصول روش این در شفاهͬ: توصیف ١
معرفͬ نباشد دخیل رودربایستͬ یا زور جمله از دی·ری بیرونͬ عامل هیچ که ͺپاس و

ͬ شود. م
در کامل طور به مصرف کننده انتخاب برای محصول روش این در پاراگرافͬ: توصیف ٢

ͬ شود. م توصیف بروشور یا مجله روزنامه، ΁ی
جرئیات با تصویری مصرف کننده، توسط نظر مورد کالای انتخاب برای تصویری: توصیف ٣
قابلیت های ͬ توان م اما است هزینه بر هرچند روش این ͬ گیرد. م قرار وی مقابل در کامل
،١ . ٢ ش΄ل در کرد. ترسیم (مصرف کننده) مشتری برای تصویری صورت به را زیادی

دید. ͬ توان م بستنͬ برای را توصیف نوع این از نمونه ای
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بستنͬ محصول ΁ی تهیه برای سطوح و ͬ ها ویژگ از تصویری نمایش :١ . ٢ ش΄ل

مصرف اولویت مدل ۴ . ١
بیشتر که نمود معرفͬ مصرف اولویت های ارزیابی برای مدلͬ را متقارن تحلیل (٢٠٠٨) اودد
متقارن تحلیل در مصرف اولویت مدل ͬ شود. م استفاده کمͬ اندازه های تحلیل و توصیف برای
ͬ کند. م ترکیب را ͬ ها ویژگ از ͹سط هر برای گرفته شده درنظر اولویت های که است ریاضͬ مدلͬ
ی΄سانͬ پارامترهای باید اما باشد، ی΄سان افراد همه برای مصرف اولویت مدل که نیست لازم
j = ١,٢, · · · , J و ͬ ها ویژگ p = ١,٢, · · · , t کنید فرض باشد. داشته وجود مدل ها همه در
با jام محصول ͬ شود. م مطالعه محصول ΁ی برای نظر مورد طرح در که باشند محصولاتͬ
ͬ ها ویژگ از ͹سط ΁ی محصول هر که ͬ گردد م یادآوری ͬ شود. م داده نشان xjp با pام ویژگͬ
جدول ها در شده ارائه مثال های برعکس. و ͬ کند م تغییر هم j ،p تغییر با یعنͬ دارد نظر در را
اندازه و قیمت رنگ، (p = ٣) ویژگͬ ٣ کنید فرض ،١ . ٢ جدول در ببینید. را ١ . ٣ و ١ . ٢
͹سط دو ویژگͬ هر برای دارد. وجود (j = ٨) محصول ٨ مجموع در که است نظر مورد
محصول ها تعداد دارد ͹سط ٢ ویژگͬ هر چون است ذکر به لازم است. شده گرفته نظر در



١١ مصرف اولویت مدل
j = ١,٢, · · · ,٨ ازای به محصولات x مقادیر ،١ . ٣ جدول در (٢١)(٢١)(٢١)است. = ٢×٢×٢ = ٨

است. شده داده نشان p = ١,٢,٣ و

سطوح کدگذاری :١ . ٢ جدول
ویژگͬ ͹سط کدها
رنگ ١.آبی ١

٢.قرمز ‐١
قیمت ٢٠٠٠٠٠تومان .١ ١

تومان ۵٠٠٠٠٠ .٢ ‐١
اندازه ΁١.کوچ ١

٢.بزرگ ‐١

محصول ارائه :١ . ٣ جدول
محصول
j = ١ آبی ٢٠٠٠٠٠تومان ΁کوچ x١١ = ١ x١٢ = ١ x١٣ = ١
j = ٢ آبی ٢٠٠٠٠٠تومان بزرگ x٢١ = ١ x٢٢ = ١ x٢٣ = −١
j = ٣ آبی ۵٠٠٠٠٠تومان ΁کوچ x٣١ = ١ x٣٢ = −١ x٣٣ = ١
j = ۴ آبی ۵٠٠٠٠٠تومان بزرگ x۴١ = ١ x۴٢ = −١ x۴٣ = −١
j = ۵ قرمز ٢٠٠٠٠٠تومان ΁کوچ x۵١ = −١ x۵٢ = ١ x۵٣ = ١
j = ۶ قرمز ٢٠٠٠٠٠تومان بزرگ x۶١ = −١ x۶٢ = ١ x۶٣ = −١
j = ٧ قرمز ۵٠٠٠٠٠تومان ΁کوچ x٧١ = −١ x٧٢ = −١ x٧٣ = ١
j = ٨ قرمز ۵٠٠٠٠٠تومان بزرگ x٨١ = −١ x٨٢ = −١ x٨٣ = −١

استفاده مصرف شده موارد برآورد برای که است، jام محصول برای ͅ دهنده پاس امتیاز yj

ام΄ان و بوده مشتری رضایت مورد بیشتر محصول باشد، بیشتر امتیاز این چه هر ͬ شود. م
ͬ شود. م معرفͬ مصرف اولویت مرسوم مدل سه ادامه، در ͬ شود. م بیشتر محصول آن تولید

کنید. مراجعه (٢٠١١) کوآل تری΄س به آن خواص و مدل ها این مورد در بیشتر آگاهͬ برای
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برداری مدل ١ . ۴ . ١
اگر برداری، مدل در ͬ آید. م بدست محصولͬ ویژگͬ چند مختلف سطوح ترکیب با کنید فرض

است زیر رابطه دارای برداری مدل آن گاه باشد، jام محصول برای فرد امتیاز یا ͺپاس yj
yj =

t∑
p=١

wpxjp

= w١xj١ + · · ·+ wtxjt

برای فرد ͅ های پاس وزن wp و محصول ها تعداد j = ١,٢, · · · , J و ͬ ها ویژگ تعداد p آن در که
حقیقت در ͬ شود. م برآورد آماری تکنی΁ های و روابط از استفاده با wp وزن ͬ باشد. م pام ویژگͬ
معمولا ͬ کند. م ارائه مدل ΁ی فرد هر برای برداری، مدل است. رگرسیونͬ مدل ΁ی مدل، این
مم΄ن البته است. ی΄سان ویژگͬ آن سطوح تمام برای ویژگͬ هر به شده داده اختصاص وزن هر
داده نشان برداری مدل ΁ی ١ . ٣ ش΄ل در باشند. ی΄سان وزن دارای ͬ ها ویژگ از بعضͬ است

است. شده

p ویژگͬ برای برداری مدل :١ . ٣ ش΄ل

ایده آل نقطه مدل ٢ . ۴ . ١
سطوح ͬ های ویژگ که ͬ کند م تبعیت دوم درجه منحنͬ مدل ΁ی از ͬ ها ویژگ سطوح مدل این در
مدل این ͬ دهد. م نشان را ͬ ها ویژگ بهینه ͹سط ایده آل نقطه و هستند منحنͬ تابع ΁ی پیرو
اولویت و ͬ ها ویژگ اندازه ۴ . ١ ش΄ل ͬ دهیم. م توضیح شیرینͬ با رابطه در مثال ΁ی ارائه با را
سطوح افزایش با ͬ شود م دیده ش΄ل در که همان طور و ͬ دهد م نشان نفر ΁ی برای را شیرینͬ
افزایش با ادامه در و برسیم ایده آل نقطه به که زمانͬ تا ͬ کند م پیدا افزایش هم اولویت ویژگͬ



١٣ مصرف اولویت مدل
نقطه ای بعداز بخوریم بیشتر شیرینͬ هرچه است (بدیهͬ ͬ کند. م پیدا کاهش اولویت سطوح،
کمتر بیشتر، شیرینͬ خوردن به تمایل و ͬ شویم م اشبا است ایده آل نقطه همان این جا در که

است. زیر صورت به ایده آل نقطه مدل ریاضͬ رابطه ͬ شود) م
yj = −d٢

j

= −
t∑

p=١
wp(xjp − xp)

٢

آن در که

d٢
j =

t∑
p=١

wp(xjp − xp)
٢

ͬ باشد. م ایده آل نقطه xp آن در و

p ویژگͬ برای ایده آل نقطه مدل :۴ . ١ ش΄ل

ارزشͬ بخش تابع مدل ٣ . ۴ . ١
صورت به آن ش΄ل که ͬ باشد م مشتریان برای مصرف مقدار بیشترین نشان دهنده مدل این
مشتریان مصرف ارزشͬ بخش از برآوردی خط هر که است شده متصل هم به خط های از ترکیبی

ͬ باشد. م



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ١۴

p ویژگͬ برای بخش‐ارزشͬ تابع مدل ش΄ل :۵ . ١ ش΄ل

از سطوح تغییرات روشنͬ به و ͬ دهد م نشان را بخش ارزشͬ مدل از واضحͬ تصویر ۵ . ١ ش΄ل
است. زیر صورت به آن ریاضͬ مدل ͬ شود. م دیده ویژگͬ هر

yj =
t∑

p=١
fp(xjp) j = ١,٢, · · · , J

pام ویژگͬ برای xjp از مختلف سط͹ های بخش ارزشͬ تابع fp و دسته ͹سط xjp آن در که
میزان بخش ارزشͬ مدل ببینید. را (٢٠٠١) هم΄اران و گرین بیشتر جزئیات برای ͬ باشد، م
بخش ارزشͬ مدل عمده تفاوت ͬ دهد. م نشان را اولویت بندی در ͬ ها ویژگ از ͹سط هر ارزش
بر ͹سط هر ارزش مدل این در که است این در ایده آل نقطه و برداری مدل دو با مقایسه در
بالای انعطاف پذیری نشان دهنده که ͬ شود م مشخص ویژگͬ سطوح از توابعͬ مجموع اساس
باشد مختلف ویژگͬ هر طول در اولویت تابع برای ش΄ل ها ͬ دهد م اجازه مدل به و است آن
و (گرین ͬ کنند م برآورد را ویژگͬ از مصرف مقدار ΁ی فقط ایده آل نقطه و برداری مدل اما
و برداری مدل آن گاه باشد fp(xjp) = wpxjp بخش ارزشͬ مدل در اگر .(١٩٧٨ ͬ واسان، سیرین
حال عین در ͬ شود. م حاصل ایده آل نقطه مدل آن گاه باشد fp(xjp) = −wp(xjp − xp)

٢ اگر
است. لازم زیادی هزینه آن اجرای برای اما است جذاب بخش ارزشͬ مدل هرچند

روش در کرد. استفاده ͬ توان م مدل سه از که شود محاسبه باید پارامترها برآورد ادامه در



١۵ داده ها مجموعه روش طراحͬ
وزن های فقط برداری مدل در مثلا دارد وجود محدودیت ایده آل نقطه مدل و برداری مدل
مدل در اما شود. برآورد باید نیز xp ایده آل نقطه وزن ها، بر علاوه ایده آل نقطه مدل در و wp

مثال، برای ͬ آید. م به دست برآورد ویژگͬ هر از ͹سط هر برای یعنͬ نیست چنین بخش ارزشͬ
ارتباط ۶ . ١ ش΄ل شود. برآورد پارامتر q − ١ باید آن گاه باشد داشته ͹سط q بخش  ارزشͬ اگر

ͬ دهد. م نشان مدل سه برای را اطمینان قابلیت و انعطاف پذیری بین

مختلف مدل های اطمینان قابلیت و انعطاف پذیری :۶ . ١ ش΄ل

ͬ شود م استفاده افراد ذهنͬ ͅ های پاس از پارامترها برآورد برای متقارن تحلیل روش در چون
برای بخش ارزشͬ کردن پیدا برای تحلیل گران بود. خواهد تجربی روش ΁ی روش این پس
را کامل مشخصه مجموعه و مشاهده را مشخصه ها مورد در افراد ͅ های پاس ͬ ها، ویژگ سطوح
افراد تک تک پارامترهای برآورد هدف متقارن تحلیل در ͬ دهند. م قرار تحلیل و بررسͬ مورد
گرین بیشتر آگاهͬ برای ͬ پردازد. م نظر مورد افراد مصرفͬ توابع پارامترهای برآورد به و بوده
بدست را مشتریان اولویت مدل متقارن تحلیل همچنین ببینید. را (١٩٧٨) ͬ واسان سیرین و
مورد محصول نوع به مدل بهترین انتخاب انتها در و ͬ کند نم بررسͬ را افراد ͹سط و ͬ آورد م

دارد. بستگͬ ͅ ها پاس انواع و ͬ ها ویژگ مطالعه،

داده ها مجموعه روش طراحͬ ۵ . ١
وجود ͅ ها پاس فهمیدن بهتر برای کلͬ ارزیابی از حاصل اولویت ارزیابی برای مختلفͬ روش های
گرین از مثالͬ با است. متفاوت متقارن تحلیل مطالعه هر در داده ها مجموعه روش های دارد.
،͹سط ٣ دارای ویژگͬ هر و ویژگͬ ۶ با آپارتمان مختلف سازه های با رابطه در (١٩٩١) شافر و
متقارن تحلیل روش به علاقه مندیم مثال این در حقیقت در ͬ کنیم. م بررسͬ را روش ها این
فردی دیدگاه از را آپارتمان ΁ی انتخاب به اقبال میزان موجود، مختلف مدل های از استفاده و



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ١۶
سطوح و ͬ ها ویژگ ۴ . ١ جدول در کنیم. بررسͬ کند اجاره را آن مشتری عنوان به ͬ خواهد م که

ͬ کنید. م مشاهده را آپارتمان به مربوط

آپارتمان سطوح و ͬ ها ویژگ آپارتمان: مثال :۴ . ١ جدول

کلاس تا پیاده روی زمان
١٠دقیقه .١
٢٠دقیقه .٢
٣٠دقیقه .٣

سروصدا میزان
س΄وت .١

متوسط .٢
سروصدا پر .٣

آپارتمان ایمنͬ
ایمن خیلͬ .١

متوسط .٢
نباشد ایمن .٣

آپارتمان شرایط
کامل شده بازسازی .١

شده بازسازی آشپزخانه .٢
قدیمͬ ساختمان .٣

نشیمن حال اندازه
متر تا٣٠ ٢۴ .١

متر ٢٠ تا ١۵ .٢
متر ١٢ تا ٩ .٣

ماه در اجاره میزان
تومان ٢٢۵٠٠٠٠ .١
تومان ٣۶٠٠٠٠٠ .٢
تومان ۵۴٠٠٠٠٠ .٣

کدام هر که ͬ شود م ساخته آپارتمان ها یا مشخصه ها مختلف، سطوح و ͬ ها ویژگ از استفاده با
مشخصه ٣۶ = ٧٢٩ تعداد به مجموع در ͬ باشد. م آپارتمان ΁ی مشخصه های توصیف کننده
۴ . ١ مثال قالب در و پرداخته داده ها مجموعه مختلف روش های معرفͬ به ادامه در داریم.

ͬ سازیم. م روش ها این ΁کم به را مشخصه ها

کامل مشخصه مدل ١ . ۵ . ١
توسط شده مصرف ویژگͬ اندازه گیری برای که است مصرف اساسͬ روش کامل مشخصه مدل
توسط شده جمͽ آوری ͅ های پاس روش این در ͬ رود. م به کار حاضر) (حال امروز برای مشتریان



١٧ داده ها مجموعه روش طراحͬ
برای را ͬ ها ویژگ از ͹سط ΁ی کامل١٢ مشخصه های از ΁ی هر ͬ شود. م ارزیابی ͅ دهنده ها پاس
ͅ دهنده ها، پاس ͅ های پاس به توجه با محصول ΁ی تولید برای ͬ کند. م توصیف مطالعه و بررسͬ

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد و شده اولویت بندی مشخصه ها
ͅ دهنده ها پاس که امتیازهایی کامل، مشخصه اولویت بزرگترین و کوچ΄ترین مقیاس اساس بر
با ͬ شود. م رتبه بندی اولویت ها امتیازها، این طبق و شده ارزیابی ͬ دهند م مشخصه هر به
نتیجه این به سط͹ ها بوسیله ساخته شده مشخصه های و ͬ ها ویژگ سطوح مطالعه از استفاده
این نتیجه در ͬ دهند نم محصول از درستͬ ارزیابی مشخصه ها این از برخͬ که ͬ رسیم م
وجود مم΄ن مشخصه تا ٧٢٩ (۴ . ١ (جدول آپارتمان مثال طبق ͬ شوند. م حذف مشخصه ها
دچار هم توصیف و ارزیابی پس باشد خسته کننده ͅ دهنده ها پاس برای ͬ تواند م این که دارد
لذا باشد. نداشته وجود افراد واقعͬ زندگͬ در مشخصه ها این از برخͬ است مم΄ن و شده مش΄ل
آزمون ΁کم به و شده کنترل ΁کوچ عوامل طراحͬ، برای ͬ ها ویژگ کردن جفت از استفاده با
استفاده با آپارتمان مثال در ͬ گیریم. م نظر در مجموعه ای و کرده برآورد را ͅ ها پاس فرضیه
هر از سط͹ ها برآورد ام΄ان که طوری به ͬ گیریم م نظر در مشخصه ١٨ مناسب طراحͬ ΁ی از
از ضروری و مهم اطلاعات این که بدون مشخصه ها کاهش با باشد. داشته وجود ویژگͬ ۶
مشخصه روش مزیت ͬ شود. م مشخص بهتر اولویت ها و اندازه گیری دقیق تر ͅ ها پاس برود بین
پتانسیل ͬ تواند م روش این که ͬ باشد م محصول برای واقͽ بینانه توصیف های با برخورد کامل
ͅ های پاس طراحͬ تک مشخصه ΁ی ۵ . ١ جدول کند. حساب را واقعͬ زندگͬ در محصول واقعͬ

ͬ دهد. م نشان را متقارن تحلیل برای پایه نرخ

آپارتمان مثال در کامل مشخه روش از مشخصه ΁ی :۵ . ١ جدول
ویژگͬ ͹سط

کلاس تا پیاده روی دقیقه ١٠
سروصدا میزان س΄وت
آپارتمان ایمنͬ متوسط

آپارتمان شرایط شده بازسازی آشپزخانه
حال نشیمن اندازه متر ٣٠ تا ٢۴

ماه در اجاره تومان ٢٢۵٠٠٠٠
□ مطلوبیت میزان

١٢Full profile model



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ١٨
برای بخش ارزشͬ مقدار (OLS) معمول١٣ͬ دوم توان کمترین رگرسیون روش از استفاده با
برد نام ͬ توان م را خطͬ رگرسیون برآورد، برای دی·ر روش ͬ شود. م برآورد سط͹ ها ویژگͬ
روش ها این همه برای که است مراتبی١۵ سلسله بیز روش و پنهان١۴ رگرسیون شامل که
بررسͬ به ٢ فصل در چه اگر است. پیش·و متغیر ͬ ها، ویژگ ͹سط و وابسته متغیر ͅ ها، پاس
ͬ دهیم نم قرار بررسͬ مورد را مراتبی سلسله بیز روش ولͬ ͬ پردازیم م برآورد روش های برخͬ
بدست مقادیر کرد. مراجعه (٢٠١۴) کرونجͬ به ͬ توان م آن خصوص در بیشتر آگاهͬ برای و
برخورد در روش سه این اختلاف و ͬ کند م تعیین را ͅ ها پاس تابع مدل بخش ارزشͬ مدل از آمده

ͬ باشد. م اولویت ها با

پایاپای مبادله مدل ٢ . ۵ . ١
ویژگͬ دو پایاپای مبادله جدول های در است. پایاپای١۶ مبادله جدول در مدل این اساس
پایاپای مبادله جدول های مͬ شود. گرفته نظر در ͬ ها ویژگ از دنباله ای ش΄ل به زمان، از
جدول هر ͬ کند. م اولویت بندی کمترین به مقدم ترین از را اولویت ها و کرده ارزیابی را ͅ ها پاس
بوسیله که ͬ گیرند م قرار جدول سلول های داخل که ͬ باشد م ویژگͬ دو شامل پایاپای مبادله
مثال اساس بر پایاپای مبادله مدل ΁ی جدول ۶ . ١ جدول ͬ آید. م بوجود مختلف ترکیبات آن

ͬ شود. م ارزیابی آن از آمده بدست ͅ های پاس که ͬ باشد م آپارتمان

آپارتمان مثال در ویژگͬ دو پایاپای مبادله روش :۶ . ١ جدول
اندازه متر ٣٠ تا ٢۴ متر ٢٠ تا ١۵ متر ١٢ تا ٩

کلاس تا پیاده روی
دقیقه ١٠
٢٠دقیقه
٣٠دقیقه

دارای ویژگͬ هر اگر و ͬ گیرد م بر در را ویژگͬ دو پایاپای مبادله جدول هر چون که کنید توجه
اطلاعات پایاپای مبادله جدول صورت این در داریم، سلول ٣ × ٣ = ٩ آن گاه باشد ͹سط سه

ͬ دهد. م کاهش را اضافͬ

١٣Ordinary least squares regression
١۴Latent regression
١۵Hierarichal Bayes approach
١۶Trade-off



١٩ داده ها مجموعه روش طراحͬ
قرار بررسͬ مورد کلاس تا پیاده روی میزان و آپارتمان اندازه ویژگͬ فقط ۶ . ١ جدول در
در ͬ کند. م پیدا افزایش هم قیمت آپارتمان اندازه افزایش با ͅ ها پاس استدلال با است. گرفته

ͬ شود. نم داده نشان درست اولویت ها پس دارد وجود نتایج در قطعیت عدم چون روش این

مبنا انتخاب متقارن مدل ٣ . ۵ . ١
تحلیل مدل ایران، در متقارن تحلیل مدل های کاربردی ترین خصوص به و مهمترین از ی΄ͬ
انتخاب مدل بندی بار اولین است. (DC) گسسته١٨ انتخاب و (CBC) مبنا١٧ انتخاب متقارن
پس شد. فرمول بندی ریاضͬ صورت به (١٩٧٣) م΁ فارن و (١٩۵٩) لوسͬ توسط گسسته
صورت (١٩٨٣) ودورث و لوویر توسط متقارن تحلیل با گسسته انتخاب ریاضͬ مدل بندی از

ببینید. را (٢٠٠۶) وریس و گروور بیشتر آگاهͬ برای گرفت.
ͬ شود. م استفاده متقارن تحلیل مطالعه در گسترده ای ش΄ل مدلDCبه و CBCمدل امروزه
دنیای در پس است آن استفاده در تکرار محصول ΁ی در مشتری رضایت راه که آن جایی
نظریه صورت این در که ͬ شوند م چالش دچار نظرشان مورد محصول انتخاب برای افراد واقعͬ
خمیردندان قفسه جلوی مشتری وقتͬ مثلا ͬ آید. م بوجود کالا انتخاب برای تصمیم گیری
نظر از ی΄سانͬ امتیاز انتخاب ها دی·ر با که دارد را گزینه ها از ی΄ͬ انتخاب حق ͬ گیرد م قرار
بهترین انتخاب، اینجا در اما ͬ باشد م کامل مشخصه روش پایه CBC مدل ندارد. بندی اولویت
از که محصول هایی اینجا در دارد. خریدار درنظر را محبوبیت بیشترین که است محصولͬ
هم΄اران، و (هایر ͬ شوند م امتیاز بندی جداگانه به طور شده اند ساخته کامل مشخصه روش
صورت به ͅ ها پاس و ͬ شوند م مقایسه و ارزیابی دوبه دو به صورت محصول ها حقیقت در .(٢٠٠۶
مدل روش از استفاده با ب·یرید نظر در را آپارتمان مثال مجددا ͬ شود. م انتخاب واقͽ بینانه

داریم. را ١ . ٧ جدول CBC

آپارتمان مثال مبنا انتخاب متقارن مدل روش :١ . ٧ جدول

ویژگͬ ١ آپارتمان ٢ آپارتمان ٣ آپارتمان
کلاس تا پیاده روی دقیقه ١٠ ٣٠دقیقه ١٠دقیقه

آپارتمان در سروصدا میزان متوسط آرام خیلͬ پرسروصدا
آپارتمان م΄ان ایمنͬ ایمن خیلͬ متوسط ایمن خیلͬ

آپارتمان شرایط کلͬ بازسازی قدیمͬ آپارتمان شده بازسازی اʹشپزخانه
نشیمن اندازه متر ١٢ تا ٩ متر ٣٠ تا ٢۴ متر ١٢ تا ٩

ماه در اجاره تومان ٢٢۵٠٠٠٠ تومان ۵۴٠٠٠٠٠ تومان ٣۶٠٠٠٠٠

١٧Choice based conjoint model
١٨Discrete choice



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ٢٠
دسته های ͬ توان، م و است OLS روش مشابه مفهومͬ طور به مدل این در برآورد روش
مناسب (MNL) چندگانه١٩ ΁لجستی مدل چندتایی مدل برای کرد. انتخاب چندتایی و دوتایی

است.

تطبیقͬ مدل ۴ . ۵ . ١
روش این است. متقارن تحلیل برای معمولͬ روش با مطمئن پردازش ΁ی تطبیق٢٠ͬ مدل
برای برآوردی توان مͬ دسترس در اطلاعات با که است مراحل از مجموعه ای شامل مدل بندی
واقعͬ دنیای اولویت های برای پیش گویی بهترین و کرد تعیین بخش ارزشͬ شده مصرف موارد
استفاده ͅ ها پاس اطلاعات مجموعه به متکͬ متقارن تحلیل ΁ی از روش این در داشت. را

ͬ کنیم. م ارائه را (٢٠١٠) کانینگهام از تطبیقͬ متقارن تحلیل مراحل ادامه در ͬ کنیم م
رتبه بندی اهمیت ترتیب به ویژگͬ سط͹ های و ͅ ها پاس مرحله این طول در :١ مرحله
رتبه بندی ͬ توان م که را آپارتمان مثال سطوح ͬ های ویژگ از ی΄ͬ ١ . ٨ جدول ͬ شود. م

ͬ دهد. م نشان کرد،
آپارتمان مثال در انطباقͬ متقارن تحلیل روش اول مرحله :١ . ٨ جدول

آپارتمان: شرایط
کلͬ بازسازی □

شده بازسازی آشپزخانه □
قدیمͬ آپارتمان □

ͬ شود. م تعیین مشتری) ͺپاس) ١ مرحله در ͬ ها ویژگ سطوح مرحله این در :٢ مرحله
ͬ دهد. م نشان آپارتمان مثال در را دوم مرحله ١ . ٩ جدول

١٩Multinomial logistic model
٢٠Adaptive model



٢١ داده ها مجموعه روش طراحͬ
آپارتمان مثال در انطباقͬ متقارن تحلیل روش دوم مرحله :١ . ٩ جدول

شده: بازسازی آشپزخانه و کلͬ شده بازسازی
مهم خیلͬ خیلͬ □

مهم خیلͬ □
مهم □

نیست مهم □

صورت به دریافتͬ توصیفͬ کلͬ مشخصات ͺپاس اول مرحله دو اجرای از پس :٣ مرحله
است. شده آورده ١ . ١٠ جدول در که ͬ شود م اعمال جفتͬ مقایسات

آپارتمان مثال در انطباقͬ متقارن تحلیل روش ٣ مرحله :١ . ١٠ جدول
٢ ١

کلاس تا دقیقه ١٠ کلاس تا ٢٠دقیقه
متوسط سروصدا میزان آرام خیلͬ

ایمن خیلͬ متوسط ایمنͬ
شده بازسازی آشپزخانه کامل شده بازسازی

پا ٢٠ تا ١۵ نشیمن پا ١٢ تا ٩ نشیمن
تومان ۵۴٠٠٠٠٠ ماه در اجاره تومان ٣۶٠٠٠٠٠ ماه در اجاره

□ □

اولویت بندی مقدم ترند که سطوحͬ ͅ ها، پاس به توجه با مجموعه انتخاب برای حال
ͬ باشد. م ͅ ها پاس اولویت بندی شروع نقطه که دارد ارزیابی به نیاز ͺپاس هر و شده
مراحل شرایط در که سطوحͬ و ͬ ها ویژگ که است گونه ای به مرحله این شرایط همچنین
ͬ شوند م داده نشان ارزیابی برای ͬ مانده باق ͬ های ویژگ و ͬ روند م بین از نیستند پذیرفتنͬ
به است. خطر بدون اطمینان طول کاهش تطبیقͬ متقارن تحلیل روش مزیت بزرگترین
ͬ شوند نم آورده ندارند اهمیتͬ یا و دارند را اهمیت کمترین که سطوحͬ دقیق تر عبارت

ندارد. آن ها دادن ͺپاس به نیازی مشتری و



متقارن تحلیل مقدماتͬ مفاهیم ٢٢

ماکزیمم‐تفاوت مدل ۵ . ۵ . ١
ͬ دهند. م ترجیح را محصول کدام مشتریان که بداند است این به دنبال مطالعات برخͬ در محقق
ͬ ها ویژگ مقیاس اندازه اساس بر ͅ دهندگان پاس از شده مطرح پرسش های قبلͬ روش های در
که است این شده مطرح روش های اساسͬ مش΄ل ΁ی داشت. اهمیت سطوح اولویت و بوده
ͬ تواند نم ͬ خواهد م خودش که چیزی آن و (͹سط (بالاترین مقدار بیشترین بین ͅ دهنده پاس
ͬ کند. م رتبه بندی اهمیت کمترین به اهمیت بیشترین از را محصولات دوم روش کند. انتخاب
مقابل در محصولات این ترتیب ͬ پرسد م را مشخصه ͷپن یا چهار رتبه ͅ دهنده پاس وقتͬ
این مورد در بحث کند پیدا افزایش مشخصه ها تعداد اگر است. آسان نسبتا اولویت ترتیب
مشخصه ها اولویت کمترین و بیشترین بین تشخیص ͬ شود. م زیاد مختلف مشخصه های
که (مشخصه هایی میانͬ مشخصه های تشخیص اما است، آسان نسبتا ͅ دهندگان پاس برای
ͬ باشد. م مش΄ل است چ·ونه آن ها اولویت هستند) مشخصه کمترین و مشخصه بیشترین بین
هستند ی΄سان وزن دارای که مختلف مشخصه های بین اختلاف چه اگر (٢٠١١ (کوآل تری΄س،
از درستͬ ارزیابی است مم΄ن قبلͬ روش های نیستند ی΄سان وزن دارای که مشخصه هایی و
بیشتری شناسایی دقت و شود چیره چالش این به که ΁تکنی ΁ی ندهد. ͅ دهنده پاس ،ͺپاس
تحلیل (٢٠١٢ ،΁لنیس و (ایساکسون ͬ باشد. م ماکزیمم٢١ اختلاف مقیاس روش باشد داشته
که ͬ دهد م نشان را مختلف محصولات طبقه بندی از بسته هایی متفاوت ماکزیمم متقارن
استفاده هنگام در هدف ͬ کند. م بررسͬ و ارزیابی را اولویت کمترین و بیشترین سناریوی
داده نشان دی·ر مرتبه های با برابر مقدار هر که است این از اطمینان تجربی، طراحͬ این از
بدرستͬ اقلام مجموعه و نشان دی·ر مرتبه های مقدار با برابر مرتبه ها از جفت هر و ͬ شود، م
ͬ باشد. م متفاوت ماکزیمم مدل متقارن تحلیل برای مثال ΁ی ١ . ١١ جدول ͬ شود. م داده نشان

٢١Max-diff



٢٣ داده ها مجموعه روش طراحͬ
آپارتمان مثال در ماکزیمم اختلاف مدل داده های ارزیابی روش :١ . ١١ جدول

دارد؟ را محبوبیت کمترین کدام و بیشترین آپارتمان کدام
کمترین مشخصات بیشترین

□

دقیقه ١٠ مدرسه تا فاصله

□

آرام خیلͬ جای
ایمن منطقه

شده بازسازی آشپزخانه
متر ١٢ تا ٩ نشیمن

تومان ٣۶٠٠٠٠٠ ماه در اجاره

□

دقیقه ١٠ مدرسه تا فاصله

□

پرسروصدا خیلͬ جای
متوسط ایمنͬ نظر از منطقه

شده بازسازی کامل
متر ٣٠ تا ٢۴ نشیمن

تومان ۵۶٠٠٠٠٠ ماه در اجاره

□

دقیقه ٣٠ مدرسه تا فاصله

□

متوسط سروصدا نظر از
ایمن منطقه

شده بازسازی آشپزخانه
متر ١٢ تا ٩ نشیمن

تومان ۵۶٠٠٠٠٠ ماه در اجاره

□

دقیقه ٢٠ مدرسه تا فاصله

□

آرام خیلͬ جای
ایمن منطقه
قدیمͬ خانه

متر ١٢ تا ٩ نشیمن
تومان ۵۶٠٠٠٠٠ ماه در اجاره

روش این خصوص در توضیح برای که است توصیفͬ خود روش متقارن تحلیل مدل آخرین
کرد. مراجعه (٢٠١١) کوآل تری΄س به ͬ توان م





٢ فصل
برآورد روش های

مقدمه ٢ . ١

ͬ گیرد. م قرار توجه مورد آمده به دست روابط تحلیل و متغیرها بین روابط تعیین رگرسیون، در
با سی·ار سرانه مصرف آیا که بدانیم ͬ خواهیم م کنید فرص رگرسیون، از مثالͬ عنوان به
قیمت متوسط و کل درآمد از دستمزد سهم تحصیلات، ͹سط سرانه، درآمد نظیر متغیرهایی
متغیر بر متغیر ΁ی تغییرات اثر چ·ونگͬ بخواهیم است مم΄ن یا خیر. یا دارد رابطه سی·ار
معادله ΁ی به صورت شده ذکر متغیرهای با سی·ار مصرف بین رابطه کنیم. بررسͬ را دی·ر
(توضیحͬ) پیش·و متغیر چند یا ΁ی به را سی·ار) (مصرف وابسته متغیر که است ال·ویی یا
ͬ توانند م پیش·و متغیرهای ولͬ است پیوسته ،ͺپاس متغیر خطͬ رگرسیون در ͬ کند. م مربوط
متوسط برحسب وابسته متغیر سی·ار، مصرف مثال در باشند. رسته ای یا گسسته پیوسته،
محاسبه سال ΁ی طول در سرانه مبنای بر استان ΁ی در فروخته شده سی·ار بسته های تعداد
΁ی در ͬ باشند. م بالا در شده ذکر اقتصادی‐اجتماعͬ متغیرهای پیش·و، متغیرهای و ͬ شود م
ͬ دهند. م نشان Xp, · · · , X٢, X١ با را پیش گو متغیر و Y با را ͺپاس متغیر رگرسیونͬ، معادله

شود. مراجعه (١٣٨٧) نیرومند به بیشتر اطلاعات برای



برآورد روش های ٢۶

چندگانه خطͬ رگرسیون ٢ . ٢
است زیر صورت به عموما چندگانه١ خطͬ رگرسیون مدل

Yi = β١Xi١ + β٢Xi٢ + · · ·+ βpXip, i = ١,٢, · · · , n (٢ . ١)
رگرسیونͬ ضریب βj و iام، نمونه در jام توضیحͬ متغیر Xij iام، وابسته متغیر Yi آن در که

ͬ باشد م زیر خاصیت دارای که است iام تصادفͬ خطای εi و j = ١,٢, · · · , p jام،
E(εi) = ٠, Var(εi) = σ٢, Cov(εi, εj) = ٠, i ̸= j = ١,٢, · · · , n.

شود فرض که نیست لازم رگرسیونͬ، ضرایب OLS برآورد کردن پیدا برای که داشت توجه باید
ͬ کند. م پیروی نرمال توزیع از رگرسیونͬ خطای بردار

داد. نشان نیز زیر ماتریسͬ به صورت ͬ توان م را (١.٢) چندگانه خطͬ رگرسیونͬ مدل
Y = Xβ + ε (٢ . ٢)

آن در که

Y =


Y١
Y٢...
Yn

 ، X =


X١١ X١٢ · · · X١p
X٢١ X٢٢ · · · X٢p... ... ... ...
Xn١ Xn٢ · · · Xnp

 = [x١,x١, · · · ,xn]
⊤

آن در که

ε =


ε١
ε٢...
εn

 . ، β =


β١
β٢...
βp

 ، xi =


Xi١
Xi٢...
Xip


به دست زیر به صورت خطا دوم توان های مجموع کردن کمینه روش از β پارامتر OLS برآورد

است) معکوس پذیر X⊤X کنیم (فرض ͬ آید م

β̂ = (X⊤X)−١X⊤Y.

خطا، مؤلفه واریانس کاربردی مسائل اغلب در است. آمده ١.٣.٣ بخش در برآورد جزئیات
خطا واریانس مسائل این گونه در دارد. وجود همبستگͬ خطا، مؤلفه های بین بل΄ه نبوده σ٢In

است. n× n متقارن ماتریس ΁ی V آن در که بوده σ٢V به صورت
١Multiple regression



٢٧ تعمیم یافته خطͬ ال·وی
در که ،Var(ε) = σ٢V و E(ε) = ٠ به صورت (١.٢) رگرسیون مدل فرض های حالت دراین

است زیر به صورت OLS معیار حالت این در ͬ کند. م تغییر است، متقارن ماتریس ΁ی V آن
(Y −Xβ)⊤V−١(Y −Xβ)

ͬ آید. م بدست زیر به صورت β پارامتر OLS برآوردگر و

β̂ = (X⊤V−١X)−١X⊤V−١Y

تعمیم یافته خطͬ ال·وی ٢ . ٣
رگرسیون کلͬ ال·وی از خاصͬ حالت مدل این ب·یرید. نظر در را (١.٢) خطͬ رگرسیون مدل

Y = f(X,β) + ε (٢ . ٣)
(١.٢) رابطه در نمود. تعریف (٣.٢) رابطه در f(X,β) برای ͬ توان م مختلفͬ توابع است.
در که نمود فرض β١exp{β٢X} صورت به را f(X,β) ͬ توان م است. Xβ صورت به f(X,β)

ش΄ل به غیرخطͬ رگرسیون ال·وی صورت این
Y = β١exp{Xβ٢}+ ε

β٢ و β١ پارامترهای به نسبت مدل این ͬ شود م ملاحظه که همان طور که ͬ آید. م به دست
اساس بر ͬ گیرند. م نظر در نرمال رگرسیون، مدل در را خطاها توزیع اغلب نیست. خطͬ

(٣.٢) رابطه
E [Y | X = x] = E [Y = f(x,β) + ε] = f(x,β)

خطͬ رگرسیون مدل در ͬ شود. م نامیده رگرسیون ال·وی انتظار تابع f(x,β) آن در که
نیز غیرخطͬ ͬ تواند م f(x,β) کلͬ حالت در اما است، β از خطͬ تابعͬ انتظار، مورد تابع این
نسبت انتظار مورد تابع جزئͬ مشتق های از ی΄ͬ حداقل غیرخطͬ رگرسیون ال·وی در باشد.

است. وابسته پارامترها از ی΄ͬ به پارامترها به
به صورت را f(x,β) تابع (٣.٢) رگرسیون ال·وی مثال عنوان به

f(x,β) = β٠ +
k∑

j=١
βjxj

ش΄ل به تابع این جزئͬ مشتق های ب·یرید. نظر در
∂f(x,β)

∂βj
= xj , j = ١,٢, · · · , p



برآورد روش های ٢٨
نیستند. مجهول پارامترهای از تابعͬ جزئͬ، مشتق های حالت این در کنید توجه ͬ آید. م بدست

زیر غیرخطͬ رگرسیون ال·وی دی·ر مثال عنوان به

Y = β١ exp{Xβ٢}+ ε

به صورت β٢ و β١ به نسبت f(x,β)ͬجزئ مشتق های ͬ گیریم. م نظر در را
∂f(x,β)

∂β١
= exp{xβ٢}

∂f(x,β)

∂β٢
= β١ exp{xβ٢}

هستند، β٢ و β١ مجهول پارامترهای از توابعͬ جزئͬ مشتق های که آن جایی از ͬ آید. م دست به
ͬ باشد. م غیرخطͬ ال·و این

توزیع از Y ͺپاس متغیر که ͬ شود م فرض غیرخطͬ و خطͬ رگرسیون مدل های در معمولا
نیست. تایید مورد لزوما فرضͬ، چنین از استفاده واقعیت در حالاتͬ اما ͬ کند. م پیروی نرمال
یا عیب ها شمارش با اغلب مثلا باشد. شمارشͬ نوع از گسسته ،ͺپاس متغیر کنید فرض
طبیعͬ پدیده های وقوع با حتͬ و خاص امراض با بیمارانͬ آسیب ها، چون نادری پیشامدهای
ͺپاس متغیر ΁ی دی·ر حالت ͬ شویم. م مواجه آن به وابسته طوفان های و زمین لرزه ها قبیل از
صفر (یعنͬ ش΄ست یا موفقیت ،ͺپاس متغیر آن ها در که مطالعاتͬ مانند باشد دودویی ͬ تواند م
متداول نسبتا مهندسͬ و علوم زمینه های تمام در تقریبا که ͬ شود، م گرفته درنظر (΁ی یا
نرمال فرض اما است، پیوسته آن ها در ͺپاس متغیر که دارند وجود نیز زیادی موارد هستند.
اجزاء زوال زمان و م΄انی΄ͬ اجزاء در فشارها توزیع مثال عنوان به است. غیرواقعͬ کاملا بودن
معمولا و بوده نامنفͬ ͅ ها پاس نوع این ͬ کند. نم پیروی نرمال توزیع از سیستم ها یا ال΄ترونی΄ͬ

ͬ دهند. م نشان را جدی راست به چوله رفتار ΁ی
ͺپاس داده های به رگرسیون ال·وهای برازش برای (GLM) تعمیم یافته٢ خطͬ مدل های
این است. نمایی خانواده از ͺپاس متغیر توزیع آن در که شده اند داده توسعه متغیره تک
دوجمله ای هندسͬ، پواسون، دوجمله ای، نرمال، مانند مهم توزیع های از بسیاری خانواده

به صورت تعمیم یافته خطͬ مدل ͬ شود. م شامل را گاما و نمایی منفͬ،
g[E(Y | X = xi)] = x⊤

i β

دارد: جزء سه تعمیم یافته خطͬ ال·وی هر ͬ شود. م داده نشان
ͬ شود) م نامیده خطا ساختار اوقات گاهͬ (که ͺپاس متغیر توزیع ١

ͬ شود م شامل را توضیحͬ متغیرهای که خطͬ پیش گوی ٢
٢Generalized linear model



٢٩ تعمیم یافته خطͬ ال·وی
ͬ کند. م مربوط ͺپاس متغیر میانگین به را خطͬ پیش·وی که g(.) پیوند تابع ٣

نرمال ͺپاس توزیع ͬ گیریم. م نظر در را (١.٢) معادله در خطͬ رگرسیون ال·وی مثال برای
یعنͬ است g(α) = α پیوند تابع و Xβ خطͬ پیش گوی بوده،

g[E(Y | X = x)] = β١x١ + β٢x٢ + · · ·+ βkxk

است. GLM کلاس از عضوی (١.٢) معادله در استاندارد خطͬ رگرسیون ال·وی بنابراین،
به شود. شامل نیز را غیرخطͬ ال·وی ΁ی ͬ تواند م GLM ΁ی ،g(.) پیوند تابع انتخاب براساس

آن گاه شود استفاده g(α) = ln(α) ل·اریتمͬ پیوند تابع از اگر مثال، عنوان
E(Y | X = x) = exp{β١x١ + β٢x٢ + · · ·+ βkxk}

کرد تلقͬ غیرخطͬ و خطͬ ال·وهای ی΄سان ساز عنوان به ͬ توان م را تعمیم یافته خطͬ ال·وی
ال·و برازش و ͬ دهد م ارتباط هم به را غیرنرمال و نرمال ͺپاس توزیع های از خانواده ΁ی که
نرم افزارهای که، آنجایی از هم چنین ͬ دهد. م انجام مشترک چارچوب ΁ی در را استنباط و
دسترس در وسیعͬ به طور روش این ͬ کنند، م حمایت ی΄سان سازی روی΄رد این از که رایانه ای
GLM ال·وهای اولیه کاربرد ͬ که حال در ترتیب، این به است. گردیده رایج آن  از استفاده و بوده
به نیز مهندسͬ و علوم زمینه های سایر در ͬ گردد، برم داروسازی صنایع و زیستͬ علوم به

یافته اند. گسترش سرعت
ͺپاس ١.توزیع ͬ گردد: م مطرح مهم مورد دو تعمیم یافته خطͬ ال·وهای مفهوم به توجه با
ال·وهای که آن جایی از ͬ کند. م مربوط رگرسیون از متغیرهایی به را ͺپاس میانگین که ٢.ال·ویی
از مستقل مورد دو این هستند، مناسب تر توزیع ها سایر به نسبت توزیع ها از بعضͬ برای معین
ͬ شود م استفاده آن برای برنولͬ توزیع باشد دودویی ͺپاس اگر مثال، برای ͬ باشند. نم ی΄دی·ر
شمارشͬ ͺپاس اگر این، بر علاوه است. ΁ی و صفر بین مقداری توزیع این ریاضͬ امید که
باشد، نامنفͬ مقداری باید پواسون توزیع پارامتر که ͬ شود. م استفاده پواسون توزیع از باشد،

ͬ کند. م ایجاد منفͬ مقادیر پارامتر این برای که کرد استفاده مدلͬ از ͬ توان نم پس
ب·یرید. نظر در پواسون و دوجمله ای مدل های از تعمیمͬ عنوان به را زیر ساختار اکنون
هم چنین باشند. µn, · · · , µ٢, µ١ میانگین های دارای Yn, · · · , Y٢, Y١ ͺپاس مشاهدات کنید فرض
باشد برقرار زیر پیوند تابع طریق از Y ͺپاس متغیر و η = Xβ خطͬ پیش·وی بین ارتباط

نمود اشاره زیر موارد به ͬ توان م معروف پیوند توابع از است. i = ١,٢, · · · , n که ηi = g(µi)

همانͬ: پیوند .١
ηi = µi

ͬ رود. م به کار نرمال توزیع های برای که
:΁لجستی پیوند .٢

ηi = ln(
p

١ − p
)



برآورد روش های ٣٠
ͬ شود. م استفاده دوجمله ای توزیع برای پیوند این از که

ل·اریتمͬ: پیوند .٣
ηi = ln (µi)

ͬ کند. م بیان را پواسون توزیع یافته تعمیم خطͬ ال·وی که
وارون: پیوند .۴

ηi =
١
µi

برد. به کار نمایی و گاما توزیع های برای ͬ توان م را
پروبیت: پیوند .۶

ηi = Φ−١[E(yi)]

ͬ دهد. م نشان را استاندارد نرمال تجمعͬ توزیع تابع Φ(.) آن در که
م΄مل ΃ل‐΃ل پیوند .٧

ηi = ln[ln[١ − µi]]

توانͬ خانواده پیوند .٨

ηi =


µλ
i λ ̸= ٠

ln[µi] λ = ٠
باید حال، این در ͬ گردد، م تلقͬ ͺپاس از تبدیلͬ انتخاب مشابه نوعͬ به پیوند تابع انتخاب
΁ی برخلاف داده ها. نه است جامعه میانگین از تابعͬ پیوند، تابع که نمود توجه نکته این به
استفاده که همان طور عینͬ به طور ͬ کند. م استفاده ͺپاس توزیع ویژگͬ از پیوند تابع تبدیل،
انتخاب های آورد، بار به خطͬ ال·وی برازش در را مش΄لاتͬ ͬ تواند م درست تبدیل ΁ی از نکردن

شود. منجر تعمیم یافته خطͬ ال·وی ΁ی در مش΄لاتͬ به ͬ تواند م نیز پیوند تابع نادرست
از ͺپاس متغیر مدل سازی در ͬ توان م که دارد وجود رگرسیون ها از بی شماری صورت های
مناسب ترین شرایط آن در است خاصͬ شرایط و اهمیت دارای کدام هر که کرد استفاده آن ها

ͬ بریم. م نام رگرسیونͬ مدل چند ادامه در هستند. دارا را خود کارایی
وابسته متغیر ΁ی و (پیش·و) مستقل متغیر ΁ی رابطه بررسͬ به ساده: خطͬ رگرسیون •

ͬ شود. م پرداخته (ͺپاس)
خطͬ رگرسیون، مدل یابد، افرایش پیش·و متغیرهای تعداد اگر چندگانه: خطͬ رگرسیون •

است. شده تعریف (٢.٢) رابطه در که ͬ شود. م نامیده چندگانه



٣١ تعمیم یافته خطͬ ال·وی
و موفقیت بر مبنͬ رویداد احتمال یافتن برای ΁لجستی رگرسیون :΁لجستی رگرسیون •

صورت به GLM خانواده عضو رگرسیونͬ مدل این پیوند تابع ͬ رود. م به کار ش΄ست

logit(p) = ln

(
p

١ − p

)
= Xβ =

k∑
j=١

xiβj , i = ١,٢, · · · , n

آن در که ͬ شود م تعریف
p = P (yi = ١ | X = x) =

exp{β١x١,i + · · ·+ βkxk,i}
١ + exp{β١x١,i + · · ·+ βkxk,i}

.

΁ی از بیش وابسته متغیر که ͬ شود م گفته حالتͬ به چندگانه: ΁لجستی رگرسیون •
مخاطبان که ͬ شود م موجب عواملͬ چه که ببینیم بخواهیم اگر نمونه برای دارد. ͹سط
رگرسیون از کنند انتخاب دیدن برای را سه یا دو یا ΁ی شب΄ه های از ΁ی کدام تلویزیونͬ،
متغیر عنوان به مختلف عوامل مثال، این در ͬ کنیم. م استفاده چندگانه ΁لجستی
سه وابسته متغیر این ͬ شود. م شناخته وابسته متغیر عنوان به شب΄ه انتخاب و مستقل

سه). یا دو ،΁ی شب΄ه ها از ی΄ͬ (استفاده است خیر یا بله آن ͺپاس که دارد ͹سط
توان اگر گوییم چندجمله ای رگرسیون را رگرسیون مدل ΁ی چندجمله ای: رگرسیون •

رابطه مثلا باشد. ΁ی از بیش مستقل متغیرهای از ی΄ͬ
y = β٠ + β١x+ β٢x٢

مناسب ترین رگرسیون، روش این در ͬ دهد. م نشان را چندجمله ای رگرسیون مدل ΁ی
رسم نقاط با متناسب که است منحنͬ ΁ی بل΄ه نیست مستقیم خط برازش، ال·وی

ͬ شود. م
که است رگرسیونͬ تحلیل و تجزیه برای عمومͬ خطͬ مدل ΁ی پواسون: رگرسیون •
مدل این ͬ شود. م استفاده احتمالات جدول ها و شمارش قابل داده های مدل برای
دارای Y ͺپاس متغیر ͬ کند م فرض پواسون رگرسیون است، GLM خانواده به متعلق
شناخته نیز ل·اریتمͬ خطͬ مدل عنوان به پواسون رگرسیونͬ مدل است. پواسون توزیع
به گیرند. قرار استفاده مورد احتمالاتͬ جدول مدل های ͬ که هنگام ویژه به ͬ شود، م
به اصطلاح و باشد کم مدل سازی فرآیند برای وابسته متغیر فراوانͬ که زمانͬ دی·ر، بیان
توانایی معمولͬ مدل های حالت این در باشند صفر فراوانͬ دارای شده مشاهده داده های
نرمال توزیع فرض امر این اصلͬ دلیل ندارد. را وابسته متغیر فراوانͬ مناسب پیش بینͬ
در گیرد. قرار استفاده مورد ͬ تواند م پواسون رگرسیونͬ مدل شرایط این در است داده ها

صورت به ͺپاس متغیر پواسون رگرسیون
log(E(Y | X = x)) = xβ



برآورد روش های ٣٢
ͬ توان م ،X پیش·و متغیرهای و β پواسون رگرسیون پارامتر بردار داشتن با ͬ شود. م مدل

آورد به دست زیر صورت به را پیش بینͬ
E(Y | X = x) = exp{xβ}

متغیر روی بر مستقل متغیرهای یا متغیر تاثیر رتبه ای رگرسیون در رتبه ای: رگرسیون •
ͬ شود. م مدل بندی دارد، رتبه ای و مختلف سطوح که وابسته ای

خیر) یا (بله باشد داشته حالت دو وابسته) (متغیر ͺپاس ͬ که هنگام پروبیت: رگرسیون •
رگرسیون مدل از باشد، حالت دو این پیش بینͬ در توضیحͬ متغیر شدت بررسͬ هدف و
و GLM مدل های رده خصوص در بیشتر اطلاعات برای ͬ شود. م استفاده پروبیت

ببینید. را (١٩٨٩) نلدر و کولاک ΁م آن کاربردهای

برآورد روش ۴ . ٢
برآورد فرآیند شوند، جمͽ آوری داده ها خاصͬ آزمایش های طرح از استفاده با اینکه محض به
داده های از بخش‐ارزشͬ ابزارهای آوردن به دست روش به اشاره فرآیند این ͬ شود. م آغاز
برآورد برای را رهیافتͬ ͬ خواهیم م که هنگامͬ .(٢٠١١ (کوآل تری΄س، دارد شده جمͽ آوری
و گرین شود. گرفته نظر در باید وابسته) (متغیر ͺپاس متغیر ش΄ل ب·یریم، نظر در پارامترها
مقیاس پذیر ͅ های پاس (١) دسته سه به را برآورد مختلف رهیافت های (١٩٧٨) ͬ واسان سیرین
تقسیم شده۵ جفت مقایسه ای ͅ های پاس (٣) فاصله ای۴و مقیاس پذیر ͅ های پاس (٢) مرتب٣،

نموده اند.

مرتب مقیاس پذیر ͅ های پاس ١ . ۴ . ٢
به رود کار به مرتب مقیاسͬ ͅ های پاس با داده ها برای ͬ تواند م که برآورد روش های از برخͬ

هستند زیر صورت

ی΄نوا واریانس تحلیل
بخش‐ تابع به که است (MONANOVA) ی΄نوا۶ واریانس تحلیل رهیافت روش، ابتدایی ترین
کروس΄ال٧ MONANOVA روش به روش این از مطالعات از برخͬ در است. شده محدود ارزشͬ

٣Ordinally scaled responses
۴Interval scaled responses
۵Paired comparison responses
۶Monotone analysis of variance
٧Kruskal’s monotone analysis of variance



٣٣ برآورد روش
از استفاده با داده ها که ͬ شود م این به منجر ی΄نوا تبدیل ΁ی ͬ شود. م برده نام نیز (١٩۶۵)
را حقیقت این اساسا روش این شوند. تبدیل باشد غیرصعودی یا غیرنزولͬ ͬ تواند م که تابعͬ
دوم توان مجموع ͬ تواند م ͺپاس متغیرهای روی ی΄نوا تبدیل های از استفاده که ͬ کند م بیان

کند. کمینه را (RSS) ͬ مانده ها٨ باق

اولویت نگاشت
مورد در ارزشمند اطلاعات از تصویری تا ͬ کند م سعͬ (PREFMAP) اولویت٩ نگاشت رهیافت
شده نگاشت داده های که هنگامͬ دهد. نشان را متغیر هر به مربوط ͅ های پاس از ΁ی هر
محصول، ͬ های ویژگ چ·ونه که ͬ کند م ΁کم تصویرسازی ͬ کنیم، م مقایسه جدول ها با را
بین ارتباط از روشن تصویری نمودار ͬ دهد. م قرار تاثیر تحت را مصرف کنندگان ͅ های پاس
محصولات این مصرف کنندگان اولویت بندی دیدگاه از آن ها از ΁ی هر تفاوت و محصولات

ببینید. را (١٩٩٩) هم΄اران و ال مور بیشتر جزئیات برای ͬ دهد. م نشان

LINMAP
و تجزیه برای خطͬ برنامه ریزی برآورد روش ایده آل، نقطه توابع برآورد برای روش بهترین
سایر که جایی در خطͬ برنامه ریزی ΁ی از روش این زیرا است. اولویت ها١٠ بعدی چند تحلیل
ͬ واسان، سیرین و (گرین ͬ کند م استفاده ͬ گیرند م بهره ΁کلاسی محاسباتͬ روش از تکنی΁ ها
ͬ که حال در است پارامترها سراسری١١ بهینه مقدار به دستیابی روش این دی·ر مزیت .(١٩٧٨
از محقق ͬ که صورت در ندارد. وجود پارامترها این به دستیابی برای ضمانتͬ دی·ر روش های در
ͬ تواند م مثلا کند اضافه مدل به را خاصͬ محدودیت های ͬ تواند م باشد، برخوردار قبلͬ دانش
بیشتری ی΄نوایی به ͬ توانند م بخش‐ارزشͬ توابع یا کند محدود نامنفͬ مقادیر به را وزن ها

ͬ کند. م پیدا افزایش برآوزدها دقت گذشته دانش محدودیت های افزودن با شوند محدود

فاصله ای مقیاس پذیر ͅ های پاس ٢ . ۴ . ٢
برآورد روش چهار ،΁کلاسی متقارن تحلیل مطالعات است، فاصله ای ͅ ها، پاس مقیاس ͬ که زمان

از عبارت اند برآورد روش های ͬ کند. م بیان بخش‐ارزشͬ مقادیر برآورد برای را
است) برآورد در شده استفاده روش (رایج ترین OLS رگرسیون .١

(MSAE) خطاها١٢ قدرمطلق مجموع کمترین رگرسیون .٢
٨Residual sum of squares
٩Preference maping

١٠Linear programming for multi dimen analysis of preference
١١Global
١٢Minimum sum of absolute errors



برآورد روش های ٣۴
پنهان١٣ کلاس رگرسیون .٣

سلسله مراتبی١۴ بیز رگرسیون .۴
نیز فاصله ای مقیاس از متفاوت ͅ های پاس با دی·ر مدل های برای ͬ تواند م آخری برآورد روش

رود. کار به

معمولͬ دوم توان های کمترین رگرسیون
جهت به متقارن تحلیل مطالعات در که است برآورد روش های ͬ ترین اصل از ی΄ͬ OLS رگرسیون
متغیرها از زیادی تعداد با ͬ تواند م روش این همچنین ͬ رود. م به کار دارد که ساده ای کاربرد
رگرسیون دهد. ارائه پارامترها برآورد برای استاندارد خطاهای و شود مواجه آن ها سط͹ های و
متغیر بین درست ارتباط تا ͬ کند م استفاده نمونه داده های از که است آماری روش ΁ی OLS

کند. برآورد را (X) مستقل متغیر ΁ی و (Y ) وابسته
برای را بخش‐ارزشͬ ابزارهای از مجموعه ای روش این متقارن، تحلیل مطالعه ΁ی در
بخش‐ مقادیر میانگین یافتن با ͬ آورد. م به دست نفر هر برای شده انتخاب ویژگͬ از ͹هرسط
به طور تجمیع شده برآوردهای و ͬ آید م بدست تجمیع شده مدل ͅ ها، پاس همه روی ارزشͬ
همچنین مدل ͬ شود م برده به کار ͅ ها پاس همه روی ضعیف مساوی به طور یا خوب مساوی
از ͬ گیرد م به کار نیز را آن ها خود، تفسیر در شده مشاهده متغیرهای اثرات گرفتن نظر در با
تغییرات که زمانͬ اما ͬ شود م استفاده منطقͬ دقیق برآورد به دست یابی منظور به مدل این
این بررسͬ برای شود زیاد ͬ تواند م نیز مدل خطای دارد وجود ͅ دهندگان پاس بین زیادی
توسط پیتزا روی مواد انتخاب ساده ی مثال ͅ دهندگان پاس بین (ناهم·ونͬ) تجانس١۵ عدم
دی·ر نیمͬ و دارند دوست را زیتون مشتریان از نیمͬ کنید فرض ب·یرید. نظر در را مشتریان
ͬ کنیم م پیدا دست حقیقت این به OLS برآورد روش بردن به کار با ندارند زیتون به علاقه ای
پیتزا روی زیتون وجود عدم یا وجود مشتریان که ͬ دهند م نشان شده تجمیع برآوردهای که
که مشتریانͬ ͬ باشد. نم درست نتیجه ای چنین قطعا که حالͬ در ͬ دانند نم اهمیت با خیلͬ را
را باشد داشته وجود زیتون آن روی که پیتزایی قطعا ندارند، دوست را زیتون داده اند ͺپاس
آش΄ار به خوبی را مشاهدات بین تجانس عدم دقیق بررسͬ لزوما مثال این ͬ کنند نم خریداری

ͬ کند. م

پنهان کلاس رگرسیون
اطلاعاتͬ او این که و دارد وجود مشاهدات از متفاوت مجموعه دو ͬ داند م محققͬ که کنید فرض
هر جداگانه تحلیل و تجزیه با کند. شناسایی را گروه ها این ͬ تواند م آن ها براساس که دارد

١٣Latent class regression
١۴Hierarchical Bayes regression
١۵heterogeneity



٣۵ برآورد روش
به ͬ تواند م پنهان کلاس رگرسیون مدل آورد. به دست دقیقͬ برآوردهای ͬ تواند م محقق گروه
که است این دارد وجود که تفاوتͬ تنها شود. توصیف OLS روش از ساده تغییر ΁ی عنوان

(٢٠٠۶ (دی سربو، ͬ شود م برده به کار افراد عضویت روی شرطͬ صورت به OLS برآورد

خطا قدرمطلق مجموع کمینه رگرسیون
ͬ شود م استفاده زمانͬ اغلب که است روشͬ (MSAE) خطا قدرمطلق مجموع کمینه رگرسیون
به خطاها قدرمطلق مجموع موارد، برخͬ در است. ناکافͬ یا نامناسب OLS رگرسیون که
از استوارتر١۶ حتͬ برآورد روش این است. دوم درجه تابع از رضایت بخش تری رهیافت سادگͬ
برآورد پارامترهای روی پیشین محدودیت های تا ͬ دهد م اجازه محقق به و است OLS روش
شده استفاده خطͬ برنامه ریزی که آنجایی از .(١٩٧٨ ͬ واسان، سیرین و (گرین دهد قرار شده

.(١٩٧۴ (رودمن، ͬ شود م داده قرار آسانͬ به شرط ها است،

(زوجͬ) جفت شده مقایسه ای ͅ های پاس ٣ . ۴ . ٢
که ͬ کنند م فرض برآورد روش های هستند، زوجͬ مقایسه های به مربوط ͅ ها پاس ͬ که هنگام
مدل های به را زوجͬ مقیاس های مدل ها این هستند مستقل آماری نظر از زوجͬ مقایسه های
دارای جفتͬ ͅ های پاس روش .(١٩٧٨ ͬ واسان، سیرین و (گرین ͬ دهند م ارتباط احتمالاتͬ
شرح مختصر به طور قبل قسمت های در آن ها مورد در که ͬ باشد م زیر صورت به مدل های

دادیم.
لجیت مدل .١

چندجمله ای ΁لجستی مدل .٢
پروبیت مدل .٣

١۶Robust





٣ فصل
ثابت اثرات با متقارن تحلیل

مقدمه ٣ . ١
هم΄اران و واتینک و (١٩٨٩) کاتین و واتینک توسط که مطالعاتͬ طبق متقارن تحلیل روش
است. برخوردار محبوبیت بیشترین از پایاپای مبادله مصرف کنندگان برای شد انجام (١٩٩۴)
دلیل دارد. را استفاده بیشترین هم تولیدکنندگان برای بازار جستجوی در روش این همچنین
به نسبت خاصͬ مدیریت که است این تولید کننده و مصرف کننده بین متقارن تحلیل محبوبیت
تولید کننده ΁ی از خاص برند ΁ی مصرف کننده، چرا مثلا دارد طرف دو هر از پیش آمده سوالات
در آن استفاده و متقارن تحلیل طراحͬ انتقالات نقل و مدل فصل این در ͬ کند. م انتخاب را
متقارن تحلیل بررسͬ با فصل این ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را ثابت١ اثرات مدل و بازار
دو با آخر در و بیان ثابت اثرات معمولͬ‐مدل روش ادامه در و ͬ شود م شروع نقل وانتقالات٢
SAS نرم افزار براساس مجموعه این برنامه های که آن جایی از ͬ پذیرد.  م پایان کاربردی مثال
این در است، پرداخته متقارن تحلیل به که دارد وجود R نرم افزار در بسته ΁ی تنها و است
دو هر دربرگیرنده مجموعه این تا کرده تحلیل R نرم افزار با را کاربردی مثال های از ی΄ͬ فصل

باشد. متقارن تحلیل این در پرکاربرد نرم افزار

١Approach - fixed effects model
٢Traditional



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ٣٨

انتقالات نقل و مدل ٣ . ٢
که ͬ شوند م روبرو زیادی تصمیمات با محصول ΁ی انتخاب برای (افراد) مصرف کنندگان امروزه
بدست اطلاعات تولیدکننده است. برخوردار زیادی اهمیت از تولید کننده برای تصمیمات این
اولویت بندی برای اطلاعات این کند. بازاریابی تا کرده جمͽ آوری را تصمیمات این از آمده
پسند بیشتر را موردی چه (افراد) مشتریان فهمید بتوان تا است مفید تولیدی محصول
مصرفͬ محصول و ͬ شود م بازار وارد که تازه ای محصول به نسبت مصرف کننده اگرچه ͬ کنند. م
یا باشد داشته را خود محبوبیت قبلͬ محصول است مم΄ن ͬ دهد، م نشان عکس العمل قبلͬ

ب·یرد. را قدمͬ محصول جای جدید محصول
استفاده (٣.۴.١ (بخش شد بیان ΁ی فصل در که بخش ارزشͬ اولویت مدل از روش ها این
ͅ ها پاس و ͬ شود، م استفاده OLS برآوردگر از ارزشͬ بخش ͬ های ویژگ برآورد برای ͬ کند. م
ͬ شود. م استفاده اولویت بندی برای که ͬ دهند م محصول به مشتریان که است امتیازاتͬ همان
اختیاری پارامتر ناهم·ونͬ برای که است حسابی ͽواق در OLS برآوردگر مزیت های از ی΄ͬ
از چون (١٩٩٩ اتر، و (فرویرس‐اسچیتر ͬ گیرد. م نظر در فردی مصرف کنندگان ͹سط برای
و ͬ باشد، م کیفͬ توضیحͬ متغیرهای و کمͬ ͅ ها پاس که است این طرح ماتریس ͬ های ویژگ
(فیچت ͬ شود م استفاده متقارن تحلیل برای بیشتر که است بخش ارزشͬ ساده مطالعه ΁ی این

.(٢٠١١ هم΄اران، و
بررسͬ به فصل ادامه در که است پیش·ویی قابلیت بهبود برای رگرسیونͬ مدل های گسترش
ضرایب ثابت اثرات این حقیقت در ͬ پردازیم. م ثابت اثرات با رگرسیونͬ مدل در متقارن تحلیل
ساختار بین اختلاف بتواند که شود ساخته گونه ای به باید مدل ΁ی ͬ باشد. م مدل رگرسیونͬ
ͅ های پاس چون دهد. شرح را است متفاوت آن ͅ های پاس که مشتریان بین انتخابی اولویت های
تاثیرات ͅ ها پاس از هرکدام پس ͬ شود م طبقه بندی اجتماعͬ مشخصه چندین براساس مختلف
است. برخوردار زیادی اهمیت از تاثیرت این بررسͬ و دارند، شده طراحͬ مدل بر گوناگونͬ
مطرح وچریستی΄س(١٩٩۴) الیسون توسط که مثال ΁ی ادامه، در موضوع بهتر درک برای
کردن اعتیاد ترک که افرادی زندگͬ ͬ خواهند م پزش΄ان مثال این در ͬ کنیم. م بررسͬ را شده

است. آمده ٣ . ١ جدول در شده طراحͬ ΁پزش ۴٧۵ توسط که پرسشنامه ای کنند. بررسͬ را



٣٩ انتقالات نقل و مدل
پزش΄ان پرسشنامه :٣ . ١ جدول

بسته ارائه معتادین، درمان حفظ و خروج مورد در پزش΄ان متفاوت نظر
شما که زندگͬ حفظ و درمان روش انواع کل در است. درمان

چیست؟ شرایط این در کنید طراحͬ نیستید مایل یا مایلید
١ تمایل بیشترین که گونه ای به میباشد هشت تا ΁ی از امتیازها

روش برای نفر چند از همزمان ͬ باشد. م ٨ درمان به تمایل کمترین و
ͬ شود. م ثبت آن ها رفتار و امتیازها که ͬ شود م استفاده شده طراحͬ درمان

□ ΁بیوتی ͬ آنت
□ خونͬ محصولات
□ مایعات رگͬ تزریق
□ واسوپرسور رگͬ تزریق
□ فیزی΄ͬ تهویه
□ کلیه دیالیز
□ باشد تزریقͬ تغذیه تمام
□ باشد لوله ای مایعات و تغذیه

کن ΁چ را پایین شرایط آنگاه بودند وابسته هم به افراد از دوتا یا ی΄ͬ اگر
ͬ شود نم طراحͬ پزش΄ͬ درمان

باشد مش΄ل یا اندازه ΁ی به ͬ ها طراح

استفاده با ٣ . ١ جدول در شده گفته درمانͬ روش نوع ٨ هر برای مصرف شده موارد برآورد
تنها متقارن، تحلیل این در باشید داشته توجه ͬ آید. م بدست معمولͬ متقارن تحلیل روش از
لحاظ تحلیل در پزش΄ان میان اختلافات و ͬ شود م گرفته نظر در درمانͬ روش های تفاوت
در نظرها اختلاف این بررسͬ و آن ها مختلف نظرات و پزش΄ان اختلاف ام΄ان ͬ شود. نم

ͬ شود: م گفته زیر در آن پایه عوامل که شده داده شرح (٢٠٠١) بوکنهولت

است. متفاوت ͬ دهند، م آن به پزش΄ان که اهمیتͬ و وزن طبق درمان هزینه •
ذکر را نیست روشن بینشان که درمان ͬ های ویژگ از خودشان ارزیابی اختلاف پزش΄ان •
همه ΁کم با تا کنند بیان را هست سؤال ΁پزش هر برای که ͬ هایی ویژگ آن (یعنͬ کنند
گفته سوال درباره مثال برای دهند. قرار دوباره مطالعه شامل یا و شود) ͽرف پزش΄ان

نیست. درمان اندازه اثرات مورد در که شده ای



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۴٠
بوسیله است مم΄ن یا باشد، همه جانبه یا معمولͬ صورت به درمان برای پزش΄ان آموزش •

کنند. استفاده راهنما عنوان به است خودشان بین که مختلفͬ ͅ های پاس

مشخصه ها در ارزیابی و رگرسیونͬ وزن های در پنهان تجانس عدم ͬ تواند م درمان در اختلاف این
اهمیت از تصادفͬ تاثیرات و ثابت تاثیرات مفهوم بین اختلاف فهمیدن ابتدا دهد. شرح را
در که ͬ دهد، م تش΄یل را آمیخته خطͬ مدل اثر نوع دو این ترکیب است. برخوردار حیاتͬ

ͬ پردازیم. م آن به بعدی فصل

ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش ٣ . ٣
ثابت محقق توسط و انتخاب هدفͬ ΁ی با که هستند پارامترهایی شامل ثابت اثرات با مدل ها
محقق توسط و ͬ شود م گرفته نظر در خطͬ ورودی ها ΁کلاسی خطͬ رگرسیون در ͬ شوند. م
راحت تر غالبا خطͬ غیر مدل کردن پیش بینͬ که ͬ دهند م نشان مطالعات ͬ شود. م ثابت
΁ی متقارن، تحلیل معمولͬ روش این در شود. زیاد مدل اریبی ͬ شود م باعث اما ͬ باشد م
گرفته نظر در ندارد همبستگͬ مختلف مشخصه های بین که فرد هر برای خطͬ رگرسیون مدل
کند. تعیین ͅ دهندگان پاس همه برای را پارامترها کلͬ میانگین ͬ تواند م مدل مجموع ͬ شود. م

است. (٢٠٠٧) ویچرن و جانسون از برگرفته عمدتا بخش این مطالب

΁کلاسی خطͬ رگرسیون مدل ٣ . ٣ . ١
متغیرهای از مجموعه ای پاسYͺبه وسیله مقدار پیش گویی برای ٣΁کلاسی خطͬ رگرسیون مدل
که کرد، مشاهده ͺپاس متغیر بر را توضیحͬ متغیرهای اثرات ͬ توان م و است X توضیحͬ
ماکزیمم و OLS روش به پارامترها برآورد ادامه در دادیم. شرح دوم فصل در را مورد این
ب·یرید نظر در زیرا خطͬ رگرسیون مدل منظور این برای ͬ دهیم. م شرح را (ML) درستنمایی۴

Y = Xβ + ε (٣ . ١)

X = (x١,x٢, · · · ,xn)
⊤, xi ∈ ،ͺپاس مؤلفه های برای Y = (Y١, Y٢, · · · , Yn)⊤ آن در که

ε = و رگرسیونͬ ضرایب بردار β = (β٠, β١, · · · , βp)⊤ توضیحͬ، متغیرهای بردار iامین ،Rp

است. تصادفͬ خطای مؤلفه های بردار (ε١, ε٢, · · · , εn)⊤

٣Classical linear regression model
۴Maximum likelihood



۴١ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
پارامتر برآورد

ستونͬ کامل رتبه با غیرتصادفͬ X ∈ Rn×(p+١) ،X ͬ کنیم م فرض خطͬ، رگرسیون مدل در
داریم عبارتͬ به است. ثابت واریانس و صفر میانگین با خطا بردار ε و بوده

E(ε) = ٠, Var(ε) = E(ε٢) = σ٢In

خواهد ی΄سان β و σ٢ پارامتر برای ML و OLS روش های به برآورد از حاصل نتایج صورت این در
بود.

:OLS روش •
تعیین را βها ،(RSS) ͬ مانده ها باق دوم توان های مجموع کردن مینیمم از استفاده با

آن: در که ͬ کنیم م
RSS(β) = ε⊤ε

=
n∑

i=١
(yi − β٠ − β١xi١ − · · · − βpxip)

٢

= (Y −Xβ)⊤(Y −Xβ)

= (Y⊤Y − ٢β⊤X⊤Y + β⊤X⊤Xβ).

ͬ شود م نتیجه دادن قرار صفر مساوی و β بردار به نسبت RSS(β) از مشتق گیری با
∂RSS(β)

∂β
= −٢X⊤Y + ٢X⊤Xβ = ٠

گرفت نتیجه ͬ توان م لذا
(X⊤X)β = X⊤Y

در و بوده معکوس پذیر X⊤X پس است ستونͬ کامل رتبه X ماتریس که آنجایی از حال
ͬ آید م بدست زیر صورت به β پارامتر بردار OLS برآوردگر نهایت

β̂ = (X⊤X)−١X⊤Y. (٣ . ٢)
زیرا است، نااریب β برای OLS برآورد

E(β̂) = E(X⊤X)−١X⊤Y

= (X⊤X)−١X⊤E(Y)

= (X⊤X)−١X⊤Xβ

= β



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۴٢
طرفͬ از

Var(β̂) = Var((X⊤X)−١X⊤Y)

= (X⊤X)−١X⊤Var(Y)X(X⊤X)−١

= (X⊤X)−١X⊤(σ٢In)X(X⊤X)−١

= σ٢(X⊤X)−١X⊤X(X⊤X)−١

= σ٢(X⊤X)−١.

΁کلاسی خطͬ رگرسیون مدل تحت باشد، نرمال توزیع دارای مدل خطای بردار اگر
است. زیر صورت به نرمال توزیع دارای OLS برآوردگر

β̂ ∼ Np+١(β, σ٢(X⊤X)−١). (٣ . ٣)
‐(p+ ١) نرمال آن توزیع دارد مؤلفه p+ ١ ،β̂ = (β̂٠, β̂١, · · · , β̂p)⊤ چون که کنید توجه
استفاده ͬ مانده ها باق از σ٢ نامعلوم پارامتر برآورد برای ترتیب این به ͬ شود. م بعدی

نوشت ͬ توان م ε̂ = Y −Xβ̂ و باشد σ٢ پارامتر OLS برآوردگر σ̂٢ اگر ͬ کنیم. م

σ̂٢ =
ε̂⊤ε̂

n− (p+ ١)
=

Y⊤[I−X(X⊤X)−١X⊤]Y

n− (p+ ١)
=

Y⊤[I−H]Y

n− (p+ ١)
و است خودتوان ماتریس ΁ی H = X(X⊤X)−١X⊤ ماتریس که

ε̂ = Y −Xβ̂

= Y −X(X⊤X)−١X⊤Y

= (I−H)Y ∼ Nn

(
(I−H)Xβ, (I−H)٢σ٢)

(I−H)٢ = (I−H) داریم و بوده خودتوان نیز (I−H) است، خودتوان H که آنجایی از
همچنین

(I−H)Xβ = Xβ −HXβ

= Xβ −Xβ

= ٠
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داریم بنابراین

(I−H)
١٢ ε̂
σ
∼ Nn(٠, ١)

لذا
ε̂⊤(I−H)ε̂

σ٢ ∼ χ٢

ͬ شود م نتیجه است خودتوان (I−H) که آنجایی از
Rank(I−H) = tr(I−H)

= n− tr[X(X⊤X)−١X⊤]

= n− tr[(X⊤X)−١X⊤X]

= n− tr[Ip+١]
= n− (p+ ١)

صورت این در
ε̂⊤ε̂

σ٢ ∼ χ٢
n−(p+١)

و
E

(
ε̂⊤ε̂

σ٢
)

= n− (p+ ١)
آخر در

E(σ̂٢) = E

(
ε̂⊤ε

n− (p+ ١)
)

= σ٢.

است. σ٢ برای نااریب برآوردگر ΁ی σ̂٢ که ͬ گیریم م نتیجه پس
:ML روش •

OLS برآوردگرهای باشد برقرار شد گفته پارامتر برآورد ابتدایی قسمت در که شرایطͬ اگر
است. (٢.٣) رابطه همان β پارامتر بردار ML برآوردگر یعنͬ ͬ شود. م ی΄ͬ ML و

است. OLS روش از متفاوت کمͬ ML روش از استفاده با آن تعیین و واریانس برآورد
از است عبارت درستنمایی تابع است، نرمال توزیع دارای Y چون

L(β, σ٢) = ١
(٢πσ٢)n٢

exp

{
−(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ)

٢σ٢
}

داریم درستنمایی تابع از ل·اریتم گیری با
logL = −n

٢ log(٢π)− n

٢ log(σ٢)− (Y −Xβ)⊤(Y −Xβ)

٢σ٢
= −n

٢ log(٢π)− n

٢ log(σ٢)− (Y⊤Y −Y⊤Xβ −X⊤β⊤Y +X⊤β⊤Xβ)

٢σ٢
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ͬ شود: م نتیجه σ٢ به نسبت مشتق گیری با

∂ logL

∂σ٢ = − n

٢(σ٢) −
(Y⊤Y −Y⊤Xβ −X⊤β⊤Y +X⊤β⊤Xβ)

٢σ۴

=
٢σ۴
n

[
− n

٢(σ٢) −
(Y⊤Y −Y⊤Xβ −X⊤β⊤Y +X⊤β⊤Xβ)

٢σ۴
]

= −σ٢ +
١
n
(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ)

مشتق دادن قرار صفر مساوی با است، منفͬ σ٢ به نسبت دوم مشتق که این به توجه با
ͬ شود. م حاصل زیر صورت به σ٢ پارامتر ML برآوردگر فوق
σ̂٢ =

ε̂⊤ε̂

n
, ε̂ = Y −Xβ̂.

هست. β پارامتر بردار ML برآوردگر β̂ آن در که

رگرسیونͬ پارامترهای برای آزمون ها
است ͺپاس متغیر پیش·ویی و پیش·و متغیرهای ارزیابی رگرسیونͬ تحلیل های از مهمͬ بخش
فرضیه آزمون برای کرد. استفاده فرضیه آزمون های از ͬ توان م پیش·ویی و ارزیابی این برای و

است. آمده ٣ . ٢ جدول در که ͬ شود م استفاده واریانس۵ تحلیل جدول از

واریانس تحلیل جدول :٣ . ٢ جدول
تغییر منبع SS دوم توان های مجموع آزادی درجه SS میانگین
رگرسیونͬ SSR = β̂XTY − ( ١

n
)Y T jY p− ١ MSR = SSR

p−١
خطا SSE = εTε = Y TY − bTXTY n− p MSE = SSE

n−p

کل SST = Y TY − ( ١
n
)Y T jY n− ١

طریق از که است رگرسیونͬ ضرایب بردارهای از بعدی (p+ ١)× ١ بردار ΁ی β̂ ٣ . ٢ جدول در
بزرگ خیلͬ SSR تغییرات اگر ͬ باشد. م ΁ی از n×n ماتریس ΁ی j و ͬ آید م به دست OLS روش

دارد. وجود گروه های بین ملاحظه ای قابل اختلاف که گفت ͬ توان م باشد،
کلͬ آزمون

ب·یرید: نظر در را زیر فرضیه های دسته
H٠ : β٠ = β١ = · · · = βp = ٠
H١ : βj ̸= ٠ ∀ j = ٠, ١, · · · , p

۵Analysis variance
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آماره از است. صفر مخالف βjها از ی΄ͬ حداقل که گرفت نتیجه ͬ توان م ͬ شود م رد H٠ وقتͬ
منبع صفر فرضیه تحت کرد. استفاده H٠ صفر فرضیه آزمون برای ͬ توان م F ∗ = MSR

MSE آزمون
ͬ باشد: م زیر توزیع های دارای تغییرات

SSR

σ٢ ∼ χ٢
p

SSE

σ٢ ∼ χ٢
n−(p+١)

درجه n− (p+١) و p با فیشر توزیع دارای آزمون آماره پس ͬ باشند م مستقل توزیع ها این چون
اگر فقط و اگر ͬ شود م رد صفر فرضیه است. آزادی

F ∗ > Fp,n−(p+١)(α)

بالایی بحرانͬ مقدار Fp,n−(p+١)(α) آن در که باشد، بحرانͬ مقدار از بزرگتر آزمون آماره یعنͬ
است. آزادی درجه n− (p+ ١) و p با F توزیع در α ͹سط

کم βjها تعداد که زمانͬ تکͬ ضرایب ͬ داری معن آزمون برای رگرسیونͬ ضرایب تکͬ آزمایش
است زیر به صورت فرضیه دسته حالت این در که ͬ               کنیم م استفاده t آزمون از باشد

H٠ : βj = ٠
H١ : βj ̸= ٠ ∀ j = ١,٢, · · · , p

است آزادی درجه n − (p + ١) با t‐استیودنت توزیع زیردارای آزمون آماره صفر فرضیه تحت
آن در که

t =
β̂j

S.e.(β̂j)

آزمون آماره مقدار قدرمطلق اگر ͬ شود م رد صفر فرضیه ͬ باشد. م β̂j استاندارد خطای Se(β̂j) و
توضیحͬ متغیرهای از مجموعه ای زیر آزمون باشد. بزرگتر α ͹سط در بحرانͬ مقدار از

دارند تاثیر ͺپاس متغیر پیش·ویی در که داده ها از مجموعه ای زیر از است مم΄ن اوقات گاهͬ
که متغیرهایی داد. انجام درستنمایی نسبت آزمون با ͬ توان م را کار این که شود استفاده
برچسب گذاری Xa+١, Xa+٢, · · · , Xp مانند ͬ شوند م آزمون ،ͺپاس بر آن ها تاثیر دیدن برای
صورت به نظر مورد آزمون فرضیه های دسته حالت این در (١٩٩٨ اسمیت، و ͬ شوند.(دراپر م

است زیر
H٠ : βa+١ = βa+٢ = · · · = βp

H١ : β(٢) ̸= ٠
آن در که

β(٢) = {βa+١, βa+٢, · · · , βp}

ندارد ͺپاس متغیر بر تاثیری شده برچسب گذاری متغیرهای آن گاه نشود رد صفر فرضیه اگر
ͬ شود. م صفر برابر دوم مجموعه زیر ضرایب چون
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به هم ضرایب بردار شده اند تقسیم مجموعه زیر دو به توضیحͬ متغیرهای که دلیل این به

ͬ شود م افراز زیر صورت به بردار زیر دو

X =
[
X(١)n×(a+١) | X(٢)n×(p−q)

]
,β =

β(١)(a+١)×١
β(٢)(p−q)×١


کرد بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را خطͬ مدل حالت این در
Y = Xβ + ε

= X(١)β(١) +X(٢)β(٢) + ε

از است عبارت درست مدل زیر باشد درست صفر فرضیه اگر
Y = X(١)β(١) + ε

داریم و شده تبدیل SSR(١) به SSR ،β(٢) = O که آنجایی از
SSR(١) = β̂

⊤
(١)X⊤

(١)Y.

ͬ شود م محاسبه اضافͬ دوم توان های مجموع براساس صفر فرضیه تحت درستنمایی آزمون
آن در که

اضافͬ توان های مجموع = SSR(١) − SSR

اگر ͬ شود م رد مدل این برای درستنمایی نسبت آزمون در صفر فرضیه بنابراین
SSR(١) − SSR⧸(p− q)

MSE
> F(p−q),(n−p−١)(α)

درجه (n− (p+ ١)) و (p− q) با F توزیع در α ͹سط بالایی بحرانͬ مقدار F(p−q),n−(p+١)(α) که
است. آزادی

شوینده ماده کاربردی مثال ٣ . ٣ . ٢
با رگرسیونͬ مدل ΁ی از استفاده با متقارن تحلیل انجام چ·ونگͬ تا داریم نظر در مثال این در
ͅ های پاس اولویت ͬ خواهد م کمپانͬ ΁ی دهیم. شرح کاربردی مثال ΁ی قالب در را ثابت اثرات
ارزیابی و بررسͬ مورد شوینده۶) (ماده تمیزکننده ΁ی ساختار مختلف ͬ های ویژگ برای را افراد
متقارن تحلیل انجام برای SAS نرم افزار از مثال این در .(٢٠٠۶ هم΄اران، و دهد(هایر قرار

ͬ شود. م استفاده
گرفته قرار بررسͬ مورد منطقه هفت در که هست محصول ١٨ دارای شوینده مواد این
متقارن تحلیل آزمایش انجام برای کرد. خواهیم بررسͬ ͅ دهنده پاس ٨۶ برای را تحلیل و
توسعه را محصول آنها تحقیق براساس دی·ر تیمͬ و ͬ کنند م بررسͬ را داخلͬ بازار تیم، ΁ی

است. آمده ٣ . ٣ جدول در که دارد وجود مختلف سطوح با ویژگͬ ۵ مثال این در ͬ دهند. م
۶Industrial cleaner
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شوینده ماده سطوح و ͬ ها ویژگ :٣ . ٣ جدول

سطوح ͬ ها ویژگ
١.مخلوط

محصول ٢.کنسانترهش΄ل
٣.پودر

کاربرد ۵٠ .١
کاربرد کاربردتعداد ١٠٠ .٢

کاربرد ٢٠٠ .٣
دارد .١ ͬ کننده ضدعفون نداردمواد .٢

هست .١ زیستͬ نیستتخریب پذیر .٢
تومان ٣۵٠٠ .١

تومانقیمت ۴٩٠٠ .٢
تومان ٧٩٠٠ .٣

شده معرفͬ ͬ شود م استفاده بازار ارزیابی برای که مهم مشخصه ١٨ تعداد ۴ . ٣ جدول در
مثلا است. آمده به دست کردیم تعریف که سطوحͬ و ͬ ها ویژگ با مشخصه ها این است.
اول، مشخصه در کردیم فرض ۴ . ٣ جدول اعداد به توجه با ͬ دهیم. م شرح را اول مشخصه
جدول در ٣ (عدد تایی ٢٠٠ محصول کاربرد و ( ٣ . ٣ جدول در ٢ (عدد کنسانتره محصول ش΄ل
ͬ شود م محیطͬ زیست تخریب باعث ( ٣ . ٣ جدول در ١ (عدد دارد ͬ کننده ضدعفون است. ( ٣ . ٣

است. ( ٣ . ٣ جدول در ١ (عدد تومان ٣۵٠٠ آن قیمت و ( ٣ . ٣ جدول در ١ (عدد
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شوینده ماده مثال در مشخصه ١٨ معرفͬ :۴ . ٣ جدول

مشخصه ها محصول ش΄ل کاربرد تعداد ͬ کننده ضدعفون زیستͬ تخریب پذیر قیمت
١ ٢ ٣ ١ ١ ١
٢ ٣ ٣ ١ ١ ١
٣ ١ ٢ ١ ٢ ٢
۴ ٣ ٣ ١ ٢ ٢
۵ ٣ ١ ١ ١ ٣
۶ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣
٧ ١ ٢ ١ ١ ٣
٨ ١ ٣ ١ ١ ٢
٩ ٣ ٢ ٢ ١ ٢
١٠ ٢ ١ ١ ١ ٢
١١ ٣ ٢ ٢ ١ ١
١٢ ٢ ٢ ١ ١ ٣
١٣ ١ ٣ ٢ ١ ٣
١۴ ١ ١ ١ ١ ١
١۵ ٢ ٢ ١ ٢ ١
١۶ ١ ١ ٢ ٢ ١
١٧ ٢ ١ ٢ ١ ٢
١٨ ٣ ١ ١ ٢ ٣

ͬ کنیم. م کدگذاری را آن ها هستند کیفͬ به صورت توضیحͬ متغیرهای چون آزمایش این برای
ویژگͬ هر برای ͬ دهد. م نشان مشخصه در را خاصͬ ͹سط غیبت یا حضور گذاری کد این گونه
ش΄ل خاصیت مثال برای ͬ شود. م استفاده برآورد برای مستقل ͹سط k − ١ ،͹سط k شامل
کار روش ͬ شود. م استفاده X ماتریس طراحͬ برای آن ͹سط دو که دارد ͹سط سه محصول

است زیر به صورت
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X مصنوعͬ متغیرهای ساختن :۵ . ٣ جدول

محصول ش΄ل F١ =


١ کنسانتره
٠ مخلوط
−١ پودر

F٢ =


١ مخلوط
٠ کنسانتره
−١ پودر

کاربردها تعداد A١ =


١ کاربرد ۵٠
٠ کاربرد ١٠٠
−١ کاربرد ٢٠٠

A٢ =


١ کاربرد ١٠٠
٠ کاربرد ۵٠
−١ کاربرد ٢٠٠

زیستͬ تخریب پذیر و ͬ کننده ضدعفون D١ =

١ نیست
−١ هست

B١ =

١ دارد
−١ ندارد

قیمت P١ =


١ تومان ٣۵٠٠
٠ تومان ۴٩٠٠
−١ تومان ٧٩٠٠

P٢ =


١ تومان ۴٩٠٠
٠ تومان ٣۵٠٠
−١ تومان ٧٩٠٠

است. آمده ۶ . ٣ جدول در شده ساخته کدهای از استفاده با X ماتریس طراحͬ
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X ماتریس :۶ . ٣ جدول

مشخصه ثابت F١ F٢ A١ A٢ D١ B١ P١ P٢
١ ١ ٠ ١ ‐١ ‐١ ١ ١ ١ ٠
٢ ١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ١ ١ ١ ٠
٣ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ‐١ ٠ ١
۴ ١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ١ ‐١ ٠ ١
۵ ١ ‐١ ‐١ ١ ٠ ١ ١ ‐١ ‐١
۶ ١ ٠ ١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١
٧ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١ ‐١ ‐١
٨ ١ ١ ٠ ‐١ ‐١ ١ ١ ٠ ١
٩ ١ ‐١ ‐١ ٠ ١ ‐١ ١ ٠ ١
١٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ١
١١ ١ ‐١ ‐١ ٠ ١ ‐١ ١ ١ ٠
١٢ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ‐١ ‐١
١٣ ١ ١ ٠ ‐١ ‐١ ‐١ ١ ‐١ ‐١
١۴ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠
١۵ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ‐١ ١ ٠
١۶ ١ ١ ٠ ١ ٠ ‐١ ‐١ ١ ٠
١٧ ١ ٠ ١ ١ ٠ ‐١ ١ ٠ ١
١٨ ١ ‐١ ‐١ ١ ٠ ١ ‐١ ‐١ ‐١

است زیر به صورت ثابت اثرات با ΁کلاسی خطͬ رگرسیون مدل ٣ . ٣ جدول به توجه با
yij = β١xj١ +βF١xj٢ +βF٢xj٣ +βA١xj۴ +βA٢xj۵ +βD١xj۶ +βB١xj٧ +βP١xj٨ +βP٢xj٩ + εij

نشان را مشخصه ها تعداد j = ١,٢, · · · , ١٨ و ͅ دهنده پاس تعداد i = ١,٢, · · · ,٨۶ آن در که
ویژگͬ از ͹سط هر برای بخش ارزشͬ مختلف ͬ های ویژگ معمولͬ، متقارن تحلیل مدل ͬ دهد. م

است زیر صورت به آن ماتریسͬ مدل ͬ کند. م برآورد را ͺپاس هر برای
yi = Xiβi + εi i = ١,٢, · · · ,٨۶

ͬ شود م فرض که
εi ∼ N (٠, σ٢).
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که است امتیازاتͬ یعنͬ است داده  مشخصه ١٨ به iام ͅ دهنده پاس که است ͅ هایی پاس بردار yi
بردار βj همچنین ͬ باشد. م ١٠ تا ٠ بین امتیازات این که داده اند مشخصه ١٨ به ͅ دهندگان پاس
ساخته سطوح و ͬ ها ویژگ روی از که کدهایی شامل ماتریسͬ X است، بخش ارزشͬ ضرایب

است. خطاها بردار εi و شده
رگرسیون مدل برآورد برای OLS روش از استفاده با خطاها بودن نرمال گرفتن نظر در بدون
عبارتͬ به کرد. برآورد ͺپاس هر برای ͬ توان م را بخش ارزشͬ ͬ های ویژگ از مجموعه ΁ی خطͬ
به محاسبات کردن کامل و بیشتر توضیحات برای کرد. برآورد باید را پارامترها فرد هر برای

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را اول ͅ دهنده پاس نمونه عنوان

(i = ١) اول ͅ دهنده پاس
است. شده آورده اول ͅ دهنده پاس بخش ارزشͬ OLS برآوردهای ٣ . ٧ جدول در

شوینده ماده مثال در اول دهنده) ͺپاس) نفر برای بخش ارزشͬ آمده بدست برآورد :٣ . ٧ جدول
β̂٠ β̂F١ β̂F٢ β̂A١ β̂A٢ β̂D١ β̂B١ β̂P١ β̂P٢

۴٫١١ −٠٫٠۶ ٠٫۶١ ٠٫۴۴ ٠٫۶١ −٠٫٢١ ٠٫۵۴ ١٫۴۴ ٠٫٩۴

استفاده ویژگͬ ۵ از ͹سط هر از زیاد یا کم به صورت دارد تمایل او که ͬ دهد م نشان مقادیر این
توسط جداگانه صورت به که ارزشͬ، بخش مقادیر از کامل مجموعه ای این که برای کند.
از ͬ تواند م محقق آوریم، به دست را شده، مصرف ͬ ها ویژگ از ͹سط هر از اول ͅ دهنده پاس
هر پارامترهای مجموع که گونه ای به کند، استفاده (X) کدها به وسیله شده طراحͬ ماتریس

باشیم داشته باید عبارتͬ به شود صفر برابر باید ویژگͬ
βF١ + βF٢ + βF٣ = ٠
−٠٫٠۶ + ٠٫۶١ + βF٣ = ٠

(۴ . ٣)

.βF٣ = −٠٫۵۵ نتیجه در
جدول نمود. محاسبه ͬ توان م را ͬ ها ویژگ تمام اول ͅ دهنده پاس برای صورت همین به پس

ͬ دهد. م نشان را ͬ ها ویژگ دی·ر برآوردهای ٣ . ٨
ͅ دهنده پاس که داریم نظر در را محصول ش΄ل ویژگͬ بخش ارزشͬ، مقدار آوردن بدست برای وقتͬ
΁ی بخش ارزشͬ مقدار وقتͬ ͬ دهد. م ترجیح محصول بودن پودر و مخلوط به را کنسانتره اول
مقدار که سطحͬ به را ͹سط آن ͅ دهنده پاس که است معنا این به باشد بیشتر ویژگͬ از ͹سط
زیر مدل و ٣ . ٨ جدول برآوردهای از استفاده با ͬ دهد. م ترجیح است کمتر آن بخش ارزشͬ

کرد. پیش گویی را اول ͅ دهنده پاس برای ͬ ها ویژگ ͺپاس نمرات ͬ توان م
Ŷ = Xβ̂ (۵ . ٣)



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۵٢
شوینده ماده مثال در اول نفر برای بخش ارزشͬ آمده بدست برآورد مقادیر کامل مجموعه :٣ . ٨ جدول

۴.٣ رابطه درستͬ طبق
β̂٠ β̂F١ β̂F٢ β̂F٣ β̂A١ β̂A٢ β̂A٣

۴٫١١ −٠٫٠۶ ٠٫۶١ −٠٫۵۵ ٠٫۴۴ ٠٫۶١ −١٫٠۵
β̂D١ β̂D٢ β̂B١ β̂B٢ β̂P١ β̂P٢ β̂P٣

−٠٫٢١ ٠٫٢١ ٠٫۵۴ −٠٫۵۴ ١٫۴۴ ٠٫٩۴ −٢٫٣٨

.β̂ = (β̂٠, β̂F١ , · · · , β̂P٣) آن در که
آمد بدست مشخصه ١٨ برای اول ͅ دهنده پاس ارزیابی بوسیله که پیش گویی نرخ پیرو
ͬ دهد. م نشان را مشخصه آن به نسبت ͅ دهنده پاس اول اولویت پیش بینͬ، امتیاز بیشترین

شوینده ماده مثال در (۵.٣) رابطه از استفاده با که اول نفر برای ͅ ها پاس پیش گویی :٣ . ٩ جدول
مشخصه ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩

Y ۶ ٣ ۵ ٢ ٣ ١ ١ ۶ ۶
Ŷ ۵٫۴۴ ۴٫٢٨ ۴٫٨۶ ٢٫۶٩ ١٫٩۴ ٠٫٩۴ ٢٫۶١ ۴٫٢٨ ۵٫٨٨

مشخصه ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨
Y ۶ ٧ ۴ ١ ۶ ۶ ۶ ۶ ١
Ŷ ۶٫۴۴ ۶٫٣۶ ٣٫٢٨ ١٫٣۶ ۶٫٢٨ ۶٫٠٣ ۵٫۶١ ۶٫٨۶ ٠٫٨۶

ͅ دهنده پاس که واقعͬ نرخ با ͬ ها ویژگ پیش گویی دوباره ارزیابی به وسیله ͬ توان م را مدل درستͬ
تعیین ضریب محاسبه مدل، ارزیابی برای متداول راه ΁ی کرد. تعیین ͬ دهد، م مشخصه ها از
است. مناسب تر مدل باشد نزدی΄تر ΁ی به آن مقدار چه هر ͬ شود. م داده نشان R٢ با که است

ͬ شود. م محاسبه زیر به صورت تعیین ضریب
R٢ =

SSR

SSE
= ١ − SSE

SST

مثال (در R٢ = ٠٫٨۶٣ مثلا باشد خوب نسبتا ͅ دهنده پاس امتیازات پیش گویی که وقتͬ
ͅ دهنده پاس امتیاز پیش گویی برای کرده انتخاب که مدلͬ ب·یرد نتیجه است قادر محقق فوق)
این افراد، ͺپاس روی بر محقق توسط متقارن، تحلیل ΁ی اندازه تعیین برای است. مناسب
اضافه مدل به ویژگͬ ندانسته ͅ دهنده پاس که کند مطالعه را طرحͬ محقق که دارد اهمیت
روی را تاثیرش که ͬ آید م بدست مقادیری مدل به ویژگͬ ΁ی کردن اضافه با چون نکند.

ͬ دهد. م نشان کلͬ اولویت بندی و نتیجه گیری



۵٣ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
ͬ گیریم م نظر در را ویژگͬ هر ضرایب شده برآورد مقادیر ͬ های، ویژگ رتبه بندی برای حال
هر برای ͹سط کمترین و بیشترین فاصله و کرده تعیین را ویژگͬ سطوح مینیمم و ماکزیمم
که دهیم نشان که این برای ͬ کنیم. م حساب را فاصله این مجموع بعد ͬ آوریم م بدست را ویژگͬ
بدست مقدار کل به نسبت را قسمت هر سهم دارد، تاثیر اولویت بندی بر نسبتͬ چه ویژگͬ هر
ͅ دهنده پاس دارد.برای سهم اولویت بندی در درصدی چه ویژگͬ هر شود مشاهده که ͬ آوریم م

است. آمده ٣ . ١٠ جدول در اهمیت ها اندازه اول
شوینده ماده مثال در اول ͅ دهنده پاس برای اهمیت ها اندازه های :٣ . ١٠ جدول

ویژگͬ مینیمم ماکزیمم رتبه نسبت(درصد)
محصول ش΄ل −٠٫۵۵ ٠٫۶١ ١٫١۶ ١۴٫٢۴٪
کاربرد تعداد −١٫٠۵ ٠٫۶١ ١٫۶۶ ٢٠٫۴٠٪

ͬ کننده ضدعفون −٠٫٢١ ٠٫٢١ ٠٫۴٢ ۵٫١۵٪
تخریب پذیر زیست −٠٫۵۴ ٠٫۵۴ ١٫٠٨ ١٣٫٢٧٪

قیمت −٢٫٣٨ ١٫۴۴ ٣٫٨٢ ۴۶٫٩٣٪
کل ٨٫١۴ ١٠٠٪

برای اهمیت بیشترین ͬ شود م مشاهده ٣ . ١٠ جدول در آمده به دست نتایج به توجه با
دومین و بوده ٪۴۶٫٩٣ آن اهمیت درصد که دارد قیمت را مصرف کننده نظر از اولویت بندی
ͬ دهد م نشان این است. آن کاربرد دارد محصول انتخاب در را تاثیر بیشترین که ویژگͬ
اهمیت محصول کاربرد داده اند انجام که هزینه ای از بعد و بوده هزینه مردم نگرانͬ بیشترین
از اما داد. انجام ͬ توان م نیز دی·ر ͅ دهنده پاس ٨۵ برای را اولویت بندی این دارد. بسزایی
مدل ها مجموع از باید کنیم ارزیابی همزمان را ͅ دهنده پاس ٨۵ نتایج ͬ خواهیم م که آنجایی

کنیم. استفاده

جزئͬ مدل های ترکیب
از ی΄ͬ است. متقارن تحلیل مطالعه بخش ارزشͬ مدل مقادیر دادن نشان برای راه ساده ترین
طبقه بندی برای آن از که است بخش ارزشͬ تکͬ برآورد متقارن تحلیل مطالعه راه مهم ترین
از واریانس ها و میانگین ها ͬ شود. م استفاده بازار مختلف بخش های و ͅ دهنده پاس گروه های
ͅ دهنده پاس ٨۶ از پارامترها همه واریانس و میانگین ٣ . ١١ جدول در برآوردکننده پارامترهای
به دست ٩گانه برآوردهای و شده برازش مدل ΁ی ͅ دهنده، پاس افراد از ΁ی هر برای ͬ باشد. م
پارامتر، هر برای آمده به دست برآورد ٨۶ از ͬ توان م نتایج کردن ترکیب برای سرانجام آمده

کرد. محاسبه را آن ها واریانس و میانگین



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۵۴
شوینده ماده مثال در بخش ارزشͬ ثابت مقادیر واریانس و میانگین کلͬ برآورد :٣ . ١١ جدول

͹سط βs میانگین برآورد واریانس برآورد
ͬ مانده باق ٢٫۶٢

ثابت ضریب ٣٫٧۴ ٠٫۶٣
مخلوط −٠٫٢٢ ٠٫٢٣

کنسانتره ٠٫١٧ ٠٫١۵
کاربرد ۵٠ −٠٫٣۵ ٠٫٣٢
کاربرد ١٠٠ ٠٫٠٢ ٠٫١٩

ͬ کننده ضدعفون ٠٫۵١ ٠٫٣٨
تخریب پذیر زیست −٠٫١۵ ٠٫١٧
تومان ٣۵٠٠ قیمت ١٫١٣ ٠٫۶٣
تومان ۴٩٠٠ قیمت ٠٫٠٨ ٠٫٢۵

ͬ باشد. م X ساختگͬ ماتریس از بخش ارزشͬ سطوح برآورد از قسمتͬ شامل ٣ . ١١ جدول
دارای که ویژگͬ، سطوح تمام بخش ارزشͬ مصرفͬ موارد برآورد تعیین برای ترتیب این به
که ͬ شود م استفاده (٧.٣) رابطه از دارند X متغیرهای رگرسیونͬ تحلیل نظر از ی΄سانͬ ویژگͬ
ش΄ل همچنین کرد. مشاهده ͬ توان م ٣ . ١٢ جدول در را سطوح تمام برای شده برآورد مقادیر

ͬ دهد. م نشان را ویژگͬ از ͹سط هر برای مصرف شده موارد ارزشͬ قسمت ٣ . ١
شوینده ماده مثال در ویژگͬ سطوح همه برای بخش ارزشͬ مقادیر :٣ . ١٢ جدول

ویژگͬ ͹سط β̂s بخش ارزشͬ مصرفͬ موارد
مخلوط −٠٫٢٢

کنسانتره ٠٫١٧
پودر ٠٫٠۵

کاربرد ۵٠ −٠٫٣۵
کاربرد ١٠٠ ٠٫٠٢
کاربرد ٢٠٠ ٠٫٣٣

(بله) کننده ضدعفونͬ ٠٫۵١
(نه) کننده ضدعفونͬ −٠٫۵١
زیست تخریب پذیر(بله) −٠٫١۵
تخریب پدیر(نه) زیست ٠٫١۵

تومان ٣۵٠٠ ١٫١٣
تومان ۴٩٠٠ ٠٫٠٨
تومان ٧٩٠٠ −١٫٢١



۵۵ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
ͬ دهد. م نشان را ͅ دهنده ها پاس برای شده مصرف موارد سطوح پیش گویی ٣ . ١ ش΄ل

شوینده ماده مثال در بخش ارزشͬ شده مصرف موارد :٣ . ١ ش΄ل



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۵۶
اتفاقͬ چه که ببینیم خوبی به ͬ توانیم م ویژگͬ هر از ͹سط هر برای ٣ . ١ ش΄ل به توجه با
΁ی ͬ تواند م این و ͬ دهد م نشان خوبی به را اولویت ها اما ندارد پیوستگͬ آن خطوط ͬ افتد. م
بیشتر اولویت که سطوحͬ و ͬ ها ویژگ ͬ توانند م سریع چون باشد جستجوگران برای خوب روش
داشت دقت باید ͬ شود م مطالعه قیمت ویژگͬ وقتͬ کنند. تعیین را مصرف کننده برای دارند
صورت به آن نمودار چون شود استفاده نمودار از آن سطوح بخش ارزشͬ مقادیر برآورد برای که
داده برتری افراد ͅ های پاس به وسیله ͬ ها ویژگ سطوح ٣ . ١ ش΄ل مشاهده بوسیله است. خطͬ

ͬ بینید. م ٣ . ١٣ جدول در را ویژگͬ هر برای
شوینده ماده مثال در دارند را اولویت بیشترین که ویژگͬ سطوح :٣ . ١٣ جدول

کنسانتره
٢٠٠کاربرد

کننده ضدعفونͬ
زیستͬ  تخریب پذیر

تومان ٣۵٠٠

است، ͅ ها پاس اولویت زیاد اهمیت نشان دهنده بخش ارزشͬ مصرف شده موارد این اگرچه
موارد اگر شود. ارزیابی مختلف ͬ های ویژگ برای گروه ها اولویت کلͬ اهمیت است ضروری
مقایسه ͬ ها ویژگ دی·ر با و ب·یریم نظر در را ویژگͬ تخریب پذیرزیستͬ بخش ارزشͬ مصرف شده
برخوردار خوبی اهمیت از ͬ ها ویژگ از برخͬ به نسبت ویژگͬ این که ͬ شود م دیده آنگاه کنیم
تخریب پذیرزیستͬ ͅ دهندگان پاس از بزرگͬ مجموعه زیر اگرچه است معنͬ بدان این نیست.
برای گرفتن قرار اولویت در برای زیادی تاثیر محصول زیستͬ تجزیه اما ͬ دهند، م ترجیح را
مورد اول ͅ دهنده پاس مانند مدل مجموع برای ͬ ها ویژگ کلͬ اهمیت ندارد. ͅ دهندگان پاس
ش΄ل و ١۴ . ٣ جدول در را ͬ ها ویژگ از ΁ی هر اهمیت میزان ͬ گیرد. م قرار بررسͬ و مطالعه

ͬ کنید م مشاهده ٣ . ٢



۵٧ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
شوینده ماده مثال در اول ͅ دهنده پاس برای مهم اندازه های :١۴ . ٣ جدول

ویژگͬ مینیمم ماکسیمم رتبه نسبت(درصد)
محصول ش΄ل −٠٫٢٢ ٠٫١٧ ٠٫٣٩ ٨٫٢۵٪

کاربرد تعدا −٠٫٣۵ ٠٫٣٣ ٠٫۶٨ ١۴٫٣٨٪
ͬ کننده ضدعفون −٠٫۵١ ٠٫۵١ ١٫٠٢ ٢١٫۵۶٪

تخریب پذیر زیست −٠٫١۵ ٠٫١۵ ٠٫٣ ۶٫٣۴٪
قیمت −١٫٢١ ١٫١٣ ٢٫٣۴ ۴٩٫۴٧٪

کل ۴٫٧٣ ١٠٠٪

اهمیت عمودی محور و ویژگͬ افقͬ محور ش΄ل این (در شوینده ماده ͬ های ویژگ کلͬ مقادیر :٣ . ٢ ش΄ل
است) کلͬ

است مشخص )کاملا ٣ . ٢ ش΄ل و ١۴ . ٣ جدول (نتایج ͬ ها، ویژگ کلͬ اهمیت به توجه با
΁ی قیمت اگر که معناست بدان این دارد. افراد انتخاب روی بر بیشتری تاثیر قیمت که
انتخاب را محصول آن مشتریان این که احتمال ٣ . ١ ش΄ل به توجه با کند پیدا افزایش محصول
ویژگͬ که ͬ کنند م سعͬ محققان مطالعات از بسیاری در ͬ کند. م پیدا کاهش شدت به کنند



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۵٨
برآورد ͬ خواهند م کار این با و دارد تاثیر انتخاب روی شدت به چون ب·ذارند کنار را قیمت
یا داشتن دارد، بیشتری اهمیت که ویژگͬ دومین باشند. داشته ͬ ها ویژگ دی·ر برای بهتری
محصول که ͬ دهند م ترجیح مصرف کنندگان که است ͹واض است. ͬ کننده ضدعفون نداشتن
که تمیزکننده ای مصرف کنندگان که دارد وجود احساس این باشد. ͬ کننده ضدعفون شامل
ͬ کننده ضدعفون شامل که محصولͬ اولویت و ͬ کنند نم خریداری را ندارد ͬ کننده ضدعفون
ͬ توانند م محققان آن گاه شد مشخص ویژگͬ هر کلͬ ارزش که زمانͬ ͬ کند. م پیدا کاهش نیست
اهمیت از که ویژگͬ سطوح محصول هر در دهند. قرار بررسͬ مورد را ویژگͬ هر سطوح
͹سط هر با ͹سط دو این که است کم قیمت و بودن ͬ کننده ضدعفون است برخوردار بیشتری
اهمیت از محصولات تخریب پذیرزیستͬ در ͬ کند. نم ایجاد مش΄لͬ باشد دی·ر ͬ های ویژگ از
نهایت در دارد. محیط روی بر زیادی تاثیر زیستͬ تخریب پذیر چند هر نیست برخوردار زیادی
بخش ارزشͬ مصرف شده مقادیر ͬ دهند. م ترجیح را بودن کنسانتره ش΄ل ͅ دهندگان پاس اکثر
برای مشخصه ١٨ از مصرف شده موارد پیش گویی برای ١۵ . ٣ جدول در شده داده نشان کلͬ
معادل که است. (۵.٣) رابطه همان آن پیش·و معادله ͬ شود. م استفاده ͅ دهندگان، پاس همه

ͬ باشد م زیر
ŷj = β̂١xj١ + β̂F١xj٢ + β̂F٢xj٣ + β̂A١xj۴ + β̂A٢xj۵ + β̂D١xj۶ + β̂B١xj٧ + β̂P١xj٨ + β̂P٢xj٩

است. مشخصه ١٨ برای کننده پیش گویی مقادیر j = ٠, ١,٢, · · · , ١٨ آن در که
شوینده ماده مثال در مشخصه ١٨ برای مصرف شده موارد پیش گویی :١۵ . ٣ جدول

مشخصه ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩
Ŷ ۶ ۶ ۴ ۵ ٣ ٣ ٣ ۴ ٣

مشخصه ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨
Ŷ ۴ ۴ ٣ ٢ ۵ ۶ ۴ ٣ ٣

ͬ توانند م که محصولاتͬ (یعنͬ آوردند بدست را امتیاز بیشترین که شده پیش بینͬ پروفایل سه
است. شده آورده ١۶ . ٣ جدول در کنند) تضمین را فروش بیشترین

داشتند را اولویت بیشترین پیش گویی در که شوینده ماده مثال از مشخصه هایی :١۶ . ٣ جدول

مشخصه محصول ش΄ل کاربردها ͬ کننده ضدعفون زیست تخریب پذیر قیمت
١ کنسانتره ٢٠٠ بله بله تومان ٣۵٠٠
٢ پودر ٢٠٠ بله بله تومان ٣۵٠٠
١۵ کنسانتره ١٠٠ بله نه تومان ٣۵٠٠



۵٩ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
کم قیمت دارای که است محصولͬ به مربوط مشخصه امتیاز بیشترین که شد مشاهده دوباره
ͬ تواند نم تولیدکننده ΁ی همیشه هستند. کاربرد بیشترین دارای محصول سه از دوتا است
تعادل ΁ی بتواند باید تولیدکننده ΁ی کند. تولید کم هزینه و کیفیت بهترین با را محصول ΁ی
مدیران سردرد عنوان به مساله این کند. ایجاد قیمت بهترین و محصول بهترین بین کامل
باید شرکت ها مختلف محصولات به آسان دسترسͬ و شرکت ها بین رقابت با است. شده معرفͬ
به ͬ تواند م متقارن تحلیل مطالعه تفکر کنند. معرفͬ بالاتری ͹سط ΁ی در را خود محصولات
تاثیر مصرف کننده بر کلͬ طور به ویژگͬ کدام که این تشخیص برای تولیدکنندگان و شرکت ها
را محصول ΁ی ͬ توان م متقارن تحلیل انجام با که است این نشان دهنده این کند. ΁کم دارد

کرد. تولید جدید محصول ΁ی این که یا و بخشید بهبود یا تغییر
انواع به نسبت ͅ دهندگان پاس اولویت بهتر درک به ͬ تواند م احتمالا که دی·ری روش
استفاده ثابت اثرات مدل در تصادفͬ مؤلفه ΁ی از که است این کند، ΁کم صنعتͬ پاک کننده
بوسیله را معمولͬ متقارن تحلیل روش و کرده معرفͬ را تصادفͬ اثرات مدل بعد فصل در کنیم.
مدل تا ͬ شود م اضافه ثابت اثرات مدل به تصادفͬ مؤلفه های این ͬ دهیم. م بهبود مدل این

شود. ساخته خطͬ آمیخته اثرات

R در متقارن تحلیل ٣ . ٣ . ٣
بررسͬ مورد R نرم افزار از استفاده با را ثابت اثرات با متقارن مدل از دی·ری مثال بخش این در

ͬ دهیم. م قرار
΁ی در ٢٠٠۴ سال در خاص نوع ΁ی برند از چای کنندگان مصرف اولویت علاقه مندیم
نفر ١٠٠ منظور این برای کنیم. تعیین را لهستان ورودزلاو دانش·اه اقتصاد دانشجویان از گروه
کردند. پر را مشخصه چندین امتیاز خصوص در پرسشنامه ای و شدند انتخاب دانشجویان از
دو دارای ویژگͬ ΁ی و ͹سط سه دارای ویژگͬ سه که است دسترس در چای از ویژگͬ چهار
.(٢٠١۴ بارتلوموویچ، توماس و ΁ب (آندرز ͬ کنید م مشاهده ٣ . ١٧ جدول در که ͬ باشد م ͹سط



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۶٠
چای داده های به مربوط سطوح و ͬ ها ویژگ :٣ . ١٧ جدول

سطوح ویژگͬ
١.کم

متوسطقیمت .٢
زیاد .٣

مش΄ͬ .١
سبزتنوع .٢

قرمز .٣
١.کیسه

گرانولهنوع .٢
برگ .٣
دارد .١ نداردعطر .٢

١٣ تنها مطالعه این در که داشت، خواهیم مشخصه ٣ × ٣ × ٣ × ٢ = ۵۴ مجموع در
دهیم. قرار بررسͬ مورد را آن مهم مشخصه

شده آورده نفر ۵ ارزش گذاری به مربوط نمونه ͺپاس ۵ و مهم مشخصه ١٣ ،٣ . ١٨ جدول در
است.



۶١ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
چای داده های به مربوط دانشجو ۵ ارزش گذاری و مشخصه ١٣ ویژگͬ، ۴ مقادیر :٣ . ١٨ جدول

مشخصه ͬ ها ویژگ منبع
قیمت تنوع نوع عطر S١ S٢ S٣ S۴ S۵

١ زیاد مش΄ͬ کیسه بله ٨ ٠ ۴ ۶ ۵
٢ کم سبز کیسه بله ١ ١٠ ١٠ ٧ ١
٣ متوسط سبز گرانوله بله ١ ٣ ٣ ۴ ٧
۴ متوسط مش΄ͬ برگ بله ٣ ۵ ۵ ٩ ٨
۵ زیاد قرمز برگ بله ٩ ١ ۴ ۶ ۶
۶ متوسط مش΄ͬ کیسه نه ٢ ۴ ١ ٣ ١٠
٧ زیاد سبز کیسه نه ٧ ٨ ٢ ٧ ٧
٨ متوسط قرمز کیسه نه ٢ ۶ ٠ ۴ ١٠
٩ زیاد مش΄ͬ گرانوله نه ٢ ٢ ٠ ٨ ۶
١٠ کم قرمز گرانوله نه ٢ ٩ ١ ۵ ۶
١١ کم مش΄ͬ برگ نه ٢ ٧ ٨ ٢ ۶
١٢ متوسط سبز برگ نه ٣ ۵ ٩ ١٠ ١٠
١٣ زیاد سبز برگ نه ۴ ٢ ٧ ٩ ٧

گذاری کد با را بررسͬ مورد ویژگͬ ۴ کیفͬ سطوح ابتدا ارزشͬ رگرسیون مدل تعیین برای
ماتریس طراحͬ برای آن ͹دوسط دارد، ͹سط سه قیمت ویژگͬ چون مثال برای کنیم. کمͬ

ͬ دهد. م نشان را کدگذاری مراحل ٣ . ١٩ جدول ͬ شود م استفاده X



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۶٢
چای مثال در X مصنوعͬ متغیرهای ساختن برای جدول :٣ . ١٩ جدول

قیمت X١ =


١ کم
٠ متوسط
−١ زیاد

X٢ =


١ متوسط
٠ کم
−١ زیاد

تنوع X٣ =


١ مش΄ͬ
٠ سبز
−١ قرمز

X۴ =


١ سبز
٠ مش΄ͬ
−١ قرمز

نوع X۵ =


١ کیسه
٠ گرانوله
−١ برگ

X۶ =


١ گرانوله
٠ کیسه
−١ برگ

عطر X٧ =

١ بله
−١ خیر

شده اند. مشخص ٣ . ٢٠ جدول در شده کدگذاری کم΄ͬ متغیرهای فوق مثال به توجه با



۶٣ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
مشخصه ١٣ برای چای داده های ویژگͬ ۴ گذاری کد :٣ . ٢٠ جدول

مشخصه X١ X٢ X٣ X۴ X۵ X۶ X٧
١ ‐١ ‐١ ١ ٠ ١ ٠ ١
٢ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١
٣ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١
۴ ٠ ١ ١ ٠ ‐١ ‐١ ١
۵ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ‐١ ١
۶ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١
٧ ‐١ ‐١ ٠ ١ ١ ٠ ‐١
٨ ٠ ١ ‐١ ‐١ ١ ٠ ‐١
٩ ‐١ ‐١ ١ ٠ ٠ ١ ‐١
١٠ ١ ٠ ‐١ ‐١ ٠ ١ ‐١
١١ ١ ٠ ١ ٠ ‐١ ‐١ ‐١
١٢ ٠ ١ ٠ ١ ‐١ ‐١ ‐١
١٣ ‐١ ‐١ ٠ ١ ‐١ ‐١ ‐١

ͬ شود م استفاده زیر رگرسیونͬ مدل از متقارن تحلیل انجام برای
Us = b٠s + b١sX١s + b٢sX٢s + · · ·+ b٧sX٧s s = ١,٢, · · · ١٠٠

Xis متغیر رگرسیونͬ ضریب bis و sام نفر برای iام کم΄ͬ متغیر Xis و sام نفر امتیاز Us آن در که
رگرسیونͬ مدل ضرایب برآورد است. شده داده نشان b٠s با مبدا از عرض مدل این در است.
شده آورده به دست اول نفر به مربوط R نرم افزار در Conjoint بسته از استفاده با کیفͬ ساده

ͬ بینید م ٣ . ٢١ جدول در که است
اول نفر برای چای داده های مدل ضرایب برآورد :٣ . ٢١ جدول

b٠ b١ b٢ b٣ b۴ b۵ b۶ b٧
برآوردگر ٣٫٣٩٣ −١٫۵١٧٢ −١٫١۴١۴ ٠٫۴٧۴٧ −٠٫۶٧۴٧ ٠٫۶۵٨۶ −١٫۵١٧٢ ٠٫۶٢٩٣

نشان اول ͅ دهنده پاس برای بخش‐ارزشͬ از آمده به دست مقادیر ،٣ . ٢١ جدول به باتوجه
طبق ادامه در کند. استفاده ویژگͬ سطوح همه از زیاد یا کم به صورت است مایل او که ͬ دهد م

ͬ کنید. م مشاهده ٣ . ٢٢ جدول در که ͬ آید م به دست ͬ ها ویژگ تمام (۴.٣)



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۶۴
چای مثال در اول نفر برای بخش‐ارزشͬ آمده بدست برآورد مقادیر کامل مجموعه :٣ . ٢٢ جدول

b٠ b١ b٢ b٢١ b٣ b۴
٣٫٣٩ −١٫۵١٧٢ −١٫١۴١۴ ٢٫۶۵۶٨ −٠٫۴٧۴٧ ٠٫۶٧۴٧
b۴١ b۵ b۶ b۶١ b٧ b٧١

١٫٢۴٩۴ ٠٫۶۵٨۶ −١٫۵١٧٢ ٠٫٨۵٨۶ ٠٫۶٢٩٣ −٠٫۶٢٩٣

برای را اول ͅ دهنده پاس ͺپاس ͬ توان م زیر مدل و ٣ . ٢٢ جدول برآوردهای از استفاده با
ͬ بینید. م ٣ . ٢٣ جدول در را اول ͅ دهنده پاس پیش گویی کرد. پیش گویی ͬ ها، ویژگ

Ŷ = Xβ̂

چای مثال در اول نفر برای ͅ ها پاس پیش گویی :٣ . ٢٣ جدول
مشخصه ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧

Y ٨ ١ ٢ ٣ ٩ ٢ ٧
Ŷ ۶٫٨۶ ٢٫٩۴ ٠٫۶٩ ٣٫٢۶ ٨٫۶٩ ١٫٨ ۵٫۴

مشخصه ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣
Y ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ۴
Ŷ ٣٫۴٣ ٣٫۴٣ ٠٫٨٧ ١٫۶٣ ١٫٨ ۵٫۶

نزدی΁ تر ΁ی به هرچه که است تعیین ضریب از استفاده مدل، ارزیابی برای متداول راه ΁ی
ͬ دهد م نشان که است R٢ = ٠٫٨١٨ برابر تعیین ضریب اینجا در است مناسب تر مدل باشد

ͬ باشد. م مناسب مدل
افراد اولویت های و داده انجام فوق تحلیل مانند تحلیل نفر) ١٠٠) افراد همه برای ادامه در
همه برای بخش‐ارزشͬ مقادیر ͬ بینید م ٢۴ . ٣ جدول در که همان طور ͬ کنیم. م مشخص را

است. آمده به دست کیفͬ چندگانه رگرسیون مدل از استفاده با ویژگͬ سطوح



۶۵ ثابت اثرات مدل ‐ معمولͬ روش
چای مثال در ویژگͬ سطوح تمام برای بخش‐ارزشͬ مقادیر :٢۴ . ٣ جدول

ردیف سطوح برآوردها
١ عرض ازمبدا ٣٫۵۵٣۴
٢ کم −٠٫٢۴٠٢
٣ متوسط ٠٫١۴٣١
۴ زیاد −٠٫٠٩٧١
۵ مش΄ͬ ٠٫۶١۴٩
۶ سبز ٠٫٣۴٩
٧ قرمز −٠٫۶۴٩٨
٨ کیسه ٠٫١٣۶٩
٩ گرانوله ٠٫٨٨٩٨
١٠ برگ ٠٫٧۵٢٩
١١ بله ٠٫۴١٠٨
١٢ نه −١٠٫۴١٠٨

که گفت ͬ توان م ͬ ها، ویژگ مطالعه و بخش‐ارزشͬ آمده به دست مقادیر به توجه با حال
(متوسط)، قیمت برای مثلا دارد. را مجبوبیت بیشترین ͹سط کدام ویژگͬ از ΁ی هر در
نشان اینجا تا دارند. را محبوبیت بیشترین چای بودن عطری و (برگ) نوع (مش΄ͬ)، تنوع
این که دادن نشان برای حال دارد، را محبوبیت بیشترین ͹سط کدام ویژگͬ هر در که دادیم
را ویژگͬ هر ضرایب شده برآورد مقادیر دارد، مردم خرید بر را تاثیر بیشترین ͬ ها ویژگ کدام
کمترین و بیشترین فاصله و کرده تعیین را ویژگͬ سطوح مینیمم و ماکزیمم ͬ گیریم م نظر در
سهم و ͬ کنیم م حساب را فاصله ها این مجموع بعد ͬ آوریم م به دست را ویژگͬ هر برای ͹سط
در درصدی چه ویژگͬ هر شود مشاهده که ͬ آوریم م بدست مقدار کل به نسبت را قسمت هر

ͬ کنید. م مشاهده را ویژگͬ هر سهم میزان ٢۵ . ٣ جدول در دارد. سهم بندی اولویت



ثابت اثرات با متقارن تحلیل ۶۶
چای مثال در ͅ دهنده ها پاس برای مهم اندازه های :٢۵ . ٣ جدول
ویژگͬ مینیمم ماکزیمم رتبه (درصد) نسبت
نوع −٠٫٨٨ ٠٫٧۵ ١٫۶٣ ٢۴٫٧۶
تنوع −٠٫۶۴ ٠٫۶١ ١٫٢۵ ٣٢٫٢٢
قیمت −٠٫١۴ ٠٫٢۴ ٠٫٣٨ ٢٧٫١۵
عطر −٠٫۴١ ٠٫۴١ ٠٫٨٨ ١۵٫٨٨

کل ۴٫١۴ ٪١٠٠

اهمیت عمودی محور و  ͬ ویژگ افقͬ محور ش΄ل این در چای. مثال ͬ های ویژگ کلͬ مقادیر :٣ . ٣ ش΄ل
ͬ دهد م نشان را کلͬ

تنوع که است مشخص کاملا ( ٢۵ . ٣ جدول و ٣ . ٣ (ش΄ل ͬ ها ویژگ کلͬ اهمیت به توجه با
که ویژگͬ دومین دارد. ͬ ها ویژگ بقیه به نسبت بیشتر تاثیر مشتریان اتنخاب روی بر محصول
نتیجه ͬ توان م وضعیت این با پس است. محصول قیمت دارد بیشتری تاثیر بقیه به نسبت

شود. کمتر آن فروش میزان محصول تنوع تغییر با که گرفت



۴ فصل

آمیخته اثرات مدل

مقدمه ١ . ۴

ساختار مدل این در است بدیهͬ ب·یرید. نظر در ثابت اثرات با را Y = Xβ + ε مدل دی·ر بار
(ساختار Y در همبستگͬ چنانچه اما است. وابسته ،ε مدل، خطای مؤلفه به تنها Y کواریانس
لحاظ مدل در ͬ بایستͬ م که باشد خاص توضیحͬ متغیرهای ی΄سری از ناشͬ کواریانس)
این در کرد. استفاده مدل این از ͬ توان نم دی·ر نشده اند. وارد مدل بندی در ولͬ ͬ شدند م
فصل این در ͬ شود. م استفاده آمیخته اثرات مدل از کواریانس ساختار درک و فهم برای حالت
ͬ شود. م پرداخته آمیخته اثرات مدل به ادامه، در و کرده معرفͬ را تصادفͬ اثرات مدل ابتدا
متقارن تحلیل ΁ی ٢.٣.٣ بخش در شوینده ماده مثال برای ΁تکنی این از استفاده با سپس

ͬ گیرد. م انجام



آمیخته اثرات مدل ۶٨

تصادفͬ مؤلفه های بر مقدمه ای ٢ . ۴
دارای که داده هایی تا ͬ دهد م اجازه محقق به و است زیاد بسیار تصادفͬ رگرسیون مدل توانایی
اندازه جنس از که داده هایی ٣و ثابت متغیر یا زمان ٢ به وابسته که داده هایی گمشده١، مقادیر

کند. لحاظ مدل بندی در را هستند، متفاوت تصادفͬ

ی΄طرفه تصادفͬ اثرات مدل ٢ . ١ . ۴
تعداد k و بوده j = ١,٢, · · · , ni و i = ١,٢, · · · , k آن در که ب·یرد نظر در را yij وابسته متغیر
فرض با ی΄طرفه ثابت اثرات مدل ͬ دهد. م نشان را iام گروه برای نمونه اندازه ni و گروه ها

ͬ شود م بیان زیر به صورت بودن نرمال
yij = µ+ τi + εij

آن در که
εij ∼ N (٠, σ٢), τi ∼ N (٠, σ٢

τ )

واریانس σ٢ مستقل اند، دوبه دو هم εijها و τi و مستقل دوبه دو τiها مستقل، دوبه دو εijها که
مشاهدات کل k∑تعداد

i=١ ni = N همچنین است تصادفͬ قسمت به مربوط واریانس σ٢
τ و خطا

پارامترهای است. متعادل مدل ،ni = n یعنͬ باشند برابر هم با نمونه ها اندازه ͬ که زمان است.
و هست) متفاوت گروه هر برای (که τi تصادفͬ برآوردهای مدل این برآورد برای نیاز مورد

هستند. σ٢
τ و σ٢ ،µ ثابت پارامترهای

E(yij) = µ میانگین با نرمال توزیع دارای yij که ͬ شود م نتیجه فوق فرضیات به توجه با
است زیر کواریانس و

Cov(yij , yhl) =


σ٢
τ + σ٢ (ij) = (hl)

σ٢
τ i = j, j ̸= l

٠ i ̸= j

وابسته متغیر آن گاه باشد ΁ی از ni × ni ماتریس ΁ی Jni اگر ،yi بودن نرمال فرض به توجه با
است زیر صورت به نرمال توزیع دارای yi

yi ∼ N(µ, vi)

١Missing values
٢Time-varying
٣Fixed variables



۶٩ تصادفͬ مؤلفه های بر مقدمه ای
آن در که

Vi = σ٢Ini + σ٢
τ Jni

=


σ٢
τ + σ٢ σ٢ · · · σ٢

τ

σ٢
τ σ٢

τ + σ٢ · · · σ٢
τ... · · · ... ...

σ٢
τ σ٢

τ · · · σ٢
τ + σ٢


میانگین و جامعه میانگین ͬ شود. م استفاده ANOVA روش از نامعلوم پارامترهای برآورد برای

ͬ آیند. م بدست زیر صورت به نمونه
ȳi =

١
ni

ni∑
j=١

yij , ȳ =
١
N

k∑
i=١

ȳi (١ . ۴)

است آمده ١ . ۴ جدول در آن دوم توان های مجموع که
ی΄طرفه تصادفͬ اثرات مدل برای ANOVA جدول :١ . ۴ جدول

متغیرها (SS) دوم توان مجموع
گروه ها بین SSB =

∑k
i=١ ni(ȳi − ȳ)٢

گروه ΁ی SSE =
∑k

i=١
∑ni

j=١(yij − ȳi)
٢

کل SST =
∑k

i=١
∑nI

j=١(yij − ȳ)٢

ناهم·ونͬ که نویز۴ به سی·نال نرخ شامل نامعلوم پارامترهای برآورد زمان برای نتایج تعداد
ͬ شود م استفاده ͬ کند م بیان را متغیرها فاصله با ارتباط در گروه ها بین

γ =
σ٢
τ

σ٢
طبق حالت این در ͬ کنیم. م استفاده دوم توان های مجموع از توزیع ها شدن متعادل مورد در

داریم بودن نرمال فرض
SSE

σ٢ ∼ χ٢
N−k

w(γ)SSB

σ٢ ∼ χ٢
k−١

ͬ شود م حاصل زیر صورت به دوم توان های میانگین امید و w(γ) = ١١+niγ
آن در که

E(MSE) = E

(
SSE

N − k

)
= σ٢

E(MSB) = E

(
SSB

k − ١
)

= σ٢ + n٠σ٢
τ

۴Signal to Noise



آمیخته اثرات مدل ٧٠
آن در که

n٠ =
N −

∑
i
n٢
i

N

k − ١ (٢ . ۴)
از است عبارت نامعلوم پارامترهای برآورد صورت این در

µ̂ = ȳ

σ̂٢ = MSE =
SSE

N − k

σ̂٢
τ =

MSB− σ̂٢
n٠ =

SSB/(k − ١)− SSE/(N − k)

n٠
کنید. مراجعه (٢٠١١) تایرگاد و مدسن به بیشتر آگاهͬ و جرئیات و مشاهدات برای

تصادفͬ: مؤلفه های برای آزمون •
قابل به طور باید تصادفͬ اثرات واریانس تصادفͬ صورت به مدل سازی اثرات به توجه با
مؤلفه ͬ داری معن فرضیه آزمون کند. ΁کم مدل به بتواند تا باشد صفر از بیشتر توجهͬ

از است عبارت σ٢
τ واریانس تصادفͬ

H٠ : σ٢
τ = ٠

H١ : σ٢
τ > ٠

اثر یعنͬ بود خواهد ͬ دار معن تصادفͬ اثر واریانس آن گاه کرد رد را صفر فرضیه بتوان اگر
توجهͬ قابل مشارکت مدل، در واریانس تصادفͬ اثر و ͬ باشد م صفر از بزرگتر واریانس تصادفͬ
و انتخاب تصادفͬ طور به گروه ها میان در که متغیری که است معنا بدان این داشت. خواهد
بیان خطا توسط تنهایی به که است متغیری از بزرگتر توجهͬ قابل طور به شده اندازه گیری

ͬ شود. م صفر تصادفͬ اثرات همه آن گاه σ٢
τ = ٠ اگر ͬ شود. م

است آزادی درجه N − k و k − ١ با فیشر توزیع دارای F* آزمون آماره صفر، فرضیه تحت
آن در که

F ∗ =
MSB

MSE
=

SSB/k − ١
SSE/N − k

∼ F(k−١),(N−k) (٣ . ۴)

است زیر صورت به متقابل فرضیه تحت آزمون آماره توزیع متعادل، طرح برای
F ∗ =

MSB

MSE
=

SSB/k − ١
SSE/N − k

∼ (١ + nγ)F(k−١),(N−k) (۴ . ۴)
برای علاقه میزان مثال این ͬ کنیم م ارائه (١٩٩۶ فتر( از را زیر مثال موضوع بهتر درک برای

ͬ کند. م مطالعه را شغل ΁ی درخواست برای مختلف شوندگان محاسبه



٧١ تصادفͬ مؤلفه های بر مقدمه ای
شهودی: مثال

انتخاب مصاحبه برای تصادف طور به که داریم (متقاضͬ) شونده مصاحبه ۴ و مصاحبه کننده ۵
است زیر به صورت ͺپاس مدل ͬ شوند. م

Yij = µ+ αi + εij , α ∼ N (٠, σ٢
α), ε ∼ N (٠, σ٢)

صورت این در
Y ∼ N (µ, σ٢

α + σ٢).

مصاحبه کنندگان که است ١٠٠ تا ٠ بین امتیازی Y داریم. مشاهده ٢٠ و بوده n = ۴ مثال این در
تغییر امتیازات در که است ضروری نکته این به توجه ͬ دهند م مصاحبه از بعد متقاضͬ هر به

است شده داده نمایش ٢ . ۴ جدول در شده جمͽ آوری داده های دارد. وجود
شغل درخواست داده های :٢ . ۴ جدول

امتیاز مصاحبه کننده امتیاز مصاحبه کننده امتیاز مصاحبه کننده امتیاز مصاحبه کننده امتیاز مصاحبه کننده
٧۶ ١ ۵٩ ٢ ۴٩ ٣ ٧۴ ۴ ۶۶ ۵
۶۵ ١ ٧۵ ٢ ۶٣ ٣ ٧١ ۴ ٨۴ ۵
٨۵ ١ ٨١ ٢ ۶١ ٣ ٨۵ ۴ ٨٠ ۵
٧۴ ١ ۶٧ ٢ ۴۶ ٣ ٨٩ ۴ ٧٩ ۵



آمیخته اثرات مدل ٧٢
ببینید را ١ . ۴ ش΄ل داده ها، از آمده بدست نتایج وضعیت بهتر درک برای و

نشان دهنده افقͬ محور شغل. درخواست مثال در کنندگان مصاحبه امتیازات نمودار :١ . ۴ ش΄ل
است. ١٠٠ تا ٠ از شده داده امتیاز عمودی محور و مصاحبه کننده

شغل درخواست مثال در کننده مصاحبه هر برای امتیازات میانگین :٢ . ۴ ش΄ل



٧٣ خطͬ آمیخته مدل
ش΄ل ͬ دهد. م نشان را داده اند متقاضیان به مصاحبه کننده ها که امتیازهایی ١ . ۴ ش΄ل
که است مشخص وضوح به است. داده مصاحبه کننده هر که است نمراتͬ میانگین ٢ . ۴
مصاحبه کننده مثلا است. متفاوت داده اند که امتیازاتͬ میانگین مختلف مصاحبه کنندگان
و است سخت گیر کننده مصاحبه این که ͬ دهد م نشان این است. کمتری میانگین دارای ٣
تنها را مصاحبه کنندگان امتیازات بین اختلاف آیا که است اینجا سوال ͬ دهد. م پایین نمرات
دهیم. نشان را اختلاف این که است دی·ر واریانس ΁ی به نیاز یا کند بیان ͬ تواند م σ٢ مؤلفه

دهیم انجام را زیر آزمون ͬ خواهیم م حال
H٠ : σ٢

α = ٠
H١ : σ٢

α > ٠
با است برابر آن ها مقادیر و شده مصاحبه فرض به توجه با پارامترها
µ̂ = ٧١٫۴۵ , σ̂٢ = ٧٣٫٢٨ , σ̂α

٢ = ٨٠٫۴١.
آماره های مقدار با ͬ کنیم. م مقایسه بحرانͬ مقدار با را F آماره مقدار شده داده آزمون برای
ͬ شود م رد ٪۵ ͬ داری معن ͹سط در صفر فرضیه Fα = ٠٫٣٢٧٣ بحرانͬ مقدار و F ∗ = ۵٫٣٨٩
به طور ͬ کنند م تعیین مصاحبه کنندگان که متغیری که گرفت نتیجه ͬ توان م صورت این در و
با ͬ توان م را σ٢ تاثیر میزان ͬ شود. م تعیین σ٢ توسط که متغیری از است بزرگتر توجهͬ قابل

کرد محاسبه نشان زیر معیار از استفاده
σ٢
α

σ٢ + σ٢
α

=
٨٠٫۴١

٧٣٫٢٨ + ٨٠٫۴١ = ٠٫۵٢.
تنوع دهنده نشان این و ͬ شود م بیان تصادفͬ اثر به وسیله داده ها تغییرپذیری ٪۵٢ بنابراین

است. مصاحبه کنندگان بین
اثرات با متقارن تحلیل مدل اگر ͬ دهد. م نشان را تصادفͬ اثر مدل قدرت مثال این
بین اختلاف اندازه بتوان و دهیم گسترش را کردیم بحث آن مورد در قبل فصل در که ثابت
چنانچه کند. درک تر قابل را مدل تغییرپذیری ͬ تواند م محقق شود شامل را ͅ دهندگان پاس
آمیخته مدل آن به شود گرفته نظر در تصادفͬ اثرات هم ثابت اثرات هم رگرسیون مدل در

ͬ دهیم. م شرح را خطͬ آمیخته مدل جزئیات بعد بخش در ͬ گویند. م

خطͬ آمیخته مدل ٣ . ۴
(٢٠٠٧ هم΄اران، و (جنسن از است عبارت خط۵ͬ آمیخته مدل کلͬ صورت

yi = Xiβ + Zibi + εi i = ١,٢, · · · ,m (۵ . ۴)
۵Linear mixed model



آمیخته اثرات مدل ٧۴
΁ی β ثابت، اثرات برای n × p ماتریس ΁ی Xi ͅ ها، پاس از n × ١ بردار ΁ی yi که کنید توجه
خطاها از n × ١ برداری εi تصادفͬ، اثرات برای n × q ماتریسͬ Zi ثابت، اثرات از p × ١ بردار
تعداد p ، مشاهدات تعداد n آن در که هستند. نامعلوم تصادفͬ اثرات از q × ١ برداری bi و
سادگͬ برای معمولا است. مستقل ͅ های پاس تعداد m و تصادفͬ اثرات تعداد q ثابت، اثرات

است زیر شرایط با نرمال توزیع دارای خطاها و تصادفͬ اثرات که ͬ شود م فرض محاسبات
bi ∼ Nq(٠,Di), εi ∼ Nn(٠,Ri)

فرض که آنجا (از تصادفͬ اثرات برای واریانس‐کواریانس قطری q×q ماتریس ΁ی Di آن در که
مؤلفه برای واریانس‐کواریانس n×n ماتریس ΁ی Ri و ناهمبسته اند) تصادفͬ اثرات ͬ کنیم م
واریانس ساختار و Ri = σ٢In خطا واریانس ماتریس مستقل اند، خطاها چون است. خطا
ͬ شود. م Di = D رو این از است ثابت ͅ دهندگان پاس همه برای Di و بوده ساده کواریانس

ناهمبسته اند. تصادفͬ اثرات و خطاها که داشت توجه باید همچنین
این انعطاف پذیری که باشند همبسته یا مستقل ͬ توانند م خطاها خطͬ آمیخته مدل در
تعداد کاهش برای مدل ساده ساختار حفظ برای مطالعه این در ͬ دهد. م نشان را مدل
که ͬ شود م فرض ͬ شوند. م گرفته نظر در همبسته خطاها دارند، برآورد به نیاز که پارامترهایی
مدل است، قطری D واریانس‐کواریانس ماتریس که آنجایی از و مستقل اند، تصادفͬ اثرات

می شود نتیجه فوق، مفروضات به توجه با داد. توسعه مم΄ن جای تا ͬ توان م را
yi ∼ Nn(Xiβ,Vi), i = ١,٢, · · · ,m

آن در که
Vi = ZiDZ⊤

i +Ri

بین روابط شرح برای آمیخته اثرات مدل های است. واریانس‐کواریانس n × n ماتریس ΁ی
بیشتر یا ΁ی به توجه با گروه بندی ها که ͬ شود م استفاده متغیرها از تعدادی و ͺپاس متغیر ΁ی

(٢٠٠۴ بیتس، و (پین هیرو ͬ شود. م انجام طبقه بندی عامل ΁ی از
در اختلاف شان تنها و است، یافته توسعه ΁کلاسی خطͬ مدل همان خطͬ، آمیخته مدل

دارد. وجود ثابت اثر بر علاوه نیز تصادفͬ اثر ΁ی آمیخته اثرات مدل در که است این
به وابسته که است طرح این مش΄لات از تصادفͬ و ثابت اثرات تعیین برای تصمیم گیری

است. داده ها جمͽ آوری چ·ونگͬ نوع
ی΄سان متقارن تحلیل مطالعه در ͅ دهندگان پاس همه برای اولویت ساختار که آنجایی از

باشد. داشته نظر در را ͅ دهندگان پاس اولویت ساختار تفاوت که داریم نیاز مدلͬ به نیست

انباشته ساختار ٣ . ١ . ۴
ͅ دهندگان پاس ماتریس مدل این است. ماتریسͬ نماد با آمیخته اثر مدل دادن نشان برای دی·ر راه
این دهد. تش΄یل ͅ دهندگان پاس اطلاعات شامل بزرگͬ ماتریس تا ͬ دهد م قرار هم بالای را



٧۵ پارامترها برآورد
yi ∼ Nn(Xiβ,Vi) مدل حالت این در ͬ رود. م به کار محاسبات سازی ساده برای نمایش نوع

نوشت زیر به صورت مشاهده m برای ͬ توان م را
Y = Xβ + Zb+ ε

انباشته ماتریس X ،N = mn با مشخصه ها همه برای ͅ ها پاس از N × ١ بردار ΁ی Y آن در که
عبارتͬ به است، N ×mp بلوکͬ طرح Z ثابت، اثرات از p × ١ بردار β ⊤Xها،

i از N × (p + ١)
ͬ شود م فرض ͺپاس هر برای تصادفͬ اثرات از بردارهایی شامل mp×١ بردار b و Z = diag(Zi)

بردار ΁ی ε همچنین است. D = diag(Di) آن در و بوده b ∼ N (٠,D) نرمال توزیع دارای که
است. R = diag(Ri) و بوده ε ∼ Nn(٠,R) نرمال توزیع دارای که است خطاها شامل N × ١

نوشت ͬ توان م عبارتͬ به


Y١
Y٢...
Ym

 =


X١
X٢...
Xm




β١
β٢...
βm

+


z١ ٠ · · · ٠
٠ z٢ · · · ٠
... · · · ... ...
٠ ٠ · · · zm




b١
b٢...
bm

+


ε١
ε٢...
εm



پارامترها برآورد ۴ . ۴
و ثابت اثرات شامل دارد برآورد به نیاز خطͬ آمیخته اثرات مدل در که مختلف پارامترهای
دوست تصادفͬ اثرات با کار هنگام را برآورد اصطلاح محققان از بسیاری است. تصادفͬ اثرات
طریق از ثابت اثرات برآورد رو این از ͬ پسندند. م را پیش گویی اصطلاح عوض در و ندارند،
بهترین طریق از تصادفͬ اثرات پیش بینͬ و ͬ آید م به دست (BLUE) خط۶ͬ نااریب برآورد بهترین
ͬ تواند م آمیخته مدل های در پارامتر برآورد ͬ شود. م حاصل (BLUP) خط٧ͬ نااریب پیش گویی
باشد. معلوم مؤلفه ها واریانس که ͬ گیریم م نظر در را وضعیتͬ نخست کند. دنبال را جهت دو
زمانͬ ولͬ ͬ باشد، م پیچیده شرایط این در برآورد که است نامعلوم مؤلفه ها واریانس معمولا

آورد. بدست فرآیند از بهتری درک ͬ توان م هستند معلوم مؤلفه ها که

معلوم واریانس‐کواریانس ماتریس با برآورد ١ . ۴ . ۴
پارامترهای فقط آن گاه هستند. معلوم هم D و R که کرد فرض ͬ توان م است معلوم V که وقتͬ
ͬ کنیم. م بررسͬ را ثابت اثرات برآورد ابتدا دارند. برآورد به نیاز b تصادفͬ اثرات و β ثابت اثرات
ML روش از استفاده با را برآوردها حاشیه ای مدل به آمیخته اثر مدل توزیع ساده سازی با

۶Best linear unbiased estimates
٧Best linear unbiased predictors



آمیخته اثرات مدل ٧۶
است: زیر صورت به حاشیه ای مدل آورد. بدست ͬ توان م سادگͬ به

Y = Xβ + ε∗

است عبارت درستنمایی تابع است نرمال توزیع دارای Y چون است. ε∗ ∼ N (٠, V ) آن در که
از

L =
١

(٢π)n/٢|V|١/٢ exp

{
− ١

٢(Y −Xβ)⊤V−١(Y −Xβ)

}
.

با است برابر درستنمایی تابع ل·اریتم بنابراین
LogL = −n

٢Log(٢π)− ١
٢Log(V)− ١

٢(Y −Xβ)⊤V−١(Y −Xβ)

= −n

٢Log(٢π)− ١
٢Log(V)− ١

٢
{Y⊤ −V−١Y −Y⊤V−١Xβ −X⊤β⊤V−١Y +X⊤β⊤V−١Xβ}

را آن و ͬ گیریم م مشتق β به نسبت درستنمایی تابع ل·اریتم از β پارامتر برآورد تعیین برای
داریم ͬ دهیم م قرار صفر برابر

∂LogL

∂β
= − ١

٢
[٠ −Y⊤V−١X−X⊤V−١Y + ٢X⊤V−١Xβ

]
= − ١

٢
[٢X⊤V−١Y + ٢X⊤V−١Xβ

]
= ٠

باشد معکوس پذیر XTV−١X ماتریس اگر ،(X⊤V−١X)β = X⊤V−١Y که این به توجه با
ͬ شود م نتیجه زیر صورت به β بردار ML برآوردگر

β̂ = (X⊤V−١X)−١X⊤V−١Y

ͬ کنیم. م تعیین را Y شرط به b شرطͬ امید مقدار تصادفͬ اثر پیش گویی آوردن بدست برای
ͅ ها، پاس از N × ١ بردار ΁ی Y اگر بخش این مفروضات طبق ،(٢٠٠١ (جنسن، .١ . ۴ . ۴ قضیه

از است عبارت Y شرط به b توزیع آنگاه تصادفͬ اثرات از mp× ١ ماتریس ΁ی b
b|Y ∼ Nn(DZ⊤V−١(Y −Xβ),D−DZ⊤V−١ZD)

Z ثابت، اثرات برای X⊤
i طراحͬ ماتریس های از N × (p+ ١) انباشته ماتریس ΁ی X آن در که

واریانس ماتریس های R و D و Z⊤ طراحͬ ماتریس های از N ×mp قطری انباشته ماتریس ΁ی
هستند. کواریانس

داریم b و Y توزیع به توجه با Yبرهان.

b

 =


Xβ

٠
 ,

 V ZD

DZ⊤ D





٧٧ پارامترها برآورد
میانگین با نرمال توزیع دارای Y شرط به b توزیع که این به توجه با

µb|Y = ٠ +DZ⊤V−١(Y −Xβ) = DZ⊤V−١(Y −Xβ)

کواریانس واریانس ماتریس ساختار و
Σb|Y = D−DZ⊤V−١ZD. (۶ . ۴)

از است عبارت تصادفͬ اثر پیش گویی ͬ شود م نتیجه است،
b̂ = E(b|Y) = DZ⊤V−١(Y −Xβ).

نامعلوم واریانس‐کواریانس ماتریس با برآورد ٢ . ۴ . ۴
از قبل R و D کواریانس واریانس ماتریس های ساختار باید ابتدا است نامعلوم V که وقتͬ
چون نیست مستقیم محاسبه ΁ی دی·ر این شود. مشخص b و β نامشخص پارامترهای برآورد
΁ی از استفاده مش΄ل این ͽرف برای بالقوه حل راه ΁ی داشت. نخواهند بسته صورت برآوردها
استفاده حالت این در برآورد برای که روشͬ است. بهینه جواب کردن پیدا برای تکراری روش

است. (٨EM) ال·وریتم ͬ شود م
ماکزیمم برآورد یا ML برآورد محاسبه برای که بوده تکراری ال·وریتم نوع ΁ی EM ال·وریتم
استفاده مشاهده غیرقابل یا گمشده داده های حضور در (REML) ٩ شده محدود درستنمایی
منتشر و تدوین پایه ای مقاله ای در (١٩٧٧) هم΄اران و دمپستر توسط EM ال·وریتم ͬ شود. م

شد. ارائه و کرده پیدا افزایش شدت به اخیر دهه های این در EM ال·وریتم از استفاده شد.
برای پیشنهادهایی چه اگر ͬ شود م هم·را کندی به که است این ،EM ال·وریتم مش΄ل ΁ی
(١٩٧٧) ΁وندی و مینگ دارد. وجود ال·وریتم این در هم·رایی روند به بخشیدن سرعت
پیشنهاد آن ثبات و سادگͬ حفظ با ال·وریتم این به بخشیدن سرعت برای را استراتژی های

کرده اند.

نظری: چوب چار
آماری مدل ΁ی از درستنمایی ماکزیمم کردن پیدا برای که تکراری است روشͬ EM ال·وریتم
چارچوب های ͬ شود. م استفاده نیست مشاهده قابل نامعلوم متغیرهای به وابستگͬ که وقتͬ
این در است. برآورد مرحله اول مرحله ͬ شود. م دنبال اساسͬ مرحله دو در EM ال·وریتم
این ͬ کنیم. م تعریف است درستنمایی ل·اریتم ریاضͬ امید نشان دهنده که را Q تابع مرحله

٨Expectation maximization
٩Restricted maximum likelihood



آمیخته اثرات مدل ٧٨
نامیده ماکزیمم سازی مرحله مرحله، دومین ͬ کند. م ارزیابی پارامتر برآورد در را Q تابع مرحله

ͬ رساند. م حداکثر به را درستنمایی مرحله این ͬ شود. م
و بوده گمشده داده کنید فرض هستند مشاهده غیرقابل متغیرها تصادفͬ اثرات چون
داد نشان زیر صورت به ͬ توان م را داده ها صورت این در باشند. شده مشاهده داده ͅ های پاس

(y, b) = {(yi, bi); i = ١,٢, · · · ,m} (٧ . ۴)

فرآیند نرسیدیم هم·رایی به که زمانͬ تا و ͬ دهد م نشان را تکرارها تعداد k(k = ١,٢, · · · )
زیر به صورت EM ال·وریتم ابتدایی مقادیر از مجموعه اولین انتخاب پس دارد، ادامه تکراری

(٢٠١٠ ͬ یابد(وو، م ادامه

E مرحله •
مشاهده داده های و کامل داده های شرطͬ درستنمایی ل·اریتم مرحله این kام تکرار در
شرطͬ ریاضͬ امید صورت به Q حالت این در ͬ شود. م محاسبه پارامتر برآورد و شده

ͬ شود م تعریف
Q(θ|θ(k)) = E

[
logL(θ|Y, b)|Y, θ(k)

]
.

M مرحله •
رابطه به توجه با ،E مرحله در را Q(θ|θ(k)) شرطͬ ریاضͬ امید بیشترین مرحله این
داشته که به طوری ͬ کند م پیدا شده بروز پارامترهای یافتن ،برای نامعلوم پارامترهای

باشیم
Q(θ(k+١)|θ(k)) ≥ Q(θ|θ(k)).

توجه باید هم را مهم نکته این دهد رخ هم·رایی تا ͬ شود م تکرار بارها و بارها روند این
باید و هستند مهم شروع نقاط دارد. ماکزیمم نقطه در هم·رایی EM ال·وریتم که داشت
ماکزیمم به نقطه آن در ال·وریتم که برسیم نقطه ای به تا کرد امتحان را مختلف نقاط
جای کنیم برخورد عجیبی نقاط به شاید ابتدا در شود. ΁نزدی خود کلͬ هم·رایی

ͬ شود. م هم·را به کندی EM ال·وریتم چون ندارد تعجب

ML روش برای EM ال·وریتم •
شروع درستنمایی ل·اریتم داده های شرطͬ ریاضͬ امید محاسبه با E مرحله که آنجایی از
شود. گرفته درستنمایی ل·اریتم داده های تابع از نخست مرحله در باید این رو از ͬ شود، م

ͬ شود. م استفاده (۵.۴) مدل از بل΄ه ͬ شود نم استفاده انباشته مدل از قسمت این در
داده ها به توجه با

(y, b) =
{
(yi, bi); i = ١,٢, · · · ,m} .



٧٩ پارامترها برآورد
(۵.۴) چندگانه ͅ های پاس با شده مشاهده داده های خطͬ آمیخته مدل درستنمایی تابع

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را
L(θ|y) =

∏m

i=١f(yi|θ)

نشان دهنده η و شوند، برآورد باید که پارامترهایی شامل برداری θ = (β, η) آن در و
با است. Ri و Di کواریانس واریانس ماتریس های از متمایز پارامتری شامل ماتریسͬ
ش΄ل به ͬ توان م را درستنمایی تابع آمیخته، مدل های از احتمال ابتدایی مفهوم به توجه

آورد بدست زیر
f(yi, θ) = f(yi|bi,β,Ri)f(bi|Di).

bi ∼ N (٠,Di) خطͬ آمیخته مدل فرض های و Y | b ∼ N (Xβ+Zb,R) به توجه با حال
نوشت ͬ توان م است ی΄سان افراد همه برای Di که فرض این و

f(yi|bi,β,Ri) =
١

(٢π)−n/٢(|Ri|)١/٢ exp

{
− ١

٢ (yi −Xiβ − Zibi)
⊤R−١

i (yi −Xiβ − Zibi)

}
(٨ . ۴)

=
١

(٢π)−n/٢|Ri|١/٢ exp

{
− ١

٢ (ei)
⊤(Ri)

−١(ei)
}
و ei = (yi −Xiβ − Zibi) که

f(bi|D) =
١

(٢π)q/٢|D|١/٢ exp
{
− ١

٢biD
−١
i bi

}
(٩ . ۴)

با است برابر iام ͅ دهنده پاس درستنمایی ل·اریتم بنابراین
logL(θ|yi,bi) =− n

٢ log(٢π)− ١
٢ log |Ri| −

١
٢(yi −Xiβ − Zibi)

⊤ (١٠ . ۴)
R−١

i (yi −Xiβ − Zibi)−
q

٢ log(٢π)− ١
٢ log |D| − ٢

٢biD
−١bi

ͬ شود م حاصل زیر صورت به (Q) داده ها درستنمایی ل·اریتم شرطͬ امید E مرحله •
Q = (θ|θ(k)) = E

[
logL(θ|y,b)|y, θk

]
= E

 m∑
i=١

{
log f(yi|bi,β,Ri) + log f(bi|D)|yi, θ

(k)
}

بسنده آماره به وسیله ͬ توان م را E مرحله کردید. مشاهده (١٠.۴) در را log(θ|yi,bi) که
کرد محاسبه شده اند ساده D و Ri ماتریس در η کواریانس واریانس پارامترهای از که زیر

(٢٠١٠ (وو،
m∑
i=١

E(e⊤i ei|yi, θ̂
(k)) =

m∑
i=١

[
ê⊤

(k)

i ê
(k)
i + tr

(
cov(ei|yi, θ

(k))
)]



آمیخته اثرات مدل ٨٠
و

m∑
i=١

E
[
b⊤
i bi|yi, θ̂

(k)
]
=

m∑
i=١

[
b̂⊤(k)

i b̂
(k)
i + cov(bi|yi, θ̂

(k))
]

آن در که
êi =Yi −Xiβ̂

(k) − Zib̂
(k)
i

b̂i
(k)

=D(η̂)Z⊤
i V

−١
i ( ˆη(k))(Yi −Xi

ˆ
β(k))

V−١
i (η̂(k)) =ZiD(η̂(k))Zi +Ri(η̂

(k))

M مرحله •
پارامتر تولید برای ͬ کنند م مقدار بیشترین را Q(θ|θ(k)) که پارامترهایی مرحله این برای
رابطه از استفاده با ͬ توان م پارامترها شده به روز برآوردهای ͬ شود. م استفاده شده به روز

آورد بدست زیر

β̂
(k+١)

=

 m∑
i=١

X⊤
i V̂

−١
i (η̂(k))Xi

−١  m∑
i=١

XT
i V̂

−١
i (η̂(k))Yi

 (١١ . ۴)

ماتریس شده برآورد مقادیر است. ی΄سان بود معلوم V که زمانͬ با پارامتر برآورد این
باعث نتایج تکرار ͬ شود. م استفاده ثابت اثرات برآورد تعیین برای کواریانس واریانس
Q(θ|θ(k)) شرطͬ امید بوسیله ͬ توان م را مؤلفه ها واریانس ͬ شود. م نتیجه شدن دقیق تر

کرد. پیش گویی
بردار ΁ی Y که آنجایی از بخش این مفروضات طبق (٢٠٠٧ (جنسن، .٢ . ۴ . ۴ قضیه
به ε شرطͬ توزیع است، ͬ مانده ها باق از انباشته بردار ΁ی ε و ͅ ها پاس از N × ١ انباشته

از است عبارت Y شرط
ε|Y ∼ N (R⊤V−١(Y −Xβ),R−R⊤V−١R)

΁ی Z ثابت، اثرات برای X⊤
i طراح ماتریس های از N × p ماتریس  ΁ی X آن در که

واریانس ماتریس های R و D و Z⊤
i طراحͬ ماتریس های از N×mp قطری انباشته ماتریس

هستند. کواریانس
است: زیر ش΄ل به ε و Y توأم توزیع Yبرهان.

ε

 =


Xβ

٠
 ;

 V R

R⊤ R


میانگین با نرمال دارای Y شرط به ε نتیجه در

µε|Y = ٠ +R⊤V−١(Y −Xβ)

= R⊤V−١(Y −Xβ)



٨١ پارامترها برآورد
واریانس‐کواریانس ماتریس ساختار و

Σε|Y = R−R⊤V−١R

است.
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به پارامترها برآورد خطͬ آمیخته مدل برای

σ̂٢(k+١)
=

∑m
i=١ E

[
e⊤

(k)

i e
(k)
i |Yi, θ̂(k)

]
∑m

i=١ ni
=

∑m
i=١ E

[
e⊤

(k)

i e
(k)
i |Yi, θ̂(k)

]
N

(١٢ . ۴)
نتیجه در و

m∑
i=١

E
[
e⊤

(k)

i e
(k)
i |Yi, θ̂

(k)
]
=

m∑
i=١

[
ê⊤

(k)

i ê
(k)
i + tr(cov(ei|Yi, θ̂

(k)))
]

=

m∑
i=١

[
ê⊤

(k)

i ê
(k)
i + tr

[
σ̂٢(k)

In + σ̂۴(k)
I⊤n V̂

−١
i (η̂(k))In

]]
=

m∑
i=١

[
ê⊤

(k)

i ê
(k)
i + tr

[
R̂

(k)
i − R̂

(k)
i I⊤n V̂

−١
i (η̂(k))InR̂

(k)
i

]]
ͬ آید. م بدست مشابه صورت به (۶.۴) معادله و تصادفͬ متغیرهای واریانس مؤلفه

D̂(k+١) =
∑m

i=١ E
[
bib

⊤
i |Yi, θ̂

(k)
]

m
=

∑m
i=١
[
b̂
(k)
i b̂

⊤(k)
i + cov(bi|Yi, θ̂

(k))
]

m
(١٣ . ۴)

=

∑m
i=١
[
b̂ib̂i

⊤
+ (D̂(k) − D̂(k)Z⊤

i V
−١(k)
i ZiD̂

(k))
]

m

نهایی: مرحله •
R̂ = ،D̂ = D̂(k+١) ،β̂ = β̂

(k+١) مجموعه آن گاه برسیم هم·رایی به kام تکرار در اگر
اضافه k به واحد ΁ی صورت این غیر در است مسئله جواب b̂ = b̂(k+١) و σ̂٢(k+١)

In

ͬ گردد. برم E مرحله به و ͬ شود م
مطالعه ای که شده مطرح (٢٠١٢) لوسون و لسافری توسط مثال این .١ . ۴ . ۴ مثال
بررسͬ هدف است جنس و سن کم΄ͬ متغیرهای بین کلسترول مصرف میزان درباره
نظر در زیر صورت به را مدل است. بدن در کلسترول جذب روی بر جنس و سن تاثیر

ͬ گیریم م
yij = β٠ + β١ageij + β٢genderij + b٠i + εij

کند. مشخص jام کم΄ͬ متغیر و iام شخص در را کلسترول مصرف میزان yij آن در که
EM ال·وریتم از استفاده با .εij ∼ N (٠, σ٢) و b٠i ∼ N (٠, σ٢

b٠) که ͬ شود م فرض به علاوه
ͬ گیریم م نتیجه

β̂ =


β١
β٢
β٣

 =


۴٢١٫٧١
−٠٫٧١۴۴
−۵۵٫١۶





آمیخته اثرات مدل ٨٢
آن در که

σ̂٢
b = ٩۴٫٢٨

کلسترول مصرف میزان بر تاثیری افراد سن که ͬ دهد م نشان شده برآورد پارامترهای
مصرف میزان بر سن عکس بر جنسیت اما ندارد، مدل بر زیادی تاثیر چون ندارد

دارد. تاثیر کلسترول

محدود درستنمایی ماکزیمم روش های از ͬ توان م دارند پیچیده ساختار که داده هایی در
کرد. استفاده پارامترها برآورد برای (NR) رافسون نیوتون و (REML) شده

REML روش برای EM ال·وریتم •
روش مراحل همان از ͬ شود، م برآورد REML روش از استفاده با نامعلوم پارامتر ΁ی وقتͬ
بخش REML روش که است این در ML با REML روش  تفاوت اما ͬ شود. م استفاده ML

برای است. ثابت اثرات بدون آن ها از ی΄ͬ که ͬ کند م تقسیم قسمت دو به را درستنمایی
ثابت اثرات شامل که درستنمایی تابع بخش مؤلفه ها، نامعلوم واریانس آوردن بدست

(١٩٧٩ سیرل، و (کوربیل ͬ شود. م ماکزیمم نیست
برای برآوردهایی آمد بدست قبل مرحله در واریانس برای که برآوردهایی از استفاده با
REML برآوردگر از پیچیده داده ها برای که ͬ شود م توصیه ͬ آید. م بدست ثابت اثرات

ندارد. آن روی بر تاثیری افتاده دور نقاط و است مثبت واریانس چون کنید استفاده
(NR) رافسون نیوتون روش از استفاده با برآوردها محاسبه •

نیوتون روش کرد برآورد را نامعلوم پارامترهای ͬ توان م که برآورد، روش های از دی·ر ی΄ͬ
ͬ کند، م استفاده ریشه یابی روش های از که است تکراری روی΄رد ΁ی این است. رافسون
هم΄اران، و کولاک ΁م) ͬ شود. م داده توضیح آن مورد در مختصر طور به ادامه در

(٢٠٠٨
کردن حل با ریشه کردن پیدا روش این هدف و ͬ باشد م f(θ) تابع با آن شروع

f́(θ) =
∂f(θ)

∂θ
= ٠ (١۴ . ۴)

بدهد. ما به را مقدار ماکزیمم که امید این با است
ب·یرید نظر در زیر به صورت θ٠ حول را (١۴.۴) رابطه تیلور بسط

∂f(θ)

∂θ
= f́(θ) ≈ f́(θ) +

∂٢f(θ)
∂θ٢ |θ=θ٠(θ − θ٠). (١۵ . ۴)

صورت این در ͬ دهیم م قرار صفر برابر را (١۵.۴) معادله

f́(θ٠) + ∂٢f(θ)
∂θ٢ |θ=θ٠ (θ − θ٠) = ٠ (١۶ . ۴)



٨٣ فرضیه آزمون
ͬ شود م حاصل زیر به صورت نتیجه (١۶.۴) معادله حل با

θ = θ٠ −
[
∂٢f(θ)
∂θ٢ |θ=θ٠

]−١
f́(θ٠).

مرحله حالت این در آید. به دست برآوردها تا ͬ شود م تکرار بعدی ریشه های برای کار این
نوشت ͬ توان م +mام ١

θm+١ = θm −

[
∂(m)f(θ)

∂θ(m)∂θ́(m)
|θ=θ(m)

]−١
f́(θ(m)).

کردند. بررسͬ را NR روش و EM ال·وریتم بین تفاوت های (١٩٩٨) بیتس و لیندسترم
تکرار با NR روش اما هستند، سریع ناشناخته پارامتر برآورد برای روش دو هر چند هر

است. استوارتر هم·رایی در و ͬ رسد م هم·رایی به کمتری
ͬ آید م به دست زیر نتایج NR ال·وریتم از استفاده با ب·یرید نظر در را ١.۴.۴ مثال مثال: •

β =


β٠
β١
β٢

 =


۴٢٣٫٩٨
−٠٫۵٧١٩
−۵۴٫٢٧١٢


آن در که

σ̂٢
b = ١١٠٫۶۶

است ΁نزدی قبل مثال در EM ال·وریتم از آمده بدست برآوردهای به برآورد ها این است.
ͬ باشد. م دقیق مطالعه این از حاصل نتایج و

فرضیه آزمون ۵ . ۴
نتایج تعمیم بر علاوه قسمت این در شد ارائه ثابت اثرات برای آزمون هایی قبل فصل در اگرچه

ͬ کنیم. م ارائه نیز را تصادفͬ اثرات آزمون خطͬ، ترکیبات آزمون حالت در قبلͬ

ثابت اثرات برای آزمون ١ . ۵ . ۴
انتخاب اهمیت آزمون مرحله اولین دارد. وجود ثابت اثرات برآورد برای آزمون چند فقط
زیر به صورت و است β برآوردپذیر پارامتر خطͬ ترکیب آن حاصل که است، L متقابل ماتریس

ͬ باشد م
H٠ : Lβ = ٠
H١ : Lβ ̸= ٠



آمیخته اثرات مدل ٨۴
ͬ شود. م استفاده فوق فرضیه های دسته آزمون برای فیشر و والد t‐استیودنت، آزمون های از

از عبارت اند ترتیب به شده ذکر آزمون های آماره های
t =

Lβ̂√
L(X⊤V̂−١X)−١L⊤

Wald = β̂
⊤
L⊤
{
L(X⊤V̂−١X)−١L⊤

}
Lβ̂

F =
β̂
⊤
L⊤
{
L(X⊤V̂−١X)−١L⊤

}
Lβ̂

rank
(
L(X⊤V̂−١X)−١L⊤

) .

L(X⊤V̂−١X)−١L⊤ ماتریس (Rank) رتبه آزادی درجه با χ٢ توزیع دارای تقریبا والد آزمون آماره
آماره ͬ دهد. نم دقیق نتایج والد آزمون آماره باشد ΁کوچ داده نقاط تعداد که وقتͬ است.
مشتق برآورد از آزادی درجه و L(X⊤V̂−١X)−١L⊤ رتبه آزادی درجه با F توزیع دارای F آزمون

کنید. مراجعه (٢٠٠٣) ΁نای و کاتری به جزئیات مشاهده برای است. داده ها

تصادفͬ مؤلفه های برای آزمون ٢ . ۵ . ۴
مورد بیشتر تصادفͬ اثرات این واریانس مؤلفه های ͬ شود، م ارزیابی تصادفͬ اثرات اهمیت وقتͬ
محقق ΁ی بود. نخواهد مدل در تصادفͬ اثر آن گاه باشد، صفر واریانس مؤلفه اگر است. نظر
مدل در ملاحظه ای قابل به طور تصادفͬ اثرات اگر ͬ دهد م ترجیح ثابت مدل به را آمیخته مدل
است زیر به صورت آن فرضیه آزمون باشد) صفر از بزرگ تر واریانس ها (یعنͬ باشد داشته تاثیر

H٠ : σ٢
b = ٠

H١ : σ٢
b ̸= ٠

ی΄ͬ ͬ گیرد. م نظر در تصادفͬ اثر ΁ی عنوان به را وابسته متغیر محقق شود، رد صفر فرضیه اگر
(کلین بوم از است عبارت است. Z والد تقریبی آزمون آماره تعیین فرضیه این آزمون راه های از

(٢٠٠٨ هم΄اران، و
Z =

σ̂٢
b

Sσ̂٢
b

اثرات بدون و تصادفͬ اثرات با (مدل مدل دو درستنمایی آزمون مقایسه آزمون این هدف
واریانس پارامترهای تعداد r که است r آزادی درجه با کای دو آزمون آماره از استفاده با تصادفͬ)

است. D ماتریس در شده برآورد کواریانس و

شوینده ماده مثال متقارن تحلیل ۶ . ۴
مصرف کنندگان بین دلخواه پارامترهای برای مصرف کننده افراد ͹سطOLS برآوردگر متقارن تحلیل
اولویت ناهم·نͬ و پارامترها برآورد متقارن تحلیل مطالعه در ͬ کند. م حساب را ناهم·ن



٨۵ شوینده ماده مثال متقارن تحلیل
که ͬ دهد م را ام΄ان این محقق به پی·یری این و کرد پی·یری ͬ توان م را مصرف کنندگان
اثبات بزرگ شرکت های برای متقارن تحلیل مزیت کند. تقسیم قسمت چند به را بازار بتواند
͹سط در موجود داده های نقاط تعداد متاسفانه ͬ شود. م آگاهانه سود باعث که است شده
خیلͬ کلͬ به طور شده مصاحبه مشتریان و محدود زمان مدت به توجه با مصرف کنندگان
مدل با مقابل در متقارن تحلیل از حاصل نتایج لذا است، مدل پارامترهای تعداد به ΁نزدی
(١٩٩٩ اوتر، و (فریوواریس‐اسچیتر است. مم΄ن غیر تقریبا مصرف کننده ΁ی برای آماری
بنابراین و است تصادفͬ مؤلفه طریق از مشاهدات کردن اضافه دی·ر مم΄ن آماری حل راه ΁ی

ͬ شود. م پیشنهاد آمیخته مدل روش از استفاده
ی΄سان افراد این همه افکار و اولویت که نیست لازم ͬ شود م اندازه گیری نفر ٨۶ اولویت وقتͬ
را متقارن تحلیل مطالعه در تصادفͬ اثرات ایده ͅ دهندگان، پاس اولویت در تفاوت ها این باشد.
مؤلفه از استفاده با اما کند مدل ͬ تواند نم را تفاوت ها این دقیق به طور محقق ͬ کند. م توجیه
این در کند. ارزیابی را مدل در افراد تغییر اثر ͬ تواند م محقق ثابت اثرات مدل در تصادفͬ

حالت
ͬ باشد. م مطالعه در شرکت کنندگان تعداد i = ١,٢, · · · ,٨۶ •

امتیاز آن ها به باید کنندگان مصرف که ͬ باشد م مشخصه ها تعداد j = ١,٢, · · · , ١٨ •
بدهند.

است. تصادفͬ اثرات تعداد q و ثابت تعداداثرات p •
ͬ کنیم م فرض ͬ باشد، م تصادفͬ مؤلفه ΁ی شامل ثابت اثر هر برای مدل چون مثال، این در

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را خطͬ آمیخته مدل q = p = ٩
yi = Xiβ + Zibi + εi (١٧ . ۴)

ͬ شود، م ساخته مشخصه هر در خاص ویژگͬ سطوح از استفاده با Xi ،n×p ماتریس آن در که
اثرات (این نامعلوم، ثابت اثرات از p× ١ بردار ΁ی β است، تصادفͬ اثر برای n× q ماتریس Zi

همه برای (که است تصادفͬ اثرات از q × ١ بردار ΁ی bi است) ثابت ͅ دهندگان پاس همه برای
که ͬ شود م فرض و ͬ باشد. م خطاها از n× ١ بردار ΁ی εi و است) ثابت ͅ دهندگان پاس

bi ∼ Nq(٠,Di) , εi ∼ Nn(٠,Ri)

چون هستند، ی΄سان ویژگͬ ͹سط ماتریس دارای ͅ دهندگان پاس همه شوینده ماده مثال برای
Xi ماتریس که است معنا بدان این ͬ کنند. م ارزیابی را ی΄سان مشخصه ماتریس ΁ی آن ها همه
شد طراحͬ قبل فصل در ۴.٣ جدول در که ماتریسͬ است. ی΄سان ͅ دهندگان پاس همه برای
تصادفͬ ضرایب مدل ͬ توان م مدل، این از که است، خطͬ آمیخته اثر مدل از خاص مدل ΁ی
در ͬ کند م برررسͬ مدل در را تصادفͬ اثرات محقق چون ،Zi = Xi مدل این برای برد. نام را



آمیخته اثرات مدل ٨۶
است زیر به صورت خطͬ آمیخته مدل حالت این

yij = β١xj١ + βF١xj٢ + βF٢xj٣ + βA١xj۴ + βA٢xj۵ + βD١xj۶ + βB١xj٧ + βP١xj٨ + βP١xj٩
+b١iZj١ + bF١iZj٢ + bF٢iZj٣ + bA١iZj۴ + bA٢iZj۵ + bD١iZj۶ + bB١iZj٧ + bP١iZj٨ + bP٢iZj٩ + εij

گرفت نظر در گروه ΁ی در را ثابت اثرات و تصادفͬ اثرات ͬ توان م مدل این در Xi = Zi چون
بنابراین و

yij =(β١ + b١i)xj١ + (βF١ + bF١i)xj٢ + (βF٢ + bF٢i)xj٣ + (βA١ + bA١i)xj۴ + (βA٢ + bA٢i)xj۵
+ (βD١ + bD١i)xj۶ + (βB١ + bB١i)xj٧ + (βP١ + bP١i)xj٨ + (βP٢ + bP٢i)xj٩ + εij

شود ساده تر زیر به صورت ͬ تواند م نهایت در که
yij = β١ixj١ + βF١ixj٢ + βF٢ixj٣ + βA١ixj۴ + βA٢ixj۵ + βD١ixj۶ + βB١ixj٧ + βP١ixj٨ + βP٢ixj٩

را ͅ ها پاس برای خاص ویژگͬ ͹سط توزیع ͬ تواند م مدل در تصادفͬ اثر گنجاندن با محقق
ویژگͬ، سطوح از ΁ی هر مؤلفه های واریانس محاسبه به وسیله محقق ادامه در و آورد. به دست
واریانس، مؤلفه ارزیابی با کند. مشاهده را ویژگͬ ͹سط هر برای ͅ ها پاس ارزیابی پهنای ͬ تواند م
واریانس که وقتͬ کند. بررسͬ را مدل بر ͅ ها پاس اولویت تاثیر میان در تغییر ͬ تواند م محقق
مورد در مختلف ͅ دهنده های پاس گروه کلͬ شرایط تعیین برای محقق هست بزرگ اولویت ها
این به است ΁کوچ ویژگͬ ͹سط برای واریانس وقتͬ ͬ شود. م مش΄ل دچار خاص ویژگͬ ΁ی

خیر. یا ͬ کند م ΁کم محصول انتخاب در خاص ویژگͬ ΁ی ͹سط آیا که است معنا
برای آمیخته اثر مدل در کواریانس واریانس ماتریس مختلف ساختار سه مطالعه، این در
مدل در پارامترها از تعدادی چه اگر ͬ شود. م بررسͬ ٪۵ ͬ داری معن ͹سط در پارامترها برآورد
مدل در این که یعنͬ ͬ شوند. نم حذف متقارن تحلیل مطالعه در اما ندارند، چندانͬ تاثیر
اولویت بر ندارند مدل در چندانͬ تاثیر که پارامترهایی بخش ارزشͬ قسمت در متقارن تحلیل
پارامترهای برآورد برای اینجا در نیستند. تاثیرگذار هم مشخصه ها انتخاب برای ͅ دهندگان پاس

ͬ شود. م استفاده ML روش از نامعلوم

اول خطͬ آمیخته مدل ١ . ۶ . ۴
است زیر صورت دارای که است ترکیبی١٠ تقارن ساختار شده گرفته نظر در ساختار اولین

D١ =


σ٢١ ٠ · · · ٠
٠ σ٢١ · · · ٠
... · · · ... ٠
٠ ٠ · · · σ٢١

 .

١٠Compound symmetry structure



٨٧ شوینده ماده مثال متقارن تحلیل
مدل که معناست بدان این است. تصادفͬ اثرات همه برای واریانس ΁ی دارای ساختار این
برآورد به نیاز که است کمتری پارامتر دارای هستند بررسͬ حال در که دی·ر مدل های به نسبت
از استفاده با ندارد. وجود مختلف ویژگͬ سطوح واریانس های محاسبه روش این در اما دارند،
جدول های در پارامترها اهمیت با همراه شده برآورد مقادیر شوینده، ماده نمونه برای مدل این
متغیر اثر نبودن ͬ دار معن نشان دهنده × علامت ٣ . ۴ جدول در است. شده آورده ۴ . ۴ و ٣ . ۴
اثرات برای D١ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در ثابت اثرات برآورد :٣ . ۴ جدول

آمیخته مدل در تصادفͬ
اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه

مبدا از عرض β̂١ ٣٫٧٣٩٨ ٠٫٠٠٠١<
F١ β̂F١ −٠٫٢١٧١ ٠٫٠٠٠٨
F٢ β̂F٢ ٠٫١۶۶٧ ٠٫٠٠٩۴
A١ β̂A١ −٠٫٣۴۵٠ ٠٫٠٠٠١<
A٢ β̂A٢ ٠٫٠٢٣٣ ٠٫٧١١٨ ×

D١ β̂D١ ٠٫۵١٠٢ ٠٫٠٠٠١<
B١ β̂B١ −٠٫١۵۴١ ٠٫٠٠٨۴
P١ β̂P١ ١٫١٣١٨ ٠٫٠٠٠١<
P٢ β̂P٢ ٠٫٠٨١۴ ٠٫١٩٨٠ ×

است.



آمیخته اثرات مدل ٨٨
برای D١ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در واریانس مؤلفه های برآورد :۴ . ۴ جدول

آمیخته مدل در تصادفͬ اثرات
اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه

مبدا از عرض σ̂٢ ١٫٢ ٠٫٠٠٠١<
F١ σ̂٢

F١ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
F٢ σ̂٢

F٢ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
A١ σ̂٢

A١ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
A٢ σ̂٢

A٢ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
D١ σ̂٢

D١ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
B١ σ̂٢

B١ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
P١ σ̂٢

P١ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<
P٢ σ̂٢

P٢ ٠٫٢٠۵٢ ٠٫٠٠٠١<

دوم خطͬ آمیخته مدل ٢ . ۶ . ۴
آن صورت که است کامل واریانس مؤلفه ساختار ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد که ساختار دومین

از است عبارت

D٢ =


σ٢١ ٠ · · · ٠
٠ σ٢

F١ · · · ٠
... · · · ... ...
٠ ٠ · · · σ٢

P٢


نوع آمیخته اثرات مدل ساختار در شد، بیان آمیخته مدل اصلͬ فرضیه های در که همان طور
ناهمبسته D٢ ساختار و است خود به مخصوص واریانس مؤلفه دارای تنهایی به متغیر هر دوم
جداول در D٢ از استفاده با برآوردها نتایج دارد. اشاره ͬ دهد م نشان را تصادفͬ اثرات بودن

است شده آورده ۶ . ۴ و ۵ . ۴



٨٩ شوینده ماده مثال متقارن تحلیل
اثرات برای D٢ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در ثابت اثرات برآورد :۵ . ۴ جدول

آمیخته مدل در تصادفͬ
ثابت اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه

مبدا از عرض β̂١ ٣٫٧٣٩٨ ٠٫٠٠٠١<
F١ β̂F١ −٠٫٢١٧١ ٠٫٠٠٠١<
F٢ β̂F٢ ٠٫١۶۶٧ ٠٫٠٠٠١<
A١ β̂A١ −٠٫٣۴۵٠ ٠٫٠٠٠١<
A٢ β̂A٢ ٠٫٠٢٣٣ ٠٫۶٠٢۴ ×

D١ β̂D١ ٠٫۵١٠٢ ٠٫٠٠٠١<
B١ β̂B١ −٠٫١۵۴١ ٠٫٠٠٠٩
P١ β̂P١ ١٫١٣١٨ ٠٫٠٠٠١<
P٢ β̂P٢ ٠٫٠٨١۴ ٠٫١١۶٨ ×

برای D٢ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در واریانس مؤلفه های برآورد :۶ . ۴ جدول
آمیخته مدل در تصادفͬ اثرات

ثابت اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه
ͬ مانده باق σ̂٢ ١٫٢٣۴۶ ٠٫٠٠٠١<

مبدا از عرض σ̂٢١ ٠٫۵٢٠٢ ٠٫٠٠٠١<
F١ σ̂٢

F١ ٠٫٠۶۶١ ٠٫٠٠۵٩
F٢ σ̂٢

F٢ ٠ . ×

A١ σ̂٢
A١ ٠٫١۴٧١ ٠٫٠٠٠١<

A٢ σ̂٢
A٢ ٠٫٠٣٣٠ ٠٫٠٠٨۶ ×

D١ σ̂٢
D١ ٠٫٢٩٧٨ ٠٫٠٠٠١<

B١ σ̂٢
B١ ٠٫٠٩۴٠ ٠٫٠٠٠٢

P١ σ̂٢
P١ ٠٫۴٣٩۴ ٠٫٠٠٠١<

P٢ σ̂٢
P٢ ٠٫٠٨٩٨ ٠٫٠٠۴٢



آمیخته اثرات مدل ٩٠

سوم خطͬ آمیخته مدل ٣ . ۶ . ۴
فرض ماتریس این ندارد. ساختاری که ͬ کند م مطرح را واریانس‐کواریانس ماتریس مدل این

از است عبارت آن صورت و ͬ برد م بین از را ناهمبسته تصادفͬ اثرات

D٣ =



σ٢
I σIF١ · · · σIP٢

σIF١ σ٢
IF٢ · · ·

...
... · · · ... ...

σIP١ · · · σP١P٢ σ٢
P٢


رابطه همچنین شوند برآورد باید عرض ازمبدا واریانس و تصادفͬ اثر واریانس D٣ به توجه با
تصادفͬ اثرات بودن ͬ دار معن مشاهده برای دارد. برآورد به نیاز هم کواریانس ها ساختار بین
بررسͬ را ٨ . ۴ و ٧ . ۴ جدول های آمده، بدست کواریانس واریانس ماتریس از که واریانس ها و

ͬ کنیم. م
آمیخته مدل در تصادفͬ اثرات برای D٣ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در :٧ . ۴ جدول

ثابت اثرات برآورد
ثابت اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه

مبدا از عرض β̂١ ٣٫٧٣٩٨ ٠٫٠٠٠١<
F١ β̂F١ −٠٫٢١٧١ ٠٫٠٠٠١<
F٢ β̂F٢ ٠٫١۶۶٧ ٠٫٠٠٠١<
A١ β̂A١ −٠٫٣۴۵٠ ٠٫٠٠٠١<
A٢ β̂A٢ ٠٫٠٢٣٣ ٠٫۶٠٢۴ ×

D١ β̂D١ ٠٫۵١٠٢ ٠٫٠٠٠١<
B١ β̂B١ −٠٫١۵۴١ ٠٫٠٠٠٩
P١ β̂P١ ١٫١٣١٨ ٠٫٠٠٠١<
P٢ β̂P٢ ٠٫٠٨١۴ ٠٫١٣٣٧ ×



٩١ شوینده ماده مثال متقارن تحلیل
آمیخته مدل در تصادفͬ اثرات برای D٣ ماتریس ساختار از استفاده با شوینده ماده مثال در :٨ . ۴ جدول

واریانس مؤلفه های برآورد
ثابت اثرات برآورد مقادیر p‐مقدار نتیجه
ͬ مانده باق σ̂٢ ١ ٠٫٠٠٠١<

مبدا از عرض σ̂٢١ ٠٫۵٣۵٢ ٠٫٠٠٠١<
F١ σ̂٢

F١ ٠٫٠٩۵٨ ٠٫٠٠٣۴
F٢ σ̂٢

F٢ ٠٫٠١۶٣ ٠٫٢۴۵٨ ×

A١ σ̂٢
A١ ٠٫١٨۶٢ ٠٫٠٠٠١<

A٢ σ̂٢
A٢ ٠٫٠۵٨۴ ٠٫٠٢۵٣

D١ σ̂٢
D١ ٠٫٣٠۵۵ ٠٫٠٠٠١<

B١ σ̂٢
B١ ٠٫٠٩٧۵ ٠٫٠٠٠١

P١ σ̂٢
P١ ٠٫۴٩١٨ ٠٫٠٠٠١<

P٢ σ̂٢
P٢ ٠٫١١۶٢ ٠٫٠٠٩٣

پارامترهای برای برآورد مقادیر که ͬ شود م مشاهده ͬ کنیم م مقایسه را سوم مدل که وقتͬ
نیستند ͬ دار معن پارامترها برآورد این از دوتا فقط است. ی΄سان مدل سه هر در ثابت اثرات
مقادیر اگر ندارد. ویژگͬ از ͹سط این به علاقه ای ͅ دهنده پاس که است این نشان دهنده که
ͅ دهنده پاس برای خاص ویژگͬ ΁ی که ͬ دهد م نشان باشد مثبت بخش ارزشͬ مصرف شده
مصرف شده مقادیر اگر و ͬ دهد) م ترجیح را خاص ویژگͬ ΁ی ͅ دهنده (پاس هست اولویت در
ͅ دهنده (پاس نیست اولویت در ͅ دهنده پاس برای ویژگͬ آن که ͬ دهد م نشان باشد منفͬ بخش ارزشͬ
است این نشان دهنده باشد صفر ΁نزدی مقدار این هم اگر و ندارد) ویژگͬ آن روی چندانͬ نظر
ماتریس ساختار در که تغییراتͬ طبق است. بی تفاوت ویژگͬ آن به نسبت ͅ دهنده پاس که
اثرات واریانس مؤلفه اول مدل برای ͬ شود. م برآورد واریانس ͬ افتد م اتفاق کواریانس واریانس

هستند. ͬ دار معن و است ی΄سان تصادفͬ

سوم مدل در که واریانسͬ تنها است. ساده خیلͬ سوم و دوم مدل در واریانس ها برآور
که وقتͬ است. محصول ش΄ل ویژگͬ کنسانتره ͹سط به مربوط واریانس نیست ͬ دار معن
همه که است این نشان دهنده است ΁نزدی صفر به خاص ویژگͬ ͹سط ΁ی واریانس مؤلفه
مورد که مدل هایی ادامه در ندارند. چندانͬ تمایل ویژگͬ ͹سط این به نسبت ͅ دهندگان پاس

ͬ شود. م بحث آن ها نتایج مورد در و مقایسه گرفتند قرار بررسͬ



آمیخته اثرات مدل ٩٢

مدل ها مقایسه ٧ . ۴
بهترین انتخاب ͬ شوند. م مواجه دارد را برازش بهترین مدلͬ چه سؤال، با همواره محققان
(AIC) ١١΁آکائی اطلاع معیار از استفاده با نیست. راحت کار ΁ی همیشه داده برای مدل
انتخاب را شده گرفته نظر در داده ها برای که مختلف مدل های بین از مدل بهترین ͬ توان م
دو بین فاصله معیار ΁ی که ͬ کند م استفاده کولب΁‐لیبلر١٢ اطلاع تعریف از AIC روش کرد.

ͬ کنیم م حساب زیر رابطه از استفاده با AIC معیار ͬ باشد. م چ·الͬ تابع
AIC = ٢ log(L) + ٢d (١٨ . ۴)

AIC که است بهتر مدلͬ شده اند. برآورد که است پارامترهایی تعداد نشان دهنده d آن در که
ساختار بدون واریانس مؤلفه های با سوم آمیخته مدل شوینده، ماده مثال در باشد، کمتر آن
آمده ٩ . ۴ جدول در AIC نتایج ͬ شود. م انتخاب بهتر مدل عنوان به و بوده کمتر AIC دارای

است.
شوینده ماده مثال برای مدل ها مقایسه :٩ . ۴ جدول

مدل AIC
ثابت اثرات سنتͬ متقارن تحلیل مدل ۵٨٩٧٫۴

اول نوع آمیخته اثرات مدل ۵۵٩٠٫۴
دوم نوع آمیخته اثرات مدل ۵۴٧٣٫٢
سوم نوع آمیخته اثرات مدل ۵۴۶٠٫٩

مؤثری طور به ͬ تواند م است، ثابت اثرات دارای که مدلͬ به تصادفͬ مؤلفه های کردن اضافه
آمیخته مدل ٩ . ۴ جدول خروجͬ به توجه با کند. ΁کم متغیر ها بین همبستگͬ محاسبه در
مدل کلͬ برازش مدل به تصادفͬ اثرات کردن اضافه به وسیله که ͬ کند م بیان اول نوع خطͬ
محقق به است شده بهبود باعث که اولیه مدل در تغییرات این و است. کرده پیدا بهبود
شرح را متغیرها بین ناهم·ونͬ بتواند تغییرات این از بعضͬ به وسیله که ͬ دهد م را انگیزه این
ͬ توانند نم محققان واریانس ها، بودن ی΄سان و واریانس مؤلفه های کردن محدود با دهد.
رو این از دهند. قرار بررسͬ مورد را ویژگͬ ͹سط هر کواریانس واریانس ساختار مؤثری به طور
انجام دوم نوع خطͬ آمیخته مدل در که همان طور کواریانس واریانس ساختار کردن مدل با
این کنند. مدل را ویژگͬ ͹سط هر برای متفاوتͬ واریانس مؤلفه  ΁ی ͬ توانند م محققان شده،
ویژگͬ ͹سط هر برای ͅ دهندگان پاس اولویت نمونه اختلاف درباره خوبی اطلاعات واریانس ها

١١Akaik information criteria
١٢Kullback-Leibler information



٩٣ مدل ها مقایسه
واریانس ها بین و گرفته نادیده را ناهمبسته  تصادفͬ متغیرهای فرض سوم، مدل ͬ دهد. م
مدل از ناشͬ برآوردهای ͬ دهد. م را برآورد بهترین مدل این نتایج ͬ کند. م برقرار ارتباط
در تصادفͬ واریانس های اثر همه همانند را ثابت پارامترهای اثر ١٠ . ۴ جدول در D٣ باساختار
مدل در نشده اند برآورد که پارامترهایی پارامترها، دوباره کردن برآورد به وسیله ͬ گیرد. م نظر

ͬ آیند. م به دست
شوینده ماده مثال برای سوم مدل برآوردهای تمام مجموعه :١٠ . ۴ جدول

اثرات برآورد مقدار واریانس برآورد
ͬ مانده باق σ̂٢ ١

مبدا از عرض β̂١ ٣٫٧٣٩٨ σ̂٢
d١ ٠٫۵٣۵٢

F١ β̂F١ −٠٫٢١٧١ σ̂٢
F١ ٠٫٠٩۵٨

F٢ β̂F٢ ٠٫١۶۶٧ σ̂٢
F٢ ٠٫٠١۶٣

F٣ β̂F٣ ٠٫٠۵٠۴ σ̂٢
F٣ ٠٫٠۵١٨٣

A١ β̂A١ −٠٫٣۴۵٠ σ̂٢
A١ ٠٫١٨۶٢

A٢ β̂A٢ ٠٫٠٢٣٢۶ σ̂٢
A٢ ٠٫٠۵٨۴

A٣ β̂A٣ ٠٫٣٢١٧۴ σ̂٢
A٣ ٠٫١۴۶۴

D١ β̂D١ ٠٫۵١٠٢ σ̂٢
D١ ٠٫٣٠۵۵

D٢ β̂D٢ −٠٫۵١٠٢ σ̂٢
D٢ ٠٫٣٠۵۵

B١ β̂B١ −٠٫١۵۴١ σ̂٢
B١ ٠٫٠٩٧۵

B٢ β̂B٢ ٠٫١۵۴١ σ̂٢
B٢ ٠٫٠٧٩۵

P١ β̂P١ ١٫١٣١٨ σ̂٢
P١ ٠٫۴٩١٨

P٢ β̂P٢ ٠٫٠٨١۴ σ̂٢
P٢ ٠٫١١۶٢

P٣ β̂P٣ −١٫٢١٣٢ σ̂٣
P٢ ٠٫۴١٧٢

بخش ارزشͬ مقادیر سطوح، این واریانس و خاص سطوح میانگین برآورد بوسیله محققان
برآورد ثابت اثرات ͬ کنند. م بررسͬ را نمونه ͅ دهندگان پاس اولویت برای ضروری روی΄ردهای
به دست مقادیر این به وسیله و کرد مشاهده ٣ . ١ ش΄ل در دقیق به طور ͬ توان م را مدل در شده
جمͽ آوری شوینده ماده داده های که زمانͬ ͬ کنند. م ارزیابی را نظر مورد نمونه محققان آمده
ͅ دهنده پاس ٨۶ بین از را نمونه ای کار، اطمینان برای محققان گرفتند، قرار مطالعه مورد و
یا است درست گرفته اند نظر در بازاریابی برای که چیزی آن کنند مشاهده تا کردند انتخاب
بعضͬ اما کنند تولید را محصول بهترین تا هستند علاقه مند کارخانه ها از بسیاری اگرچه خیر.
سطوح اگرچه شود. ایجاد محصول در تغییراتͬ ͬ شود م باعث آمده به دست اطلاعات اوقات



آمیخته اثرات مدل ٩۴
دارد نیاز مواردی به بازار اوقات گاهͬ اما ͬ شوند م رده بندی بخش ارزشͬ مقدار بیشترین طبق
تعداد اگر نباشد. بهترین است مم΄ن محصول خصوصیات عبارتͬ به نباشد مورد بهترین که
ادامه در و بیشتر تولید شرکت صورت این در شود زیاد ͬ کنند م استفاده محصول از که افرادی
را افراد اولویت ͹سط هر برای برآوردها در آمده به دست موارد داشت. خواهد بیشتری سود
محصولات یا محصول ΁ی که دارند تمایل چقدر ͅ دهندگان پاس که ͬ دهد م نشان محصول برای

ͬ دهد. م نشان را اولویت ها این ٣ . ۴ ش΄ل کنند. انتخاب را شرکت

شوینده ماده مثال خرید کلͬ درستنمایی :٣ . ۴ ش΄ل

کرده اند. انتخاب را مشخصه ١٨ هر نسبتا مشتریان ͬ بینید م ٣ . ۴ ش΄ل در که چیزی آن طبق
درستنمایی در بزرگ واریانس باشد، داشته خطͬ آمیخته مدل روی زیادی تاثیر متغیر ͬ که زمان
ͅ دهندگان پاس گروه اولویت در ͬ دهد م نشان میانگین حول زیاد پراکندگͬ ͬ شود. م دیده خرید
را ی΄ͬ مم΄ن مشخصه های بین مجبورند مشتریان که زمانͬ ͬ دهد م رخ بزرگ تغییر ΁ی
خاص بازار اجزای به ͅ دهندگان پاس گروه احتمال بررسͬ به را محقق متغیرها این کنند. انتخاب
کنند، اضافه ͅ دهندگان پاس حول اطلاعاتͬ که شوند مجبور محققان اگر ͬ کنند. م تشویق
کند. استفاده مدل این درست عناصر و ͅ دهندگان پاس شده طبقه بندی اطلاعات از باید محقق
حل را اطلاعات کردن اضافه مورد در محقق مش΄ل (ACA) متقارن تحلیل سازگاری تحلیل
ندارد، ͅ دهندگان پاس این مورد در اضافͬ اطلاعات هیچ گونه محقق یا پژوهش·ر اگرچه ͬ کند. م
مشابه ساختار دارای که مشتریانͬ گروه خوشه بندی، تکنی΁ های از استفاده با ͬ تواند م اما



٩۵ مدل ها مقایسه
شده مشخص بخش های این کند. تقسیم βs بخش ارزشͬ مقادیر با ͅ دهندگانͬ پاس به هستند
منحصربفرد بخش ها این از بعضͬ است مم΄ن که است بازار ارزیابی برای شده) (خوشه بندی

است. محصول ش΄ل ͬ شود م بررسͬ که ویژگͬ اولین .(٢٠٠۶ هم΄اران، و (هایر باشد

محصول ش΄ل :۴ . ۴ ش΄ل

تحلیل از استفاده با را محصول ش΄ل بخش ارزشͬ مقادیر تا دارد نظر در محقق که زمانͬ
۴ . ۴ ش΄ل ͬ باشد. م اولویت در انتخاب ها به توجه با بودن کنسانتره حالت کند، تعیین متقارن
است ͹واض ͬ دهد. م نشان را محصول کنسانتره ش΄ل به مربوط اولویت های قرمز خط توزیع
واریانس که آنجایی از ͬ شود. م داده ترجیح ͅ دهندگان پاس توسط محصول کنسانتره ش΄ل که
از ͹سط این ͅ دهندگان پاس برای که ͬ دهد م نشان این است، ΁کوچ بسیار ویژگͬ ͹سط این
با آن توزیع  که پودر قسمت محصول ش΄ل مورد در بیشتر تحقیق با است. اولویت در ویژگͬ
محصول ش΄ل این ͅ دهندگان پاس از بزرگͬ بخش دید ͬ توان م است، شده داده نشان تیره آبی
ͬ تواند م شرکت این نتیجه این با ͬ باشد. نم کنسانتره ش΄ل اندازه به اگرچه ͬ دهند م ترجیح را

کند. تولید مختلف ش΄ل دو این با را خود محصول
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کاربردها از تعدادی :۵ . ۴ ش΄ل

۵ . ۴ است. مختلف ͹سط سه دارای که ͬ باشد م ظرف هر در کاربردها تعداد دوم، ویژگͬ
زمانͬ ب·یرند. نادیده را درخواست ها تعداد حداقل ͅ دهندگان پاس تمام تقریبا که ͬ رفت م انتظار
کند انتخاب را ظرفͬ که است طبیعͬ ͬ گیرد، م نظر در را خاص قیمت با ظرفͬ مشتری ΁ی که
را ظرف هر در کم کاربرد ͹سط جمعیت از کوچ΄ͬ بخش است. بیشتر کاربرد دارای که
افرادترجیح تمام بوسیله تقریبا هستند بیشتر کاربرد دارای که ظرف هایی ͬ دهند. م ترجیح
کنند تولید را محصول و ب·یرند نظر در را مصرف کننده طوری باید محققان ͬ شود. م داده
را سود بیشترین و تولید بیشترین که گونه ای به باشد داشته نظر در را مصرف کننده درآمد که

کنند.



٩٧ مدل ها مقایسه

کنندگͬ ضدعفونͬ :۶ . ۴ ش΄ل

این که است ͹واض ͬ کنیم، م تحقیق شوینده ماده کنندگͬ ضدعفونͬ میزان مورد در وقتͬ
بزرگͬ نسبت اگرچه ۶ . ۴ ش΄ل مطابق دارد. خطͬ آمیخته مدل های برروی بزرگͬ تاثیر ویژگͬ
چ·ونگͬ باید شرکت اما است، مهم آن ها برای محصول کنندگͬ ضدعفونͬ ͅ دهندگان پاس از
متقارن تحلیل مدل در آیا که است دلیل این به تردید این دهد. شرح را ویژگͬ این اهمیت
ویژگͬ این مورد در پیش·ویی روی بزرگ تاثیری سوال این هست؟ بزرگ ویژگͬ این اهمیت

کند. ارائه را تردیدها این کاهش برای مم΄ن راه های باید شرکت داشت. خواهد



آمیخته اثرات مدل ٩٨

زیست تخریب پذیری :٧ . ۴ ش΄ل

که وقتͬ ٧ . ۴ نیست بالا خیلͬ زیست تخریب پذیری ویژگͬ برای بخش ارزشͬ مقدار چه اگر
زیست تخریب پذیری ویژگͬ کل در ͅ ها پاس که ͬ شود م دیده ͬ شود م مقایسه سطوح دی·ر با
ویژگͬ پراکندگͬ از کمتر بسیار ویژگͬ سطوح این پراکندگͬ ͬ دهند. م ترجیح را شوینده ماده
مهم مورد در کل در ͅ دهنده ها پاس از تعدادی که است معنا این به این است. ͬ کنندگͬ ضدعفون
خرید هنگام در را ویژگͬ این مشتریان اگرچه هستند. موافق زیست تخریب پذیری ویژگͬ بودن
΁ی عنوان به را ویژگͬ این که ͬ شود م پیشنهاد آن ها به ͬ دهند، نم قرار ویژگͬ اولین زمره ی در
چون ب·یرند. نظر در ͬ کنند م مقایسه را مختلف محصولات که مواقعͬ برای انتخاب فاکتور
محصول ایمنͬ نظر از شرکت ها برای محصول تولید هنگام در مهم مزیت های از ی΄ͬ ویژگͬ این

ͬ باشد. م



٩٩ پیشنهادات و نتیجه گیری

قیمت :٨ . ۴ ش΄ل

بزرگͬ نسبت ٨ . ۴ ش΄ل است. متقارن تحلیل در ͬ ها ویژگ نفوذترین با از ی΄ͬ قیمت ویژگͬ
ماده متقارن تحلیل مطالعه ابتدایی مراحل در ͬ دهد. م نشان را قیمت به افراد ͺپاس تغییر از
تحلیل مطالعه آن به توجه با و ͬ گیریم م نظر در پایه قیمت عنوان به را قیمت ΁ی شوینده
قیمت با محصول ͅ دهندگان پاس کامل طور به تمیزکننده دیدن با ͬ کنیم. م شروع را متقارن
ͬ رود م انتظار این ͬ دهند. م ترجیح کاربرد هر و زیاد قیمت محصول به نسبت کاربرد هر با کم
قیمت کمترین با محصول بهترین دارد حق مشتری است خوب کار و کسب که محیطͬ در که
متفاوت تعریف دارای فرد هر برای قیمت کمترین و محصول بهترین عبارت کند. انتخاب را
قیمت ͹سط ΁ی باید نیست مساله قیمت بودن کم و متوسط قیمت، ͹سط برای ͬ باشد. م

کرد. معرفͬ محصول به نسبت معقول

پیشنهادات و نتیجه گیری ٨ . ۴
شرح مختصر طور به را متقارن تحلیل که بود این بر سعͬ شد گفته که آنچه به توجه با
متعددی مثال های کنیم مشاهده را آن تحلیل چ·ونگͬ و قابلیت بتوانیم که این برای دهیم.
ماده مثال میان این در شده مطرح آمیخته و تصادفͬ ثابت، اثرات با رگرسیونͬ مدل های در
ͬ توان م را کالا ΁ی که رسیدیم نتیجه این به کار این با دادیم. قرار بررسͬ مورد را شوینده



آمیخته اثرات مدل ١٠٠
تولید مقابل در باشد جامعه افراد تایید مورد که گونه ای به کرد تولید مختلف سط͹ های با
سطوح دادن نشان با شود. خارج تولید از ͬ تواند م نبود تایید مورد اگر کالا آن از نوع ΁ی

ͬ شود. م تضمین کالا آن مقبولیت برای ضمانت دارد اهمیت مردم برای که ͬ هایی ویژگ
روش پرداخت آن بررسͬ به آینده تحقیقات در ͬ توان م که پیشنهادی منظور به ادامه در
پیچیدگͬ مانند دشواری ها برخͬ که ͬ شود م استفاده آن از زمانͬ است. مراتبی سلسله بیز
ام΄ان پذیر راحتͬ به داده ها جمͽ آوری که زمانͬ یا باشد. داسته وجود اجرا هزینه و محاسبات
منطقͬ ارزیابی های منطقͬ طور به نتوانند ͅ دهندگان پاس که ب·یرید نظر در را زمانͬ مثلا نیست
سلسله بیز روش دی·ر مزیت .(٢٠١١ (کوآل تری΄س، کنند تعیین ویژگͬ سطوح همه برای
بیز متقارن تحلیل روش دارد وجود ناهم·ونͬ ͅ دهندگان پاس بین که است زمانͬ برای مراتبی
از همچنین ͬ دهد. م افزایش را ΁کلاسی روش های دقت ͬ داری معن طور به مراتبی سلسله
کرد لحاظ نیز را قطعیت عدم ͬ توان م ͅ دهندگان پاس توسط سطوح انتخاب در که آن جایی

نمود. بررسͬ نیز فازی دیدگاه از متقارن تحلیل ͬ توان م
برآوردهای از که حالت هایی همه در کردیم مشاهده که همانطور پیشنهاد، آخرین عنوان به و
کاملا است مم΄ن عمل در که شد تحمیل داده ها به بودن نرمال فرض کردیم استفاده ML

چوله t‐استیودنت مثلا چوله، و پهن دم توزیع های از ͬ توان م آن به جای و نباشد درست
کرد. استفاده
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آ  پیوست
شوینده ماده به مربوط SAS برنامه های

proc iml;

use rr.x;

read all into X;

use rr.y;

read all into y;

بخش‐ارزشͬ مقدار برآورد
Beta = inv(X‘*X)*X‘*Y;

A = mean(beta‘);*global means - Aggregate model;

Estimated_fixed_effects = round(A‘,0.01);

B = var(beta‘);

Estimated_variance = round(B‘,0.01);

print "Traditional Conjoint Approach to Industrial Cleaner Example";

print Estimated_fixed_effects Estimated_variance; *Aggregate model;

print Beta;

*Determine R2 for all respondents with own beta’s;

yhat = (X*beta);
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/*Stack for 86 respondents*/

Do i = 1 to ncol(Y);

YStack = YStack//Y[,i];

yhatStack = YhatStack//yhat[,i];

end;

/* End of Stack Process*/

SSR = sum((Ystack-yhatstack)##2);

SST = sum((Ystack-mean(Ystack))##2);

R2_Model_ownbetas = 1-SSR/SST;

print R2_Model_ownbetas;

YhatAgg = X*A‘;

/*Stack for 86 respondents*/

Do i = 1 to ncol(Y);

yhatAggStack = YhatAggStack//yhatAgg;

end;

SSRAgg = sum((Ystack-yhataggstack)##2);

SSTAgg = sum((Ystack-mean(Ystack))##2);

R2_Model_avebeta = 1-SSRAgg/SSTAgg;

print R2_Model_avebeta;

اول ͅ دهنده پاس برای متقارن تحلیل
yhat1 = (X*beta[,1]);

Y1 = Y[,1];

print Y1 yhat1;

SSR = sum((Y1-yhat1)##2);

SST = sum((Y1-mean(Y1))##2);

R2_resp1_Model = 1-SSR/SST;

print R2_resp1_Model;

اول نفر برای ͬ ها ویژگ اهمیت ارزیابی
Range_Atr_1 = 0.22+0.17;

Range_Atr_2 = 0.35+0.33;

Range_Atr_3 = 0.51+0.51;

Range_Atr_4 = 0.15+0.15;



١٠٩
Range_Atr_5 = 1.13+1.21;

Total_Range = Range_Atr_1+Range_Atr_2+Range_Atr_3

+Range_Atr_4+Range_Atr_5;

Range = (Range_Atr_1// Range_Atr_2// Range_Atr_3//

Range_Atr_4// Range_Atr_5)||(Total_Range*J(5,1,1));

Name2 = {’Product Form’ ’Number of Applications’

’Disinfectant’ ’Biodegradable’ ’Price’};

Overall_Importance = round((Range[,1]/Range[,2])*100,0.01);

Title "The Overall Importance of each Attribute";

print Overall_Importance[rowname = name2];

Over_data = {1,2,3,4,5}||Overall_Importance;

name3 = {’Attribute’ ’Overall_Importance’};

Create Over from Over_data[colname = name3];

append from Over_data;

مشخصه ١٨ برای پیش·ویی
Yhat = X*Estimated_fixed_effects;

rounded_yhat = round(yhat);

Print ’Estimated Profile Utilities ’ Yhat rounded_yhat;

quit;

شغل درخواست مثال به مربوط برنامه های
Data Random_example;

input rating officer;

cards;

76 1

65 1

85 1

74 1

59 2

75 2

81 2

67 2

49 3
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63 3

61 3

46 3

74 4

71 4

85 4

89 4

66 5

84 5

80 5

79 5

;

goptions reset = all;

symbol1 color = lightpurple value = dot w = 2 h = 2;

title h = 3 f = simplex ’Graphical Representation of the Data’;

axis1 lable = (a = 90 f = simplex h = 1.75);

axis2 lable = ( f = simplex h = 1.75) order = (0 to 6 by 1);

proc gplot data = random_example;

plot rating*officer/ vaxis = axis1 haxis = axis2;

run;

title;

proc means data = random_example;

output out = Averages mean = ave;

var rating;

by officer;

run;

goptions reset = all i = join;

title h = 4 f = simplex ’Graphical Representation of the Means’;

symbol1 color = lightgreen value = dot line = 3 h = 2 w = 2;

axis1 label = (a=90 f = simplex h = 1.75 ’Average rating’);

axis2 label = (f = simplex h = 1.75 ’Officer’) order = (0 to 6 by 1);

proc gplot data = Averages;

plot ave*officer/vaxis = axis1 haxis = axis2;

run;
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title;

proc iml;

use random_example;

read all into data;

Y1 = 0;

Y2 = 0;

Y3 = 0;

Y4 = 0;

Y5 = 0;

Do i = 1 to nrow(data);

if data[i,2] = 1 then Y1 = Y1//data[i,1];

if data[i,2] = 2 then Y2 = Y2//data[i,1];

if data[i,2] = 3 then Y3 = Y3//data[i,1];

if data[i,2] = 4 then Y4 = Y4//data[i,1];

if data[i,2] = 5 then Y5 = Y5//data[i,1];

end;

Y1 = Y1[2:5,];

Y2 = Y2[2:5,];

Y3 = Y3[2:5,];

Y4 = Y4[2:5,];

Y5 = Y5[2:5,];

YY = Y1||Y2||Y3||Y4||Y5;

k = ncol(YY); *number of groups;

n = nrow(Y1);

NN = nrow(data);

GroupMean = mean(YY);

OverallMean = groupMean[,+]/k;

SE = (YY - GroupMean#J(nrow(YY), ncol(YY),1))##2;

SEE = SE[+,];

SSE = SEE[,+];

print ’The SSE is: ’ SSE;

MSE = SSE/(NN-k);

print ’The MSE is: ’ MSE;

SB = n#((GroupMean -
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OverallMean*J(nrow(groupmean),ncol(groupmean),1))##2);

SSB = sum(SB);

print ’The SSB is: ’ SSB;

MSB = SSB/(k-1);

print ’The MSB is: ’ MSB;

*Estimated parameter;

mu_hat = overallmean;

print ’The estimated mean is: ’ mu_hat;

SigE2_hat = MSE;

print ’The estimated error variance is: ’ SigE2_hat;

SumSum = k*((n**2)/NN);

n0 = (NN - SumSum)/(k-1);

SigR2_hat = (MSB - MSE)/n0;

print ’The estimated random variables variance is: ’ SigR2_hat;

*Calculate the test statistic;

F = MSB/MSE;

print ’The F test statistic is: ’ F;

F_crit = Finv(0.05,NN-k,k-1);

print ’The F critical value is: ’ F_crit;

if F > F_crit then print ’The Null Hypothesis will be rejected’;

else print ’The Null Hypothesis will not be rejcted’;

quit;

کلسترول مصرف میزان مثال به مربوط برنامه های
EM روش

Diet mixed example - Using Em with ML;

proc iml;

use rr.diet;

read all into Dat;

Age = Dat[,1];

chol = Dat[,2];

Gender = Dat[,3];

sub = Dat[,4];

n = nrow(Chol);
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p = 2;

X = J(n,1,1)||Age||Gender;

Z = sub;

Y = Chol;

q = ncol(Z);

*Startin values;

Beta = J(ncol(X),1,1);

SigE = 10;

SigD = 150;

count = 0;

k = 0; *number of itterations;

Do until (count = 1);

V = Z*Z‘*(SigD) +SigE*I(n);

r = Y-X*beta;

Beta_k = beta + SigE#(inv(X‘*X)*X‘*inv(V)*r);

SigE_k = SigE +((SigE**2)/n)*

(r‘*inv(v)*I(n)*I(n)‘*inv(V)*r - trace(I(n)‘*inv(v)*I(n)));

SigD_k = SigD +((SigD**2)/n)*

(r‘*inv(v)*Z*Z‘*inv(V)*r - trace(Z‘*inv(v)*Z));

*Test for convergence;

TestOld = Beta//SigE//SigD;

TestNew = Beta_k//SigE_K//SigD_K;

Test = abs(TestOld - TestNew);

Sum = Test[+];

if sum < 0.1 then count = 1;

else count = 0;

*reset values;

beta = beta_k;

SigE = SigE_k;

SE = sqrt(SigE);

SigD = SigD_k;

SD = Sqrt(SigD);

k = k+1;

if k = 300 then count = 1;
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end;

print k beta SigE SE SigD SD;

random_effect = sigD*Z‘*inv(V)*(Y-X*Beta);

print random_effect;

quit;

NR روش
*Diet mixed example - Using NR with ML;

title ’Mixed Model Diet Example - ML method’;

proc mixed data = rr.diet method = ml;

class subsidiary;

model chol = age gender/ s;

random subsidiary/s;

run;

title;

آمیخته اثرات مدل
١ مدل

proc mixed data = cleanerDataMix covtest method = ml;

model Y = X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ solution outp=ind_predict

outpm=mean_predict;

random intercept X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ subject=resp

type=cs solution G;

ods output SolutionF=solModel SolutionR = REffects;

run;

٢ مدل
proc mixed data = cleanerDataMix covtest method = ml;

model Y = X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ solution outp=ind_predict

outpm=mean_predict;

random intercept X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ subject=resp

type=vc solution G;

ods output SolutionF=solModel SolutionR = REffects;

run;



١١۵ چای داده های به مربوط R برنامه های
٣ مدل

proc mixed data = cleanerDataMix method = ml covtest ratio;

model Y = X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ solution outp=ind_predict

outpm=mean_predict;

random intercept X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8/ subject=resp

type=un solution G V ;

ods output SolutionF=solModel SolutionR = REffects;

run;

چای داده های به مربوط R برنامه های آ  . ١
library(conjoint)

data(tea)

caModel(y=tprefm[1,], x=tprof)

caUtilities(y=tprefm[1,], x=tprof, z=tlevn)

Conjoint(y=tpref, x=tprof, z=tlevn)

caImportance(y=tpref, x=tprof)



Aabstract

Conjoint analysis is a method for evaluating individual decisions and choices (specially in pro-
duction), though by studying them, be able to identify the most popular choice. In this thesis, we
describe the basic concepts of conjoint analysis and represent its common models with series of
objective examples. The calculations related to the estimation of parameters of the models are
covered by using two softwares, SAS and R.

key words: Conjoint analysis, Preference utility model, Part-Worth function model, Fixed
effectes model, Mixed effectes model
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