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اری پاس 
. مهربان نهایت بی كه را تو سپاس نیست. متصور برایت حدی را تو كه ر ش خدایا!
تمام بر گاه تكیه تو و عالم تمام بر محیط كه توست آن از سپاس و حمد خدایا!
از وجودم بند بند ناتوانم. تو وصف از من كه گویایی قدر آن تو معبودا! موجودات.

شود. م روشن و گرم كه توست نور شعاع
وظیفه است رسیده پایان به علم دوره ی این متعال خداوند عنایت با که اکنون
این انجام در طریق به که کسان به نسبت را خود قلبی ر تش که م دانم را خود

دارم. ابراز نموده اند یاری مرا پژوهش
آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از م دانم خود وظیفه  ی آغاز در
در ایشان ارزنده  راهنمایی های از که کنم قدردان و ر تش صمیمانه آرش محمد دکتر
و انسانیت و علم تب م شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای

هستم. ایشان والای منش
جناب ، شاهسون داود دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از م دانم لازم همچنین
وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان نامه این داوری که باغیشن حسین دکتر آقای

نمایم. قدردان و ر تش
نمودند، یاری ام راه این در قلبشان و اندیشه با که عزیزان و دوستان همه از پایان در

م نمایم. قدردان و ر تش خالصانه

ور ن ا ز
۱۳۹۷ ر

ه



نامه تعهد
علوم ده دانش ریاض آمار رشته ارشد کارشناس دانشجوی پور حسین زهرا اینجانب
ماتریس انقباض برآوردگر عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعت اه دانش ریاض

م شوم: متعهد آرش محمد دکتر راهنمایی تحت ، بالا بعد در کوواریانس
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

نشده اند. ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهند چاپ به “ Shahrood University of Technology ” یا “ شاهرود اه دانش ”

بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م شود. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در

آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده اند. رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده

افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته دسترس

ورشده اند. ن ا ز
۱۳۹۷ ر

ر ق و ج تا ت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق ساخته شده) تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نیست. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



یده چ
متغیر ی کوواریانس ماتریس برآورد برانگیز چالش موارد از ی چندمتغیره تحلیل های در

بعض در همچنین است. باشد، بزرگ بعد) این جا (در متغیرها تعداد که زمان ، تصادف
p کنید فرض شود. برآورد کوواریانس ماتریس از تابع که است لازم چندمتغیره بحث های
حالت برای را آن از تابع و کوواریانس ماتریس برآوردگر پایان نامه این در باشد. بعد نشان دهنده
نمونه گیری جامعه م کنیم فرض راستا این در م دهیم. قرار بررس مورد (p → ∞) بالا بعد
کوواریانس ماتریس انقباض ناپارامتری برآوردگرهای و بوده غیرنرمال و نرمال توزیع دارای
از استفاده با همچنین م کنیم. بررس را آن ها خواص برخ و کرده معرف را بالا بعد در
را کوواریانس ماتریس برای شده معرف انقباض برآوردگرهای کارایی شبیه سازی، مثال های

م دهیم. قرار ارزیابی مورد بالا بعد در

کلیدی: کلمات
ناپارامتری. برآوردگر سازگاری بالا، بعد ، انقباض برآوردگر کوواریانس، ماتریس

ز



پیش گفتار
p) بعدی p تصادف بردار ی از n حجم به تصادف نمونه ی که یرید ب نظر در را مسئله ای
اندازه در که را Σ کوواریانس ماتریس نمونه این اساس بر علاقه مندیم و داریم اختیار در متغیره)
اما است محاسبه قابل راحت به S نمونه کوواریانس ماتریس برآوردگر کنیم. برآورد است p×p

برای سازگار برآوردگر ی یافتن حالت این در ندارد. خوبی خواص باشد بزرگ p بعد چنانچه
و مناسب ار راه ی است. برخوردار بسزایی اهمیت از آن کارایی به توجه با بالا بعد در Σ

مورد زیادی محققین توسط تاکنون که است بالا بعد در Σ انقباض برآوردگر از استفاده کارا
و فیشر و (٢٠٠۵) سریواستاوا ،(٢٠٠٣) ولف و لدویت راستا این در است. گرفته قرار مطالعه
کرده اند. بررس خوبی به را بالا بعد در کوواریانس ماتریس انقباض برآوردگرهای (٢٠٠٩) سان

خط انقباض برآوردگرهای ساختار ، بررس مورد موضوع اهمیت به توجه با پایان نامه، این در
برآوردگر خصوص در جدید تحقیقات و کرده بررس بالا بعد در کوواریانس ماتریس برای را
مطالعات انجام با م کنیم. ارائه غیرنرمال و نرمال جامعه در را آن از توابع و Σ انقباض
را انقباض برآوردگرهای کارایی p متغیر بعد و n نمونه حجم متفاوت مقادیر برای شبیه سازی
فصل ۴ شامل مجموعه این م کنیم. مقایسه متفاوت معیارهای دیدگاه از را آن و کرده ارزیابی

است. شده اشاره مختصر طور به فصل هر مطالب به ادامه در که است پیوست ی و
انقباض برآوردگرهای با همرا جامعه کوواریانس ماتریس برآوردگر بر مقدمه ای اول، فصل در

م شود. بیان Σ استاین نوع
آن ها از فرضیه ها آزمون بحث در که را کوواریانس ماتریس توابع برخ برآورد دوم، فصل در

م دهیم. قرار بررس مورد بالا بعد در م شود، استفاده
جامعه توزیع که حالت در بالا بعد در کوواریانس ماتریس انقباض برآورد به سوم فصل

دارد. اختصاص است، نامعلوم
مقایسه و Σ خط انقباض برآوردگرهای کل خانواده معرف برگیرنده در نیز چهارم فصل

است. بالا بعد در آن
آمده اند. پیوست در رفته، کار به شبیه سازی مثال های برای کامپیوتری برنامه های

ط
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جداول فهرست
٢۶ . . . . . . . استاندارد) خطاهای (و ã٢ و â٢ برآوردهای و a٢ واقع مقدار ٢ . ١
٢٧ . . . . . . . استاندارد) خطاهای (و ã٢١ و â٢١ برآوردهای و a٢١ واقع مقدار ٢ . ٢
٢٨ . . . . . . استاندارد) خطاهای (و κ̂١١/p برآوردهای و κ١١/p واقع مقدار ٢ . ٣
٣۵ . . . . . . Σ = Ip ازای به ١ سناریوی برای λ = ١ انقباض پارامتر برآورد ٣ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . Σ = Ip ازای به ٢ سناریوی برای SPRIAL(Ŝ∗

) مقادیر ٣ . ٢
(a, b) که است ماتریس Σ ازای به ٣ سناریوی برای SPRIAL(Ŝ∗

) مقادیر ٣ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . است Σab = ٠٫١I(|a− b|) به صورت آن عضو امین

ρ = ازای به (الف) مدل برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار ١ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . ٣ و ٢ ،١ حالت های در p = ١٠٠ و ٠٫٢, ٠٫٩

ρ = ازای به (ب) مدل برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار ٢ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . ٣ و ٢ ،١ حالت های در p = ١٠٠ و ٠٫٢, ٠٫٩

ازای به (د) و (ج) مدل های برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار ٣ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ و ٢ حالت های در p = ١٠٠ و h = ٠٫٧

به (ب) و (الف) مدل های برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار ۴ . ۴
۵٣ . . m = ١٠,۶,۵,۴,٣ برای tm توزیع در n = ۴٠ و p = ١٠٠ ،ρ = ٠٫٢ ازای

م



١ فصل
مقدمه

باید و است مجهول چندمتغیره تصادف متغیر ی کوواریانس ماتریس آمار، در اوقات گاه
م توان ونه چ که م شود مواجه سوال این با کوواریانس ماتریس های برآورد شود. برآورد
نمود. تقریب چندمتغیره توزیع از شده مشاهده نمونه اساس بر را کوواریانس واقع ماتریس
کرد. استفاده نمونه کوواریانس ماتریس از م توان هستند، کامل مشاهده ها که مواردی در

است. کوواریانس ماتریس برای کارا و نااریب برآوردگر ی ماتریس، این معمولا
با که متغیرهایی از ١ اکتشاف مطالعات شامل اغلب چندمتغیره، داده های آماری تحلیل
کوواریانس ماتریس با صریح آماری مدل های با است ن مم و م باشند دارند، ارتباط ر دی ی
مشاهده شده، داده های از مستقیم به طور کوواریانس ماتریس برآورد بنابراین، شود. بیان متغیرها

دارد: مهم نقش دو
استفاده مورد متغیرها درون روابط مطالعه برای م تواند که اولیه برآوردهای ارايه برای (١)

گیرد. قرار
رود. به کار مدل بررس برای م تواند که نمونه ای برآوردهای ارایه برای (٢)

مورد ٣ عامل تحلیل و ٢ اصل مولفه های تحلیل اولیه مراحل در کوواریانس ماتریس برآوردهای
وابستگ ر دی ی به و پیش متغیرهای از برخ که رگرسیون مدل های در همچنین است. نیاز

م شود. برده به کار دارند،
باشند. X بعدی p تصادف بردار از مستقل مشاهده های xn ،. . . ،x٢ ،x١ کنید فرض

م شود تعریف زیر به صورت کوواریانس ماتریس
Σ = E

[
(X −E[X])(X − E[X])⊤

]
.

١Exploratory
٢Principle component
٣Factor analysis



مقدمه ٢
تعریف زیر به صورت که است نمونه کوواریانس ماتریس ،Σ ماتریس برای نااریب برآوردگر ی

م شود

S =
١

n− ١
n∑

i=١
(xi − x̄)(xi − x̄)⊤, (١ . ١)

آن در که
x̄ =

١
n

n∑
i=١

xi.

ماتریس برآوردگر سرطان، بیماری به مربوط مطالعات مانند بالاست داده ها بعد که مواردی در
استون۵ جان (١٩٨٢)؛ میرهد۴ به مثال برای م کند. عمل ضعیف اغلب نمونه، کوواریانس
برای اخیرا روش هایی کنید. مراجعه (٢٠٠٨) ال وی٧ و فن و (٢٠٠٨)؛ لوینا۶ و ل بی (٢٠٠١)؛
لم در روش هایی به م توان راستا این در شده اند. ارایه کوواریانس ماتریس بهبودیافته برآورد
(٢٠٠٣) پوراحمدی١٠ و وو ،(٢٠٠٨) لوینا و ل بی ،(٢٠٠٩) اران هم و رتمن٩ ،(٢٠٠٩) فن٨ و

کرد. اشاره (٢٠٠٩) لو١١ و استون جان و
م توان که داد نشان (١٩۵۶) استاین١٢ چندمتغیره، نرمال توزیع میانگین بردار برآورد در
بهبود است، اغماض قابل غیر p بعد که زمان را (MLE) ماکسیمم١٣ درستنمایی برآوردگر
م باشد. MLE از بهتر عقیده این بررس که برد پی موضوع این به (١٩۶۴) استاین بخشید.
١٩٨١) هاف١۴ م کنیم. اشاره مورد چندین به که شده اند ارائه زمینه این در مختلف نظرات
،Σ−١ یعن کوواریانس، ماتریس معکوس که ١۵ دقت ماتریس برای جدیدی برآوردگر (١٩٧٩ و
(١٩٧۶) موریس١۶ و افرون داد. ارائه ویشارت توزیع برای مختلف زیان تابع دو بر مبتن است،
کوواریانس ماتریس و دقت ماتریس ترتیب به بیزی رد روی از استفاده با (١٩٩۴) برگر١٧ و یانگ و
زیان تابع تحت که یافتند دست برآوردگری به (١٩٨۵) سرینیواسان١٨ و دی کردند. برآورد را

است. مینیماکس مشخص،
۴Muirhead
۵Johnstone
۶Bickel and Levina
٧Fan and Lv
٨Lam and Fan
٩Rothman

١٠Wu and Pourahmadi
١١Lu
١٢Stein
١٣Maximum likelihood estimator
١۴Haff
١۵Precision matrix
١۶Efron and Morris
١٧Yang and Berger
١٨Dey and Srinivasan



٣
با مقایسه در L(Σ̂

−١
,Σ−١) یا L(Σ̂,Σ) زیان توابع متوسط کاهش محققین همه کار اساس

این است. بوده معیار این کاهش برای مناسبی برآوردگر به دسترس و L(S−١,Σ−١) یا L(S,Σ)

تعدادی قسمت این در که است شده انجام متفاوت روش های با مختلف زیان توابع برای کار
انقباض برآورد به که کارهایی از تعدادی خلاصه به طور نمود. خواهیم بیان را روش ها این از

کوواریانس، ماتریس برای را شرایط تکنی ها، بیشتر نمود. خواهیم بیان را نم شود منته
کهن٢٠ و اسمیت ،(٢٠٠٠) رورتو١٩ گرفته اند. نظر در مناسب، برآوردگری آوردن به دست برای

کردند. استفاده ٢٢ چولس تجزیه رد روی از ،(٢٠٠٣) دانسون٢١ و چن و ،(٢٠٠٢)
برآورد برای را آن مشتقات و هدف تابع چطور که دادند نشان (١٩٧٣) ٢٣ هارتل و همل
کربیل توسط سپس کار این کرد. محاسبه م توان واریانس مولفه های ماکسیمم درستنمایی
و میانگین بردار بیزی برآوردگر برای کل نظر (١٩٩١) هاف شد. دنبال (١٩٧۶) سارل٢۴ و
نشان (١٩٩۵) برنز٢۵ و فرال کرد. فراهم بیزی زیان کردن کمینه با را کوواریانس ماتریس
(تنک٢۶) پراکنده ماتریس روش های توسط آن ها مشتقات و احتمال توابع ونه چ که دادند
مدل های مشترک بررس به (١٩٩٩) پوراحمدی دادند. تعمیم را کل نتایج و م شود محاسبه
بیزی رد روی ی از (٢٠٠۵) دنیل و (٢٠٠٢) پوراحمدی٢٧ و دنیلز پرداخت. میانگین‐واریانس

ی (٢٠٠٣) پوراحمدی و وو کردند. استفاده وابسته مشاهدات برای قبل کاوش های توسط
نمودند. پیشنهاد کوواریانس ماتریس برای را ناپارامتری برآوردگر

رگرسیون رایج مدل چندین بر مبتن کوواریانس ماتریس برای برآوردگر چندین (٢٠٠۶) دنیلز
درستنمایی برآورد محاسبه برای را وریتم ال (٢٠٠٧) اران٢٨ هم و چادهوری کرد. پیشنهاد بیزی
فن دادند. ارائه است، صفر کوواریانس که محدودیت این تحت کوواریانس ماتریس ماکسیمم
تحلیل تکنی های از استفاده با مناسبی برآوردگر به کوواریانس مدل در (٢٠٠٨) وی ال  و

یافتند. دست چندمتغیره عامل
تبدیل از استفاده با ویژه  مقادیر که فرضیه ای بر مبتن را ماتریس ،(٢٠٠٩) بومن٢٩ و کائو
که را پارامتری نیمه روش (٢٠٠٨) وو و فان نمودند. برآورد است، شده ارائه پراکنده ماتریس
تابع ی با همبستگ و م شود زده تخمین ناپارامتری تابع ی از استفاده با واریانس آن در

گرفتند. نظر در برآورد در م شود، برآورد پارامتری
١٩Roverato
٢٠Smith and Kohn
٢١Chen and Dunson
٢٢Cholesky decomposition
٢٣Hemmerle and Hartley
٢۴Corbeil and Searle
٢۵Fraley and Burns
٢۶Sparse matrix
٢٧Daniels and Pourahmadi
٢٨Chaudhuri et al.
٢٩Cao and Buoman



مقدمه ۴
ماتریس و کوواریانس ماتریس برآورد در اخیر پیشرفت های از تعدادی شد بیان که مواردی
ماتریس و کوواریانس ماتریس برآوردگرهای از کل رده خصوص در حال، این با م باشند. دقت
است، گرفته نام ٣٠ انقباض برآوردگر یا انقباض یا استاین نام به معمول طور به که دقت
برآوردگرهای مطالعه به داریم قصد پایان نامه این در است. نگرفته صورت چندان مطالعات

بپردازیم. کوواریانس ماتریس انقباض

ریاض توابع و تعاریف ١ . ١
و (١٩٨٢) میرهد ،(١٣٧٣) رودین٣١ به م توان بخش این تعاریف از دقیق تر اطلاع برای

کرد. مراجعه (١٣٩٢) کرم کبیر
داده نشان Γ(a) نماد با a > ٠ حقیق عدد هر ازای به را گاما تابع گاما٣٢). (تابع ١ . ١ . ١ تعریف

م کنیم تعریف زیر به صورت و
Γ(a) =

∫ ∞

٠ e−xxa−١dx.

با مثبت معین متقارن ماتریس W = (wij) کنید فرض ویشارت٣٣). (توزیع ١ . ١ . ٢ تعریف
آنگاه صحیح)، عدد m) m ≥ اگر باشد. مثبت معین q× q ماتریس نیز Σ و باشد، ی احتمال
عناصر ١٢q(q + ١) پیوسته ی ال چ تابع اگر است آزادی درجه m با ویشارت توزیع دارای W

باشد زیر به صورت شود) م گفته مثلث (بالا W مجزا
f(w١١, w١٢, · · · , wqq) = c−١ detW m−q٢ − ١٢ etr

(
− ١

٢Σ−١W
)

و باشد م etrace همان etr از منظور که
c = ٢mq٢ detΣ

m٢ Γq

(m
٢
)

به صورت چندمتغیره گامای تابع Γq(a) که

Γq(a) = π
q(q−١)٢

q∏
j=١

Γ
[
a+

١
١)٢ − j)

]
است. W ∼ Wq(m,Σ) که گفت م توان همچنین م باشد.

وقت آن گاه باشند. مقدار حقیق تصادف دنباله دو Yn و Xn کنید فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
،n → ∞

٣٠Shrinkage estimator
٣١Rudin
٣٢Gamma function
٣٣Wishart distribution



۵ ریاض توابع و تعاریف
باشند داشته وجود ،ϵ > ٠ هر ازای به اگر فقط و اگر بزرگ) اوی نماد O) ،Xn = O(Yn) (١)

،n > N همه برای که به طوری N > ٠ و δ > ٠
P
(∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣ > δ
)
< ϵ.

،ϵ > ٠ هر ازای به اگر فقط و اگر ( کوچ اوی نماد o) ،Xn = o(Yn) (٢)
lim
n→∞

P
(∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣ > ϵ
)
= ٠.

نقطه دو هر بین پاره خط اگر است، محدب C مجموعه محدب٣۴). (مجموعه ۴ . ١ . ١ تعریف
هر ازای به و C مجموعه عضو x٢ و x١ هر ازای به عبارت به گیرد. قرار C درون ،C در دلخواه

باشیم داشته ،٠ ≤ θ ≤ ١ شرط با ثابت، θ
θx١ + (١ − θ)x٢ ∈ C.

مجموعه  ی f دامنه اگر است، محدب f : Rn −→ R تابع محدب). (تابع ۵ . ١ . ١ تعریف
باشیم داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ و f دامنه عضو y و x هر ازای به و باشد محدب

f(θx+ (١ − θ)y) ≤ θf(x) + (١ − θ)f(y).

باشد. محدب −f(.) اگر گوییم مقعر را f(.) تابع
اگر گوییم، نرم را f : Rp −→ R تابع (نرم٣۵). ۶ . ١ . ١ تعریف

.f(x) ≥ ٠ باشیم، داشته x ∈ Rp هر ازای به یعن باشد، نامنف تابع f(.) (١)
.x = ٠ اگر تنها و اگر f(x) = ٠ یعن باشد، معین٣۶ f(.) (٢)

.f(tx) = |t|f(x) باشیم، داشته t ∈ R و x ∈ Rp هر ازای به یعن باشد، ن٣٧ هم f(.) (٣)
باشیم داشته x,y ∈ Rp هر ازای به یعن کند، صدق ٣٨ مثلث نامساوی در f(.) (۴)

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

م کنیم. استفاده نرم نمایش برای f(·) = ∥·∥ نماد از این صورت در
نرم این صورت در باشد، m × n ماتریس ی A کنید فرض .( ماتریس (نرم ١ . ١ . ٧ تعریف

م کنیم تعریف زیر خواص با ∥A∥ ماتریس
٣۴Convex
٣۵Norm
٣۶Definite
٣٧Homogenous
٣٨Triangle inequality



مقدمه ۶
باشد. صفر ماتریس ی A اگر فقط و اگر ∥A∥ = ٠ ،∥A∥ ≥ ٠ (١)

.∥αA∥ = |α|∥A∥ ،α الر اس هر ازای به (٢)
.∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ (٣)

که دارند نیاز نیز زیر شرایط به اوقات گاه ، ماتریس نرم برای فوق شرط سه بر علاوه
نیست برقرار ماتریس نرم های همه برای لزوما

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥ ,

∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥ .

مولفه های مشابه A ماتریس مولفه ی m× n همه ی با اگر مولفه ای). (نرم های ١ . ١ . ٨ تعریف
م شود تعریف زیر به صورت بردار این pنرم آن گاه شود، رفتار بعدی mn بردار ی

∥A∥p =


m∑
i=١

n∑
j=١

|αij |p


١
p

.

م گیریم. نظر در را p = ١,٢,∞ حالت سه ویژه به 
عبارت به است. A ماتریس عناصر همه مجموع قدرمطلق ∥A∥١ ،p = ١ (١)

∥A∥١ =

m∑
i=١

n∑
j=١

|aij | .

A ماتریس عنصر mn همه بین در مطلق مقدار ماکزیمم بیشینه، نرم ،∥A∥∞ ،p = ∞ (٢)
، یعن است.

∥A∥∞ = max {|aij | : ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n} .

م باشد زیر به صورت که است فروبنیوس٣٩ نرم ∥A∥٢ ،p = ٢ (٣)

∥A∥٢ = ∥A∥F =

√√√√ m∑
i=١

n∑
j=١

|aij |٢ =

√
tr(A⊤A) =

√√√√ r∑
i=١

λi =

√√√√ r∑
i=١

σ٢
i ,

A⊤A از نامنف ویژه مقدار امین i ،λi = σ٢
i ،A ماتریس رتبه r ≤ min(m,n) آن در که

است. (i = ١,٢, . . . , r) A ویژه) مقدار (ریشه تکین مقدار امین i ،σi = √
λi و است

کند، صدق R⊤R = R−١R = I یا R⊤ = R−١ شرط در که R متعامد ماتریس فروبینیوس نرم
م باشد. ∥R∥٢

F = tr(R⊤R) = tr(I) = n با برابر
٣٩Frobenius norm



٧ ریاض توابع و تعاریف
ویژه مقدار ترین کوچ به A ماتریس ویژه مقدار بزرگترین نسبت .( شرط (عدد ١ . ١ . ٩ تعریف

عبارت به گوییم. شرط عدد را A ماتریس
k(λ) =

∣∣∣λmax

λmin

∣∣∣.
برای برآوردگری δ = (δ١, · · · , δp)⊤ مولفه ای p بردار اگر دوم). توان زیان (تابع ١ . ١ . ١٠ تعریف
نشان L(θ, δ) با را θ برآورد خصوص در δ از استفاده زیان آن گاه باشد، θ ∈ Rp پارامتر بردار

با است برابر که داده
L(θ, δ) = (δ − θ)⊤(δ − θ) = ∥δ − θ∥٢ =

p∑
i=١

(δi − θi)
٢.

زیر زیان تابع از آن گاه باشد، موجود مدل در σ٢ ≥ ٠ مجهول مقیاس پارامتر چنان چه
م کنیم استفاده

L(θ, δ) =
(δ − θ)⊤(δ − θ)

σ٢ =
∥δ − θ∥٢

σ٢ =
١
σ٢

p∑
i=١

(δi − θi)
٢.

R(θ, δ) با را δ مخاطره تابع زیان، تابع تعریف از استفاده با مخاطره). (تابع ١ . ١ . ١١ تعریف
با است برابر که داده نشان

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ)] =

∫
χ
L(θ, δ)fθ(x)dx,

است. χ روی تعریف شده احتمال ال چ تابع fθ(·) آن در که
مجموع به صورت A دلخواه n×n ماتریس اثر ، جبرخط در ماتریس). ی (اثر ١ . ١ . ١٢ تعریف

ر دی به عبارت است. A اصل قطر عناصر
tr(A) =

n∑
i=١

aij = a١١ + a٢٢ + · · ·+ ann,

است. A ماتریس اصل قطر روی مولفه iامین ،aii که
ماتریس اثر ویژگ های

c ∈ R ثابت مقدار و B و A مربع متقارن ماتریس های به ازای (١)
tr(A+B) = tr(A) + tr(B),

tr(cA) = c tr(A).

باشند. مربع ماتریس های A١, · · · ,Am و k١, . . . , km ∈ R کنید فرض ، کل حالت در
این صورت در

tr(

m∑
i=١

kiAi) =

m∑
i=١

ki tr(Ai).



مقدمه ٨
ماتریس، ی کردن ترانهاده زیرا .tr(A) = tr(A⊤) ،A دلخواه مربع ماتریس هر ازای به (٢)

نم دهد. تغییر را اصل قطر عناصر
شود. نوشته مولفه ها حاصل ضرب مجموع به صورت م تواند ماتریس ها حاصل ضرب اثر (٣)

یعن
tr(A⊤B) = tr(AB⊤) = tr(B⊤A) = tr(BA⊤) =

∑
i,j

aijbij .

بردارهاست. داخل حاصل ضرب مشابه ، ماتریس توابع حاصل ضرب که است معن بدین
آن گاه باشد، m× n ماتریس A = (aij) اگر خاص حالت در

tr(A⊤A) =

m∑
i=١

n∑
j=١

a٢
ij .

شود نوشته زیر به صورت م تواند حاصلضرب ماتریس اثر ، حقیق ماتریس های برای (۴)
tr(A⊤B) =

∑
i,j

(A ◦B)ij .

م دهد. نشان را مولفه) به مولفه (ضرب داخل ضرب ◦ که
ماتریس A اگر یعن شوند. جا به جا تغییر بدون م توانند حاصلضرب اثر در ماتریس ها (۵)

آن گاه باشند، n×m ماتریس B و m× n

tr(AB) = tr(BA).

یعن است پایا دایره ای۴٠ شت های جای تحت اثر ، کل حالت در
tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC).

دلخواه شت جای هر برای که کنید دقت است. معروف دایره ای خاصیت به ویژگ این
کل حالت در نیست. برقرار رابطه

tr(ABC) ̸= tr(ACB).

مجاز شت جای هر شود، گرفته درنظر متقارن ماتریس های حاصل ضرب اگر وجود این با
زیرا است

tr(ABC) = tr(A⊤B⊤C⊤) = tr(A⊤(CB)⊤) = tr((CB)⊤A⊤)

= tr((ABC)⊤)

است. شده نتیجه (٢) ویژگ از آخر تساوی
۴٠Cyclic Permutations



٩ ریاض توابع و تعاریف
ر دی به عبارت نیست برابر ماتریس ها اثر حاصلضرب با ماتریس ها حاصلضرب (۶)

tr(AB) ̸= tr(A) tr(B).

یعن آن هاست اثر حاصلضرب ماتریس، دو ۴١ کرونکر حاصلضرب اثر اما
tr(A⊗B) = tr(A) tr(B).

.tr(AB) = ٠ آن گاه باشد، نامتقارن B و متقارن A اگر (٧)
استفاده با بعد تعمیم به منجر ویژگ این است، ماتریس فضای بعد ، همان ماتریس اثر (٨)

م شود. اثر از
جزئیات برای است. A ماتریس رتبه برابر (A٢ = A (یعن A خودتوان ماتریس ی اثر (٩)

ببینید. را (١٩٧٨) لانگ۴٢ بیشتر،
واض به طور که است برآوردگری ، انقباض برآوردگر آمار در .( انقباض (برآوردگر ١ . ١ . ١٣ تعریف

که است برآوردگری انقباض برآوردگر ر، دی عبارت به م آید. به دست انقباض اثر در مجازی یا
توان های کمترین برآوردگر ،MLE مثلا اولیه یا خام برآوردگر یعن نمونه ای اطلاعات ترکیب از
مدل به محدودیت چند یا ی قالب در معمولا که نمونه ای غیر اطلاعات با غیره و بیزی دوم،
بهبود جهت در بهبود این م آید. به دست جدید یافته بهبود برآوردگر به صورت م شوند، اضافه
دوم توان یا مخاطره معیار با م توان را برآوردگرها بهبود کل حالت در است. اولیه برآوردگر
مقدار ی یا صفر سمت به م تواند انقباض این صورت در کرد. اندازه گیری (MSE) خطا۴٣
MSE با ول اریب به نااریب برآوردگر ی تبدیل به صورت معمولا انقباض این اثر باشد. ثابت

م باشد. کمتر
برای یافت. نیز را نااریب و استاین نوع از انقباض برآوردگرهایی م توان حال، عین در

کنید. مراجعه (١٣٩٠) راد نوروزی به خصوص این در بیشتر آگاه
اندازه پذیر تابع ی g آن در که است X + g(X) به صورت انقباض برآوردگر کل ل ش

نامعادله حل از پس م باشد.
∀ θ ∈ Θ : R(θ,X + g(X)) ≤ R(θ,X),

م آوریم به دست زیر حالت های از ی هر در را g(·) تابع استاین، لم کم به
.(١ − c)X = X − cX صفر، سمت به انقباض برآوردگر (١)

۴١Kronecher product
۴٢Lang
۴٣Mean squared error



مقدمه ١٠
m ثابت بردار سمت به انقباض برآوردگر (٢)

m+ c(X −m) = (١ − c)m+ cX,

م پذیرد. متفاوت مقادیر زیان، تابع و توزیع نوع به بسته و است انقباض ثابت c آن در که
مستقل تصادف متغیرهای از دنباله ای Xn و ،. . . ،X١ کنید فرض (سازگاری). ١۴ . ١ . ١ تعریف
برآوردگر ی Tn کنید فرض همچنین باشد. {Fθ : θ ∈ Θ} توزیع های خانواده از توزیع با
از {Tn}∞n=١ دنباله حدی رفتار بررس Tn سازگاری از هدف باشد. اول مشاهده n اساس بر γ(θ)
سمت به n چنان چه اگر است سازگار γ(θ) برای Tn برآوردگرهای دنباله گوییم برآوردگرهاست.

آن گاه کند، میل ∞

Tn
p−→ γ(θ),

که به طوری دارد وجود n٠ = n٠(ϵ, δ) مانند مثبت صحیح عدد γ > ٠ و ϵ > ٠ هر برای یعن
،n > n٠ هر برای

Pθ(|Tn − γ(θ)| > ϵ) < δ,

،ϵ > ٠ هر برای یا
lim
n→∞

Pθ(|Tn − γ(θ)| > ϵ) = ٠.
م نامیم. ناسازگار نکند صدق فوق شرط در که برآوردگرها از دنباله هر

است زیر ل ش به برداری به صورت مشاهده، ی روی حاصل اندازه گیری های

xi =


xi١
xi٢...
xip

 ,

اندازه گیری های تمام مجموعه م دهد. ارائه را تصادف نمونه از مشاهده iامین ،(i = ١, . . . , n) xi که
م دهد یل تش را زیر ماتریس مشاهدات، از حاصل

X = (x١, . . . ,xn),

است. p× n ماتریس X که
تصادف متغیر از تصادف نمونه ای xni ،. . . ،x١i کنید فرض .( ٢٠٠۵ استریمر، و شفر ) ١۵ . ١ . ١ لم

باشد. نمونه  میانگین x̄i =
١
n

∑n
k=١ xki و Xi مشاهده امین k ،xki کنید فرض همچنین باشد. Xi

کوواریانس ماتریس قطری عناصر Sii ،Sij =
١

n−١
∑n

i=١(xki − x̄i)(xki − x̄j) کنید فرض همچنین
به صورت تجربی کوواریانس آن گاه باشد. w̄ij =

١
n

∑n
k=١ wkij و wkij = (xki−x̄i)(xki−x̄j) نمونه ،

است زیر
Ĉov(Xi, Xj) = Sij =

n

n− ١ w̄ij ,



١١ برآورد
به صورت نیز واریانس و

V̂ ar(Xi) = Sii =
n

n− ١ w̄ii,

مشابه به صورت همچنین م باشد.

V̂ ar(Sij) =
n٢

(n− ٢(١ V̂ ar(w̄ij)

=
n

(n− ٢(١
n∑

k=١
(wkij − w̄ij)

٢.

برآورد ١ . ٢
ی از بیشتر یا ی شامل داده ها تحلیل به مربوط که است آمار از بخش چندمتغیره تحلیل

نامیده بعد را اندازه گیری از حاصل نتایج م باشد. اشیا یا افراد در صفت) (متغیر، اندازه گیری
یرید. ب نظر در بعدی p متغیرهای با جمعیت از را تایی n نمونه م دهیم. نشان p با و

باشد زیر pبعدی احتمال توزیع های خانواده به متعلق xi بردار توزیع کنیم فرض اگر
F = {f(x;µ,Σ)| µ ∈ Rp,Σ > ٠}, (١ . ٢)

م باشند زیر به صورت Σ کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار آن گاه

µ =


EX١
EX٢...
EXp,

 =


µ١
µ٢...
µp

,

Σ =


cov(X١, X١) cov(X١, X٢) . . . cov(X١, Xp)

cov(X٢, X١) cov(X٢, X٢) . . . cov(X٢, Xp)... ... ... ...
cov(Xp, X١) cov(Xp, X٢) . . . cov(Xp, Xp)

 =


σ١١ σ١٢ . . . σ١p
σ٢١ σ٢٢ . . . σ٢p... ... ... ...
σp١ σp٢ . . . σpp

 ,

.i ̸= j برای Σij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)] و µi = E[Xi] که به طوری
و µ میانگین بردار پارامتر دو برآورد به علاقمند (١ . ٢) توزیع های خانواده در کل به طور
ماتریس ،Σ برای و x̄ نمونه میانگین ،µ برای معمول برآورد م باشیم. Σ کوواریانس ماتریس

م باشند زیر به صورت تایی n نمونه  اندازه ی اساس بر که م باشد S نمونه کوواریانس

x̄ =


x̄١...
x̄p

 ,



مقدمه ١٢
آن در که

x̄i =
١
n

n∑
j=١

xij ,

است محاسبه قابل زیر به صورت نیز نمونه کوواریانس ماتریس است. نمونه iامین میانگین
S =

١
n− ١

n∑
j=١

(xj − x̄)(xj − x̄)⊤, (١ . ٣)

نوشت زیر به صورت م توان را S که
S =

١
n− ١(X − X̄)(X − X̄)⊤,

است. x̄ از ل متش ستون هر با p× n ماتریس X̄ که
برآوردگرهای سازگاری و نااریبی دلیل به S و x̄ ،(٢٠١١) ۴۴ سان و فیشر یافته های براساس

هستند. Σ و µ برای مناسبی
Np(µ,Σ) توزیع دارای مستقل تصادف بردارهای xn ،. . . ،x١ اگر .(١٩٨٢ (میرهد، ١ . ٢ . ١ قضیه

به صورت Σ و µ ماکزیمم درستنمایی برآوردگر آن گاه ،n > p که به طوری باشند،

x̄ =
١
N

n∑
i=١

xi,

م شود. تعریف (١ . ٣) به صورت S که م باشند Σ̂ = n
n+١S و

استاین نوع انقباض برآوردگر ١ . ٣
کمتر نمونه حجم که زمان کوواریانس ماتریس برای مناسب برآوردگری دنبال به بخش این در
کوواریانس ماتریس برآورد بهبود در رایج ردی روی م باشیم. است، (p > n) متغیرها تعداد از
موریس و افرون توسط گسترده به طور که است اریب» «برآورد یا « «انقباض حالت، این در

است. شده بررس (١٩٧۵)
آن خطای دوم توان های میانگین که است (١ . ٣) در شده ارائه برآوردگر S کنید فرض

م شود محاسبه زیر به صورت
MSE(S) = (Bias(S))⊤(Bias(S)) + Cov(S),

(فیشر است صفر اریبی S نمونه کوواریانس ماتریس برای .Bias(S) = S − E(S) آن در که
برآوردگری تعریف با است. واریانس کاهش گرو در آن دقت بهبود رو این از ،(٢٠٠٩ سان، و
است. (١٩۶١) استاین و جیمز برآوردگر اصل ایده  که داد، کاهش را واریانس م توان اریب،

۴۴Sun and Fisher



١٣ استاین نوع انقباض برآوردگر
به صورت هدف ماتریس با نمونه کوواریانس ماتریس از محدب ترکیبی روش این در واق در

م شود گرفته نظر در زیر
S∗ = (١ − λ)S + λT , (۴ . ١)

معین باید که است هدف۴۶ ماتریس T و دارد نام ۴۵ انقباض (ضریب) پارامتر λ ∈ (٠, ١) که
داشته S به نسبت کمتری واریانس S∗ که م گیریم نظر در طوری را ترکیب این باشد. مثبت
با ارتباط در اصل مساله است، شده تعیین قبل از T هدف ماتریس که این به توجه با باشد.
که م شود انتخاب طوری λ انقباض پارامتر است. λ انقباض پارامتر تعیین ، انقباض برآوردگر
داشته کمتری واریانس باید S باشد، بزرگ p با مقایسه در n اگر بخشد. بهبود را S برآوردگر
دارد بزرگتری واریانس S باشد، بزرگ p اگر .λ −→ ٠ رو این از باشد، خوبی برآوردگر و باشد

انقباض پارامتر انتخاب .λ −→ ١ که طوری به کرد فراهم هدف ماتریس برای را وزن باید و
کرد. تعیین روش ها سایر و متقابل۴٨ اعتبارسنج بوت استرپ۴٧، روش های با م توان را (λ)

مقادیر برای ضعیف برآوردگرهای کوواریانس ماتریس ویژه مقادیر بالاست، بعد که زمان
که همچنان م کند، میل صفر سمت به ویژه مقادیر ترین کوچ آن، طبق هستند. واقع ویژه
مقادیر به S ویژه مقادیر انقباض نظری، ایده م کند. میل نهایت بی سمت به آن بزرگترین

است. T ویژه
کوواریانس ماتریس باید و بوده (معکوس پذیر) مثبت معین انتخاب شده هدف ماتریس
داده ها باید و بوده دشوار شرط این که است ذکر به لازم دهد. ارائه ما کاربرد برای را واقع
دارد. نمونه کوواریانس ماتریس به نسبت امتیاز چندین انقباض برآوردگر باشند. دسترس در
است. (معکوس پذیر) نامنفرد و مثبت معین ماتریس بعدی، هر برای S∗ انقباض برآوردگر
نظر از مطلوب انقباض پارامتر بیانگر که دادند ارائه را قضیه ای (٢٠٠٣) ولف۴٩ و لدویت
میانگین تحت است. هدف ماتریس و نمونه کوواریانس ماتریس در واریانس‐کوواریانس

انقباض پارامتر برای بهینه مقدار ی فربنیوس، نرم گرفتن نظر در با و خطا دوم توان های
در ،T = µλI هدف ماتریس برای را بهینه پارامتر جزئیات (٢٠٠۴) ولف و لدویت دارد. وجود
در بهینه انقباض پارامتر است. همان ماتریس I و Σ ویژه  مقادیر میانگین µλ که گرفتند نظر

است زیر به صورت گرفته شده نظر
λ =

β٢
δ٢

آن در که
β٢ = E[∥S −Σ∥٢],

۴۵Shrinkage intensity
۴۶Target matrix
۴٧Bootstrap
۴٨Cross-validation
۴٩Ledoit and Wolf



مقدمه ١۴
و

δ٢ = E[∥S − µλI∥٢].

هستند، مجهول که جایی آن از و دارند نیاز Σ مورد در اطلاعات به همه δ٢ و β٢ ،µλ متاسفانه
شوند. برآورد باید

اران۵٠ هم و چن کردند. فراهم λ و µλ برای سازگاری برآوررگرهای (٢٠٠۴) ولف و لدویت
بخشیدند. بهبود را (٢٠٠۴) ولف و لدویت برآوردگر ول، رائو‐بل قضیه گرفتن نظر در با (٢٠١٠)
نظر در λ و µλ برآوردگرهای در سازگاری به نسبت را نااریبی شاخص (٢٠٠۵) استریمر و شفر

گرفتند.

انقباض پارامترهای انواع ۴ . ١
صفر میانگین بردارهای با نرمال pمتغیره توزیع از تصادف نمونه ای {x١, . . . ,xn} کنید فرض
به نداریم. را n ≥ p فرض که است این نمود توجه بدان باید که نکته ای باشد. Σ کوواریانس و

کند کمینه را زیر زیان تابع که هستیم Σ̂ مانند برآوردگری دنبال

E

[∥∥∥Σ̂({xi}ni=١
)
−Σ

∥∥∥٢
F

]
, (۵ . ١)

مشاهدات) روی (از را λ انقباض پارامتر باید واق در م باشد. Σ برای برآوردگری Σ̂ آن در که
م پردازیم. انقباض پارامترهای معرف به حال کند. کمینه را (۵ . ١) زیان تابع که یافت طوری

LW انقباض پارامتر ١ . ۴ . ١
و صفر میانگین با pمتغیره نرمال توزیع دارای xiها این که فرض تحت (٢٠٠۴) ولف و لدویت

کردند معرف زیر به صورت را λ انقباض پارامتر هستند، Σ کوواریانس ماتریس

λLW = min



n∑
i=١

∥∥∥xix
⊤
i − Ŝ

∥∥∥٢
F

n٢ tr(Ŝ٢
)− ١

p tr
٢(Ŝ)

, ١

 , (۶ . ١)

آن در که
Ŝ =

١
n

n∑
i=١

xix
⊤
i .

۵٠Chen et al.



١۵ انقباض پارامترهای انواع
RBLW انقباض پارامتر ٢ . ۴ . ١

را (٢٠٠۴) ولف و لدویت برآوردگر ول، بل رائو قضیه گرفتن نظر در با (٢٠١٠) اران هم و چن
عنوان به S گرفتن نظر در با همچنین و داده ها بودن نرمال فرضیه ی تحت آن ها دادند. بهبود

کردند تعریف زیر به صورت را انقباض پارامتر بسنده، آماره

λRBLW = min

{
n−٢
n tr(Ŝ

٢
) + tr٢(Ŝ)

(n+ ٢)[tr(Ŝ٢
)− ١

p tr
٢(Ŝ)]

, ١
}
. (١ . ٧)

ولف و لدویت برآوردگر بر بهینه پارامتر برای برآوردگر این از استفاده با انقباض برآوردگر
استفاده رد روی این از خود شبیه سازی های و زمان سری داده های برای آن ها دارد. ارجحیت

کردند. مشاهده را برآوردگرها تاثیر خود مثال های در و کردند

SS انقباض پارامتر ٣ . ۴ . ١
زیر به صورت را انقباض پارامتر داده ها، بودن نرمال فرض تحت نیز (٢٠٠۵) استریمر و شفر

دادند ارائه

λSS = min

{ n∑
i=١

n∑
j=١,j ̸=i

V̂ar(Sij +

n∑
i=١

V̂ar(Sii))

n∑
i=١

n∑
j=١,j ̸=i

S٢
ij +

n∑
i=١

(Sii − µλ)
٢

, ١
}
, (١ . ٨)

است. Sii قطری عناصر میانگین µλ و S نمونه کوواریانس ماتریس قطری عناصر Sii آن در که
کنید. مراجعه (٢٠٠۵) استریمر و شفر به بیشتر جزئیات برای

FS انقباض پارامتر ۴ . ۴ . ١
دادند پیشنهاد را زیر انقباض پارامتر (٢٠١١) سان و فیشر

λFS = min

{ ١
n â١ + p

n â
٢١

n+١
n â٢ + p−a

n â١
, ١
}
,

این صورت در .ai = ١
p tr(Σ

i) آن در که
â١ =

tr(S)

p
,

â٢ =
n٢

(n+ ١)(n+ ٢)
١
p

[
tr(S٢)− tr٢(S)

n

]
,

هستند. a٢ و a١ برای سازگار برآوردگرهایی که





٢ فصل
بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد

بالا

مقدمه ٢ . ١
و مدرن موضوعات داده های تحلیل بطن در مهم موضوع بزرگ کوواریانس ماتریس برآورد
محدب هندسه و و ال شناسایی ، بالین مطالعات سرطان، تحقیقات ، ژنومی مانند پیچیده
نمونه ی پایه بر Σ کوواریانس ماتریس برآورد هدف مسائل این در معمولا است. محاسبات
در µ میانگین بردار با xn ،. . . ،x١ هم توزیع و مستقل متغیره p تصادف بردارهای از تایی n

تعداد با مقایسه در n مشاهدات تعداد معمولا موارد، این در است. بزرگ p و کوچ n حالت
است. تر کوچ بسیار پارامترها

م تواند xiها از ی هر که باشند مستقل متغیره p تصادف بردارهای xn ،. . . x١ کنید فرض
شود بیان زیر به صورت

xi = µ+Σ
١٢zi, (٢ . ١)

که م باشد، Σ کوواریانس ماتریس و صفر میانگین بردار با F دلخواه توزیع دارای zi آن در که
است. p× p مثبت معین ماتریس Σ

به اغلب بالا، بعد داده های برای چندمتغیره تحلیل های به مربوط آماری آزمون های در
کین و چن (٢٠٠۶)؛ ٢ وش فوجی و سریواستاوا (٢٠٠٧)؛ ات١ (اس داریم نیاز tr(Σ٢) برآورد

.((٢٠٠۴) اران هم و وش فوجی (٢٠١٠)؛
فرض گرفتن نظر در با را a٢ = tr(Σ٢)/p سازگار و نااریب برآوردگر (٢٠٠۵) سریواستاوا

کرد. پیشنهاد زیر قضیه قالب در نرمال
١Schott
٢Srivastava and Fujikoshi



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ١٨
نرمال فرض تحت ،a٢ = tr(Σ٢)/p سازگار و نااریب برآوردگر .(٢٠٠۵ (سریواستاوا، ٢ . ١ . ١ قضیه

به صورت ،F بودن
ã٢ =

n٢
(n− ١)(n+ ٢)

١
p

[
tr(S٢)− ١

n
(tr(S))٢

]
,

است.
نرمال F که زمان حت را ã٢ برآوردگر سازگاری (٢٠١١) اران هم و سریواستاوا آن، از پس
نیست. نااریب آنها برآوردگر که است این کرد توجه آن به  باید که نکته ای کردند. بررس نباشد
پیشنهاد a٢ برای ری دی سازگار برآوردگر نیز (٢٠١٠) اران هم و چن و (٢٠١٠) کین و چن
پیشنهادی برآوردگر همین طور و نیست نااریب ،(٢٠١٠) کین و چن پیشنهادی برآوردگر کردند.
گشتاوری شرایط تحت برآوردگرها این سازگاری این، بر علاوه دارد. پیچیده ای صورت نیز آن ها
علاوه κ١١ و (tr(Σ))٢ برای نااریب سازگار برآوردگرهای بنابراین است. آمده به دست نیز قویتری

به صورت κij آن در که است شده پیشنهاد نیز tr(Σ٢) بر
κij = E[z⊤Σizz⊤Σiz]− ٢ tr(Σi+j)− tr(Σi) tr(Σj), (٢ . ٢)

κ١١ معیار .(١٩٧٩ نیودکر، و نوس (م κij = ٠ نرمال، توزیع برای .z ∼ F که م شود تعریف
این مطالب م دهد. نشان را غیرنرمال حالت تفاوت که است پارامترهایی مهمترین از ی

است. (٢٠١۴) یامادا٣ و هیمنو مرج از برگرفته فصل

برآوردگرها سازگاری و نااریبی ٢ . ٢
هستند: برقرار زیر شرایط ،p → ∞ وقت یرید. ب نظر در را زیر نظم شرایط ابتدا

A١ :
n

p
−→ c٠ ∈ (٠,∞),

A٢ : ai =
trΣi

p
−→ ai٠ ∈ (٠,∞) i = ١, . . . ,۴.

در آماره ها این ریاض امید که م کنیم، استفاده (tr(S))٢ و tr(S٢) از اغلب tr(Σ٢) برآورد در
است. شده بیان زیر قضیه

ریاض امید ،xn ،. . . ،x١ تصادف نمونه  اساس بر ،٢ . ١ بخش مفروضات تحت .٢ . ٢ . ١ قضیه
م آیند به دست زیر به صورت (tr(S))٢ و tr(S٢)

E[tr(S٢)] =
١
n
κ١١ +

n

n− ١ tr(Σ٢) + ١
n− ١(tr(Σ))٢, (٢ . ٣)

E[(tr(S))٢] =
١
n
κ١١ +

٢
n− ١ tr(Σ٢) + (tr(Σ))٢. (۴ . ٢)

٣Himeno and Yamada



١٩ برآوردگرها سازگاری و نااریبی
کرد بازنویس زیر به صورت را S ماتریس م توان برهان.

S =
١

n− ١
n∑

i=١
(xi − x̄)(xi − x̄)⊤

=
١

n− ١
n∑

i=١
(xi − µ+ µ− x̄)(xi − µ+ µ− x̄)⊤. (۵ . ٢)

این صورت در yi = xi − µ ،i = ١, · · · , n هر به ازای کنید فرض
xi − µ+ µ− x̄ = yi + (µ− ١

n

n∑
i=١

xi)

= yi + (
١
n

n∑
i=١

µ− ١
n

n∑
i=١

xi)

= yi +
١
n

n∑
i=١

(µ− xi)

= yi −
١
n

n∑
j=١

yj

= yi −
١
n
yi −

١
n

n∑
j=١
j ̸=i

yj

=
n− ١
n

yi −
١
n

n∑
j=١
j ̸=i

yj (۶ . ٢)

م شود نتیجه (۵ . ٢) در (۶ . ٢) جای گذاری با بنابراین
S =

١
n− ١

n∑
i=١

(
n− ١
n

yi −
١
n

n∑
j=١
j ̸=i

yj)(
n− ١
n

yi −
١
n

n∑
j=١
j ̸=i

yj)
⊤

=
١

n− ١
n∑

i=١
(n− ٢(١

n٢ yiy
⊤
i − ١

n− ١
n∑

i=١
(n− ١)

n٢ yi(

n∑
j=١
j ̸=i

y⊤
j )

− ١
n− ١

n∑
i=١

(n− ١)
n٢ (

n∑
j=١
j ̸=i

yj)y
⊤
i +

١
n− ١

١
n٢

n∑
i=١

(

n∑
j=١
j ̸=i

yj)(

n∑
j=١
j ̸=i

y⊤
j )

=
n− ١
n٢

n∑
i=١

yiy
⊤
i − ١

n٢
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j − ١

n٢
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yjy
⊤
i

+
١

n٢(n− ١)
n∑

i=١
(

n∑
j=١
j ̸=i

yj)(

n∑
j=١
j ̸=i

y⊤
j )

=
n− ١
n٢

n∑
i=١

yiy
⊤
i − ٢

n٢
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j

+
١

n٢(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yjy
⊤
j +

١
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

yjy
⊤
k



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ٢٠

=
١
n

n∑
i=١

yiy
⊤
i − ١

n٢
n∑

i=١
yiy

⊤
i − ٢

n٢
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j

+
١

n٢(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yjy
⊤
j +

١
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

yjy
⊤
k .

م دانیم
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yjy
⊤
j =

n∑
i=١

(n− ١)yiy
⊤
i = (n− ١)

n∑
i=١

yiy
⊤
i

و
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

yjy
⊤
k =

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(n− ٢)yiy
⊤
j = (n− ٢)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j .

این صورت در

S =
١
n

n∑
i=١

yiy
⊤
i − ٢

n٢
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j

+
(n− ٢)
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j

=
١
n

n∑
i=١

yiy
⊤
i + (

n− ٢
n٢(n− ١) −

٢
n٢ )

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j

=
١
n

n∑
i=١

yiy
⊤
i − ١

n(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

yiy
⊤
j .

(٢ . ١) مدل به توجه با طرف از
yi = Σ

١٢zi

نوشت م توان و

S =
١
n

n∑
i=١

Σ
١٢ziz

⊤
i Σ

١٢ − ١
n(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

Σ
١٢ziz

⊤
j Σ

١٢ .

کنیم بیان زیر به صورت را (tr(S))٢ و tr(S٢) م توانیم بالا عبارت از

tr(S٢) =
١
n٢

n∑
i=١

(z⊤
i Σzi)

٢ +
١
n٢

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(z⊤
i Σzj)

٢



٢١ برآوردگرها سازگاری و نااریبی

+
١

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١

n∑
k=١
k ̸=j

n∑
l=١
l ̸=i

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl

− ٢
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١

n∑
k=١
k ̸=i

z⊤
i Σzjz

⊤
j Σzk

=
١
n٢

n∑
i=١

(z⊤
i Σzi)

٢ +
n٢ − ٢n+ ٢
n٢(n− ٢(١

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(z⊤
i Σzj)

٢

+
١

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzj

− ۴
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
i Σzj

+
٢

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzk

− ٢n− ۴
n٢(n− ٢(١

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

z⊤
i Σzjz

⊤
i Σzk

+
١

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

n∑
l=١
l ̸=i
l ̸=j
l ̸=k

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl

(tr(S))٢ =
١
n٢

n∑
i=١

(z⊤
i Σzi)

٢ +
١
n٢

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzj

+
١

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١

n∑
l=١
l ̸=k

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl

− ٢
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١

n∑
k=١
k ̸=j

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzk

=
١
n٢

n∑
i=١

(z⊤
i Σzi)

٢ +
٢

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(z⊤
i Σzj)

٢

+
١
n٢

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzj

− ۴
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
i Σzj



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ٢٢

− ٢
n٢(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzk

+
۴

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
i Σzk

+
١

n٢(n− ٢(١
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

n∑
l=١
l ̸=k
l ̸=j
l ̸=i

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl

و tr(S٢) از استفاده با تنها tr(Σ٢) برآورد دارند، وجود مجهول پارامتر سه که آنجایی از
م کنیم استفاده زیر آماره از بنابراین است. ن غیرمم (tr(S))٢

Q =
١

n− ١
n∑

i=١

(
(xi − x̄)⊤(xi − x̄)

)٢ (٢ . ٧)

به دست زیر به صورت κ١١ و (tr(Σ))٢ ،tr(Σ٢) نااریب برآوردگرهای (٢ . ١) مدل برای .٢ . ٢ . ٢ قضیه
م آیند

t̂r(Σ٢) = n− ١
n(n− ٢)(n− ٣){(n− ١)(n− ٢) tr(S٢) + (tr(S))٢ − nQ}

̂(tr(Σ))٢ =
n− ١

n(n− ٢)(n− ٢}(٣ tr(S٢) + (n٢ − ٣n+ ١)(tr(S))٢ − nQ}

κ̂١١ =
−١

(n− ٢)(n− ٢}(٣(n− ٢(١ tr(S٢) + (n− ٢(١(tr(S))٢ − n(n+ ١)Q}

نوشت زیر به صورت را Q م توان برهان.
Q =

١
n− ١

n∑
i=١

{(y⊤
i yi)

٢ + ۴(y⊤
i ȳ)

٢ + (ȳ⊤ȳ)٢

+٢y⊤
i yiȳ

⊤ȳ − ۴y⊤
i yiy

⊤
i ȳ − ۴y⊤

i ȳȳ
⊤ȳ}

=
١

n− ١
n∑

i=١
(y⊤

i yi)
٢ +

۴
n٢(n− ١)

n∑
i=١

(
y⊤
i

n∑
j=١

yj

)٢

+
٢

n٢(n− ١)
n∑

i=١
y⊤
i yi

(
n∑

j=١

n∑
k=١

y⊤
j yk

)

− ۴
n(n− ١)

n∑
i=١

y⊤
i yiy

⊤
i

(
n∑

j=١
yj

)
− ٣n

n− ١(ȳ⊤ȳ)٢

=
n٢ − ٣n+ ٣

n٣
n∑

i=١
(z⊤

i Σzi)
٢ +

۴n− ۶
n٣(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(z⊤
i Σzj)

٢

+
٢n− ٣

n٣(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzj



٢٣ برآوردگرها سازگاری و نااریبی

−۴(n٢ − ٣n+ ٣)
n٣(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
i Σzj

+
٢n− ۶

n٣(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzk

+
۴n− ١٢
n٣(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

z⊤
i Σzjz

⊤
i Σzk

− ٣
n٣(n− ١)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=j
k ̸=i

n∑
l=١
l ̸=k
l ̸=j
l ̸=i

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl. (٢ . ٨)

م شود بیان زیر به صورت Q ریاض امید مقدار

E[Q] =
n٢ − ٣n+ ٣

n٢ κ١١ +
٢(n− ١)

n
tr(Σ٢) + n− ١

n
(tr(Σ))٢. (٢ . ٩)

م شود. اثبات قضیه (٢ . ٩) و (۴ . ٢) ،(٢ . ٣) معادله های همزمان کردن حل از
از استفاده با م کنیم. بررس را ˆ

a٢١ = ̂(tr(Σ))
٢
/p٢ و â٢ = t̂r(Σ٢)/p سازگاری اکنون

م شوند بیان زیر به صورت آماره ها این ، ̂(tr(Σ))
٢ و t̂r(Σ٢) تعاریف

t̂r(Σ٢) =
١

n(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

(z⊤
i Σzj)

٢

− ٢
n(n− ١)(n− ٢)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

z⊤
i Σzjz

⊤
i Σzk

+
١

n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

n∑
l=١
l ̸=i
l ̸=j
l ̸=k

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl

̂(tr(Σ))
٢

=
١

n(n− ١)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzj

− ٢
n(n− ١)(n− ٢)

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

z⊤
i Σziz

⊤
j Σzk

+
١

n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)
n∑

i=١

n∑
j=١
j ̸=i

n∑
k=١
k ̸=i
k ̸=j

n∑
l=١
l ̸=i
l ̸=j
l ̸=k

z⊤
i Σzjz

⊤
k Σzl.



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ٢۴
در که ̂(tr(Σ))

٢ و t̂r(Σ٢) واریانس های (٢ . ١) مدل برای .(٢٠٠٩ یامادا، و (هیمنو ٢ . ٢ . ٣ لم
م آیند به دست زیر به صورت شد، تعریف ٢ . ٢ . ٢ قضیه

Var(t̂r(Σ٢)) =
٢

n(n− ١)E[(z⊤١ Σz٢)۴] +
۴(n− ٣)
n(n− ٢)κ٢٢

− ٨
n(n− ١)(n− ٢)E[(z⊤١ Σz٢(٢z⊤١ Σ٢z٢]

− ٢(n+ ١)(n− ۴)
n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)(tr(Σ٢))٢

+
۴(٢n٢ − ١٣n+ ٢٣)
n(n− ٢)(n− ٣) tr(Σ۴)

Var( ̂(tr(Σ))
٢
) =

٢
n(n− ١)κ٢١١ +

۴(٢n− ۵)
n(n− ١)(n− ٢)κ١١ tr(Σ٢) + ۴

n
κ١١(tr(Σ))٢

− ٨
n(n− ١)(n− ٢)E[z⊤١ Σz١z⊤١ Σ٢z٢z⊤٢ Σz٢]

+
٨(n٢ − ۶n+ ١٠)

n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)(tr(Σ٢))٢

+
۴(٢n− ٣)
n(n− ١) tr(Σ٢)(tr(Σ))٢

+
١۶

n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣) tr(Σ۴).

یرید ب نظر در را زیر شرایط ابتدا م شود. نتیجه زیر قضیه ٢ . ٢ . ٣ لم از

C١ : E[(z⊤١ Σz٢)۴] = o(p۴), κ٢٢ = o(p٣) z١, z٢ ∼ F ,

C٢ : κ١١ = o(p٣).

A١ نظم شرایط به توجه با یرید. ب نظر در را (٢ . ١) مدل .(٢٠٠٩ یامادا، و (هیمنو ۴ . ٢ . ٢ قضیه
،A١ نظم شرایط تحت این بر علاوه م باشد. a٢ سازگار برآوردگر â٢ ،C١ شرط همچنین و A٢ و

م باشد. a٢١ سازگار برآوردگر â٢١ ،C٢ شرط همچنین و A٢
آمده اند به دست ‐شوارتز کوش نامساوی از استفاده با زیر نتایج

C١ شرط تحت

E[|(z⊤١ Σz٢(٢z⊤١ Σ٢z٢|] ≤
√

E[(z⊤١ Σz٢)۴]E[(z⊤١ Σ٢z٢(٢]
=

√
E[(z⊤١ Σz٢)۴] tr(Σ۴) =

√
o(p۴)o(p) (٢ . ١٠)

C٢ شرط تحت .E[(z⊤١ Σz٢(٢z⊤١ Σ٢z٢] = o(p
۵٢ ) نتیجه، در

E[|z⊤١ Σz٢(١z⊤١ Σ٢z٢z⊤٢ Σz٢|] ≤
√
E[(z⊤١ Σz٢(١(z⊤٢ Σz٢(٢]E[(z⊤١ Σ٢z٢(٢]

=

√
{κ١١ + ٢ tr(Σ٢) + (tr(Σ))٢{٢ tr(Σ۴)

= o(p
٧٢ ). (٢ . ١١)



٢۵ عددی شبیه سازی های
عددی شبیه سازی های ٢ . ٣

ارزیابی مونت کارلو شبیه سازی از استفاده با را پیشنهادی برآوردگرهای کارایی بخش، این در
م کنیم.

ازای (به xi = Σ
١٢zi کنیم فرض هستند، پایا µ برای κ̂١١ و â٢١ ،â٢ این که به توجه با

به صورت را Σ ماتریس هستند. F رده از مستقل و تصادف نمونه ها zi که (i = ١, . . . , n
یا ٨٠ ،۴٠ با را p پارامتر بعد نیز و ١٢٠ یا ٨٠ ،۴٠ با برابر را n نمونه حجم و Σij = (٠٫٢|i−j|)

م کنیم فرض F توزیع های رده برای را زیر حالت چهار م گیریم. نظر در ١٢٠
.N(٠, ١) استاندارد، نرمال توزیع D١

.t p۴ آزادی درجه p۴ با t توزیع D٢

.χ٢١ آزادی، درجه ١ با χ٢ توزیع D٣

.Mt١٠ آزادی، درجه ١٠ با t متغیره p توزیع D۴

شرط، این تحت .Var(z) = Ip بنابراین است، شده استاندارد F توزیع که کنید دقت
برآوردها) این از نااریب نمونه (واریانس κ̂١١

pi
نیز و ã٢١ = ( tr(S)

p )٢ و â١٢ ،ã٢ ،â٢ برآوردهای
حالت در i = ٢ ازای به و D٣ ،D٢ ،D١ حالت های در i = ١ وقت را پارامترها واقع مقادیر و

م آوریم. به دست ١٠٠٠٠ تکرار با D۴
پرانتز داخل مقادیر م دهد. نشان را ã٢ و â٢ برآوردهای و a٢ واقع مقادیر ٢ . ١ جدول
توزیع اگر ویژه به است خوب توزیع ها همه برای ã٢ کارایی م کند. بیان را استاندارد خطاهای
نباشد، نرمال توزیع اگر است. ã٢ استاندارد خطای نزدی â٢ استاندارد خطای باشد نرمال

نیست. خوب چندان ã٢ کارایی
به جدول این اساس بر م دهد. نشان را ã٢١ و â٢١ برآوردهای و a٢١ واقع مقادیر ٢ . ٢ جدول

سخت به ã٢١ و â٢١ بین تفاوت جدول این اساس بر اما است. شده بیش برازش ã٢١ م رسد نظر
م شود. تایید

،D٢ ،D١ حالت های برای i = ١ ازای به را κ̂١١
pi

برآوردهای و κ١١
pi

واقع مقادیر ٢ . ٣ جدول
مناسب تقریب م رسد نظر به باشد، متقارن F وقت م دهد. نشان D۴ حالت در i = ٢ و D٣
بزرگتری n و p به حالت این در م شود. بد تقریب ها باشد، ک دو F اگر وجود این با باشد.

م یابد. افزایش برآوردها مقدار ،p افزایش با معین، n ازای به همچنین داریم. نیاز



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ٢۶

استاندارد) خطاهای (و ã٢ و â٢ برآوردهای و a٢ واقع مقدار :٢ . ١ جدول
ã٢ â٢ a٢ p n توزیع

(٠٫١٠٨)١٫٠٨١ (٠٫١١٠)١٫٠٨١ ١٫٠٨١ ۴٠
۴٠

D١

١٫٠٨١(٠٫٠٩۵) (٠٫٠٩٧)١٫٠٨١ ١٫٠٨٢ ٨٠ 
(٠٫٠٨٢)١٫٠٨٢ ١٫٠٨٢(٠٫٠٨۴) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٠٨١(٠٫٠٧۴) ١٫٠٨١(٠٫٠٧۶) ١٫٠٨١ ۴٠

٨٠١٫٠٨٢(٠٫٠۶٢) ١٫٠٨٢(٠٫٠۶٣) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫٠٨٣(٠٫٠۵۵) ١٫٠٨٣(٠٫٠۵٨) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٠٨١(٠٫٠۶٢) ١٫٠٨١(٠٫٠۶۵) ١٫٠٨١ ۴٠

١٢٠١٫٠٨٣(٠٫٠۴٨) ١٫٠٨٣(٠٫٠۵٠) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫٠٨٣(٠٫٠۴٩) ١٫٠٨٣(٠٫٠۴٠) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫١٠۴(٠٫١۵۶) (٠٫١١٢)١٫٠٨٠ ١٫٠٨١ ۴٠

۴٠

D٢

(٠٫٠٩٠)١٫٠٩٢ ١٫٠٨۴(٠٫٠٩۵) ١٫٠٨٢ ٨٠ 
(٠٫٠٨١)١٫٠٨٨ (٠٫٠٨٧)١٫٠٨٢ ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٠٩۴(٠٫٠٧۴) ١٫٠٨٢(٠٫٠٧۴) ١٫٠٨١ ۴٠

٨٠١٫٠٨٧(٠٫٠۵٧) ١٫٠٨٢(٠٫٠۵٨) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫٠٨۶(٠٫٠۴٢) ١٫٠٨٣(٠٫٠۴٣) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٠٨٩(٠٫٠۶٧) ١٫٠٨٢(٠٫٠۶٩) ١٫٠٨١ ۴٠

١٢٠١٫٠٨۵(٠٫٠۵٧) ١٫٠٨٣(٠٫٠۵٩) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫٠٨۴(٠٫٠٣٨) (٠٫٠٣٧)١٫٠٨٢ ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٣۶٧(٠٫٣۴٢) (٠٫٢١٣)١٫٠٨١ ١٫٠٨١ ۴٠

۴٠

D٣

١٫٠٨١(٠٫٠٩۵) (٠٫١٧١)١٫٠٨١ ١٫٠٨٢ ٨٠ 
١٫٣٧٠(٠٫٢١۵) ١٫٠٨۴(٠٫١۴٩) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٢٢۴(٠٫١٩٢) ١٫٠٨٢(٠٫١۵۶) ١٫٠٨١ ۴٠

٨٠١٫٢٣١(٠٫١۵٢) ١٫٠٨۴(٠٫١١٢) ١٫٠٨٢ ٨٠
(٠٫١١٢)١٫٢٢٨ (٠٫٠٩١)١٫٠٨٣ ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٠٨١(٠٫١۵۴) ١٫٠٨١(٠٫١٢۴) ١٫٠٨١ ۴٠

(٠٫٠٩٩)١٢٠١٫٠٨١ (٠٫٠٩٣)١٫٠٨٢ ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫٠٨٠(٠٫٠۶٩) ١٫٠٨٢(٠٫٠٧۴) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫۴٢١(٠٫۵٩٨) ١٫٠٨٢(٠٫٢۴٠) ١٫٠٨١ ۴٠

۴٠

D۴

١٫٧١٩(٠٫۶٩٨) (٠٫٢٣١)١٫٠٨٠ ١٫٠٨٢ ٨٠ 
٢٫٠۵٩(٠٫٩٨۴) ١٫٠٨۴(٠٫٢٢٧) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫٢۴٠(٠٫٢۴٨) ١٫٠٧٨(٠٫١۶١) ١٫٠٨١ ۴٠

٨٠١٫۴١۵(٠٫٣۴٩) ١٫٠٨٢(٠٫١۵٢) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫۵۴٩(٠٫۴١٧) ١٫٠٨۵(٠٫١۴٨) ١٫٠٨٣ ١٢٠
١٫١٨۴(٠٫١٧٩) (٠٫١٢٧)١٫٠٨١ ١٫٠٨١ ۴٠

(٠٫٢١٣)١٢٠١٫٣٠٧ ١٫٠٨١(٠٫١٢۵) ١٫٠٨٢ ٨٠
١٫۴(٠٫٢٧٩)١٨ (٠٫١٢٢)١٫٠٨١ ١٫٠٨٣ ١٢٠



٢٧ عددی شبیه سازی های

استاندارد) خطاهای (و ã٢١ و â٢١ برآوردهای و a٢١ واقع مقدار :٢ . ٢ جدول
ã٢١ â٢١ a٢١ p N توززیع

١٫٠٠١(٠٫٠٧۵) ١٫٠٠٠(٠٫٠٧۵) ١٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D١
١٫٠٠١(٠٫٠۵٣) ١٫٠٠١(٠٫٠۵٣) ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠٠(٠٫٠۴٢) ٠٫٩٩٩(٠٫٠۴٢) ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠٠(٠٫٠۵٢) ١٫٠٠٠(٠٫٠۵٢) ١٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
(٠٫٠٣٧)١٫٠٠١ (٠٫٠٣٧)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ٨٠
(٠٫٠٣٠)١٫٠٠١ (٠٫٠٣٠)١٫٠٠١ ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠٠(٠٫٠۴٣) ١٫٠٠٠(٠٫٠۴٣) ١٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
(٠٫٠٣٠)١٫٠٠٠ (٠٫٠٣٠)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠٠(٠٫٠٢۵) ١٫٠٠٠(٠٫٠٢۵) ١٫٠٠٠ ١٢٠
(٠٫٠٩٠)١٫٠٠١ (٠٫٠٩٠)٠٫٩٩٩ ١٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D٢
١٫٠٠٢(٠٫٠۵٧) ١٫٠٠١(٠٫٠۵٧) ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠١(٠٫٠۴۶) ١٫٠٠٠(٠٫٠۴۶) ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠٢(٠٫٠۶۴) ١٫٠٠١(٠٫٠۶۴) ١٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
١٫٠٠٢(٠٫٠۴٠) ١٫٠٠٠(٠٫٠۴٠) ١٫٠٠٠ ٨٠
(٠٫٠٣٢)١٫٠٠١ (٠٫٠٣٢)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠٢(٠٫٠۵٢) ١٫٠٠٠(٠٫٠۵٢) ١٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
(٠٫٠٣٢)١٫٠٠١ (٠٫٠٣٢)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠٠(٠٫٠٢۶) ١٫٠٠٠(٠٫٠٢۶) ١٫٠٠٠ ١٢٠
(٠٫١٩٣)١٫٠١١ (٠٫١٩٠)١٫٠٠٢ ١٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D٣
١٫٠٠٣(٠٫١٣۴) (٠٫١٣٣)٠٫٩٩٩ ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠۴(٠٫١١٠) (٠٫١٠٩)١٫٠٠١ ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠۶(٠٫١٣٢) (٠٫١٣١)١٫٠٠١ ١٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
١٫٠٠۴(٠٫٠٩۵) ١٫٠٠٢(٠٫٠٩۵) ١٫٠٠٠ ٨٠
(٠٫٠٧٧)١٫٠٠٢ (٠٫٠٧٧)١٫٠٠١ ١٫٠٠٠ ١٢٠
(٠٫١١٠)١٫٠٠٣ (٠٫١١٠)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
(٠٫٠٧٧)١٫٠٠٢ (٠٫٠٧٧)١٫٠٠٠ ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠١(٠٫٠۶٣) ٠٫٩٩٩(٠٫٠۶٣) ١٫٠٠٠ ١٢٠
(٠٫٢١٢)١٫٠١٠ ١٫٠٠٠(٠٫٢٠۵) ١٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D۴
١٫٠٠۵(٠٫١٩۵) ٠٫٩٩۶(٠٫١٩١) ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠١١(٠٫١٩۵) (٠٫١٩٠)١٫٠٠٢ ١٫٠٠٠ ١٢٠
١٫٠٠۴(٠٫١۴۵) ٠٫٩٩٩(٠٫١۴٣) ١٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
١٫٠٠۴(٠٫١٣٧) ٠٫٩٩٩(٠٫١٣۵) ١٫٠٠٠ ٨٠
١٫٠٠٣(٠٫١٣۶) ٠٫٩٩٩(٠٫١٣۴) ١٫٠٠٠ ١٢٠
(٠٫١١٧)١٫٠٠٣ ١٫٠٠٠(٠٫١١۶) ١٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
(٠٫١١٢)١٫٠٠٢ (٠٫١١١)٠٫٩٩٩ ١٫٠٠٠ ٨٠
(٠٫١١٠)١٫٠٠٢ (٠٫١٠٩)٠٫٩٩٩ ١٫٠٠٠ ١٢٠



بالا بعد در کوواریانس ماتریس توابع برآورد ٢٨

استاندارد) خطاهای (و κ̂١١/p برآوردهای و κ١١/p واقع مقدار :٢ . ٣ جدول
κ̂١١/p κ١١/p p n توزیع

−٠٫٠٠۴(٠٫۵۶۴) ٠٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D١
٠٫٠٠۵(٠٫۵١۵) ٠٫٠٠٠ ٨٠
٠٫٠٠١(٠٫۵٢٧) ٠٫٠٠٠ ١٢٠
−٠٫٠٠٧(٠٫٣۴٩) ٠٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
(٠٫٣١٧)٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٨٠
٠٫٠٠۴(٠٫٣۵٩) ٠٫٠٠٠ ١٢٠
٠٫٠٠٢(٠٫٢٩۴) ٠٫٠٠٠ ٣٨ ١٢٠
٠٫٠٠١(٠٫٢٧۴) ٠٫٠٠٠ ٨٠
٠٫٠٠۴(٠٫٢٨٧) ٠٫٠٠٠ ١٢٠
٠٫٩٩٧(٠٫٩۴۴) ١٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D٢
٠٫٣۶٩(٠٫۶۴١) ٠٫٣٧۵ ٨٠
٠٫٢٣۶(٠٫۵۴٨) ٠٫٢٣١ ١٢٠
١٫٠١١(٠٫۶٨٨) ١٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
٠٫٣۶۴(٠٫۴٢٢) ٠٫٣٧۵ ٨٠
٠٫٢٢٨(٠٫٣٩۴) ٠٫٢٣١ ١٢٠
٠٫٩٩۶(٠٫۵٧٨) ١٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
٠٫٣٧۵(٠٫٣۴٩) ٠٫٣٧۵ ٨٠
٠٫٢٢۴(٠٫٣١۶) ٠٫٢٣١ ١٢٠

١٢٫٠۵٨(۶٫٨٧٩) ١٢٫٠٠٠ ۴٠ ۴٠ D٣
١١٫٩۶٠(۵٫۵٩٨) ١٢٫٠٠٠ ٨٠
١١٫٩٧۵(۴٫٩٢۶) ١٢٫٠٠٠ ١٢٠
١١٫٩٧٠(۴٫٩٨۵) ١٢٫٠٠٠ ۴٠ ٨٠
١٢٫٠۴٧(٣٫٩٣۵) ١٢٫٠٠٠ ٨٠
١٢٫٠۶٠(٣٫۴۵٧) ١٢٫٠٠٠ ١٢٠
١٢٫٠٢٠(۴٫٢٢۴) ١٢٫٠٠٠ ۴٠ ١٢٠
(٣٫٢٢٧)١١٫٩٩٠ ١٢٫٠٠٠ ٨٠
١١٫٩۵٧(٢٫٧۵۶) ١٢٫٠٠٠ ١٢٠
٠٫٣۵۶(٠٫۵٨٧) ٠٫٣۵١ ۴٠ ۴٠ D۴
٠٫٣۴(٠٫٣٢٧)٠ ٠٫٣۴٢ ٨٠
٠٫٣۴(٠٫٣٢٩)١ ٠٫٣٣٩ ١٢٠
٠٫٣۵١(٠٫٢٣۴) ٠٫٣۵١ ۴٠ ٨٠
٠٫٣۴(٠٫٢٣٨)٢ ٠٫٣۴٢ ٨٠
٠٫٣٣٩(٠٫٢۴٨) ٠٫٣٣٩ ١٢٠
٠٫٣۵۴(٠٫٢١٧) ٠٫٣۵١ ۴٠ ١٢٠
٠٫٣۴٠(٠٫١٨۴) ٠٫٣۴٢ ٨٠
٠٫٣۴(٠٫١٩١)١ ٠٫٣٣٩ ١٢٠



٣ فصل
نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای

بالا بعد در کوواریانس ماتریس استاین

مقدمه ٣ . ١
تعداد از بیشتر متغیرها تعداد وقت بالا، بعد مسائل در مهم نقش کوواریانس، ماتریس برآورد
ماتریس برآورد برای انقباض رهیافت های انجام شده، مطالعات در دارد. باشد، مشاهدات
جمله (از نمونه کوواریانس ماتریس محدودیت های تا است شده گرفته کار به کوواریانس
نوع انقباض ناپارامتری برآودگرهای از جدید خانواده ی کند. حل را نبودن) معکوس پذیر
کوواریانس ماتریس از محدب خط ترکیب به صورت آن مولفه های که کوواریانس ماتریس استاین

خط ترکیب این است. شده پیشنهاد تعیین شده، قبل از معکوس پذیر هدف ماتریس و نمونه
شود. تعیین درست به باید که است موازنه ضریب همان یا انقباض پارامتر ی شامل محدب
برای سازگار ناپارامتری برآوردگرهای یافتن برای تاثیرگذار اما ساده فرآیند ی فصل، این در

است. شده  معرف رایج هدف ماتریس ی برای بهینه انقباض پارامتر
(٢٠٠۴) ولف و لدویت توسط که (١٩۵۶ (استاین، استاین نوع انقباض روش به فصل این در
را برآوردگرهایی روش این م پردازیم. م شود، برده کار به کوواریانس ماتریس برآورد برای

دارند: را زیر ویژگ های که م دهد نتیجه

هستند. معکوس پذیر (١)
است. پایا متغیر p از مختلف شت های جای به (٢)

است. استوار چندمتغیره نرمال توزیع از فاصله به نسبت (٣)
م شود. بیان ساده فرم ی به صورت (۴)



بالا بعد در کوواریانس ماتریس استاین نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای ٣٠
دارد. کم محاسبات هزینه ،p متغیرهای تعداد از صرف نظر (۵)

به صورت را Σ کوواریانس ماتریس استاین نوع برآوردگر (٢٠٠۴) ولف و لدویت
S∗ = (١ − λ)S + λνIp, (٣ . ١)

قضیه در و م کند کمینه را E[||S∗ − Σ||٢F ] مخاطره تابع λ بهینه انتخاب که دادند پیشنهاد
است. شده بیان زیر

با است برابر (٣ . ١) رابطه در S∗ برآوردگر در λ بهینه مقدار .٣ . ١ . ١ قضیه
λ =

١
pE[tr((S −Σ)⊤(S − νIp))]

E[∥S − νIp∥٢
F ]

ν =
tr(Σ)

p

داریم م آوریم. به دست را S∗ برآوردگر مخاطره ابتدا برهان.
R(Σ,S∗) = E[∥S∗ −Σ∥٢

F ]

=
١
p
E[tr(S∗ −Σ)⊤(S∗ −Σ)]

=
١
p
E[tr((١ − λ)S + λνIp − Σ)⊤((١ − λ)S + λνIp − Σ)]

=
١
p
E[tr(S − λ(S − νIp)−Σ)⊤(S − λ(S − νIp)− Σ)]

=
١
p
E[tr((S −Σ)− λ(S − νIp))

⊤((S −Σ)− λ(S − νIp))]

=
١
p
E[tr((S −Σ)⊤(S −Σ))]− ٢λ١

p
E[tr((S −Σ)⊤(S − νIp))]

+λ٢ ١
p
E[tr((S − νIp)

⊤(S − νIp))] (٣ . ٢)
= E[∥S −Σ∥٢

F ]− ٢λ١
p
E[tr((S −Σ)⊤(S − νIp))] + λ٢E[∥S − νIp∥٢

F ].

∂R(Σ,S∗)

∂λ
= −٢١

p
E[tr((S −Σ)⊤(S − νIp))] + ٢λE[∥S − νIp∥٢

F ] = ٠
م شود نتیجه معادله حل با اکنون

λ =

١
pE[tr((S −Σ)⊤(S − νIp))]

E[∥S − νIp∥٢
F ]

.

ν برحسب را (٣ . ٢) رابطه در R(S∗,Σ) مخاطره ،ν بهینه مقدار آوردن به دست برای
م کنیم بازنویس زیر به صورت

R(S∗,Σ) = E[∥S −Σ∥٢
F ]− ٢λ١

p
E[tr(S⊤S)− tr(Σ⊤S)− ν tr(S⊤)

+ν tr(Σ⊤)] + λ٢E[tr(S⊤S)− ٢ν tr(S) + ν٢ tr(Ip)]

= E[∥S −Σ∥٢
F ]− ٢λ١

p
E[S٢ − tr(Σ⊤Σ)− ν tr(Σ⊤) + ν tr(Σ⊤)]



٣١ مقدمه
+λ٢E[tr(S٢)− ٢ν tr(S) + pν٢]

= E[∥S −Σ∥٢
F ]− ٢λ١

p
[E(tr(S٢))− tr(Σ٢)]

+λ٢E[(tr(S٢))]− ٢ν tr(Σ) + pν٢ (٣ . ٣)
بنابراین

∂R(Σ,S∗)

∂ν
= λ٢−)٢ tr(Σ) + ٢pν) = ٠
م شود. کامل برهان و م شود نتیجه ν = tr(Σ)/p و

مقادیر باید اندازه چه که م کند پیشنهاد λ بهینه انقباض پارامتر ،S∗ تعریف به توجه با
برای شود. منقبض νIp هدف ماتریس ویژه مقدار سمت به نمونه کوواریانس ماتریس ویژه
که حال در ندارد S∗ برآوردگر در سهم هیچ νIp ماتریس که م دهد نتیجه λ = ٠ مثال
به طور ،λ برای ١ و ٠ بین مقادیر ندارد. S∗ در سهم S ماتریس که است معن بدین ،λ = ١
S∗ ماتریس جالب، تفسیر این وجود با م شود. قائل سهم S∗ در νIp و S برای همزمان
دارند. بستگ Σ مشاهده نشده ماتریس به λ و ν زیرا نیست، کوواریانس ماتریس برآوردگر
(٣ . ١) در λ و ν برای را سازگار n ناپارامتری برآوردگرهای (٢٠٠۴) ولف و لدویت منظور، بدین
کردند. معرف Σ ماتریس انقباض برآوردگر عنوان به را نتیجه برآوردگر و داده اند پیشنهاد
ولف و لدویت است. شده برآورد مناسبی به  صورت ν̂ = ١

p tr(S) با ν م رسد نظر به اگرچه
حالت در آن ها، λی پیشنهادی برآوردگر دادند نشان شبیه سازی مطالعه ی قالب در (٢٠٠۴)
موضوع، این از ساده اثبات ی عنوان به است. اریبی برآوردگر ،Σ = Ip ازای به نیز و بالا بعد
ماتریس به ان ام حد تا S∗ جای گذاری برآوردگر داریم انتظار حالت این در .λ = ١ کنید فرض
سان و فیشر راستا این در است. مشاهده قابل بودن اریب سادگ به که باشد نزدی νIp هدف
هدف ماتریس های سایر برای را استاین نوع انقباض کوواریانس ماتریس برآوردگرهای (٢٠١١)
چندمتغیره نرمال مدل اساس بر آن ها فرض ساختار اینکه به توجه با اما کردند. پیشنهاد

است. شده معرف پارامتری به صورت آن ها پیشنهادی برآوردگر است،
حالت در λ سازگار برآوردگر با بهینه انقباض پارامتر برآوردگر بیان شده، مطالب به توجه با
م شود. استفاده ساده مرحله سه از ،λ برآوردگر ساختن برای م شود. بخشیده بهبود بالا بعد
بسط را λ مخرج و صورت عبارت های چندمتغیره، نرمال مدل فرضیه گرفتن نظر در با (١)

م دهیم.
است. λ معادل مجانبی به طور ،λ∗ نسبت، این که م کنیم اثبات (٢)

م کنیم. جای گذاری نااریب و سازگار برآوردگرهای با را λ∗ در مجهول پارامتر هر (٣)
نرمال فرضیه این، بر علاوه م کند. تعیین را λ سازگار و ناپارامتری برآوردگر مرحله، آخرین
و م گیریم نادیده را (٣ . ١) در νIp هدف ماتریس برای (٢٠١١) سان و فیشر مقاله در بودن
برآورد سازگار به طور بالا بعد حالت در بهینه انقباض پارامترهای ونه چ که م دهیم نشان
استاین نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای از جدیدی خانواده ر، دی عبارت به م شوند.



بالا بعد در کوواریانس ماتریس استاین نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای ٣٢
م توانند و م کند تعیین را بیان شده جذاب ویژگ های که است مناسب بالا بعد حالت برای
فصل این نتایج م شود. پیشنهاد شوند، کاربرده به نیز ری دی دلخواه هدف ماتریس های برای

است. (٢٠١۵) تولومیس مرج از برگرفته عمدتا

بالا بعد چارچوب ٣ . ٢
ناپارامتری مدل از متغیره p تصادف بردارهای از تصادف نمونه ی xn ،. . . ،x١ کنید فرض

xi = Σ
١٢zi + µ, (۴ . ٣)

کوواریانس ماتریس Σ = Cov[xi] = Σ
١٢Σ

١٢ متغیره، p میانگین بردار µ = E[xi] آن در که باشد،
هستند. متغیره p تصادف بردارهای از مستقل و هم توزیع نمونه ی zn ،. . . ،z١ و p× p

اعمال zi در تصادف متغیرهای روی لحظه ای محدودیت های ، توزیع مفروضات جای به
م شود.

،E[zia] = ٠ کنید فرض و باشد zi در تصادف متغیر aامین ،zia کنید فرض خاص، به طور
دلخواه و نامنف صحیح اعداد برای و ، −٢ ≤ B < ∞ آن در که E[z۴

ia] = ٣ + B ،E[z٢
ia] = ١

،∑۴
ν=١ lν ≤ ۴ به طوری که l١, . . . , l۴

E[z
l١
ia١z

l٢
ia٢z

l٣
ia٣z

l۴
ia۴ ] = E[z

l١
ia١ ]E[z

l٢
ia٢ ]E[z

l٣
ia٣ ]E[z

l۴
ia۴ ]

هستند. متمایز ر دی ی از a۴ ،. . . ،a١ آن در که
یرید ب نظر در زیر به صورت نیز را λ کمیت

λ =
E
[
∥S −Σ∥٢

F

]
E
[
∥S − νIp∥٢

F

]

اصل نتایج ٣ . ٣
با برابر λ مخرج و صورت در انتظار مورد مقدار ،(۴ . ٣) ناپارامتری مدل تحت

λ =
E[||S −Σ||٢F ]
E[||S − νIp||٢F ]

=
tr(Σ٢) + tr٢(Σ) +B tr(D٢

Σ)

n tr(Σ٢) + p−n+١
p tr٢(Σ) +B tr(D٢

Σ)
, (۵ . ٣)

،A مثبت معین ماتریس هر برای آن در که
tr(D٢

A) = tr(A ◦A) ≤ tr(A٢) ≤ tr٢(A),

داشت خواهیم کنیم، چشم پوش λ برای B tr(D٢
Σ) سهم از اگر

λ∗ =
E[||S −Σ||٢F ]
E[||S − νIp||٢F ]

=
tr(Σ٢) + tr٢(Σ)

n tr(Σ٢) + p−n+١
p tr٢(Σ)

,



٣٣ اصل نتایج
مدل در اگر ، کل به طور یا است. چندمتغیره نرمال مدل بهینه انقباض میزان λ∗ آن در که

کل حالت در .λ = λ∗ آن گاه ،B = ٠ (۴ . ٣)

|λ− λ∗| =
(n− ١)( tr(Σ٢)− ١

p tr
٢(Σ)

)
n
(
tr(Σ٢)− ١

p tr
٢(Σ)

)
+ p+١

p tr٢(Σ)

× |B| tr(D٢
Σ)

n
(
tr(Σ٢)− ١

p tr
٢(Σ)

)
+ p+١

p tr٢(Σ) +B tr(D٢
Σ)

≤
|B| tr(D

٢
Σ)

tr٢(Σ)

n
(
tr(Σ٢)
tr٢(Σ)

− ١
p

)
+ p+١

p +B
tr(D٢

Σ)

tr٢(Σ)

−→ ٠.

میزان معادل مجانبی به طور نرمال حالت تحت آمده بدست بهینه انقباض میزان بنابراین
است. (۴ . ٣) مدل به توجه با بهینه انقباض

شود. استفاده λ∗ سازگار و ناپارامتری برآوردگر از λ برآورد برای برای که معناست بدین این
زیر نااریب برآوردگرهای با را λ∗ در tr(Σ٢) و tr(Σ) مجهول پارامترهای کار این انجام برای

م کنیم زین جای
Y١N = U١N − U۴N =

١
n

n∑
i=١

x⊤
i xi −

١
Pn٢

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

x⊤
j xi,

و
Y٢N = U٢N − ٢U۵N + U۶N

=
١
Pn٢

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸= i

(x⊤
i xj)

٢ − ٢ ١
Pn٣

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸= i

n∑
k=١
k ̸= i
k ̸=j

x⊤
i xjx

⊤
i xk

+
١
Pn۴

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸= i

n∑
k=١
k ̸= i
k ̸=j

n∑
l=١
l ̸= i
l ̸=j
l ̸=k

xix
⊤
j xkx

⊤
l .

که وقت tr(Σ٢) و tr(Σ) نااریب برآوردگرهای ترتیب به U٢N و U١N و P s
t = s!

(s−t)! آن در که
م باشند. ،(µ = ٠ مثال (برای هستند میانگین بردار حول داده ها

م شوند. Y٢N و Y١N نااریبی تضمین باعث µ ̸= ٠ ازای به U۶ و U۵ ،U۴ U‐آماره های

است: زیر به صورت λ سازگار برآوردگر بنابراین
λ̂ =

Y٢N + Y ٢١n
nY٢N + p−n+١

p Y ٢١N
.

م باشد زیر به صورت Σ برای پیشنهاد شده استاین نوع انقباض برآوردگر
Ŝ∗ = (١ − λ̂)S + λ̂ν̂Ip,

م آید. بدست (٣ . ١) در λ̂ و ν̂ =
Y١N
p زین جای با که



بالا بعد در کوواریانس ماتریس استاین نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای ٣۴
شبیه سازی ۴ . ٣

ماتریس استاین نوع پیشنهادی برآورگرهای کارایی بررس برای شبیه سازی ی از بخش این در
xi = مدل از xn ،. . . ،x٢ ،x١ pبعدی مشاهدات کنید فرض کرده ایم. استفاده کوورایانس
نظر در zn و . . . ،z٢ ،z١ متغیرهای برای را زیر توزیع سه که باشند شده تولید Σ

١٢zi + µ

گرفته ایم.
.zia ∼ N (٠, ١) که نرمال سناریوی ی ١ سناریوی

بنابراین و z∗ia ∼ Γ(۴, ٠٫۵) آن در که ،zia = (z∗ia − ٨)/۴ با گاما سناریوی ی ٢ سناریوی
.B = ١٢

سناریوی از zi بردار اول مولفه p/٢ سناریو، این در که ٢ و ١ سناریوهای از ترکیبی ٣ سناریوی
شده اند. تولید دوم سناریوی از مولفه ها سایر و اول

گرفته نظر در فصل این در پیشنهادی روش ناپارامتری ماهیت بررس منظور به ٣ و ٢ سناریوی
همچنین و کند تغییر ١٠ گام با ١٠٠ تا ١٠ از n کنید فرض بالا، بعد ساختار بررس برای شده اند.
استفاده با کوورایانس برآوردگرهای از پیشنهادی خانواده .p = ١٠٠,۵٠٠, ١٠٠٠, ١۵٠٠,٢۵٠٠
و محاسبه است، T = νIp ازای به پیشنهادی کوواریانس ماتریس برآوردگر همان که  ،Ŝ∗ از
و لدویت روش های با متناظر ماتریس های ترتیب به که ،Ŝ∗

FS و Ŝ
∗
LW برآوردگرهای با سپس

،(٢٠٠۴) ولف و لدویت مشابه م شوند. مقایسه هستند، (٢٠١١) سان و فیشر و (٢٠٠۴) ولف
اینکه به توجه با م کنیم. اعمال Ŝ∗

FS و Ŝ
∗ روی را لازم تغییرات و µ = ٠ م کنیم فرض

شده بررس ١ سناریوی در فقط آن کارایی است، شده ساخته بودن نرمال فرض اساس بر Ŝ∗
FS

در شبیه سازی مطالعات در (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر که است توضیح به لازم است.
نم کند. تضمین بالا بعد مسایل در را λ سازگار برآوردگر آنها، روش زیرا است نشده گرفته نظر
بهبودی درصد معیار تعیین شده، سناریوهای از ی هر در تعیین شده قبل از p و n ،Σ ازای به
برآورد برای را Ŝ

∗
FS و Ŝ

∗ ماتریس (SPRIAL) شبیه سازی شده PRIAL خطا١ میانگین در نسبی
م شود: تعریف زیر به صورت Σ̂ ماتریس برای SPRIAL معیار کرده ایم. محاسبه Σ

SPRIAL(Σ̂) =

∑١٠٠٠
b=١

∥∥∥ŜLW,b −Σ
∥∥∥٢
F
−
∑١٠٠٠

b=١
∥∥∥Σ̂b −Σ

∥∥∥٢
F∑١٠٠٠

b=١
∥∥∥ŜLW,b −Σ

∥∥∥٢
F

× ١٠٠٪

برآوردگر Σ̂b و (b = ١, . . . , ١٠٠٠) bام تکرار در (٢٠٠۴) ولف و لدویت برآوردگر Ŝ∗
LW,b آن در که

تعریف، اساس بر م دهد. نشان را کوواریانس ماتریس برآورد در رقیب برآورد فرآیند از متناظر
SPRIAL(Σ̂) از ( (منف مثبت مقادیر بنابراین .SPRIAL(Ŝ∗

LW ) = ٠٪ و SPRIAL(Σ̂) = ١٠٠٪
در دارد (کمتری) بیشتری کارایی Ŝ

∗
LW برآوردگر با مقایسه در Σ̂ برآوردگر که م دهد نتیجه

١Percentage relative improvement in average loss



٣۵ شبیه سازی
از کنید دقت هستند. کارا تقریبا برآوردگر دو که م دهد نتیجه صفر، نزدی مقادیر حال که
کوورایانس ماتریس برای را پیشنهادی شان برآوردگر کارایی (٢٠٠۴) ولف و لدویت که آن جایی

گرفتیم. نظر در پایه ای برآوردگر عنوان به را Σ̂
∗
LW برآوردگر دادند، نشان نمونه

را Σ = Ip باشد، برابر واقع کوواریانس ماتریس با هدف ماتریس که حالت بررس برای
،p و n مقادیر از صرف نظر زیرا است حیات λ از دقیق برآورد حالت، این در م گیریم. نظر در

است. ١ برابر λ مقدار
بر بهینه انقباض پارامتر میانگین برای ١ سناریوی برای را شبیه سازی نتایج ٣ . ١ جدول
سان و فیشر رهیافت و (λ̂LW) (٢٠٠۴) ولف و لدویت رهیافت ،(λ̂) پیشنهادی روش اساس
،λ̂ برآوردگرهای م دهد. نشان p = ١٠٠, ١٠٠٠,٢۵٠٠ و n = ١٠,۵٠, ١٠٠ برای (λ̂FS) (٢٠١١)
دقت λ برآورد در λ̂ برآوردگر ،λ̂LW با مقایسه در شده اند. محدود (٠, ١) بازه در λ̂FS و λ̂LW

خطای ،p و n مقادیر همه ازای به و دارد کمتری اریبی ذاتا برآوردگر این دارند. بیشتری
نظر به م یابد، کاهش n افزایش با ،λ̂LW برآوردگر اریبی اگرچه دارد. تری کوچ استاندارد
که همان طور است. n = ١٠٠ حالت در حت اریب برآوردگر ی ،λ̂LW برآوردگر که م رسد

ندارد. وجود ١ سناریوی در λ̂LW و λ̂ برآوردگرهای بین معن داری تفاوت م رفت، انتظار
برای را مقادیر این ،٣ . ٣ جدول و ٢ سناریوی در را SPRIAL(Ŝ

∗
) مقادیر ،٣ . ٢ جدول

م دهد. نشان ٣ سناریوی

Σ = Ip ازای به ١ سناریوی برای λ = ١ انقباض پارامتر برآورد :٣ . ١ جدول
λ̂FS  λ̂LW λ̂ p n

٠٫٩٩١۵(٠٫٠١٠) ٠٫٨٩٩۵(٠٫٠١٨) ٠٫٩٩١۵(٠٫٠١٢) ١٠٠
(٠٫٠٠١)١٠٠٫٩٩٩١ (٠٫٠٠١)٠٫٨٩٩٩ (٠٫٠٠١)٠٫٩٩٨٨ ١٠٠٠ 

٠٫٩٩٩۶(٠٫٠٠٠) (٠٫٠٠٠)٠٫٩٠٠٠ ٠٫٩٩٩۵(٠٫٠٠٠) ٢۵٠٠
  

(٠٫٠٠٩)٠٫٩٩٢٠ ٠٫٩٨٧٨(٠٫٠١۴) (٠٫٠١٠)٠٫٩٩١٨ ١٠٠
۵(٠٫٠٠١)٠٠٫٩٩٩٣ (٠٫٠٠٢)٠٫٩٧٩٩ (٠٫٠٠١)٠٫٩٩٩٠ ١٠٠٠

٠٫٩٩٩۶(٠٫٠٠۵) (٠٫٠٠٠)٠٫٩٧٩٩ ٠٫٩٩٩۵(٠٫٠٠٠) ٢۵٠٠
  

(٠٫٠١١)٠٫٩٩٢٠ ٠٫٩٨۵۵(٠٫٠١۴) (٠٫٠١١)٠٫٩٩١٩ ١٠٠
(٠٫٠٠١)١٠٠٠٫٩٩٩٢ (٠٫٠٠٢)٠٫٩٨٩٨ (٠٫٠٠١)٠٫٩٩٩١ ١٠٠٠

٠٫٩٩٩۶(٠٫٠٠٠) (٠٫٠٠٠)٠٫٩٨٩٩ (٠٫٠٠٠)٠٫٩٩٩٨ ٢۵٠٠



بالا بعد در کوواریانس ماتریس استاین نوع انقباض ناپارامتری برآوردگرهای ٣۶

Σ = Ip ازای به ٢ سناریوی برای SPRIAL(Ŝ∗
) مقادیر :٣ . ٢ جدول

p

٢۵٠٠ ١۵٠٠  ١٠٠٠ ۵٠٠ ١٠٠ n

٩٨٫۶۵ ٩۴٫۶٠ ٩٢٫٠۴ ٨٩٫٢۴ ۶١٫١۵ ١٠
٩٨٫٧۵ ٩۴٫۶٣ ٩٣٫۴٢ ٩٠٫٠٢ ۴٢٫٩٩ ٢٠
٩٨٫٩٠ ٩۵٫٠۶ ٩٣٫٩۴ ٨٨٫٨٧ ٢٩٫٨٠ ٣٠
٩٨٫٩٢ ٩۵٫٧۵ ٩۴٫٩۵ ٨٣٫٢۵ ٢٢٫٠٢ ۴٠
٩٨٫٩٧ ٩۶٫٠٢ ٩٣٫٢١ ٨٢٫۶٣ ١٨٫٩٢ ۵٠
٩٨٫٢۴ ٩۵٫۴٨ ٩٢٫۵۴ ٧٩٫٨٢ ١٧٫٢۴ ۶٠
٩٨٫۵۴ ٩۴٫٨٧ ٩٢٫۴٧٨٫٢ ٣۴ ١۶٫٧۶ ٧٠
٩٣٫٠ ٩٨٫٢٣۶ ٩٠٫۵٧ ٧٣٫۵٩ ١۵٫۴٨ ٨٠
٩٧٫٨۶ ٩٢٫٨۵ ٨۵٫۶٩ ۶٨٫٣۶ ١۴٫٢۶ ٩٠
٩٨٫٢۶ ٩١٫۶٨ ٩۴٫٠۶ ۶١٣٫ ١٫٠٣۶٩ ١٠٠

(a, b) که است ماتریس Σ ازای به ٣ سناریوی برای SPRIAL(Ŝ∗
) مقادیر :٣ . ٣ جدول

است Σab = ٠٫١I(|a− b|) به صورت آن عضو امین
p

٢۵٠٠ ١۵٠٠  ١٠٠٠ ۵٠٠ ١٠٠ n

٩٩٫۵۴ ٩٨٫٩٧ ٩٨٫۵۶ ٩٨٫٣۶ ٧٨٫۵۶ ١٠
٩٠٫۶٣ ٨۵٫۶٩ ٨٢٫٣۶ ٧٨٫۶٩ ٣٨٫٧۵ ٢٠
٨٣٫٢۶ ٧۵٫۶٩ ۶٣٫٢۶ ۴٢٫۶٩ ١٨٫٣۶ ٣٠
٨٣٫٢٧ ۵٩٫٣٠ ۴٢٫٢٨ ٢٢٫٣٩ ١۵٫٢۴ ۴٠
۴٧٫۶٩ ۴٢٫١۶ ٣۵٫۶٩ ١٩٫٢۴ ١۴٫۶٧ ۵٠
٣٩٫٨۴ ٣۶٫۴٧ ٢۶٫٧٨ ١۵٫٣۶ ١۴٫٣١ ۶٠
٢۴٫٠٣ ٢٠٫٠۶ ١۵٫٧۴ ١٣٫۶٨ ١۴٫٠٣ ٧٠
٢٠٫١۶ ١۵٫٠٣ ١۴٫۶٩ ١٣٫٠۶ ١٣٫٧۵ ٨٠
١٩٫٢۴ ١۴٫٣۶ ١۴٫٠۵ ١٢٫٩٨ ١٣٫۴٧ ٩٠
١٨٫٣٢ ١۴١٣٫ ٫١٠۵٧ ١٣٫٠٢ ١٢٫٢٣ ١٠٠



۴ فصل
خط انقباض برآوردگر مقایسه

و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس
نرمال غیر

مقدمه ١ . ۴
نمونه کوواریانس ماتریس است، n نمونه اندازه از بزرگتر p یعن متغیرها تعداد هنگام که
نمونه کوواریانس ماتریس معکوس باشد، n به نزدی و بزرگ p وقت نیست. معکوس پذیر
کوواریانس ماتریس برای برآوردگری به بنابراین نباشد. سازگار است ن مم ،n > p اگر حت

باشد. سازگار هم و معکوس پذیر هم که داریم نیاز
ساده رهیافت ی شده اند. بررس هدف این به رسیدن برای بسیاری رهیافت های تاکنون
معین هدف ماتریس و نمونه کوواریانس ماتریس از محدب ترکیب که است خط انقباض روش
شافر ،(٢٠٠۴ و ٢٠٠٣) ولف و لدویت ،(٢٠٠١) کاس و دنیلز توسط رهیافت این . است مثبت
،(٢٠١٠) اران وهم چن ،(٢٠٠٩) ٢ کنو ،(٢٠٠٧) کوبوکاوا١ و سریواستارا ،(٢٠٠۵) استریمر و
است. گرفته قرار مطالعه مورد (٢٠١۵) تولومیس و (٢٠١١) ش بای و ،(٢٠١١) سان و فیشر
رهیافت های از داده اند. بسط را غیرخط انقباض روش های و٢٠١۵) ٢٠١٢) ولف و لدویت
راتمن۵ ،(٢٠٠٨) لوینا و ل بی مانند آستانه سازی۴ و منظم سازی٣ تکنی های به م توان ر دی

١Serivastara and Kubokawa
٢Konno
٣Regularization
۴Thresholding
۵Rothm



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ٣٨
و ٢٠١١) اران هم و فن٨ و (٢٠١١) لیو٧ و کای ،(٢٠١٠) ژائو۶ و کای ،(٢٠٠٩) اران هم و

کرد. اشاره (٢٠١٣
برای منطق روش ی و م کنیم بررس را ساده خط انقباض برآوردگرهای فصل، این در
برآوردگرهای که است ذکر به لازم م شود. ارائه ناپارامتری حالت های در بهینه وزن های برآورد
فصل این مطالب نیستند. مجاز یا مینیماکس پایین بعد حالت های در حت ، خط انقباض

است. (٢٠١۶) اران٩ هم و دا ای مرج از برگرفته

خط انقباض برآوردگر ٢ . ۴
هدف ماتریس Λ̂ همچنین و باشد E(S) = Σ با نمونه کوواریانس ماتریس ی S کنید فرض
هستند Λ̂ و S محدب ترکیب های ، خط انقباض برآوردگرهای باشد. S پایه بر مثبت معین

به صورت که
Σ̂w(Λ̂) = (١ − w)S + wΛ̂

= S − w(S − Λ̂)

برآوردگرها از نوع این .٠ ≤ w ≤ ١ که است دلخواه ثابت ی w آن در که م شوند تعریف
اساس بر ناپارامتری به صورت را w وزن م خواهیم م نامند. ١٠ تک انقباض برآوردگرهای را،
رابینز١٢ ،(١٩۶٩)١١ ان هارتی توسط ناپارامتری برآوردخط کنیم. برآورد بهینه وزن ی با S
نسبت را Σ̂ برآوردگر با Σ برآورد مسئله است. شده مطالعه (١٩٨٧) لاهیری١٣ و گاش و (١٩٨٣)
در R(Σ, Σ̂) = E[tr(Σ̂ −Σ)٢] مخاطره تابع نتیجه در و L(Σ, Σ̂) = tr(Σ̂ −Σ)٢ زیان تابع به

بود خواهد زیر به صورت Σ̂w(Λ) اساس بر مخاطره تابع یرید. ب نظر
R
(
Σ, Σ̂w

)
= E

[
tr(Σ̂w(Λ̂)−Σ)٢]

= E
[
tr(S − w(S − Λ̂)−Σ)٢]

= E
[
tr
(
(S −Σ)− w(S − Λ̂)

)٢]
= E

[
tr
(
(S −Σ)٢ − ٢w(S −Σ)(S − Λ̂) + w٢(S − Λ̂)٢)]

= E
[
tr(S −Σ)٢]− ٢wE[ tr(S −Σ)(S − Λ̂)

]
+ w٢E[ tr(S − Λ̂)٢].

۶Cai and Zhou
٧Cai and Liu
٨Fan
٩Ikeda et al.

١٠Single Shrinkage Estimate
١١Hartigan
١٢Robins
١٣Gosh and Lahiri



٣٩ بهینه وزن برآورد
مشتق گیری با منظور این برای شود. کمینه مخاطره کافیست بهینه وزن آوردن به دست برای

داریم w به نسبت
d

dw
R(Σ, Σ̂w(Λ)) = ٢wE[ tr(S − Λ̂)٢]− ٢E[ tr(S −Σ)(S − Λ̂)

]
= ٠

نتیجه در و
w∗ =

E
[
tr(S −Σ)(S − Λ̂)

]
E
[
tr(S − Λ̂)٢] . (١ . ۴)

پیشنهاد غیرنرمال حالت های در w∗ مخرج و صورت برآورد برای نااریب روش ی فصل، این در
م شود.

و â١ = tr(S)/p ازای به â١Ip کروی ماتریس ،Λ̂ هدف ماتریس از معمول مثال های
ماتریس های این برای هستند. S = (sij) برای Ds = diag(s١١, . . . , spp) قطری ماتریس
برآوردگر ر، دی خط انقباض برآوردگر ی به دست آمده اند. ŵ ناپارامتری برآوردگرهای هدف،
است منطق شوند، گرفته نظر در هدف ماتریس چندین وقت بود. خواهد ١۴ دوگانه انقباض
ماتریس های این کنید فرض مثال، برای کنیم. منقبض هدف ماتریس های آن سمت به را S که
باشند. هدف ماتریس های از نامزد دو عنوان به Ds قطری ماتریس و â١Ip کروی ماتریس هدف،

گرفت نظر در زیر محدب ترکیب به صورت را هدف ماتریس م توان
ΣD = (١ − α)â١Ip + αDS .

م شود پیشنهاد زیر برآوردگر خط انقباض رهیافت این صورت در
Σ̂(â١Ip,DS) = (١ − β)S + βΣD

= (١ − β)S + β

{
(١ − α)â١Ip + αDS

}
برآوردگر آن گاه ،w٢ = αβ و w١ = (١ − α)β اگر دارند. قرار [٠, ١] بازه در β و α ثابت های که

م شود بیان زیر به صورت Σ̂(â١Ip,DS)

Σ̂w١,w٢(â١Ip,Ds) = (١ − w١ − w٢)S +w١â١Ip + w٢DS

= S − w١(S − â١Ip)− w٢(S −Ds)

م نامند. دوگانه انقباض برآوردگر را برآوردگر این این صورت در که

بهینه وزن برآورد ٣ . ۴
ماتریس و µ میانگین بردار با xn, . . . ,x١ هم توزیع و مستقل متغیره p تصادف بردارهای
مثبت قطری عناصر با ١۵ چولس تجزیه Σ

١٢ که یرید ب نظر در را Σ = Σ
١٢Σ

١٢ کوواریانس
١۴Double Shrinkage
١۵Cholesky Decomposition



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۴٠
شده اند تولید زیر به صورت xi مشاهدات بردارهای کنید فرض است.

xi = µ+Σ
١٢ui i = ١, . . . , n,

که به طوری
E(ui) = ٠, Cov(ui) = Ip,

٠ ≤
∑p

k=١ γk ≤ ۴ که γk و . . . ،γ١ ازای به و

E

[ p∏
k=١

uγkki

]
=

p∏
k=١

E(uγkki ) i = ١, . . . , n,

تابع وجود برای فرضیه این است. ui = (u١i, . . . , upi) بردار از مولفه امین k ،uki آن در که
E(u۴

ki) = و E(u٣
ki) = κ٣ به صورت uki گشتاور وچهارمین سومین است. ضروری مخاطره

آن گاه .Σ = (σij) کنید فرض .κ٣ = κ۴ = ٠ نرمال، توزیع حالت در م شوند. نوشته κ۴ + ٣
استفاده م شود: زیر نمادهای از

a١ =
١
p
tr(Σ)

a٢ =
١
p
tr(Σ٢)

a٢٠ =
١
p

p∑
i=١

σ٢
ii.

نزدی p که زمان حت و p > n حالت در اما است S کواریانس ماتریس ،Σ نااریب برآوردگر
ماتریس و S محدب ترکیب های که است منطق بنابراین نیست. ١۶ خوش‐وض است، n به
در را Σ = σ٢Ip بودن کروی محدودیت مثال، برای یریم. ب نظر در S پایه بر مثبت معین
(١−w)S+wâ١Ip محدب ترکیب های و م شود برآورد â١ = tr(S)/p با σ٢ آن گاه یرید. ب نظر
به را S ماتریس ، خط انقباض برآوردگرهای این است. شده پیشنهاد ٠ ≤ w ≤ ١ به ازای
قطری ماتریس ر، دی هدف ماتریس م کنند. منقبض â١Ip مثبت معین هدف ماتریس سمت
توسط خط انقباض برآوردگرهای چنین است. S = (sij) برای Ds = diag(s١١, . . . , spp)
قرار بررس مورد سایرین و (٢٠١۵) تولومیس ،(٢٠١١) وسان فیشر ،(٢٠٠۴) ولف و لدویت

گرفته اند.
برای که کنید دقت شود. گرفته نظر در Σ = Λ(θ) محدودیت است ن مم ، کل حالت در
Λ(θ) = diag(σ١١, . . . , σpp) بودن، قطری محدودیت برای و Λ(θ) = σ٢Ip بودن، کروی محدودیت
صورت، این در باشد. Σ = Λ(θ) محدودیت تحت S حسب بر θ برآوردگر θ̂ کنید فرض است.

به صورت کل خط انقباض برآوردگرهای
Σ̂w(Λ) = (١ − w)S + wΛ̂

١۶Well-conditioned



۴١ کروی هدف ماتریس
.٠ ≤ w ≤ ١ و Λ̂ = Λ(θ̂) که است

نوشت زیر به صورت م توان را (١ . ۴) رابطه بهینه وزن
w∗ =

E
[
tr(S − Λ̂)(S − Λ̂)

]
E
[
tr(S − Λ̂)٢] =

E
[
tr
(
S(S − Λ̂)

)]
− E

[
tr
(
Σ(S − Λ̂)

)]
E
[
tr(S − Λ̂)٢] .

همچنین
E
[
tr
(
Σ(S − Λ̂)

)]
= tr

(
E
(
Σ(S − Λ̂)

))
= tr

(
ΣE(S)− E(ΣΛ̂)

)
= tr(Σ٢)− E

[
tr(ΣΛ̂)

]
.

E
[
tr(S(S − Λ̂))

] دقیق نااریب برآوردگرهای tr[(S − Λ̂)٢] و tr[S(S − Λ̂)] که کنید دقت
کنید فرض هستند. E

[
tr(S − Λ̂)٢

] و
G(Λ) = E tr

[
Σ(S − Λ̂)

]
= tr(Σ٢)− E

[
tr(ΣΛ̂)

]
.

این صورت در م دهیم، نشان Ĝ با را G(Λ) از نااریب مجانبی به طور برآوردگر ی
E
[
Ĝ
]
≈ G(Λ) = tr

[
ΣE(S − Λ̂)

]
.

به صورت w∗ ناپارامتری برآوردگر لذا
ŵ∗ =

tr
[
S(S − Λ̂)

]
− Ĝ

tr[(S − Λ̂)٢]
برآوردگر از است، شده محدود (٠, ١) بازه در w که جایی آن از بود. خواهد

ŵ = max {٠,min {١, ŵ∗}}

م کنیم. استفاده

کروی هدف ماتریس ۴ . ۴
،â١ = tr(S)/p ازای به و Λ١ = σ٢Ip که یرید ب نظر در را حالت

Λ̂١ = â١Ip.

م شود نوشته زیر به صورت خط انقباض برآوردگر حالت، این در
Σ̂w(â١Ip) = (١ − w)S + wâ١Ip.

م دانیم
E[â١] = E

[١
p
tr(S)

]
=

١
p
tr(E(S)) =

١
p
tr(Σ) = a١



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۴٢
داریم Eâ١ = a١ که آنجایی از

G(Λ١) = E
[
tr(Σ(S − â١Ip))

]
= tr

(
ΣE(S − â١Ip)

)
= tr

(
Σ(Σ− a١Ip)

)
= tr(Σ٢)− a١ tr(Σ)

= p

{١
p
tr(Σ٢)− a١

١
p
tr(Σ)

}
= p

{
a٢ − a٢١

}
.

کنیم. برآورد نااریب به طور را a٢١ و a٢ بودن، نرمال فرض بدون باید بنابراین
یرید ب نظر در زیر به صورت نرمال توزیع حالت در را a٢ برای برآوردگر ی

â٢ =
(n− ٢(١

(n− ٢)(n+ ١)
[١
p
tr(S٢)− p

n− ١ â٢١
]
. (٢ . ۴)

نظر در را زیر لم ابتدا است، نااریب a٢ برای (٢ . ۴) رابطه در â٢ برآوردگر اینکه اثبات برای
یرید. ب

آن گاه باشد. آزادی درجه n با χ٢ توزیع از تصادف متغیر ν کنید فرض .١ . ۴ . ۴ لم
E(ν٢) = n(n+ ٢), . . . , n(n+ ٢r − ٢) r = ١,٢, . . .

V ar(ν) = ٢n
V ar(ν٢) = ٨n(n+ ٢)(n+ ٣)

E(ν − n)٣ = ٨n
E(ν − n)۴ = ١٢n(n+ ۴)

E(ν٢ − n(n+ ٢))۴ = ٣n(n+ ٢٧٢)(٢n۴ +O(n٣))

است، نااریب a٢ برای (٢ . ۴) رابطه در â٢ برآوردگر نرمال، حالت در .٢ . ۴ . ۴ قضیه
م نویسیم. ک دو تصادف متغیرهای برحسب را (tr(S))٢ و tr(S٢) ،tr(S) عبارت های برهان.

کنید فرض
V = (n− ١)S = Y Y ⊤ ∼ Wp(Σ, n)

p × n متعامد ماتریس ی Γ همچنین .yi
iid∼ Np(٠,Σ) و Y = (y١,y٢, . . . ,yn)

⊤ آن در که
ماتریس ویژه مقادیر λiها و Λ = diag(λ١, . . . , λp) آن در که ΓΣΓ⊤ = Λ که به طوری باشد
و Y = Σ

١٢U و ui
iid∼ Np(٠, Ip) که به طوری U = (u١, . . . ,un)

⊤ کنید فرض هستند. Σ

بنابراین .Σ ١٢Σ
١٢ = Σ

tr(S) = tr

( ١
n− ١Y Y ⊤

)



۴٣ کروی هدف ماتریس
= tr

( ١
n− ١Y ⊤Y

)
= tr

( ١
n− ١U⊤Σ

١٢Σ
١٢U
)

= tr

( ١
n− ١U⊤ΣU

)
= tr

( ١
n− ١U(Γ⊤ΛΓ)U

)
= tr

( ١
n− ١(Γ⊤U)Λ(ΓU)

)
= tr

( ١
n− ١W⊤ΛW

)
W = ΓU

=
١

n− ١
p∑

i=١
λiW

⊤
i Wi (٣ . ۴)

vii = w⊤
i wi اگر بنابراین، .wi

iid∼ Nn(٠, In) و W = Γp×nUn×١ = (w١, . . . ,wp) که به طوری
پس .νii ∼ χ٢

n آن گاه
(n− ١)pâ١ = (n− ١)(tr(S)) =

p∑
i=١

λiνii

(n− ٢(١(tr(S))٢ =

[ p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλjνiiνjj

]

و
(n− ٢(١ tr(S٢) = tr

((
W⊤ΛW

)(
W⊤ΛW

))
= tr

[( p∑
i=١

λiW iW
⊤
i

)( p∑
i=١

λiW iW
⊤
i

)]
= tr

[ p∑
i=١

λ٢
i W iW

⊤
i W iW

⊤
i + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λjλiW iW
⊤
i W jW

⊤
j

]

= tr

[ p∑
i=١

λ٢
i (W iW

⊤
i )

٢ + ٢
p∑

i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλj(W iW j)
٢
]

=

p∑
i=١

λ٢
i (W iW

⊤
i )

٢ + ٢
p∑

i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλj(W iW j)
٢

=

p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλjν
٢
ij

آن در که
νij = W⊤

i W j i ̸= j

و
νii = W⊤

i W i.
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بنابراین ، n٢

(n−١)(n+٢) ≃ ١ به اینکه توجه با

a٢ ≃ ١
p

[
tr(S٢)− ١

(n− ١)(tr(S))٢
]

=
١

(n− ٢(١p
[ p∑

i=١
λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλjν
٢
ij −

١
(n− ١)

( p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλjν
٢
ij

)]

=
١

(n− ٢(١p
[(

١ − ١
(n− ١)

) p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλj

(
ν٢
ij −

١
(n− ١)νiiνjj

)]

=
١

(n− ٢(١p
[(

n− ٢
n− ١

) p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii + ٢

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλj

(
ν٢
ij −

١
(n− ١)νiiνjj

)]

=

[
n− ٢

(n− ٣(١p
p∑

i=١
λ٢
i ν

٢
ii

]
+

[ ٢
(n− ٢(١p

p∑
i=١

p∑
j=١
j ̸=i

λiλjz
٢
ij

]
= q١ + q٢

آن در که
zij = ν٢

ij −
١

(n− ١)νiiνjj
= (W⊤

i W j)−
١

(n− ١)(W⊤
i W i)(W

⊤
j W j).

،(۴ . ۴) رابطه به توجه با
E(a٢) =

١
p
E

[
tr(S٢)− ١

n
(tr(S))٢

]
=

n− ٢
(n− ٣(١pE

[ p∑
i=١

λ٢
i ν

٢
ii

]
+

٢
(n− ٢(١pE

[ p∑
i=١

p∑
j=١
j>١

λiλjzij

]

=
n− ٢

(n− ٣(١p(n− ١)(n+ ١)
p∑

i=١
λ٢
i +

٢
(n− ٢(١p

p∑
i=١

p∑
j=١
j>١

λiλjE(zij)

=
(n− ٢)(n+ ١)

(n− ٢(١
(
tr(Σ٢)

p

)
بنابراین

(n− ٢(١
(n− ٢)(n+ ١)

١
p
E

[
tr(S٢)− ١

(n− ١)(tr(S))٢
]

است. tr(Σ٢)/p نااریب برآوردگر
که دادند نشان (٢٠١۴) اران هم و سریواستاوا بودن، غیرنرمال فرض تحت وجود این با

E [â٢] = a٢ +
n− ١

n(n+ ١)κ۴a٢٠



۴۵ کروی هدف ماتریس
اران هم و سریواستاوا دارد. دوم مرتبه اریبی â٢ برآوردگر ،a٢٠ = O(١) وقت م دهد نتیجه که
را â٢C نااریب دقیق برآوردگر ر، دی ی از مستقل به طور (٢٠١۴) یامادا و هیمنو و (٢٠١۴)

دادند پیشنهاد زیر به صورت
â٢C =

n− ١
n(n− ٢)(n− ٣)

{
(n− ١)(n− ١(٢

p
tr(S٢) + pâ٢١ − ١

p
nQ

}
آن در که

Q =
١

n− ١
n∑

i=١

{
(xi − x̄)⊤(xi − x̄)

}٢ (۴ . ۴)

سان ی (٢٠١٠) اران هم و چن پیشنهادی برآوردگر با â٢C برآوردگر که دادند نشان همچنین
آسان به و است ساده â٢C عبارت (٢٠١٠) اران هم و چن ساده ل ش با مقایسه در است.

م شود. برده به کار
غیرنرمال، حالت در که دادند نشان (٢٠١١) اران هم و سریواستاوا ،a٢١ برآورد درباره

Var(â١) =
٢

(n− ١)pa٢ +
١
np

κ۴a٢٠.

بنابراین
E
[
â٢١
]
= a٢١ +

٢
(n− ١)pa٢ +

١
np

κ۴a٢٠

صورت این در ،a٢٠ = O(١) و a٢ = O(١) وقت که است معن بدین که
E
[
â٢١
]
= a٢١ +O

( ١
np

)
.

م شود. استفاده a٢١ برای â٢١ برآوردگر از بنابراین
نتیجه شده برآوردگر و کرد برآورد Ĝ١ = p(â٢C−â٢١ ) با را G(Λ١) م توان بالا، استدلال های با

بهینه وزن با
ŵU١ = max

{
٠,min

{ ١
p tr(S

٢)− â٢C
١
p tr(S

٢)− â٢١

}
, ١
}

به صورت
Σ̂U = ŵUS + (١ − ŵU )â١Ip

به صورت نمونه کوواریانس ماتریس روی PRIAL معیار (٢٠٠۴) ولف و لدویت مشابه م باشد.
م شود تعریف زیر

PRIAL =
E
[
tr(S −Σ)٢

]
− E

[
tr(Σ̂w∗(â١Ip)−Σ)٢

]
E
[
tr(S −Σ)٢]

به ازای .a٢ = O(pδ) و a٢٠ = O(١) ،a١ = O(١) کنید فرض ،p بزرگ مقدار ازای به .٣ . ۴ . ۴ قضیه
،δ ≥ ٠



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۴۶
.PRIAL → ٠ آن گاه ،na٢

p → ∞ اگر (١ (حالت
.PRIAL → ١ آن گاه ،na٢

p → ٠ اگر (٢ (حالت
مقدار به PRIAL این صورت در ،na٢

p → C مثبت، ثابت C برای اگر (٣ (حالت
a٢١ + ١

nC

C − n
pa

٢١ + a٢١ + ١
nC

م کند. میل
م دانیم برهان.

E
[
tr(Σ̂w∗ −Σ)٢

]
= E [tr(S −Σ)]− ٢E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]

+E
[
tr(S − â١Ip)

٢]
م آید. به دست زیر به صورت PRIAL این صورت در

PRIAL = w∗
٢E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]− w∗E

[
tr(S − â١Ip)

٢]
E
[
tr(S −Σ)٢]

اینکه به توجه با
w∗ =

E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]

E
[
tr(S − â١Ip)٢

]
با است برابر PRIAL عبارت

PRIAL =
E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]

E
[
tr(S − â١Ip)٢

] A

E
[
tr(S −Σ)٢]

که
A = ٢E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]−

E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]

E
[
tr(S − â١Ip)٢

] E
[
tr(S − â١Ip)

٢]
نوشت: زیر به صورت به ترتیب م توان را فوق کسر مخرج و صورت

E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]

{
٢E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]E

[
tr(S − â١Ip)

٢]
−E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]E

[
tr(S − â١Ip)

٢]}
و

E
[
tr(S − â١Ip)

٢]E [tr(S −Σ)٢
]

با است برابر PRIAL بنابراین

PRIAL =
E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]E [tr(S −Σ)(S − â١Ip)]E

[
tr(S − â١Ip)

٢]
E
[
tr(S − â١Ip)٢

]
E
[
tr(S −Σ)٢]



۴٧ شبیه سازی مطالعه

=
{E [tr(S −Σ)(S − âIp)]}٢

E
[
tr(S − â١Ip)٢

]
E
[
tr(S −Σ)٢]

م شود بیان زیر به صورت PRIAL عبارت ،١ . ۴ . ۴ لم بردن به کار با

PRIAL =

{ ١
n−١a٢ + p

n−١a٢١ + ١
nκ۴a٢٠

}{
a٢ − a٢١ + p

n−١a٢١ + p−٢
(n−١)pa٢ + p−١

np κ۴a٢٠
}

{
p

n−١a٢١ + p−٢
(n−١)pa٢ + p−١

np κ۴a٢٠
}٢

=

{
a٢١ + p−٢

p٢ a٢ + (p−١)(n−١)
np٢ κ۴a٢٠

}٢{
a٢١ + ١

pa٢ + n−١
n

١
pκ۴a٢٠

}{
a٢١ + n−١

p a٢ − n−١
p a٢١ + p−٢

p٢ a٢ + (n−١)(p−١)
np

١
pκ۴a٢٠

}
کرد بررس حالت سه در را PRIAL مقادیر م توان عبارت، این در

PRIAL → ٠ م شود نتیجه راحت به قضیه فرض های به توجه با .npa٢ → ∞ یعن اول) (حالت
با است برابر p → ∞ ازای به PRIAL عبارت ،n

pa٢ → ٠ یعن دوم) }(حالت
a٢١ + ٠ + ٢{٠{

a٢١ + ٠ + ٠}{٠ + ٠ + a٢١ + ٠}
با است برابر PRIAL عبارت ،n

pa٢ → ٠ یعن سوم) (حالت

lim
p→∞

{
a٢١ + (١ − p−٢

p ) ١
nC + (p−١)(n−١)

np
١
pκ۴a٢٠

}٢{
a٢١ + ١

nC + n−١
n

١
pκ۴a٢٠

}{
a٢١ + C − n−١

p a٢١ +
(١ − ٢

p

) ١
nC + (n−١)(p−١)

np
١
pκ۴a٢٠

}
=

{
a٢١ + ١

nC
}٢{

a٢١ + ١
nC
}{

C − n
pa

٢١ + a٢١ + ١
nC
}

م شود. کامل اثبات و
مقادیر شود، p از بزرگتر خیل na٢ مقدار چنانچه گفت م توان ٣ . ۴ . ۴ قضیه کاربرد در
نتیجه بتوان که به طوری باشد P از کوچ تر خیل چنانچه و بوده صفر نزدی PRIAL
برآوردگری Σ̂w∗ برآوردگر حالت این در است. ١ نزدی PRIAL مقادیر آنگاه ،na٢

P → ٠ گرفت
است. S از بهتر و بوده کارا

شبیه سازی مطالعه ۵ . ۴
به کارگیری با خط انقباض برآوردگرهای مخاطره توابع عددی کارایی های بخش این در
∆ = diag(d١, . . . , dp) کنید فرض راستا، این در م گیرد. قرار بررس مورد کارلو مونت شبیه سازی

آن در که
di = ٠٫١ + ١٠ × Ui (۵ . ۴)



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۴٨
(i, j) ،σij همچنین است. شده تولید (٠, ١) نواخت ی توزیع از که است تصادف عدد Ui و

م گیریم نظر در آن برای را زیر ساختار چهار که باشد Σ کوواریانس ماتریس مولفه امین
الف) (مدل

σij = didjρ
|i−j|

ب) (مدل
σij = ρ|i−j|

ج) (مدل
σij = didj

|i− j + ٢|١h − ٢|i− j|٢h + |i− j − ٢|١h
٢

د) (مدل
σij =

|i− j + ٢|١h − ٢|i− j|٢h + |i− j − ٢|١h
٢ .

(FBM) ١٧ کسری براون حرکت و اتو رگرسیو ساختار با متناظر ترتیب به (د) و (ب) مدل های
گرفته اند. قرار بررس مورد (٢٠١٠) اران هم و چن در آن ها هردو که هستند،

نظر در شرایط در کوواریانس ماتریس برای گرفته شده نظر در مدل چهار هر کنید دقت
م کنند. صدق a٢٠ = O(١) و i = ١,٢ ازای به ai = O(١) گرفته شده

ui = (ui١, . . . , upi)⊤ که شده اند تولید xi = Σ
١٢ui به صورت xn و . . . ،x١ تصادف مشاهده های

شده اند توزیع زیر حالت سه از ی به مستقل به طور upi و . . . ،u١i و
اول) (حالت

uji ∼ N (٠, ١)
دوم) (حالت

zji ∼ tm آن در که uji ∼
√

(m− ٣)
m

zji

سوم) (حالت
zji ∼ χ٢

ν آن در که uji ∼
(zji − ν)√٢ν

م دهند. نشان را آزادی درجه ν با دو ک توزیع χ٢
ν و آزادی درجه m با t توزیع tm که به طوری

م گیرند. بر در را چوله توزیع های سوم حالت و پهن دم توزیع های دوم، حالت
و Σ̂OAS ،Σ̂RBLW ،Σ̂LW ،Σ̂U نماد با برآوردگرها سایر با پیشنهادی برآوردگرهای کارایی
شده استفاده FS و OAS ،RBLW ،LW ،U از جدول ها در راحت برای شده و داده نشان Σ̂FS

 است.
١٧Fractional Brownian motion



۴٩ شبیه سازی مطالعه
،h = ٠٫٧ ،ρ = ٠٫٢, ٠٫۴ ،n = ١٠,۴٠,٧٠, ١٠٠, ١٣٠ ،p = ١٠٠ برای شبیه سازی مطالعه
برآوردگرها این تجربی مخاطره تکرار، ١٠٠٠ اساس بر شده است. انجام ν = ٢ و m = ۵
تعریف زیر به صورت که نمونه ماتریس به نسبت Σ̂ برآوردگر هر برای PRIAL معیار و محاسبه

شده است گزارش م شود،

PRIAL = ١٠٠ × E[tr(S −Σ)٢]− E[tr(Σ̂−Σ)]

E[tr(S −Σ)]

نرمال، توزیع های در ρ = ٠٫٩ و ρ = ٠٫٢ با (الف) مدل برای را PRIAL مقادیر ١ . ۴ جدول
م دهد. نشان هستند، ٣ ٢و ،١ حالت های همان که ١۴(χ٢٢ − ٢) و √٣۵ t۵

١ . ۴ جدول فرض های همان گرفتن نظر در با (ب) مدل برای را PRIAL مقادیر ،٢ . ۴ جدول
١۴(χ٢٢ − ٢) و √٣۵ t۵ توزیع های در (د) و (ج) مدل های برای PRIAL مقادیر م کند. گزارش

شده است. آورده ٣ . ۴ جدول در
م شود: برداشت زیر نتایج جداول این از

است. اندک تفاوت این اگرچه م کند رفتار برآوردگرها سایر از بهتر پیشنهادی برآوردگر (١
زیادی تغییرپذیری آن قطری عناصر که هستند قطری ماتریس های شبیه حالت ها این

دارند.

است. هم نزدی بسیار Σ̂FS و Σ̂AOS برآوردگرهای کارایی (٢

فرض گرفتن نظر در با Σ̂LW از شده ای ول رائو‐بل برآوردگر Σ̂RBLW که آن جایی از (٣
اما م کند، رفتار Σ̂LW از بهتر نرمال) (توزیع اول حالت در برآوردگر این است، نرمال
کنید دقت نیست. برقرار (χ٢٢ و t۵ (توزیع های غیرنرمال حالت های در لزوما ویژگ این
برآوردگرهای از Σ̂FS و Σ̂OAS که درحال است ناپارامتری خط انقباض برآوردگر Σ̂U

م کند. استفاده بودن نرمال فرض با بهینه وزن

کم Σ̂FS و Σ̂OAS برآوردگرهای که م کند تایید را حقیقت این ،٣ . ۴‐١ . ۴ جدول های نتایج
برآوردگر اما است، نرمال) (توزیع اول حالت برای گرفته شده  نظر در موارد بیشتر در Σ̂U از بهتر

است. بهتر غیرنرمال توزیع های برای گزارش شده موارد بیشتر در پیشنهادی
ازای به (ب) و (الف) مدل های برای خط انقباض برآوردگرهای کارایی ، ۴ . ۴ جدول در

بررس m = ٣,۴,۵,۶, ١٠ برای آزادی درجه m با t توزیع حالت در p = ١٠٠ و n = ۴٠ ،ρ = ٠٫٢
پهن دم توزیع های حالت در برآوردگر کارایی بررس منظور به را ۴ و ٣ حالت های شده است.
m کوچ مقادیر برای Σ̂FS و Σ̂OAS ،Σ̂PBLW به Σ̂LW که م شود مشاهده گرفتیم. نظر در

است. Σ̂LW از بهتر پیشنهادی برآوردگر ،m مقدار از نظر صرف و دارد برتری



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۵٠
پیشنهادات و خلاصه ۶ . ۴

مطالعه مورد است بزرگ p وقت را بعدی p بردار ی کوواریانس ماتریس برآورد مجموعه این در
سازگار برآوردگرهای و کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگرهای راستا این در دادیم. قرار
که آنجایی از کردیم. مقایسه شبیه سازی مطالعات از استفاده با و کرده بررس را آن از توابع
اهمیت از بالا بعد با کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر در انقباض پارامتر تعیین
هر در را آن بهینه مقدار شده، شبیه سازی مختلف سناریوهای تحت است برخوردار بسزایی

کردیم. تعیین حالت
داد: پیشنهاد را زیر موضوعات تحقیق این آینده برای م توان ارائه شده مطالب به توجه با
نیاز کوواریانس ماتریس برآوردگر معکوس به خط ممیزی تحلیل در اینکه به توجه با (١
بالا بعد با مسائل در مجموعه این در مطرح شده انقباض برآوردگر از م توان است،

کرد. استفاده
که نشده بحث کوواریانس برآوردگر بیزی دیدگاه بحث مورد حالت های از ی هیچ در (٢

باشد. توجه مورد بالا بعد در م تواند موضوع این
برآوردگر پایه بر را واریانس انقباض برآوردگرهای از جدیدی دسته ی (٢٠٠۶) صال (٣
گرفتن و ال با م توان دارد. توجه جالب خواص که کرد پیشنهاد استاین نوع انقباض

داد. تعمیم ماتریس حالت برای را نتایج آن از



۵١ پیشنهادات و خلاصه

ρ = ازای به (الف) مدل برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار :١ . ۴ جدول
٣ و ٢ ،١ حالت های در p = ١٠٠ و ٠٫٢, ٠٫٩

FS OAS RBLW LW U٢ U١ n

٨٣٫۶٩ ٨٣٫۶٩ ٨٢٫٧٣ ٠٠٫۴٨ ٩٣٫٠٣ ٨٣٫۶٠ ١٠
۵۴٫۵۶ ۵۴٫۵۶ ۵۴٫۵۴ ۵۴٫۴۴ ٩٠٫٠٩ ۵۴٫۵۵ ۴٠ نرمال
۴٠٫۵۵ ۴٠٫۵۵ ۴٠٫۵۵ ۴٠٫۵٢ ٨٧٫٣٨ ۴٠٫۵۴ ٧٠ الف مدل
٣٢٫١٨ ٣٢٫١٨ ٣٢٫١٨ ٣٢٫١٧ ٨۴٫٨٢ ٣٢٫١٨ ١٠٠ ρ = ٠٫٢
٢۶٫٨٧ ٢۶٫٨٧ ٢۶٫٨٧ ٢۶٫٨٧ ٨٢٫۴۶ ٢۶٫٨٧ ١٣٠
٨٣٫٢٧ ٨٣٫٣١ ٨١٫٠٩ ٨١٫٣٨ ٨٣٫۴٠ ٨۴٫٩٧ ١٠
۵۵٫۴۴ ۵۵٫۴۴ ۵۵٫١۶ ۵٧٫٧٩ ٧٩٫٣٧ ۵٧٫٩٣ ۴٠ t۵
۴١٫۵٧ ۴١٫۵۶ ۴١٫۴۴ ۴۴٫٨۶ ٧۵٫٨٢ ۴۴٫٩٠ ٧٠ الف مدل
٣٣٫۶۴ ٣٣٫۶۴ ٣٣٫۵٧ ٣۶٫۶۴ ٧٣٫٣٩ ٣۶٫۶٧ ١٠٠ ρ = ٠٫٢
٢٧٫٨٢ ٢٧٫٨٢ ٢٧٫٧٨ ٣١٫۴٢ ٧٠٫٧٢ ٣١٫۴٣ ١٣٠
٨٣٫۵۶ ٨٣٫٧۴ ٨١٫١۴ ٨١٫۶٠ ٨٠٫٩٢ ٨۵٫١۴ ١٠
۵۶٫۶۴ ۵۶٫۶۴ ۵۶٫٢٨ ۵٨٫٠٠ ٧٧٫۶٠ ۵٨٫١٢ ۴٠ χ٢٢
۴٢٫٩۴ ۴٢٫٩۴ ۴٢٫٧٩ ۴۴٫٠٣ ٧۵٫٢٧ ۴۴٫٠۵ ٧٠ الف مدل
٣۴٫۶٢ ٣۴٫۶١ ٣۴٫۵٣ ٣۵٫۵٧ ٧٢٫٩۶ ٣۵٫۵٨ ١٠٠ ρ = ٠٫٢
٢٩٫٠٣ ٢٩٫٠٣ ٢٨٫٩٨ ٢٩٫٨٣ ٧٠٫٨۵ ٢٩٫٨٣ ١٣٠
۴٨٫۵۶ ۴٨٫۵٢ ۴٨٫٣٠ ۴۶٫٩٠ ۴٩٫٠۴ ۴٧٫٧۶ ١٠
١٧٫٧۴ ١٧٫٧۴ ١٧٫٧٩ ١٧٫٧٢ ١٨٫۶٩ ١٧٫۶۵ ۴٠ χ٢٢
١٠٫٨٠ ١٠٫٨٠ ١٠٫٨١ ١٠٫٨٣ ١١٫۴٧ ١٠٫٨٠ ٧٠ الف مدل
٧٫٨۶ ٧٫٨۶ ٧٫٨٧ ٧٫٨۵ ٨٫٣٩ ٧٫٨۴ ١٠٠ ρ = ٠٫٩
۶٫۵۶ ۶٫۵۶ ۶٫۵۶ ۶٫۵۶ ۶٫٩۶ ۶٫۵۵ ١٣٠
۴٩٫۴٩ ۴٩٫۴٩ ۴٨٫۶۶ ۴٨٫٧٢ ۴٨٫٩۶ ۴٩٫٨٧ ١٠
١٨٫۵٧ ١٨٫۵٧ ١٨٫۵۵ ١٩٫۴٣ ١٩٫١١ ١٩٫٣٩ ۴٠ χ٢٢
١١٫۵۵ ١١٫۵۴ ١١٫۵۴ ١٢٫٣۵ ١١٫٩۶ ١٢٫٣٣ ٧٠ الف مدل
٨٫۴٣ ٨٫۴٣ ٨٫۴٣ ٩٫١٩ ٨٫٧۶ ٩٫١٩ ١٠٠ ρ = ٠٫٩
۶٫١٨ ۶٫١٨ ۶٫١٨ ۶٫۶٨ ۶٫۴۶ ۶٫۶٧ ١٣٠
۵٠٫٠٩ ۵٠٫١٠ ۴٩٫١٨ ۴٨٫٨٩ ۴٩٫۴٨ ۵٠٫٠٨ ١٠
١٨٫٨٩ ١٨٫٨٨ ١٨٫٨۵ ١٩٫٢٩ ١٩٫٣٨ ١٩٫٢۵ ۴٠ χ٢٢
١١٫۶٢ ١١٫۶١ ١١٫۶٠ ١١٫٩٣ ١٢٫٠٢ ١١٫٩١ ٧٠ الف مدل
٨٫۴٧ ٨٫۴٧ ٨٫۴۶ ٨٫٧٢ ٨٫٨٠ ٨٫٧١ ١٠٠ ρ = ٠٫٩
۶٫۶٣ ۶٫۶٣ ۶٫۶٣ ۶٫٨٢ ۶٫٩٢ ۶٫٨١ ١٣٠



نرمال غیر و نرمال توزیع در کوواریانس ماتریس خط انقباض برآوردگر مقایسه ۵٢

ρ = ازای به (ب) مدل برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار :٢ . ۴ جدول
٣ و ٢ ،١ حالت های در p = ١٠٠ و ٠٫٢, ٠٫٩

FS OAS RBLW LW U٢ U١ n

٩٩٫٢١ ٩٩٫٢٣ ٩۵٫٣٣ ٩۵٫٣٣ ٩٧٫٢٧ ٩٩٫٢١ ١٠ نرمال
٩۴٫۶٠ ٩۴٫۶٠ ٩۴٫۵٣ ٩۴٫۵٣ ٩٢٫۶۵ ٩۴٫۶٠ ٧٠ ب مدل
٩٠٫۴٢ ٩٠٫۴٢ ٩٠٫۴٠ ٩٠٫۴١ ٨٨٫۴٨ ٩٠٫۴٢ ١٣٠ ρ = ٠٫٢
٩٨٫۴٣ ٩٨٫۴۶ ٩۵٫١٣ ٩۶٫۵٧ ٩٢٫٧۴ ٩٩٫٢١ ١٠ t۵
٩۴٫٠۴ ٩۴٫٠۴ ٩۴٫٧۶ ٩٣٫٩٠ ٠٨٨٫٠٣ ٩۴٫٨٣ ٧٠ ب مدل
٩٠٫٣٠ ٩٠٫٢٩ ٩٠٫٧٧ ٩۵٫١٣ ٨۴٫٣٣ ٩٠٫٧٩ ١٣٠ ρ = ٠٫٢
٩٨٫٩۵ ٩٨٫٩٨ ٩۵٫١٣ ٩۴٫٧۵ ٩٢٫٧٠ ٩٩٫٢٠ ١٠ χ٢٢
٩۴٫۵۴ ٩۴٫۵۵ ٩۴٫٧۵ ٩٠٨١ ٨٧٫٩۴ ٩۴٫٨٢ ٧٠ ب مدل
٩٠٫۵۵ ٩٠٫۵۵ ٩٠٫٨١ ٨۵٫٢٩ ٨٣٫٩۶ ٩٠٫٨٣ ١٣٠ ρ = ٠٫٢
۵٨٫١۵ ۵٨٫١٣ ۵۶٫٠۴ ۶٨٫٢۵ ۵۶٫٧٢ ۵٧٫۶۴ ١٠ نرمال
١۵٫٢٨ ١۵٫٢٨ ١۵٫٢٩ ٨٠٫٢٣ ١۴٫٨٠ ١۵٠٢٧ ٧٠ ب مدل
٩٫٠۶ ٩٫٠۶ ٩٫٠۶ ٩٫٢۵ ٨٫٧٧ ٩٫٠۶ ١٣٠ ρ = ٠٫٩

۵٨٫۴٨ ۵٨٫۵٠ ۵٧٫٢٠ ۵۶٫٢٠ ۵۶٫۶٨ ۵٩٫٠١ ١٠ t۵
١۶٫٣٢ ١۶٫٣١ ١۶٫٨۴ ١۵٫٢۴ ١۵٫۶٧ ١۶٫٨۴ ٧٠ ب مدل
٩٫٠٩ ٩٫٠٩ ٩٫٣٧ ٩٫۴٠ ٨٫٧١ ٩٫٣۶ ١٣٠ ρ = ٠٫٩
۵٩٫١٩ ۵٩٫٢١ ۵٧٫٣۵ ۵٨٫٧٨ ۵٧٫٣١ ۵٩٫٢٢ ١٠ χ٢٢
١۶٫٢۶ ١۶٫٢۵ ١۶٫۴۶ ١۶٫٢۴ ١۵٫۶٠ ١۶٫۴۵ ٧٠ ب مدل
٩٫۴١ ٩٫۴٠ ٩٫۵٣ ٩٫۴٠ ٩٫٠١ ٩٫۵٣ ١٣٠ ρ = ٠٫٩



۵٣ پیشنهادات و خلاصه

به (د) و (ج) مدل های برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار :٣ . ۴ جدول
٣ و ٢ حالت های در p = ١٠٠ و h = ٠٫٧ ازای

FS OAS RBLW LW U٢ U١ n

٨٠٫٣۵ ٧٨٫۴٨ ٧٨٫۴٧ ٨١٫٧١ ٨٠٫٨٨ ٨١٫٨٧ ١٠ t۵
٩۴٫۶٠ ٩۴٫۶٠ ٩۴٫۵٣ ٩۴٫۵٣ ٩٢٫۶۵ ٩۴٫۶٠ ٧٠ ج مدل
٩٠٫۴٢ ٩٠٫۴٢ ٩٠٫۴٠ ٩٠٫۴١ ٨٨٫۴٨ ٩٠٫۴٢ ١٣٠ h = ٠٫٧
٩٨٫۴٣ ٩٨٫۴۶ ٩۵٫١٣ ٩۶٫۵٧ ٩٢٫٧۴ ٩٩٫٢١ ١٠ χ٢٢
٩۴٫٠۴ ٩۴٫٠۴ ٩۴٫٧۶ ٩٣٫٩٠ ٠٨٨٫٠٣ ٩۴٫٨٣ ٧٠ ج مدل
٩٠٫٣٠ ٩٠٫٢٩ ٩٠٫٧٧ ٩۵٫١٣ ٨۴٫٣٣ ٩٠٫٧٩ ١٣٠ h = ٠٫٧
٩٨٫٩۵ ٩٨٫٩٨ ٩۵٫١٣ ٩۴٫٧۵ ٩٢٫٧٠ ٩٩٫٢٠ ١٠ t۵
٩۴.۵۴ ٩۴.۵۵ ٩۴٫٧۵ ٩٠٨١ ٨٧٫٩۴ ٩۴٫٨٢ ٧٠ د مدل
٩٠.۵۵ ٩٠.۵۵ ٩٠.٨١ ٨۵.٢٩ ٨٣.٩۶ ٩٠.٨٣ ١٣٠ h = ٠٫٧
۵٨.١۵ ۵٨.١٣ ۵۶.٠۴ ۶٨.٢۵ ۵۶.٧٢ ۵٧.۶۴ ١٠ χ٢٢
١۵٫٢٨ ١۵٫٢٨ ١۵٫٢٩ ٨٠٫٢٣ ١۴٫٨٠ ١۵٠٢٧ ٧٠ د مدل
٩٫٠۶ ٩٫٠۶ ٩٫٠۶ ٩٫٢۵ ٨٫٧٧ ٩٫٠۶ ١٣٠ h = ٠٫٧

(ب) و (الف) مدل های برای خط انقباض برآوردگرهای PRIAL مقدار :۴ . ۴ جدول
m = ١٠,۶,۵,۴,٣ برای tm توزیع در n = ۴٠ و p = ١٠٠ ،ρ = ٠٫٢ ازای به

FS OAS RBLW LW U٢ U١ n

۵۵٫٢١ ۵۵٫١١ ۵۵٫١٧ ٨٨٫۶٠ ٨٧٫٧۶ ۵۵٫٢٩ ١٠
۵۵٫۵٢ ۵۵٫٣٣ ۵۶٫٢۴ ٨۶٫١٢ ٨٣٫٧٠ ۵۶٫٣۶ ۶
۵۵٫٠۶ ۵۴٫٧٨ ٩٠٫۴٠ ٨۴٫۵٧ ٧٨٫۵٠ ۵٨٫۴۵ ۵ الف مدل
۵٠٫٢٢ ۵٠٫٨٨ ۵٠٫٩۶ ۵٠٫٩۵ ۵٠٫۴٨ ۶۴٫٧٨ ۴
٢٣٫٧٨ ٢٣٫۵۶ ٢٣٫۴٣ ٢٣٫٣٧ ٢٢٫۵٨ ٨٨٫٨٧ ٣
٩٠٫٣٠ ٩٠٫٢٩ ٩٠٫٧٧ ٩۵٫١٣ ٨۴٫٣٣ ٩٠٫٧٩ ١٠
٩٨٫٩۵ ٩٨٫٩٨ ٩۵٫١٣ ٩۴٫٧۵ ٩٢٫٧٠ ٩٩٫٢٠ ۶
٩۴٫۵۴ ٩۴٫۵۵ ٩۴٫٧۵ ٩٠٨١ ٨٧٫٩۴ ٩۴٫٨٢ ۵ ب مدل
٩٠٫۵۵ ٩٠٫۵۵ ٩٠٫٨١ ٨۵٫٢٩ ٨٣٫٩۶ ٩٠٫٨٣ ۴
۵٨٫١۵ ۵٨٫١٣ ۵۶٫٠۴ ۶٨٫٢۵ ۵۶٫٧٢ ۵٧٫۶۴ ٣





آ  پیوست
کامپیوتری  برنامه های

library(expm)

library(matrixcalc)

set.seed(8)

N.Sim = 100

N = 40

n = N - 1

p = 40

Sigma = matrix(0,p,p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma[i,j] = 0.2^(abs(i-j))

}

}

a2 <- function(Sigma){

matrix.trace(Sigma%*%Sigma)/p

}

a1.2 <- function(Sigma){

(matrix.trace(Sigma)/p)^2

}

a2.tilde <- function(S){

S2 <- S%*%S

((n^2)/((n-1)*(n+2)))*(1/p)*(matrix.trace(S2)-(1/n)*((matrix.trace(S))^2))

}

a2.hat <- function(S){

S2 <- S%*%S
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tr.Sigma2 = ((N-1)/(N*(N-2)*(N-3)))*((N-1)*(N-2)*matrix.trace(S2)

+ ((matrix.trace(S))^2) - N*Q)

tr.Sigma2 / p

}

a1.2.hat <- function(S){

S2 <- S%*%S

tr.Sigma.2 = ((N-1)/(N*(N-2)*(N-3)))*(2*matrix.trace(S2)

+ (N^2 - 3*N + 1)*((matrix.trace(S))^2) - N*Q)

tr.Sigma.2 / (p^2)

}

a1.2.tilde <- function(S){

((matrix.trace(S))/p)^2

}

A2.tilde <- numeric(N.Sim)

A2.hat <- numeric(N.Sim)

A1.2.tilde <- numeric(N.Sim)

A1.2.hat <- numeric(N.Sim)

for(i.sim in 1:N.Sim){

X = matrix(0,nrow = N, ncol = p)

for(i in 1:N){

z = rnorm(p)

X[i,] = sqrtm(Sigma)%*%z

}

S = var(X)

bar.X = colMeans(X)

sum = 0

for(i in 1:N){

sum = sum + (t(X[i,]-bar.X)%*%(X[i,]-bar.X))^2}

Q = sum/(N-1)

A2.tilde[i.sim] = a2.tilde(S)

A2.hat[i.sim] = a2.hat(S)

A1.2.tilde[i.sim] = a1.2.tilde(S)

A1.2.hat[i.sim] = a1.2.hat(S)

}

a2.tilde.result = mean(A2.tilde)

a2.hat.result = mean(A2.hat)

a1.2.tilde.result = mean(A1.2.tilde)

a1.2.hat.result = mean(A1.2.hat)
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a2(Sigma)

a2.tilde.result

a2.hat.result

sd(A2.tilde)

sd(A2.hat)

a1.2(Sigma)

a1.2.tilde.result

a1.2.hat.result

sd(A1.2.tilde)

sd(A1.2.hat)

rm(list = ls(all = TRUE))

set.seed(1234231)

####################

library(mnormt)

library(Matrix)

library(expm)

library(matrixcalc)

library(MASS)

p = 100;

N = 10 #10 - 40 - 70 - 100 - 130

rho = 0.2 #0.9

h = 0.7

m = 5

nu = 2

n = 5000 #number of simulations

#####################################

mat.tr.S.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.S.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.S.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.S.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.U1.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U1.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U1.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U1.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.U2.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U2.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U2.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.U2.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.DS.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)
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mat.tr.DS.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.DS.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.DS.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.LW.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.LW.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.LW.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.LW.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.RBLW.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.RBLW.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.RBLW.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.RBLW.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.OAS.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.OAS.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.OAS.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.OAS.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

####################################

mat.tr.FS.Sigma1 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.FS.Sigma2 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.FS.Sigma3 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

mat.tr.FS.Sigma4 = matrix(NA,nr = n,nc = 3)

###################################

#Sturctures of Sigma

U.rand <- runif(p,min = 0, max = 1)

D.vec <- 0.1 + 10*U.rand

D.mat <- diag(D.vec)

# Sigma matrix - structure 1 - Model A-D

# Sigma1 <- matrix(0,p,p)

# for(i in 1:p){

# for(j in 1:p){

# Sigma1[i,j] = D.vec[i]*D.vec[j]*rho^(abs(i-j))

# }

# }

# write.matrix(Sigma1, file = "/home/mina_norouzirad/results/Sigma1.txt", sep = " ")

Sigma1 <-as.matrix(read.table("/home/mina_norouzirad/results/Sigma1.txt"))

# Sigma matrix - structure 2 - Model A-I

Sigma2 <- matrix(0,p,p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma2[i,j] = rho^(abs(i-j))

}

}

# Sigma matrix - structure 3 - Model B-D

# Sigma3 <- matrix(0,p,p)

# for(i in 1:p){

# for(j in 1:p){
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# Sigma3[i,j] = D.vec[i]*D.vec[j]*((abs(i - j +1)^(2*h)) - 2*(abs(i-j)^(2*h))

+ (abs(i - j - 1)^(2*h)))/2

# }

# }

# write.matrix(Sigma3, file = "/home/mina_norouzirad/results/Sigma3.txt", sep = " ")

Sigma3 <-as.matrix(read.table("/home/mina_norouzirad/results/Sigma3.txt"))

# Sigma matrix - structure 4 - Model B-I

Sigma4 <- matrix(0,p,p)

for(i in 1:p){

for(j in 1:p){

Sigma4[i,j] = ((abs(i - j +1)^(2*h)) - 2*(abs(i-j)^(2*h)) + (abs(i - j - 1)^(2*h)))/2

}

}

#Simulation loop

for(i.n in 2501:5000){

#Case 1 - Normal distribution

U1 <- matrix(rnorm(N*p,0,1),nr = N, nc = p)

X1 <- matrix(0, nr = N, nc = p)

for(i.1 in 1:N){

X1[i.1,] <- sqrtm(Sigma1)%*%U1[i.1,]

}

#Case 2 - t distribution with m degrees of freedom

Z2 <- matrix(rt(N*p,m),nr = N, nc = p)

X2 <- matrix(0, nr = N, nc = p)

U2 = sqrt((m-2)/m) * Z2

for(i.2 in 1:N){

X2[i.2,] <- sqrtm(Sigma1)%*%U2[i.2,]

}

#Case 3 - Chi square distribution with nu degrees of freedom

Z3 <- matrix(rchisq(N*p,m,df = nu),nr = N, nc = p)

X3 <- matrix(0, nr = N, nc = p)

U3 = ((Z3 - nu)/(sqrt(2*nu)))

for(i.3 in 1:N){

X3[i.3,] <- sqrtm(Sigma1)%*%U3[i.3,]

}

#################################

S1 = cov(X1)

S2 = cov(X2)

S3 = cov(X3)

################################

#################################

S1.2 = S1%*%S1

S2.2 = S2%*%S2

S3.2 = S3%*%S3

################################

#################################

a1.hat.1 <- matrix.trace(S1)/p

a1.hat.2 <- matrix.trace(S2)/p
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a1.hat.3 <- matrix.trace(S3)/p

################################

#################################

X1.bar = apply(X1,2,mean)

X2.bar = apply(X2,2,mean)

X3.bar = apply(X3,2,mean)

################################

sum.1 = sum.2 = sum.3 = 0

for(i.N in 1:N){

sum.1 = sum.1 + ((t(X1[i.N,]-X1.bar)%*%(X1[i.N,]-X1.bar))^2)

sum.2 = sum.2 + ((t(X2[i.N,]-X2.bar)%*%(X2[i.N,]-X2.bar))^2)

sum.3 = sum.3 + ((t(X3[i.N,]-X3.bar)%*%(X3[i.N,]-X3.bar))^2)

}

################################

#################################

Q.1 = sum.1/(N-1)

Q.2 = sum.2/(N-1)

Q.3 = sum.3/(N-1)

################################

#################################

a2C.hat.1 <- ((N-1)/(N*(N-2)*(N-3)))*((N-1)*(N-2)*matrix.trace(S1.2)/p + p*a1.hat.1^2 - N*Q.1/p)

a2C.hat.2 <- ((N-1)/(N*(N-2)*(N-3)))*((N-1)*(N-2)*matrix.trace(S2.2)/p + p*a1.hat.2^2 - N*Q.2/p)

a2C.hat.3 <- ((N-1)/(N*(N-2)*(N-3)))*((N-1)*(N-2)*matrix.trace(S3.2)/p + p*a1.hat.3^2 - N*Q.3/p)

##################################

##################################

#U1 method

################################

##################################

w.U1.1 = max(0,min(1,((matrix.trace(S1.2)/p - a2C.hat.1)/(matrix.trace(S1.2)/p - (a1.hat.1^2)))))

w.U1.2 = max(0,min(1,((matrix.trace(S2.2)/p - a2C.hat.2)/(matrix.trace(S2.2)/p - (a1.hat.2^2)))))

w.U1.3 = max(0,min(1,((matrix.trace(S3.2)/p - a2C.hat.3)/(matrix.trace(S3.2)/p - (a1.hat.3^2)))))

##################################

##################################

Sigma.U1.1 = (1-w.U1.1)*S1 + w.U1.1*a1.hat.1*diag(1,p,p)

Sigma.U1.2 = (1-w.U1.2)*S2 + w.U1.2*a1.hat.2*diag(1,p,p)

Sigma.U1.3 = (1-w.U1.3)*S3 + w.U1.3*a1.hat.3*diag(1,p,p)

##################################

a20.hat.K4.1 <- (-1/((N-2)*(N-3)*p))*(2*((N-1)^2)*matrix.trace(S1.2)

+ ((N-1)^2)*((matrix.trace(S1.2)^2)) - (N*(N+1)*Q.1))

a20.hat.K4.2 <- (-1/((N-2)*(N-3)*p))*(2*((N-1)^2)*matrix.trace(S2.2)

+ ((N-1)^2)*((matrix.trace(S2.2)^2)) - (N*(N+1)*Q.2))

a20.hat.K4.3 <- (-1/((N-2)*(N-3)*p))*(2*((N-1)^2)*matrix.trace(S3.2)

+ ((N-1)^2)*((matrix.trace(S3.2)^2)) - (N*(N+1)*Q.3))

################################

################################

D.S.1 = D.S.2 = D.S.3 = matrix(0, nr = p, nc = p)

diag(D.S.1) = diag(S1)

diag(D.S.2) = diag(S2)
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diag(D.S.3) = diag(S3)

################################

################################

a20.hat.1 <- ((N-1)/((N+1)*p))*matrix.trace(D.S.1%^%2) - a20.hat.K4.1/(N+1)

a20.hat.2 <- ((N-1)/((N+1)*p))*matrix.trace(D.S.2%^%2) - a20.hat.K4.2/(N+1)

a20.hat.3 <- ((N-1)/((N+1)*p))*matrix.trace(D.S.3%^%2) - a20.hat.K4.3/(N+1)

################################

################################

#U2 method

################################

w.U2.1 = max(0,min(1,((matrix.trace(S1.2)/p - matrix.trace(S1%*%D.S.1)/p - a2C.hat.1 +

a20.hat.1)/(matrix.trace(S1.2)/p - (a1.hat.1^2)))))

w.U2.2 = max(0,min(1,((matrix.trace(S2.2)/p - matrix.trace(S2%*%D.S.2)/p - a2C.hat.2 +

a20.hat.2)/(matrix.trace(S2.2)/p - (a1.hat.2^2)))))

w.U2.3 = max(0,min(1,((matrix.trace(S3.2)/p - matrix.trace(S3%*%D.S.3)/p - a2C.hat.3 +

a20.hat.3)/(matrix.trace(S3.2)/p - (a1.hat.3^2)))))

################################

################################

Sigma.U2.1 = (1-w.U2.1)*S1 + w.U2.1*D.S.1

Sigma.U2.2 = (1-w.U2.2)*S2 + w.U2.2*D.S.2

Sigma.U2.3 = (1-w.U2.3)*S3 + w.U2.3*D.S.3

################################

################################

mat.1 = matrix(c(matrix.trace((S1-a1.hat.1*diag(1,p,p))%^%2),

matrix.trace((S1-a1.hat.1*diag(1,p,p))%*%(S1-D.S.1)),matrix.trace((S1-a1.hat.1*diag(1,p,p))

%*%(S1-D.S.1)),matrix.trace((S1-D.S.1)%^%2)),nr = 2,nc = 2, byrow = TRUE)

mat.2 = matrix(c(matrix.trace((S2-a1.hat.2*diag(1,p,p))%^%2),

matrix.trace((S2-a1.hat.2*diag(1,p,p))%*%(S2-D.S.2)),matrix.trace((S2-a1.hat.2*diag(1,p,p))

%*%(S2-D.S.2)),matrix.trace((S2-D.S.2)%^%2)),nr = 2,nc = 2, byrow = TRUE)

mat.3 = matrix(c(matrix.trace((S3-a1.hat.3*diag(1,p,p))%^%2),

matrix.trace((S3-a1.hat.3*diag(1,p,p))%*%(S3-D.S.3)),matrix.trace((S3-a1.hat.3*diag(1,p,p))

%*%(S3-D.S.3)),matrix.trace((S3-D.S.3)%^%2)),nr = 2,nc = 2, byrow = TRUE)

################################

vec.1 = matrix(c(matrix.trace(S1.2) - p*a2C.hat.1, matrix.trace(S1.2)-matrix.trace(S1%*%D.S.1)

- p*(a2C.hat.1 - a20.hat.1)))

vec.2 = matrix(c(matrix.trace(S2.2) - p*a2C.hat.2, matrix.trace(S2.2)-matrix.trace(S2%*%D.S.2)

- p*(a2C.hat.2 - a20.hat.2)))

vec.3 = matrix(c(matrix.trace(S3.2) - p*a2C.hat.3, matrix.trace(S3.2)-matrix.trace(S3%*%D.S.3)

- p*(a2C.hat.3 - a20.hat.3)))

################################

w.star.1 = solve(mat.1)%*%vec.1

w.star.2 = solve(mat.2)%*%vec.2

w.star.3 = solve(mat.3)%*%vec.3

################################

beta.hat.star.1 = w.star.1[1] + w.star.1[2]

beta.hat.star.2 = w.star.2[1] + w.star.2[2]

beta.hat.star.3 = w.star.3[1] + w.star.3[2]

################################
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alpha.hat.star.1 = w.star.1[2]/(w.star.1[1]+w.star.1[2])

alpha.hat.star.2 = w.star.2[2]/(w.star.2[1]+w.star.2[2])

alpha.hat.star.3 = w.star.3[2]/(w.star.3[1]+w.star.3[2])

################################

alpha.hat.1 = max(0,min(alpha.hat.star.1,1))

alpha.hat.2 = max(0,min(alpha.hat.star.2,1))

alpha.hat.3 = max(0,min(alpha.hat.star.3,1))

################################

beta.hat.1 = max(0,min(beta.hat.star.1,1))

beta.hat.2 = max(0,min(beta.hat.star.2,1))

beta.hat.3 = max(0,min(beta.hat.star.3,1))

################################

wD1.hat.1 = (1-alpha.hat.1)*beta.hat.1

wD1.hat.2 = (1-alpha.hat.2)*beta.hat.2

wD1.hat.3 = (1-alpha.hat.3)*beta.hat.3

################################

wD2.hat.1 = alpha.hat.1 * beta.hat.1

wD2.hat.2 = alpha.hat.2 * beta.hat.2

wD2.hat.3 = alpha.hat.3 * beta.hat.3

################################

#Double Shrinkage method

################################

Sigma.DS.1 = (1-wD1.hat.1 - wD2.hat.1)*S1 + wD1.hat.1*a1.hat.1*diag(1,p,p) + wD2.hat.1*D.S.1

Sigma.DS.2 = (1-wD1.hat.2 - wD2.hat.2)*S2 + wD1.hat.2*a1.hat.2*diag(1,p,p) + wD2.hat.2*D.S.2

Sigma.DS.3 = (1-wD1.hat.3 - wD2.hat.3)*S3 + wD1.hat.3*a1.hat.3*diag(1,p,p) + wD2.hat.3*D.S.3

################################

sum.LW.1 = sum.LW.2 = sum.LW.3 = 0

for(i.LW in 1:N){

sum.LW.1 = sum.LW.1 + (matrix.trace(((X1[i.LW,]-X1.bar)%*%t(X1[i.LW,]-X1.bar) - S1)%^%2))

sum.LW.2 = sum.LW.2 + (matrix.trace(((X2[i.LW,]-X2.bar)%*%t(X2[i.LW,]-X2.bar) - S2)%^%2))

sum.LW.3 = sum.LW.3 + (matrix.trace(((X3[i.LW,]-X3.bar)%*%t(X3[i.LW,]-X3.bar) - S3)%^%2))

}

#################################

W.LW.1 = max(0,min(1,sum.LW.1 / (((N-1)^2)*(matrix.trace(S1.2)-((matrix.trace(S1))^2)/p))))

W.LW.2 = max(0,min(1,sum.LW.2 / (((N-1)^2)*(matrix.trace(S2.2)-((matrix.trace(S2))^2)/p))))

W.LW.3 = max(0,min(1,sum.LW.3 / (((N-1)^2)*(matrix.trace(S3.2)-((matrix.trace(S3))^2)/p))))

#################################

#Ledoit and Wolf method

################################

Sigma.LW.1 = (1-W.LW.1)*S1 + W.LW.1*a1.hat.1*diag(1,p,p)

Sigma.LW.2 = (1-W.LW.2)*S2 + W.LW.2*a1.hat.2*diag(1,p,p)

Sigma.LW.3 = (1-W.LW.3)*S3 + W.LW.3*a1.hat.3*diag(1,p,p)

################################

W.RBLW.1 = max(0,min(1,((N-3)*matrix.trace(S1.2)

+ (N-1)*(matrix.trace(S1))^2) / (((N-1)*(N+1))*(matrix.trace(S1.2)-((matrix.trace(S1))^2)/p))))

W.RBLW.2 = max(0,min(1,((N-3)*matrix.trace(S2.2)

+ (N-1)*(matrix.trace(S2))^2) / (((N-1)*(N+1))*(matrix.trace(S2.2)-((matrix.trace(S2))^2)/p))))

W.RBLW.3 = max(0,min(1,((N-3)*matrix.trace(S3.2)
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+ (N-1)*(matrix.trace(S3))^2) / (((N-1)*(N+1))*(matrix.trace(S3.2)-((matrix.trace(S3))^2)/p))))

################################

#Rao–Blackwell-Ledoit–Wolf method

################################

Sigma.RBLW.1 = (1-W.RBLW.1)*S1 + W.RBLW.1*a1.hat.1*diag(1,p,p)

Sigma.RBLW.2 = (1-W.RBLW.2)*S2 + W.RBLW.2*a1.hat.2*diag(1,p,p)

Sigma.RBLW.3 = (1-W.RBLW.3)*S3 + W.RBLW.3*a1.hat.3*diag(1,p,p)

################################

W.OAS.1 = max(0,min(1,((p-2)*matrix.trace(S1.2) +

p*(matrix.trace(S1))^2) / (p*(N-2/p)*(matrix.trace(S1.2)-((matrix.trace(S1))^2)/p))))

W.OAS.2 = max(0,min(1,((p-2)*matrix.trace(S2.2)

+ p*(matrix.trace(S2))^2) / (p*(N-2/p)*(matrix.trace(S2.2)-((matrix.trace(S2))^2)/p))))

W.OAS.3 = max(0,min(1,((p-2)*matrix.trace(S3.2)

+ p*(matrix.trace(S3))^2) / (p*(N-2/p)*(matrix.trace(S3.2)-((matrix.trace(S3))^2)/p))))

################################

#Oracle-Approximating Shrinkage method

################################

Sigma.OAS.1 = (1-W.OAS.1)*S1 + W.OAS.1*a1.hat.1*diag(1,p,p)

Sigma.OAS.2 = (1-W.OAS.2)*S2 + W.OAS.2*a1.hat.2*diag(1,p,p)

Sigma.OAS.3 = (1-W.OAS.3)*S3 + W.OAS.3*a1.hat.3*diag(1,p,p)

################################

a2.hat.1 <- (((N-1)^2)/((N-1)*(N+1))) * (matrix.trace(S1.2)/p - (p/(N-1))*(a1.hat.1^2))

a2.hat.2 <- (((N-1)^2)/((N-1)*(N+1))) * (matrix.trace(S2.2)/p - (p/(N-1))*(a1.hat.2^2))

a2.hat.3 <- (((N-1)^2)/((N-1)*(N+1))) * (matrix.trace(S3.2)/p - (p/(N-1))*(a1.hat.3^2))

################################

W.FS.1 = max(0,min(1,(p*a1.hat.1^2 + a2.hat.1)/((N-1)*(a2.hat.1 - a1.hat.1^2)

+ p*a1.hat.1^2 + a2.hat.1)))

W.FS.2 = max(0,min(1,(p*a1.hat.2^2 + a2.hat.2)/((N-1)*(a2.hat.2 - a1.hat.2^2)

+ p*a1.hat.2^2 + a2.hat.2)))

W.FS.3 = max(0,min(1,(p*a1.hat.3^2 + a2.hat.3)/((N-1)*(a2.hat.3 - a1.hat.3^2)

+ p*a1.hat.3^2 + a2.hat.3)))

################################

#Fisher and Sun method

################################

Sigma.FS.1 = (1-W.FS.1)*S1 + W.FS.1*a1.hat.1*diag(1,p,p)

Sigma.FS.2 = (1-W.FS.2)*S2 + W.FS.2*a1.hat.2*diag(1,p,p)

Sigma.FS.3 = (1-W.FS.3)*S3 + W.FS.3*a1.hat.3*diag(1,p,p)

###############################

mat.tr.S.Sigma1[i.n,1] <- matrix.trace((S1-Sigma1)%*%t((S1-Sigma1)))

mat.tr.S.Sigma2[i.n,1] <- matrix.trace((S1-Sigma2)%*%t((S1-Sigma2)))

mat.tr.S.Sigma3[i.n,1] <- matrix.trace((S1-Sigma3)%*%t((S1-Sigma3)))

mat.tr.S.Sigma4[i.n,1] <- matrix.trace((S1-Sigma4)%*%t((S1-Sigma4)))

###############################

mat.tr.S.Sigma1[i.n,2] <- matrix.trace((S2-Sigma1)%*%t((S2-Sigma1)))

mat.tr.S.Sigma2[i.n,2] <- matrix.trace((S2-Sigma2)%*%t((S2-Sigma2)))

mat.tr.S.Sigma3[i.n,2] <- matrix.trace((S2-Sigma3)%*%t((S2-Sigma3)))

mat.tr.S.Sigma4[i.n,2] <- matrix.trace((S2-Sigma4)%*%t((S2-Sigma4)))

###############################
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mat.tr.S.Sigma1[i.n,3] <- matrix.trace((S3-Sigma1)%*%t((S3-Sigma1)))

mat.tr.S.Sigma2[i.n,3] <- matrix.trace((S3-Sigma2)%*%t((S3-Sigma2)))

mat.tr.S.Sigma3[i.n,3] <- matrix.trace((S3-Sigma3)%*%t((S3-Sigma3)))

mat.tr.S.Sigma4[i.n,3] <- matrix.trace((S3-Sigma4)%*%t((S3-Sigma4)))

###############################

###############################

mat.tr.U1.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U1.1-Sigma1)%*%t(Sigma.U1.1-Sigma1))

mat.tr.U1.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U1.1-Sigma2)%*%t(Sigma.U1.1-Sigma2))

mat.tr.U1.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U1.1-Sigma3)%*%t(Sigma.U1.1-Sigma3))

mat.tr.U1.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U1.1-Sigma4)%*%t(Sigma.U1.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.U1.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U1.2-Sigma1)%*%t(Sigma.U1.2-Sigma1))

mat.tr.U1.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U1.2-Sigma2)%*%t(Sigma.U1.2-Sigma2))

mat.tr.U1.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U1.2-Sigma3)%*%t(Sigma.U1.2-Sigma3))

mat.tr.U1.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U1.2-Sigma4)%*%t(Sigma.U1.2-Sigma4))

###############################

mat.tr.U1.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U1.3-Sigma1)%*%t(Sigma.U1.3-Sigma1))

mat.tr.U1.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U1.3-Sigma2)%*%t(Sigma.U1.3-Sigma2))

mat.tr.U1.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U1.3-Sigma3)%*%t(Sigma.U1.3-Sigma3))

mat.tr.U1.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U1.3-Sigma4)%*%t(Sigma.U1.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.U2.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U2.1-Sigma1)%*%t(Sigma.U2.1-Sigma1))

mat.tr.U2.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U2.1-Sigma2)%*%t(Sigma.U2.1-Sigma2))

mat.tr.U2.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U2.1-Sigma3)%*%t(Sigma.U2.1-Sigma3))

mat.tr.U2.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.U2.1-Sigma4)%*%t(Sigma.U2.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.U2.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U2.2-Sigma1)%*%t(Sigma.U2.2-Sigma1))

mat.tr.U2.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U2.2-Sigma2)%*%t(Sigma.U2.2-Sigma2))

mat.tr.U2.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U2.2-Sigma3)%*%t(Sigma.U2.2-Sigma3))

mat.tr.U2.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.U2.2-Sigma4)%*%t(Sigma.U2.2-Sigma4))

###############################

mat.tr.U2.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U2.3-Sigma1)%*%t(Sigma.U2.3-Sigma1))

mat.tr.U2.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U2.3-Sigma2)%*%t(Sigma.U2.3-Sigma2))

mat.tr.U2.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U2.3-Sigma3)%*%t(Sigma.U2.3-Sigma3))

mat.tr.U2.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.U2.3-Sigma4)%*%t(Sigma.U2.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.DS.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.DS.1-Sigma1)%*%t(Sigma.DS.1-Sigma1))

mat.tr.DS.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.DS.1-Sigma2)%*%t(Sigma.DS.1-Sigma2))

mat.tr.DS.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.DS.1-Sigma3)%*%t(Sigma.DS.1-Sigma3))

mat.tr.DS.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.DS.1-Sigma4)%*%t(Sigma.DS.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.DS.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.DS.2-Sigma1)%*%t(Sigma.DS.2-Sigma1))

mat.tr.DS.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.DS.2-Sigma2)%*%t(Sigma.DS.2-Sigma2))

mat.tr.DS.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.DS.2-Sigma3)%*%t(Sigma.DS.2-Sigma3))

mat.tr.DS.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.DS.2-Sigma4)%*%t(Sigma.DS.2-Sigma4))

###############################
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mat.tr.DS.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.DS.3-Sigma1)%*%t(Sigma.DS.3-Sigma1))

mat.tr.DS.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.DS.3-Sigma2)%*%t(Sigma.DS.3-Sigma2))

mat.tr.DS.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.DS.3-Sigma3)%*%t(Sigma.DS.3-Sigma3))

mat.tr.DS.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.DS.3-Sigma4)%*%t(Sigma.DS.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.LW.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.LW.1-Sigma1)%*%t(Sigma.LW.1-Sigma1))

mat.tr.LW.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.LW.1-Sigma2)%*%t(Sigma.LW.1-Sigma2))

mat.tr.LW.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.LW.1-Sigma3)%*%t(Sigma.LW.1-Sigma3))

mat.tr.LW.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.LW.1-Sigma4)%*%t(Sigma.LW.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.LW.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.LW.2-Sigma1)%*%t(Sigma.LW.2-Sigma1))

mat.tr.LW.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.LW.2-Sigma2)%*%t(Sigma.LW.2-Sigma2))

mat.tr.LW.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.LW.2-Sigma3)%*%t(Sigma.LW.2-Sigma3))

mat.tr.LW.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.LW.2-Sigma4)%*%t(Sigma.LW.2-Sigma4))

###############################

mat.tr.LW.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.LW.3-Sigma1)%*%t(Sigma.LW.3-Sigma1))

mat.tr.LW.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.LW.3-Sigma2)%*%t(Sigma.LW.3-Sigma2))

mat.tr.LW.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.LW.3-Sigma3)%*%t(Sigma.LW.3-Sigma3))

mat.tr.LW.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.LW.3-Sigma4)%*%t(Sigma.LW.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.RBLW.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.RBLW.1-Sigma1)%*%t(Sigma.RBLW.1-Sigma1))

mat.tr.RBLW.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.RBLW.1-Sigma2)%*%t(Sigma.RBLW.1-Sigma2))

mat.tr.RBLW.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.RBLW.1-Sigma3)%*%t(Sigma.RBLW.1-Sigma3))

mat.tr.RBLW.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.RBLW.1-Sigma4)%*%t(Sigma.RBLW.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.RBLW.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.RBLW.2-Sigma1)%*%t(Sigma.RBLW.2-Sigma1))

mat.tr.RBLW.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.RBLW.2-Sigma2)%*%t(Sigma.RBLW.2-Sigma2))

mat.tr.RBLW.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.RBLW.2-Sigma3)%*%t(Sigma.RBLW.2-Sigma3))

mat.tr.RBLW.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.RBLW.2-Sigma4)%*%t(Sigma.RBLW.2-Sigma4))

###############################

mat.tr.RBLW.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.RBLW.3-Sigma1)%*%t(Sigma.RBLW.3-Sigma1))

mat.tr.RBLW.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.RBLW.3-Sigma2)%*%t(Sigma.RBLW.3-Sigma2))

mat.tr.RBLW.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.RBLW.3-Sigma3)%*%t(Sigma.RBLW.3-Sigma3))

mat.tr.RBLW.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.RBLW.3-Sigma4)%*%t(Sigma.RBLW.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.OAS.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.OAS.1-Sigma1)%*%t(Sigma.OAS.1-Sigma1))

mat.tr.OAS.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.OAS.1-Sigma2)%*%t(Sigma.OAS.1-Sigma2))

mat.tr.OAS.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.OAS.1-Sigma3)%*%t(Sigma.OAS.1-Sigma3))

mat.tr.OAS.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.OAS.1-Sigma4)%*%t(Sigma.OAS.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.OAS.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.OAS.2-Sigma1)%*%t(Sigma.OAS.2-Sigma1))

mat.tr.OAS.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.OAS.2-Sigma2)%*%t(Sigma.OAS.2-Sigma2))

mat.tr.OAS.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.OAS.2-Sigma3)%*%t(Sigma.OAS.2-Sigma3))

mat.tr.OAS.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.OAS.2-Sigma4)%*%t(Sigma.OAS.2-Sigma4))

###############################
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mat.tr.OAS.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.OAS.3-Sigma1)%*%t(Sigma.OAS.3-Sigma1))

mat.tr.OAS.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.OAS.3-Sigma2)%*%t(Sigma.OAS.3-Sigma2))

mat.tr.OAS.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.OAS.3-Sigma3)%*%t(Sigma.OAS.3-Sigma3))

mat.tr.OAS.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.OAS.3-Sigma4)%*%t(Sigma.OAS.3-Sigma4))

###############################

###############################

mat.tr.FS.Sigma1[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.FS.1-Sigma1)%*%t(Sigma.FS.1-Sigma1))

mat.tr.FS.Sigma2[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.FS.1-Sigma2)%*%t(Sigma.FS.1-Sigma2))

mat.tr.FS.Sigma3[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.FS.1-Sigma3)%*%t(Sigma.FS.1-Sigma3))

mat.tr.FS.Sigma4[i.n,1] = matrix.trace((Sigma.FS.1-Sigma4)%*%t(Sigma.FS.1-Sigma4))

###############################

mat.tr.FS.Sigma1[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.FS.2-Sigma1)%*%t(Sigma.FS.2-Sigma1))

mat.tr.FS.Sigma2[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.FS.2-Sigma2)%*%t(Sigma.FS.2-Sigma2))

mat.tr.FS.Sigma3[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.FS.2-Sigma3)%*%t(Sigma.FS.2-Sigma3))

mat.tr.FS.Sigma4[i.n,2] = matrix.trace((Sigma.FS.2-Sigma4)%*%t(Sigma.FS.2-Sigma4))

###############################

mat.tr.FS.Sigma1[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.FS.3-Sigma1)%*%t(Sigma.FS.3-Sigma1))

mat.tr.FS.Sigma2[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.FS.3-Sigma2)%*%t(Sigma.FS.3-Sigma2))

mat.tr.FS.Sigma3[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.FS.3-Sigma3)%*%t(Sigma.FS.3-Sigma3))

mat.tr.FS.Sigma4[i.n,3] = matrix.trace((Sigma.FS.3-Sigma4)%*%t(Sigma.FS.3-Sigma4))

}

#PRIAL

mean.tr.S.Sigma1 <- apply(mat.tr.S.Sigma1,2,mean)

mean.tr.S.Sigma2 <- apply(mat.tr.S.Sigma2,2,mean)

mean.tr.S.Sigma3 <- apply(mat.tr.S.Sigma3,2,mean)

mean.tr.S.Sigma4 <- apply(mat.tr.S.Sigma4,2,mean)

#################################################

mean.tr.U1.Sigma1 <- apply(mat.tr.U1.Sigma1,2,mean)

mean.tr.U1.Sigma2 <- apply(mat.tr.U1.Sigma2,2,mean)

mean.tr.U1.Sigma3 <- apply(mat.tr.U1.Sigma3,2,mean)

mean.tr.U1.Sigma4 <- apply(mat.tr.U1.Sigma4,2,mean)

#################################################

mean.tr.U2.Sigma1 <- apply(mat.tr.U2.Sigma1,2,mean)

mean.tr.U2.Sigma2 <- apply(mat.tr.U2.Sigma2,2,mean)

mean.tr.U2.Sigma3 <- apply(mat.tr.U2.Sigma3,2,mean)

mean.tr.U2.Sigma4 <- apply(mat.tr.U2.Sigma4,2,mean)

###################################################

mean.tr.DS.Sigma1 <- apply(mat.tr.DS.Sigma1,2,mean)

mean.tr.DS.Sigma2 <- apply(mat.tr.DS.Sigma2,2,mean)

mean.tr.DS.Sigma3 <- apply(mat.tr.DS.Sigma3,2,mean)

mean.tr.DS.Sigma4 <- apply(mat.tr.DS.Sigma4,2,mean)

#####################################################

mean.tr.LW.Sigma1 <- apply(mat.tr.LW.Sigma1,2,mean)

mean.tr.LW.Sigma2 <- apply(mat.tr.LW.Sigma2,2,mean)

mean.tr.LW.Sigma3 <- apply(mat.tr.LW.Sigma3,2,mean)

mean.tr.LW.Sigma4 <- apply(mat.tr.LW.Sigma4,2,mean)
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###################################################

mean.tr.RBLW.Sigma1 <- apply(mat.tr.RBLW.Sigma1,2,mean)

mean.tr.RBLW.Sigma2 <- apply(mat.tr.RBLW.Sigma2,2,mean)

mean.tr.RBLW.Sigma3 <- apply(mat.tr.RBLW.Sigma3,2,mean)

mean.tr.RBLW.Sigma4 <- apply(mat.tr.RBLW.Sigma4,2,mean)

###########################################################

mean.tr.OAS.Sigma1 <- apply(mat.tr.OAS.Sigma1,2,mean)

mean.tr.OAS.Sigma2 <- apply(mat.tr.OAS.Sigma2,2,mean)

mean.tr.OAS.Sigma3 <- apply(mat.tr.OAS.Sigma3,2,mean)

mean.tr.OAS.Sigma4 <- apply(mat.tr.OAS.Sigma4,2,mean)

#######################################################

mean.tr.FS.Sigma1 <- apply(mat.tr.FS.Sigma1,2,mean)

mean.tr.FS.Sigma2 <- apply(mat.tr.FS.Sigma2,2,mean)

mean.tr.FS.Sigma3 <- apply(mat.tr.FS.Sigma3,2,mean)

mean.tr.FS.Sigma4 <- apply(mat.tr.FS.Sigma4,2,mean)

#######################################################

PRIAL.Sigma1.case1.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.U1.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.U1.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.U1.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.U1.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.U1.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.U1.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.U1.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.U1.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.U1.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.U1.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.U1.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.U1 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.U1.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

##################################################################

PRIAL.Sigma1.case1.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.U2.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.U2.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.U2.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.U2.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.U2.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.U2.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.U2.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.U2.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.U2.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.U2.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.U2.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.U2 <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.U2.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

#############################################################
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PRIAL.Sigma1.case1.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.DS.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.DS.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.DS.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.DS.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.DS.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.DS.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.DS.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.DS.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.DS.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.DS.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.DS.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.DS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.DS.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

################################################################################

##############################################################################

PRIAL.Sigma1.case1.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.LW.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.LW.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.LW.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.LW.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.LW.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.LW.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.LW.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.LW.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.LW.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.LW.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.LW.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.LW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.LW.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

####################################################################################

##############################################################################

PRIAL.Sigma1.case1.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.RBLW.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.RBLW.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.RBLW.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.RBLW.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.RBLW.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.RBLW.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.RBLW.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.RBLW.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.RBLW.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.RBLW.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.RBLW.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]
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PRIAL.Sigma4.case3.RBLW <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.RBLW.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

###############################################################################

############################################################################

PRIAL.Sigma1.case1.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.OAS.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.OAS.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.OAS.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.OAS.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.OAS.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.OAS.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.OAS.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.OAS.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.OAS.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.OAS.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.OAS.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.OAS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.OAS.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

####################################################################################

############################################################################

PRIAL.Sigma1.case1.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[1]-mean.tr.FS.Sigma1[1])/mean.tr.S.Sigma1[1]

PRIAL.Sigma1.case2.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[2]-mean.tr.FS.Sigma1[2])/mean.tr.S.Sigma1[2]

PRIAL.Sigma1.case3.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma1[3]-mean.tr.FS.Sigma1[3])/mean.tr.S.Sigma1[3]

#######################################################

PRIAL.Sigma2.case1.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[1]-mean.tr.FS.Sigma2[1])/mean.tr.S.Sigma2[1]

PRIAL.Sigma2.case2.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[2]-mean.tr.FS.Sigma2[2])/mean.tr.S.Sigma2[2]

PRIAL.Sigma2.case3.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma2[3]-mean.tr.FS.Sigma2[3])/mean.tr.S.Sigma2[3]

##########################################################

PRIAL.Sigma3.case1.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[1]-mean.tr.FS.Sigma3[1])/mean.tr.S.Sigma3[1]

PRIAL.Sigma3.case2.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[2]-mean.tr.FS.Sigma3[2])/mean.tr.S.Sigma3[2]

PRIAL.Sigma3.case3.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma3[3]-mean.tr.FS.Sigma3[3])/mean.tr.S.Sigma3[3]

###########################################################

PRIAL.Sigma4.case1.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[1]-mean.tr.FS.Sigma4[1])/mean.tr.S.Sigma4[1]

PRIAL.Sigma4.case2.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[2]-mean.tr.FS.Sigma4[2])/mean.tr.S.Sigma4[2]

PRIAL.Sigma4.case3.FS <- 100*(mean.tr.S.Sigma4[3]-mean.tr.FS.Sigma4[3])/mean.tr.S.Sigma4[3]

result.Sigma1.case1 =

c(PRIAL.Sigma1.case1.U1,PRIAL.Sigma1.case1.U2,PRIAL.Sigma1.case1.DS,PRIAL.Sigma1.case1.LW,

...PRIAL.Sigma1.case1.RBLW,PRIAL.Sigma1.case1.OAS,PRIAL.Sigma1.case1.FS)

result.Sigma1.case2 =

c(PRIAL.Sigma1.case2.U1,PRIAL.Sigma1.case2.U2,PRIAL.Sigma1.case2.DS,PRIAL.Sigma1.case2.LW,

...PRIAL.Sigma1.case2.RBLW,PRIAL.Sigma1.case2.OAS,PRIAL.Sigma1.case2.FS)

result.Sigma1.case3 =

c(PRIAL.Sigma1.case3.U1,PRIAL.Sigma1.case3.U2,PRIAL.Sigma1.case3.DS,PRIAL.Sigma1.case3.LW,

...PRIAL.Sigma1.case3.RBLW,PRIAL.Sigma1.case3.OAS,PRIAL.Sigma1.case3.FS)

result.Sigma2.case1 =

c(PRIAL.Sigma2.case1.U1,PRIAL.Sigma2.case1.U2,PRIAL.Sigma2.case1.DS,PRIAL.Sigma2.case1.LW,
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...PRIAL.Sigma2.case1.RBLW,PRIAL.Sigma2.case1.OAS,PRIAL.Sigma2.case1.FS)

result.Sigma2.case2 =

c(PRIAL.Sigma2.case2.U1,PRIAL.Sigma2.case2.U2,PRIAL.Sigma2.case2.DS,PRIAL.Sigma2.case2.LW,

...PRIAL.Sigma2.case2.RBLW,PRIAL.Sigma2.case2.OAS,PRIAL.Sigma2.case2.FS)

result.Sigma2.case3 =

c(PRIAL.Sigma2.case3.U1,PRIAL.Sigma2.case3.U2,PRIAL.Sigma2.case3.DS,PRIAL.Sigma2.case3.LW,

...PRIAL.Sigma2.case3.RBLW,PRIAL.Sigma2.case3.OAS,PRIAL.Sigma2.case3.FS)

result.Sigma3.case1 =

c(PRIAL.Sigma3.case1.U1,PRIAL.Sigma3.case1.U2,PRIAL.Sigma3.case1.DS,PRIAL.Sigma3.case1.LW,

...PRIAL.Sigma3.case1.RBLW,PRIAL.Sigma3.case1.OAS,PRIAL.Sigma3.case1.FS)

result.Sigma3.case2 =

c(PRIAL.Sigma3.case2.U1,PRIAL.Sigma3.case2.U2,PRIAL.Sigma3.case2.DS,PRIAL.Sigma3.case2.LW,

...PRIAL.Sigma3.case2.RBLW,PRIAL.Sigma3.case2.OAS,PRIAL.Sigma3.case2.FS)

result.Sigma3.case3 =

c(PRIAL.Sigma3.case3.U1,PRIAL.Sigma3.case3.U2,PRIAL.Sigma3.case3.DS,PRIAL.Sigma3.case3.LW,

...PRIAL.Sigma3.case3.RBLW,PRIAL.Sigma3.case3.OAS,PRIAL.Sigma3.case3.FS)

result.Sigma4.case1 =

c(PRIAL.Sigma4.case1.U1,PRIAL.Sigma4.case1.U2,PRIAL.Sigma4.case1.DS,PRIAL.Sigma4.case1.LW,

...PRIAL.Sigma4.case1.RBLW,PRIAL.Sigma4.case1.OAS,PRIAL.Sigma4.case1.FS)

result.Sigma4.case2 =

c(PRIAL.Sigma4.case2.U1,PRIAL.Sigma4.case2.U2,PRIAL.Sigma4.case2.DS,PRIAL.Sigma4.case2.LW,

...PRIAL.Sigma4.case2.RBLW,PRIAL.Sigma4.case2.OAS,PRIAL.Sigma4.case2.FS)

result.Sigma4.case3 =

c(PRIAL.Sigma4.case3.U1,PRIAL.Sigma4.case3.U2,PRIAL.Sigma4.case3.DS,PRIAL.Sigma4.case3.LW,

...PRIAL.Sigma4.case3.RBLW,PRIAL.Sigma4.case3.OAS,PRIAL.Sigma4.case3.FS)

Result = rbind(result.Sigma1.case1,result.Sigma1.case2,result.Sigma1.case3,

result.Sigma2.case1,result.Sigma2.case2,result.Sigma2.case3,

result.Sigma3.case1,result.Sigma3.case2,result.Sigma3.case3,

result.Sigma4.case1,result.Sigma4.case2,result.Sigma4.case3)

colnames(Result) <- c("U1","U2","DS","LW","RBLW","OAS","FS")

Result
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Abstract

In multivariate analysis, one of the most challenging cases of estimating a covariance ma-
trix of a random variable is when the number of variables (dimension) is large. Also, in
some multivariate discussions, it is necessary to estimate the function of a covariance ma-
trix. Suppose p represents the dimension. In this thesis, we examine the covariance matrix
estimator and some functions of it for the high dimension (p → ∞). In this regard, we as-
sume that the population of sampling has normal and non-normal distribution and introduce
non-parametric shrinkage estimators of the covariance matrix in the high dimension and ex-
amine some of their properties. Also, using simulation examples, we evaluate the efficiency
of the proposed shrinkage estimators for the covariance matrix in the high dimension.

Keywords

Covariance Matrix, Shrinkage Estimator, High Dimension, Consistent of Nonparametric
Estimator.
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