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اری پاس 
اردن را او ق ندگان، و و ند دا او ی ت دن دگان، مار و ند ما او ودن وران، را ی دا پاس
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ن ا ی م از ی، و و ق خ ن با صدر، ه ل ی با ر د و ی ر ر د ی آ ناب ه؛ شا و لات
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نامه تعهد
صنعتی دانشگاه ریاضی آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی یوسفی مطهره این جا  نب
بیزی غیرفضایی و فضایی تصادفی اثرات مدل های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،
باغیشنی حسین دکتر و ربیعی محمدرضا دکتر راهنمایی تحت ، کوچک نواحی برآورد برای

می شوم: متعهد
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این جانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهند چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می شود. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

شده اند.
یوسفی مطهره
١٣٩٧ شهریور

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق ساخته شده) تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نیست. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده
بسیار اعتماد، قابل آمارهای به نیاز به دلیل ناحیه ای کوچک برآورد مساله اخیر سال های در
هدف متغیر اندازه گیری بودن ناممکن زمینه، این در عمده مشکل است. گرفته قرار توجه مورد
تحت نواحی همه از نمونه گیری حتی، است. نظر مورد نواحی در حاضر افراد تک تک برای
متعددی آماری مدل های باشد. داشته پی در سنگینی زمانی و مالی هزینه های می تواند مطالعه
کمکی اطلاعات به کارگیری مدل ها، این اصلی هدف شده ا   ند. پیشنهاد هدف این به نیل برای
مکانی اطلاعات از استفاده اهمیت منظور، به همین است. مستقیم برآوردهای ارتقا برای
مشابهت دارند. کوچک نواحی تحلیل در موثری نقش فضایی، مدل های چارچوب در نواحی
ناحیه ای کوچک مدل های که است پرکاربرد مفید اطلاعات جمله از همجوار نواحی بین فضایی
بسیاری در این که به توجه با یافته     اند. توسعه و پیشنهاد اطلاعات، این از استفاده برای فضایی
هستیم، مواجه شمارشی پاسخ های مانند نرمال غیر پاسخ های با کوچک نواحی تحلیل های از
بیزی، استنباط چارچوب در را فضایی تعمیم یافته  خطی آمیخته  مدل های رده پایان نامه این در
داده های مجموعه تحلیل با می دهیم. قرار بررسی مورد کوچک نواحی داده های تحلیل برای

می کنیم. ارزیابی را مدل ها این عملکرد گیلان، استان بیمه

تعمیم یافته خطی آمیخته مدل های فضایی، مدل های ناحیه ای، کوچک برآورد کلیدی: کلمات
بیزی. استنباط فضایی،

ک



پیش گفتار
برآوردهای از که خطاهایی به مربوط نقص جبران منظور به ناحیه ای کوچک برآورد روش های
(رائو، می شود گرفته به کار آمده  است، وجود به محدود تعدادی با نمونه ای داده های از حاصل
برای مناسب آماری مدل های از به کارگیری با تا است، این بر سعی روش این در .(٢٠٠٣
برای هستند، مرتبط بررسی تحت متغیر با که ناحیه هر در موجود اطلاعات سایر از استفاده
شده است باعث برآوردها این از روزافزون استفاده شود. استفاده برآوردگرها از نوع این بهبود
نواحی این در نمونه اندازه که آن جا از گیرد. قرار اهمیت حائز آن ها بودن اطمینان قابل که
تغییرات ضریب و استاندارد خطای با مستقیم برآوردگرهای است، کوچک بسیار یا کوچک
برای کوچک ناحیه در غیرمستقیم برآوردگرهای از استفاده لزوم بنابراین هستند. همراه بزرگ
جغرافیایی، نواحی عمل در می کند. پیدا اهمیت دقیق و اطمینان قابل آماره های به دسترسی
همسایه  نواحی مشابه ناحیه هر در مطالعه مورد ویژگی های و نیستند مستقل یکدیگر از معمولا،
می تواند فضایی گویند، وابستگی آن به که نواحی، بین وابستگی این به کارگیری هستند.
منجر دقیق تری برآوردگرهای به و باشد موثر کوچک نواحی برآورد در کمکی اطلاعات به عنوان

شود.
است. ناحیه ای کوچک  برآورد در بیزی دیدگاه به کارگیری پایان نامه این در اصلی هدف
پیشگوی بهترین برابر بیزی برآوردهای که دادند نشان قضیه ای طبق (١٩٩٧) لاهیری و آرورا
بودن کوچک در بیزی، روش های مزیت که دادند نشان آن ها و هستند پارامترها خطی نااریب
مناسب پیشین گرفتن نظر در با بیزی، برآوردهای تعیین برای است. خطاها دوم توان میانگین
به علاقه مورد پارامتر و می آید به دست پارامترها پسین توزیع گیبز، نمونه گیری از استفاده و
برآوردگر نظر، مورد پسین توزیع آوردن به دست با دیگر به عبارت می شود. برآورد بیزی روش
به  نواحی، مجاورت از حاصل فضایی تصادفی اثرات بیان برای همچنین می آید. به دست بهینه

می شود. استفاده شرطی اتورگرسیو مدل از معمولا، بهینگی، علت
(فضایی) ناحیه ای کوچک مدل های در بیزی استنباط به پایان نامه این تمرکز مقدمه، این با
پایه ای مفاهیم از برخی اول، فصل در است. ناحیه ای کوچک برآورد پیش گویی برای آن کاربرد و
ناحیه ای کوچک مدل های دوم، فصل در می شود. معرفی کوچک نواحی برآوردهای بر با مرتبط
کرد خواهیم بیان کوچک نواحی روی بر را بیزی مدل بندی سوم، فصل در می کنیم. معرفی را
بیمه داده های ناحیه ای کوچک برآورد برای را بیزی فضایی مدل کاربرد نیز چهارم فصل در و
ادامه کلی، نتیجه گیری یک و پیشنهاداتی ارائه با همچنین داد. خواهیم نشان گیلان استان

می نماییم.  مطرح تحقیق، آینده در را پژوهش روند



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

کوچک نواحی فضایی بیزی ح.(١٣٩٧).”استنباط باغیشنی، و م.ر. ربیعی، م.، یوسفی، .١
آمار کنفرانس چهاردهمین مقالات مجموعه گیلان”، استان اجباری بیمه شدگان برای

.(۶٨۴) شاهرود ایران،

ن



مطالب فهرست
ش تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه ای کوچک برآورد برای تقاضا علل ١.٢
۴ . . . . . . . . . . . . ناحیه ای کوچک برآورد در لازم مفاهیم با ١.٣ آشنایی
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه ای کوچک ١.٣.١ برآورد
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سنتی غیرمستقیم برآوردهای ١.۴
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم حوزه ای برآورد روش ١.۵
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه طرح رویکرد ١.۵.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرمستقیم حوزه ای برآورد روش های ١.۶
١٣ . . . . . . . . . . . . کوچک ناحیه ای برآورد در استنباطی دیدگاه های ١.٧
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه گیری بر مبتنی روش های ١.٨
١٣ . . . . . . . . . . . . MCMC مارکوفی زنجیره کارلوی مونت ١.٨.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نمونه گیر ١.٨.٢
١٩ . . . . . . . . . . گیبزی درون متروپلیس‐هستینگز الگوریتم ١.٨.٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی آمار بر مقدمه ای ١.٩
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . فضایی وابستگی ساختار بندی مدل ١.٩.١
٢۵ . . . . . . . . . . مدل در فضایی همبستگی ساختار کردن وارد ١.٩.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسایگی ماتریس ١.٩.٣

٢٩ ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه ای کوچک ٢.١ برآوردگرهای
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٢.٢

ف



مطالب فهرست ص
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه سطح در پایه ای مدل ٢.٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . (A) ناحیه سطح در مدل گسترش های ٢.٣.١
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری واحد سطح در پایه ای مدل ٢.۴
۴۵ . . . . . . . . . . (B) آماری واحد سطح در مدل گسترش های ٢.۴.١
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رائو‐یو مدل ٢.۵
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی خطی آمیخته ی مدل های ٢.۶
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢.۶.١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . LMM خطی آمیخته ی مدل ٢.۶.٢
۴٨ . . . . . . . . . . GLMM تعمیم یافته خطی آمیخته ی مدل ٢.۶.٣
۵٠ . . . . . SGLMM فضایی تعمیم یافته خطی آمیخته مدل های ٢.۶.۴
۵٢ . . . . . . . . . . مدل بر مبتنی های روش و غیرمستقیم برآوردگرهای ٢.٧
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکیبی برآوردگر ٢.٧.١
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح مدل بر مبتنی برآوردگرهای ٢.٨
۵۴ . . . . . . . BLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی برآوردگرهای ٢.٨.١
۵۵ . . EBLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی بهترین برآوردگرهای ٢.٨.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EB تجربی بیز برآوردگر ٢.٨.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . HB سلسه مراتبی بیز برآوردگر ٢.٨.۴

۶١ ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی ٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی روش های ٣.١
۶٣ . . . . . . . کوچک نواحی برای بیزی مدل بندی سلسله مراتبی ساختار ٣.٢
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی رویکرد بررسی ٣.٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی بیزی سلسله مراتبی مدل ٣.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبکه ای داده های ٣.۴.١
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری زمین داده های ٣.۴.٢
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل پارامترهای پیشین توزیع ٣.۴.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها کیفیت ارزیابی ٣.۵
٧١ . . مستقیم برآوردگرهای از اطلاع عدم صورت در ناحیه ای کوچک برآورد ٣.۶
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . فضایی تصادفی اثرات همبستگی ٣.۶.١
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره نرمال مشخص سازی ٣.۶.٢
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . شرطی اتورگرسیو مشخص سازی ٣.۶.٣
٧٣ . . . . . . . . . . بالاتر اجرایی سطوح در اطلاعات گرفتن وام ٣.۶.۴



ق مطالب فهرست
٧۵ گیلان استان بیمه داده های ناحیه ای کوچک برآورد برای بیزی فضایی مدل کاربرد ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۴.١
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده ها معرفی ۴.٢
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی مدل معرفی ۴.٣
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج تحلیل و مدل برازش ۴.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و نتیجه گیری ۴.۵

٨١ مراجع
٩١ گم شده مشاهدات با CAR مشخص سازی برای کامل شرطی توزیع های آ 
٩٣ OPENBUGS و R نرم افزار دستورات ب
١٠١ انگلیسی به فارسی واژه نامه
١٠٣ فارسی به انگلیسی واژه نامه
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١ فصل
ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم

است، الزامی جغرافیایی پایین  سطوح در داده ها از استفاده منابع، بودن محدود به توجه با
همراه بزرگ تغییرات ضریب و استاندارد خطای با مستقیم١ برآوردگرهای صورت این در که
غیرمستقیم٢ برآوردگرهای از آن ها واریانس کاهش و برآوردگرها دقت بردن بالا برای لذا می شوند.
پیشنهاد روش هایی کوچک٣ نواحی برآورد در بنابراین می شود. استفاده ناحیه ای کوچک
برای لازم مقدمات و تعاریف به فصل این در هستند. اهمیت حائز آن ها از کدام هر که شده اند.
برگرفته فصل این در شده استفاده مطالب از عمده پرداخت. خواهیم بعدی فصل های به ورود

است. (١٣٩۴) محمدزاده فضایی آمار کتاب و (٢٠٠٣) رائو ناحیه ای کوچک برآورد کتاب از

مقدمه ١ . ١
مستقیم برآوردهای نتوان آن برای که است جامعه ای زیر هر بیانگر ناحیه۴» «کوچک دانشواژه
کوچک برآوردهای برای تقاضا که است زمانی دیر .(٢٠٠٣ (رائو، کرد تولید کافی دقت با را
برآوردهای تقاضای افزایش دلیل به توجه این است. یافته افزایش توجهی قابل طور به ناحیه ای
تصمیم های به خصوص کار، و کسب  به مربوط تصمیم های زیرا است. کوچک نواحی برای معتبر

١Direct estimators
٢Indirect estimators
٣Small area estimation
۴Small area



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ٢
متکی شدت به کوچک اند، بنگاه های با مرتبط که دولتی و خصوصی بخش های به مربوط
مسائل بررسی برای ناحیه ای کوچک برآورد روش حاضر حال در هستند. محلی شرایط بر
این زیرا دارد، بسزایی اهمیت شوروی اتحاد کشورهای و اروپایی درکشورهای آن هم اقتصادی

می باشند. متمرکز تصمیم گیری های از دورشدن حال در کشورها
سطوح در نظر، مورد پارامترهای برآورد که شده  اند طراحی گونه ای به بررسی ها عموما
لازم نیز پایین تر سطوح در برآوردها این بنابراین می شوند. حاصل کشوری حوزه های یا ملی
را برآوردها این نمی توان پس، کوچک اند، سطوح این در نمونه ها اندازه ی طرفی از هستند.
اما دسترس اند، در ثبتی داده های اغلب آورد. به دست بررسی داده های با قبولی قابل به طور

داشت. خواهند نظر مورد متغیرهای با رابطه در را کمی بسیار اطلاعات تنها
پففرمن ،(٢٠٠۶) همکاران و جیانگ ،(٢٠٠٣) رائو ناحیه ای،  کوچک برآورد خصوص در
و روش ها و داده اند شرح را آن شکل گیری از را تاریخچه ای (٢٠١۵) مولینا و رائو و (٢٠١٣)

.(١٩٩٧ لاهیری، و (آرورا کرده اند دسته بندی را زمینه این در موجود مطالعات
اندازه ی وقتی که، است این شد خواهد مطرح کوچک نواحی برآورد در که کلیدی پرسش
بسیار برآوردهای می توان چگونه باشد، کم اطلاعات و اندک بسیار مشاهدات شامل نمونه
که است کافی موضوع این دانستن پرسش، این به  پاسخ برای آورد؟ به دست را دقیقی و معتبر
نیز گاهی است ممکن (حتی باشد کوچک ناحیه، یک از آمده به دست نمونه ی اندازه ی که زمانی
می شوند برخوردار قبول غیرقابل و بزرگ معیار انحراف یک از مستقیم برآوردهای باشد) صفر
لذا نامعتبراند. داده ها این از آمده به دست برآوردهای منظور همین به .(٢٠٠۴ (سالواتی،

می برند. به کار مشکلات این بررسی و تحلیل برای را کوچک نواحی برآورد فنون
متغیر اندازه گیری بودن ناممکن دارد، وجود کوچک نواحی برآورد در که عمده ای مشکل
حتی است. نمونه یک از کردن استفاده و نظر مورد نواحی در حاضر افراد تک تک برای هدف۵
را سنگینی زمانی نیز و مالی هزینه های مطالعه تحت نواحی همه از نمونه گیری است، ممکن

.(١٩٩٢ همکاران، و (سارندال باشد داشته پی در
برآوردهای دقتی کم موجب کوچک، نواحی از آمارگیری در داده ها اندازه نبودن کافی
در دقیق و معتبر آماره های تولید برای لذا می شود. نواحی مختلف قسمت های در مستقیم
حل دنبال به مناسب رهیافت های ارائه با که شده اند انجام زیادی مطالعات کوچک، نواحی
اطلاعات و مختلف منابع به کارگیری می توان را رهیافت ها این از یکی هستند. مشکلات این
نوع این به دهند. راافزایش آن دقت برآوردگر، به قرضی قدرت دادن با تا گرفت نظر در کمکی
غیرمستقیم برآوردگرهای می شوند، کوچک نواحی دقت دادن افزایش باعث که برآوردگرها از
دهیم افزایش کمکی اطلاعات از استفاده با را پاسخ مان متغیر قدرت باید کلی به طور می گویند.
مناسب رگرسیونی مدل یک از اغلب می شود. نظر مورد برآوردگر دقت افزایش موجب که، چرا
از خارج نواحی می توان اضافی، کمکی اطلاعات از بهره گیری و منتخب نمونه به آن برازش و

.(٢٠١۴ همکاران، و (بانرجی کرد برآورد را نمونه گیری
۵Target variable



٣ مقدمه
دیدگاه در امروزی، رایانه های توان و محاسباتی پیشرفت های به توجه با حاضر، حال در
از نیست. پیچیده ای کار خطی مدل های در معتبر آماره یک آوردن به دست بیزی، و کلاسیک
نواحی برآورد در تصادفی، اثرات با رگرسیونی مدل های برازش برای کلاسیک دیدگاه در رو، این
می شود استفاده (EBLUP) تجربی۶ خطی نااریب پیشگوی بهترین روش از معمولا کوچک،
باشد، غیرنرمال هدف متغیر که هنگامی اما .(٢٠٠۶ لاهیری، و جیانگ ١٩٩١؛ (رابینسون،
مشکلات به توجه با شد. خواهد پیچیده ای کار EBLUP محاسبه و مناسب مدل های این برازش
به دلیل آن ها، بیزی مدل بندی رهیافت کوچک، نواحی مدل های در کلاسیک دیدگاه محاسباتی
پیدا بیشتری طرفداران ،MCMCکارلویی٧ مونت مارکوف زنجیر نمونه گیری الگوریتم های وجود

.(١٩٩۴ همکاران، و (گوش است کرده
دارد؛ نیز دیگری ارزشمند مزایای کوچک نواحی مدل های بیزی دیدگاه براین، افزون
می توان آن اساس بر که می آورد فراهم را منسجم چارچوب یک دیدگاه این جزئی تر، به طور
شامل وابستگی ساختارهای انواع و دسته ای دودویی، پیوسته، شامل هدف متغیرهای انواع
شده سرشماری مستقیم اطلاعات فاقد نواحی ٩ فضایی‐زمانی و فضایی٨ وابستگی مستقل،

داد. برازش را مدل یکسان، محاسباتی روش های با تا گرفت، نظر در را
جغرافیایی نواحی بدانید، است کافی است، شده  فضایی وابستگی به اشاره ای این که به توجه با
همسایه  نواحی مشابه ناحیه هر در مطالعه مورد ویژگی های و نیستند مستقل یکدیگر از معمولا
به می تواند گویند، فضایی وابستگی آن به که نواحی، بین وابستگی این به کارگیری هستند.
با و دقیق برآوردهای تا شود واقع موثر کوچک نواحی برآوردهای در کمکی اطلاعات عنوان
(٢٠٠٨) سالواتی و پراتسی ،(٢٠٠٣) رائو ،(١٩٩٨) همکاران و گوش شود. نتیجه بهتری کیفیت
را همسایه ها نواحی اثرات فضایی مختلف مدل های از استفاده با (٢٠٠۶) لاهیری و جیانگ و
که است آن مکانی اطلاعات مطلوب ویژگی یک کردند. لحاظ کوچک نواحی پیش گویی در
آماری استنباط این که به توجه با هستند. دسترس در هزینه ای، تحمیل بدون و همیشه
ندارد، خاصی تحلیلی صورت معمولا، و است پسین توزیع بر مبتنی بیزی دیدگاه در مدل ها
معمولا که کلاسیک روش های برخلاف و بود خواهد پرکاربرد MCMC روش های به کارگیری
پاسخ یک MCMC الگوریتم های کمک با بیزی روش های هستند، متکی مجانبی گزاره های بر
وجود با بیزی رهیافت در برآوردیابی روش های می آورند. فراهم پسین توزیع تقریب برای کلی
نواحی پایان نامه این در هستند. برخوردار کم تری محاسباتی سختی از محاسباتی پیشرفت های
سلسه مراتبی مدل های از به کارگیری نیز و غیرفضایی١٠ و فضایی مدل های از استفاده با کوچک
مرتبط مروری مقالات از برخی است. گرفته قرار نظر مد MCMCالگوریتم های و (HB)١١ بیزی

۶Emprical best linear unbiased prediction
٧Markov chain monte carlo
٨Spatial dependence
٩Spatial-time

١٠Spatial and non-spatial models
١١Bayesian hierarchical models



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ۴
می کنند، این باره در بیشتر آشنایی برای شایانی کمک که منتشر ناحیه ای کوچک برآورد با
،(٢٠٠١) رائو ،(١٩٩٩) مارکر ،(١٩٩۴) رائو و گوش ،(١٩٩٢) چاودری ،(١٩٨۶) رائو از عبارت اند
منتشر ناحیه ای کوچک برآورد نظریه درباره ی نیز کتاب هایی همچنین، .(٢٠٠٢) پففرمن و
همکاران، و (دیگل کرد اشاره (١٩٩٨) موخوپادیای و (٢٠٠٣) رائو به می توان که شده اند،

.(٢٠٠٢

ناحیه ای کوچک برآورد برای تقاضا علل ١ . ٢
دو به هفدهم، سده ی در کانادا در و یازدهم سده ی در انگلستان در ناحیه ای کوچک آمار های
.(١٩٨٧ (براکستون، می گرفت قرار استفاده مورد ثبتی اطلاعات یا سرشماری بر مبتنی صورت
علت گرفته اند. قرار توجه مورد چشم گیری به طور ناحیه ای کوچک آمار های اخیر سال های در
برآوردهای از دسته آن به سیاست گذاران گذشته در که است، آن نیز آمارها این به کارگیری
حاضر حال در اما بودند. قانع بود، وسیع و بزرگ جغرافیایی ناحیه های برای که تولید شده ای
همانند کوچکتر ناحیه های در برآوردهایی نیازمند خود تصمیم گیری های برای گذاران سیاست
منطقه در محرومیت رفع برای بخواهد اگر دولت مثال، به عنوان هستند. شهرستان و استان
فقر خط زیر افراد تعداد و بیکاری نرخ مانند برآوردهایی باید چیز هر از قبل کند برنامه ریزی
باشد. کافی نمی تواند کشوری سطح در آمارها دانستن صرفا و باشد داشته را منطقه آن در
سریع تر کنترل برای است، یافته شیوع کشور سطح در بیماری یک وقتی دیگر، مثالی به عنوان

است. مهم بسیار مختلف مناطق شرایط به توجه آن
و سیاست ها فرمول بندی به می توان ناحیه ای، کوچک آمارهای به نیاز دیگر دلایل از
از قانون گذاری منطقه ای، برنامه ریزی دولت، کمک به دولتی منابع تخصیص در برنامه ها
تصمیم های و خصوصی بخش جانب از تقاضا مختلف، ناحیه های برای ملی حکومت های طریق

کرد. اشاره کوچک بنگاه های

ناحیه ای کوچک برآورد در لازم مفاهیم با ١ . ٣ آشنایی
کل از برآوردهایی به دست یابی برای هزینه کم وسیله ای به عنوان نمونه ای آمارگیری دیرباز از
نام  های به  برآوردگر نوع دو راستا، این در است. می رفته به کار جامعه از زیربخش هایی یا جامعه
مستقیم را برآوردگری نمونه ای، آمارگیری در گرفته اند. قرار توجه مورد غیرمستقیم و مستقیم
عموما مستقیم برآوردگرهای از نوع این باشد. مبتنی ناحیه نمونه ای داده های بر هرگاه گویند،
همان طبق و باشند گرفته نشات مدلی از می توانند حال این با اما، هستند «طرح پایه١٢»

شوند. توجیه نیز مدل
١٢Design based



۵ ناحیه ای کوچک برآورد در لازم مفاهیم با  آشنایی
انجام که استنباط هایی و می کنند، استفاده نمونه گیری وزن های از طرح پایه برآوردگرهای
کردن فرض ثابت و نمونه گیری طرح توسط که هستند احتمالی توزیع های بر مبتنی می دهند
«کاری١۴» مدل های از که «مدل یار١٣» مستقیم برآوردگرهای می شوند. تولید جامعه مقادیر
تعیین مقابل در استنباط ها سازی «١۵ «استوار اهدافشان و پایه اند، طرح نیز می کنند استفاده
آمده به دست نمونه ی بر مبنی مدل یار برآوردگرهای است. مدل مشخص سازی) (بد نادرست
در آمده است. به دست کلی مدل یک از مدل آن که است مدل دارای که است جامعه ای از

.(١٩٩٣ (برسلو، می گویند «مدل یار» آن به نتیجه
می کنیم. بیان را ناحیه ای کوچک برآورد در لازم مفاهیم از برخی ادامه در

بر علاوه که می شود گفته غیرمستقیمی برآوردگر، به غیر مستقیم). (برآوردگر .١ . ٣ . ١ تعریف
زمان های و ناحیه ها در مطالعه مورد مقدارهای از نمونه، در شده مشاهده داده های از استفاده

می کند. استفاده نیز جامعه سطح در کمکی داده های و مرتبط
به آن نمونه ی اندازه ی که می شود اطلاق ناحیه ای به بزرگ١۶). (ناحیه ی .١ . ٣ . ٢ تعریف

باشد. برخوردار کافی دقت از آن از حاصل مستقیم برآوردگر که باشد بزرگ کافی اندازه ی
به آن نمونه ی اندازه ی که می شود اطلاق ناحیه ای به کوچک). (ناحیه ی .١ . ٣ . ٣ تعریف

باشد. برخوردار کافی دقت از آن از حاصل مستقیم برآوردگر که نیست بزرگ کافی اندازه ی
مدل های بر مبتنی که غیرمستقیمی برآوردگرهای پایه١٧). مدل (برآوردگر .۴ . ١ . ٣ تعریف

.(٢٠٠۶ (گلمن، می نامند پایه مدل برآوردگرهای را هستند ناحیه ای کوچک
حوزه ای غیرمستقیم » از عبارت اند که شده اند معرفی «غیرمستقیم» برآوردگر نوع سه

.(٢٠٠٣ (رائو، زمانی٢٠» و حوزه ای «غیرمستقیم و «١٩ زمانی «غیرمستقیم ،«١٨

سایر و پاسخ مقادیر از که است برآوردگری حوزه ای). غیرمستقیم (برآوردگر .۵ . ١ . ٣ تعریف
می گیرد. بهره دیگر، زمانی دوره ی از نه اما دیگر، حوزه ای با مربوط متغیرهای

سایر و پاسخ ازمقادیر که است برآوردگری زمانی). غیرمستقیم (برآوردگر .۶ . ١ . ٣ تعریف
استفاده دیگر، حوزه ای از نه اما نظر مورد حوزه ی برای دیگر زمانی دوره ی با مربوط متغیرهای

می کند.
١٣Model assisted
١۴Working
١۵Robust
١۶Large area
١٧ Model based estimator
١٨Indirect domain
١٩Indirect time
٢٠Indirect domain and time



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ۶
و پاسخ مقادیر از که است برآوردگری .( زمانی و حوزه ای غیرمستقیم (برآوردگر .١ . ٣ . ٧ تعریف
.(٢٠٠٠ (ابرلی، می گیرد بهره دیگر زمانی دوره ی نیز و دیگر حوزه ای با مربوط متغیرهای سایر

تقسیم صریح٢٢ و ضمنی٢١ پیونددهنده ی مدل های دسته  دو به می توان را مدل ها بقیه
برآوردگرهای از نوع دو همچنین می شوند. داده  توضیح کامل به طور ١.٢ بخش در که نمود
برآوردگرها این می کنند. استفاده ضمنی مدل های از که دارند وجود سنتی٢٣ غیرمستقیم
احتمال توزیع با متناطر واریانس های (یعنی، آن ها طرحی واریانس های و پایه اند طرح  عموما
کوچک مستقیم برآوردگرهای طرحی واریانس های به نسبت نمونه گیری) طرح توسط شده القا
اندازه ی وقتی و اریب٢۴اند طرح عموما غیرمستقیم برآوردگرهای که تفاوت این با می باشند.
باشد این بر فرض اگر یافت. نخواهد کاهش اریبی طرح مقدار یابد، افزایش کلی نمونه
کوچک اریبی طرح مقدار آن گاه باشد، درست تقریبی به طور ضمنی پیوند دهنده ی مدل که
معنی داری به طور که می شود منجر طرحی خطای دوم توان میانگین از مقداری به و می شود،
میانگین در کاهش است. کوچک تر مستقیم برآوردگر خطای دوم توان میانگین با قیاس در
.(٢٠٠٣ (رائو، است میانگین در غیرمستقیم برآوردگرهای از بهره گیری برای عمده دلیل تنها
پایه» مدل «برآوردگرهای را ناحیه ای کوچک مدل های بر مبتنی غیرمستقیم برآوردگرهای

می نامند.
مفروض مدل از که دارند اشاره توزیعی به پایه مدل برآوردگرهای از ناشی استنباط های
ایفا پایه مدل برآورد روش در حیاتی نقشی اعتبارسنجی و مدل گزینی بنابراین، می شود. نتیجه
مدل  برآوردگرهای نسازند، فراهم داده ها به را خوبی برازش مفروض مدل های اگر می کنند.
منجر شوند. ناکاراآمد استنباط های به می توانند خود نوبه به که بود، خواهند اریب مدل پایه،
بخواهیم هرگاه کلی به طور ناحیه ای کوچک صریح مدل های از استفاده برتری های دلیل به
ناحیه ای کوچک صریح مدل های اساس بر بایستی آوریم، به دست را غیرمستقیم برآوردگرهای

زیرا باشند؛
آورد. به دست می توان را «بهینه٢۵» برآوردگرهای مفروض، مدل تحت .١

با اغلب و شده اند) گرفته کوچک ناحیه های به نسبت (که فراموضعی معیارهای برخلاف .٢
می توان را ناحیه مختص تغییرپذیری معیارهای می روند، به کار سنتی غیرمستقیم برآوردگرهای

ساخت. همراه برآوردگر هر با
سنجید. نمونه ای داده های روی از می توان را مدل ها اعتبار .٣

ساختارهای (مانند داده ها ساختارهای پیچیدگی و پاسخ متغیرهای طبیعت به بسته .۴
آزمود. می توان را مدل ها گوناگون انواع زمانی)، سری و فضایی

٢١ Implicit
٢٢explicit connective
٢٣ Indirect traditional estimators
٢۴Design bias
٢۵Optimal



٧ ناحیه ای کوچک برآورد در لازم مفاهیم با  آشنایی

ناحیه ای کوچک ١ . ٣ . ١ برآورد
قابل آماری لحاظ از که طرح پایه اند برآوردهای آوردن فراهم برای نمونه ای آمارگیری های اغلب
طراحی ناحیه ای و استانی ملی، سطح های در جغرافیایی لحاظ از همچنین و باشند، اعتماد
و زیرجامعه ها انواع برای برآوردهایی آوردن فراهم برای آمارگیری ها این کلی به طور می شوند.

می شوند. برده به کار حوزه ها
شامل حوزه ها که، کرد تعریف گونه این می توان ١ . ١ شکل همانند حوزه ها کردن بیان برای
شهرداری ناحیه های یا دهستان، شهرستان، استان، یا ایالت همانند جغرافیایی ناحیه های

می باشند.

گیلان استان حوزه های نقشه :١ . ١ شکل
قرار استفاده مورد ناحیه ای کوچک برآورد روش های کم نمونه، اندازه مشکل بر غلبه برای
در نمونه از که است مستقیمی برآورد از بهتر که می کنند تولید برآوردهایی که چرا می گیرد
کوچک برآورد روش های از تعریفی عنوان به  کلی حالت در می  آید. به دست کوچک ناحیه هر
هستند، نواحی برای مناسب و اعتماد قابل برآودهای ایجاد ”روش های گفت: می توان ناحیه ای

نمی کند.” فراهم را نیاز مورد دقت مستقیم، برآورد روش های از استفاده آن ها در که
طرح پایه ی نمونه ای برآورد روش های از به کارگیری معنی به مستقیم، برآورد از استفاده
اگر بنابراین می کند. استفاده ناحیه همان در موجود نمونه ی واحدهای از و است کلاسیک
همچنین و اعتماد قابل و مستقیم برآورد بتواند که نباشد بزرگ کافی به اندازه ی ناحیه نمونه
منظور، به این نمی شود. تلقی کوچک ناحیه ی عنوان به ناحیه آن کند تولید کافی دقت با
نمونه ی اندازه ی دارای حتی است ممکن شهرستان) (همانند نظر مورد حوزه های از بسیاری
آماره های تهیه ی برای می توان ناحیه ای کوچک برآورد روش های از دلیل این به باشند. صفر

کرد. استفاده نمونه بدون یا کم نمونه ناحیه های برای اعتماد قابل
برآوردگرهای که، است آن دارد وجود مستقیم و غیرمستقیم برآوردگرهای بین که تفاوتی
نظر مورد متغیر مقدار یا نمونه واحدهای از تنها مستقیم برآوردگرهای برخلاف غیرمستقیم
سطح با برآوردهایی آوردن فراهم برای برآوردگرها این بلکه نمی کنند، استفاده ناحیه همان
استفاده نیز دیگر مرتبط زمانی دوره های یا ناحیه ها نظر مورد متغیر مقدارهای از کافی دقت



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ٨
آخرین اطلاعات مانند نظر مورد متغیر کمکی اطلاعات از برآوردگرها این در لذا می کنند.
ناحیه ها نظر مورد متغیرهای داده های می شود. استفاده نیز جاری ثبتی واطلاعات سرشماری
انتقال برآورد فرآیند به مناسب مدل یک طریق از کمکی اطلاعات و مرتبط زمانی دوره های و
خوب کمکی داده های بودن دسترس در گفت می توان کلی حالت در بنابراین می شود. داده
عامل های مستقیم غیر برآوردگرهای ساختن برای مناسب پیوند دهنده ی مدل های تعیین و
سینگ و پلاتگ به ناحیه ای کوچک برآوردهای به راجع بیشتر اطلاعات برای هستند. اساسی
پففرمن ،(٢٠٠١) رائو ،(١٩٩٩) مارکر ،(١٩٩۴) چاودری ،(١٩٨٧) همکاران و پلاتک ،(١٩٨۶)

کنید. مراجعه (٢٠٠٣) رائو و (٢٠٠٢)

سنتی غیرمستقیم برآوردهای ۴ . ١
برآوردگرهای صورت دو به ضمنی، پیونددهنده ی مدل های بر مبنی برآوردگرها، از دسته این
پایه است طرح   برآوردگرها این عمومی حالت شده ا  ند. دسته بندی ترکیبی٢٧ و هم گذاشتی٢۶
کوچک  تر مستقیم برآوردگرهای طرحی واریانس های به نسبت معمولا آن ها طرحی واریانس و
هنگامی و هستند اریب طرح کلی درحالت سنتی غیرمستقیم برآوردگرهای همچنین، است.
مدل اگر بنابراین می یابد. افزایش آن ها اریبی طرح مقدار یابد افزایش نمونه اندازه ی که
عمل این و بود خواهد کوچک اریبی طرح مقدار باشد، درست تقریبا ضمنی پیونددهنده ی
MSE با قیاس در که شد خواهد طرحی (MSE) خطای٢٨ دوم توان میانگین از مقداری به منجر
در کاهش غیرمستقیم، برآوردگرهای به کارگیری اصلی علت است. کوچک تر مستقیم برآوردگر

است. MSE

مستقیم حوزه ای برآورد روش ۵ . ١
به دست نمونه گیری روش های در مطرح نمونه گیری طرح های از که نمونه ای آمارگیری داده های
به مرتبط میانگین های و مجموع ها از اعتماد قابل و مستقیم برآوردهای تولید برای می آیند،
تنها ناحیه، هر مستقیم برآورد های می کنند. استفاده بزرگ حوزه های یا ناحیه ها و جامعه کل
می گیرد. به کار واقع اند، ناحیه آن در که را واحدهایی به مربوط نظر مورد متغیر مقدارهای
و هدایت ،(١٩٧٧) کوکران کتاب های به می توان مستقیم برآورد روش از بیشتر فراگیری برای
مراجعه (١٩٩٩) لهر و (١٩٩٧) تامپسون ،(١٩٩٢) رتمن و سوئنسون سارندال، ،(١٩٩١) سینها

کنید.
٢۶Synthetic
٢٧combinational estimators
٢٨Mean squared error



٩ مستقیم حوزه ای برآورد روش
مربوط استنباط های و مستقیم برآوردگرهای تولید برای مدل پایه روش های دیگر، طرفی از
صرف استخراج شده خاص نمونه ی اساس بر روش ها، این در استنباط و می روند، به کار آن به
.(٢٠٠١ همکاران، و والیانت ١٩٧٠؛ رویال ،١٩۶٣ (بروئر می آیند به دست نمونه گیری طرح از نظر
در نمونه اندازه ی وقتی مدل نادرست تعیین شرایط تحت مدل پایه راهبردهای متاسفانه، اما
مورد یک (١٩٨٣) همکاران و هنسن مثال، برای می کند. عمل ضعیف یابد، افزایش ناحیه
تا نمونه های در معنی داری آزمون های طریق از که کردند معرفی را مدل مشخص سازی بد از
میانگین، برگرفتن در احتمال های که دادند نشان سپس آن ها نیست. کشف قابل ۴٠٠ اندازه ی
از کمتر توجهی قابل به طور مکرر نمونه گیری های در مدل پایه اطمینان بازه های توسط ،Ȳ
این می شود. بدتر کم پوشانی این افزایش یابد، نمونه اندازه ی وقتی و است مطلوب سطح
به نسبت مدل پایه برآوردگر مجانبی ناسازگاری دلیل به توجهی قابل حد تا ضعیف عملکرد
گرفته کار به (١٩٨٣) همکاران و هنسن توسط که است طبقه ای تصادفی نمونه گیری طرح

شد.

پایه طرح رویکرد ١ . ۵ . ١
به دست برای نمونه گیری روش های در سنتی وسیله ی به  عنوان طرح پایه روش بررسی به ابتدا
با نواحی، مستقیم برآوردهای می پردازیم. جامعه میانگین یا مجموع از برآوردهایی آوردن
می آیند. به دست سادگی به نمادها دادن تغییر با جامعه، مجموع های به مربوط نتایج از استفاده
برچسب های با که است متفاوت عنصر N بر مبتنی U نمونه گیری تحت جامعه ی کنید فرض
،j عنصر به مرتبط y مانند نظر مورد مشخصه کنید فرض می شوند. شناسایی j = ١, ..., N
وجود اندازه گیری خطاهای که می شود فرض بنابراین باشد. شده اندازه گیری دقیق به طور
جامعه میانگین یا Y =

∑
{j:jϵU} yj جامعه مجموع نظر، مورد پارامتر این جا، در ندارند.

استفاده نمونه گیری طرح از ،P (s) احتمال با U از s نمونه استخراج برای است. Ȳ = Y/N

معلوم طرحی متغیرهای بر متکی می تواند P (s) نمونه مشاهده استخراج احتمال می شود.
برای عمل، در باشد. خوشه ها اندازه گیری معیارهای و طبقه نشانگر متغیرهای قبیل از
تصادفی نمونه مثلا، می شود. استفاده نمونه گیری برنامه ی یک از نمونه گیری طرح یک اجرای
به دست جایگذاری بدون N تا ١ از تصادفی عدد آوردن بیرون با می توان را n اندازه ی با ساده
و طبقه ای ساده تصادفی نمونه گیری از؛ عبارت اند نمونه گیری طرح های عمومی ترین آورد.

طبقه ای. مرحله ای چند نمونه گیری
s انتخاب شده ی نمونه ی به مربوط y مقادیر ،Y مجموع درباره ی استنباط هایی انجام برای
مشاهده می توان را j ∈ s عناصر همه ی می کنیم فرض کار سادگی برای می کنیم. مشاهده را
امید اگر گویند نااریب طرح را Y از Ŷ برآوردگر پایه طرح رویکرد در داشت. کامل پاسخ و کرد

یعنی، باشد؛ Y برابر Ŷ طرحی ریاضی
EP (Ŷ ) =

∑
P (s)Ŷs = Y (١ . ١)



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ١٠
برای Ŷ مقدار Ŷs و مشخص طرح تحت s ممکن نمونه های همه ی روی بندی جمع آن در که
ایجاد شده  احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید P زیرنویس از منظور کنید دقت است. sنمونه ی

صورت به Ŷ طرحی واریانس است. نمونه گیری طرح توسط
VP (Ŷ ) = EP [Ŷ − EP (Ŷ )]٢

اگر و می دهند، نشان v(Ŷ ) = s٢(Ŷ ) صورت به را VP (Ŷ ) از برآوردگری می شود. داده نشان
Ŷ اگر است سازگار طرح Ŷ مانند برآوردگری گویند. نااریب P را v(Ŷ ) ، EP [v(Ŷ )] = VP (Ŷ )

به  طور می کند. میل صفر به V (Ŷ ) افزایش یابد نمونه اندازه ی وقتی و باشد نااریب P برآوردگری
به طوری شود، گرفته نظر در Uv جامعه های از دنباله ای ساختار در سازگاری P است لازم کلی
ویژگی کنند. میل ∞ به Nv جامعه اندازه ی هم و nv نمونه اندازه ی هم ،v → ∞ وقتی که
دو هر v(Ŷ ) برآوردگر اگر می شود. تعریف مشابه به طور v(Ŷ ) واریانس برآوردگر سازگاری P

معتبر استنباط های جامعه ای، مقادیر از به دور پایه، طرح رویکرد آن گاه باشند، سازگار P

محوری متغیر یابد افزایش نمونه اندازه ی وقتی که معنا این به می دهند به دست را Y درباره ی
نمونه گیری در ترتیب بدین می گراید. N(٠, ١) نرمال متغیر به توزیع در t = (Ŷ − Y )/s(Ŷ )

اطمینان بازه های از درصد ١)١٠٠ − α) تقریبا پس یابد، افزایش نمونه ی اندازه ی وقتی مکرر
نقشی wj(s) طرحی وزن های می گیرند. بر در را Y واقعی مقدار [Ŷ − zα\٢s(Ŷ ), Ŷ + zα\٢s(Ŷ )]

و s به هم است ممکن پایه ای وزن های این می کنند. ایفا طرح پایه برآوردگرهای ایجاد در مهم
به ازای آن در که است wj(s) = ١/πj مهم انتخاب یک باشند. وابسته j(j ∈ s) عنصر به هم

شمول٢٩ اند. احتمال های همان πj = Σs:j∈sP (s) کمیت های ،j = ١, ..., N
P (.) نمونه گیری طرح با متناظر دوم و اول مرتبه ی شمول). (احتمال های .١ . ۵ . ١ تعریف

از: عبارت اند
πi = ΣsϵiP (s), πij = Σsϵi,jP (s)

روی جمع بندی Σsϵi,j و i عنصر بردارنده ی در s نمونه های تمام روی جمع بندی Σsϵi آن در که
.(٢٠٠۵ (سمپت، می دهد نشان را i, j = ١, ..., N عنصر بردارنده ی در s نمونه های همه ی

گسترشی برآوردگر جامعه، کمکی اطلاعات نبود در
Ŷ = Σj:j∈swjyj (١ . ٢)

می شود: تبدیل زیر شرط به (١.١) شرط حالت، این در می برند. به کار را
Σ{s:j∈s}P (s)wj(s) = ١, j = ١, ..., N. (١ . ٣)

مشهور برآوردگر به بنابراین می کند، صدق (٢.١) نااریبی شرط در wj(s) = ١/πj گزینه ی
به که است نااریب نمونه گیری، طرح هر پایه ی بر و می انجامد. ٣٠ (H-T) هوروتیز‐تامپسون

٢٩Inclusion probabilities
٣٠ Horwitz-thompson esimator



١١ مستقیم حوزه ای برآورد روش
ولتر ،(١٩٧٧) کوکران به واریانس برآورد جزئیات برای می شود. گفته نااریب طرح  اصطلاح
Ŷ واریانس نامنفی نااریب برآوردگر که است داده نشان (١٩٧٩) رائو کنید. مراجعه (١٩٨۵)

است: زیر به صورت لزوما

v(Ŷ ) = v(y) = −Σj<kΣj,k∈swjk(s)bjbk(
yj
bj

− yk
bk

)٢ (۴ . ١)

وقتی که چنانند bj ناصفر ثابت های و می کنند صدق نااریبی شرط در wjk(s) وزن های آن در که
برای خاص حالت در مثال، برای می شود. صفر Ŷ واریانس باشد، yj ∝ bj jها همه ی به ازای
که wjk(s) = (πjk − πjπk)/(πjkπjπk) و bj = πj داریم نمونه ای، ثابت اندازه  طرح و w = ١/πj
که توام اند شمول  احتمال های πjk = Σs:(j,k)∈sP (s) کمیت های j < k = ١, ..., N به ازای آن در
واریانس مشهور برآوردگر به حالت این در (۴.١) واریانس برآوردگر هستند. مثبت می شود فرض
کافی حوزه ای برآوردگر آوردن به دست برای می شود. تبدیل (S-Y-G)٣١ سن‐ییتس‐گروندی

می کنیم تعریف ابتدا است،

y(ij) =


yj j ∈ Ui

٠ o.w

a(ij) =


١ j ∈ Ui

٠ o.w

بنابراین
مورد حوزه ی Ui آن در که Y (yi) =

∑
j∈U

aij =
∑
j∈U

١ = Ni و Y (yi) =
∑
j∈U

yij =
∑
j∈U

yi = Yi

است. آن اندازه ی Ni و نظر
به دست Ŷi = Ŷ (yi) =

∑
j∈swjyij =

∑
j∈si wjyj به صورت به                                راحتی حوزه ای برآوردگرهای

می آیند.
و تعمیم یافته رگرسیون برآوردگر نظیر برآوردگرها سایر مورد در بیشتر مطالعه ی برای

کنید. مراجعه (٢٠٠٣) رائو به نسبی برآوردگر
چند هر که است این دارد، وجود احتمالاتی) نمونه گیری (یا پایه طرح رویکرد به که انتقادی
شده استخراج s خاص     نمونه ی به تنها آن که به جای فرض اند، آزاد آن از حاصل استنباط های
استفاده برای نمونه گیری «بهینه» طرح یافتن دارند. اشاره مکرر نمونه گیری به کنند اشاره
توجه گذشته سال های طی ناحیه ها، بزرگ میانگین یا مجموع برای مستقیم برآوردگرهای در
طبقه ها، تعداد قبیل از طراحی مهم موضوع های به ویژه، است. کرده معطوف به خود را زیادی
است گرفته قرار دقیق بررسی مورد گزینش، احتمال های و نمونه، تخصیص طبقه ها، تشکیل

٣١San-yates-groendi variance esimator



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ١٢
مستقیم برآوردگر MSE است که «بهینه» طرحی کردن پیدا اینجا در هدف .(١٩٧٧ (کوکران،

سازد. می نیمم ثابت هزینه ای به توجه با را
حاصل به ندرت دیگر عامل های و عملیاتی محدودیت های به  واسطه ی عمل در هدف این
می رود. به کار باشد بهینه طرح به «نزدیک» که «بینابینی» طرحی نتیجه، در می شود.
آمارگیری داده های در کاربست ها، و ناحیه ها همه ی برای برنامه ریزی و پیش بینی عمل، در
است، شده  مشخص طراحی مرحله ی در آنچه از بیش همیشه «مشتری زیرا نیست، میسر
کوچک آمارهای رشد به رو تقاضای به توجه با نتیجه، در .(١٩٧٣ (فولر، خواست» خواهد
همچنین بود. خواهند لازم عمل در همیشه غیرمستقیم برآوردگرهای اعتماد، قابل ناحیه ای
به ویژه دارند، ناحیه ای کوچک برآورد روش  بر تاثیری که نمونه گیری طراحی از موضوع هایی
که کرد بررسی می توان نیز را مقیاس بزرگ نمونه ای آمارگیری های طراحی و برنامه ریزی در
آمارگیری ها، تلفیق نمونه، تخصیص طبقه بندی، خوشه بندی، می نیمم سازی از: عبارت اند

مکرر. آمارگیری و دوگانه چارچوب با آمارگیری
عمل در اما دارند، کاربرد اعتماد قابل برآوردگرهای آوردن به دست برای روش ها این هرچند
برای کافی دقت با برآوردگرهای آوردن به دست در کمکی باشد کم نمونه اندازه ی که هنگامی
مارکر ،(١٩٩۴) همکاران و سینگ به روش ها این مطالعه ی برای نمی کنند. ناحیه ها کوچک

کنید. مراجعه (٢٠٠٣) رائو و (٢٠٠١)

غیرمستقیم حوزه ای برآورد روش های ۶ . ١
خطاهای باشد شده بهینه نمونه به  طورکلی یا باشد بزرگ کافی به قدر نمونه اندازه ی که زمانی
مستقیم برآوردهای ناحیه ای، کوچک برآورد ساختار در اما بود. خواهند قبول قابل استاندارد
استانداردی خطاهای به منجر است، کوچک  قبولی قابل غیر به طور نمونه ها اندازه اینکه به دلیل
ناحیه ها برخی برای است ممکن اوقات گاهی حتی بزرگ اند؛ قبولی غیرقابل به طور که می شوند
با که غیرمستقیم برآوردگرهای از است لازم همچنین باشد. نشده انتخاب نمونه ای هیچ
خطای که چرا شود استفاده نیز می شوند ساخته کمکی اطلاعات و مدل ها از بهره گیری
ضمنی پیوندی مدل های بر مبتنی غیرمستقیم حوزه ای برآوردگرهای می یابد. کاهش استاندارد
برآوردگرهای هم گذاشتی، برآوردگرهای از: عبارت اند که گویند، سنتی نامستقیم برآوردگرهای را
حاضر غیرمستقیم برآوردگرهای این که به توجه با جیمز‐استاین٣٢. برآوردگرهای و ترکیبی
و ثبتی داده های از تنها (٢٠٠٣ (رائو، شناختی جمعیت غیرمستقیم برآوردگرهای برخلاف
داده های بر مبتنی زیادی حد تا نیست، بین در نمونه گیری و می کنند استفاده سرشماری

هستند. جامعه از کمکی داده های با ترکیب در نمونه ای آمارگیری
٣٢ James-stein estimator



١٣ کوچک ناحیه ای برآورد در استنباطی دیدگاه های

کوچک ناحیه ای برآورد در استنباطی دیدگاه های ١ . ٧
کلاسیک دیدگاه دیدگاه ها، این از یکی دارد، وجود دیدگاه نوع دو معمولا استنباطی دیدگاه در
هدف اما می باشد، نامعلوم ولی ثابت مقدار پارامتر کلاسیک دیدگاه در است. بیزی دیگری و
دیدگاه در اما است. تکرارپذیری اصل اساس بر استنباطی روش های رفتار ارزیابی روش این در
است. پیشین توزیع به معروف که می باشد احتمالی توزیع یک از تحققی پارامتر، مقدار بیزی
که است استنباطی روش های در موجود قطعیت عدم ارزیابی رویکرد این در هدف طرفی از
رایانه حیطه در که پیشرفت هایی به توجه با رو این از می یابد. تحقق پسین توزیع توسط
برازش کلاسیک دیدگاه در اما نیست، سختی کار دیدگاه دو در مدل برازش است آمده بوجود
نااریب پیشگوی بهترین روش از کوچک، نواحی برآورد در تصادفی، اثرات با رگرسیونی مدل
رویکرد این اما .(٢٠٠۶ لاهیری، و جیانگ ١٩٩١؛ (رابینسون، می باشد میسر تجربی خطی
روش٣٣ در آن آوردن به دست باشد غیرنرمال هدف متغیر اگر زیرا بود نخواهد عملی همیشه
دیدگاه روش این مشکلات به توجه با .(١٩٩٨ همکاران، و (گوش بود نخواهد عملی EBLUP

وجود دلیل به کوچک نواحی مدل های محاسبه روش این در که چرا می کند پیدا اهمیت بیزی
بود. خواهد محاسبه قابل MCMC الگوریتم

نمونه گیری بر مبتنی روش های ١ . ٨
استفاده مورد بیزی استنباط برای می باشد زیر صورت سه به که نمونه گیری بر مبتنی روش های

می گیرد. قرار

MCMC مارکوفی زنجیره کارلوی مونت ١ . ٨ . ١
برای درستنمایی تابع در موجود پیچیده انتگرال های دلیل به که معمول روش های از یکی
به پسین توزیع از شبیه سازی که چرا است، MCMC می رود کار به پسین توزیع تحلیلی تعیین
روش نام به مقاله ای انتشار با ١٩۴٩ سال در روش این بود. خواهد آسان تر روش این کمک
نظری پایه های شد. شناخته یولام و نیمن نام های به آمریکایی ریاضیدان دو توسط کارلو مونت
اوقات گاهی بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن در و بود شده شناخته قبل ها مدت از روش این
حل است، کارلو مونت روش همان که تصادفی کمیت های شبیه سازی کمک با را آماری مسائل
بودن کننده خسته دلیل به روش این از الکترونیکی رایانه های اختراع از پیش تا اما می کردند.
روش از استفاده شروع می توان بنابراین نمی شد. استفاده زیاد تصادفی کمیت های شبیه سازی
الکترونیکی رایانه های اختراع با همزمان عمومی، عددی تکنیک یک عنوان به را کارلو مونت

است. شده گرفته موناکو در واقع کارلو مونت شهر از کارلو مونت نام دانست.
٣٣Estimator best linear unbiased Predictor



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ١۴
و ناپذیر٣۵، تقلیل زنجیری مکرر٣۴، الگوریتم یک اساس بر MCMC روش های کلی، به طور
گونه ای به می شود، تولید نظر مورد پارامترهای از دنباله ای از نیز و است شده ساخته نادوره ای
نمونه یک الگوریتم مراحل متوالی تکرار با واقع در است. پسین توزیع همان آن مانای توزیع که
از قبل مارکوف زنجیر تکرارهای آغازین دنباله می شود. تولید پسین توزیع از مارکوفی وابسته
عنوان به می توان را دوره این از بعد مشاهدات می شود. نامیده داغیدن دوره همگرایی، زمان
به اساسی مساله ای زنجیر همگرایی MCMC روش های در دانست. پسین توزیع از مشاهداتی
متروپولیس‐هستینگز٣٧ و ٣۶ گیبز الگوریتم های روش ها این مهم ترین جمله از می رود. شمار
پارامترهای پسین توزیع آوردن به دست (١.٧)برای مدل بیز، قضیه ی از به کارگیری با است.

می شود. استفاده کوچک ناحیه ی
f(µ,λ|y) = f(y,µ|λ)f(λ)/f١(y),

f١(y) =
∫
f(y,µ|λ)f(λ)dµdλ

f(µ|y) =
∫
f(µ|y,λ)dλ =

∫
f(µ|y,λ)f(λ|y)dy

(۵ . ١)

شامل E[h(µ|y)] مانند مربوط پسینی کمیت های و f(µ|y) ارزیابی بالا مدل بنابر پس
به نسبت تنها تحلیلی به طور انتگرال گیری اجرای اغلب اما است. بعدی چند انتگرال گیری های
انتگرال گیری شامل تنها شده یافته کاهش مسئله ی اگر است. میسر y و µمولفه های از برخی
کمیت های تا شود گرفته به کار می تواند مستقیم عددی انتگرال گیری باشد، بعدی دو یا یک
انتگرال های که می آید لازم پیچیده، مسئله های برای اما شوند. آورده به دست مطلوب پسینی
MCMC مارکوفی زنجیر شده ی ابداع تازه روش های می رسد به نظر شوند. ارزیابی زیاد بعد با
مونت مارکف زنجیره ی روش های کند. برطرف را محاسباتی مشکلات زیادی حد تا می تواند
پسین توزیع های شبیه سازی برای که محاسباتی الگوریتم های انواع شامل MCMC کارلویی
پیچیده، مدل های مطالعه هنگام .(١٩٩۶ همکاران، و (گیلکس می روند به کار بیزی مدل در
از نمونه هایی روش این است. بیزی برآوردگرهای پسین، توزیع از نمونه برداری روش تنها
کمیت های تقریب برای را شده شبیه سازی نمونه های سپس و می کند، تولید پسینی توزیع
نرم افزاری بسته های از کارایی و همگرایی تشخیص برای می توان می برد. به کار مطلوب پسینی

.(١٩٩۶ همکاران، و (گیلکس کرد استفاده MCMC روش CODA و ٣٨BUGS
ناحیه ای کوچک پارامترهای بردار η = (µT ,λT )T کنید فرض شده بیان مطالب به توجه با
مدل در f١(y) پیگیری غیرقابل مخرج به دلیل کلی، به طور باشد. λ مدل پارامترهای و µ
با MCMC روش نیست. میسر f(µ, λ|y) توام پسین از مستقل نمونه های استخراج ،(١.٧)

٣۴Iterative
٣۵Irreducibility
٣۶ Gibbs
٣٧ Metropolis-hastings
٣٨Bayesian inference using gibbs sampling



١۵ نمونه گیری بر مبتنی روش های
(یا مانا توزیع به η(k) توزیع که به گونه ای {η(k), k = ٠, ١,٢, ...} مارکوفی زنجیر یک تشکیل
با را توزیع این و می کند؛ پرهیز مشکل این از شود، همگرا f(η|y) با برابر یکتا (٣٩ ناوردای
می توانید d مانند بزرگ کافی به قدر «تطبیق» دوره ی یک از بعد بنابراین، می دهند. نشان π(η)
هدف توزیع از مستقل نمونه ی D همانند ، η(٠) شروع نقطه ی از صرف نظر را، η(d+D)...η(d+١)

کنید. f(η|y) تلقی
(یا گامی یک انتقال احتمال کردن مشخص به نیاز مارکوفی، زنجیر یک ساختن برای
یعنی، باشد. وابسته η(k) زنجیر جاری «وضعیت» به تنها که دارید P (η(k+١)|η(k) هسته ی)
نیست. وابسته {η(٠), ...,η(k+١)} زنجیر «سابقه ی» به η(k), ...,η(٠) شرط به η(k+١) شرطی توزیع

کند: صدق مانایی شرط در باید انتقال ∫هسته ی
π(η(k)P (η(k+١)|η(k))dη(k) = π(η(k+١)) (۶ . ١)

خواهد π(.) توزیع از نیز η(k+١) باشد، π(.) توزیع از η(k) اگر که می دهد نشان (۶ . ١) معادله ی
بود: خواهد برقرار مانایی باشد، «برگشت پذیر» زنجیر اگر بنابراین بود.

π(η(k))P (η(k+١)|η(k))dη(k) = π(η(k+١)) (١ . ٧)
P (.|.) با شده ایجاد زنجیر مانای توزیع که می دهد را اطمینان این (١ . ٧) رابطه ی درستی
η(٠) شرط به η(k) توزیع که شود حاصل اطمینان این است لازم همچنین می باشد. π(.) همان
برای می شود. همگرا π(η(k)) به ،η(٠) از صرف نظر شود، می داده نشان P (k)(η(k)|η(٠)) با که
نافروکاستنی باشد. «نادوره ای» و « «نافروکاستنی۴٠ زنجیر است لازم شرط، این شدن برآورده
هر به سرانجام مثبت احتمال با η(٠) شروع نقطه های همه ی از زنجیر که می باشد معنی بدین
که است معنی این به بودن نادوره ای رسید. خواهد وضعیت فضای در غیرتهی مجموعه ی
زنجیر یک مورد در نوسان می کند. دوره ای گونه ای به و نیست مجاز مجموعه ها بین زنجیر

D −→ ∞ که هنگامی می کند: صدق زیر ارگودیک۴١ قضیه ی نادوره ای، و فروکاستنی

h̄D =
١
D

d+D∑
k=d+١

h(η(k))
p−→ E[h(η|y)] (١ . ٨)

بزرگ اندازه ی به ازای صورت، بدین می دهد. نشان را احتمال در همگرایی p−→ آن در که
اما آورید. به دست کافی دقت با را E[h(η|y)] از h̄D برآوردگر بتوانید است، ممکن D از
شده ی شبیه سازی نمونه های بین وابستگی به دلیل h̄D کارلویی مونت استاندارد خطای یافتن

نیست. آسان η(d+D), ...,η(d+١)
(١٩٨٧) وانگ و تانر توسط که مارکف زنجیره از مثالی با می توان را MCMC روش های عملا،
کنید. استفاده X = (z,y) از پسین توزیع در که کنید فرض داد. نشان کرده اند، مطرح

٣٩Invariance
۴٠irreducible
۴١Ergodic
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مشتق گیری کرد: زیر همانند می توان را y و z حاشیه ای پسین چگالی های

p(z) =

∫
p(z|y)p(y)dy

و
p(y) =

∫
p(y|z)p(z)dz

رویکرد از و است. کردن حل به نیاز p(z) برای و می باشد مشخص p(y|z) و p(z|y) بنابراین
برآورد را p(z) و کرد شروع p٠(z) از می توان بنابراین می کنند، استفاده نمونه گیری بر مبتنی

.Y(١) ∼ p(y|z(٠)) داد نشان می توان همین طور و نوشت. را Z(٠) ∼ p٠(z) نهایت در و کرد
با است برابر Y(١) حاشیه ای توزیع

p١(y) =
∫
p(y|z)p٠(z)dz

می دهند: نشان زیر حاشیه ای توزیع با را Z(١) ∼ p(z|y(١)) بعد مرحله ی در
p١(z) =

∫
p(z|y)p١(y)dy

=

∫
p(z|y)

∫
p(y|ź)p٠(ź)dźdy

=

∫
(

∫
p(z|y)p(y|ź)dyp٠(ź)dź

=

∫
h(z, ź)p٠(ź)dź = Ih(p٠(z))

،(Z(i),Y(i)) جفت کافی تعداد به کنند، تکرار را فرآیند این اگر که دادند نشان (١٩٨٧) وانگ و تانر
هستند، همراه p(y) و p(z) حاشیه ای توزیع با نیز و p(z,y) به همگرا که Z(i),Y(i) دنباله ی
نمونه یک از می توان را {Z(i)} ،i بزرگ بسندگی برای دیگر به عبارت می شود. به دست   آورده
حاشیه ای توزیع با نمونه یک از می توان نیز را {Y(i)} و گرفت درنظر p(z) حاشیه ای توزیع در

کرد. فرض p(y)
شده ایجاد نمونه های از قبل سوختن دوره یک به نیاز و است تکراری الگوریتم بنابراین،
MCMC خروجی که هنگامی است. گرفته شکل حاشیه ای تراکم از کرد فرض می توان و دارد
نمونه هایی به توجه با و نمود محاسبه را نظر مورد پسین مقادیر می توان تولید کند، مدل یک
توزیع از نمونه هایی عنوان به می توان را آن ها می آیند، به دست پارامترها بردار جز هر برای که
تابع یک برآورد آوردن به دست برای روش ساده ترین گرفت. درنظر مربوط حاشیه ای پسین
و می باشد امکان پذیر ارگودیک میانگین طریق از (ϕ = f(θi) مثال، (برای خاص پارامتر از

است: زیر به صورت
ϕ̂ = f̂(θi) =

١
D

d+D∑
k=d+١

ϕ(k),



١٧ نمونه گیری بر مبتنی روش های
نمونه اندازه ی D می شود. استفاده همگرایی آوردن به دست برای و سوختن دوره ی طول d

با می باشد. θi برای MCMC نمونه ی در kام زنجیره ی از θ(k)(i) با ϕ(k) = f(θ
(k)
(i) ) و باقی مانده

نمود: محاسبه زیر رابطه ی طبق می توان را پسین واریانس برآوردگرها، دقت برآورد به توجه

ˆV ar(ϕ|y) = ١
D − ١

d+D∑
k=d+١

(ϕ(k) − ϕ̂)٢.

شناخته شده پارامترها تمامی و y داده ی شرط به ϕ شرطی امیدریاضی برای ریاضی صورت اگر
:(١٩٩١ اسمیت، و (گلفند کرد استفاده ولز۴٢ رائو‐بلک یافته بهبود برآوردگر از می توان باشد،

ϕ(RB) =
١
D

d+D∑
k=d+١

E(ϕ|y, ξ(k)),

می شود: محاسبه زیر همانند پسین واریانس است. ξ|y از حاشیه ای پسین توزیع {ξ(k)} که

˜V ar(ϕ|y) = ١
D

d+D∑
k=d+١

V ar(ϕ|y, ξ(k)) + ١
D − ١(

d+D∑
k=d+١

V ar(ϕ|y, ξ(k) − ϕ(RB))٢.

(i.i.d) یکسان و مستقل تقریبا شده تولید نمونه مقادیر اگر بود، خواهد معتبر فوق رابطه ی
شده بیش پراکنش اولیه نقاط با موازی زنجیره ی چندین اغلب کاربردی، برنامه های در باشند.

بود. خواهد اجرا قابل
می توان را ارگودیک معادلات هنگام این در باشد، اجرا قابل Lموازی زنجیره های کنید فرض

داد: تغییر زیر به صورت
ϕ̂ =

١
D

L∑
l=١

d+D∑
kl=d+١

ϕ(kl)

زنجیرها همه برای می شود Dفرض و d) باقی مانده نمونه ی Dاندازه ی و سوختن دوره ی طول d

برای (MCMC) نمونه از (k١)ام زنجیره ی در θ(k١)
i داشتن با ϕ(k١) = f(θ

(k١)
i ) و باشد)؛ یکسان

شود: برآورده زیر به صورت می تواند ϕ پسین واریانس می باشد. lام زنجیره ی در θi
ˆV ar(ϕ|y) = D − ١

D
W +

١
D
B

این رو از
l زنجیره ی در میانگین مقادیر ‐ ϕ̄l =

١
D

∑d+D
kl=d+١ϕ(kl)•

زنجیرها تمام میان در هدف میانگین ‐ ϕ̄ = ١
L

∑L
l=١ ϕ̄l•

زنجیره ای درون واریانس ‐ W =
١

L(D − ١)
∑L

l=١
∑d+D

kl=d+١(ϕ(kl) − ϕ̄l)
٢•

زنجیره ای. بین واریانس ‐ B =
D

L− ١
∑L

l=١(ϕ̄l − ϕ̄)٢•
۴٢Rao black well
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گیبز نمونه گیر ١ . ٨ . ٢
به اشاره و شده است نامگذاری گیبز، ویلارد جوسی فیزیکدان نام افتخار به گیبز نمونه برداری
توسط شده، داده شرح الگوریتم دارد. آماری فیزیک و برداری نمونه الگوریتم بین مقایسه یک
شد. تشریح گیبز مرگ از پس دهه هشت یعنی ،١٩٨۴ سال در گمن دونالد و استوارت برادران
متروپلیس‐ هستینگز الگوریتم این از خاص حالت یک اولیه، تجسم در گیبز نمونه برداری
متغیره، چند توزیع یک برای که، است این دارد وجود گیبز نمونه برداری در که نکته ای است.
بر انتگرال گیری با که حاشیه ای، توزیع محاسبه از است ساده تر شرطی توزیع از نمونه برداری

می آید. به دست توام توزیع روی
بر که است الگوریتمی آماری، مطالعات در گیبز نمونه بردار یا گیبز نمونه برداری از منظور
تولید در الگوریتم این کاربرد شده است. طراحی کارلو مونت مارکوف زنجیره تئوری مبنای
به آن از نمونه تولید که است متغیره چند احتمالاتی توزیع تابع یک از مشاهدات از دنباله ای
برای (مثلا هم زمان توزیع تخمین برای می توان را دنباله این است. دشوار مستقیم صورت
متغیرهای از مجموعه ای زیر یا یک روی بر حاشیه ای توزیع تخمین توزیع)، هیستوگرام تولید
امید (مانند انتگرال یک محاسبه برای یا پنهان)، متغیرهای یا پنهان پارامتر (مانند توزیع
مقدار که هستند مشاهدات به وابسته متغیرها از برخی اغلب نمود. استفاده متغیرها) ریاضی

نیست. آن ها برای نمونه برداری به نیازی بنابراین و است مشخص آن ها
بیزی استنباط در به ویژه و آماری استنباط برای ابزاری عنوان به معمولا گیبز نمونه برداری
تصادفی اعداد از استفاده با که جهت آن (از تصادفی الگوریتم یک روش این می شود. استفاده
باشد. آماری استنباط در قطعی الگوریتم های برای جایگزینی می تواند که می کند) تولید نمونه
از را مارکوفی زنجیره کارلو، مونت مارکوف زنجیره الگوریتم های دیگر مانند گیبز نمونه برداری
اگر بنابراین است؛ نزدیک نمونه های به وابسته نمونه هر به طوری که می کند، تولید نمونه ها
با اغلب کار این پذیرد، انجام محتاطانه نمونه برداری باید است، نظر مورد مستقل نمونه های
زنجیره nام مقدار تنها شکل، بدین می شود، انجام شده حاصل نمونه های زنجیرۀ نازک    سازی
سوخته) (تکرارهای زنجیره ابتدای نمونه های این، بر علاوه می شود. انتخاب ١٠٠ام مثلا

بود. نخواهند نظر مورد توزیع برای خوبی نمایانگر احتمالا
هسته با MCMC الگوریتم یک گبیز نمونه گیری که گفت می توان بالا مطالب به توجه با

است. شده ساخته کامل شرطی توزیع های کمک به که است وضعیت تغییر
می کنند. افراز η١, ...,ηr مناسب بلوک هایی به را η بردار ،η(k) نمونه های تولید برای بنابراین
دیگر بلوک های که صورتی در باشند داشته عنصر یک تنها است ممکن بلوک ها از برخی
با ناحیه سطح در پایه ای مدل مثال، برای باشند. عنصر یک از بیش شامل است ممکن
به صورت می توان را η حالت این در بگیرید. نظر در را λ = (βT , σ٢

v )
T و µ = (θ١, ..., θm)T = θ

مجموعه  ی به ما کرد. افراز (r = m + ٢ (برای ηm+٢ = σ٢
v ،ηm+١ = θ١, ..., η٢ = θ١ ،η١ = β



١٩ نمونه گیری بر مبتنی روش های
داریم: نیاز زیر گیبزی شرطی توزیع های

f(η١|η٢, ...,ηr,y), f(ηr|η١, ...,ηr−١,y), ..., f(η٢|η١,η٣, ...,ηr,y).

به طوری ،P (.|.) انتقالی هسته ی یک ساختن برای شرطی توزیع های این از گیبزی نمونه گیر
از نتیجه این می  شود. استفاده باشد، π(η) = f(η|y) حاصل مارکوفی زنجیر مانای توزیع  که
یکتا به طور گیبزی شرطی توزیع های مجموعه ی به وسیله ی f(η|y) که می آید بر واقعیت این

می شود. تعیین
وارونه گامای یا نرمال مانند مثلا بسته و استاندارد صورتی دارای شرطی توزیع یک اگر
این صورت، غیر در شوند. تولید شرطی توزیع آن از مستقیما می توانند نمونه ها آن گاه باشد،
شوند گرفته به کار می توانند متروپلیس‐هستینگز ردی نمونه گیری مانند بدیل الگوریتم های
حالت هایی برای را M-H به کارگیری مولفان برخی شوند. تولید شرطی توزیع از نمونه هایی تا
به کار بسته صورت بدون حالت های برای تنها M-H اگر می کنند. پیشنهاد نیز بسته به صورت
مراحل شامل گیبزی نمونه گیری الگوریتم گویند. گیبزی درون M-H را الگوریتم آن گاه رود،

است: زیر
قرار کنید؛ انتخاب را η(٠)r , ...,η

(٠)
١ مولفه های با η(٠) شروع نقطه ی یک اول. مرحله ی •

به عنوان λ مدل پارامترهای یا µ (EB)           ی بیزتجربی برآوردهای از می توان مثلا، .k = ٠ دهید
باشند. دلخواه می توانند شروع نقطه های اما کرد. استفاده شروع مقدارهای

کنید: تولید زیر شرح به را η(k+١) = (η
(k+١)
١ , ...,η

(k+١)
r ) بردار دوم. مرحله •

f(η٢|η(k+١)
١ ,η

(k)

٣ , ...,η
(k)
r ,y), ..., از را η(k+١)

٢ مولفه ی ،f(η١|η(k)٢ , ...,η
(k)
r ,y) از را η(k+١)

١ مولفه ی
کنید. استخراج f(ηr|η(k+١)

١ , ...,η
(k+١)
r−١ ,y) از را η(k+١)

r و
بروید. اول مرحله ی به و k = k + ١ دهید قرار سوم. •مرحله ی

به وسیله ی که {η(k)} دنباله ی می دهند. تشکیل را k هر برای چرخه یک سوم و دوم مراحل
کنید توجه است؛ π(η) = f(η|y) مانای توزیع با مارکوفی زنجیر یک شده تولید گیبز نمونه گیر
گلفند، و (اسمیت است گیبز شرطی توزیع r حاصل ضرب برابر گامی تک انتقالی هسته ی که

.(١٩٩٠

گیبزی درون متروپلیس‐هستینگز الگوریتم ١ . ٨ . ٣
هستینگز و (١٩۵٣) سال در همکاران و متروپلیس توسط متروپلیس‐هستینگز الگوریتم
تابع از استفاده با نظر، مورد متغیرهای از یک هر برای M-H الگوریتم شد. معرفی (١٩٧٠)
شبیه سازی احتمال توزیع از را نمونه ها (مستقل)، شده پیشنهاد توزیع های و کامل توام چگالی

می کند.
ترتیب است. دشوار مستقیم نمونه گیری که می رود کار به مواردی در خاصا روش این
محاسبه برای یا هیستوگرام) یک (تولید توزیع تقریب گیری برای می توان را آمده دست به



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ٢٠
کارلویی مونت زنجیره الگوریتم های سایر و متروپلیس‐هستینگز کرد. استفاده انتگرال یک
این همگرایی می شوند. استفاده زیاد، ابعاد در بعدی چند توزیع های از نمونه گیری برای معمولا
انعطاف پذیری M-H الگوریتم اما می باشد. کندتر و منظم تر گیبز نمونه گیر به نسبت الگوریتم
می توان M-H الگوریتم مشکلات از و می آورد. به دست پیشنهادی چگالی انتخاب طریق از را لازم

دانست. محاسبات طولانی زمان و زنجیر همگرایی تشخیص
استاندارد خانواده های به متعلق بسته صورت هایی گیبزی شرطی توزیع های همه ی اگر حال
شرطی توزیع اگر است. راست سر شرطی توزیع های از نمونه ها تولید آن گاه باشند، داشته
روش چند شرطی توزیع آن از نمونه ها تولید برای صورت این در باشد، نداشته بسته صورتی
متغیره تک کاو لگ نوع از شرطی توزیع های برای را ردی نمونه گیری به ویژه، دارند. وجود
و (متروپلیس داشت خواهیم را گیبزی درون M-H کلی تر به طور و (١٩٩٢ وایلد، و (گیلکز

.(١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛ همکاران،
چرخه ی از اول استخراج (i−١) تکمیل از پس گیبزی شرطی توزیع f(η|ηk−i,y) کنید فرض
ηk−i = {ηk+١١ , ...,ηk+١

i−١ ,ηki+١, ...,ηkr} آن در که دهد، نشان را گیبزی نمونه گیری k)ام + ١)
است. زیر مراحل شامل f(ηi|η

(k)
−i ,y) از η(k+١)

i نمونه ی یک تولید برای M-H الگوریتم
qi(ηi|η

(k)
i ,η

(k)
−i ) مانند پیشنهادی چگالی یک با را f(ηi|η(k)−i ,y) توزیع اول. ی •مرحله

چگالی بزنید. تقریب تی استودیت، یا نرمال توزیع قبیل از است آسان آن از نمونه گیری که
باشد. وابسته {η(k)i ,η

(k)
−i } جاری مقدارهای به است ممکن پیشنهادی

یکنواخت توزیع از را u و نامزد چگالی از η∗i مانند «نامزدی» ηi برای دوم. •مرحله ی
کنید. تولید (٠, ١)

،η(k+١)
i = η

(k)
i وگرنه η(k+١)

i = η∗i دهید قرار u ≤ a(η
(k)
−i ,η

(k)
i ,η∗i ) اگر سوم. •مرحله ی

می شود: تعریف زیر رابطه ی با a(η(k)−i ,η
(k)
i ,η∗i ) پذیرش احتمال آن در که

a(η
(k)
−i ,η

(k)
i ,η∗i ) = min{

f(η∗i |η
(k)
i ,y)qi(η

(k)
i |η∗i ,η

(k)
−i )

f(η
(k)
i |η(k)−i ,y)qi(η

∗
i |η

(k)
i ,η

(k)
−i )

, ١} (١ . ٩)
که است لازم پس دارد، بستگی f(η∗i |.)/f(η(k)i |.) نسبت به (١ . ٩) پذیرش احتمال که کنید دقت
حذف مخرج و صورت از (١ . ٩) در نرمال گر ثابت یعنی بدانید، تناسب ثابت حد تا تنها را f(ηi|.)
qi(η

(k)
i |η∗i , .) = باشیم داشته یعنی باشد، متقارن پیشنهادی چگالی اگر همچنین می شود.

.(١٩۵٣ همکاران، و (متروپلیس می کاهد فرو زیر مقدار به پذیرش احتمال آن گاه ،qi(η∗i |η(k)i , .)

a(η
(k)
−i ,η

(k)
i ,η∗i ) = min{

f(η∗i |η
(k)
−i ,y)

f(η
(k)
i |η(k)−i ,y)

, ١} (١ . ١٠)
احتمال و ،qi(ηi|η(k)i ,η

(k)
−i ) = f(ηi|η

(k)
−i ,y) به ازای M-H از خاص حالتی گیبزی نمونه گیر

برای می شود. پذیرفته خودبه خود η∗ گیبزی نامزد که به طوری است ١ برابر متناظر پذیرش
شده اند. پیشنهاد M-H از مختلف صورت چند ،MCMC نمونه گیری همگرایی به بخشیدن بهبود

کنید. مراجعه (١٩۵٣) همکاران، و متروپلیس به می توانید بیشتر مطالعه برای
 



٢١ فضایی آمار بر مقدمه ای

فضایی آمار بر مقدمه ای ١ . ٩
مستقل به هم نسبت که داشت خواهیم کار و سر مشاهداتی با محیطی مطالعات در اوقات گاهی
فضای در مشاهدات گرفتن قرار مکان و موقعیت از ناشی آن ها بین همبستگی و نمی باشند،
(کرسی، گویند فضایی۴٣ داده های مشاهدات از نوع این به بنابراین می باشد، بررسی مورد
چنین تحلیل برای آماری روش های آن ها بین فضایی۴۴ همبستگی وجود دلیل به .(١٩٩٣
داده ها همبستگی ساختار است لازم منظور، به همین و نمی باشند به کارگیری قابل داده هایی
سه به موقعیت ها، انواع به توجه با می توان را فضایی داده های برد. به کار تحلیل شان در را

کرد: تقسیم زیر گروه
ناحیه ای در مشخص و ثابت موقعیت های در داده ها از نوع این آماری: زمین داده های
باشد. پیوسته یا گسسته بررسی مورد متغیر که است ممکن حال شوند. می مشاهده پیوسته
از نوعی یا و معدن یک در فیروزه سنگ های میزان نشان دهنده ی ١ . ٢ شکل مثال، به عنوان
هدف گویند. ۴۵ آماری زمین داده های آن ها به پس، است، جنگلی محدوده ی یک در که گیاه

است. مشاهده نشده مکان های در پاسخ پیش گویی داده ها، نوع این تحلیل از

هندوستان کشور در فیروزه سنگ های محل نقشه :١ . ٢ شکل

بین یعنی هستند ناحیه ای مکان های به مرتبط داده ها از نوع این مشبکه ای: داده های
حالت دو به است ممکن مکان ها این ندارد. وجود دیگری مکان شده مشاهده مکان های
نامنظم شبکه ی یک روی بر مشبکه ای۴۶ داده های عمل در معمولا باشند. نامنظم و منظم
بیمه افراد تعداد مثلا، منطقه ای. مرزهای دیگر یا استان ها از مجموعه ای مشابه ی دارند، جای
استان هر اقتصادی رشد نرخ یا و باشد نامنظم می تواند گیلان استان مناطق تمام در شده

۴٣Spatial data
۴۴Spatial correlation
۴۵Geostatistical data
۴۶Lattice data



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ٢٢
تعریف پیوسته و گسسته به صورت داده ها از نوع این می باشد. مشبکه ای داده های از مثال هایی
احتمالاتی مدل بندی مشبکه ای، فضایی داده های تحلیل از هدف معمول به طور شده اند.
خطوط ١ . ٣ شکل همانند می شود. استفاده الگو این از پایان نامه این در که است، مشاهدات

می دهد. نشان را گیلان استان بیمه مراکز نقشه در رنگ آبی

گیلان استان در شده بیمه افراد محل نمودار :١ . ٣ شکل
تصادفی متغیری خود شده مشاهده موقعیت یا مکان حالت این در نقطه ای: الگو داده های
یک آن ها در که ناحیه اند یک در مکان ها از متناهی تعدادی شامل نقطه ای۴٧ الگوهای است.
کامل به طور دسته سه به نقطه ای الگوهای معمول به طور می شود. اندازه گیری خاص صفت
،۴ . ١ شکل در مثال، برای می شوند. تقسیم خوشه ای۵٠ و منظم۴٩ ، CSR۴فضایی٨ تصادفی
می دهد، نشان را زلزله مراکز موقعیت یا جنگلی ناحیه ی یک در را درختان از گونه ای موقعیت

می روند. به شمار نقطه ای الگو داده های از نوع این جز که

کشور سطح در زلزله نقاط نمودار :۴ . ١ شکل

۴٧Point data
۴٨Complete spatial randomness
۴٩Regular
۵٠Cluster



٢٣ فضایی آمار بر مقدمه ای

فضایی وابستگی ساختار بندی مدل ١ . ٩ . ١
فضایی آمار در شود. گرفته نظر در آماری مدل یک است لازم فضایی داده های تحلیل برای
می   شود. گرفته نظر در فضایی داده های آماری مدل به  عنوان تصادفی میدان یک معمول به طور

تصادفی) (میدان .١ . ٩ . ١ تعریف
مجموعه آن در که است، {Z(s); sϵD} مانند تصادفی متغیرهای از مجموعه ای تصادفی میدان
خواهیم پس است. Rd از ،d ≥ ١ بعدی، d اقلیدسی فضای از مجموعه زیر یک D اندیس  گذار

داشت:
تصادفی) میدان کوواریانس و واریانس میانگین، (توابع .١ . ٩ . ٢ تعریف

s٢ و s١ موقعیت های در کوواریانس و s موقعیت در میانگین Z(.) تصادفی میدان مورد در
: زیر به صورت به ترتیب

µ(s) = E[Z(s)], sϵD

C(s١, s٢) = Cov[Z(s١), Z(s٢)] =

E[(Z(s١)− µ(s١))(Z(s٢)− µ(s٢))], s١, s٢ϵD

به صورت s مکان در Z(.) تصادفی میدان واریانس ،s = s٢, s = s١ برای می شوند. تعریف
V ar[Z(s)] = E[Z(s)− µ(s)]٢ = C(s, s)

به صورت می توان را Z(.) تصادفی میدان هر می شود. حاصل
Z(s) = µ(s) + δ(s), sϵD

تغییرات یا خطا فرایند ،δ(.) و روند یا بزرگ مقیاس تغییرات µ(s) آن در که کرد، تجزیه
ناشی است ممکن کوچک مقیاس تغییرات می شوند. نامیده تصادفی میدان کوچک مقیاس
بزرگ مقیاس تغییرات و باشد مشاهده موقعیت درون در تغییرپذیری یا اندازه گیری خطای از
تحلیل معمول به طور باشند. شده مشاهده موقعیت های بین تغییرپذیری از ناشی است ممکن
تصادفی میدان ویژگی های برخی اما است، دشوار نمونه مشاهدات اساس بر فضایی داده های

شد. خواهند مساله ساده سازی موجب
هرگاه: گویند ذاتی۵١ مانای را Z(.) تصادفی میدان ذاتی). (مانای .١ . ٩ . ٣ تعریف

: که به طوری باشد، s از مستقل یا ثابت تصادفی۵٢ میدان میانگین .١
۵١Intrinsic stationary
۵٢Random field
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E(Z(s)) = µ, sϵD

s٢ و s١ موقعیت دو بین فاصله از تابعی تنها نیز (Z(s١)− Z(s٢)) عبارت به مربوط ٢.واریانس
می شود: داده نشان زیر به صورت را واریانس بنابراین باشد،

V ar(Z(s١)− Z(s٢)) = ٢γ(s١ − s٢), s١, s٢ϵD ⊂ Rd

یا دوم۵٣ مرتبه مانای را Z(.) تصادفی میدان ضعیف). یا دوم مرتبه (مانای .۴ . ١ . ٩ تعریف
هرگاه: نامند ۵۴ ضعیف

: دلیل همین به باشد. ثابت و s از مستقل Z(.) تصادفی میدان میانگین .١
E(Z(s)) = µ, sϵD ⊂ Rd

باشد s٢ و s١ موقعیت های از تابعی فاصله که صورتی در Z(s٢) و Z(s١) کوواریانس .٢
بنابراین،

Cov(Z(s١), Z(s٢)) = C(s١ − s٢), s١, s٢ϵD ⊂ Rd

مانایی از نوع این تحت که
V ar(Z(s), Z(s)) = Cov(Z(s), Z(s)) = C(٠) = σ٢

تغییرپذیری و داشت نخواهد بستگی فضایی موقعیت به تصادفی میدان فوق مطالب بنابر که
می باشد. یکسان همه جا در تصادفی میدان

تمامی برای که زمانی گویند، قوی مانای را Z(.) تصادفی میدان قوی). (مانای .۵ . ١ . ٩ تعریف
توأم توزیع مانند نیز Z(s١), ..., Z(sn) توأم توزیع ،h تاخیر و s١, ..., sn موقعیت های

Z(s١ + h), ..., Z(sn + h)

بنابراین باشد.
(Z(s١), ..., Z(sn)) D

== (Z(s١ + h), ..., Z(sn + h))

تغییر Z(s١), ..., Z(sn) توأم توزیع ،{h ϵ Rd} راستای در s١, ..., sn موقعیت های انتقال صورت در
کرد. نخواهد

برای کافی شرط قوی مانای که، گفت می توان فوق مطالب جمع بندی برای .١ . ٩ . ١ تذکر
مطالب عکس که بود خواهد ذاتی مانای برای کافی شرطی ضعیف مانای نیز و ضعیف مانای

داشت. نخواهد صحت فوق
۵٣Second
۵۴ stationary



٢۵ فضایی آمار بر مقدمه ای

مدل در فضایی همبستگی ساختار کردن وارد ١ . ٩ . ٢
داده های در ویژگی این که است ذاتی خاصیت یک فضایی همبستگی می دانید که طوری همان
همبستگی از نوع این گردد. لحاظ مطالعات در همبستگی این باید و دارد وجود ناحیه ای
عمل مثبت همبستگی این زمانی باشد. داشته وجود منفی و مثبت صورت دو به می تواند
نواحی که است منفی همبستگی این زمانی بالعکس و باشند هم مشابه نزدیک نواحی که می کند
که هنگامی مثبت، فضایی همبستگی در مثال، برای کنند. عمل غیرمشابه صورت به نزدیک
به متمایل مجاور، نواحی باشد، بزرگ نواحی در نظر مورد متغیر شده ی اندازه گیری مقدار
مقدار به متمایل مجاور نواحی برای مقدار این منفی همبستگی برای ولی می شوند بزرگ مقدار
رنگ نواحی که می دهیم نشان را همبستگی ها از نوع این ۵ . ١ شکل در بود. خواهد کوچک
گام اولین منفی. همبستگی یعنی حالت این به غیر نواحی و مثبت همبستگی یعنی شده زده

مثبت، فضایی راست)همبستگی سمت (شکل فضایی، همبستگی انواع :۵ . ١ شکل
منفی فضایی همبستگی چپ) سمت (شکل

از عمل این برای است، نواحی بین روابط کردن مشخص نواحی، بین فضایی مدل بندی برای
می گیرند. بهره همسایگی

را d ام مانند دلخواه، ناحیه ی خصوص در اطلاع بیشترین که نواحی مجموعه .۶ . ١ . ٩ تعریف
می دهند. نشان N(d) با را آن و می نامند d ناحیه ی همسایه های مجموعه دهد، ارائه

همسایگی ماتریس ١ . ٩ . ٣
به رویکردها این از یکی کرد. بیان نواحی داده های را همسایگی می توان مختلف به صورت های
دارند، قرار بررسی مورد ناحیه ی از مشخصی فاصله ی در که ناحیه هایی که است صورت این
در مقدار یک کردن مشخص با واقع در گرفت. نظر در ناحیه ی آن همسایه های به عنوان
همسایه ی به عنوان دارند، قرار آن از کمتر یا γ فاصله ی در که ناحیه هایی همه ی d آستانه ی
مشترک راس به صورت همسایگی از دیگری رویکرد می شود. گرفته نظر در بررسی مورد ناحیه ی
مورد ناحیه ی با مشترک راس دارای که ناحیه هایی همه ی یعنی، می شود. تعریف جغرافیایی
همسایگی همچنین می شوند. گرفته نظر در ناحیه آن همسایه های به عنوان هستند، نظر
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شهرهایی از دسته آن پس شود، تبیین نیز شهرها بین بیمه ای تبادلات به صورت می تواند
می شوند. گرفته نظر در d شهر همسایه  های به عنوان ارتباط اند در بیمه ای نظر از d شهر با که
برای که به طوری است، نیز جغرافیایی مشترک مرز به صورت ناحیه ای داده های برای همسایگی
به عنوان هستند، نظر مورد ناحیه ی با مشترک مرز دارای که ناحیه هایی خاص ناحیه ی هر
هر برای اول، مرتبه ی همسایگی از غیر به البته می باشد، ناحیه آن اول مرتبه ی همسایه ی
شکل١ . ۶). (همانند می شود تعریف نیز بالاتر مراتب و سوم دوم، مرتبه همسایگی خاص ناحیه ی
دادن نشان برای کافی است کردیم تعیین را نظر مورد ناحیه ی همسایه های اینکه از بعد حال

d ناحیه ی برای ٣ تا ١ مرتبه همسایگی :۶ . ١ شکل

اگر مثال، برای کنیم. استفاده یک و صفر اعضای با W همانند ماتریس یک از آن ها بین ارتباط
این صورت غیر ودر wdj = wjd = ١ بنابراین باشد، همسایه iام ناحیه ی با d نظر مورد ناحیه ی
دادن نشان برای شد. خواهد wdd = ٠ ، d ناحیه ی هر برای به علاوه، بود. خواهد صفر
ماتریس می گیریم). نظر در ناحیه سه برای را W) می دهیم ارائه را مثال یک شده گفته مطالب

است. شده داده نشان ١ . ٧ شکل طبق همسایگی

W =


٠ wij wik

wji ٠ wjk

wki wkj ٠

 =


٠ ١ ٠
١ ٠ ١
٠ ١ ٠





٢٧ فضایی آمار بر مقدمه ای

بررسی مورد نواحی :١ . ٧ شکل
یعنی، می باشند هم مجاور که نواحی بنابراین می نامند. همسایگی۵۵ ماتریس را فوق ماتریس
برای هم دیگری روش می شود. گرفته نظر در همسایه به عنوان باشند، داشته مشترک مرز

بود: خواهد زیر به صورت که گرفته اند به کار نظر مورد ناحیه ی کردن مشخص

w(dj) =


١ γdj < δ

٠ o.w.

نیست نیازی همیشه که کنید توجه است. jام همسایه ی و d ناحیه ی بین فاصله ی γdj که
بین فاصله ی منفی توانی تابع از می توان پس شود، استفاده وزن انتساب برای یک و صفر از که
نتیجه در کرد، لحاظ همسایگی ماتریس اعضای برای اینگونه را وزن و کرد استفاده نیز نواحی

می پذیرد. را ٢ یا ١ مقدار نیز و مثبت معلوم مقدار یک α

w(dj) =


γ−α
dj α > ٠

٠ o.w.

کرد. استفاده هم زیر به صورت منفی۵۶ نمایی تابع از توان می نیز طرفی از

w(dj) =


exp{−αγdj} α > ٠
٠ o.w.

که است همسایگی ها همه ی برای وزن بودن دارا دارد، وجود بالا روش  که مشکلاتی از یکی
که دارند احتمال همسایگی ها از بعضی زیرا، نیست، منطقی این و می گیرند نظر در یکسان
بیشتری وزن که است این نشان دهنده ی و دهند نظر مورد ناحیه ی مورد در بیشتری اطلاعات
که همین باشد متقارن همسایگی ماتریس نیست نیازی دیگر، عبارت به  دارند. اختیار در را
این از یک هر به وزن انتساب برای است. کافی شود داده W ماتریس همسایگی به یکسانی وزن
نواحی، مساحت ناحیه، جمعیت نواحی، مشترک مرز همچون عواملی از می توان همسایگی ها،

کرد. استفاده غیره و نواحی مشترک طول
۵۵ Neighborhood matrix
۵۶ Negative exponential function



ناحیه ای کوچک برآورد پایه مفاهیم ٢٨
جمع بندی

قابل برآوردهای آوردن فراهم به نیاز دلیل به ناحیه ای کوچک برآورد روش اخیر، سال های در
دولت ها، توجه مورد جوامع، زیر در نمونه بدون یا کم نمونه وضعیت های برای هم آن اعتماد
کوچک برآورد اولیه مفاهیم فصل این در است. گرفته قرار محققان و اقتصادی بخش های
مدل های معرفی به آتی، فصل در کردیم. بررسی را موضوع این در الگوریتم های و ناحیه ای

پرداخت. خواهیم ناحیه ای کوچک



٢ فصل
ناحیه ای کوچک مدل های معرفی

در که مدل هایی بر مبتنی روش های و غیرمستقیم برآوردگرهای اهمیت فصل، این ابتدای در
نواحی برآورد در که را مدل هایی از دسته آن همچنین می کنیم. معرفی را دارند وجود روش این
را فی‐هریوت مدل می توان مدل ها این جمله از می دهیم. شرح می باشند، معروف کوچک
فضایی٢ تعمیم یافته ی خطی و (LMM) ١ خطی آمیخته مدل های فصل انتهای در و برد. نام
از برگرفته عمدتا فصل این در شده ذکر مطالب می کنیم. بیان مثال هایی ذکر با را (SGLMM)

است. (٢٠٠٩) کارگانیس میلان مقاله و (٢٠٠٣) رائو ناحیه ای کوچک برآورد کتاب

ناحیه ای کوچک ٢ . ١ برآوردگرهای
پارامتر برآورد برای مستقیم برآوردگرهای از نمی توان اول، فصل در شده بیان مطالب بنابر
زیرا می شود، بیشتری توجه غیرمستقیم برآوردگرهای به بنابراین، کرد. استفاده کوچک نواحی
قابل برآوردهای و است بیشتر مستقیم برآوردگرهای به نسبت دقت شان برآوردگرها از دسته این
کوچک نواحی پارامترهای برآورد برای طرفی از می دهد. ارائه را بهتری کیفیت با و اطمینان
برآوردگرهای طرح بر مبنی طرح ها این اگر اما کرد. استفاده نمونه گیری طرح از می توان

بود. خواهند زمانی و مالی هزینه های مستلزم باشند، مستقیم
١Linear mixed models
٢Spatial generalized Linear mixed models



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٣٠
برآوردگرهای داشت دسترسی کوچک نواحی برآوردگرهای به بتوان اینکه برای منظور این به
مدل بر مبتنی روش در کرده اند. برطرح مستقیم برآوردگرهای جایگزین را مدل بر مبتنی
یک برآوردگر به بتواند اینکه برای مدل این بنابراین می کنند، استفاده آماری مدل یک از لزوما
سایر شده ی نمونه گیری داده های اطلاعات از باید تنها باشد، داشته دسترسی کوچک ناحیه ی
کارایی که عواملی از مورد دو بنابراین بگیرد. بهره دیگر زمانی دوره های یا و کوچک نواحی
پیشگو متغیرهای یکی می توان را داشت خواهد بستگی آن به کوچک ناحیه ی برآوردگرهای
مناسب کمکی داده های بودن دسترس در زیرا برشمرد، مناسب مدل یک انتخاب دیگری و
و داده ها ماهیت بنابر آماری مدل های است. اهمیت حائز واحد سطح در یا ناحیه سطح در

هستند. قابل دستیابی کمکی داده های
روش های شاخص به نسبت بیشتر آشنایی برای را زیر جدول شده، گفته مطالب به توجه با

کرده ایم. مطرح ناحیه ای کوچک برآورد

ناحیه ای کوچک برآوردگرهای انواع نمودار :٢ . ١ شکل

دهیم. ارائه را برمدل مبتنی برآوردگرهایی درباره ی مطالبی است، این بر سعی



٣١ ناحیه ای کوچک مدل های معرفی
مدل بر مبتنی برآوردگرهای

برای بزرگ واریانس بودن دارا به دلیل طرح بر مبتنی برآوردگرهای شده، گفته مطالب بنابر
را احتمال توزیع یک مدل، بر مبتنی روش در نمی باشند. مناسب کوچک نواحی پارامتر برآورد
از متناهی جامعه  نمونه گیری مبنای بر روش این عملکرد می دهند. قرار Y تصادفی متغیر روی
مبتنی برآوردگر در شده است. مشخص تصادفی مدل یک با که است متناهی فرضی، جامعه یک
همچنین و داد افزایش ناحیه ای کوچک برآورد در را برآوردگر دقت بتوان اینکه برای مدل بر
یا و نواحی سایر اطلاعات از است کافی داد کاهش را ناحیه ای کوچک برآوردگر واریانس میزان

کرد. استفاده زمانی دوره های سایر اطلاعات از
متغیرهای مقادیر به مربوط نیاز مورد اطلاعات مدل، بر مبتنی غیرمستقیم برآوردگرهای در
یک از به کارگیری با مقادیر این تمامی و زمانی است دوره های یا و نواحی کمکی و مطالعه مورد
نوع دو شامل ربط مدل های می شود. وارد پارامتر برآورد در صریح) یا (ضمنی ربط مدل
دو شامل مدل بر مبتنی برآوردگرهای ضمنی، مدل دیگری و صریح مدل های یکی می باشند،
مدل در هستند. صریح مدل بر مبتنی و ضمنی مدل بر مبتنی برآوردگرهای کلی دسته ی
نواحی تغییرپذیری و می شود استفاده جامعه در موجود ساختار از غیرصریح به طور ضمنی،
نسبت نواحی تمامی که است، این بر فرض مدل ها، این به توجه با نمی شود. شامل را کوچک
وجود کوچک نواحی میان در تغییرپذیری و می کند رفتار مشابه به طور بررسی مورد متغیر به
ترکیب و کمکی اطلاعات و بررسی مورد متغیرهای بین روابط از صریح مدل های در ولی ندارد.

می شود. گرفته به کار صریح به صورت مشخص، ناحیه ی تصادفی اثرهای با آن ها
ضمنی مدل بر مبتنی برآوردگرهای

قبلا که همان طوری می نامند. نیز سنتی غیرمستقیم برآوردگرهای را برآوردگرها از نوع این
به می توانید بیشتر جزئیات برای می باشند. دسته سه شامل برآوردگرها از نوع این شد، اشاره

کنید. مراجعه (٢٠٠٣) رائو کتاب

ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٢ . ٢
کمتر ضمنی مدل های ناحیه ای، بین تغییرات از آگاهی و ناحیه ای اثرهای اتخاذ به منظور
با صریح مدل های معمولا شده اند. جایگزین صریح مدل های و می گیرند قرار استفاده مورد
در می آورند. حساب به را ناحیه ای تصادفی اثرهای خطی، آمیخته ی مدل های به کارگیری
کمکی داده های اتخاذ بر علاوه زیرا، هستند ضمنی مدل های از کاراتر صریح مدل های واقع
می شوند تبیین مدل در موجود کمکی اطلاعات توسط که آنچه از فراتر را ناحیه ای بین تغییرات
کرد: تقسیم زیر دسته ی دو به می توان را ناحیه ای کوچک صریح مدل های می آورند. حساب به

ناحیه۴» سطح در «مدل و آماری٣» واحد سطح در «مدل
٣Unit level model
۴Area level model



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٣٢
آماری واحد سطح در •مدل

معین واحد آن خاص کمکی متغیرهای با را مطالعه تحت متغیر واحد مقادیر مدل ها این
هستند ناحیه در انفرادی واحد یک مشاهده، قابل واحدهای مدل ها، این در می دهند. ربط
نسبت ناحیه، یک درون انفرادی واحدهای مشاهدات یعنی دارند خوشه ای اثر اغلب نواحی و
که هنگامی دارند. گوناگونی انواع نیز مدل ها این نزدیک تراند. یکدیگر به مشاهدات کل به
کرد، مدل سازی آن ها روی بتوان و باشند دسترس در جامعه واحد کمکی متغیرهای مقادیر
مطالعه تحت متغیر از انفرادی واحد مقادیر مدل ها نوع این می شوند. گرفته به کار مدل ها این

می دهند. پیوند معین واحد آن کمکی متغیرهای با را
ناحیه سطح در •مدل

معین ناحیه ی کمکی متغیرهای با را کوچک ناحیه ی مستقیم برآوردگرهای که مدل هایی
در واحد سطح به مربوط داده های که زمانی می نامند. ناحیه سطح در مدل می دهند، ربط
مستقیم برآوردگرهای مدل ها این می کند. پیدا ضرورت مدل ها این از استفاده نباشند، دسترس
مدل ها این در می دهند. پیوند نظر مورد ناحیه ی سطح کمکی متغیرهای با را کوچک ناحیه ی
تصادفی اثرهای و می باشند ناحیه ها کمکی و پاسخ متغیرهای برای مشاهده قابل واحدهای
یک کلی به طور هستند. پاسخ متغیر برای شده معین خطی مدل مانده های به عنوان نیز ناحیه
برآوردگرهای برای نمونه گیری مدل به مربوط قسمت یک دارد، قسمت دو ناحیه سطح در مدل
کوچک ناحیه ی پارامترهای که است ربطی مدل دوم قسمت و است طرح بر مبتنی که مستقیم
البته است. رگرسیونی نوع از معمولا که می دهد ربط ناحیه سطح در کمکی متغیرهای به را
سطح در مدل می توان نیز واحد سطح در کمکی اطلاعات وجود صورت در است به ذکر لازم

برد. به کار را ناحیه
به مربوط اطلاعات کوچک ناحیه ی بیکاری نرخ برآورد در کنید فرض مثال، برای .٢ . ٢ . ١ مثال
ناحیه ی در آماری) (واحد خانوارها سطح در کمکی داده ی عنوان به  خانوار باسواد افراد تعداد
ناحیه ی سطح در را کمکی داده ی می توان میانگین گیری با لذا است. دسترس در نظر مورد

آورد. بوجود نظر مورد
داده های طریق از که استوارند ضمنی مدل های پایه ی بر غیرمستقیم سنتی روش های
به اگر حال می سازند. برقرار مربوطه ناحیه ی با مرتبط کوچک ناحیه های با پیوندی تکمیلی،
تغییرات برای که برسید نتیجه این به می توانید کنید رجوع صریح ناحیه ای کوچک مدل های
داشت خواهد مزیت چند صریح مدل های کاربست است. شده خاصایجاد فرصتی ناحیه ای بین

از عبارت اند که
روش های می توان دهد، برازش خوب داده ها به که مناسب مدل(هایی) بردن پی برای .١
مانده ها تحلیل شامل تشخیصی روش های از نوع این  گرفت. به کار را مدل تشخیصی
مباحث و مدل، برای کمکی متغیرهای گزینش مفروض، مدل از انحراف ها کشف برای

است. موثر مشاهده ها کشف برای مشاهده ها برخی حذف تشخیصی



٣٣ ناحیه سطح در پایه ای مدل
این آورد. به دست ناحیه ای کوچک برآورد هر برای را ویژه ناحیه دقت معیارهای می توان .٢
قرار متوسط و کوچک ناحیه های روی که کلی معیارهای به را خوبی نسبتا برتری مطلب

می روند. به کار هم گذاشتی برآوردهای با اوقات اغلب و دارند،
لجستیک۵ رگرسیون مدل های همچون غیرخطی، مدل های نیز و خطی آمیخته ی مدل های .٣
مورد می توانند که هستند ناحیه ای تصادفی اثرهای شامل تعمیم یافته۶ خطی مدل های و
وابستگی همانند را پیچیده داده های ساختار می توان مدل ها این با گیرند. قرار بررسی

کرد. مدل بندی وارد است، پایان نامه این اصلی اهداف از یکی که را فضایی
راهکاری هستند تصادفی اثرهای شامل که مدل هایی برای اخیر روش شناختی پیشرفت های .۴

می باشد. ناحیه ای کوچک دقیق استنباط های برای
مدل اما کرد. انتخاب ناحیه ای کوچک برآورد برای گوناگونی مدل های می توان که کنید دقت
انتخاب شود. حیطه این نهایی کاربران و مطالعه مورد موضوع متخصصان مشورت با باید
پایه مدل روش هر بودن پرکاربرد لذا دارند. نیز کمکی متغیرهای انتخاب در موثری نقش آن ها
دسته آن جمع آوری به باید بنابراین دارد. بستگی خوب کمکی داده های بودن دسترس در به
بیشتری توجه دارند، بررسی مورد متغیرهای از خوبی پیش گویی های که کمکی متغیرهای از

می پردازیم. ناحیه ای کوچک مدل های از مختصری شرح به اکنون شود.

ناحیه سطح در پایه ای مدل ٢ . ٣
ویژه ی ناحیه کمکی داده های با g(.) مانند مشخص تابعی به ازای θi = g(Ȳi) که کنید فرض

است: مرتبط زیر خطی مدل طریق از zi = (z١i, ..., zpi)T

θi = zTi β + bivi, i = ١, ...,m (٢ . ١)
p × ١ ابعاد با برداری β = (β١, ..., βp)T و معلوم اند و مثبت ثابت مقادیر bi ها آن  در که
فرض که هستند، ویژه  ناحیه اثرتصادفی vi ها که، به علاوه، است. رگرسیونی ضریب های از

با (i.i.d) هم توزیع و مستقل می شوند
Em(vi) = ٠, Vm(vi) = σ٢

v (⩾ ٠) (٢ . ٢)
فرض این می دهند. نشان را مدل واریانس Vm و مدل ریاضی امید Em آن در که می باشند،
گرفته نظر در اوقات اغلب نیز vi تصادفی اثرهای بودن نرمال است. vi iid∼ N(٠, σ٢

v ) به صورت
zi کمکی متغیرهای آوردن به حساب از پس ناحیه ها همگنی از معیاری σ٢

v پارامتر می شود.
است.

۵ Logistic regression models
۶Generalized linear mixed models



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٣۴
کنید فرض نمی شوند. انتخاب نمونه عضو عنوان به ناحیه ها همه ی کاربردها، بعضی در
مدل به را مدلی m < M می شوند، انتخاب نمونه در ناحیه m تنها و داریم جامعه در ناحیه M
پیروی جامعه مدل از نمونه ناحیه های که کنید فرض به علاوه می کند. فرض جامعه برای (٢ . ١)
برای (٢ . ١) در که به طوری ندارد وجود نمونه ای ناحیه های گزینش در اریبی یعنی می کنند،

است. صادق شده نمونه گیری ناحیه های
 ، (٢ . ١) مدل تحت Ȳi ناحیه ای٧ کوچک میانگین های درباره ی استنباط هایی انجام برای

که است این بر فرض حال باشد. دسترس قابل ˆ̄Yi مستقیم برآوردگرهای که کنید فرض
θ̂i = g( ˆ̄Yi) = θi + ei, i = ١, ...,m (٢ . ٣)

و هستند مستقل نمونه گیری خطاهای eiها آن در

Ep(ei|θi) = ٠, Vp(ei|θi) = Ψi (۴ . ٢)
معلوم اند. ،Ψi نمونه گیری، واریانس های که می شود فرض پس، می باشد. مرسوم همچنین
تابع g(.) اگر مثلا، باشد. کننده محدود کاملا کاربردها برخی در است ممکن بالا فرض های
طرح است ممکن θ̂i مستقیم برآوردگر باشد، کوچک ni ناحیه نمونه ی اندازه ی و غیرخطی
ممکن نمونه گیری خطاهای کنند، قطع را نمونه گیری طرح کوچک ناحیه های اگر باشد. اریب
در نمونه ای داده های از Ψi برآورد با می توان را Ψi معلوم واریانس فرض باشد. وابسته است
آوردن به دست برای Ψ̂i شده ی برآورد واریانس های هموارسازی سپس و آماری واحد سطح
به واسطه ی اما می شود، فرض اغلب نیز θ̂i بودن نرمال داد. تخفیف ،Ψi از پایدارتر برآوردی
اثرهای بودن نرمال فرض به اندازه ی است ممکن فرض این ،θ̂i بر مرکزی حد قضیه ی تاثیر
می آیند، به دست σ٢

v = ٠ دادن قرار با θi برای یقینی مدل های نباشد.  کننده محدود تصادفی
محلی تغییرات که می انجامند هم گذاشتی برآوردگرهای به مدل هایی چنین .θi = zTi β یعنی

نمی گیرند. نظر در ،zi کمکی متغیرهای در بازتاب یافته نغییرات از غیر به  را
می آید: به دست زیر مدل (٢ . ٣) و (٢ . ١) مدل دو ترکیب از استفاده با

θ̂i = zTi β + bivi + ei, i = ١, ...,m (۵ . ٢)
vi مدل خطاهای نیز و ei طرح از ایجاد شده خطاهای شامل (۵ . ٢) مدل این که به توجه با
است. خطی آمیخته ی مدل از خاصی حالت (۵ . ٢) مدل مستقل اند. vi و ei کنید فرض است.
باشد، Yi مجموع از غیرخطی تابعی θi و باشد کوچک ناحیه یi ام در ni نمونه ای اندازه ی اگر
(٢ . ٣) نمونه گیری مدل در Ep(ei|θi) = ٠ فرض باشد، نااریب طرح Ŷi مستقیم برآوردگر اگر حتی

فرمول با واقعی تر مدلی نباشد. معتبر است ممکن
Ŷi = Yi + e∗i , i = ١, ...,m (۶ . ٢)

٧ Small area means



٣۵ ناحیه سطح در پایه ای مدل
است. نااریب طرح Yi مجموع برای Ŷi یعنی می شود، مطرح EP (e

∗
i |Yi) = ٠ و

نمی توان نتیجه در نیستند. جور هم با پیونددهنده و نمونه گیری مدل های حالت، این در
مدل شکل به خطی آمیخته ی مدل تا کرد ترکیب (٢ . ١) پیونددهنده ی مدل با را (۶ . ٢) مدل
کاربرد خطی، آمیخته ی مدل های نظریه ی استاندارد نتایج این که ضمن آید. به دست (٢ . ٣)
رویکرد از استفاده با مشکل، این حل برای آماردانان ها پیشنهادی روش .(٢٠٠٣ (رائو، ندارد

است. پیوند دهنده و نمونه گیری ناجور مدل های کردن اداره برای HB سلسه مراتبی٨ بیزی
برآوردهای تولید برای اخیرا (۵ . ٢) ناحیه سطح در پایه ای مدل فقیر). افراد (شمار .٢ . ٣ . ١ مثال
است رفته به کار متحده ایالت های در تحصیل سن در فقیر کودکان از پایه مدل شهرستانی
ایالت های پرورش و آموزش وزارت برآوردها، این از استفاده با .(٢٠٠٠ ملی، پژوهش (شورای
و می دهد، تخصیص شهرستان ها به را عمومی بودجه ی از دلار میلیارد ٧ از بیش سالانه متحده
بودجه ها گذشته، در می کنند. توزیع مدرسه ای منطقه های بین در را بودجه این ایالت ها سپس
در فقیر افراد شمار اما می یافتند، تخصیص قبلی سرشماری از برآوردشده  شمارهای اساس بر

است. کرده تغییر داری معنی به طور زمان طی
(کوچک شهرستان فقیر افراد واقعی شمار Yi آن در که ،θi = log(Yi) کاربرد، این در
فقیر کودکان سه ساله ی موزون میانگین به صورت Ŷi مستقیم برآوردهای است. iام ناحیه ی)
(CPS) جاری جمعیت آمارگیری مارس ماه تکمیلی نشریه ی از سال) ١٨ (زیر تحصیل سن در
است. آمده به دست ثبتی داده ی از ،zi ناحیه، سطح در پیشگو متغیرهای به دست آمدند.
شده گذاشته کنار تحصیل سن در فقیر کودکان بدون ولی، (CPS) نمونه ی با شهرستان های
انتخاب (CPS) نمونه ی در که شهرستان هایی برای می باشد. θ̂i = logŶi = −∞ و Ŷi زیرا است،

موجودند. zi کمکی متغیرهای تنها نشدند،

(A) ناحیه سطح در مدل گسترش های ٢ . ٣ . ١
مدل ها این اما می دهد. نشان حدودی تا را آماری معروف مدل های از بعضی (١.٢) شکل
کتاب به می توانید بیشتر آشنایی برای نموده ایم، معرفی که است مطالبی کل از بخشی تنها
عبارت اند که کلی دسته پنج شامل ناحیه سطح در مدل گسترش کنید. مراجعه (٢٠٠٣) رائو
همبسته، نمونه گیری خطاهای با مدل چندمتغیره، فی‐هریوت مدل فی‐هریوت، مدل از؛
مفصل به طور زیر بخش های در که است فضایی   مدل های و مقطعی و زمانی سری مدل های

داد. خواهیم شرح

فی‐هریوت مدل
توسط بار نخستین مدل این است، ناحیه سطح در موجود مدل های از یکی فی‐هریوت مدل
مدل و پیونددهنده مدل شامل مدل این ترکیب شد. مطرح (١٩٧٩) سال در هریوت و فی

٨Hierarchical bayes



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٣۶
نظر مورد پارامتر بین ارتباط نشان دهنده ی نمونه گیری مدل آن در که می باشد نمونه گیری
کمک به پیونددهنده مدل همچنین است، آن به مرتبط مستقیم برآوردگر و ناحیه ای کوچک
پیوند ناحیه سطح در کمکی متغیرهای و ناحیه ای کوچک پارامتر بین در رگرسیونی مدل یک
شامل و باشد متناسب نمونه گیری طرح دارای نظر مورد بزرگ نواحی اگر حال می کند. برقرار
می کند صدق نواحی M این از هریک درباره ی پیونددهنده مدل باشد، کوچک نواحی M
نمونه گیری نواحی سایر میان در کوچک نواحی m تنها بنابراین .(٢٠٠۶ سالواتی، و (پراتسی
m این و ندارد وجود نمونه انتخاب اریبی که است این بر فرض صورت این در می گیرد، قرار
با آشنایی برای و می کند. پیروی جامعه در موجود پیونددهنده ی مدل یک از کوچک نواحی

داد: نمایش زیر به صورت را آن می توان مدل این
θi = zTi β + bivi; i = ١, ...,m (٢ . ٧)

کمکی متغیرهای از بعدی p بردار źi = (zi١, zi٢, ..., zip) و iام ناحیه ی نظر مورد پارامتر θi که
رگرسیونی ضرایب از p× ١ بردار β = (β١, ..., βp)́ و معلوم ثابت مقدار یک bi و است iام ناحیه ی
و مستقل که است vi ناحیه ی تصادفی اثر هستند. ثابت و نامعلوم نیز آن عناصر و می باشد

بنابراین، (i.i.d) می شود فرض هم توزیع
E(vi) = ٠, V (vi) = δ٢

v .

هم از مستقل نیز ei ها و viها و vi
iid∼ N(٠, δ٢

v ) پس می گیرند، نظر در نرمال را viها توزیع
است: زیر صورت به هم نمونه گیری مدل هستند.

θ̂i = g( ˆ̄Yi) = θi + ei; i = ١, ...,m. (٢ . ٨)
نمونه گیری خطای ei و θi به مرتبط مستقیم برآوردگر θ̂i که گفت می توان فوق مدل مورد در
θi مستقیم برآوردگر گفت، می توان Vp(ei|θi) = Ψi و Ep(ei|θi) = ٠ بنابر لذا مستقل اند هم از و
گرفته نظر در ˆ̄Yi یعنی i ام کوچک ناحیه ی طرحی میانگین از تابعی به صورت و است نااریب طرح
هورویتز‐ برآوردگر از معمولا i ام ناحیه ی در ناحیه ای کوچک طرحی میانگین برای می شود.

است. نااریبی طرح ویژگی دارای برآوردگر از نوع این که می کنند استفاده تامسون
شرایط بنابر می شوند. فرض معلوم که نمونه گیری اند واریانس های همان واقع در Ψiها

می تواند θiها برای θ̂iها زمانی دارد. وجود کاربردی مسائل بعضی در محدودیت شده، مطرح
می شود. کوچک ni آن گاه باشد، غیرخطی تابع یک g اگر مثال، عنوان به که باشد، اریب طرح
کوچک، نواحی و باشند هم وابسته به نسبت ( eiها همان (منظور نمونه گیری خطاهای اگر
است لازم نکنه این به اشاره کرد. استفاده مدل ها سایر از بایستی کنند، قطع را نمونه گیری طرح
نمی باشند، محدودکننده θ̂iها مستقیم، برآوردگر بودن نرمال و Ψiها بودن معلوم فرض با که
حاصل نمونه ای مشاهدات طریق از که آن ها هموارشده ی برآورد از می توان eiها به جای زیرا
می باشند. ها ˆ̄Yi از خطی ترکیب یک θ̂iها برآوردگرهای این بر علاوه و کرد استفاده می شوند،



٣٧ ناحیه سطح در پایه ای مدل
نرمال توزیع از و هستند ها θ̂i دنبال به ها ˆ̄Yi که گرفت نتیجه می توان مرکزی حد قضیه ی بنابر
در بود. خواهند نرمال توزیع دارای حاشیه ای صورت به θ̂iها از کدام هر که می کنند پیروی

داد: نمایش زیر صورت به را نهایی مدل می توان (٢ . ٨) و (٢ . ٧) مدل های ترکیب با انتها
θ̂i = zTi β + bivi + ei, i = ١, ...,m. (٢ . ٩)

Ep(ei|θi) = ٠ اگر می باشد. خطی آمیخته مدل یک از خاص صورت یک بالا، در شده گفته مدل
زمانی همانند می شود، اریب طرح θi برای θ̂i مستقیم برآوردگر نباشد، برقرار (٢ . ٨) مدل در
در باشد، کوچک ni و باشد iام کوچک ناحیه ی در مجموعه یک از غیرخطی تابع یک g که
برای θ̂i آن گاه باشد نااریب طرح Yi برای Ŷi مستقیم برآوردگر اگر که گفت می توان صورت این
کار به (٢ . ٨) مدل جای به را زیر نمونه گیری مدل دلیل به همین و بود. خواهد اریب طرح θi

یعنی: می برند.
Ŷi = Yi + e∗i (٢ . ١٠)

خواهد نااریب طرح برآوردگر یک Yi برای Ŷi مستقیم برآوردگر باشد، برقرار Ep(e
∗
i |θi) = ٠ اگر

مدل یک که (٢ . ٧) مدل با و است نمونه گیری مدل یک (٢ . ١٠) مدل دلیل همین به شد.
(٢ . ٩) ترکیبی مدل آوردن بوجود از پس، نمی باشند شدن ترکیب به قادر است پیونددهنده
پیشگوی به دسترسی امکان نیز و خطی آمیخته ی مدل یک نتیجه در بود. خواهیم معذور

بود. خواهد HB مراتبی سلسله مدل از استفاده منزله به این و داشت نخواهیم را EBLUP

چندمتغیره فی‐هریوت مدل
خواهیم پس باشد، θ̂i = (θ̂i١, ..., θ̂ir)T آمارگیری برآوردگرهای از r × ١ بردار که بگیرید نظر در

داشت:

θ̂i = θi + ei, i = ١, ...,m (٢ . ١١)
خطاهای می باشد. برقرار j = ١, ..., r به ازای θij = gi(Ȳij) که است θi = (θi١, ..., θir)T و
توزیع دارای و بعدی r نرمال مستقل متغیرهای با برداری ei = (ei١, ..., eir)T نمونه گیری
0 اینجا در است. θi شرط به Ψi معلوم کوواریانس ماتریس   های و 0 میانگین با Nr ∼ (0,Ψi)

فرض همچنین است. jام مشخصه ی برای iام کوچک ناحیه ی میانگین Ŷij و بعدی  r بردار
خطی مدل طریق از zij ویژه ی ناحیه  کمکی داده های با θi که کنید

θi = Ziβ + vi, i = ١, ...,m (٢ . ١٢)
مستقل اند، و Nr(0,Σv) متغیرهای vi ویژه ی ناحیه تصادفی اثرهای آن در که دارد ارتباط
rp بردار β و (0T , ..., 0T , zij

T , 0T , ..., 0T ) با آن iام سطر که است r × rp مرتبه ی از Zi ماتریس



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ٣٨
بردار از jام مکان در Zij و p× ١ ابعاد دارای صفر بردار لذا است. رگرسیونی ضریب های بعدی

است. واقع jام) (سطر سطری
متغیره ی چند خطی آمیخته ی مدل و(٢ . ١٢)، (٢ . ١١) مدل های ترکیب با

θ̂i = Ziβ + vi + ei (٢ . ١٣)
bi = ١ که زمانی است (۵ . ٢) فی‐هریوت مدل از نوعی (٢ . ١٣) مدل می آید. به دست
کردند پیشنهاد را (٧.٢) متغیره ی چند گسترش (١٩٩١) همکاران و داتا و (١٩٨٧) فی باشد.
Ȳij ناحیه ای کوچک میانگین های از کاراتر برآوردگرهای به می تواند مدل این دادند نشان و
بهره θ̂i مولفه های بین هم بستگی از ،(۵ . ٢) متغیره ی تک مدل برخلاف زیرا، شود منجر
میانه ی برآورد برای را (٢ . ١٣) چندمتغیره ی مدل (١٩٩١) همکاران و داتا همچنین می گیرد.

بستند. به کار متحده ایالت های از هریک در چهارنفری خانوارهای به مربوط جاری درآمد

هم بسته نمونه گیری خطاهای با مدل
نمونه گیری خطاهای با مدلی از است عبارت (۵ . ٢) فی‐هریوت مدل از طبیعی گسترش یک
باشد، برقرار e = (e١, ..., em)T و θ = (θ١, ..., θm)T ،θ̂ = (θ̂١, ..., θ̂m)T کنید فرض .ei همبسته

زیر فی‐هریوت مدل بنابراین

θ̂ = θ + e, (١۴ . ٢)
نمونه گیری خطاهای دارای کوواریانس ماتریس آن در که ،e|θ ∼ Nm(0,Ψ) با توزیعی دارای
مدل از تعمیمی θiها برای (٢ . ١) مدل با (١۴ . ٢) مدل شدن ترکیب از بعد است. Ψ = (ψij)

،bi = ١ (۵ . ٢) مدل در iها تمامی به ازای اگر لذا می آورند. به دست را (۵ . ٢) فی‐هریوت
نوشت: زیر صورت به را آن می توان که می آید به دست ترکیبی مدل بنابراین شود، جای گذاری

θ̂ = Xβ + v + e (١۵ . ٢)
اما است. xT

i در iام سطر با m× p بعد با ماتریسی x و v = (vi, ..., vm)T فوق مدل به توجه با
اما می شود، جانشین شده هموار برآوردگری یا Ψ̂ آمارگیری برآوردگر یک Ψ به جای عمل، در

می شود. گرفته نادیده اغلب برآوردگر این به مربوط تغییرپذیری موارد بعضی در
١٩٩٠ سرشماری در کم شماری مقدار برآورد ساختار در سرشماری). (کم شماری .٢ . ٣ . ٢ مثال
یک هر و شد تقسیم پساطبقه ای گروه ۵١ از مرکب پساطبقه ٣۵٧ به جامعه متحده، ایالت های
نژاد اساس بر پساطبقه ای گروه ۵١ تعداد شدند. تقسیم سنی‐جنسی دسته ی ٧ به آن ها از
برآوردهای شدند. تعریف منطقه و ناحیه نوع مستاجر)، (مالک، مسکن تصرف قومیت، یا



٣٩ ناحیه سطح در پایه ای مدل
آمارگیری از حاصل داده های از استفاده با i = ١, ...,٣۵٧ پساطبقه هر برای θ̂i سامانه دوگان
برای شده  برآورد تعدیل ضریب θ̂i اینجا در آمدند. به دست ١٩٩٠ سال (PES) پساشمارشی
هموارشده ی برآوردهای آوردن به دست برای (١۵ . ٢) شکل به مدلی است. iام پساطبقه ی

.(٢٠٠٠ همکاران، و (ایساکی شد گرفته کار به θi تعدیل ضریب های

مقطعی و زمانی سری مدل  های
صورت به و زمانی فواصل در که می شود گفته کمی مشاهدات از مجموعه ای به زمانی سری
متغیر یک مشاهدات از مجموعه ای زمانی سری دیگر، بیان به می شود. اندازه گیری متوالی
بر و اندازه گیری دارند، مساوی فاصله های معمولا که زمان، از گسسته ای نقاط در که است
به زمان طول در پدیده یک مشاهده از زمانی سری یک بنابراین شده اند. مرتب زمان حسب
عنصرهای از پاره ای کردن جانشین با نمونه ای آمارگیری های از بسیاری بنابراین، می آید. دست
ایالت های ماهانه ی (CPS) جمعیت آمارگیری در مثلا، می شوند. تکرار زمان طی در نمونه ای،
هشت برای سپس می ماند. باقی نمونه در پیاپی ماه چهار مدت به انفرادی خانوار یک متحده
در می گردد. باز نمونه به دیگر بعدی ماه چهار برای و می شود، خارج نمونه از بعدی ماه
در پیاپی ماه شش  مدت به انفرادی خانوار هر کانادا، ماهانه ی (LFS) کار نیروی آمارگیری
گرفتن وام با مکرر آمارگیری های چنین مورد در می رود. بیرون نمونه از سپس و می ماند نمونه
در ملاحظه ای قابل افزایش می توان زمانی، دور ه های از هم و کوچک ناحیه های از هم قرضی

آورد. به دست برآوردگرها کارایی
اداره ی برای را (۵ . ٢) فی‐هریوت پایه ای مدل از گسترشی (١٩٩۴ ،١٩٩٢) یو و رائو
نمونه گیری خطای مدل یک شامل آن ها مدل کردند. پیشنهاد مقطعی و زمانی سری داده های

θ̂it = θit + eit, t = ١, ..., T ; i = ١, ...,m (١۶ . ٢)
دهنده ی پیوند مدل و

θ̂it = zTitβ + vi + uit (٢ . ١٧)
θit = پس، است، tزمان در iناحیه ای کوچک برای مستقیم آمارگیری برآوردگر θ̂it اینجا در بود.
نمونه گیری خطاهای از، عبارت اند eitها است، Ȳit ناحیه ای کوچک میانگین از تابعی g ¯(Yit)

کوواریانس ماتریس یک و صفر میانگین های دارای که θitها شرط به نرمال شرطی توزیع با
که است ویژه ناحیه کمکی متغیرهای از برداری zit و Ψiاند، بلوک های با Ψ معلوم بلوکی قطری
vi

iid∼ N(٠, σ٢
v ) به علاوه، کنند. تغییر زمان با است ممکن ثبتی، داده های مثلا آن ها، از برخی

می کند. پیروی i هر برای مشترک اول مرتبه ی اتورگرسیو فرآیند یک از uit که می شود فرض و
یعنی،

uit = ρui,t−١ + εit, |ρ| < ١ (٢ . ١٨)



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ۴٠
یکدیگر از مستقل نیز {εit} و {vi}، {eit} خطاهای که می شود فرض .εit iid∼ N(٠, σ٢) آن در که
به طور نمونه گیری، خطای گرفتن نادیده با (٢ . ١٨) (٢ . ١٧)و شکل به که مدل هایی هستند.

.(١٩٨١ هسیااو، و (اندرسون رفته اند به کار نیز اقتصادسنجی مقالات گسترده
(ناحیه×زمان) اثرهای به هم و vi ویژه ی ناحیه اثرهای به هم θitها برای (٢ . ١٧) مدل
می توانید همچنین دارند. وابستگی و همبسته اند، زمان طول در i هر ازای به که uit ویژه ی

کنید: بیان توزیع شده تاخیر با مدلی به صورت را (٢ . ١٧)
θit = ρθi,t−١ + (zit − ρzi,t−١)Tβ + (١ − ρ)vi + εit (٢ . ١٩)

کمکی متغیرهای مقدارهای ،θi,t−١ قبلی دوره ی میانگین به را θit متغیر (٢ . ١٩) بدیل صورت
εit ×زمان) (ناحیه اثرهای و ،vi ناحیه ای کوچک تصادفی اثرهای ،(t−١) و t زمانی نقطه های در
میانگین فرآیند یک فرض با می توان را uit برای (٢ . ١٨) از پیچیده تر مدل های می دهد. ارتباط
به نسبت کارایی در حاصل افزایش مقدار اما کرد، فرمول بندی (ARIMA) اتورگرسیو متحرک

باشد. معنی دار که است نامحتمل (٢ . ١٨)
مقطعی زمانی سری مدل یک نیز (١٩٩۶) کیم و نانجیا گوش، و (١٩٩٣) نانجیا و گوش

است: زیر به صورت آن ها مدل کردند. پیشنهاد ناحیه ای کوچک برآورد برای
θ̂it|θit

ind∼ N(θit, ψit) (٢ . ٢٠)

θit|αt
ind∼ N(𝟋itβ +wT

itαt, σ
٢
t ) (٢ . ٢١)

و
αt|αt−١ ind∼ Nr(Htαt−١,∆) (٢ . ٢٢)

که نمونه گیری اند واریانس ψitها ویژه اند، ناحیه کمکی متغیرهای بردارهای wit و zit اینجا در
r×r ی ماتریس یک Ht و ویژه، زمان تصادفی اثرهای از r×١ برداری αt می شوند، فرض معلوم
مشهور مدل به Ht = ١ با (r = ١) متغیره تک حالت در (٢ . ٢٢) وضعیت فضای است. معلوم
که می شود فرض (یک) است: محدودیت دو به مبتلا بالا مدل می کاهد. فرو تصادفی گام زدن
آمارگیری ساختار در فرض این باشند. مستقل زمان طول در i هر برای θ̂it مستقیم برآوردهای
تصادفی اثرهای (دو) نیست. گرایانه واقع ،LFS و CPS قبیل از هم پوش، نمونه های با مکرر
ناحیه ای کوچک برآوردگرهای زیاد ترنجش به منجر که نشده اند گنجانده مدل در ویژه ناحیه

می شود. هم گذاشتی برآوردگرهای همانند
(١۶ . ٢) رائو‐یو پیونددهنده ی و نمونه گیری مدل های (١٩٩٩) یو و (٢٠٠٢) همکاران و داتا
تصادفی گام زدن مدل یک uit برای ،(٢ . ١٨) مدل AR(1) به جای اما بستند، به کار را (٢ . ١٧) و
همکاران و داتا می شود. داده ρ = ١ ازای به (٢ . ١٨) رابطه ی با که گذاشتند را uit = ui,t−١+εit
تا افزودند پیونددهنده مدل به دیگر جمله هایی اما گرفتند نظر در را مشابه مدلی (١٩٩٩)

دهد. بازتاب آن ها کاربرد در را فصلی تغییرات



۴١ ناحیه سطح در پایه ای مدل
پیشنهاد را ویژه ×زمان) (ناحیه تصادفی اثرهای شامل کلی مدلی (١٩٩٠) بورک و پففرمن

است: زیر به صورت آن ها مدل کردند.
θ̂it = θit + eit (٢ . ٢٣)

θit = zTitβit (٢۴ . ٢)
هستند. تغییر به مجاز زمان طی در و مقطعی به طور βit = (βit, ..., βitp)

T ضریب های آن در که
و صفر میانگین با ناهمبسته پیاپی به طور i ناحیه ی هر برای eit خطاهای که می شود فرض

می شود: مشخص زیر وضعیت فضای مدل با زمان طی در βit تغییرات باشند. ψit βitjواریانس
βit

 = Tj

βi,t−١,j
βij

+

١
٠
 vitj , j = ٠, ١, ..., p (٢۵ . ٢)

است، (٠, ١) دوم سطر با ٢ × ٢ معلوم ماتریس یک Tj ثابت اند، ضریب های βij ها اینجا در
و صفر میانگین دارای و ناهمبسته اند زمان طی در i هر ازای به  {vitj} مدل خطاهای و

,j هستند. l = ٠, ١, ..., p ازای به ،Em(vitj , vitl) = σvjl واریانس های
مدل Tj =

٠ ١
٠ ١

 گزینه ی اول، بردارد. در را سودمند مدل چند (٢۵ . ٢) فرمول بندی
تصادفی گام زدن آشنای مدل می دهد. را βitj = βij + vitj تصادفی ضریب با رگرسیونی مشهور
اضافی βij ضریب حالت این در می شود. حاصل Tj =

١ ٠
٠ ١

 انتخاب از βitj = βi,t−١,j + vitj

را AR(1) مدل یک Tj =

ρ ١ − ρ

٠ ١
 گزینه ی .Tj = ١ که به طوری شود حذف باید و است

اما است، کلی کاملا (٢۵ . ٢) وضعیت فضای مدل .βitj−βij = ρ(βi,t−١,j−βij+vitj) می دهد:
آمارگیری های ساختار در (٢ . ٢٣) در eit ناهمبسته ی پیاپی به طور نمونه گیری خطاهای فرض

است. کننده محدود هم پوش، نمونه های با مکرر
برای را خود مدل (١٩٩٩) همکاران و داتا .( متحده ایالت های بیکاری (نرخ های .٢ . ٣ . ٣ مثال
نیویورک) ایالت گذاشتن کنار (با آمریکا ایالت ۴٩ به مربوط ماهانه ی بیکاری نرخ های برآورد
منظور به فدرال سازمان های انواع توسط که (m = ۵٠) واشنگتن) (شهر کلمبیا منطقه و
دوره ی آنان بستند. به کار می گیرند، قرار استفاده مورد سیاست ها تنظیم و بودجه ها تخصیص
و θ̂it به عنوان را CPS برآوردهای و گرفتند نظر در را ١٩٨٨ دسامبر تا ١٩٨۵ ژانویه ی زمانی
ادعای کشاورزی غیر شاغلان بین از که بیکاری کارکنان (درصد UI بیکاری بیمه ی ادعای نرخ
در فصلی تغییرات گرفتند. به کار zit کمکی، داده های به عنوان را می کنند) بیکاری مزایای
آورده حساب به مدل در سال و ماه تصادفی اثرهای کردن وارد راه از ماهانه بیکاری نرخ های

شدند.
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فضایی مدل

می کند، فرض (i.i.d) صورت به را vi ناحیه ای کوچک اثرهای (۵ . ٢) فی‐هریوت پایه ای مدل
می شمارند مجاز را vi ها بین همبستگی که مدل هایی امتحان شاید کاربردها برخی در اما
ناحیه های بتوان که می روند به کار وقتی vi ها برای فضایی مدل های باشد. گرایانه تر واقع
مثلا، vi ها، بین همبستگی های مدل هایی چنین کرد. تعریف را ناحیه هر «همسایه» ی
هم جواری به مرگ ومیر، و بیماری محلی نرخ های برآورد ساختار در که را همبستگی هایی
کوچک برآورد برای فضایی مدل یک از (١٩٩١) کرسی می کنند. القا وابسته اند، جغرافیایی

کرد. استفاده سرشماری ساختار در ناحیه ای

آماری واحد سطح در پایه ای مدل ۴ . ٢
جامعه در jی عنصر هر برای xit = {xij١, ..., xijp} ویژه واحد کمکی داده های که کنید فرض
میانگین های تنها که کنید فرض است کافی اغلب دسترس اند. در i ناحیه ی کوچک هر در
به علاوه می آیند. به دست ثبتی اطلاعات و سرشماری از اطلاعات این معلوم اند. X̄i جامعه ای
یک آشیانی خطاهای با خطی رگرسیون مدل یک طریق از yij نظر، مورد متغیر می شود فرض

می شود: مربوط زیر به صورت xij به eij لایه ای
yij = xT

i β + vi + eij , j = ١, ..., Ni, i = ١, ...,m (٢۶ . ٢)
که هستند (i.i.d) تصادفی متغیرهای vi ویژه ناحیه ی اثرهای که است این بر فرض اینجا در که

می کنند، صدق زیر مدل شرایط در
Em(vi) = ٠, Vm(vi) = σ٢

v (⩾ ٠)
viها از مستقل (i.i.d) تصادفی متغیرهای ẽijها و kij معلوم ثابت های با eij = kij ẽij آن گاه

و هستند
Em(ẽij) = ٠, Vm(ẽij) = σ٢

e . (٢ . ٢٧)
میانگین های نظر مورد پارامترهای می شود. فرض اغلب eijها و viها بودن نرمال آن، بر افزون
σ٢
v = ٠ دادن قرار با استاندارد رگرسیونی مدل های اند. ناحیه ای کوچک Yi مجموع های یا Ȳi

نوع از برآوردگرهایی به مدل ها نوع این می آیند. به دست (٢۶ . ٢) در vi = ٠ هم ارز به طور یا
می انجامند. هم گذاشتی

گرفته i = (١, ...,m) iام ناحیه درون واحد Ni از ni اندازه ی با si نمونه ی که کنید فرض
نمونه گیری تحت اخیر فرض می کنند. پیروی (٢۶ . ٢) مدل از نیز نمونه ای مقدارهای و می شود
xij کمکی اطلاعات که نمونه گیری یی طرح های برای کلی تر به طور یا ناحیه هر از ساده تصادفی
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(٢۶ . ٢) نکته، این بهتر درک برای است. صادق می گیرند، کار به si نمونه های گزینش در را

می نویسیند. ماتریسی به صورت را
yP
i = XP

i β + vi1
P
i + ePi , i = ١, ...,m (٢ . ٢٨)

.1Pi = (١, .., ١)T و Niاند، × ١ مرتبه ی از ePi و 1Pi بردارهای ،Ni × p مرتبه ی از XP
i آن در که

می کنیم: افراز غیرنمونه ای و نمونه ای بخش دو به را (٢ . ٢٨) سپس

yP
i =

yi

y∗
i

 =

Xi

X∗
i

β + vi

1i
1∗i

+

ei
e∗i

 (٢ . ٢٩)

صادق نمونه برای مدل اگر می دهد. نشان را نشده نمونه گیری واحدهای ∗ نویس بالا آن در که
زیر پارامترهای درباره ی استنباط ها آن گاه باشد، نداشته وجود گزینش اریبی اگر یعنی، باشد،

ψ = (βT , σ٢
v , σ

٢
v )

T

استوارند: زیر احتمال توزیع پایه ی بر
f(yi|XP

i ,ψ) =

∫
f(yi,y

∗
i |XP

i ,ψ)dy
∗
i , i = ١, ...,m (٢ . ٣٠)

فرض گرفتن نظر در با طرفی از است. yi و y∗
i مفروض توام توزیع f(yi,y

∗
i |XP

i ,ψ) آن در که
داده های توزیع ،aij = ٠ صورت این غیر در و {jϵsi} اگر aij = ١ آن در که ai = (ai١, ..., aiNi)

می شود. داده زیر فرمول با (yi,ai) نمونه ای
f(yi,ai|XP

i ,ψ) =∫
f(yi,y

∗
i |XP

i ,ψ)f(ai|yi,y
∗
i ,X

P
i )dy

∗
i =

[

∫
f(yi,y

∗
i |XP

i ,ψ)dy
∗
i ]f(ai|XP

i )

باشد: برقرار زیر رابطه ی آنکه شرط به
f(ai|yi,y

∗
i ,X

P
i ) = f(ai|XP

i )

باشند. وابسته Xp
i به است ممکن اما نیستند وابسته yp

i به نمونه گزینش احتمال های یعنی
از نیز نمونه ای مقدارهای که کنید فرض می توانید و ندارد وجود گزینش اریبی حالت، این در
می توان ψ درباره  استنباط هایی برای f(yi|Xp

i ,ψ) از یعنی، می کنند، پیروی مفروض مدل
.(١٩٨٣ (اسمیت، کرد استفاده

XP
i در که باشد وابسته ،zpi مثلا کمکی، متغیری به نمونه ای گزینش احتمال های اگر

از عبارت اند (yi,ai) نمونه ای داده های توزیع آن گاه است، نشده گنجانده
f(yi,ai|XP

i , z
P
i ,ψ) = [

∫
f(yi,y

∗
i |XP

i , z
P
i ,ψ)dy

∗
i ]f(ai|zPi ,XP

i )
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دارد، تفاوت (٢ . ٣٠) با که است f(yi|Xp

i , z
p
i ,ψ) بر مبتنی ψ درباره ی استنباط حالت، این در

داشت خواهید گزینش اریبی حالت، این در باشد. نداشته ارتباط yp
i با Xp

i شرط به zpi آنکه، مگر
شاید است. برقرار نمونه ای مقدارهای برای (٢ . ٢٨) مدل که کنید فرض نمی توانید بنابراین و
رگرسیونی ضریب بودن معنی دار فرض آزمون سپس و zpi گنجاندن با را (٢ . ٢٨) مدل بتوانید
آن گاه نشود، رد صفر فرض اگر دهید. گسترش نمونه ای، داده های از استفاده با مربوط
(اسکینر، است برقرار نیز نمونه ای مقدارهای برای (٢ . ٢٨) اصلی مدل که کنید فرض می توانید

.(١٩٩۴
مناسب نیز کوچک ناحیه های درون دومرحله ای خوشه  ای نمونه گیری تحت (٢ . ٢٨) مدل
نظر در برای را مدل می توانید اما نشده اند. وارد آن در خوشه ها تصادفی اثرهای زیرا نیست،

دهید. گسترش ویژگی هایی چنین گرفتن
مجموع یا θi = Ȳi = xT

i β+vi ناحیه ای کوچک میانگین های پارامترهای برآورد یافتن هدف
،vi = ٠ هم ارز به طور یا σ٢

v = ٠ دهیم قرار اگر (٢ . ٢٨) مدل در است. ناحیه ای کوچک Yi

هم گذاشتی است. برآوردگرهای از نوعی که می آید به دست استاندارد رگرسیونی مدل های آن گاه
می نویسند: زیر به صورت را Ȳi ناحیه ای کوچک میانگین

Ȳi = fiȳi + (١ − fi)Ȳ
∗
i (٢ . ٣١)

گرفته نمونه و شده گرفته نمونه واحدهای میانگین های ترتیب به Ȳ ∗
i و ȳi و fi = ni/Ni که

با معادل Ȳi ناحیه ای کوچک میانگین برآورد داریم (٢ . ٣١) مدل از می دهند. نشان را نشده
کمکی داده های و {yi} نمونه ای داده های به شرط Ȳ ∗

i تصادفی متغیر تحقق یافته مقدار برآورد
Ēi ≈ ٠ و Ȳi = x̄T

i β+ vi+ Ēi اینکه به توجه با باشد، بزرگ Ni جامعه اندازه ی اگر است. {Xp
i }

میانگین های می توانید است، Xp
i معلوم میانگین X̄i و eij خطای Ni میانگین Ēi آن در که

به صورت را ناحیه ای کوچک
Ȳi = X̄T

i β + vi (٢ . ٣٢)
ترکیب کردن برآورد با هم ارز Ȳi کردن برآورد که می آید بر چنین (٢ . ٣٢) مدل از بنویسید.

است. vi تصادفی متغیر تحقق یافته مقدار و β از خطی
غیرشرکتی پردازان مالیات جامعه (١٩٩۵) چاودری و رائو حقوق ها). و (دستمزد ها .١ . ۴ . ٢ مثال

مدل آن ها کردند. بررسی را کانادا اسکوشیای نووا استان از
yij = β٠ + β١xij + vi + x

١/٢
ij ẽij

دستمزد کل xij و yij اینجا در کردند. پیشنهاد است، kij = x
١/٢
ij با (٢۶ . ٢) از خاصی حالت که را

برآورد برای می دهند. نشان iام ناحیه ی در jام بنگاه برای را ناخالص درآمد و حقوق ها و
جامعه ی از ساده تصادفی نمونه گیری از Ȳi میانگین های یا Yi ناحیه ای کوچک مجموع های

کردند. استفاده سراسری



۴۵ رائو‐یو مدل

(B) آماری واحد سطح در مدل گسترش های ١ . ۴ . ٢
با رگرسیونی مدل از: عبارت اند که دارند گوناگونی انواع آماری واحد سطح در مدل گسترش
خطای با رگرسیونی مدل تصادفی، خطای واریانس با خطی مدل چندمتغیره، آشیانی خطای

کلی. خطی آمیخته ی مدل و دوسطحی مدل دولایه، آشیانی
سطح مدل های و ناحیه بین کمکی متغیرهای برآوردگرهای ضرایب سازگاری .١ . ۴ . ٢ تذکر
مقادیر داشتن که می رود انتظار .(١٩٩۴ همکاران، و (گرینلند بود نخواهد کامل همیشه واحد
شده جمع آوری داده از که هنگامی اما شده) داده (برازش باشد مناسب مورد دو هر در مشابه
شناختی بوم اریبی به که شود مشاهده برآوردگرها در اریبی تعداد است ممکن استفاده شود،
در اختلالی که هنگامی مثال برای بیافتد، اتفاق است ممکن حالت این شده است. معرفی
نمی توان باشد داشته وجود شده جمع آوری کمکی متغیرهای و فردی سطح کمکی متغیرهای
اثرات اندازه گیری همانند را ضرایب معمول به طور که کنید دقت رو، این از داد. شرح را آن
جمع آوری داده بود. خواهد داده نوع به وابسته نیز مدل انتخاب کنید. تفسیر فردی سطح
سطح آماری داده ی که آماری مختلف دفاتر و موسسات همانند می آید، به دست آسان تر شده

می دهند. ارائه زیادی حجم های با را ناحیه

رائو‐یو مدل ۵ . ٢
کانادا، در کار نیروی نظرسنجی در کرده ایم. مطرح را مثالی مدل این کارایی دادن نشان برای
ارزیابی همچنین می کنند. مصاحبه ماه هر در و متوالی ماه ۶ طی را نظر مورد خانوارهای
خط زیر در افراد این از تعداد چه این که بررسی برای سال ١٧ تا ۵ سنین نوجوانان و کودکان
یا و سال دو هر موضوع این بررسی برای سرشماری زمان طرفی از خیر. یا دارند جای فقر
اطلاعاتی چنین داشتن نیازمند بودجه دهی تخصیص برای دولت زیرا می شود. انجام سال هر
بازه های در کردن سرشماری همیشه اما است. بیشتری بودجه ی نیازمند مناطق کدام که است
منجر متوالی زمان طول در داده ها کردن ترکیب نظرسنجی هر در لذا نیست کارا طولانی زمانی
را کوچک نواحی برآوردهای در دقت روش این پس می شود، ... و نمونه اندازه افزایش به
کردند تقسیم قسمت دو به را فی‐هریوت مدل (١٩٩۴ ،١٩٩٢) یو٩ و رائو لذا می دهد. افزایش

:
نمونه گیری مدل .١
(پیوند) ربط ٢.مدل

نادیده (مانند کنند. برطرف را فی‐هریوت مدل نواقص از خیلی توانستند عمل این با
داد. خواهیم شرح را رائو‐یو مدل شده گفته مطالب به توجه با بنابراین مدل) ویژگی گرفتن

٩Rao-yo model
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ناحیه کاراکترهای از برداری Xi•

... و مد واریانس، میانگین، همچون عواملی از شده غیرشناخته ناحیه کاراکترهای θi•
(... و طرح بر مبتنی برآوردگرهای نمونه، میانگین ) θi از مستقیم برآوردگر یک θ̃i•

نمونه داده های با نواحی از تعدادی m•
ناحیه اندازه Ni و iام ناحیه ی در نمونه اندازه ni•

خود از مدل این در (یعنی نمونه گیری حالت در را مدل کلی صورت زیر رابطه ی .١ . ۵ . ٢ تذکر
با برآوردگر این باشیم داشته مستقیم برآوردگر یک اگر حتم به طور نمی شود، استفاده مدل
یعنی می باشد، نمونه گیری خطای از ناشی فرق این که باشد داشته فرقی می تواند خود واقعیت

نشان می دهد. ( ei
θ̃i = θi + ei

شما θ واقع (در ربط حالت در را مدل کلی صورت هم زیر رابطه ی همچنین .٢ . ۵ . ٢ تذکر
کردن پیدا برای نمونه گیری حالت ویژگی های از مدل این در و می شود تولید مدل یک از خود
را برآوردگر تا می شویم بهره مند مدل خود ویژگی های از تنها و کرد نخواهیم استفاده برآوردگر

نشان می دهد. نماییم) شناسایی بهتر
θi = XT

i β + ui

قرار ناحیه سطح در که اطلاعاتی از استفاده با و (p× ١) ابعاد با و کمکی متغیر بردارمقادیر Xi

رگرسیونی ضرایب نشان دهنده ی و (p× ١) ابعاد با برداری نیز β و می شود آورده به دست دارد
دارای و تصادفی اثرات نشان دهنده ی ui همچنین مستقل و نمونه گیری خطای ei لذا است.

می باشند: زیر توزیع
ei

ind∼ N(٠, σ٢
Di) و ui iid∼ N(٠, σ٢

u)

کلی خطی آمیخته ی مدل های ۶ . ٢
مقدمه ١ . ۶ . ٢

دلیل است، مناسب خطی آمیخته مدل های از کردن استفاده ناحیه ای کوچک برآورد در
گرفتن نظر در و مختلف منابع از اطلاعات کردن ترکیب در مدل ها نوع این از کردن استفاده
خطی آمیخته ی مدل های می باشند. موثر ویژه به طور که خطا، کننده ی تولید مختلف منابع
نوع این بنابراین شده اند. تشکیل تصادفی و ثابت اثرهای از که هستند آماری مدل های از نوعی
پس آورد، به دست ثابت اثرهای کمک به نمی تواند را دارد وجود نواحی بین که تفاوتی مدل ها از
که دارد وجود رگرسیونی خطی مدل های طرفی از می شوند، محاسبه تصادفی اثرهای کمک به



۴٧ کلی خطی آمیخته ی مدل های
کوچک مفهوم در حتم به طور می دهد. نشان کمکی متغیرهای کمک به را نواحی بین تفاوت
و ناحیه سطح در یکی می شوند تقسیم کلی گروه دو به نوعا مدل ها از دسته این ناحیه ای،
مدل های از مختصری مطالب موضوع این بیشتر آشنایی منظور به واحد. سطح در دیگری

می دهیم. شرح را فضایی تعمیم یافته و تعمیم یافته و خطی آمیخته ی

LMM خطی آمیخته ی مدل ٢ . ۶ . ٢
شامل که است آماری مدل یک خطی آمیخته ی مدل کردیم، اشاره مقدمه در که همان طوری
زیستی علوم شاخه های در می توان را مدل این کاربرد می باشد. تصادفی و ثابت اثرهای
است، پرکاربرد ناحیه ای کوچک برآورد در خطی آمیخته ی مدل طرفی از دید. اجتماعی و
محاسبه مدل ثابت اثرهای توسط که را نواحی بین تفاوت می تواند مدل این از استفاده زیرا
خطی رگرسیونی مدل های طور همین و داد انجام تصادفی اثرهای از به کارگیری با نمی شوند،
مدل های می دهد. نشان کمکی اطلاعات طریق از فقط را نواحی بین تفاوت که دارد وجود
اثرهای با مدل هایی ثابت، اثرهای با مدل هایی برشمرد. نوع سه بر می توان را خطی آمیخته ی

آمیخته. اثرهای با مدل هایی و تصادفی
کرد، درک راحت تر را خطی آمیخته ی مدل بتوان تا می کند کمک ما به که حلی راه بهترین
کمکی متغیرهای و پاسخ متغیر بین ارتباط اینکه برای مدل این است، رگرسیونی مدل یک ارائه

می دهیم: نشان زیر به  صورت را آن و می شود استفاده کند، ایجاد را
y = Xβ + e, (٢ . ٣٣)

ضرایب از نامعلوم بردار β معلوم، طرح ماتریس X مشاهدات، بردار y بالا معادله ی به باتوجه
غیرقابل تصادفی خطاهای بردار یک e و می شوند نامیده ثابت اثرهای اغلب که است، رگرسیونی
توزیع دارای خطاها بگیرید. نظر در را خطاها بودن نرمال فرض کل طور به است. مشاهده
مقدارهای توزیع بنابراین .e iid∼ N(0, σ٢I) یعنی می باشند، σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال
ماتریسی صورت و y

iid∼ N(Xβ, σ٢I) داریم نتیجه در و شد، خواهد نرمال نیز شده مشاهده
است: زیر شکل به مدل این

y = Xβ + Zv + e, (٣۴ . ٢)
بردار en×١ تصادفی، اثرهای بردار vq×١ ثابت، اثرهای بردار βp×١ مشاهدات، بردار yn×١ که
اثرهای برای طرح ماتریس Zq×١ و ثابت اثرهای برای طرح ماتریس Xn×p تصادفی، خطاهای
تصادفی متغیرهای v و e اینکه به توجه طرفی از هستند. معلوم آن ها هردوی که تصادفی
زیر به صورت می توان و می باشد کوواریانس ماتریس دارای و صفر میانگین های با غیرهمبسته

داد: نشان را آن
V ar(v) = G, V ar(e) = R, Cov(v, e) = 0
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فرض اگر می باشند. نامعلوم پراکندگی پارامترهای از بعضی شامل کوواریانس ماتریس های لذا
و v ∼ N(0,G) داشت خواهیم بنابراین شود، آورده خطاها و تصادفی اثرهای بودن نرمال
می شود فرض همچنین می نامند. ١٠ گاوسی خطی آمیخته ی مدل را مدل این که ،e ∼ N(0,R)

کوواریانس ماتریس و Xβمیانگین مشمول که است متغیره ای چند نرمال y حاشیه ای توزیع که
را y ∼ N(Xβ,V) نتیجه در و V = V(ν) پس می باشد ν بردار از تابعی که V = ZGZT +R

(٢.٣۴) خطی آمیخته ی مدل در که همان طوری .(٢٠٠۶ لاهیری، و (جیانگ داشت خواهیم
(رائو،٢٠٠٣): دارند مولفه سه مدل ها این است، مشخص

می کند. تعریف مناسب احتمال توزیع یک با را y پاسخ متغیر مولفه این تصادفی: •مولفه
گسسته داده های برای معمولا که باشد مختلفی توزیع های می تواند پاسخ متغیر احتمال توزیع

می گیرند. قرار استفاده مورد نرمال توزیع پیوسته برای و پواسون یا و دوجمله ای توزیع
که متغیرهایی یعنی، شده استفاده کمکی متغیرهای مولفه این سیستماتیک: •مولفه
خطی ترکیب به صورت و شده تعیین مدل پیشگوهای عنوان به دارند، مدل در را zj و xj نقش

می گیرند. نظر در خطی پیشگوی عنوان تحت η = xβ + zv یعنی پیشگو متغیرهای از
مولفه (میانگین) امیدریاضی و سیستماتیک مولفه بین پیوندی یا تابع ربط: •مولفه
خطی پیشگوی در کمکی متغیرهای با µ = E(y|x, z) ارتباط نحوه آن در که است تصادفی
و η = g(µ) تابع به صورت یا و مستقیم به طور را µ میانگین می توان و می شود داده نشان
ربط، تابع در می نامند. ربط تابع را g(.) بنابراین، کرد، بیان η = g(µ) = xβ + zv به صورت
متغیر روی بر تبدیل از مساله این و می شود داده ربط خطی پیشگوی با پاسخ متغیر میانگین
شده انتخاب تابع که است این ربط، تابع انتخاب در مهم نکته همچنین است. متفاوت پاسخ
رائو، ٢٠٠۶؛ لاهیری، و (جیانگ می دهد نتیجه را پاسخ متغیر از قبول قابل پیشگویی مقادیر

.(٢٠٠٣
آمیخته ی مدل های پیرامون در را مباحثی بهتر وضوع برای شده، گفته مطالب به باتوجه

می دهیم. شرح GLMM تعمیم یافته خطی

GLMM تعمیم یافته خطی آمیخته ی مدل ٣ . ۶ . ٢
استفاده می توان مواقعی در را رگرسیونی مدل های شد، گفته قبلی بخش در که مطالبی بنابر

است: لازم نیز شروطی حال این با اما باشد پیوسته متغیری پاسخ، متغیر که کرد
شود. گرفته درنظر مستقل هم از مشاهدات .١

مدل سازی خطی تابع یک کمک به را ثابت اثرهای و پاسخ متغیر بین روابط می توان .٢
کرد.

باشد. ثابت مقدار یک پاسخ متغیر واریانس طرفی از .٣
١٠ Gaussian linear mixed model



۴٩ کلی خطی آمیخته ی مدل های
می کنند. پیروی نرمال توزیع از معمولا خطاها .۴

از استفاده بنابراین کرد، نقض را آن ها می توان کاربردها بعضی در شده، گفته شروط بنابر
مدل در می باشد. نقص ها نوع این کردن برطرف برای راه حلی GLMM و LMM مدل های
که خاص توزیع یک از و مستقل اند هم از پاسخ متغیرهای که، است این بر فرض خطی آمیخته ی
توزیع های شامل توزیع ها این مواقع بیشتر در که می کند پیروی است نمایی خانواده های جزء
متغیرهای از خطی ترکیب به µ پاسخ متغیر میانگین لذا می باشد. برنولی و پواسون نرمال،

داشت: خواهیم پس می شوند، مرتبط پیوند تابع معکوس کمک به Xβ = ξ١ کمکی
E(y) = µ = g−١(Xβ) = g−١(ξ١)

کلی حالت در اما است. پیوند تابع یک g همچنین و نامعلوم رگرسیونی ضرایب از برداری β
است. همانی تابع آن ها پیوند تابع که می باشد GLM مدل از خاص حالت یک رگرسیونی مدل
اغلب در است GLM همان شده مطرح مدل نباشند، مستقل به هم نسبت مشاهدات اگر لذا
مدل های هم آن و کرد استفاده دیگری مدل از است لازم دلیل، همین به نیستند مناسب موارد

می باشد. تعمیم یافته خطی آمیخته ی
خطی آمیخته ی مدل های همانند خطی پیشگوی تعمیم یافته خطی آمیخته ی مدل های در

یعنی: می باشد، تصادفی و ثابت اثرهای شامل
ξ٢ = Xβ + Zu

مدل ها، از دسته این در همچنین
E(y|u) = g−١(Xβ + Zu) = g−١(ξ٢)

تصادفی اثرهای برای طرح ماتریس یک Zn×q ،βp×١ ثابت اثرهای برای طرح ماتریس Xn×p

آن گاه دهیم بسط را خطی آمیخته ی مدل که کنید فرض حال است. پیوند تابع یک g و uq×١
با .yi|u ∼ N(x́iβ + źiu, τ

٢) یعنی هستند، مستقل شرطی به صورت y١, y٢, ..., yn مشاهدات
τ٢ پارامتر و می باشند Z و X ماتریس های iام سطرهای źi و x́i که گفت می توان این به توجه
θi = Xiβ + vi مدل به منجر R = τ٢I و نرمال فرض داشتن با و است نامعلوم واریانس یک
y١, y٢, ..., yn و برقرار باشند u تصادفی بردارهای که، باشد این بر فرض اگر اکنون می شود.
نمایی توزیع های خانواده اعضای از یکی yi|u شرطی توزیع آن گاه باشند، مستقل شرطی به طور

می شود: زیر احتمال چگالی تابع با
fi(yi|u) = exp[

yiξi − b(ξi)

ai(ϕ)
+ ci(yi, ϕ)],

موارد برخی در اگرچه و هستند معلوم توابعی ai(٠), bi(٠), ci(٠, ٠) و پراکندگی پارامتر ϕ که
از بعد ،(٢٠١١) لی و ژانگ (٢٠٠۶) لاهیری و جیانگ دارد. امکان نیز هستند نامعلوم اینکه
کوچک برآورد برای که مرسومی روش های مساله شرایط به توجه با مناسب آماری مدل انتخاب

کردند. تبیین را می باشد شدنی ناحیه ای



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ۵٠

SGLMM فضایی تعمیم یافته خطی آمیخته مدل های ۴ . ۶ . ٢
ناحیه برای شمارشی پاسخ متغیر i = ١, . . . , n ،Y (si) و مشبکه ای فضایی ناحیه G کنید فرض
x(si) تبیینی متغیرهای بعدی p بردار مقادیر ناحیه هر در کنید فرض همچنین باشد. si

می شود: تعریف زیر صورت به SGLM یک باشند. شده مشاهده
E (Y (si)|v(si)) = g−١(xT (si)β + v(si) + ϵ(si)), i = ١, . . . , n (٣۵ . ٢)

ثابت پارامترهای بعدی p بردار β است، معکوس پذیر و مشتق پذیر پیوند تابع یک g(·) آن در که
اغلب که است N(٠, σ٢

ϵ ) نرمال توزیع با غیرساختارمند تصادفی خطای جمله ϵ(si) و است مدل
از v = (v(s١), . . . , v(sn))′ فضایی تصادفی اثر می شود. گرفته نظر در اندازه گیری خطای برای

می کند. پیروی زیر مدل همانند (CAR) شرطی١١ اتورگرسیو مدل یک
vi|v−i, σ

٢
v ∼ N(

∑
jϵδi

dij
|δi|

vj ,
σ٢
v

|δi|
)

چگالی تابع با نمایی توزیع های خانواده از ،v(si) شرط به Y (si) پاسخ متغیر توزیع و
f(y(si)|v(si);β, ϕ) = exp[

١
ϕ
(a(µi)y(si)− b(µi)) + c(y(si), ϕ)]

،a(·) توابع و معلوم پراکندگی پارامتر ϕ ،µi = µ(si) = E(Y (si)|v(si)) آن در که می کند، پیروی
هستند. معلوم نیز c(·, ·) و b(·)

صورت به ،y مشاهدات بردار برای مدل(٢ . ٣۵)، کناری درستنمایی تابع
L(β, σ٢

v , σ
٢
ϵ |y) ∝

∫ n∏
i=١

f(y(si)|v(si);β)ϕn(v; 0, σ٢
vA

−١)dv (٣۶ . ٢)

ماتریس و صفر میانگین بردار با متغیره n نرمال چگالی تابع ϕn(v; 0, σ٢
vA

−١) آن در که است،
برابر بعد با انتگرالی حل مستلزم (٣۶ . ٢) درستنمایی تابع محاسبه است. σ٢

vA
−١ کوواریانس

طاقت فرسا کاری آن محاسبه حجیم، نواحی) (تعداد داده های برای و است مشاهدات تعداد
برای درستنمایی بر مبتنی دیدگاه در مختلفی تقریبی روش های چند هر است. مشکل ساز و
چارچوب از استفاده اما .(١٩٩٣ کلیتون، و (بریسلو شده اند پیشنهاد درستنمایی این محاسبه

است. اول انتخاب ،MCMC الگوریتم های وجود دلیل به ، SGLMMs رده برای بیزی

ناحیه ای کوچک برآورد در GLM مدل کاربرد
ناحیه سطح در آمیخته اثرات مدل های .١

استفاده با توانید می را ( ناحیه سطح در مدل  همان (یعنی A نوع آمیخته اثرات مدل های
نمایش دهید: زیر، فرم به که مدلی از

ˆ̄Y = X̄β + Zu+ ε

١١Conditional autoregressive



۵١ کلی خطی آمیخته ی مدل های
تصادفی اثرات ساختار از توصیفی به نیز Z غیرمستقیم، برآوردگرهای از برداری ˆ̄YD آن در که
همانی ماتریس یک Z که کنیم فرض می خواهیم اصل در می باشد. خطا جمله ε و می پردازد u
یک در آن مقدار که بگیرد قرار استفاده مورد می تواند زمانی پیچیده تر، ساختار یک اما است،
دارای ui تصادفی اثرات که می کنیم فرض باشد. داشته بستگی تصادفی اثر چندین به ناحیه
،ε فردی تغییرات یا نمونه گیری خطای است. σ٢

u واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع
V و D این بر علاوه می شود. گرفته نظر در (σ̂٢

i ) قطری واریانس و صفر میانگین با مستقل
به می تواند ˆ̄YD واریانس برای تصادفی، اثرات روی بودن ناشرطی اند. ε و u واریانس ماتریس
می تواند β پارامتر است، شده شناخته واریانس اینکه توجه با باشد. G = ŹDZ+V صورت این
در که چند هر شود، برآورد شده یافته تعمیم دوم توان های کمترین از میانگین هایی توسط
به روش چندین به می توان را تصادفی اثرات است. معادل درستنمایی ماکسیم با مورد این

برآوردگر رو، این از کرد. برآورد زیر شرح
ˆ̄Y = X̄iβ̂ + Zû

حال این با اما است رفته دست از نواحی برخی برای غیرمستقیم برآوردگرهای که طوری به
برآوردگر آن گاه و برسد صفر به باید û مقدار و دارد، وجود ناحیه سطح در کمکی متغیرهای

می شود. محاسبه ترکیبی
ˆ̄Y = X̄iβ̂

تصادفی اثرات برآورد برای می تواند قبلی برآوردگر شود داده ساختار یک تصادفی اثرات اگر
شود. حساب

واحد سطح در آمیخته اثرات مدل های .٢
زیر فرمولی مشابه می توانید را واحد) سطح در مدل همان (یعنی B نوع مدل های برای

باشید: داشته
yij = xijβ +

∑
l

zliui + eij

مدل ها این است. iام ناحیه ی در jام واحد یا فردی تصادفی تغییرات eij صورت این در که
شوند: بیان (y٢) غیرنمونه ی و (y١) نمونه ی واحد های به داده ها تقسیم با می توانند y١همچنین

y٢

 =

x١
x٢

β +

Z١
Z٢

u+

e١
e٢


تمامی و است ∑n

i=١(Ni − ni) و ∑n
i=١ صورت به را y٢ و y١ از طول که باشید داشته توجه

داده معادله بر مبنی که مدلی از برآورد می باشند. اندازه ها اساس بر نیز دیگر ماتریس های
شده مشاهده

y١ = x١β + Z١u+ e١



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ۵٢
پذیر امکان کرد استفاده مدل از پارامتر برآوردهای ارایه برای توان می که متفاوتی روش های و
تاوانیده١٣ احتمال شبه یا ،(ML) درستنمایی١٢ ماکسیم توسط β پارامتر از برآورد بود. خواهد
به دست برای می تواند (REML) مقید١۴ درستنمایی ماکسیم اینکه ضمن می شود، انجام نیز
دیگری استراتژی های ،(٢٠٠١) سیرل و مک کولا شود. استفاده واریانس برآورد غیراریبی آوردن
ایرارییا این بر علاوه کرده اند. مطرح مختلف پارامترهای از برآوردگرهایی آوردن به دست برای را
در پارامترهایی برآورد برای را محاسباتی ترفندهای و دقیق الگوریتم های (٢٠٠۴) کانسرسیوم
با ناحیه ای کوچک برآورد سپس است. داده ارایه آمیخته مدل های از هم آن متفاوت نوع های

می آید: به دست روش یک در شده برآورد مقادیر و مشاهدات جمع آوری
ˆ̄Yi =

ni
Ni

ni∑
j=١

yij +
Ni − ni
Ni

Ni−ni∑
j=١

ŷij =
ni
Ni

ni∑
j=١

yij +
Ni − ni
Ni

Ni−ni∑
j=١

xij β̂ + ûi (٢ . ٣٧)

ni نمونه ی اندازه که هنگامی می باشد. iام ناحیه ی در jام واحد برای برآوردی ŷij اینکه ضمن
است: زیر شرح به استفاده مورد برآوردگر باشد کوچک خیلی Ni به نسبت

ˆ̄Yi =
١
Ni

Ni∑
j=١

xijβ̂ + ûi = X̄iβ̂ + ûi

مدل بر مبتنی های روش و غیرمستقیم برآوردگرهای ٢ . ٧

ترکیبی برآوردگر ٢ . ٧ . ١
متغیر بین ارتباط یک ایجاد با می تواند خطی مدل شود، اندازه گیری مدام متغیری که هنگامی
مستقیم برآوردگر از ترکیبی که را زیر مدل فی‐هریوت شود. استفاده کمکی متغیرهای و هدف

داده است: پیشنهاد می باشد رگرسیونی و
Ȳi = βX̄i + ϵi; ϵi ∼ N(٠,V٢

i ) (٢ . ٣٨)
مدل در β برآورد از استفاده با می تواند ترکیبی برآوردگر است. طرحی واریانس V٢

i بنابراین
داشت: خواهیم پس شود، آورده به دست فوق

ˆ̄YSA,i = β̂X̄i

کمکی متغیرهای قبلی روش های همانند است. iام ناحیه ی در ترکیبی برآوردگر یک ˆ̄YSA,i

طریق از را غیرنرمال پاسخ های می تواند رویکرد این دسترس اند. در کوچک نواحی همه برای
١٢ Maximum likelihood
١٣ quasi-probability penalized
١۴Restricted maximum likelihood



۵٣ صریح مدل بر مبتنی برآوردگرهای
متناسب تابع یک با خطی پیش بینی و پاسخ در تعمیم یافته خطی آمیخته مدل میانگین های

داد: انجام زیر به شیوه ی می توان را واریانس برآورد دهد. گسترش می باشد، مرتبط که
var[ ˆ̄YSA,i] = E[( ˆ̄YSA,i − β̂X̄i − ϵi)

٢] = X̄T
i var[β̂]X̄i +V٢

i

و ناحیه هر برای دسترس در نمونه های مشمول برآوردگر این در واحد سطح در مدل معادله
شده است: پیشنهاد زیر مدل سازی تحت

yij = xijβ + eij

تغییرات کنیم فرض است. σ٢
i واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای و فردی خطای eij

ni/Ni
نسبت اگر باشد. متفاوت دیگر ناحیه ی به ناحیه ای از می تواند داخلی ناحیه داخل در

مدل ترکیبی برآوردگر و کرد چشم پوشی می توان را کل جمعیت همبستگی باشد کوچک خیلی
داد: نشان زیر به صورت واحد سطح در را

ˆ̄YSB,i =
١
Ni

Ni∑
j=١

xijβ̂ = X̄iβ̂

برآوردگر از نوع این نمی  پذیرد. صورت غیرنرمال یا غیرخطی مدل های برای نسبت این هرچند
ناحیه ای متفاوت گزارش های ایجاد برای انگلیس در ملی آمار اداره توسط گسترده به طور ترکیبی
نوعی به متکی (٢٠٠٣) همکاران و هدی و (٢٠٠٢) همکاران و یار می گیرد. قرار استفاده مورد
سطح در دسترس در کمکی متغیر هیچ اینکه به توجه با اما می باشند، واحد سطح در مدل از
زیر به صورت برآوردگر این واریانس می گیرند. درنظر xij = Xi به صورت را آن نیست فردی

بود: خواهد
var[ ˆ̄Yi] = X̄T

i varβ̂X̄i + σ٢
i /Ni

فراهم را ناحیه برای برآوردگری ناحیه سطح در مدل ترکیبی برآورد کنید، توجه همچنین
نمونه برداری که افرادی برای را نظر مورد متغیر مقادیر واحد سطح در مدل برآوردگر می کند،
روی بر متوسط به طور آن از بعد باید که برآوردگرهایی و (ŷij = β̂xij , i ناحیه در ∀j) نشده اند

می گیرد. نظر در را شوند محاسبه ناحیه در افراد تمام

صریح مدل بر مبتنی برآوردگرهای ٢ . ٨
وابستگی بررسی تحت متغیر با که خوب کمکی متغیرهای گزینش و مناسب مدل انتخاب از بعد
به طور است. کوچک نواحی برای مناسب برآوردگر انتخاب به نوبت باشد، داشته را خوبی نسبتا
و کلاسیک فراوانی گرای رویکرد یکی، که دارد وجود برآورد یافتن در متفاوت رویکرد دو حتم
را، صریح مدل  بر مبتنی غیرمستقیم برآوردگر که می دانید طرفی از می باشد. بیزی روش دیگری
صریح مدل بر مبتنی برآوردگرهای برآوردگرها، از نوع این گویند. مدرن غیرمستقیم برآوردگر



ناحیه ای کوچک مدل های معرفی ۵۴
روش های همان گروه زیر دسته ۴ این طور همین و می شوند تقسیم دسته ۴ به که هستند

از: عبارت اند پس، بیزی اند روش و کلاسیک فراوان گرای
BLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی برآوردگرهای .١

EBLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی بهترین برآوردگرهای .٢
EB تجربی بیز برآوردگرهای .٣

HB مراتبی سلسله بیزی برآوردگرهای .۴
.(١٩٩۴ رائو، و (گوش داد خواهیم ارائه را مطالبی برآوردگرها این درباره ی ادامه در

BLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی برآوردگرهای ٢ . ٨ . ١
تصادفی و ثابت اثرهای خطی ترکیب های به صورت می توان را کوچک نواحی مجموع و میانگین
را پارامترها از دسته این برای خطی نااریب پیشگوی برآوردگرهای روش بنابراین کرد. بیان
روش مورد در کلی نتایج به دادن قرار مرتبط با کلاسیک، بسامدگرای چارچوب در می توان
را خطا دوم توان میانگین کمترین یعنی جمله این در بهترین این آورد. به دست BLUP برآورد
می سازد مینیمم را MSE خطی نااریب برآوردگرهای رده ی در برآوردگرها از نوع این باشد. داشته
دسته این .(٢٠٠١ سیرل، و کولا (مک نیست وابسته تصادفی اثرهای بودن نرمال به همچنین و
یا ثابت ها برازش روش کمک به را تصادفی اثرهای کوواریانس های و واریانس ها برآوردگرها، از
آن به وسیله ی و است دسترس در که روش های از دیگر یکی می کند. برآورد گشتاوری روش
بودن نرمال فرض لحاظ با نیز و آورد به دست را کوواریانس و واریانس مولفه های برآورد می توان
به کارگیری با می باشد. مقید درستنمایی ماکسیمم یا و درستنمایی ماکسیمم روش های اثرها،
در که می آید به دست مرحله ای دو برآوردگری ،BLUP برآوردگر در برآوردشده مولفه های این
یا تجربی BLUP برآوردگر به عنوان آن از و می کند عمل بهتر تجربی بیز برآوردگر با مقایسه

.(١٩٩١ (هارویل، می شود یاد EBLUP
داد: نشان زیر شرح به می توان را برآوردگر بود، شده ارائه قبلا که مدلی به توجه با بنابراین

E[u|y] = û = DZT ١Σ−١١١ (y −X١β)

BLUP برآوردگر یک به (٢ . ٣٧) معادله ی شوند؛ برآورده روش این در تصادفی اثرات که هنگامی
قسمت و می شود i ام ناحیه ی در نمونه بر مبتنی مستقیم برآوردگر مجموع و می شود تبدیل

است. اثرتصادفی از برآوردگری و کمکی متغیرهای بر مبتنی ثابت
برآوردگر به BLUP برآوردگر نباشد دردسترس نمونه ای هیچ iام ناحیه ی در اگر کنید توجه
واریانس که هنگامی است. û = ٠ و ندارد وجود مستقیم برآوردگر زیرا، می یابد، کاهش ترکیبی
یابند. توسعه می توانند مشابه برآوردگرهای شود، برآورد داده از و باشد ناشناخته تصادفی اثرات



۵۵ صریح مدل بر مبتنی برآوردگرهای
می شود. نامیده BLUP تجربی خطی نااریب برآوردگر بهترین هم، شده بیان موارد بنابراین
ناحیه ای کوچک برآورد در EBLUP و BLUP برآوردگرهای از استفاده مورد در (٢٠٠٣) رائو

نمود. مطرح را پیشنهادهایی
مولفه ٣ تقریب با MSEاغلب خطا دوم توان میانگین برآورد ناحیه سطح در مدل برای
، دربرآوردگر اطمینان عدم نشان دهنده ی (G١) از: عبارت اند ترتیب به که می شود محاسبه
داده نشان زیر به صورت نیز اغلب که می باشند. σ٢ واریانس برآورد (G٣) و β برآورد (G٢)

می شود:

MSE[ ˆ̄Yi] ≈ G١ +G٢ +G٣

برای می  گیرد. انجام ناحیه سطح در مدل مشابه نیز واحد سطح در مدل برای MSE طرفی از
می پردازیم. EBLUP روش های به بیشتر توضیح

EBLUP تجربی خطی نااریب پیشگوی بهترین برآوردگرهای ٢ . ٨ . ٢
برآوردگرمشخص این نام از که همان طوری می آید. به دست مرحله دو در شده مطرح برآوردگر
خطی، نااریب برآوردگرهای رده ی در خطی نااریب پیشگوی بهترین اول، مرحله ی در است
مینیمم را خطا دوم توان میانگین و باشد بررسی مورد کمیت به مرتبط که می آید به د ست زمانی
در دارند. بستگی مدل در تصادفی اثر کوواریانس و واریانس به برآوردگرها از دسته این سازد.
برآوردگرهای که می آید به د ست زمانی خطی، نااریب پیشگوی بهترین برآوردگر بعدی، مرحله ی
مرحله ی در خطی نااریب پیشگوی بهترین در کوواریانس، و واریانس پارامترهای برای را مناسب
گشتاوری روش از معمولا واریانس ها برآورد آوردن به دست برای همچنین نماییم. جایگزین اول
برای دیگری روش از می توان بودن، نرمال فرض با نیز گاهی و می شود. استفاده لاکرانژ روش یا
یا درستنمایی ماکسیمم روش های عمل این برای که کرد استفاده واریانس مولفه های برآورد

شده است. معرفی مقید ماکسیمم
خطی نااریب پیشگوی بهترین برآوردگر روش توضیح به اکنون شده بیان مطالب به توجه با
صورت به خطی آمیخته ی مدل یک از نمونه ای داده های کنید فرض می شود. پرداخته تجربی

داشت: خواهیم لذا می کند، پیروی زیر

y = Xβ + Zv + e. (٢ . ٣٩)

n× ١ ابعاد با برداری yi و y = (yT١ , ..., yTn )T مشاهدات از برداری y•
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،(ni × p) ابعاد با ماتریسی Xi و X = col١≤i≤m(Xi)•

X =



X١
.

.

.

Xm


(ni × hi) ابعاد با ماتریسی Zi و Z = diag١≤i≤m(Zi)•

Z =


Z١ 0 ... 0

0 Z٢ ... 0

... ... ... ...

0 0 ... Zm


و X ،n × ١ بعد با نمونه ای مشاهدات بردار y داشته ایم، اشاره بالا همانند که همان طوری
می شوند. داده نمایش ni × h و ni × pi ابعاد با ترتیب به که هستند معلومی ماتریس های Z

ابعاد با که تصادفی اثرات بردار v همچنین و رگرسیونی ضرایب از برداری β = (β١, ..., βp)T
ماتریس و ٠ میانگین بردار با توزیعی هایی دارای نیز e و v طرفی از می باشند. (hi × ١)
شده، اشاره کوواریانس های ماتریس می باشند. نیز مستقل نتیجه در e∑اند، و ∑

v کوواریانس
می شوند. آورده δ = (δ١, ..., δq)T بردار در مولفه ها این که می باشند واریانسی مولفه های دارای

می آید: زیر به دست به صورت (٢ . ٣٩) مدل برای کوواریانس ماتریس
V ar(y) = V = V (δ) = Σe + ZΣvZ

T ,

است. نامنفرد δها، تمامی برای که
بردارهای برای را است v تحقق یافته ی مقادیر و β رگرسیونی ضرایب از که زیر خطی ترکیب

بگیرید. نظر در m و η معین و ثابت
µ = ηTβ +mT ṽ

µ̂ همان یعنی µ برآوردگر پی دستیابی در تجربی خطی نااریب پیشگوی بهترین روش در
پارامترهای که، باشد این بر فرض اگر و می باشد. نااریب µبرای برآوردگر از نوع این که هستیم،

می آید: به دست زیر صورت به خطی نااریب پیشگوی بنابراین باشند، معلوم δ
µ̃H = t(δ,y) = ηT β̃ +mT ṽ, (۴٢ . ٠)

خطی نااریب برآوردگر بهترین β̃ و است. هندرسون١۵ نام نشان دهنده ی µ̃H در H بالانویس
می دهیم: نشان زیر صورت به را آن و است β

β̃ = β̃(δ) = (XTV−١X)−١XTV−١Y
١۵Henderson
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با است برابر ṽ و

ṽ = ṽ(δ) = ΣvZ
TV−١(Y −Xβ̃).

نااریب خطی برآوردگرهای رده ی در که است خطی نااریب پیشگوی برآوردگر µ̃Hµ̃ بنابراین
می باشد، Σe و Σv عناصر با مرتبط که δ برآوردگر می باشد. برآوردگر بهترین که دارد قرار
به باید را δ عبارت و نمی باشد عمل این گونه عمل در که حالی در معلوم باشد که فرض می شود
درستنمایی ماکسیمم تعمیم یافته، مربعات حداقل گشتاوری، روش همانند مختلفی روش های
که می شود جایگزین شدن برآورده صورت در و شود برآورده مقید درستنمایی ماکسیمم و

آید. به دست تجربی خطی نااریب پیشگوی برآوردگر بهترین

EB تجربی بیز برآوردگر ٢ . ٨ . ٣
کنید: استفاده زیر مرحله ی سه از است کافی برآوردگر، از نوع این به دستیابی برای

یعنی y شرط بنابر µ نظر مورد پارامترهای پسین توزیع آوردن به دست برای اول: مرحله ی
f(µ|y,λ١) و f(µ|y,λ٢) شرطی توزیع دو از آن آوردن به دست برای لذا است، نیاز f(µ|y,λ)

می کنند. استفاده می باشد، λ = (λ١, λ٢) عبارت به مربوط مدل، پارامتر بردار آن در که
حاشیه ای چگالی تابع از ها، λ همان یعنی شده گفته مدل پارامترهای بنابر دوم: مرحله ی

می شوند. برآورد غیره و گشتاوری درستنمایی، ماکسیم روش های کمک به و f(y|λ)
f(µ|y, λ̂) شده ی برآورد پسین چگالی تابع از µ پارامتر آوردن به دست برای سوم: مرحله ی

می باشد. λ برآوردگر به مرتبط λ̂ برآوردگر لذا و می کنند استفاده
در با بیزی روش در که می آید به دست زمانی کمیت، یک برای پیشگو بهترین کلی به طور
بنابر کوچک ناحیه ی برای مطالعه تحت کمیت شرطی امید خطاها، دوم زیان تابع گرفتن نظر
این برای همچنین و می شود آورده به دست باشند، شده داده مدل پارامترهای و داده ها اینکه

است. نیاز مورد توزیعی فرض های بعضی محاسبات
از به کارگیری با و مدل پارامترهای مناسب برآوردگرهای از استفاده با تجربی بیز برآوردگر
برآوردگر همانند بنابراین می آید. به دست گشتاوری روش و درستنمایی ماکسیمم روش های
توزیع های دارای که بگیرید، نظر در را (٢ . ٣٩) مدل تجربی، نااریب خطی پیشگوی بهترین

می باشند: زیر
yi|vi

iid∼ N(Xiβ + Zivi,Σei),

vi
iid∼ N(0,Σvi), i = ١, ...,m.

معادله در و می شوند، داده نشان δ با که می باشند واریانسی پارامترهای Σei و Σvi رو، ازاین
η معین و ثابت بردارهای برای اما هستند. کوچک نواحی دهنده ی نشان  نیز i = ١, ...,m بالا
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باشد، برقرار زیر رابطه ی اگر فرض بنابر m و

µi = ηTi β +mT
i vi

به صورت که است δ و β ،yi بر مشروط µi شرطی امید به صورت بیزی پیشگوی برآورد آن گاه
می شود: داده نشان زیر

µBi = µ̂i
B(β, δ) = E(µi|yi,β, δ) = ηTi β +mT

i v̂i
B; (۴٢ . ١)

برآوردگر این در و
vBi = E(vi|yi,β, δ) = ΣviZ

T
i V

−١
i (yi −Xiβ),

Vi = Σei +ZiΣviZ
T
i ,

می آید: به دست زیر پسین توزیع از µ̂iB بنابراین
µi|yi,β, δ

iid∼ N(µ̂i
B, gi(δ))

پس
gi(δ)) = mT

i (Σvi − ΣviZ
T
i V

−١
i Σvi)mi.

وابسته δ و β پارامترهای به برآوردگر این که می شود دیده ،(۴٢ . ١) مدل یعنی بالا رابطه ی در
این بعدی، مرحله ی در شوند. برآورد پارامترها این که می شماریم لازم منظور به همین است،
روش های از به کارگیری با yi iid∼ N(Xiβ,Vi) حاشیه ای توزیع از i = ١, ...,m برای پارامترها
نشان δ̂ و β̂ به صورت و می شوند برآورده مقید درستنمایی ماکسیمم یا درستنمایی ماکسیمم
صورت به تجربی بیز برآوردگر صورت بدین که می گیرند قرار µ̂iB پارامتر در بعد و می شوند داده

بود: خواهد زیر

µ̂i
EB = µ̂i

EB(β̂, δ̂) = ηTi β̂ +mT
i v̂i

B(β̂, δ̂).

N(µ̂i
EB, gi(δ̂)) شکل به f(µi|yi, β̂, δ̂) عبارت پسین توزیع شده ی برآورد میانگین µ̂i

EB پس،
می باشد.

HB سلسه مراتبی بیز برآوردگر ۴ . ٢ . ٨
پیشین توزیع که چرا می نامند، بیزی کاملا روش به عنوان را سلسله مراتبی بیز روش اوقات اغلب
انجام پسین توزیع براساس را نتیجه گیری سپس و می کنند فرض مدل پارامترهای برای را
میانگین های توسط کوچک نواحی پارامتر خطا، مربع میانگین تحت به طورکلی، می دهند.
و (گلفند می شود اندازه گیری پسین واریانس توسط حتمیت عدم و می شوند برآورد پیشین
چند هر می باشد. درک قابل و ساده کاملا روش سلسه مراتبی، بیز روش .(١٩٩٠ اسمیت،
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در اخیر پیشرفت های است. بعدی چند انتگرال گیری های با همراه پیچیده محاسبات نیازمند
ساده و پرکاربرد بسیار را بیز قضیه بیزی رویکرد در گیبز نمونه  گیری در به ویژه محاسباتی، ابعاد
کافی ابتدا در آورد، به دست را برآوردگری بتوان اینکه برای سلسله مراتبی روش در کرده است.
طریق از ϕ = h(µ) نظر مورد پارامتر برآوردگر لذا کرد. محاسبه را f(µ|y) پسین توزیع است
V (h(µ)|y) عبارت از نیز دقت برای و می آید به دست ϕ̂HB

= E(h(µ)|y) پسین میانگین برآورد
می شود. استفاده

توزیع از ،λ برآورد جای به f(µ|y) پسین توزیع کردن پیدا برای می دانید که همان طوری
پسین توزیع عمل این با که چرا شده است، تعریف مدل روی که می کنند استفاده f(λ) پیشین
آوردن به دست برای می شوند. برآورده ناحیه ای کوچک پارامترهای برای f(µ|y) نظر مورد
پارامترها و داده ها برای مرحله دو در را مدل است کافی بیز، قضیه ی از استفاده با پسین توزیع
می باشد، مدل پارامترهای بردار λ = (λT١ , λT٢ )

T که f(µ|λ٢)f(y|µ, λ١) توزیع های از استفاده با
پارامترهای پسین توزیع آوردن به دست برای بیز، قضیه ی از بهره گیری با گیرد. صورت
می توان را سلسله مراتبی بیز برآوردگر می آید. به عمل (١.۵) رابطه ی همانند کوچک ناحیه ی
آورد. به دست ناحیه ای کوچک پارامترهای برای پسین، توزیع روی بر امید ریاضی از استفاده با
با و پیچیده انتگرال های با اوقات اغلب امید ریاضی، این آوردن به دست در که همان طوری
اینکه برای داشت. خواهد همراه به نیز سختی آن ها محاسبات پس، می شویم مواجه بالا ابعاد
همین به و کرد استفاده دیگر روش های از است بهتر کرد، کم محاسبات سختی از بتوان
نمونه گیری شامل که مارکوفی زنجیره ی کارلوی مونت روش های انواع از به کاربردن دلیل
برای شبیه سازی نمونه های ساختن روش ها، این عملکرد اساس می باشد. ملزوم است، گیبز
مارکوفی زنجیره ی یک نمونه ها این که به طوری است، η = (λ١, λ٢,µ) مدل پارامترهای تمامی
می شود، همگرا π(η) = f(η|y) یکتای پسین توزیع به η(k) توزیع آن در که η(k),K = ٠, ١,٢, ...
η(٠) اولیه نقطه ی از ابتدا نمونه ها ایجاد برای شده، گرفته به کار الگوریتم در می دهند. تشکیل را
به دست f(η|y) هدف توزیع از را η(f+١), ...,η(f+F ) نمونه ی F اولیه، نمونه ی f انتخاب از بعد
چند می دهند. نتیجه را پارامتر برآورد آمده، به دست نمونه های میانگین انتها در و می آورند.

می باشد: زیر شرح به کرده اند کار زمینه این در که افرادی از تن

درآمد برآورد ناحیه، سطح مدل در سلسله مراتبی بیز روش از به کارگیری با (١٩٩٩) بل
آورد. به دست آمریکا متحده ایالت های همه ی در را فقر خط زیر کودکان تعداد نیز و متوسط
مدل های از استفاده با را متحده ایالت ۴نفره خانوارهای متوسط درآمد (١٩٩۶) همکاران و داتا
توانستند شده بیان روش این با (١٩٩٩) سال در همکاران و داتا همچنین و دادند. انجام HB

آورند. به دست متحده های ایالت همه برای را بیکاری نرخ
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جمع بندی

و کنیم معرفی را ناحیه ای کوچک برآورد مدل های که است بوده آن بر سعی فصل این در
تمامی لذا نمودیم. تشریح مثال هایی ذکر با را مدل ها این از کدام هر اهمیت همچنین
مهم پایان نامه این در برایمان که آنچه ولی، دارد اهمیت فصل این در شده بیان مدل های
برآوردگر دقت افزایش موجب مدل ها این که چرا است، فضایی مدل های از به کارگیری می باشد،
را ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بعدی فصل در منظور، همین به می شوند. نظر مورد

می نماییم. مطرح



٣ فصل
ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی

ناحیه ی در غیرمستقیم برآوردگرهای از واریانس کاهش و برآوردگرها دقت بردن بالا برای
فوق موارد برای مناسبی حل راه نیز بیزی روش های از به کارگیری و می شود استفاده کوچک
خواهیم ناحیه ای کوچک برآورد در بیزی روش های اهمیت بیان به فصل این در بود. خواهد
مدل پارامترهای برای را مناسبی پیشین توزیع بیزی، رهیافت از کردن استفاده لذا پرداخت.
ماتریس مناسب تعریف و فضایی پارامتر روی محدودیت اعمال با طرفی از داد. خواهد ارائه
بیز، برآوردهای تعیین برای بنابراین می شود. مطرح پیوند مدل برای CAR مدل همسایگی،
پارامترها پسین توزیع شده، مطرح مدل های از استفاده و مناسب پیشین گرفتن نظر در با
این در شده مطرح مطالب می شود. برآورد بیز روش به علاقه مورد پارامتر و می آید به دست
گرفته (٢٠١٠) سال در لی و ریچاردسون ناحیه ای کوچک برآورد بیزی استنباط مقاله از فصل،

است. شده

بیزی روش های ٣ . ١
مقدار بیزی، دیدگاه در ولی است. درستنمایی تابع اساس بر مدل بندی کلاسیک، دیدگاه در
مشخص بر علاوه بیزی، استنباط در می باشد. تصادفی توزیع یک از تحققی پارامتر واقعی
θ مجهول پارامترهای از بردار یک شرط به y بردار شده  ی مشاهده داده های برای مدل کردن
η و π(θ|η) پیشین توزیع با تصادفی کمیت یک θ که می شود فرض ،f(y|θ) توزیع به صورت
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به صورت پسینی توزیع اساس بر بیزی استنباط می باشد. پارامتر ابر بردار یک نیز

π(θ|y,η) = π(θ,y|η)
f(y|η)

=
π(θ,y|η)∫
f(y,u|η)du

=
f(y|θ)π(θ|η)∫
f(y|u)π(u|η)du

,

نوشتن در آن گاه باشد معلوم η اگر می گردد. بر بیز قضیه ی به قضیه این که می شود محاسبه
به دست پسین توزیع بر مبنی استنباط ها همه ی بیزی، دیدگاه در نمی شود. نوشته η ،π(θ|y,η)

می آید.

پیشینی توزیع های انواع
شرح را آن ها از نوع ۴ تنها اما می باشند، مختلفی نوع های دارای پیشینی توزیع های کلی به طور

می دهیم:
آن در که گویند توزیعی به سره١: پیشین توزیع .١∫

Θ
π(θ)dθ = ١

باشد.
آن در که گویند توزیعی به ناسره٢: پیشین توزیع .٢∫

Θ
π(θ)dθ = +∞

باشد.
می باشد ناآگاهی بخش پیشین پیشین ها، مهمترین از یکی ناآگاهی بخش٣: پیشین توزیع .٣
قرار استفاده مورد نباشد، موجود پارامتر مورد در چندانی اطلاع که مواردی در و
تخصیص ممکن پیشامدهای همه به را یکسانی احتمال محقق حالت این در می  گیرد.

.π(θ) = k یعنی می دهد؛
که به طوری دارد، بزرگ خیلی واریانس که سره ای پیشین توزیع مبهم۴: پیشین توزیع .۴

می شود. نزدیک بخش ناآگاهی پیشین یک به
از یکی پیشین توزیع  انتخاب گرفت. نظر در بیزی تحلیل در می توان را متفاوتی پیشین های
نتیجه ی در توجهی قابل و زیاد نسبتا تاثیر توزیع این زیرا می باشد، بیزی آمار در مهم مسائل
تحلیل فوق، مطالب بنابر شود. انجام نحو بهترین به باید انتخاب این پس، دارد. استنباط
مهم ترین که است؛ کامل شرطی توزیع های و پسینی توزیع پیشین ها، معرفی بر مبنی بیزی،

می باشد. بیزی سلسله مراتبی مدل های پایان نامه این در روش
١Proper priori
٢ImProper priori
٣informative priori
۴vague priori



۶٣ کوچک نواحی برای بیزی مدل بندی سلسله مراتبی ساختار

نواحی برای بیزی مدل بندی سلسله مراتبی ساختار ٣ . ٢
کوچک

مدل بندی ساختار است. n اندازه ی با شده نمونه گیری y(n) بردار = (y١, ..., yn) کنید فرض
می گیریم: نظر در را زیر کلی سلسله مراتبی مدل

y(n)|X = x ∼ h(y(n)|X = x,θ١) اول: مرتبه ی
X ∼ g(x|θ٢) دوم: مرتبه ی

علاقه مورد پارامترهای است. مشاهده غیرقابل پنهان) ) x اما مشاهده قابل y(n) اینجا در
پیشگویی و θپارامترهای برآورد تحلیل هدف هستند. θ = (θ١,θ٢) پارامترهای استنباط، برای
است: زیر صورت به سلسه مراتبی مدل بندی ساختار درستنمایی تابع است. x پنهان وضعیت

L(θ,y(n)) =
∫
h(y(n)|x,θ١)g(x,θ٢)dx

معنا این به هستند، محاسباتی بیشتر، استنباط برای تابع این از استفاده در مرتبط مشکلات
که:

است. زیاد بسیار بعد با انتگرال هایی شامل درستنمایی تابع محاسبه ی کلی به طور .١
جستجوی روش بردن به کار با سازد، ماکسیمم را L(θ;y(n)) که θ از مقداری آوردن به دست .٢
دقت است؛ مشکل ساز بسیار شده برآورد درستنمایی تصادفی طبیعت دلیل به عددی
مقادیر بودن متفاوت از ناشی حقیقت در درستنمایی تابع تصادفی طبیعت که کنید

است. مجدد نمونه گیری هر در نمونه
روش در شده برآورد پارامترهای از آمده به دست معیار خطاهای محاسبه ی آخر در و .٣
سختی های و مشکلات شامل درستنمایی، لگ تابع دوم مرتبه ی مشتقات عددی محاسبه ی

می باشد. بیشتری

بیزی رویکرد بررسی ٣ . ٣
زیر سلسه مراتبی آماری مدل از nتایی نمونه ی یک y(n) = (y١, ..., yn) مشاهدات کنید فرض

باشد:
y(n) ∼ f(y(n)|X,θ١)

X ∼ g(x|θ٢)

مشاهدات، بر موثر فرآیندهای یا تصادفی کمیت های بردار X توأم، چگالی توابع g و f آن در که
θ٢ = (θ٢١, ...,θ٢p) و مشاهدات، بر موثر نامعلوم و ثابت پارامترهای بردار θ١ = (θ١١, ...,θ١q) و
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مدل های ادبیات در که کنید دقت است. X فرآیند با مرتبط نامعلوم و ثابت پارامترهای بردار
سیستم وضعیت یا پنهان متغیر تصادفی، اثرات را X درون تصادفی کمیت های سلسه مراتبی،

گویند.
است: زیر به صورت بالا در شده معرفی سلسه مراتبی کلی مدل برای درستنمایی تابع

L(θ;y(n)) =

∫
h(y(n)|x,θ١)g(x,θ٢)dx (٣ . ١)

درستنمایی ماکسیمم برآورد شده). مشاهده (داده های است مشاهدات بردار y آن در که
پارامترهای مقادیر می شود، داده نشان (θ̂١, θ̂٢) = (θ̂١١, ..., θ̂١q; θ̂٢١, ..., θ̂٢p) با که پارامترها
می کنند. ماکسیمم را درستنمایی تابع توأما که هستند (θ١,θ٢) = (θ١١, ..., θ١q; θ٢١, ..., θ٢p)
کار مشمول درستنمایی ماکسیمم برآوردهای و درستنمایی تابع محاسبه ی که است واضح
رویکرد کامل به طور است. بالا بعد با انتگرال  گیری هایی با پیچیده و سخت بسیار محاسبه ای
پارامترهای که فرض این با بیزی رویکرد می آید. بر زیاد بعد با انتگرال هایی عهده ی از بیزی
توزیع را پارامترها این آماری توأم توزیع می شود. شروع هستند، تصادفی متغیرهای مدل،
جمع آوری از قبل پارامترها مقادیر به نسبت شخص باور پیشینی توزیع می گویند. پیشینی
بیز قضیه ی از استفاده با و درستنمایی تابع با را پیشینی توزیع سپس می دهد. نشان را داده ها
که می باشد شخص باور توزیع این می نامند. پسینی توزیع را آن نتیجه ی در که می کنند توأم

است. جامعه پارامترهای به نسبت داده ها جمع آوری از پس
هستند. تصادفی و نامعلوم X متغیرهای سلسه مراتبی، مدل مدل بندی در که کنید توجه
توأم پسین توزیع بیز، قضیه ی بنابر می دهند. نشان π(θ١,θ٢) نماد با اغلب را پیشین توزیع
به صورت y(n) = (y١, ..., yn) شده ی مشاهده مقادیر شرط به (θ١,θ٢,X) نامعلوم کمیت های

می دهد: ارائه زیر
h(θ١,θ٢,X|y(n)) =

f(y(n)|x,θ١)g(x|θ٢)π(θ١,θ٢)∫
f(y(n)|x,θ١)g(x|θ٢)π(θ١,θ٢)dXdθ١dθ٢

(٣ . ٢)
با سادگی به می شود داده نشان π(θ١,θ٢,X|y(n)) با که پارامترها حاشیه ای پسینی توزیع
مدل که می رسد نظر به ابتدا در می آید. به دست X به نسبت (٣ . ٢) تابع از انتگرال گیری
بزرگتر شکل یک به درستنمایی محاسبات برای را زیاد بعد با انتگرال گیری های مشکل (٣ . ٢)
توزیع تابع از انتگرال گیری سپس و (٣ . ٢) معادله ی مخرج در بیشتر بعد با انتگرال گیری های
نیست. این گونه می دهیم توضیح زیر در که همان گونه اما می کند. جایگزین را حاشیه ای پسینی
توزیع پسینی از را تصادفی اعداد که است محاسباتی ابزار کارلویی مونت مارکوف زنجیر الگوریتم
وجود داشته مخرج انتگرال گیری به نیازی این که بدون کسر صورت از استفاده با تنها (٣ . ٢)
و چیب ،(١٩٩٢) جرج و کسلا به این باره در بیشتر اطلاعات برای می کند. تولید را باشد
توجه کنید. مراجعه (٢٠١٠) کسلا و رابرت و (١٩٩۵) همکاران و گیلکس ،(١٩٩۵) گرینبرگ
شده تولید تصادفی اعداد که کنید فرض ندارد. انتگرال گیری به نیاز کسر صورت که کنید
j = ١, ..., B به ازای (θ١,θ٢,X)j به صورت مارکوف زنجیره ی کارلویی مونت الگوریتم به وسیله ی
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این است. (٣ . ٢) توزیع تابع از شده استخراج مشاهدات تعداد B اینجا در داده شود. نشان
همان آورد. به دست را (٣ . ٢) از مناسبی برآورد بتواند تا است بزرگ کافی اندازه ی به مقدار
نیاز π(θ١,θ٢|y(n)) پسینی توزیع محاسبه ی (٣ . ٢) توزیع آوردن به دست با می دانید که  طوری
لازم انتگرال گیری هایی چنین بنابراین دارد. (٣ . ٢) فرمول در X به نسبت انتگرال گیری به
(θ١,θ٢,X)j تصادفی اعداد از X مولفه ی حذف با به راحتی (θ١,θ٢) حاشیه ای توزیع نمی باشد.
واریانس و میانگین مقادیر مشابه، به طور می آید. به دست j = ١, ..., B به ازای (θ١,θ٢)j به صورت
شبیه سازی فرآیند نتیجه ، در است. j = ١, ..., B به ازای (θ١,θ٢)j شده ی ایجاد تصادفی اعداد

ندارد. انتگرال گیری ای هیچ به نیازی حاشیه ای پسینی توزیع

فضایی بیزی سلسله مراتبی مدل ۴ . ٣
نمونه کمکی متغیرهای و هدف متغیر روی بر فردی سطح داده ی از مورد یک کنید فرض
شده، جمع آوری داده با مدل ها کنید، توجه باشد. داشته وجود نواحی همه ی در شده بررسی
پواسون توزیع از استفاده با می تواند پاسخ گسسته، متغیرهای برای می شود. گرفته نظر در

:(٢٠٠٣ (رائو، شود مدل سازی
yij |µij ,σ

٢
e ∼ P (µij ,σ

٢
e ) (٣ . ٣)

σ٢
e است، ام i ناحیه ی از نمونه ای در jام فرد از هدف متغیر (درست) واقعی مقدار µij بنابراین

است شدنی نواحی همه در می شود فرض و می باشد فردی نمونه گیری تغییرات نشان دهنده ی
میانگین بین مدل وابستگی به صورت کمکی، متغیرهای معمول به طور اگرچه .(σ٢

i = σ٢
e )

واریانس برخی دارد، وجود هم احتمال این و شده است. تعریف توضیحی، عوامل تعداد و
توجه با می توان حتم به طور بماند. باقی توضیح غیرقابل کمکی متغیرهای توسط باقی مانده
ناشناخته ای الگوهای تصادفی، اثرات این بگیرد. قرار توجه مورد مدل در تصادفی اثرات به
رگرسیون مدل بنابراین، می گیرند. نظر در نواحی بین تغییرات و فضایی وابستگی همانند را

می گیرد: نظر در واحد سطح میانگین های برای را زیر تصادفی اثرات
µij = α+Xijβ + ui + vi (۴ . ٣)

می شود: ناحیه سطح میانگین مدل به منجر که
µi =

∑
j

µij

Ni
= α+ X̄iβ + ui + vi (۵ . ٣)

برای که تصادفی اثرات ui ،Xij کمکی متغیرهای ضرایب از برداری β و مدل مبدا از عرض α
می رود: به شمار زیر شده مستقل توزیع و ناحیه سطح تغییرات

ui|σ٢
u ∼ P (0,σ٢

u)

است. فضایی تصادفی اثرات همبستگی نشان دهنده ی ui لذا
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مشبکه ای داده های ١ . ۴ . ٣
اتورگرسیوشرطی مدل می شود، استفاده کوچک نواحی برآورد در که مدلی معمول ترین از یکی
این است. شده  معرفی همکارانش و بی سگ توسط (١٩٩١) سال در مدل این است. CAR
این طرفی از بود. خواهد پرکاربرد بسیار مجاورت ماتریس ساختار بودن دارا به دلیل مدل
قرار موقعیت به بسته همچنین می شوند. ساخته شرطی احتمال توزیع های توسط مدل ها
که می باشد ملزوم پس می کنند. ایفا را مهمی نقش احتمال توزیع مدل بندی در داده ها گرفتن
بیشتر گیرد. قرار بررسی مورد مدل بندی در موقعیت ها از نوع این گرفتن قرار تاثیر نحوه ی
مدل های پرکاربرد ترین از یکی طرفی از هستند. مشبکه ای فضایی کوچک نواحی داده های
همسایگی ساختار طریق از فضایی وابستگی کردن وارد و مشبکه ای داده های برای فضایی

است. اتورگرسیوشرطی مدل نواحی،
برازش برای که ،MCMC روش جمله از مختلف زمینه های در مدل این به کارگیری به دلیل
مدل های در این رو، از می یابد. اهمیت می رود، به کار سلسله مراتبی مدل های از مشخصی رده
و وابسته به صورت vi ناحیه تصادفی اثرات و می شود برداشته بودن مستقل فرضیه ی فضایی،
مختلف مدل های و توزیع ها می گیرد. قرار نواحی همسایگی و جغرافیایی موقعیت تاثیر تحت
توزیع مشخص سازی، این تحت می کنند. استفاده اتورگرسیوشرطی مدل از اغلب، فضایی
می باشد. نواحی همسایگی مستلزم تنها مانده باقی  نواحی تمام در vi مقادیر شرط به ui از شرطی

vi|v−i,σ
٢
v ∼ N(

∑
jϵδi

dij
|δi|

vj ,
σ٢
v

|δi|
) (۶ . ٣)

می شود. گرفته درنظر همسایگی ها تعداد |δi| و iام ناحیه ی همسایگی های از مجموعه ای δi
شود صفر برابر vi تصادفی اثرات همه ی مقادیر مجموع تا می کنند اضافه را قیدی براین، علاوه

.(٢٠٠۴ همکاران، و (بانرجی کند شناسایی را تصادفی اثرات و مبدا از عرض تا

آماری زمین داده های ٢ . ۴ . ٣
گاوسی۵ تصادفی میدان یک از تحققی wi = w(si) که می شود فرض آماری، زمین داده های در
چندمتغیره۶ نرمال توزیع یک از برداری w = (w١, ..., wn) و است، {w(s), sεS} به صورت (GRF)
میانگین می توانید شرطی مشخصات برای جایگزین به عنوان بنابراین، است. w ∼MVN(0,Σ)

طرفی، از و کنید، انتخاب را است همبسته همچنین و wi فضایی تصادفی اثرات شامل که µij

و (دیاگ کنید عمل زیر مطابق می گیرد، قرار l و k ناحیه ی دو بین که dkl فاصله ی مطابق
:(١٩٩٨ همکاران،

µij = α+ xijβ +wi (٣ . ٧)
۵Gaussion random field
۶Multivariate normality



۶٧ فضایی بیزی سلسله مراتبی مدل
شده است. توزیع متغیره چند نرمال به عنوان w

wi|Σ ∼MVN(0,Σ);Σkl = σ
٢
wexp{−(ϕdkl)} (٣ . ٨)

می کند. کنترل را نواحی بین مقیاس که هموارسازی پارامتر ϕ و نقطه هر در واریانس σ٢
w

برای هدف نمی کنند. وارد (٣ . ٧) مدل در را ui مستقل تصادفی اثرات (۵ . ٣) مدل برخلاف
تصادفی اثرات ، ذاتی شرطی اتورگرسیو فضایی وابستگی که است این بر مبنی (۵ . ٣) مدل انجام
این از کند. تشریح شده است، تعیین پیش از که همسایگی ساختار به وسیله ی را (۶ . ٣) مدل
فضایی وابستگی درباره ی بیزی یادگیری برای را اجازه این همیشه غیرساختاری، اثرات رو،
١٩٩١ همکاران، و (بی سگ داد خواهد پسینی wi و ui نسبی همبستگی طریق از داده در قوی
فضایی وابستگی درباره ی بیزی یادگیری (٣ . ٧) مدل درباره ی .(٢٠٠٠ همکاران، و کارلین و
مدل در ϕ همبستگی پارامتر پسین برآوردگر طریق از مستقیم به طور wi تصادفی اثرات قوی
ممکن روش این در .(ϕ −→ نیست,٠ فضایی همبستگی هیچ (مستلزم می گیرد انجام (٣ . ٨)
ضعیف به منجر می تواند عمل، در اما باشد. (٣ . ٧) مدل در جداگانه مستقل تصادفی اثر است
برآورد مدل ها همه برای بنابراین .(٢٠٠٢ همکاران، و (دیاگ شود پسین توزیع های شدن

می باشد. معقول ناحیه سطح
µ̂b,i = E٠|y[α+ X̄iβ + zi] = α̂+ X̄iβ̂ + ẑi

با دو هر که است تصادفی اثرات نشان دهنده ی zi و پسین امیدریاضی نشان دهنده ی E.|y[.]

β̂ ،α̂ پسین میانگین های به ترتیب مورد این در شده اند. مشخص zi = wi یا zi = ui + vi

ناحیه سطح میانگین های که کنید فرض هم، طرفی از می شوند. محاسبه zi و β ،α و ẑi و
سال در همکاران و بست توسط (٣ . ٨) مدل اساسا دسترس اند. در X̄i کمکی متغیرهای
σ٢
e واریانس می باشد. تصادفی اثرات از مختلفی انواع شامل که شده است مطرح (١٩٨٨)

تغییرات زیرا، است واقعی غیر معمولا که می گیرد درنظر نواحی همه ی برای را داخلی ناحیه ی
σ٢
i واریانس ناحیه، هر در مدل این گسترش کلی، به طور است. متفاوت نواحی بین فردی

می گیرد. نظر در را متفاوتی
yij |µij ,σ

٢
i ∼ P (µij ,σ

٢
i ) (٣ . ٩)

σ٢
i ∼ π(σ٢

i ),

Log(µij) = α+ xijβ +wi

اطلاعات از استفاده با تنها واریانس هر مورد، این در است. مبهم پیشین توزیع یک π(σ٢
i )

جداگانه به طور ناحیه هر داخل در بررسی داده که هنگامی می شود. برآورد ناحیه یiام در نمونه
این می تواند جایگزینی یک شود. σ٢

i از ضعیف  تری برآوردگرهای به منجر می تواند باشد،
اطلاعات از گرفتن وام و واریانس ها روی بر سلسله مراتبی ساختار از به کارگیری با که، باشد



ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی ۶٨
را واریانس ها لگاریتم می توانید ویژه، به طور آورد. به دست را استوار برآوردگرهای نواحی بتوان

کنید: مدل سازی زیر به صورت

yij |µij ,σ
٢
i ∼ P (µij ,σ

٢
i ) (٣ . ١٠)

Log(σ٢
i )|σ٢ ∼ P (0,σ٢)

σ٢
i ∼ π(σ٢)

ناحیه سطح واریانس های هموارسازی در تعمیم یافته واریانس توابع از استفاده در آخر مدل
برآوردگرهای درباره ی اطمینان عدم بنابراین، می باشد. مدل پایه کامل به طور و است، مشابه
اساسا (٩.٣) مدل می شود. ناحیه ای کوچک برآوردگرهای در پسین واریانس به منجر واریانس
شده پیشنهاد تصادفی اثرات با (١٩٩٧) سال در لاهیری و آرورا توسط که است مدلی همان
مستقل تصادفی اثرات با مشابه ناحیه سطح مدل از به کارگیری با (١٩٩٧) لاهیری و آرورا  است.
رائو کرده اند. مطرح را پیشنهاداتی تصادفی اثرات برآورد برای تجربی بیز رویکرد هدف با و
که ناحیه سطح واریانس های با واحد سطح مدل در را MSE از تقریبی (١٩٩٢) همکاران و

کرده اند. مطرح است، مشترک پیشین توزیع با متفاوت

مدل پارامترهای پیشین توزیع ٣ . ۴ . ٣
می شود گرفته به کار ناسره تخت پیشین های β کمکی متغیرهای ضرایب و α مبدا از عرض  برای
از یک هر برای پسین توزیع همانند را وارونه گامای است. آمده به و جود سره پسین های اما،
یادگیری و مبهم پیشین اطلاعات به منظور می کنند. استفاده σ٢

i ,σ
٢
v ,σ

٢
u,σ

٢
w واریانس های

برای پیشین می کنند. استفاده گاما توزیع پارامترهای برای را کوچک مقادیر داده، از مدل
گلمن است. کوچک نواحی بین فاصله های اندازه گیری مقیاس و دامنه به وابسته ϕ پارامتر
واریانس های برای شکل و مقیاس پارامترهای با گاما معکوس پیشین های که داد نشان (٢٠٠۶)
گروه ها تعداد که زمانی به خصوص کند. ایجاد دروغین انقباض است، ممکن تصادفی اثرات
جایگزین چندین رو، این از و دارد، وجود گروه هر در مشاهدات اندکی تعداد باشد، کوچک
تصادفی اثرات از استاندارد انحراف روی بر نیمه کوشی توزیع یک از همیشه شده است. پیشنهاد
داشت. نخواهد را معنی داری اختلاف ناحیه ای کوچک برآوردگرهای در اما می کنند. استفاده
به دلیل پس، داد. نشان (٣ . ٨) معادله در را مدل می توان ناحیه سطح داده برای .١ . ۴ . ٣ مثال

مثال: برای داد. گسترش را آن می توان کمکی متغیرهای و تصادفی اثرات داشتن
ˆ̄Yi|µi, V̂

٢
i ∼ P (µi, V̂

٢
i ) (٣ . ١١)

µi,= α
∗ + X̄iβ

∗ + u∗
i + v∗

i



۶٩ برآوردگرها کیفیت ارزیابی
سطح واریانس های می باشند. CAR توزیع های و پواسون نشان دهنده ی به ترتیب v∗

i و u∗
i

داده نشان مربع یک با لذا شده اند، شناخته فرض به طور ناحیه میانگین برآوردگرهای در ناحیه
می شود: ارائه زیر به صورت ناحیه میانگین از برآورد می شوند.

µ̂B,i = E٠|y[α∗ + X̄iβ
∗ + u∗

i + v∗
i ] = α̂

∗ + X̄iβ̂
∗ + û∗

i + v̂∗
i

α̂∗ فوق مدل برای است. مربوط پارامتر از پسین میانگین نشان دهنده ی ˆ نماد قبل همانند
ناحیه، سطح مدل های تا شده است بیان عمکلرد این دادن نشان به منظور β و α به جای β̂∗ و
اثرات برآوردگرهای مشابه، به طور دهند. ارائه واحد سطح مدل های در را متفاوتی برآوردگرهای

بود. خواهند vi و ui از متفاوت ولی مشابه اند v∗
i و u∗

i تصادفی

برآوردگرها کیفیت ارزیابی ۵ . ٣
به دست واحد و ناحیه سطح مدل های با که ناحیه ای کوچک برآوردگرهای کیفیت ارزیابی
میانگین و واریانس ها آوردن به دست معمولا باشد. متفاوت عمل در می تواند است، آمده
(MSPE) از خوب برآوردگرهای آوردن به دست اما، می باشد مهم پیش بینی٧ خطاهای دوم توان
به منجر که می باشند بسته ای فرم دارای این رو، از است. SAE روش های بر متفاوت معمولا
عبارت اند که است شده  پیشنهاد مختلفی تقریبی فرمول نمی شوند. مدل پارامترهای برآورد

.(٢٠٠٣ رائو، و ٢٠٠۶ لاهیری، و (جیانگ ... و نایف جک استرپ، بوت  برآوردگرهای از:
ناحیه ای کوچک برآوردگرهای پسین واریانس و دقیق طبیعی بیز اندازه گیری دیگر، سوی از
پارامترهای همه ی برای اطمینان عدم کامل به طور و آمده است به دست پسین از خودکار به طور
معیار رود، به کار بیزی آمار در مدل مقایسه برای می تواند که معیار یک می شود. محاسبه مدل
از انحراف اساس، این بر .(٢٠٠٢ همکاران، و هالتر (اسپیگل است (DIC) اطلاعات٨ انحراف
داده ترجیح مدل های پس، است. (AIC) مشابه٩ آن تفسیر و مدل پیچیدگی برای تاوانیده مدل

باشند. داشته کم تری DIC میزان که می شود
باشد، شده شناخته Ȳi (درست) واقعی میانگین مقدار که زمانی شبیه سازی مطالعات برای
برای را RRMSE نسبی١١ خطای دوم توان میانگین ریشه ی و (RB) نسبی١٠ اریبی می توانید
یعنی، RRMSE کنید توجه کنید. محاسبه ناحیه ای کوچک برآوردگرهای درستی و ارزیابی

.RRMSE =
√
MSE/(واقعی (مقدار

٧Mean squared error prediction
٨ Information deviation criterion
٩Akaike information criterion

١٠ Relative bias
١١Relative root mean squared error



ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی ٧٠
شده است: تعریف زیر همانند لذا

RBi =
١
K

∑K
k=١( ˆ̄Y(k)

i − Ȳi)

Ȳi
,

RRMSEi =

∑K
k=١( ˆ̄Y(k)

i − Ȳi)
٢

Ȳi

است. نمونه ها بررسی شاخص k

ریشه ی میانگین و نسبی اریبی مطلق میانگین می توان فراموضعی، اندازه گیری همانند
گرفت: نظر در را (MRRMSE) نسبی١٢ خطای دوم توان مربعات میانگین

MARB =
١
m

m∑
i=١

|RBi|, (٣ . ١٢)

MRRMSE =
١
m

m∑
i=١

RRMSEi

که کنید ارزیابی می توانید ترتیب به روش، این در است. نواحی از شماره آخرین m بنابراین
بر تصمیم گیری برای می توانید را معیار دو این از هریک خیر. یا هستند اریب برآوردگرها آیا
کوچکتری مقادیر که بود خواهد بهتر برآوردگری پس، کنید. استفاده مدل در بهترین روی
خطا دوم توان میانگین ریشه نسبی میانگین و MARB نسبی١٣ اریبی قدرمطلق میانگین از

دهد. ارائه را MRRMSE

برآوردگرهای RRMSEvar خطا دوم توان میانگین نسبی ریشه و RBvarنسبی اریبی همچنین،
واقعی خطای بررسی به این، بر علاوه می کنند. محاسبه شبیه سازی اطلاعات در را واریانس
شده است: تعریف زیر همانند لذا می پردازد. هم است میزانی چه که ناحیه ای کوچک برآوردگر

RBvari =
١
K

∑K
k=١( ˆvar(Ȳ

(k)
i )− EMSEi)

EMSEi

RRMSEvari =
١
K

∑K
k=١( ˆvar(Ȳ

(k)
i )− EMSEi)

٢
EMSEi

داشت: خواهیم لذا است. واقعی تجربی خطای (EMSEi) و

EMSEi =
١
K

K∑
k=١

( ˆvar(Ȳ
(k)
i )− Ȳi)

٢

خطا دوم توان میانگین ریشه نسبی میانگین و MARBvar نسبی اریبی مطلق میانگین
می شود. تعریف (٣ . ١٢) مدل همانند نیز واریانس برآوردگرهای MRRMSEvar

١٢Mean relative root mean squared error
١٣Mean absolute relative bias



٧١ مستقیم برآوردگرهای از اطلاع عدم صورت در ناحیه ای کوچک برآورد

از اطلاع عدم صورت در ناحیه ای کوچک برآورد ۶ . ٣
مستقیم برآوردگرهای

جمعیت از نمونه گیری با نواحی از مجموعه زیر یک در بررسی ها اغلب هزینه ها، کاهش به منظور
برآوردگرهای که است معنی  بدان این است. مطالعه مورد نواحی کل نماینده که می شود انجام
در نمونه آن ها برای که برآوردگرهایی و شود ارائه نواحی کمی تعداد برای تنها می تواند مستقیم
را نواحی می توانید بنابراین شوند. آورده به دست دیگری روش های از باید ندارد وجود نواحی
سطح مدل های در نمونه. خارج نواحی .٢ نمونه داخل نواحی .١ : کنید تقسیم قسمت دو به
اینکه، ضمن داشت خواهد وجود نمونه خارج نواحی برای σ̂٢

i و ˆ̄Yi رفته دست از مقادیر ناحیه،
از دارد. وجود نمونه خارج نواحی در xij و yij رفته دست از مقادیر واحد سطح مدل های در
لذا، و دسترس اند در نواحی همه ی برای x̄i ناحیه سطح کمکی متغیرهای می شود، فرض طرفی
بتوانید تا است کلیدی فرض یک این می شوند. آورده به دست متفاوتی منابع از بررسی ها در
مشکلات به فقط اینجا در کنید توجه کنید. ارائه نواحی همه برای را کوچک نواحی برآوردهای

می شود. پرداخته است، رفته دست از بررسی طرح در که داده  ای
در رفته دست از داده مشترک منابع از دیگر یکی بررسی ها، در پاسخ عدم مثال، برای
در ساده رویکرد یک نمی شود. برطرف مسلئه این اینجا در اما است ناحیه ای کوچک برآوردهای
رگرسیونی مدل یک از به کارگیری مختلف، نواحی در مستقیم مشاهدات عدم مشکل با برخورد
نواحی برای برآوردها می شود. استفاده بررسی داده از که است کمکی متغیرهای برخی روی بر
(همانند، می شوند محاسبه اضافی اطلاعات و شده اند برآورده مدل بر تکیه با نمونه خارج
برای شده جانهی مقادیر که است این روش این اصلی مشکل ناحیه). سطح کمکی متغیرهای
نواحی در هدف متغیر بین فضایی همبستگی یا رگرسیونی ضرایب برآورد در اطمینان عدم

نمی شوند. محاسبه مختلف

فضایی تصادفی اثرات همبستگی ١ . ۶ . ٣
تصادفی اثرات بگیرید، نظر در را (١.۴.٣) مثال مدل های و بخش (٣.۴) مدل های از یک هر اگر
کوچک برآوردهای پیش گویی هنگام کمکی متغیرهای بر علاوه می تواند فضایی همبستگی
پیدا اهمیت هنگامی رویکرد این بگیرد. قرار محاسبه مورد نمونه خارج نواحی در ناحیه ای
دست رفته از مستقیم برآوردگرهای کمک به همسایه ها نواحی اطلاعات گرفتن وام که، می کند

باشد.
گرفته است، وام نواحی سایر از غیرمستقیم مشاهدات با که نواحی برای اطلاعات روش
باشید داشته را نمونه خارج نواحی در برآورد می خواهید اگر همچنین می باشد. زیر شرح به
بنابراین کنید، استفاده شده است، مطرح (٣ . ١١) معادله ی در که ناحیه سطح مدل های از



ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی ٧٢
شود: بیان زیر مدل همانند می تواند ˆ̄Ys

µs

 = α+

X̄s

X̄s

β +

zs
zs

+

es
0

 (٣ . ١٣)

(داخل مشاهدات نشان دهنده ی sزیرنویس و فضایی تصادفی اثرات همبستگی نشان دهنده ی z
(فضایی) همبستگی توسط می توان را zs مقدار است. نشده مشاهده نواحی s و نواحی نمونه)

کرد. برآورد zs با

چندمتغیره نرمال مشخص سازی ٢ . ۶ . ٣
همانند آن گاه باشد، توزیعی دارای z = w فضایی تصادفی اثرات از کاملی بردار که هنگامی
می دهند نشان زیر رابطه ی طبق را ws|ws از شرطی توزیع می شود. داده نشان (٣ . ٨) مدل

:(١٩٩٨ همکاران، و (دیاگ
MVN(ΣssΣ

−١
ss ws,Σss −ΣT

ssΣssΣss)

.E.|y[ΣssΣ
−١
ss ws] باشد، MVNشرطی از میانگینی پسین امیدریاضی که است هنگامی ŵs از برآورد

است: زیر مدل همانند s در نواحی از مجموعه ای برای نهایی برآوردگر پس،
ˆ̄Ys = α̂+ β̂X̄s + ŵs

در اریبی اینکه احتمال و ترکیبی برآوردگر بهبودیافته ی نسخه ی به عنوان می تواند برآوردگر این
گرفته شود. درنظر یابد، کاهش برآوردگر این

شرطی اتورگرسیو مشخص سازی ٣ . ۶ . ٣
نرمال مدل مشخص سازی از استفاده با نمونه خارج نواحی در ،ws تصادفی، اثرات پیش گویی
از (ربط) پیوند توزیع که کرد بیان علت این به می توان است. غیرمبهم (٣ . ٨) چندمتغیره
پیش گویی مقابل، در شده است. تعیین به فرد منحصر ws|ws از پیش گویی و w = (ws,ws)

نشده تعریف v = (vs,vs) کامل بردار برای پیوند توزیع بنابراین است، vs CAR تصادفی اثرات
با مستقیم به طور که فرآیند های پیش گویی عوض، در  .(٢٠٠۴ همکاران، و (بانرجی  است
در که تفاوت این با اما می شود، تعریف نیز خوبی به  شده است، انجام vs|vs شرطی توزیع های
برای شد. مطرح (٢٠٠۴) همکاران و بانرجی توسط نکته این نمی باشد. به فرد منحصر عمل

شده است. داده برازش داده سطح از نقطه ای روی بر شرطی اتورگرسیو مدل یک مورد این
از مجموعه ای برای CAR مدل یک ساختار در می تواند جدید مکان یک در پیش گویی
جدید مکان از شده تعیین شرطی توزیع جداگانه، به طور و انجام شود. شده مشاهده مکان های
شده مشاهده مکان های از کاملی مجموعه برای CAR مدل یک ایجاد با یا مشاهدات به توجه با



٧٣ مستقیم برآوردگرهای از اطلاع عدم صورت در ناحیه ای کوچک برآورد
مقدم تر مختلف توزیع های پیش گویی اما است، معتبر روش دو هر گیرد. انجام نیز جدید
بنابراین گرفت، نظر در را قبلی رویکرد که نیست منطقی ناحیه، سطح داده مورد در است.
چشم پوشی نواحی در را نمونه خارج نواحی فقط مجاورت ساختار چطور که نیست مشخص
نواحی در که فضایی تصادفی اثرات از کاملی مجموعه برای (۶ . ٣) CAR مدل بنابراین می کند.
پاسخ سادگی به و می کنند. مشخص را است، v = (vs; vs) که نمونه  خارج در و نمونه داخل
منجر عمل این می دهد. قرار بررسی مورد را باشد رفته ازدست نمونه خارج نواحی در که داده
خارج نواحی در فضایی تصادفی اثرات برای کامل شرطی توزیع های از تغییریافته مجموعه  به

می شود. انجام پسین توزیع برآوردگر از به کارگیری با نیز و MCMC طرح در نمونه
زمانی ولی است مشخص نمونه خارج تصادفی اثرات پیش گویی برای مشخص سازی اگرچه

می شوید: مواجه زیر مشکلات با اغلب باشند، نواحی چندین از مستقیم مشاهدات که

همه ی یا بیشتر اگر باشد، مشکل ساز است ممکن نمونه داخل نواحی در vi برازش .١
باشد. نمونه خارج نواحی همسایگی

است ممکن می شود، پیش گویی نمونه خارج نواحی در vi که هنگامی مشابه به طور .٢
باشند. نداشته وجود نمونه داخل همسایگی های یا کم مقدار با نواحی

با نواحی آن جا در که می افتد اتفاق هنگامی ولی، شود داده برازش می تواند مدل اصل در
خیلی برآورد شیوه ی باشد رفته دست از آن ها از تعدادی اگر اما باشد، رفته دست از همسایگی
تمامی باید اما گذارد، اثر مدل در می تواند هم u غیرفضایی تصادفی اثرات بود. نخواهد پایدار
اختلاف حال، هر به  کند. دوری vs با شناسایی پذیری مشکلات از تا برسد صفر به us اعضای
غیرساختاری مدل در پاسخ و داده اثرات پیش گویی بین تصادفی اثرات اندازه گیری (تفاوت)
باشد. داشته را نواحی بین همبستگی نمی تواند u تصادفی اثرات شود، نقض پاسخ اگر است.

می شود. غیرممکن us در مقادیر مقیاس برآورد پس

بالاتر اجرایی سطوح در اطلاعات گرفتن وام ۴ . ۶ . ٣
است ممکن نباشد، نمونه داخل در داده تعدادی که هنگامی شد، اشاره قبلا که همان طوری
باشد مشکل ساز CAR مدل یک از استفاده با بالا سطح در فضایی تصادفی اثرات پیش گویی
دارد وجود احتمال این کافی اندازه ی به و گرفته است وام نواحی همسایگی از اطلاعات زیرا،
مشکل، این بر علاوه نباشد. فضایی طرح برآورد دسترس در نمونه داخل همسایگی که
استفاده داده در بودن تنک با می تواند بالاتر جغرافیایی سطح در CAR مدل مشخص سازی
هر همچنین و بالاتر اجرایی سطوح M از قسمت یک از نواحی همه ی می شود، فرض شود.
به جای را k = ١, ...,M ،rk تصادفی اثر طرفی، از باشد. شده ساخته نواحی چند از آن ها از کدام
تجزیه زیر همانند ناحیه سطح مدل های در میانگین بنابراین می کنند، اضافه vi فضایی اثر



ناحیه ای کوچک برآورد بیزی مدل بندی ٧۴
داشت: خواهیم پس می شود،

µi = α+ βX̄i + ui + rk(i) (١۴ . ٣)
را مشابه رابطه یک است. iام ناحیه ی در بالاتر اجرایی سطوح نشان دهنده ی k(i) شاخص
ویژگی با فضایی ساختار rk(i) کرد. پیشنهاد ناحیه سطح مدل در µij ساختن برای می توان
،vi برای که آنچه مشابه CAR پیشین یک می گیرد. بر در را مقیاس بزرگ فضایی تغییرات
و می شود تعریف بالاتر اجرایی سطح مطابق مجاورت، اما می کنیم، فرض را کرده ایم تعیین
فضایی الگوی اگر حال می شود. نمونه برداری منطقه هر در ناحیه یک حداقل می شود فرض
است، ممکن rk(i) تصادفی اثرات باشد نداشته وجود اصلا یا ضعیف خیلی بالاتر، سطح این در

کنند. تعیین را P (0,σ٢
r ) همانند غیرفضایی توزیع یک

جمع بندی
سلسه مراتبی، ساختار و بیزی مدل های اهمیت بنابر فصل، این در گفت می توان خلاصه به طور
ناحیه ای کوچک برآورد اینکه، به توجه با نمود. لحاظ ناحیه ای کوچک برآورد در را آن ها می توان
بر کمکی موضوع این دارد خودش در را بودن فضایی حالت نواحی بین وابستگی به دلیل نیز،
وجود مدل این در که مشخصاتی لذا کنیم. استفاده مشبکه ای داده های از که داشت خواهد آن
بعدی فصل در توانسته ایم شرطی اتورگرسیو مدل کمک به و نمودیم بیان کامل به طور را دارد
نیز داده ها از حاصل نتایج دهیم. برازش سلسه مراتبی مدل  کمک به را خود واقعی داده های

می   کنیم. بیان آتی فصل در



۴ فصل
برآورد برای بیزی فضایی مدل کاربرد
استان بیمه داده های ناحیه ای کوچک

گیلان

مقدمه ١ . ۴
است. گیلان استان شهرستان های در اجباری بیمه شدگان تعداد تحلیل فصل، این از هدف
همسایگی مکانی اطلاعات وجود و داده مجموعه این در پاسخ شمارشی ماهیت به توجه با
آماردان های می کنیم. استفاده فضایی تعمیم یافته خطی آمیخته مدل های رده از شهرستان ها،
به می توان نمونه دو به عنوان کرده اند. استفاده کوچک نواحی بحث در مدل ها این از مختلفی
درستنمایی بر مبتنی استنباط کرد. اشاره (٢٠١١) لی و ژانگ و (٢٠٠٠) همکاران و کلینشمیت
با معمولا و پیچیده انتگرال های وجود دلیل به آن، خطی نسخه های به جز ،SGLMMs رده در
و (بریسلو است چالش برانگیز و مشکل بسیار مدل، درستنمایی تابع محاسبه برای بالا بعد
در استنباط و تحلیل برای معمولا دلیل، همین به . (١٩٩٧ مک  کالاک، ١٩٩٣؛ کلیتون،
برای معمول دلیل .(١٩٩٨ همکاران، و (دیگل می شود استفاده بیزی دیدگاه از مدل ها این
زنجیر کارلوی مونت الگوریتم های وجود خاطر به مدل ساده برازش بیزی، دیدگاه انتخاب
برای MCMC الگوریتم های از فصل، این در .(٢٠٠۵ کسلا، و (رابرت است MCMC مارکوفی



گیلان استان بیمه داده های ناحیه ای کوچک برآورد برای بیزی فضایی مدل کاربرد ٧۶
تعداد تحلیل برای گیلان) استان (شهرستان های کوچک نواحی در SGLM مدل یک برازش

می کنیم. استفاده اجباری، بیمه شدگان
در و بیزی مدل معرفی به نیز بعدی بخش در و داده ها معرفی به (٢.۴) بخش در ادامه، در

می پردازیم. پیشنهادی مدل تحلیل و برازش به نیز آخر

داده ها معرفی ٢ . ۴
به نام های، بیمه دسته دو حاکم، مقررات و اهداف قانونی، مبنای بر بنا بیمه، صنعت در

دارند. وجود بازرگانی بیمه های و اجتماعی بیمه های
ناشی بیمه های به بیمه، نوع این اجباری) بیمه های یا اجتماعی (بیمه های .٢ . ١ . ۴ تعریف
می شوند. مربوط جامعه کم درآمد اقشار و کارگران به بیشتر که هستند معروف نیز قانون از
و می شوند محسوب جامعه تولیدی نیروی سو یک از که جامعه از اقشاری برای قانون گذار
برنامه نمی توانند خود آینده برای یا نیستند خود معیشت و آینده فکر به خود دیگر سوی از
اجتماعی بیمه های آن ها، از حمایت برای که است کرده موظف را دولت باشند، داشته مناسبی

دهد. قرار بیمه ها نوع این چتر زیر را اقشار این و کند تعریف را
هستند، معروف نیز اختیاری بیمه های به بیمه، نوع این ( بازرگانی (بیمه های .٢ . ٢ . ۴ تعریف
یعنی است؛ دوطرفه تعهد بیمه ها نوع این در می شوند. تعیین بیمه گذار خود اراده و میل به
اختیار در را مشخصی بیمه ای پوشش های تأمین بیمه گذار، از بیمه حق دریافت ازای به بیمه گر

می دهد. قرار وی
را گیلان استان اجباری بیمه داده های پایان نامه این در اجباری، بیمه نوع اهمیت به بنا
متغیر داده، مجموعه این در می کنیم. تحلیل فضایی کوچک نواحی بیزی مدل یک اساس بر
متغیرهای همچنین است. گیلان استان شهرستان ١۶ در اجباری بیمه شدگان تعداد پاسخ
نمایی هستند. شهرستان هر در تبعی مستمری و جمعیت خانوارها، تعداد شامل تبیینی
١ . ۴ شکل در گیلان استان شهرستان های همسایگی نقشه و مطالعه تحت فضایی ناحیه از

می شود. مشاهده



٧٧ بیزی مدل معرفی

گیلان استان شهرستان های همسایگی نقشه :١ . ۴ شکل

بیزی مدل معرفی ٣ . ۴
مدل بندی برای لگاریتمی پیوند تابع با پواسون توزیع از پاسخ، متغیر بودن شمارشی به توجه با
شمارشی ماهیت نیز بیمه داده های داشتیم، اشاره که همان طوری که چرا کردیم. استفاده آن
پیشنهادی مدل می توان نظر مورد داده های برای (٣۵ . ٢) مدل از استفاده با بنابراین دارند.

گرفت. نظر در را زیر

log(µ(si)) = η(si) = β٠ + β١x١(si) + β٢x٢(si)
+ β٣x٣(si) + v(si) + ϵ(si), i = ١, ..., ١۶ (١ . ۴)

می دهد. نشان را تبعی مستمری تعداد x٣ و جمعیت تعداد x٢ خانوار، تعداد x١ آن در و
باید بیزی، مدل تشکیل برای کردیم. استاندارد را تبیینی متغیرهای همه مدل برازش برای
رگرسیونی پارامترهای همه برای (١ . ۴) مدل در کنیم. مشخص را پارامترها پیشین توزیع های
توزیع σ٢

ϵ و σ٢
v رگرسیونی پارامتر دو برای و گرفتیم نظر در را N(0, 100) نرمال پیشین توزیع

کامل بیزی مدل بنابراین کردیم. تعیین را ٠٫٠٠١ و ٠٫٠٠١ ابرپارامتر مقادیر با معکوس گامای



گیلان استان بیمه داده های ناحیه ای کوچک برآورد برای بیزی فضایی مدل کاربرد ٧٨
نوشت: زیر سلسله مراتبی مدل صورت به می توان را بیمه داده های برای

y(si) ∼ Pois(µ(si))

log(µ(si)) = η(si)

v ∼ CAR(0,σ٢
vA

−١)
ϵ(si) ∼ N(0,σ٢

ϵ )

نتایج تحلیل و مدل برازش ۴ . ۴
برای شد. معرفی اشپیگل هالتر دیوید و توماس اندرو توسط (١٩٨٩) سال در BUGS برنامه
یک شد. اجرا Openbugs نرم افزار در که کردیم استفاده MCMCs الگوریتم یک از مدل، برازش
انتخاب ۵٠٠٠ را الگوریتم سوزاندن دوره که کردیم تولید ١٠٠٠٠ حجم به کارلویی مونت نمونه
نمونه ها وابستگی از که گرفتیم نظر در ١٠ را نمونه ها انتخاب گام طول همچنین کردیم.
اثر نمودارهای شده اند. گزارش نهایی نمونه ١٠٠٠ اساس بر نتایج همه بنابراین بکاهیم.
به شده اند. داده نمایش ٢ . ۴ شکل در پسین توزیع پارامترهای برای شده تولید نمونه های

است. خوب مدل پارامترهای همه برای زنجیر آمیختگی رفتار دریافت می توان سادگی

بیمه داده های بیزی مدل پارامترهای اثر نمودارهای :٢ . ۴ شکل



٧٩ تحقیق آینده و نتیجه گیری
جدول در کدام هر متناظر درصد ٩۵ (CI) اعتبار نواحی همراه به مدل پارامترهای برآورد
تاثیر پاسخ بر خانوار تعداد متغیر گفت می توان جدول، اعداد به توجه با شده اند. گزارش ١ . ۴
بیمه های تعداد بر معنی دار منفی اثر شهرستان هر جمعیت مقابل در اما ندارد. معنی داری
فضایی اثر حضور طرفی، از دارد. معنی دار مثبت اثر تبعی مستمری تعداد و دارد اجباری
که است آن از حاکی فضایی، اثر مقابل در خطا جمله بزرگ واریانس اما است. لازم مدل در
شده اند. گرفته نادیده ولی دارند اثر اجباری بیمه های تعداد بر که هستند دیگری مهم اطلاعات
سطح در بیمه شدگان کل تعداد برای کوچک نواحی برآوردهای و داده ها این تحلیل بنابراین،

است. مهم اطلاعات سایر گرفتن نظر در و بیشتر دقت نیازمند شهرستان ها

گیلان استان اجباری بیمه داده های روی بر بیزی مدل برازش نتایج :١ . ۴ جدول
CI بالا کران CI پایین کران معیار انحراف برآورد اثر

١٫۶ ٠٫۵ ٠٫٣ ١٫٠ β٠
٠٫٢ −٠٫٨ ٠٫٣ −٠٫۴ β١
−٠٫٧ −١٫٣ ٠٫١ −٠٫٩ β٢
٢٫٩ ٠٫٠ ٠٫٨ ١٫٣ β٣
١٫٩ ٠٫١ ٠٫۵ ٠٫٩ σ٢

v

١٢٫۴ ۶٫٠ ١٫۶ ٨٫۶ σ٢
ϵ

تحقیق آینده و نتیجه گیری ۵ . ۴
کردیم. استفاده مشبکه ای فضایی داده های مدل بندی برای CAR مدل یک از پایان نامه، این در
نوع این اهمیت شد. انجام MCMC الگوریتم های کمک به نیز مطرح شده بیزی مدل برازش
برازش بودن مناسب و عملی دلیل به کوچک، نواحی فضایی داده های مدل بندی برای مدل ها
این در که مطالبی به توجه با است. توجه قابل واقعی کاربردهای در مدل، ساده تفسیر و
با را ناحیه ای کوچک برآورد بیزی استنباط می توان تحقیق آینده برای شد، مطرح پایان نامه
داشته اهمیت و توجه جالب می تواند خود نوبه به که داد انجام MCAR و ICAR مدل های
بتا‐دوجمله ای، دوجمله ای، مدل های مانند شمارشی مدل های از استفاده همچنین و باشد.
و مفید می تواند INLA الگوریتم از به کارگیری نیز و گسسته وایبل و منفی دوجمله ای برنولی،

باشد. پرکاربرد
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آ  پیوست
برای کامل شرطی توزیع های

مشاهدات با CAR مشخص سازی
گم شده

مقادیر بنابراین، دارد وجود اول lام نواحی از داده و دارید ناحیه سطح مدل یک کنید فرض
در باشد. داشته وجود نیز نواحی این برای نمونه گیری واریانس های و مستقیم برآوردگرهای
با مدل این برای کامل شرطی توزیع های است. s = l + ١, ...,m و s = ١, ..., l زمینه، این

است: زیر صورت به گیبز نمونه گیری از استفاده
Π(α, β|...) = N((X̄TV −١X̄)−١X̄TV −١( ˆ̄Y − v), (X̄TV −١X̄)−١)

پس،
ˆ̄Y = ( ˆ̄Y١, ..., ˆ̄Yl)T , v = (v١, ..., vl)T , V = diag(V̂ ٢١ , ..., V̂ ٢

l )

و
X̄T =

 ١ ... ١
X̄١ ... X̄l


Π(vi|...) ∝ exp{−١

σ̂٢
i

(
¯̂
Yi − α− βX̄i − vi)

٢ +
١
σ٢
v

ni(vi − v̄٢
i )}, iϵs



گم شده مشاهدات با CAR مشخص سازی برای کامل شرطی توزیع های ٩٢
Π(vj |...) ∝ exp{−١

σ٢
v

nj(vj − v̄j)
٢}, jϵs

می باشند. j و i نواحی همسایگی های از تعدادی نشان دهنده ی nj و ni ترتیب به لذا
Π(σ٢

v |...) = Ga−١(ϵ+ n

٢ , ϵ+
١
٢Σk∼l(vk − vl)

٢)

آن همسایگی های و داده مشاهدات بر وابسته مستقیما vi هر برای کامل شرطی رو، این از
مشاهدات روی بر غیرمستقیم و v̄j همسایگی های روی بر وابسته تنها vj اینکه ضمن است،
که هستند اطلاعاتی تنها β و α می رفت انتظار که همان گونه این، بر علاوه می باشد. داده

می شوند. آورده به دست بررسی تحت نواحی از داده بوسیله



ب پیوست
و R نرم افزار دستورات

OPENBUGS
است. شده ارائه گیلان استان بیمه داده های کدنویسی به مربوط دستورات قسمت این در

model

{

for(i in 1:N)

{

y[i] ~ dpois(mu[i])

log(mu[i]) <- alpha + beta1*x1[i] + beta2*x2[i] +beta3*x3[i] + u[i] + v[i]

u[i] ~ dnorm(0, precu)

}

v[1:N] ~ car.normal(adj[], weights[], num[], precv)

for (k in 1:sumNumNeigh){ weights[k] <- 1}

alpha ~ dflat()

beta1 ~ dnorm(0,1.0E-5)

beta2 ~ dnorm(0,1.0E-5)

beta3 ~ dnorm(0,1.0E-5)
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precu ~ dgamma(0.001, 0.001)

precv ~ dgamma(0.1, 0.1)

sigmau<-1/precu

sigmav<-1/precv

}

#liatticels

#Data

list(N=16,

num=c(1 ,2, 3, 2, 6, 4, 3, 4 ,3, 3, 6, 3,

4, 4, 7, 3),

adj=c(4 ,

15, 8,

13, 11, 15,

13, 1,

15, 10, 7, 12, 14, 8,

10, 9, 11, 15,

5, 12, 14,

2, 15, 5, 14,

16, 11, 6,

6, 15, 5,

15, 3, 6, 9, 16, 13,

7, 5, 14,

4, 16, 11, 3,

8, 5, 12, 7,

3, 11, 6, 10, 5, 8, 2,

13, 11, 9

),

y=c(5547,4822, 17454,

6317,

3538,

4112,

5195 ,



٩۵
14081,

5,573,

12170,

7422,

3138,

5410,

7977,

115632,

2283 ),

x1=c(28742, 38824, 48193, 61055, 16351, 18416, 51586, 58378,

31209, 13220, 41975, 15306, 22246, 49351, 179456, 16901),

x2=c(91257, 108130, 139016, 200649, 46975, 54226, 147399, 167544,

92310, 42408, 125074, 43225, 69865, 140686, 523749, 52649),

x3=c(3286, 2417,9657,4272, 1094,1647, 3,069,6538,2606, 8985, 3591,

1184, 4720, 4578, 55630, 1129),

sumNumNeigh = 58)

list(alpha=0, beta1=0.5, beta2=0.5, beta3=0.5, precv=0.01, precu=0.01),

precu ~ dgamma(0.001, 0.001)

precv ~ dgamma(0.1, 0.1)

sigmau<-1/precu

rm(list=ls())

library(R2OpenBUGS)

l.model <- function(){

## Likelihood

for(i in 1:N){
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y[i] ~ dpois(mu[i])

log(mu[i]) <- beta[1] + beta[2]*x1[i] + beta[3]*x2[i] +

beta[4]*x3[i] + v[i] + u[i]

u[i] ~ dnorm(0, precu)

# Area-specific relative risk (for maps)

# RR[i] <- exp(beta0 + beta1 * x1[i] +

# beta2 * x2[i] + beta3 * x3[i] + v[i])

}

# CAR prior distribution for random effects:

v[1:N] ~ car.normal(adj[], weights[], num[], precv)

for (k in 1:sumNumNeigh){

weights[k] <- 1

}

precu ~ dgamma(0.01, 0.01)

precv ~ dgamma(0.01, 0.01)

sigmau <- sqrt(1/precu)

sigmav <- sqrt(1/precv)

#

for (j in 1:4){

beta[j] ~ dnorm(0,.01)

}

}

# Loading data

l.data <- list(N = 16,

num=c(1 ,2, 3, 2, 6, 4, 3, 4 ,3, 3, 6, 3, 4, 4, 7, 3),

adj=c(4 ,

15, 8,

13, 11, 15,

13, 1,

15, 10, 7, 12, 14, 8,

10, 9, 11, 15,

5, 12, 14,
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2, 15, 5, 14,

16, 11, 6,

6, 15, 5,

15, 3, 6, 9, 16, 13,

7, 5, 14,

4, 16, 11, 3,

8, 5, 12, 7,

3, 11, 6, 10, 5, 8, 2,

13, 11, 9

),

y=c(5547,4822, 17454

, 6317,

3538,

4112,

5195 ,

14081,

5,573 ,

12170 ,

7422 ,

3138,

5410,

7977,

115632,

2283 ),

x1=c(-0.363253508829662, -0.109955722412744, 0.125428820429955,

0.448570670151676, -0.674562065811612, -0.622681493608584, 0.210673750931106,

0.381314354516079, -0.301273183587593, -0.753224570202742, -0.0307907427460408,

-0.70081639896036, -0.526457478336138, 0.154522138885697, 3.42324942531429,

-0.660743995733324),

x2=c(-0.314534366653528, -0.16939426940249, 0.0962844506648097,

0.626446224734223, -0.695444328513923, -0.633071849099043, 0.168394296883944,
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0.341679857194627, -0.305476551066179, -0.734729270382322, -0.0236434362476521,

-0.727701506531549, -0.498546513894339, 0.110649647275325, 3.40572468273282,

-0.646637067694722),

x3=c(-0.252182437726062, -0.319255229612263, 0.239556062972422,

-0.176079131857485, -0.421369503105293, -0.378686817359529, -0.505577116393952,

-0.500482980301329, -0.00118045934410152, -0.304667476256115,

0.187688495483899, -0.228641354267729, -0.41442295388808, -0.141500753531803,

-0.152460864518961, 3.78793058700498, -0.418668067298599),

sumNumNeigh = 58)

l.inits <- function() {

list(beta = c(0, 0, 0, 0), precv=0.1, precu=0.1,

v= c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),

u= c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

}

### Fitting model

l.out <- bugs(data = l.data, inits = l.inits,

parameters.to.save = c("beta", "sigmav", "sigmau"),

model.file = l.model,

n.chains = 1, n.thin=10, n.iter = 10000, debug=FALSE)

l.out

l.out$summary

par(mfrow=c(2,3))

#Intercept

plot(density(l.out$sims.list$beta[,1]), main=expression(alpha), xlab="")

#abline(v = seq(-0.5, 1), col = "grey")

abline(v = mean(l.out$sims.list$beta[,1]), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$beta[,1]), col = "red", lwd = 1, lty = 2)
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plot(density(l.out$sims.list$beta[,2]), main=expression(beta[1]), xlab="")

abline(v = mean(l.out$sims.list$beta[,2]), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$beta[,2]), col = "red", lwd = 1, lty = 2)

plot(density(l.out$sims.list$beta[,3]), main=expression(beta[2]), xlab="")

abline(v = mean(l.out$sims.list$beta[,3]), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$beta[,3]), col = "red", lwd = 1, lty = 2)

plot(density(l.out$sims.list$beta[,4]), main=expression(beta[3]), xlab="")

abline(v = mean(l.out$sims.list$beta[,4]), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$beta[,4]), col = "red", lwd = 1, lty = 2)

plot(density(l.out$sims.list$sigmav), main=expression(sigma[v]), xlab="")

abline(v = mean(l.out$sims.list$sigmav), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$sigmav), col = "red", lwd = 1, lty = 2)

plot(density(l.out$sims.list$sigmau), main=expression(sigma[u]), xlab="")

abline(v = mean(l.out$sims.list$sigmau), col = "red", lwd = 1)

abline(v = median(l.out$sims.list$sigmau), col = "red", lwd = 1, lty = 2)

par(mfrow=c(3,2))

acf(l.out$sims.list$beta[,1], main=expression(alpha), xlab="")

acf(l.out$sims.list$beta[,2], main=expression(beta[1]), xlab="")

acf(l.out$sims.list$beta[,3], main=expression(beta[2]), xlab="")

acf(l.out$sims.list$beta[,4], main=expression(beta[3]), xlab="")

acf(l.out$sims.list$sigmav, main=expression(sigma[v]), xlab="")

acf(l.out$sims.list$sigmau, main=expression(sigma[u]), xlab="")

par(mfrow=c(3,2))

ts.plot(l.out$sims.list$beta[,1], main=expression(alpha), xlab="")

ts.plot(l.out$sims.list$beta[,2], main=expression(beta[1]), xlab="")

ts.plot(l.out$sims.list$beta[,3], main=expression(beta[2]), xlab="")

ts.plot(l.out$sims.list$beta[,4], main=expression(beta[3]), xlab="")
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ts.plot(l.out$sims.list$sigmav, main=expression(sigma[v]), xlab="")

ts.plot(l.out$sims.list$sigmau, main=expression(sigma[u]), xlab="")
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Abstract

In recent years, the problem of small-scale regionalization has to be considered because of the need
reliable statistics have been very much considered. The major problem here is the impossibility of
measuring the target variable for each individual in the area in question. Even sampling from all
areas under study could lead to high financial and time costs. Several statistical models have been
proposed to achieve this goal. The main purpose of these models is the use of auxiliary information
to upgrade direct estimates. To this end, the importance of using spatial information of areas within
the framework of spatial models plays an effective role in analyzing small areas. The similarity of
space between adjacent areas is also useful information that small space-based models have been
proposed to use for this information. In view of the fact that in many analyzes of small regions with
nonnormal responses such as numeric responses, we classify the generalized linear space mixing
models in the framework of Bayesian inference for the analysis of small area data. By studying the
simulation and analysis of the insurance data package in Gilan province, we show the performance
of these models.
Keywords: Small area estimation, Spatial models, Generalized linear Mixed models, Bayesin
inference.
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