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سپاس گزاری...

دانش و علم طریق به و بخشید مان هست که را تا ی پروردگار کران بی سپاس
چین خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشین به و شد رهنمونمان
انسان از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما ساخت. روزیمان را معرفت و علم از

دستش به که را هایی امانت سلامت و کند م تامین را آفرینش غایت و هدف که است
المخلوقین من المنعم ر یش لم من ” باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ اند، سپرده

: جل” و عز ه ال ر یش لم
آقای جناب و اقبال نگار دکتر خانم سرکار دلسوز؛ و شایسته و کمالات با اساتید از

کم هیچ از ، فروتن و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که باغیشن حسین دکتر
گرفتند عهده بر را پایان نامه این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در
درگاه از کامیابی و سلامت آرزوی بزرگواران آن برای و دارم را امتنان و ر تش نهایت

م نمایم. تعال و تبارک خداوند
و شاهسون داود دکتر آقای جناب گرانقدر، اساتید از م دانم لازم برخود هم چنین
شدند، متقبل را پایان نامه این داوری زحمت که ربیع محمدرضا دکتر آقای جناب

نمایم. قدردان و ر تش
بود زحماتم متحمل تحصیل طول در همواره که عزیزم همسر از م دانم وظیفه و
صمیمانه باشد م من رم دل مایه وجودش و لات مش با مواجهه در من گاه تکیه و

کنم. سپاس گزاری
محبوبه خانم و عل بی مریم خانم سرکار مهربانم، بسیار و عزیز دوستان از پایان در
کمال بودند راهم رفیق لحظات تمام در که دریغشان بی های محبت پاس به محبی

دارم. را قدردان و ر تش

قائم زاده اکرم
١٣٩٧ تیر

ح



نامه تعهد
ریاض علوم ده دانش آمار رشته ارشد کارشناس دانشجوی قائم زاده اکرم اینجانب

کاربردهای و جریمه ای اسپلاین های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعت اه دانش
م شوم: متعهد اقبال نگار راهنمایی تحت ، آن نوین

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •
است.

مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آن ها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
قائم زاده اکرم
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





یده چ
آماری ابزار ی و آماری تکنی های بین در روش پرکاربردترین حقیقت در رگرسیون تحلیل

ی تحلیل برای زمان که است. پاس متغیر با تبیین متغیر چند یا ی رابطه تشخیص برای
رگرسیون ناپارامتری روش های از م توان نباشد، کارآمد خط رگرسیون مدل داده مجموعه
ل، مش اين رف راستاي در درونیابی، ابزارهای از ی عنوان به اسپلاین ها نمود. استفاده
مدل بندی برای ناپارامتری روش های جمله از و م روند شمار به پرتوان و ارزشمند ابزاري
چندجمله ای هایی شامل که م سازند را منحن هایی اسپلاین ها هستند. ناپارامتری رگرسیون
تعریف شده ای پیوستگ شرایط با و هستند مشخص بازه ی از زیربازه هایی روی سان ی درجه با
از که سال هایی ط در م کنند. عبور زیربازه دو بین مشترک گره های از و م پیوندند هم به

متفاوت تعمیم یافته نسخه های و یافته اند توسعه آن ها نظری مبان م گذرد، اسپلاین ها معرف
برای پرکاربرد ابزار جمله از (P‐اسپلاین ها) جریمه ای اسپلاین های شده اند. معرف آن ها از
تحولات با P–اسپلاین ها ظهور م شوند. محسوب هموارسازی مسایل و ناپارامتری مدل سازی
با است. شده تبدیل تحقیقات فعال و پویا زمینه ی به و همراه هموارسازی مسایل در زیادی
و اسپلاین ها معرف به پایان نامه این در اسپلاین ها، شناخت اهمیت و وسیع کاربرد به توجه

م کنیم. مطرح را آن ها ویژگ های از برخ و م پردازیم آن ها توسعه و رشد روند

مدل های تعمیم یافته، خط مدل های هموارسازی، شده، جریمه اسپلاین کلیدی: کلمات
. آکائی اطلاع معیار تعمیم یافته، جمع

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

مل کنفرانس دومین اسپلاین ها”، تحول سیر ” ، (١٣٩۶) ن، اقبال و ا. قائم زاده .١
.٨-٨٣٩۴٧ ایران، ‐رودسر، گیلان نرم، محاسبات

م





س

پیش گفتار
مدل های در م باشد. خط رگرسیون آماری، روش های پرکاربردترین و قدیم ترین از ی
م شود. بیان مستقل متغیرهای از خط تابع صورت به پاس متغیر میانگین آماری کلاسی
ندارند. آن ها برای خوبی برازش ، خط مدل های که دارند وجود زیادی داده های مجموعه
که هستند تکه ای چندجمله ای توابع و داده ها به برازش برای مناسبی زین جای اسپلاین ها
گره ی بعدی تکه به تکه اولین اتصال با م باشند. گره نقاط در ر دی ی به اتصال به محدود
کرده تکه تکه موردنظر محدوده های در را تابع ل ش از قسم هر که صورت بدین م شود. ایجاد
چندجمله ای توابع معمول طور به م پردازد. شده مشخص تابع هموارسازی به تکه هر در و
بر مبتن که است شده هموار اسپلاین مجموعه ی زیر شده جریمه اسپلاین های و سوم درجه
به دارد اختصاص ناپارامتری رگرسیون مدل م باشند. ناپارامتری برآورد و رگرسیون مدل
و مشخص تابع فرم به را مستقل متغیرهای و وابسته متغیر بین رابطه ی نتوان آن در که مدل
نظر در با را خط اثرات مقدار که است غیرخط مدل شده جریمه اسپلاین نمود. بیان معلوم
نگرفتن نظر در صورت در است ن مم زیرا م کند. بررس متغیرها خط غیر اثرات گرفتن
است ن مم مطالعه اهداف به بسته که شود اطلاعات دادن دست از به منجر خط غیر اثرات
وسعت م پردازد. خط اثرات بررس به ، خط غیر اثرات حضور با نتیجه در باشد تاثیرگذار
رگرسیون ساختار به م توان مثال عنوان به است گسترده بسیار جریمه ای اسپلاین های کاربرد
،( دو هر یا ان م زمان، به متغیر(وابسته اثرات با مدل تعمیم یافته، جمع و خط جمع

رگرسیون مدل های و متغیره چند  یا دو توابع برآورد ، تابع تبیین متغیرهای با مدل هایی
کرد. اشاره گشتاوری و چندک

معرف بر تمرکز اسپلاین ها، خوب کاربردی و نظری ویژگ های به توجه با پایان نامه این در
مدل های انواع از تعاریف اول فصل در است. آماری مختلف مدل های در آن ها از استفاده و
برای تعمیم یافته جمع مدل های و جمع مدل های تعمیم یافته، خط مدل های قبیل از خط
انواع و اسپلاین ها تفضیل به دوم فصل در است. شده آورده (GAMLSS) ل ش و مقیاس ان، م
براساس را برازش مدل بهترین و هموارسازی پارامتر انتخاب سوم فصل در م پردازیم. آن
را داده هایی مجموعه چهارم، فصل نهایت در و م کنیم معرف Cp و CV, BIC, AIC معیارهای

م دهیم. قرار بررس و تحلیل مورد مدل ها این از استفاده با
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١ فصل
نیاز مورد و اولیه مفاهیم

مقدمه ١ . ١
م کنیم. معرف را داریم نیاز آن به آینده فصل های در که اولیه و اساس مفاهیم فصل این در
در و کرده بیان را است آماری روش های پرکاربردترین و قدیم ترین از ی که خط مدل ابتدا
ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل های و جمع مدل های تعمیم یافته، خط مدل های ادامه

م دهیم. شرح را (GAMLSS) ل ش و مقیاس

خط مدل های ١ . ٢
تجزیه مبنای متمادی سالیان که است کاربردی اما ساده مدل ی ١ خط رگرسیون مدل
متغیرهای و وابسته متغیر بین رابطه که زمان  تکنی این م دهد. یل تش را داده ها تحلیل و
کننده محدود کاربردها، از بسیاری در آن بر تکیه و است قدرتمند ابزاری است، خط مستقل
رگرسیون مدل ی .[١٣] نیستند تعریف قابل خط روابط پدیده ها از بسیاری در زیرا است

م شود: ارائه زیر اساس فرض های پایه ی بر خط
مشاهدات استقلال •

١Linear regression model
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توضیح و پاس متغیرهای بین خط رابطه وجود •

مشاهدات واریانس بودن ثابت •
ر آزمایش وسیله به آن مقادیر که م نماید عمل پیش گو یا مستقل متغیر عنوان به X مدل این در
وابسته X متغیر به که Y و م نامند پیش بین متغیر را شده کنترل متغیر این م شود کنترل

م نامند. پاس یا اثر متغیر را است
باشد: ارتباط در ،Xi مستقل متغیر به زیر خط رابطه ی با Yi پاس متغیر کنید فرض

Yi = β٠ + β١Xi ++ϵi i = ١,٢, · · · , n (١ . ١)
رگرسیون خط شیب β١ و مبداء از عرض β٠ که نامعلوم اند پارامترهای مجموعه β١ و β٠ آن در که

که مشاهده اند غیرقابل متغیرهای که خطاست ϵ و م شوند نامیده رگرسیون ضرایب که است
مدل در مستقل متغیر ی از بیش چنان چه است. σ٢ نامعلوم واریانس و صفر میانگین دارای

است: زیر به صورت که م گردد حاصل چندجمله ای رگرسیون مدل باشیم، داشته
Yi = β٠ + β١Xi١ + · · ·+ βrXir + ϵi i = ١,٢, · · · , n

دوم توان های مجموع که برم گزینیم گونه ای به را β = (β٠, β١, · · · , βr) برآورد عمل، در
برآوردگرهای دوم، توان های کمترین روش به کارگیری با کند. کمینه را حقیق خط از انحراف ها

م شود: حاصل زیر
β̂ = argminβ(Y −Xβ)T (Y −Xβ)

نتیجه در
β̂ = (XTX)−١XTY (١ . ٢)

پارامتر برآورد است. (١ . ٢) به صورت (MLE)درستنمایی ماکزیمم روش از β برآورد هم چنین
است نرمال آن توزیع چون دارد، بستگ پاس متغیر توزیع به ماکزیمم درستنمایی روش در

است. سان ی روش دو هر از پارامتر برآورد بنابراین
م شود: حاصل زیر رابطه ی از Ŷ برازش مقادیر مدل، پارامترهای برآورد با

Ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−١XTY = HY

. م شود نامیده هت ماتریس H

م شود. نامیده رگرسیون مانده های ، برازش مقادیر و واقع مقادیر بین تفاوت
ϵ̂ = Y − Ŷ = Y (I −H)



٣ تعمیم یافته خط مدل های
ستون های تعداد به عبارت مستقل اند، که β پارامترهای تعداد ، خط مدل ی آزادی درجه

. [١] است هت ماتریس اثر دهنده نشان X مستقل
df = tr(H) = p

کشف منظور به شده مشاهده داده های کاهش یا خلاصه ی ارائه رگرسیون، اصل اهداف از
از استفاده آن، ر دی مهم هدف ی و است توضیح و پاس متغیرهای بین ارتباط ارائه ی و
متغیرهای روی بر را متغیر چند یا ی تغییرات اثر بتوان که است رابطه ای یافتن و (١ . ١) مدل
و مزایا دارای روش این است. رگرسیون مهم بسیار جنبه ی پیش بین کرد. پیش بین ر دی
ساختارهای از گسترده ای طیف به م توان را روش این که است این مزیت ی است. معایبی
سال در نلدر و کولاغ م توسط تعمیم یافته خط مدل های مثال برای داد. گسترش داده ها

.[١١] شدند معرف ١٩٨٩

تعمیم یافته خط مدل های ١ . ٣
از انعطاف پذیری تعمیم ی و بوده پارامتری مدل ی تعمیم یافته٢، خط مدل های رد روی
و پاس متغیر بین رابطه یا باشد شمارش Y پاس متغیر که هنگام م باشد. خط مدل های
برای و نیستند مسائل این گونه وی جواب کلاسی خط مدل های ر دی نباشد خط توضیح
دربرن رابرت و نلدر جان توسط که م بریم، به کار را تعمیم یافته خط مدل های منظور، این
آن انجام برای و یافتند توسعه ١٩٨٩ سال در نلدر و کولاغ م توسط و شدند ارائه (١٩٧٢)
نرمال توزیع دارای Y پاس متغیر مدل این در کردند. استفاده آماری محاسبات بسته های از
مدل نیست. برقرار تقریبی به طور حت فرض این ، عمل موقعیت های از بسیاری در ول است
رگرسیون قبیل از برم گیرد در را پرکاربرد آماری مدل های گسترده به طور تعمیم یافته خط
دوتایی داده های برای لجستی مدل شده اند، توزیع نرمال به صورت که پاس هایی برای خط
آن در که آماری داده از (نوع شمارش داده های برای خط اریتم ل مدل های و (دودویی)
تعمیم یافته خط مدل های یرند). ب غیرمنف صحیح اعداد مقادیر م توانند صرفا مشاهدات
نمایی خانواده کند. تبعیت نمایی  توزیع خانواده از پاس متغیر که م سازد فراهم را ان ام این

است. گاما نمایی، ، هندس پواسن، نرمال،دوجمله ای، توزیع های شامل
: [٣۴ ،٢٨ ،٣] دارد وجود مهم مؤلفه دو تعمیم یافته خط مدل های خانواده در

پاس متغیر توزیع •
دهد. ارتباط X توضیح متغیرهای به را پاس متغیر میانگین که مدل •

است. میانگین از تابع و شده فرض ثابت مشاهدات واریانس تعمیم یافته، خط مدل های در
٢Generalized linear model
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تعمیم یافته خط مدل های ساختار ١ . ٣ . ١
است: زیر کل ویژگ های دارای تعمیم یافته خط مدل های

σ٢
n, · · · , σ٢١ واریانس های و µn, · · · , µ١ میانگین های با مستقل Yn, · · · , Y٢, Y١ پاس متغیرهای •

است. نمایی توزیع  های خانواده از توزیع دارای و م باشد
به صورت مدل خط پیش گوی •

ηi = β٠ +XT
i β = β٠ + β١X١i + · · ·+ βpXpi = β٠ +

p∑
j=١

βjXji

(p× ١) بردار β و توضیح متغیرهای از (p× ١) بردار ی Xi شامل که م شود تعریف
م باشد. پارامترها از

م کند. مدل سازی میانگین از مشتق پذیر و معلوم تابع ی با را µi میانگین g پیوند تابع •
ηi = به صورت i = ١, · · · , n مقادیر برای خط پیش گوی در را پاس میانگین تابع، این

داریم: هم چنین م کند. بیان g(µi)

µi = E(Yi) = g−١(ηi)

مانند توزیع ها از بعض میانگین اما است محدودیت بدون و غیرخط اغلب پیوند تابع
تابع همان پیوند تابع ، کلاسی خط مدل های در دارد. محدودیت جمله ای دو توزیع

کند. اختیار م تواند را حقیق اعداد از مقداری هر µ و µ = η بنابراین است، همان
خانواده ی به متعلق ϕ و θ پارامترهای و E(Y ) = µ میانگین با Y پاس متغیر ال چ تابع

نوشت: زیر به صورت را آن بتوان اگر است نمایی توزیع های
fY (y|θ, ϕ) = exp{yθ − b(θ)

ϕ
+ c(y, ϕ)} (١ . ٣)

که م شود نامیده پراکندگ یا مقیاس پارامتر ϕ و کانون پارامتر یا طبیع پارامتر θ آن در که
نتیجه در است. پاس متغیر میانگین از تابع و م شود فرض معلوم معمول، به طور

E(Y ) = b′(θ) (۴ . ١)
V ar(Y ) = ϕV (µ)

معادله، طرف دو هر از θ به نسبت دوم و اول مشتقات و ∫ f(y|θ, ϕ) dy = ١ ویژگ به توجه با
م شود. حاصل (۴ . ١) نتایج

∫
ϕ−١(y − b′(θ))f(y|θ, ϕ) dy = ٠



۵ تعمیم یافته جمع مدل
بنابراین

µ = E(Y ) = b′(θ)

داریم: دوم مشتق به توجه با و
∫
{ϕ−١[y − b′(θ)]٢ − b′′(θ)}f(y|θ, ϕ) dy = ٠

درنتیجه
V ar(Y ) = ϕb′′(θ) = ϕb′′(b′−١(µ)) = ϕV (µ)

است. µ از تابع و م شود نامیده واریانس تابع V
پیوند تابع همراه به نمایی توزیع های خانواده ی به متعلق که توزیع ها از برخ ١ . ١ جدول در

: [٣۴ ،٢٨ ،٣] اند گرفته قرار بررس مورد
نمایی خانواده توزیع های جدول :١ . ١ جدول

توزیع پیوند θ(µ) ϕ c(y, ϕ) b(θ) µ V ar(Y )

نرمال N(µ, σ٢) همان µ σ٢ −y٢
٢ϕ − log(

√٢πϕ) θ٢
٢ θ σ٢

برنول B(١, µ) لوجیت log(
µ

١ − µ
) ١ ٠ log(١ + eθ)

eθ

١ + eθ
eθ

(١ + eθ)٢
پواسن P (µ) اریتم ل log(µ) ١ −log(y!) exp(θ) exp(θ) exp(θ)

تعمیم یافته جمع مدل ۴ . ١
بسط خود که است تعمیم یافته خط مدل های بسط و بوده ناپارامتری مدل ی مدل، این
رابطه بررس برای مناسب بسیار روش تعمیم یافته٣ جمع مدل م باشند. خط مدل های
بسته وسیله ی به و م دهد ارائه داده ها تحلیل هم چنین و مستقل متغیرهای و پاس متغیر بین
رگرسیون مدل خلاف بر تعمیم یافته جمع مدل های در م باشد. اجرا قابل mgcvR افزاری نرم
که است این بر فرض مدل این در م کنند. مشخص را پاس منحن ل ش داده ها ، خط
µ = E(Y |x١, · · · , xp) میانگین با نمایی توزیع های خانواده ی از توزیع دارای Y پاس متغیر
مدل های ساختار م شود. متصل X پیش گو متغیرهای به g پیوند تابع طریق از که م باشد

است: زیر به صورت تعمیم یافته جمع
η = g(µ) = β٠ + s١(x١) + · · ·+ sJ(xJ)

٣Generalized additive models
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جمع مدل های در م باشند. نامعلوم و هموار ناپارامتری توابع j = ١, · · · , J ها sj آن در که

م شود. تعمیم یافته خط مدل های در
p∑

j=١
βjXj خط توابع جانشین

J∑
j=١

sj(xj) تعمیم یافته
از ی لوییس...) جریمه ای، اسپلاین های عبی، م (اسپلاین های هموارسازها بودن دارا
است. شده غیرخط روابط شناسایی در مدل این توانایی باعث که است مدل این مهم مزایای
حداکثر به را پاس متغیر پیش بین کیفیت داده ها، بین روابط از بیشتری اطلاعات با به عبارت
مدل ی به ارتباط درجه و نوع تعیین در بودن انعطاف پذیر خاطر به هم چنین م رساند.

.[٢٨] است شده تبدیل محبوب

ل ش و مقیاس ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل های ١ . ۴ . ١
ساختار ی دارای (GAMLSS) ل۴ ش و مقیاس ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل های
،٢٠٠١) استامینوپولوس۵ و بی ری توسط که است رگرسیون مدل های انواع برازش برای کل

خط مدل های با مرتبط محدودیت های از برخ بر غلبه برای بعدها و شدند معرف (٢٠٠۵
ارائه به قادر حقیقت در مدل این یافت. گسترش تعمیم یافته جمع مدل های و تعمیم یافته
هموار پارامتری توزیع از پاس متغیر که م شود فرض است، انعطاف پذیر و هموار مدل ی
تمام این بر علاوه م کند، پیروی باشد منف یا مثبت کشیدگ با یا کلفت دم ن مم که است
( چول یا (کشیدگ توزیع ل ش و (واریانس) مقیاس ، (میانگین) ان م توزیع، پارامترهای
مدل سازی توضیح متغیرهای از هموارساز یا و غیرخط یا خط توابع عنوان به م توان را

. [٢٨ ،١٧ ،٢۴] کرد

مدل ساختار
i = ١,٢, · · · , n هر برای م شود فرض ل ش و مقیاس ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل در
چهار بردار (µi, σi, νi, τi) بر مشروط fY (yi|µi, σi, νi, τi) احتمال تابع دارای Yi پاس متغیر
Yi ∼ با را آن و باشد توضیح متغیرهای برای تابع م تواند کدام هر که توزیع پارامتر

م دهند. نشان D(µ, σ, ν, τ)

ترتیب به σ و µ شرط پارامترهای م باشد. توزیع پارامترهای (µi, σi, νi, τi) پارامترهای
م روند. کار به ( چول و (کشیدگ توزیع ل ش برای τ و ν همچنین و مقیاس و ان م برای
چهار از بیش به م تواند هم چنین و رود به کار توزیع هر پارامترهای برای م تواند مدل این

یابد. تعمیم توزیع پارامتر
کردن فرموله باشد پاس متغیر n طول با برداری Y T = (Y١, Y٢, · · · , Yn) این که فرض با

است: زیر به صورت GAMLSS

۴Generalized additive model for location, scale and shape
۵Rigby and stasinopoulos



٧ تعمیم یافته جمع مدل
توزیع پارامترهای نوا ی پیوند تابع gk(·) فرض و k = ١,٢,٣,۴ برای
θk = (θ١, θ٢, θ٣, θ۴) = (µi, σi, νi, τi)

داریم: ηk پیش بین متغیر به

gk(θk) = ηk = Xkβk +

J ′
k∑

j=١
hjk(xjk), k = ١,٢,٣,۴

بعد با طرح ماتریس Xk ،J ′
k طول به پارامترها بردار βT

k = (β١k, β٢k, · · · , βJ ′
kk
) آن در که

( تصادف اثرات (پارامترهای xjk و n × qjk بعد با تصادف اثرات طرح ماتریس hjk ، n × J ′
k

توزیع دارای که بعدی qjk تصادف متغیر
xjk ∼ N(٠, G−١

jk )

Gjk = Gjk(λjk) ل ش به qjk × qjk متقارن ماتریس تعمیم یافته ی معکوس G−١
jk به طوری که

بسیار معادلات به دستیابی دلیل به باشد. وابسته λjk پارامتر ابر بردار به م تواند که است
حالت در که م کنیم محدود نرمال توزیع به را تصادف متغیرهای مدل، برازش روند در ساده

شود. حذف است ن مم محدودیت این کل
زیر به صورت خط پارامتری GAMLSS مدل نباشد توزیع پارامترهای در جمع عبارت اگر

است:
g١(µ) = η١ = X١β١
g٢(σ) = η٢ = X٢β٢
g٣(ν) = η٣ = X٣β٣
g۴(τ) = η۴ = X۴β۴

GAMLSS مدل Xkβk جای به است غیرخط تابع که hk که hk(Xk, βk) تابع دادن قرار با
م آید: به دست زیر صورت به غیرخط پارامتری

g١(µ) = η١ = h١(X١, β١)
g٢(σ) = η٢ = h٢(X٢, β٢)
g٣(ν) = η٣ = h٣(X٣, β٣)
g۴(τ) = η۴ = h۴(X۴, β۴)

ماکسیمم با م توان را xjk تصادف اثرات پارامترهای و βk پارامترهای بردار مدل، تعیین از پس
نمود: برآورد است زیر به صورت که lp

تاوانیده۶ درستنمایی تابع کردن
ℓp = ℓ− ١

٢
p∑

k=١

Jk∑
j=١

x′jkGjk(λjk)xjk

۶Penalized likelihood



نیاز مورد و اولیه مفاهیم ٨

است. درستنمایی تابع اریتم ل ℓ =
n∑

i=١
log{D(yi|µi, σi, νi, τi)} که

: [٢٨ ،١٧ ،٢۴] GAMLSS توابع خواص
م کند. ایجاد رگرسیون مدل های انواع برای انعطاف پذیر بسیار چارچوبی •

آسان جدید جمع عبارات هم چنین و جدید توزیع های برای آن ها پیاده سازی و اجرا •
است.

توزیع پارامترهای تمام و باشد داشته توزیع هر م تواند پاس متغیر تابع، این در •
شوند. مدل توضیح متغیرهای از تابع به عنوان م توانند



٢ فصل
آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر

مشخص بازه ی از زیربازه هایی روی m مرتبه با چندجمله ای هایی شامل توابع اسپلاین ها
دو بین مشترک مرزهای از و م پیوندند هم به تعریف شده ای پیوستگ شرایط با و هستند
برای وزن هایی و پایه توابع از خط ترکیب اسپلاین ها م کنند. عبور گره، به موسوم زیربازه،
توابع وزن های و هستند مشاهدات حسب بر توابع پایه توابع م شوند. ساخته پایه، تابع هر
توان های کمترین روش هم چون روش هایی با م توان که م شوند قلمداد پارامتر عنوان به پایه

معرف از که سال هایی ط در کرد. برآورد را آن ها ماکسیمم درستنمایی روش یا خطا دوم
از متفاوت تعمیم یافته نسخه های و یافته اند توسعه آن ها نظری مبان م گذرد، اسپلاین ها
گسترش شدت به نیز ناپارامتری قدرتمند ابزار این کاربردهای حوزه شده اند. معرف آن ها

است. یافته
B-اسپلاین ها و ، اسپلاین رگرسیون هموار، اسپلاین های هم چون مختلف انواع اسپلاین ها
بور دی ،[١٢] تیبشیران و هیست به م توانید زمینه این در جام تر اطلاعات برای دارند.

کنید. مراجعه [١١] سیلورمن و گرین ،[٣٢] واهبا ،[۶]

پایه توابع ٢ . ١
در موجود بردارهای از مجموعه ای برداری، فضای ی در پایه ی از منظور خط جبر در
از بتوان را برداری فضای در ر دی بردار هر و باشند خط مستقل که به طوری است فضا آن



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ١٠
را حقیق ضرایب با دو درجه چندجمله ای مثال برای آورد. به دست بردارها آن خط ترکیب

به صورت م توان
y = ١a+ bt+ ct٢

. [٣٠] است گرفته ل ش t٢, t, ١ پایه توابع خط ترکیب از واق در که نوشت

بریده  شده توان تابع ٢ . ٢
که م شود یل تش اسپلاین پارامترهای و پایه توابع خط ترکیب از اسپلاین منحن ی

است. پایه توابع مجموعه از عضوی بریده شده توان تابع
که [t٠, tm+١] بازه روی راست خط ی و باشیم داشته xn, · · · , x١ مشاهدات تعداد کنید فرض
به t٠ < t١ < tm+١ که t١ نقطه در را خط و باشد شده رسم tm+١ = max(xi) و t٠ = min(xi)

در که خط معادله م توان و شود حفظ آن پیوستگ که به طوری م کنیم تقسیم قسمت دو
را (x− t١)+ که نوشت (x− t١)+ و x و ١ پایه توابع از خط ترکیب به صورت را شده سته ش t١

م شود. تعریف زیر به صورت که م نامند بریده شده توان تابع

(x− t١)+ = max

{
٠, (x− t١)

}
=


x− t١ x ≥ t١
٠ o.w.

معادله ی دارای [t٠, t١] بازه در شده سته ش t١ در که f تابع خط، معادله آوردن به دست برای
داریم: زیر به صورت که است ری دی خط معادله دارای [t١, tm+١] بازه در و خط

f(x) =


β٠ + β١x x < t١
β′٠ + (β١ + α١)x x ≥ t١

داریم: t١ نقطه در f پیوستگ به توجه با
β٠ + β١t١ = β′٠ + (β١ + α١)t١

داریم: معادل به طور  یا
β′٠ = β٠ − α١t١

است. زیر به صورت f کل معادله بنابراین
f(x) = (β٠ + β١x)I{x<t١} + (β′٠ + (β١ + α١)x)I{x≥t١}

= (β٠ + β١x)I{x<t١} + (β٠ + β١x+ α١(x− t١))I{x≥t١}

= β٠ + β١x+ α١(x− t١)I{x ≥ t١}
= β٠ + β١x+ α١(x− t١)+



١١ اسپلاین ها
.[١۴] نوشت (x− t١)+ و x و ١ پایه توابع از خط ترکیب به صورت م توان را f تابع بنابراین

است، بریده شده ١, ٠٫۵, ٠٫−,٠۵ گره های در که ی مرتبه از بریده شده توان تابع ٢ . ١ ل ش در
شده اند. داده نشان

ی مرتبه بریده شده توان توابع :٢ . ١ ل ش

اسپلاین ها ٢ . ٣
ی از نتوان و نباشد برقرار رابطه بودن خط پذیره ، رگرسیون مدل ی تحلیل برای اگر

رگرسیون ناپارامتری روش های از کرد، استفاده مدل برای به سادگ مشخص پارامتری تابع
ناپارامتری روش های جمله از درونیابی، ابزارهای از ی به عنوان اسپلاین ها م شود. استفاده
اسپلاین ها بر مبتن برازش روش رد عمل انیسم م است. ناپارامتری رگرسیون مدل بندی برای
تقسیم زیربازه تعدادی به دارند قرار آن در مشاهدات که بازه ای کل ابتدا که است صورت این به
م شود داده برازش مشاهدات به p ≥ ١ درجه از منحن ی زیربازه هر در سپس م شود.
م شوند. متصل هم به گره) نقاط همان (یا زیربازه ها بین مرزی نقاط در منحن ها که به طوری
قرار [t٠ = min(xi), tm+١ = max(xi)] بازه در که باشیم داشته مشاهده تعدادی کنید فرض
چنان چه آن گاه کنیم، تقسیم [t٠, t١], [t١, t٢], · · · , [tm, tm+١] فواصل به را بازه طول اگر دارند.
تابع ی باشد، P مرتبه از چندجمله ای ی به صورت زیربازه هر در ،f برازش شده منحن های

داریم: زیر شرایط با P مرتبه از اسپلاین

است. پیوسته tj i = ١,٢, · · · ,m گره در f تابع •

. هستند پیوسته گره ها در و دارند وجود P-1 مرتبه تا f تابع مشتق های •



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ١٢
است: زیر به صورت اسپلاین توابع کل ضابطه

f(x) =

p∑
k=٠

βkx
k +

m∑
j=١

βp+j(x− tj)
p
+ (٢ . ١)

t١, · · · , tm با p مرتبه اسپلاین های م توان است. ضرایب بردار β = (β٠, · · · , βp+m) آن در که
تا پیوسته مشتقات دارای همچنین و p − ١ مرتبه از چندجمله ای ی قطعه هر در که گره،

به صورت را زیر p− ٢ مرتبه

f(x) =

m∑
j=١

hj(x)β

هستند. پایه توابع hj(x) = (١, x, · · · , xp, (x− t١)p+, · · · , (x− tm)p+) آن در که کرد بازنویس
ماتریس فرم به را اسپلاین رگرسیون مدل م توان (٢ . ١) از استفاده با

Y = Tβ + ϵ (٢ . ٢)
با است. بعدی (n× (p+m+ ١)) طرح ماتریس T = (hj(t١), · · · , hj(tm))′ آن در که کرد ارائه

.[١۴ ،٨ ،٣۴] م شود حاصل زیر برآوردگر دوم توان های کمترین روش بردن به کار
β̂ = (T ′T )−١T ′Y (٢ . ٣)

عددی ناپایداری م شوند، ساخته پایه توابع از که اسپلاین هایی معایب جدی ترین از ی
این در م شود ایجاد بریده شده توابع بین هم خط چندجمله ای، درجه افزایش با که است
مفهوم بدین باشد، ناپایدار است ن مم β̂ و م شود نامیده ناجور T ′Tβ = T ′Y معادله ی حالت
بعدی بخش در شود. β̂ در بزرگ تغییرات موجب است ن مم داده ها در کوچ تغییرات که
پایه توابع ساخت برای بازگشت رابطه ي از که م کنیم معرف را اسپلاین ها از ری دی نوع
م کنند ایجاد را متعامدی چندجمله ای های ، هم خط ل مش رف ضمن تا م شود استفاده
کرده اند. پژوهش آن ها کاربردهای و نظری مباحث اسپلاین ها، روی بر بسیاری محققین .[٢]
و روپرت و [٣٣] اورمرد و وند ،[١٢] تیبشیران و هیست به م توان نمونه چند به عنوان

کرد. اشاره [٢۵] ارانش هم

(CS) عبی م اسپلاین ۴ . ٢
در زیادی کاربرد و م باشد داده ها تحلیل و تجزیه برای قدرتمند ابزار ی عبی١ م اسپلاین
به طوری  [k٠, km+١] بازه در t١, t٢, · · · , tm گره های با سوم درجه اسپلاین ی دارد. هموارسازی

م گردد: تعریف زیر به صورت پیوسته دوم و اول مشتقات و k٠ < t١ < · · · < tm < km+١ که
١Cubic splines



١٣ (CS) عبی م اسپلاین

f(x) =
٣∑

k=٠
βkx

k +
m∑
j=٠

β٣+j(x− tj)
٣
+

هر در آن دوم و اول مشتقات و f(x) تابع که م یابند برازش نحوی به چندجمله ای قطعه های
است. پیوسته بازه تمام روی نتیجه در باشند پیوسته گره

عبی م اسپلاین درونیابی ١ . ۴ . ٢
آن را باشد si(ti) = f(ti) ، ti, i = ٠, ١, · · · ,m + ١ هر برای [ti, ti+١] زیربازه هر در اگر

م شود: تعریف زیر به صورت و م نامند عبی م اسپلاین درونیاب

S(x) =



s٠(x) t٠ ≤ x ≤ t١
s١(x) t١ ≤ x ≤ t٢
s٢(x) t٢ ≤ x ≤ t٣

... ...
sm−١(x) tm−١ ≤ x ≤ tm

sm(x) tm ≤ x ≤ tm+١

به صورت که است سوم درجه چندجمله ای ی ها si از ی هر که
si(x) = ai(x− ti)

٣ + bi(x− ti)
٢ + ci(x− ti) + di, i = ٠, ١,٢, · · · ,m+ ١

ضرایب تعیین بازه زیر هر در سوم درجه چندجمله ای  تعیین برای معمول روش ی است.
اول مشتقات م دهند. یل تش را بازه هر مجهولات ai, bi, ci, di ضرایب م باشد. چندجمله ای

داریم: و است ضروری معادله m+ ١ برای دوم و
s′i(x) = ٣ai(x− ti)

٢ + ٢bi(x− ti) + ci (۴ . ٢)

s′′i (x) = ۶ai(x− ti) + ٢bi. (۵ . ٢)

عبی م اسپلاین های خواص ٢ . ۴ . ٢
م کنند: صدق زیر شرایط در عبی م اسپلاین های
م گیرد. بر در را داده ها تمام s(x) قطعه ای تابع •

که به طوری است، پیوسته [t٠, tm+١] بازه در s(x) تابع •



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ١۴
si(ti) = si(ti) i = ١,٢, · · · ,m

که به طوری است، پیوسته [t٠, tm+١] بازه در s′(x) تابع •
s′
i−١(ti) = s′i(ti) i = ١,٢, · · · ,m

که به طوری است، پیوسته [t٠, tm+١] بازه در s′′(x) تابع •
s′′
i−١(ti) = s′′i (ti) i = ١,٢, · · · ,m

هستند: اختیاری به صورت زیر شرط های •
s′′(t٠) = s′′(tm+١) = ٠

s′(t٠) = f ′(t٠) s′(tm+١) = f ′(tm+١)

به دست دستگاه این حل با عبی م اسپلاین چندجمله ای و زیربازه هر در چندجمله ای ضرایب
م آیند:

نتیجه در م کند، درونیابی را مشاهدات تمام S(x) تابع چون
si(ti) =f(ti)

si(ti) =ai(ti − ti)
٣ + bi(ti − ti)

٢ + ci(ti − ti) + di = di

f(ti) =di

داریم فواصل تمام در S(x) تابع پیوستگ با و
si(ti) =si−١(ti)

si−١(ti) =ai−١(ti − ti−٣(١ + bi−١(ti − ti−٢(١ + ci−١(ti − ti−١) + di−١.

بنابراین
di = ai−١(ti − ti−٣(١ + bi−١(ti − ti−٢(١ + ci−١(ti − ti−١) + di−١

م گردد: حاصل زیر رابطه ی h = (ti − ti−١) فرض با
di = ai−١h٣ + bi−١h٢ + ci−١h+ di−١ (۶ . ٢)

م آید: به دست زیر روابط (۴ . ٢) رابطه به توجه با میان نقاط در اول مشتق تساوی با
s′i(ti) =ci

s′i(ti) =s′i−١(ti)
s′i(ti) =٣ai−١(ti − ti−٢(١ + ٢bi−١(ti − ti−١) + ci−١.



١۵ (CS) عبی م اسپلاین
درنتیجه

ci = ٣ai−١h٢ + ٢bi−١h+ ci−١ (٢ . ٧)
م آید: به دست زیر روابط (۵ . ٢) رابطه ی به توجه با و میان نقاط در دوم مشتق تساوی با و

s′′
i+١(ti) = ٢bi+١,

s′′i+١(ti) =s′′(ti+١)
s′′i (ti+١) =۶ai(ti+١ − ti) + ٢bi

٢bi+١ =۶aih+ ٢bi.
م شود: حاصل زیر رابطه ی s′′i (ti) = Mi کردن زین جای با پس

s′′i (ti) =Mi

٢bi = Mi =⇒ bi =
Mi٢

آورد: به دست م توان را ai اکنون

ai =
٢bi+١ − ٢bi

۶h =
٢(Mi+١٢ )− ٢(Mi٢ )

۶h (٢ . ٨)
م شود: حاصل ci مقدار ai, bi, di کردن زین جای با و (۶ . ٢) رابطه ي از استفاده با

ci =
fi+١ − fi

h
− (

Mi+١ + ٢Mi

۶ )h (٢ . ٩)
را اسپلاین توابع توان م به راحت شدند محاسبه سه درجه اسپلاین ضرایب تمام که اکنون

است: زیر به صورت آمده به دست چندجمله ای ضرایب آورد. به دست

ai =
Mi+١−Mi۶h

bi =
Mi٢

ci =
fi+١−fi

h − (
Mi+٢+١Mi۶ )h

di = fi

ماتریس فرم م توان ci+١ = ٣aih٢ + ٢bih+ ci رابطه ی در آمده به دست ضرایب دادن قرار با
آورد: به دست را معادلات

٣(Mi+١ −Mi

۶h )h٢ + ٢(Mi٢ )h+
fi+١ − fi

h
− (

Mi+١ + ٢Mi

۶ )h =
fi+٢ − fi+١

h
− (

Mi+٢ + ٢Mi+١۶ )h

h

۶(Mi + ۴Mi+١ +Mi+٢) =
fi − ٢fi+١ + fi+٢

h

Mi + ۴Mi+١ +Mi+٢ =۶(fi − ٢fi+١ + fi+٢
h٢ )



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ١۶
است. برقرار i = ١,٢, · · · ,m− ٢ برای



١ ۴ ١ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ۴ ١ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ۴ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ۴ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ١ ۴ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١ ۴ ١





M١
M٢
M٣
M۴...

Mm−٣
Mm−٢
Mm−١
Mm



=
۶
h٢



f١ − ٢f٢ + f٣
f٢ − ٢f٣ + f۴
f٣ − ٢f۴ + f۵...

fm−۴ − ٢fm−٣ + fm−٢
fm−٣ − ٢fm−٢ + fm−١
fm−٢ − ٢fm−١ + fm



به دست اسپلاین تابع ی متوال نقطه ی دو بین بازه ی هر برای که است لازم نکته این ذکر
. [١٩] م آید به دست بازه کل در تقریب تابع کل متوال به صورت آن ها رسم با که م آید

(NCS) طبیع عبی م اسپلاین ٣ . ۴ . ٢
اسپلاین های است. همراه محدودیت کردن اضافه با عبی م اسپلاین های از خاص حالت
باشد. صفر برابر انتهایی بازه های در دوم مشتق باید که است قاعده ای شامل ٢ طبیع عبی م

M١ = Mm = ٠
S′′(a) = S′′(b) آزاد مرزی شرایط در اگر است فرد منحصربه عبی م اسپلاین ی S نتیجه در
به صورت انتهایی بازه های در برازش منحن و a٠ = b٠ = c٠ = d٠ = ٠ نتیجه در صدق کند

است: زیر به صورت آن ماتریس فرم هم چنین است. خط



١ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ۴ ١ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ۴ · · · ٠ ٠ ٠ ٠
... ... ... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ۴ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ١ ۴ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠ ٠ ١





٠
M٢
M٣
M۴...

Mm−٣
Mm−٢
Mm−١

٠



=
۶
h٢



f١ − ٢f٢ + f٣
f٢ − ٢f٣ + f۴
f٣ − ٢f۴ + f۵...

fm−۴ − ٢fm−٣ + fm−٢
fm−٣ − ٢fm−٢ + fm−١
fm−٢ − ٢fm−١ + fm



٢Natural cubic spline



١٧ B-اسپلاین ها
. [١٩] نمود حذف م باشند صفر که را اخر و اول ستون م توان محاسبات سادگ برای

زیر ل ش طبق است. شده رسم طبیع عبی م و عبی م اسپلاین توابع از مثال ٢ . ٢ ل ش در
در عبی م اسپلاین های نم شود، دیده طبیع عبی م و عبی م اسپلاین بین زیادی تفاوت
کران ها در محدودیت هایی دارای طبیع عبی م اسپلاین های و هستند انعطاف پذیرتر کران ها
متناظر اطمینان فواصل و م شود کران ها در پایدارتری برآوردهای ایجاد باعث که م باشند

هستند. محدودتر هم آن

طبیع عبی م و عبی م اسپلاین های نمایش :٢ . ٢ ل ش

B-اسپلاین ها ۵ . ٢
پیوستگ گره ها در که هستند k = p−١ مرتبه از ای هایی چندجمله B-اسپلاین ، پایه توابع

انیزم م م دهند. پوشش را مشاهدات کل از کوچ نواح پایه، توابع این از کدام هر و دارند
ساختن نحوه در تفاوت تنها است، معمول اسپلاین های مشابه اسپلاین، نوع این در کار
پایه توابع باشد، گره ها از نزول غیر دنباله ی t = (t(k−١), · · · , t(m+k)) اگر است. پایه توابع

زیر به صورت B-اسپلاین

Bk−١
j , j = −(k − ١), · · · ,m

است. p+m+ ١ B-اسپلاین پایه توابع تعداد هم چنین م شود. تعریف
م شود: تعریف زیر به صورت (k = ١) صفر مرتبه از B-اسپلاین پایه تابع اولین



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ١٨

B٠
j (x) =


١ tj ≤ x ≤ tj+١
٠ o.w.

استفاده پایین تر مرتبه های پایه توابع از بالاتر مراتب پایه توابع ساخت برای (١٩٧٨) بور دی
به صورت را دلخواه درجه هر از B-اسپلاین هایی م توان ، بازگشت رابطه ی اساس بر کرد.

کرد: محاسبه زیر

(٢ . ١٠)
Bp

j (x) = Bk−١
j (x) =

x− tj
tj+k−١ − tj

Bk−٢
j (x) +

tj+k − x

tj+k − tj+١
Bk−٢

j+١ (x), j = −(k − ١), · · · ,m

اساس بر که م آوریم به دست را (k=2) ی مرتبه B-اسپلاین های ،(٢ . ١٠) معادله به توجه با و
است. شده تعریف پایین تر درجات پایه توابع

B١
j (x) =

x− tj
tj+١ − tj

B٠
j (x) +

tj+٢ − x

tj+٢ − tj+١
B٠

j+١(x) (٢ . ١١)

=


x−tj

tj+١−tj
tj ≤ x < tj+١

tj+٢−x

tj+٢−tj+١ tj+١ ≤ x < tj+٢

م آید. به دست ی درجه معادلات تعدادی (٢ . ١١) رابطه در گره ها ذاری جای با
p+m+1=3 B-اسپلاین پایه توابع تعداد ١ گره ی گرفتن نظر در با [٠,٢] بازه ی در مثال به عنوان

م آید: به دست زیر به صورت j=-1,0,1 برای

B١
−١(x) =


١ − x ٠ ≤ x < ١
٠ o.w.

B١٠(x) =


x ٠ ≤ x < ١
٢ − x ١ ≤ x < ٢
٠ o.w.

B١١(x) =


x− ١ ١ ≤ x < ٢
٠ o.w

شده اند: رسم ٢ . ٣ ل ش در توابع این نمودار



١٩ B-اسپلاین ها
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B

ی مرتبه B-اسپلاین پایه توابع نمایش :٢ . ٣ ل ش

انعطاف پذیری و ویژگ ها هم آن دلیل شدند، واق محبوب تر محققان بین سه و دو مراتب پایه توابع
و [٧] دایرکس به اسپلاین ها -B زمینه در بیشتر اطلاعات برای هستند. دارا که است خوبی

کنید. مراجعه [۶] بور دی
: [١۴ ،٨] هستند زیر شرح به p = k − ١ مرتبه B-اسپلاین  مهم ویژگ های از برخ

است. p درجه از تکه p+1 شامل p درجه با پایه تابع هر •
هستند. پیوسته گره ها در هم مجاور چندجمله ای تکه های •

است. مشتق پذیر و پیوسته p-1 مرتبه تا ١ مرتبه از گره ها در •
دو با ی مرتبه با اسپلاین ها مثال به طور دارند، هم پوشان B-اسپلاین ها پایه توابع •
در و دارند هم پوشان همسای چهار با دو مرتبه با B-اسپلاین ها هم چنین همسای

است. هم پوشان کمترین دارای اسپلاین ها چپ و راست سمت انتهایی قسمت
یعن هستند، مثبت تکیه گاه شان روی پایه توابع •

Bk−١
j (x) > ٠ x ∈ [tj , tj+m]

است. ی برابر توابع این مقادیر جم •
m∑

j=−(k−١)
Bk−١

j (x) = ١



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ٢٠
داده شده اند. نشان سه مرتبه و دو مرتبه ، ی مرتبه اسپلاین های ۴ . ٢ ل ش در
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B-اسپلاین پایه توابع نمایش :۴ . ٢ ل ش



٢١ اسپلاین هموارسازی

اسپلاین هموارسازی ۶ . ٢
م توان کار این برای است. داده ها در موجود روند برآورد اسپلاین ها کاربردهای از ی
به عنوان آماری متون در چندجمله ای ها نوع این کرد. استفاده اسپلاین هموارسازهای از
در نامعلوم تابع f و متمایز دو به دو نقطه (n+ ١)، x٠, x١, · · · , xn اگر م شوند. یاد درونیاب
یا نقاط از که است nدرجه از حداکثر چندجمله ای ی f درونیاب ای چندجمله باشد نقاط این

که به طوری ذرد ب فوق گره های
s(xk) =f(xk) k = ٠, ١, · · · , n
e(xk) =f(xk)− s(xk) خطا تابع

نقاط تمام که است سته ش خط توابع این نمودار است، خط درونیابی درونیابی، ساده ترین
است. زیاد بسیار آن خطای زیرا نم گیرد قرار استفاده مورد عمل در و م کند وصل هم به را

به راحت زیرا است بسیاری مزیت های دارای باشد چندجمله ای به صورت درونیاب تابع اگر
آوردن به دست برای زیادی راه های نمود. محاسبه را توابع این انتگرال و مشتق م توان
به صورت درونیابی نیوتون،...یا روش لاگرانژ، روش مثل دارد وجود درونیاب چندجمله ای های
دارند. قرار چندجمله ای ها مخرجش و صورت در که است کسری به صورت آن در تابع که گویا

است: بزرگ ل مش دو دارای اخیر روش های به درونیابی
بالا) درجه با چندجمله ای ها درونیابی برای ویژه (به درونیاب تابع نوسانات است ن مم •

یابد. افزایش به شدت درونیابی خطای و شود زیاد خیل
م کند. پیدا تغییر کلا تابع فرم کنیم اضافه اولیه نقاط به نقطه ی اگر •

درونیابی موضع به طور را اطلاعات توابع این زیرا است گزینه بهترین اسپلاین ها از استفاده
چندجمله ای درجه ن مم جای تا و کرده تقسیم زیربازه هایی به را بازه به عبارت م کنند،
نامیده چندجمله ای ها با قطعه به قطعه تقریب رهیافت این که م دهند، کاهش را درونیاب
مجموع که این بر علاوه که م شود ایجاد اسپلاین از نوع اسپلاین هموارسازی در م شود.
بتواند و نباشد سریع نوسانات دارای یعن باشد هموار تابع باید کند، کمینه را خطا مربعات
شرط باید ه بل کند درونیابی را آن ها این که بر مشروط فقط نه کند، عبور داده ها نزدی از
دست منحن ی از برآوردی به بنابراین باشد. داشته نیز را معین مرحله تا مشتق پذیری
هموارسازی عمل این به که م گذرد داده ها توده بین از همواری تقریبا به طور که یافت خواهیم

.[١١ ،١٣] م گویند اسپلاین
سته ش کاملا که شده اند متصل هم به مستقیم خط با داده ها راست، سمت قاب ۵ . ٢ ل ش در
با منحن چپ، سمت قاب در و است نموده ایجاد را ناهمواری کاملا منحن و است بریده و
ل ش است. نموده ایجاد را هموارتری منحن و کرده عبور نقاط تمام از پیوسته دوم مشتق



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ٢٢

مشتق با منحن با داده ها (ب)
شده اند متصل هم به پیوسته دوم

هم به مستقیم خط با داده ها (آ)
شده اند متصل

هموارسازی :۵ . ٢ ل ش

این بعد بخش های در که م دهد نشان را چندمتغیره و تک متغیره هموارسازی روش های ۶ . ٢
م شوند. معرف روش ها

هموارساز روش های فلوچارت :۶ . ٢ ل ش



٢٣ p-اسپلاین ) ) جریمه ای اسپلاین های

p-اسپلاین ) ) جریمه ای اسپلاین های ٢ . ٧
با را مشاهدات این برازش روند بخواهیم و باشیم داشته داده زوج n تعداد کنید فرض
کمینه را زیر کمیت مقدار که است بهتر B-اسپلاین تابع کنیم. برآورد B-اسپلاین ها از استفاده

کند:

S =

n∑
i=١

yi −
m∑

j=−(k−١)
αjB

k
j (x)


٢
.

تعدیل شده تغییرات بیشترین برازش منحن یریم، ب نظر در زیاد نسبتا را گره ها تعداد اگر
در و کرد خواهد عبور بیشتری مشاهدات تعداد از به عبارت داد، خواهد نشان را داده ها توسط
م شود کمینه که تابع بنابراین شد. خواهد کمتر (ُُS) خطا دوم توان های مجموع مقدار نتیجه
زیربازه های به منجر یابد، افزایش گره ها تعداد اگر اما دارد. معکوس رابطه گره ها تعداد با
پارامترهای باید آن پیرو و داشت خواهیم بیشتری پایه توابع نتیجه در و م شود بیشتری
برابر را گره ها تعداد معمولا است، نامعلوم گره ها تعداد که آن جایی از کنیم. برآورد را بیشتری
شویم. مواجه بیش برازش با است ن مم صورت این در که م گیرند نظر در مشاهدات تعداد با
م دهد. دست از را خود بودن هموار حالت منحن و م شود زیاد منحن نوسانات به عبارت

ی ( کاف گره های تعداد حسب (بر مدل پیچیدگ کاهش و مناسب برازش بین باید بنابراین
که کرد معرف روش گره ها موقعیت و تعداد انتخاب برای (٢٠٠٢) روبرت شود. ایجاد تعادل
اسیلوان بیش برازش از جلوگیری و کنترل برای .min(

N

۴ ,٣۵) با است برابر گره ها تعداد آن در
توان انتگرال او شود. اضافه برازش منحن برای جریمه ای که داد پیشنهاد (١٩٨۶و١٩٨٨)
خطای دوم توان تابع به هموارسازی جریمه به عنوان را برازش شده منحن دوم مشتق دوم

افزود: زیر به صورت برازش

S =

n∑
i=١

yi −
m∑

j=−(k−١)
αjB

k
j (xi)


٢
+ λ

∫ xmax

xmin


m∑

j=−(k−١)
αjB

′′
j (x)


٢
dx

مشتق برای خاص تاکید هیچ شد. رایج هموارساز جریمه به عنوان دوم مشتق انتگرال
حال در نمود استفاده پایین تر یا بالاتر مراتب مشتقات از م توان حقیقت در ندارد وجود دوم

منجر بالاتر مراتب مشتق و م شود خط برازش و ساده معادلات به منجر اول مشتق که
شرح آ  . ٢ پیوست در B-اسپلاین تابع مشتق شد. خواهد پیچیده و طولان محاسبات به
به عنوان م شود استفاده هموارساز جریمه از آن ها برازش در که اسپلاین هایی است. داده شده
است. ناهمواری جریمه و B-اسپلاین ها آن اصل اجزای که شدند معرف جریمه ای اسپلاین های
روی جریمه جمله ی و B-اسپلاین پایه ی ی از ترکیبی جریمه ای اسپلاین های واق در
نقطه و اساس بخش جریمه جمله است. اسپلاین توابع از مجموع جملات ضرایب اختلاف

است. جریمه ای اسپلاین های در قوت



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ٢۴
ضرایب متناه تفاضلات به صورت ناهمواری جریمه که دادند پیشنهاد (١٩٩۶) مارکس و ایلرز

یعن شوند. داده قرار هم مجاور

S =

n∑
i=١

yi −
m∑

j=−(k−١)
αjB

k
j (x)


٢
+ λ

m∑
j=−(k−١)

(∆kαj)
٢ (٢ . ١٢)

ل ش به معادلات نوشتن همچنین و محاسبات حجم کاهش موجب پیشنهادی روش این
م شود. ماتریس

استفاده با جریمه ای اسپلاین ضرایب برآورد و ماتریس صورت ٢ . ٧ . ١
دوم توان های کمترین از

است: زیر به صورت (٢ . ١٢) معادله در جریمه جمله ماتریس فرم
m∑

j=−(k−١)
(∆kαj)

٢ = ∥(∆٢α−(k−١) . . .∆٢αm)T ∥٢ = αTDTDα

است. مجاور ضرایب تفاضلات مرتبه k-امین جریمه ماتریس D

است: زیر به صورت kام ترتیب همین به و دوم اول، مرتبه تفاضل
∆αj = αj − αj−١
∆٢αj = ∆(∆αj) = αj − ٢αj−١ + αj−٢

...
∆kαj = ∆(∆k−١αj)

نوشت: زیر به صورت م توان را j هر ازای به دوم مرتبه تفاضل
j = ٢ ⇒ α٢ − ٢α١ + α٠ = ∆٢α٢
j = ٣ ⇒ α٣ − ٢α٢ + α١ = ∆٢α٣...

م شود: حاصل D(m+k−٢)(m+k) ماتریس نتیجه در

D =


١ −٢ ١

١ −٢ ١
... ... ...

١ −٢ ١





٢۵ p-اسپلاین ) ) جریمه ای اسپلاین های
م کنیم: محاسبه را است (m+ k)× (m+ k) بعد با ماتریس DTD

DTD =



١ −٢ ١
− ۵ −۴ ١
١ −۴ ۶ −۴ ·

١ −۴ ۶ · ·

١ −۴ · ·

١ · · −۴ ١
· · ۶ −۴ ١

· −۴ ۵ −٢
١ −٢ ١



نوشت: زیر به صورت م توان را (٢ . ١٢) رابطه ی ماتریس فرم درنتیجه

S = (y −Bα)T (y −Bα) + λ(αTDTDα) (٢ . ١٣)
= yT y − ٢yTBα+αTBTBα+ λ(αTDTDα)

داریم: نتیجه در م گیریم مشتق α به نسبت بالا عبارت کردن مینمم برای

∂S

∂α
= −٢βT y + ٢βTβα̂+ ٢λDTDα̂ = ٠

βT y = α̂(βTβ + λDTD)

به صورت شده برآورد ضرایب نتیجه در

α̂ = (βT y)(βTβ + λDTD)−١ (١۴ . ٢)

است.
کنترل برای و است مثبت مقداری که م شود نامیده هموارساز پارامتر نیز λ پارامتر
برازش شده منحن باشد، λ = ٠ مقدار اگر م گیرد. قرار استفاده مورد منحن پیوستگ
نقاط تمام روی از به عبارت م کند درونیابی دقیق به طور را داده ها که باشد تابع م تواند
نظر در λ = ∞ مقدار اگر و ، دارد، S در را اصل سهم خطا مربعات مجموع و م کند عبور
بود. خواهد رگرسیون خط ی برازش منحن و م کند میل صفر به جریمه جمله شود، گرفته

م باشد. مشهود کاملا ٢ . ٧ ل ش در
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λ مختلف مقادیر برای رگرسیون تابع هموارسازی :٢ . ٧ ل ش

جریمه ای اسپلاین خواص ٢ . ٧ . ٢
ارث به B-اسپلاین ها از حدودی تا که هستند خوبی خواص دارای جریمه ای اسپلاین های

: از[٨] عبارتند آن ها خواص از برخ برده اند،
م دهند. برازش داده ها به دقیق به طور را چندجمله ای هایی جریمه ای اسپلاین های •
باشد k مرتبه از x از چندجمله ای تابع yi اگر باشد داده مجموعه ی (xi, yi) کنید فرض
م شوند[۵]. داده برازش داده ها به دقیق به طور بالاتر یا k درجه از B-اسپلاین ها آنگاه
مختلف مقادیر از صرف نظر باشد، بالاتری مرتبه های دارای یا (k + ١) جریمه مرتبه اگر
این اثبات برای م باشد. برقرار جریمه ای اسپلاین های برای ، هموارسازی) (پارامتر λ

شود. مراجعه ١٩٩۶ مارکس و ایلرز به مطلب
اسپلاین های خط مدل ی برای م کنند. حفظ را داده ها گشتاور جریمه ای اسپلاین های •

است: برقرار زیر رابطه بالاتر یا k + ١ جریمه مرتبه و k + ١ مرتبه از تاوانیده
m∑
i=١

xkyi =

m∑
i=١

xkŷi

و هستند داده شده برازش مقادیر ŷi =
n∑

i=١
bijα̂j هموارسازی)، (پارامتر λ مقادیر همه برای

م آیند: به دست زیر به صورت تعمیم یافته خط مدل های برای
m∑
i=١

xkyi =

m∑
i=١

xkµ̂i.



٢٧ تانسور حاصل ضرب اسپلاین
ال چ تابع واریانس و میانگین زیرا است مفید ، ال چ تابع هموارسازی در خصوصا ویژگ این

است. برابر داده ها واریانس و میانگین با شده، برآورد

تانسور حاصل ضرب اسپلاین ٢ . ٨
درونیابی روش های و تک متغیره تقریب برای متمادی تانسوری٣سالیان حاصل ضرب اسپلاین
را بعدی n اسپلاین های از مستقیم و ساده تعمیم و گرفته اند قرار استفاده مورد دومتغیره
جهت گیری دارای تانسوری حاصل ضرب توسط توابع از چندمتغیری تقریب م کنند. فراهم
بهشدت تانسوری حاصل ضرب رویه های م باشد. محور جهت با موازی خطوط امتداد در قوی
هر از هموارگر توابع ساختار برای م توان روش این در م باشند. وابسته اسپلاین توابع به
متغیر سه از استفاده هموارگر تابع ی ساخت برای روش ساده ترین نمود. استفاده متغیر تعداد
م باشند. پایه توابع با fν و fz، fx هموارگر تابع دارای متغیرها از ی هر که است ν و z ،x

است: نمایش قابل زیر به صورت که

fx(X) =
I∑

i=١
αiai(x) fz(Z) =

L∑
l=١

δldl(z) fν(ν) =
K∑
k=١

βkbk(ν)

و L ،I و م باشند معلوم پایه توابع bk(ν)و dl(z) ،ai(x) و پارامترها βk و δl ،αi آن در که
تابع ی به م تواند fx(X) هموارگر تابع نمایند. اختیار بزرگ نسبتا بازه ای م توانند K

کند تغییر z با مساوی به طور f(x, z) که است لازم کار این برای شود، تبدیل f(x, z)هموارگر
هموارگر تابع پایه توابع بردن به کار با و کند تغییر z با مساوی به طور αi پارامتر باید نتیجه در

داریم: z

αi(z) =

L∑
l=١

δildl(z)

م شود: حاصل زیر به صورت سط ی برای تانسوری حاصل ضرب پایه های ساختار بنابراین

fxz(x, z) =

I∑
i=١

αi(z)ai(x) =

I∑
i=١

L∑
l=١

δildl(z)ai(x) (١۵ . ٢)

،x هموارگر تابع م توان روند این ادامه با م دهد. نشان را (١۵ . ٢) معادله ساختار ٢ . ٨ ل ش
داریم قبل استدلال همان با پس آورد. به دست ν با سان ی به طور fxz دادن تغییر با را ν و z

:[٣۴ ،٣۶]

fxzν(x, z, ν) =
I∑

i=١

L∑
l=١

K∑
k=١

βilkbk(ν)dl(z)ai(x)

٣Tensor product splines
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fzو fx هموار توابع برای حاشیه ای پایه ی تابع دو حاصل ضرب :٢ . ٨ ل ش

شود. داده تعمیم بیشتری متغیرهای تعداد برای م تواند ساختار این
هموارگر هر که کنید فرض نمود. اندازه گیری را توابع این انعطاف پذیری میزان م توان
م تواند و م کند اندازه گیری را انعطاف پذیری میزان که است مرتبط تابع دارای حاشیه ای

م باشد: زیر به صورت که شود بیان حاشیه ای پارامترهای از دوم درجه فرم به

Jx(fx) =
∫
f ′′(x)٢dx = αTSxα

Jz(fz) =
∫
f ′′(z)٢dz = δTSzδ

Jν(fν) =
∫
f ′′(ν)٢dν = βTSνβ

نظر در اکنون است. حاشیه ای هموارگر از ضرایب بردار β, δ,α و معلوم ضرایب از ماتریس S

Jx(fx|z) نتیجه در است. شده تبدیل ثابت z با x از تابع به عنوان fxz(x, z) به که fx|z(x) یرید ب
در انعطاف پذیری میانگین با  ∫ Jx(fx|z)dz و م کند اندازه گیری را fx|z انعطاف پذیری میزان

م باشد: زیر معادله به صورت مناسب جریمه ی بنابراین است. متناسب x جهت

Jx(fxz) = λx

∫
z
Jx(fx|z)dz + λz

∫
x
Jz(fz|x)dx

برای روش ی بنابراین نمود. تعریف fν|xz(ν) و fz|xν(z) توابع برای م توان مشابه به طور
م باشد. زیر معادله به صورت fxzν تابع انعطاف پذیری اندازه گیری

J(fxzν) = λx

∫
zν

Jx(fx|zν)dzdν + λz

∫
xν

Jz(fz|xν)dxdν + λν

∫
xz

Jν(fν|xz)dxdz



٢٩ تانسور حاصل ضرب اسپلاین
کنترل مختلف جهت های در را تابع انعطاف پذیری که است هموارسازی پارامتر λ آن در که
بیان زیر به صورت fx|zν(x) تابع x جهت در جریمه تابع گرفتن درنظر با مثال به عنوان م کند.

م شود:
fx|zν(x) =

I∑
i=١

αi(z, ν)ai(x).

پارامتر بردار β که α(z, ν) = M zνβ که به طوری نمود تعریف را M z,ν ضرایب ماتریس م توان
رو این از است. f(x, z, ν) برای

Jx(fx|z,ν) = α(z, ν)TSxα(z, ν) = βTMT
zνSxM zνβ.

∫بنابراین
z,ν

Jx(fx|z,ν)dzdν = βT
∫

z,ν
MT

zνSxM zνdzdνβ.

تعداد که زمان خصوص به است. زمانبر بسیار اما نمود محاسبه م توان را فوق انتگرال
با حال، این با م شود. اعمال جریمه اجزای تمام برای رد روی این و یابد. افزایش متغیرها
عمل به خوبی که داد ارائه جریمه شرایط برای تقریبی م توان ساده بازپارامتریدن به کارگیری
رد روی این رد عمل دادن نشان برای م کند. جلوگیری عددی انتگرال محاسبه از و م کند
x مقادیر از مجموعه ای ،{x∗i : i = ١, · · · , I} دهید قرار و یرید ب نظر در را fx حاشیه ای تابع
پارامترهای بازنویس با شده اند. پخش x شده مشاهده مقادیر دامنه در نواخت ی به طور که

داریم: fx حاشیه ای تابع
α′′
i = fx(x

∗
i ).

حاشیه ای مدل ماتریس بنابراین .Γij = ai(x
∗
j ) و α′ = Γαكردن بازپارامتري شرایط تحت

داریم: و م شود تبدیل S′
x = l−TSxl

−١ به جریمه ضرایب ماتریس و X ′
x = XxL١ ∫به صورت

zν
Jx(fx|zν)dzdν ≈ h

∑
lk

Jx(fx|z∗l ν
∗
k
),

بالا مجموع در تقریب این دادن نشان است. ν∗k و z∗l بین فاصله ی نسبت از ثابت مقداری h که
:[٣۴ ،٣۶] داریم و است راست سر

J∗
x(fxzν) = βT S̃xβ S̃x = S′

x ⊗ IL ⊗ IK .

است: آمده به دست زیر معادلات جریمه اجزای ر دی برای مشابه تعاریف با
J∗
z (fxzν) = βT S̃zβ S̃z = II ⊗ S′

z ⊗ IK

و
J∗
ν (fxzν) = βT S̃νβ S̃ν = II ⊗ IL ⊗ S′

ν .

بنابراین است. داده شده شرح آ  . ١ پیوست در که است کرونکر ضرب نمایانگر ⊗ نماد
J(fxzν) ≈ J∗(fxzν) = λxJ

∗(fxzν) + λzJ
∗(fxzν) + λνJ

∗(fxzν)
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نازک صفحه اسپلاین ٢ . ٩
پیچیده روابط تجسم برای که است اسپلاین هموارسازی از نوع ی نازک۴ صفحه اسپلاین

بررس برای بعدی چند ظاهر دلیل به و م رود به کار پیوسته پیش گوی و پاس متغیرهای بین
صفحه اسپلاین است. استفاده قابل واحد نتیجه ی در پیوسته پیش گوی متغیر دو ترکیبی اثر
است. کنترل نقاط از مجموعه ای هموارسازی و درونیابی برای اسپلاین بر مبتن تکنی نازک
اشاره ای نازک صفحه اسپلاین نام م کند. عبور کنترل نقاط میان از سط ی روش این در
و پایه ماینگت و داچون دارد. را است شدن خم قابل که فلزی نازک صفحه فیزی حالت به

.[٣۵ ،١٠] است انعطاف قابل سطح که کردند طراح را نازک صفحه اسپلاین اساس
محاسبات زمینه در کامپیوتر علوم در ١٩٧٠ سال در بار اولین برای نازک صفحه اسپلاین
از زمینه ها از بسیاری در امروزه مدل سازی رد روی این گرفتند. قرار استفاده مورد هندس
اثر (شناسایی و ال شناخت و جمعیت) (رشد اکولوژی ساختاری)، (طراح مهندس جمله
و توسعه شامل سلامت، زمینه در علم تحقیقات در آن رایج استفاده دارد. کاربرد انگشت)

.[٢٠] است پزش تصویربرداری تکنی های تحلیل تجزیه
zi پاس متغیر و {(xi, yi), i = ١, · · · , n} ورودی متغیرهای و متمایز نقطه n گرفتن نظر در با
در کند. کمینه را برازش سط انحنای که است اسپلاین هایی از تعمیم برازش، مطلوب ترین

به عبارت شود، کمینه کنترل نقاط با آن فاصله که شود تعیین طوری f(x, y) سط حالت این
شود. مینمم زیر رابطه ی

ETps =

n∑
i=١

(zi − f(xi, yi))
٢ + λj[f(x, y)] (١۶ . ٢)

درونیابی هموارسازی بدون داده ها فقط باشد λ = ٠ که هنگام  است هموارساز پارامتر λ که
گردد. کمینه کنترل نقاط از آن فاصله که است سطح یافتن مساله λ → ∞ وقت و م شوند
نمود انتخاب متقابل اعتبارسنج معیار جمله از مختلف معیارهای با م توان را جریمه تابع

است: زیر به صورت آن کل فرم که

j[f(x, y)] =

∫∫
R٢

[
(
∂٢f
∂x٢ )٢ + ٢( ∂٢f

∂x∂y
)٢ + (

∂٢f
∂y٢ )٢

]
dxdy (٢ . ١٧)

م شوند، استفاده درونیابی برای شعاع پایه توابع است. ۵ شعاع پایه توابع از نوع ی f(x, y)

۴Thin plate spline



٣١ نازک صفحه اسپلاین
م باشد. زیر معادله ی به صورت

f(x, y) = a٠ + a١x+ a٢y +
n∑

i=١
Wiφ(∥x− xi∥). (٢ . ١٨)

کنترل نقاط بر نحو بهترین به که تخت صفحه ای است. خط قسمت به مربوط اول جمله سه
کنترل نقاط از ناش خمش نیروی به مربوط هم آخر عبارت و م شود تعریف باشد، منطبق
به متعلق هرکدام که نگاشت ضرایب از مجموعه ای wi و اقلیدس فاصله بیانگر ∥ · ∥ است.
که کرنل شعاع تابع φ و کنترل نقاط مجموعه xi, i = ١, · · · , n است، داده ها مراکز از ی

م شود: تعریف زیر به صورت
φ(r) = r٢log(r) (٢ . ١٩)

است. xi مبدا از اقلیدس فاصله به وابسته φ(r) و است بعدی دو فضای در اقلیدس فاصله r

است: زیر به صورت (GAM) تعمیم یافته جمع مدل با نازک صفحه اسپلاین برازش
g(E(Y )) = β٠ + f(x) + ϵ.

بر هموار تابع و است خطا عبارت ϵ و x از پذیر انعطاف تابع f(x) است، ثابت مقداری β٠
نسبت هموارتری تابع ϵ افزایش با که م کند فراهم را جریمه ای مربعات حداقل روش اساس
بعدی دو نازک صفحه اسپلاین نمایش ٢ . ٩ ل ش . [٣۵ ،٢٠] م آید به دست اسپلاین توابع به
قابل بعد سه در بعدی دو سط ی و است شده ترسیم محور ی روی بر متغیر هر که است

است. نمایش

نازک صفحه اسپلاین نمایش :٢ . ٩ ل ش
۵Radial basis function



آن ها انواع و اسپلاین ها تحول سیر ٣٢
ورق ی خمیدگ برای که فشاری میزان یا کرد معرف کشش عنوان به م توان را خطا عبارت
م شود بیشتر خمیدگ برای نازک صفحات مقاومت بالاتر کشش با است. لازم فلزی نازک
هموارتری تابع آن پی در و یافته افزایش پاس متغیر بر پیش گو متغیرهای تاثیر نتیجه در و

شد. خواهد ظاهر
است. شده حاصل ٢ . ٩ ل ش به نسبت هموارتری تابع ϵ افزایش با ٢ . ١٠ ل ش در

هموارتر نازک صفحه اسپلاین نمایش :٢ . ١٠ ل ش

نازک صفحه اسپلاین مزایای ٢ . ٩ . ١
مدل های آن در که است هموارساز اسپلاین های سایر مانند نازک صفحه اسپلاین مزایای
روابط یا داده ها رد عمل فرم از پیشین اطلاعات گونه هیچ به نیازی (GAM) تعمیم یافته جمع
موثر به طور که است اسپلاین ها در چالش آن ها موقعیت و گره تعداد تعیین ندارند. آن ها بین
نازک صفحه اسپلاین ماهیت است. نازک صفحه اسپلاین هموارساز توابع از بخش به عنوان
و پیش گو متغیرهای بین پیچیده روابط تجسم برای جذاب و قدرتمند ابزار ی به را آن ها
بر بیشتر که نازک صفحه اسپلاین به گرمایی۶ نقشه های افزودن با و است کرده تبدیل پاس
٢ . ١١ ل ش مانند م کنند، تبدیل جذاب بصری گرافی ی به را آن دارند تاکید رویه انحنای

.[١۶ ،١١]

۶Heat maps



٣٣ نازک صفحه اسپلاین

نازک صفحه اسپلاین نمایش :٢ . ١١ ل ش





٣ فصل
اسپلاین ها نظری مباحث از برخ

گره ها موقعیت و تعداد انتخاب روش های هموارسازی، پارامتر انتخاب نحوه ی فصل این در
است. داده شده شرح · · · , GCV, CV,AIC معیارهای اساس بر مدل بهترین انتخاب و

هموارسازی پارامتر انتخاب نحوه ی ٣ . ١
تیبشیران و هیست م شود. استفاده منحن همواری كنترل برای هموارسازی پارامتر

به طور باید λ حال هر در بردند. به كار همواری پارامتر دادن نشان برای را λ نماد (١٩٩٠)
هموار تابع ي و نیاید پیش کم همواری یا بیش همواری مسئله تا شود انتخاب محافظه کارانه
دارد. وجود مختلف روش های همواری پارامتر بهينه ی انتخاب براي دهد. نتيجه را مناسب
توجه با و مقدار اين تغيير با كه است همواری پارامتر برای دلخواه مقدار ي انتخاب روش، ي
حاصل، برآورد كه به طوری م گردد انتخاب آن برای مقدار ي بررس مورد موضوع نوع به

باشد. داشته داده ها با را تطبيق بيشترين
١ آكائي اطلاع معيار از استفاده هموارسازی پارامتر بهينه انتخاب براي روش ها ر دي از
آن ها تفصيل به ذيل در كه تعميم يافته٣ متقابل اعتبارسنج و متقابل٢ اعتبار  سنج روش ،

م پردازيم.
١Akaike information criterion
٢Cross validation
٣Generalized cross-validation



اسپلاین ها نظری مباحث از برخ ٣۶

آکائی اطلاع معیار ٣ . ١ . ١
مدل درستنمايی تابع اريتم ل كه است صورت اين به آکائی اطلاع معیار اصل ایده ی

پيچيدگ بين تعادل معيار اين واق در م آورد. بدست موثر پارامترهای تعداد برای را برازش
معيار اين از مختلف برازش مدل های  مقايسه براي زمان كه م كند. برقرار را آن دقت و مدل
رفتن دست از باعث ميزان چه به آماری مدل ی از استفاده كه م دهد نشان م شود استفاده
بهترين به عنوان باشد داشته را آکائی مقدار كمترين كه مدل بنابراين م شود. اطلاعات

است: زير به صورت آکائی معيار كل فرم م شود. انتخاب مدل

AIC = log

١
n

n∑
i=١

(yi − ŷi)
٢
+

٢ × tr(H)

n

م شود. نامیده هت ماتریس H

درستنمايی اريتم ل به جای انحراف از آکائی معيار آوردن به دست براي (١٩٩۶) ماركس و ايلرز
كردند: تعريف زير به صورت را آكائي اطلاع معيار و نمودند استفاده
AIC(λ) = dev(y, α, λ) + ٢ × dim(α, λ)

برازش مدل انحراف ميزان dev(y, α, λ) و است پارامترها بردار (مؤثر) بعد dim(α, λ) آن در
برازش در پارامترها مؤثر بعد تعيين اما است سرراست انحراف محاسبه است. داده ها به نسبت
اين براي (١٩٩٠) تيبشيران و هستای است. ل مش و پيچيده جريمه ايی اسپلاين مدل های

ي به عنوان را خط هموارگر ماتريس اثر كه صورت اين به كردند پيشنهاد را روش مساله
بردند. به كار مدل مؤثر ابعاد براي تقريب

dim(α) = tr(H)

یرید: ب نظر در را جریمه ای اسپلاین مدل
Y = βα+ ϵ

از استفاده با
α̂ = (β′Y )(β′β + λD′D)−١

م شوند: محاسبه زیر به صورت داده شده برازش مقادیر و
Ŷ = βα̂ = β(βTWβ + λDTD)−١βTW︸ ︷︷ ︸

H
y = Hy

زير به صورت كه است وزن ها از قطری ماتريس W و م نامند hat ماتريس را H ماتريس كه
م آيد: به دست



٣٧ هموارسازی پارامتر انتخاب نحوه ی
Wii =

١
νi
(
∂yi
∂µ

)

گرفتن نظر در بدون را ماتريس اثر م توان tr(H) =
∑n

i=١ hii هم چنين است. yi واريانس νi

به صورت داده زوج تا n كنيد فرض است. داده شده شرح زير در كه نمود محاسبه اصل قطر
k به H ماتريس اثر λ افزايش با آن گاه باشد، x در k درجه از چندجمله ای يك yi اگر داريم (xi, yi)

ماتريس هاي براي كه م شود يادآوری ابتدا است. برقرار زير به صورت اثبات شد خواهد نزديك
داريم: (سازگار) پذير ضرب

tr(AB) = tr(BA).

كنيد فرض
Qλ = λDTD Qβ = βTWβ

=⇒ tr(H) = tr{(Qβ +Qλ)
−١Qβ}

= tr{Q١/٢
β (Qβ +Qλ)

−١Q١/٢
β }

= tr{(I +Q
−١/٢
β QλQ

−١/٢
β )−١}

اگر
L = Q

−١/٢
β QλQ

−١/٢
β

آن گاه
tr(H) = tr{(I + λL)−١} =

n∑
j=١

١
I + λγj

γj (٣ . ١)

م شود صفر موردنظر كسر باشد بزرگ λ مقدار اگر (٣ . ١) رابطه در هستند. L ويژه مقادير γj

مربوط كسر نتيجه در باشد صفر با برابر آن ها به مربوط γj كه نم شوند صفر جملات فقط و
م شود. k با برابر مجموع نتيجه در و م شود ي آن ها به

متقابل سنج اعتبار ٣ . ١ . ٢
است متقابل اعتبارسنج معيار از استفاده همواری پارامتر انتخاب روش های از ر دي ي
مدل ي پيش گويی برآورد برای بصری و ساده روش م شود. داده نشان CV با اختصار به كه

است. CV (λ) كردن مينيمم براساس λ انتخاب مبنای روش اين در است.
داده هایی (مجموعه آموزش نمونه و آزمون نمونه قسمت دو به را داده ها روش این در
y١, · · · , yn مشاهده تا n کنید فرض م شوند. تقسیم م شود) استفاده مدل برازش برای که



اسپلاین ها نظری مباحث از برخ ٣٨
و داده برازش باقیمانده مشاهده ی n − ١ با را مدل و کرده حذف را yi مشاهده ابتدا داریم
هر زمان که تا را فرایند این م کنیم. محاسبه MSEi = E(yi − ŷi)

٢ پیش گویی خطای سپس
میانگین و مشاهدات سایر برای روند این ادامه با و م دهیم انجام شود خارج بار ی مشاهده

م شود. حاصل زیر معادله ی به صورت پیش گویی خطای برآورد آن ها از گرفتن

CV(n) =
١
n

n∑
i=١

MSEi. (٣ . ٢)

داده برازش بار n مدل زیرا م باشد پیاده سازی برای بالایی پتانسیل دارای CV کل به طور
اما است. پرهزینه و زمان بر بسیار CV محاسبه باشد زیاد مشاهدات) (تعداد n اگر اما م شود
ساده بسیار آن محاسبه hat ماتریس از استفاده با چندجمله ای رگرسیون یا خط مدل های برای

اعتبارسنج آماره دهیم، نشان hii با را H ماتریس اصل قطر روی مقادیر اگر است. آسان و
است: محاسبه قابل زیر معادله ی به صورت متقابل

CV (λ) =

n∑
i=١

(
Yi − Ŷi١ − hii

)٢
(٣ . ٣)

برازش داده ها کل به مدل ی بار تنها CV محاسبه برای که این آور فت ش بسیار نتیجه ی و
.[١٣ ،۴] م شود داده

تعمیم یافته متقابل اعتبارسنج ٣ . ١ . ٣
که تعمیم یافته متقابل اعتبارسنج معیار از استفاده λ بهینه انتخاب برای ر دی روش

است: زیر به صورت

GCV (λ) =

n∑
i=١

(Yi − Ŷi)
٢

(n−
∑n

i=١ hii)٢
(۴ . ٣)

پارامتر بهترین تعمیم یافته، متقابل اعتبارسنج مقدار کمترین که است گونه ای به معیار این
.[٣٢ ،٨] م دهد ارئه را هموارسازی

کلاه آزمودن برای مشاهده n = ١٣٣ شامل لت سی موتور داده های برای ٣ . ١ ل ش در
شتاب مستقل متغیر و ثانیه) میل حسب (بر تاثیر از پس زمان وابسته، متغیر آن در که ایمن
بر هموارسازی پارامتر انتخاب به مربوط نتایج ،(١٩٨۵) سیلورمن است گرم) حسب (بر سر
معیار، سه هر آمده به دست مقادیر است. داده شده نشان GCV و CV ،AIC معیارهای حسب

نموده اند. اختیار را مینیمم مقدار λ = ٠٫٧۵ نزدی اما نم دهند نشان را مقدار ی دقیقا



٣٩ گره موقعیت و تعداد انتخاب روش های

0 1 2 3 4
λ

(sc
ale

d)
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V, 
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V

AIC (0.72)
CV (0.64)
GCV (0.77)

مرتبه از P-اسپلاین رگرسیون تابع برای انتخاب معیار مقابل در هموارسازی پارامتر :٣ . ١ ل ش
m = ۴

گره موقعیت و تعداد انتخاب روش های ٣ . ٢
در م باشد. گره ها موقعیت و تعداد انتخاب اسپلاین رگرسیون در چالش ها از ر دی ی
بیشتر آن در گره ها تعداد که دارند بیشتری انعطاف پذیری محدوده هایی اسپلاین رگرسیون
زیادی اثر و م کند تغییر به سرعت چندجمله ای ضرایب تعداد محدوده ها این در زیرا باشد،
که ان هایی م در بود. خواهد ناهموار برازش منحن نتیجه در دارد اسپلاین برازش روی

.[١٣] است پایدارتر منحن م رسد به نظر است کمتر گره ها تعداد
تعداد با k = ۴ مرتبه P-اسپلاین  از استفاده با لت سی موتور داده های ٣ . ٣ و ٣ . ٢ ل ش در
داده ها گره، کم تعداد گرفتن نظر در با ٣ . ٢ ل ش در که است داده شده برازش مختلف گره های
دهیم، انجام را برازش عمل کم، پارامترهای تعداد براساس اگر به عبارت شده اند برازش کم
کمبود علت به و داد خواهد دست از را پیش بین قدرت و شد خواهد کم برازش دچار مدل
با کم برازش ل مش رف البته م آید. به وجود مدل در زیادی خطای رفته، به کار پارامترهای
تعداد انتخاب کرد، رعایت باید که نکته ای ول است، رف قابل مدل پارامترهای تعداد افزایش

نکند. بیش برازش دچار را آن که است مدل در مناسب پارامترهای
مدل شده اند. برازش بیش داده ها گره ها زیاد تعداد گرفتن نظر در با ٣ . ٣ ل ش در
با مدل ، رگرسیون تحلیل در که معن این به است پیچیده ای بسیار مدل بیش برازش،
برای آمده، به دست رگرسیون مدل اگر موارد، گونه این در م شود. ایجاد پارامترها بیشترین
نخواهند به نظر مناسب اصلا شده پیش بین مقدارهای رود، به کار ری دی نمونه پیش بین



اسپلاین ها نظری مباحث از برخ ۴٠
برای بتواند تنها نه که است مدل ایجاد مناسب، رگرسیون تحلیل ی از ما انتظار رسید.
ان ام نیز جدید داده هایی برای ه بل دهد، انجام را مناسب برازش نمونه به مربوط داده های

باشد. داشته وجود مناسب برآورد

کم گره تعداد با k = ۴ مرتبه P-اسپلاین  برازش :٣ . ٢ ل ش

زیاد گره تعداد با k = ۴ مرتبه P-اسپلاین  برازش :٣ . ٣ ل ش

به کار را مختلف گره های تعداد که است این مناسب گره های تعداد انتخاب برای روش ی
را چندک ها که است رایج بیشتر عمل در کنیم. انتخاب را شده تولید منحن بهترین و ببریم
تعداد به مربوط محل افزار نرم آزادی، درجه کردن مشخص با و م گیرند نظر در گره به عنوان
چهار با طبیع عبی م اسپلاین ی ۴ . ٣ ل ش در م دهد. قرار داده ها چندک در را گره ها
٧۵ و ۵٠، ٢۵ در خودکار به طور گره ها موقعیت و است داده شده برازش داده ها به آزادی درجه

است. گرفته قرار داده ها از درصد



۴١ مدل انتخاب

در گره ها موقعیت گرفتن قرار و آزادی درجه چهار با طبیع عبی م اسپلاین برازش :۴ . ٣ ل ش
داده ها چندک

تابع برای مناسب آزادی درجه انتخاب و گره مطلوب تعداد انتخاب چالش ها، از ی اکنون
منحن بهترین و ببریم به کار را مختلف گره های تعداد که است آن روش ی است. اسپلاین

که است متقابل سنج اعتبار از استفاده ر دی روش کنیم. مشاهده را آن با متناظر شده تولید
ی و (%١٠ مثال (به طور کنیم حذف را داده ها از بخش هایی که صورت این به شد، معرف

خطای مقدار سپس و داده برازش باقیمانده داده های به مشخص گره تعداد با اسپلاین تابع
زمان که تا شود تکرار م تواند گره k مختلف تعداد برای فرایند این آوریم. به دست را پیش گویی
پیش گویی خطای مقدار ترین کوچ برابر گره ها تعداد سپس شود، خارج ی بار مشاهده هر

. [١٣] بود خواهد
به صورت که شد ارائه ٢٠٠٠ سال در کارول و روپرت توسط که وریتم ال از استفاده ر دی روش

است: زیر
کن. محاسبه را α̂١GCV مقدار و بده قرار k = ۵ گره تعداد ‐١

کن. محاسبه را آن متناظر α̂٢GCV مقدار و بده قرار k = ١٠ گره تعداد ‐٢
افزایش k مقدار صورت این غیر در شود. نهایی k = ١٠ آن گاه α̂٢GCV > ٠٫٩٨α̂١GCV اگر ‐٣

م یابد.

مدل انتخاب ٣ . ٣
از را مدل بهترین که است فرآیندی است. آماری تحلیل هر از مهم بخش مدل انتخاب
مناسب مدل ی انتخاب مدل، انتخاب از هدف م کند. انتخاب کاندید مدل های مجموعه



اسپلاین ها نظری مباحث از برخ ۴٢
برای .[۴] برساند حداقل به را خطا مقدار و دهد توضیح را داده ها کامل به طور که است
استفاده · · · Cp و CV ،BIC ،AIC شامل مدل انتخاب معیارهای از مدل بهترین گزینش
به عنوان دهد اختصاص خود به را شده ذکر معیارهای مقادیر پایین ترین که مدل م شود.
را مقادیر بالاترین مذکور معیار نظر از که مدل و م شود انتخاب بالا برازش دقت با مدل

م شود. معرف پایین رد عمل با مدل به عنوان باشد داشته
و بیزی اطلاع معیار مورد در اکنون شد اشاره اعتبارسنج و اکائی اطلاع معیار دو به

م کنیم. بحث Cp آماره ی

(شوارتز) بیزی اطلاع معیار ٣ . ٣ . ١
معیار رود، به کار مدل    بهترین انتخاب و بررس برای م تواند که معیارهایی از ر دی ی
قابل زیر رابطه ی براساس و شد ارائه ١٩٧٨ در شوارتز توسط که است (BIC)۴بیزی اطلاع

م باشد: محاسبه
BICp = nln(

SSEp

n
+ p(lnn))

تصادف است. نمونه در مشاهدات تعداد n و مدل در برآورد قابل پارامترهای تعداد p که

مالو Cp آماره ٣ . ٣ . ٢
مدل، از انحراف مربعات میانگین به جای باید مدل، ی مورد در قضاوت برای Cp آماره ی
خطای مربعات میانگین گرفته شود. نظر در پیش بین شده مقدار خطای مربعات میانگین

م شود. محاسبه زیر به صورت شده مشاهده داده های برای jp شده استاندارد پیش بین
jp =

١
σ٢

n∑
i=١

MSE(ŷi)

p معادله ی ی از پیش بین شده مقدار iامین خطای مربعات میانگین MSE(ŷi) آن در که
برد: به کار را زیر آماره ی (١٩٧٣) مالو jp برآورد برای است. مانده ها واریانس σ و جمله ای

Cp =
SSEp

σ̂٢ + (٢p− n)

باشد معیار مقدار کمترین دارای که مدل معیارها، این اساس بر است. σ٢ برآورد σ̂٢ آن در که
م شود. انتخاب مدل بهترین به عنوان

۴Bayesian information criterion



۴٣ مدل انتخاب
اعتبارسنج و آکائی اطلاع معیار ، خط مدل های در که داد نشان (١٩٩٧) استون

رگرسیون از داده ای مجموعه ایده، این بررس برای هستند. معادل پیش گویی هدف با متقابل
داده برازش داده ها به را هفت تا ی مرتبه از چندجمله ای و است شبیه سازی شده چندجمله ای
آماره مقدار علاقه حسب بر هم چنین م آزماییم. را آن صحت فوق معیارهای از استفاده با و

نموده ایم. محاسبه را BIC بیزی اطلاع معیار و Cp

شبیه سازی شده داده های برای هفت تا ی مرتبه از چندجمله ای مدل برازش به مربوط ۵ . ٣ ل ش
چندجمله ای به نسبت بهتری برازش هفت تا سه مرتبه ی چندجمله ای های آن در که م باشد
معیار از استفاده با اکنون م کنند. توصیف بهتر را داده ها روند و دارند دو و ی درجات با
برازش داده ها به م تواند که مدل بهترین بیزی اطلاع معیار و اعتبارسنج ، آکائی اطلاع

م کنیم. مشخص را یابد

شبیه سازی شده داده های مجموعه برای هفت مرتبه تا ی مرتبه از چندجمله ای برازش :۵ . ٣ ل ش
به هفت درجه تا چندجمله ای ها برای بیزی و آکائی اطلاع معیار مقدار ۶ . ٣ ل ش طبق
سه درجه چندجمله ای که م باشد مشهود شده رسم نمودار در و نموده رسم را آمده دست
داده ها م تواند که است مدل بهترین نتیجه در م باشد فوق معیارهای مقدار کمترین دارای

کند. توصیف را



اسپلاین ها نظری مباحث از برخ ۴۴

مدل بهترین انتخاب در بیزی و اکائی اطلاع معیار اثربخش مقایسه :۶ . ٣ ل ش

شده رسم هفت درجه تا چندجمله ای برای CV مقدار ٣ . ٧ نمودار به توجه با هم چنین
است. برازش مدل بهترین به عنوان سه درجه با چندجمله ای مدل که است این گویای
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متقابل اعتبارسنج معیار از استفاده با مدل بهترین انتخاب :٣ . ٧ ل ش



۴۵ مدل انتخاب
و بیزی اطلاع معیار ، اعتبارسنج ، آکائی اطلاع معیار معیارهای مقدار ٣ . ١ جدول در
آن از حاک حاصل نتایج و آمده دست به هفت درجه تا چندجمله ای مدل برای Cp آماره ی
در م باشد، دارا را فوق معیارهای مقادیر کمترین سه درجه چندجمله ای مدل که م باشد

م گردد. انتخاب مدل مطلوب ترین به عنوان نتیجه
مدل بهترین انتخاب برای AIC, CV, BIC, Cp معیارهای مقادیر جدول :٣ . ١ جدول

AIC Cp BIC CV دوم توان مجموع آزادی درجه
۴۶۶٫٠٧۶٢ ۵٢۵٫۵٩۴٨ ۴٧٣٫٨٩١٧ ۶١٨٫٠٠۴٨ ١
۴۶۶٫٣٨٢۵ ۵١٧٫١۵۵۵ ۴٧۶٫٨٠٣٢ ۶۴٠٫٢٨٩۵ ٢
٢٨٣٫٧٨٠٧ ۴٫۴٧٩٨ ٢٩۶٫٨٠۶۶ ١٠٠٫١۵٣٣ ٣
٢٨۵٫٧٧٩٧ ۶٫۴٧٨٨ ٣٠١٫۴١٠٧ ١٠۴٫۴٨٨٩ ۴
٢٨٧٫۶۵٨٠ ٨٫٣۶١۴ ٣٠۵٫٨٩۴٢ ١٠٨٫٣٧۶۵ ۵
٢٨۶٫٢۴۵٣ ٧٫١٢٨٣ ٣٠٧٫٠٨۶۶ ١٠٧٫١۴٣۴ ۶
٢٨۵٫۶۵٨٧ ۶٫٧۵٠۴ ٣٠٩٫١٠۵٢ ١١٠٫٣۴٢٨ ٧





۴ فصل
اسپلاین ها کاربردهای از برخ

به داده ها تحلیل برای عموم بسیار چارچوبی که GAMLSS مدل های کاربرد فصل این در
توابع این است. شده ارائه م سازد فراهم را مختلف زمینه های در یادگیری و مدل سازی منظور
مزایای از م گیرند. قرار استفاده مورد آماری مدل سازی در گسترده ای به طور حاضر حال در

مدل برازش و رگرسیون مدل های از گسترده ای انتخاب کردن فراهم توابع این عال بسیار
تمام و باشد داشته توزیع هر م تواند پاس متغیر مدل این در م باشد. داده ها به انعطاف پذیر
مورد کاربردی زمینه های از بسیاری توابعGAMLSSدر شوند. مدل م توانند توزیع پارامترهای
بارش ، هواشناس انرژی، ، شناس زیست ، اجتماع علوم جمله از است گرفته قرار استفاده
GAMLSS توابع قابلیت دادن نشان برای کوچ نمونه زیر شده استفاده ....مثال های و باران
ارانش هم و استامینوپولوس کتاب از برگرفته فصل این م باشد. R افزار نرم از استفاده با

م باشد. [٢٨]
نشان را GAMLSS توابع از استفاده طریقه ی که اجاره داده های مجموعه به مربوط اول مثال
مثال م یابد. برازش داده ها به پارامتری سه پیچیده مدل ی توابع این از استفاده با و م دهد

شمارش توزیع های برازش از ساده مثال که ماه مختلف گونه های داده های مجموعه دوم
مدت داده های مجموعه سوم مثال است. داده ها به GAMLSS توابع از استفاده با مختلف
GAMLSS توابع توسعه در داده ها این است. دوجمله ای توزیع دارای پاس متغیر که بستری
GAMLSS توابع وجود به پی محققان که بودند داده مجموعه اولین چون داشته اند، زیادی نقش
با آ  . ٢ و آ  . ١ جدول در پیوست در مثال ها در رفته به کار پارامتری سه و دو توزیع های بردند.



اسپلاین ها کاربردهای از برخ ۴٨
است. داده شده شرح بیشتری جزئیات

جمع مدل های ١ . ۴
(GAM) تعمیم یافته جمع مدل •

(GAMLSS) ل ش و مقیاس ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل •

متغیرها بین روابط تعیین برای م تواند و م باشد خط مدل های برای زین جای جمع مدل
برساند حداکثر به را پاس متغیر پیش بین کیفیت م تواند مدل این گیرد. قرار استفاده مورد
که شرایط در کند. کشف را پیش گو متغیرهای مجموعه و پاس متغیر بین غیرخط روابط و
استفاده GAMLSS مدل از است بهتر دقیق تر مدل ساخت برای باشد، زیاد داده ها پراکندگ
مدل شود. استفاده نمایی توزیع های خانواده ی به جای عموم توزیع های خانواده ی از تا شود
نماید. برازش کمتری خطای با را پراکنده داده های م تواند که دارد را قابلیت این GAMLSS

شرط میانگین مدل سازی به فقط که تعمیم یافته جمع مدل به نسبت مدل این مزایای از
ایجاد رگرسیون رابطه ی توزیع پارامتر هر برای که است این هستند محدود پاس متغیرهای

است. داده شده شرح کامل به طور GAMLSS و GAM مدل های اول فصل در م کند.

مونیخ اجاره  اول:داده های کاربرد ١ . ١ . ۴
سوزیال اینفراتست توسط ١٩٩٣ اوریل در نظرسنج ی اساس بر اجاره به مربوط داده های
افزایش یا جدید اجاره موافقت نامه با اقامت محل از تصادف نمونه ی آن در که شد آوری جم
n = ١٩۶٩ شامل، داده ها مجموعه این شد. انتخاب مونیخ در گذشته چهارسال ط اجاره
،(F1) متراژ توضیح متغیرهای و پاس متغیر نقش ماهیانه خالص اجاره که است مشاهده
و (١) وجود عدم و (٠) دارد وجود ، سط دو شامل (H) مرکزی گرمایش ،(A) ساخت سال
، (١) پایین به رو متوسط سط سه شامل (Loc) ساختمان موقعیت دهنده ی نشان که عامل

.(٣) بالا به رو متوسط ،(٢) متوسط
را توضیح متغیرهای از ی هر مقابل در ،(R) اجاره میزان ، پاس متغیر نمودار ١ . ۴ ل ش

م دهد. نشان



۴٩ جمع مدل های
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توضیح متغیرهای از هری مقابل در (R اجاره (میزان پاس متغیر نمودار :١ . ۴ ل ش

متراژ افزایش با که م دهد نشان (F1)متراژ مقابل در (R) اجاره میزان شده ی ترسیم نمودار
نقض واریانس ن هم فرض نتیجه در دارند مثبت رابطه ای و م یابد افزایش نیز اجاره میزان

بستگ توضیح متغیرهای به یا میانگین به اجاره داده های واریانس است ن مم و شد خواهد
نمودار دارد. وجود نیز اجاره  داده های توزیع در هم مثبت چول هم چنین باشد. داشته
میزان ١٩۶٠ سال تا که م دهد نشان ساز و ساخت سال مقابل در اجاره میزان شده ترسیم
اجاره میزان در افزایش روندی سال، آن بعد سازهای و ساخت با اما است ثابت تقریبا اجاره
متفاوت توضیح عامل های طبق اجاره میزان که م دهد نشان جعبه ای نمودار دو دارد. وجود
کم به رو متوسط از کند تغییر موقعیت و مرکزی گرمایش اگر اجاره متوسط میزان یعن است

م یابد. افزایش بالا به رو متوسط به و متوسط به
غیرخط رابطه ی که باشد مدل ارائه به قادر اجاره داده های به برازش مدل باید اکنون

مثبت چول هم چنین و داده ها واریانس ن هم عدم ، توضیح متغیرهای و پاس متغیر بین
استفاده با و م دهیم برازش اجاره داده های به را مدل هایی کند. بیان را اجاره دادهای توزیع

ی کفایت ارزیابی برای م پردازیم. اجاره داده های تحلیل به R افزار نرم در GAMLSS تابع از
مانده های از GAMLSS تابع پرداخت. مانده ها بررس به م توان داده، مجموعه ی به مدل
م دهیم. برازش داده ها به را R ∼ Fl+A+H+loc خط مدل م کند. استفاده شده استاندارد

است. خط مدل برازش از حاصل مانده های نمودار ٢ . ۴ ل ش



اسپلاین ها کاربردهای از برخ ۵٠

(ب) (آ)
خط مدل برازش مانده های نمودار :٢ . ۴ ل ش

باشند، نزدی تر خط به نمودار نقاط هرچه (ب)، ل ش چندک‐چندک نمودار به باتوجه
نم شود. پذیرفته داده ها توزیع بودن نرمال فرض درنتیجه است نزدی تر نرمال به داده ها توزیع

تصادف به طور صفر در افق خط روی بر برازش مقادیر مقابل در مانده ها (آ)، ل ش نمودار
تغییر میانگین افزایش با واریانس یعن دارد واریانس ون ناهم از نشان این و نشده اند پراکنده

نم شود. پذیرفته داده ها توزیع بودن نرمال فرض مدل، بررس های به توجه با م کند.
و است تعمیم یافته خط مدل که گاما توزیع دارای اجاره داده های مجموعه م کنیم فرض
نمایش ترسیم نمودارهای ٣ . ۴ ل ش در م پردازیم. مانده ها به مدل این کفایت بررس برای

است. شده داده

(ب) (آ)
گاما مدل برازش مانده های نمودار :٣ . ۴ ل ش

در ن ناهم آن در دارند ٢ . ۴ ل ش به نسبت بهتری بسیار وضعیت ٣ . ۴ ل ش در مانده ها
چندک‐چندک نمودار خمیدگ همچنین و اند رفته بین از برازش مقادیر مقابل در مانده ها

دارد. وجود مانده ها در کم ون ناهم اگرچه است، یافته کاهش شدت به



۵١ جمع مدل های
متغیرهای بین رابطه ی بررس برای که م دهیم برازش را تعمیم یافته جمع مدل های ادامه در
هموارسازهای از انعطاف پذیر مدل که م برد به کار را (pb) هموارساز توابع پاس و پیش گو

م دهد. ارائه جریمه ای اسپلاین
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(GAM) مدل برای برازش مقادیر نمودار :۴ . ۴ ل ش
خط به طور (F1) متراژ افزایش با تقریبا اجاره میزان که است مشهود ۴ . ۴ نمودارهای در

است ثابت تقریبا ١٩۶٠ سال تا و دارد غیرخط رابطه ای (A) ساخت سال با و م یابد افزایش
است، انتظار مورد مقدار همان َloc و H عامل دو تاثیر میزان و است افزایش به رو آن بعد اما
میزان موقعیت، سطوح به نسبت هم چنین و باشد H=1 عامل اگر است کم اجاره میزان یعن

م کند. پیدا افزایش زیاد به و متوسط به کم از اجاره
باقیمانده ها تحلیل برای مارپیچ١ نمودار از استفاده مدل، کفایت ارزیابی برای ر دی روش

فریدری و برن توسط که شود گرفته نظر در چندک‐چندک نمودار عنوان به م تواند است،
مدل نمودن مشخص و مدل ها مقایسه برای است تشخیص ابزاری . شد معرف ٢٠٠١ سال در
دارای کند. پیدا بهبود م تواند مدل که ان هایی م کردن پیدا و داده ها با متناسب آماری

است: ویژگ هایی
نرمال توزیع به باقیمانده ها توزیع باشد نزدی تر افق خط به چه هر مارپیچ نمودار نقاط •

است. نزدی تر استاندارد
بین نقاط ٪٩۵ تقریبی به طور که م رود انتظار باشد داشته کفایت مدل که صورت در •

باشد. آن از خارج ٪۵ و بیضوی نمودار دو
برازش مدل کفایت عدم بازتابنده ی مارپیچ، نمودار نقاط به برازش منحن و) (ال ل ش •

مارپیچ نمودار نقاط سط اگر مثال به عنوان است. داده شده شرح ١ . ۴ جدول در که است
١Worm plot



اسپلاین ها کاربردهای از برخ ۵٢
است، مانده ها بالای بسیار میانگین دهنده نشان این باشد مبدا در افق خط از بالاتر
پارامتر افزایش با م توان که است پایین بسیار برازش توزیع موقعیت که است معن بدان

داد. تغییر را مدل توزیع یا بخشید بهبود را مدل است ان م پارامتری اگر µ
مارپیچ نمودار در مختلف وهای ال تفسیر :١ . ۴ جدول

داده شده برازش توزیع گشتاور برازش منحن ل ش

است پایین بسیار برازش موقعیت است بالا بسیار میانگین باشد مبدا بالای اگر نقاط سط
است بالا بسیار برازش موقعیت است کم بسیار میانگین باشد مبدا زیر اگر نقاط سط

است کم بسیار داده شده برازش مقیاس است بالا بسیار واریانس باشد مثبت شیب دارای خط
است بالا بسیار داده شده برازش مقیاس است کم بسیار واریانس باشد منف شیب دارای خط
است شده کشیده چپ سمت به توزیع دارد مثبت چول باشد ل ∪‐ش

است شده کشیده راست سمت به توزیع دارد منف چول باشد ل ∩‐ش

است دم باری بسیار برازش توزیع کشیده است شده خم پایین به که باشد ل S‐ش

است دم کلفت بسیار برازش توزیع پخ خم است شده خم بالا به که باشد ل S‐ش

خط به نزدی نقاط که داریم انتظار مطلوب برازش مدل داشتن برای ۵ . ۴ نمودار به توجه با
خارج ٪۵ و باشد پایین و بالا بیضوی نمودار بین نقاط ٪٩۵ تقریبی به طور و باشد میانه افق

باشد. آن از
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(GAM) مدل برای مارپیچ نمودار :۵ . ۴ ل ش

نمود. استفاده AIC معیار از م توان برازش مدل پیش بین رد عمل ارزیابی برای هم چنین
مقایسه AICمعیار از استفاده با را برازش تعمیم یافته ی جمع و تعمیم یافته خط مدل دو



۵٣ جمع مدل های
٢٧٧٠۵٫۶۵ میزان به تعمیم یافته جمع مدل به مربوط AIC کمترین ١٠ . ۴ جدول طبق م کنیم

است. بهتری مدل ر دی مدل دو با مقایسه در نتیجه در است.

AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :٢ . ۴ جدول
AIC جمع پیش گوی پیوند تابع مدل

σ µ

٢٨١٧٣ Fl+A+H+loc log ident نرمال
٢٧٧٧٨٫۵٩ Fl+A+H+loc log log تعمیم یافته) خط (مدل گاما
٢٧٧٠۵٫۶۵ pb(Fl)+pb(A)+H+loc log log تعمیم یافته) جمع (مدل گاما

مونیخ اجاره داده های کرد. مدل سازی را σ پارامتر م توان مانده ها به بخشیدن بهبود برای
برای AIC مقدار م کنیم، مدل وارون گاوس و پارامتری دو گامای توزیع های از استفاده با را
با است. شده محاسبه است شده فرض ثابت آن مقیاس پارامتر که گاما و فوق مدل دو این
پارامتر که پارامتری دو گاما توزیع از استفاده با که مدل AIC معیار طبق ٣ . ۴ جدول به توجه

است. مطلوب تری مدل است، شده مدل آن مقیاس

AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :٣ . ۴ جدول
AIC جمع پیش گوی پیوند تابع مدل

σ µ

٢٧٧٠۵٫۶۵ sigma.fo=1 pb(Fl)+pb(A)+H+loc log log گاما
٢٧۶١۴٫٧٨ sigma.fo=pb(Fl)+pb(A)+H+loc pb(Fl)+pb(A)+H+loc log log گاما
٢٧٧١۶٫۶۶ sigma.fo=pb(Fl)+pb(A)+H+loc pb(Fl)+pb(A)+H+loc log log وارون گاوس

توجه با است. شده رسم زیر در مارپیچ نمودار پارامتری، دو گامای مدل کفایت بررس برای
٪٩۵ اطمینان فاصله از خارج که دارد وجود نقاط از کم تعداد ۶ . ۴ ل ش مارپیچ نمودار به
این بر علاوه م باشد، مدل کفایت عدم دهنده ی نشان این که م باشد، نقطه نقطه نمودار
که م باشد این از حاک که دارد مانده ها منف چول به اشاره ای مانده ها وارونه ی U ل ش

ندارد. را داده ها در چول بردن بین از برای کاف انعطاف پذیری گاما توزیع
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پارامتری دو گامای مدل برای مارپیچ نمودار :۶ . ۴ ل ش

مقیاس ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل که (BCCGO) گرین و کول باکس کاکس مدل
پیشین مدل های به نسبت بیشتری انعطاف پذیری که م گیریم نظر در را (GAMLSS) ل ش و
مدل سازی ناپارامتری هموارساز تابع از استفاده با پارامتر هر که است پارامتری سه توزیع دارد،
و شده گرفته نظر در ثابت ν مدل ی در داده، برازش اجاره داده های به مدل دو است. شده
جدول به توجه با است. شده مقایسه پارامتری دو گامای با و شده مدل سازی ν ر دی مدل در
مدل برازش در اندک بهبودی است شده مدل سازی ν پارامتر که مدل AIC معیار طبق ۴ . ۴

است. نموده ایجاد

AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :۴ . ۴ جدول
AIC جمع پیش گوی پیوند تابع مدل

ν σ µ

٢٧۶١١٫٠٢ pb(Fl)+pb(A)+H+loc sigma.fo=pb(Fl)+pb(A)+H+loc ident log log باکس کاکس
nu.fo=1 (BCCGO)

٢٧۶٠٨٫١۵ pb(Fl)+pb(A)+H+loc sigma.fo=pb(Fl)+pb(A)+H+loc ident log log باکس کاکس
nu.fo=pb(Fl)+pb(A)+H+loc (BCCGO)



۵۵ جمع مدل های
م کنیم. بررس را برازش مدل دو کفایت ٧ . ۴ ل ش مارپیچ نمودار از استفاده با

پارامتری سه مدل برای مارپیچ نمودار :٧ . ۴ ل ش

م باشند. پارامتری سه توزیع مدل کفایت از حاک ترسیم نمودار دو

ماه گونه های داده های دوم: کاربرد ١ . ٢ . ۴
پواسن معکوس توزیع از استفاده با [٢٩] جیرتیز و استین توسط ماه گونه های داده های
σ برای ثابت مقدار ی و log(µ) برای خط مدل ی گرفتن نظر در با PIG(µ, σ) گاوس
تعداد که م باشد موجود gamlss.data افزاری نرم بسته در داده ها این شد. ارائه شده اند، تولید
(lake) دریاچه منطقه و پاس متغیر به عنوان (fish) جهان دریاچه ٧٠ در ماه مختلف گونه های
متغیر مقابل در ماه گونه های تعداد به مربوط نمودار ٨ . ۴ ل ش در م باشد. توضیح متغیر

است. داده شده نشان x=lake توضیح

،(DPO) دوگانه پواسن ،(PO) پواسن مانند مختلف گسسته توزیع های از استفاده با را داده ها
،(DEL) دلاپورت ،(PIG) گاوس پواسن معکوس ،(NBI,NBII) دو و ی نوع منف دوجمله ای
مدل سازی م باشد موجود پیش فرض پیوندی تابع با gamlss.distبسته ی در که (SICHEL)سیچل
دوم درجه چندجمله ای مدل سپس و خط مدل با ی بار را x=lake توضیح متغیر م کنیم.
مقایسه را برازش مدل های AIC معیار از استفاده با و م دهیم برازش پاس متغیر مقابل در

م کنیم.



اسپلاین ها کاربردهای از برخ ۵۶

ماه گونه های نمودار :٨ . ۴ ل ش

است. آورده شده ۵ . ۴ جدول در AIC معیار از استفاده با آمده، به دست مقادیر

AIC از استفاده با آمده به دست مقادیر :۵ . ۴ جدول
بودن خط فرض با توضیح متغیر مقابل در پاس متغیر برازش برای AIC مقدار

PO DPO NBI NBII PIG DEL SICHEL

١٩٠٠٫١۵۶٢ ۶۵۴٫١۶١۶ ۶٢۵٫٨۴۴٣ ۶۴٧٫۵٣۵٩ ۶٢٣٫۴۶٣٢ ۴۶٢۶٫٢٣٣٠ ۶٢۵٫٣٩٢٣
دوم درجه چندجمله ای فرض با توضیح متغیر مقابل در پاس متغیر برازش برای AIC مقدار

PO DPO NBI NBII PIG DEL SICHEL

١٨۵۵٫٢٩۶۵ ۶۵۵٫٢۵٢٠ ۶٢٢٫٣١٧٣ ۶۴۵٫٠١٢٩ ۶٢١٫٣۴۵٩ ۶٢٣٫۵٨١۶ ۶٢٣٫٠٩٩۵

سایر به نسبت پواسن مدل برای AIC مقدار فوق جدول در آمده به دست مقادیر به توجه با
پراکنده حد از بیش داده ها که گرفت نتیجه م توان بنابراین است، بزرگ خیل توزیع ها
به نسبت دوم درجه چندجمله ای مدل با توضیح متغیر که م دهد نشان نتایج شده اند.
معکوس مدل مرحله این تا دوگانه. پواسن توزیع بجز البته دارد بهتری رد عمل خط مدل

م گردد. انتخاب مطلوب مدل عنوان به AIC مقدار کمترین با (PIG) گاوس پواسن
درجه چندجمله ای با توضیح متغیر برازش به جای گاوس پواسن معکوس مدل در اکنون
م دهیم. قرار ارزیابی مورد را مدل این رد عمل و م کنیم استفاده اسپلاین هموارگر دوم،
به کار درنتیجه یافت افزایش آن مقدار است،که میزان۶٢٣٫۴۶٣٧ به مدل این برای AIC مقدار
را log(σ) م توان مدل رد عمل بهبود برای است. نشده واق موثر اسپلاین هموارگر بردن
توزیع بجز فوق توزیع های در x از خط تابع ی به عنوان را log(σ) اکنون نمود، مدل سازی

کرد. مدل ندارد σ پارامتر که پواسن
است. داده شده نشان آمده به دست فوق توزیع های برای AIC مقادیر ۶ . ۴ جدول در



۵٧ جمع مدل های

AIC معیار از استفاده با آمده به دست مقادیر :۶ . ۴ جدول
σ پارامتر کردن مدل با AIC مقدار

DPO NBI NBII PIG DEL SICHEL

۶٢۶٫۴٠۵۶ ۶١۴٫٩۵۶۵ ۶١۵٫١٢۵٠ ۶١٢٫٣۶۶٧ ۶١۴٫۶٠۵٩ ۶١٣٫٧٣٢٧

بهبود را توزیع ها تمام رد عمل x از تابع به عنوان log(σ) کردن مدل که است این بیانگر نتایج
مدل بهترین به عنوان AIC مقدار کمترین با (PIG) گاوس پواسن معکوس مدل و است بخشیده

م باشند پارامتری سه دلاپورت و سیچل توزیع های کند. توصیف را داده ها م تواند که است
مدل x از خط تابع به عنوان را (ν) سوم پارامتر مدل، به بخشیدن بهبود برای م توان که
تابع از دلاپورت توزیع و همان تابع از پیوندی تابع پیش فرض به عنوان سیچل توزیع کرد.

م کند. استفاده لوجیت

داده شده نشان آمده به دست دلاپورت و سیچل توزیع های برای AIC مقادیر ٧ . ۴ جدول در
است.

AIC معیار از استفاده با آمده دست به مقادیر :٧ . ۴ جدول
(ν) پارامتر کردن مدل با دلاپورت و سیچل توزیع های برای AIC مقدار

DEL ۶١۴٫٧٣٧۶
SICHEL ۶١١٫۶٣۴۶

نسبت را (SIC) سیچل مدل ،x از تابع به عنوان (ν) پارامتر کردن مدل نتایج، به توجه با
نسبت کمتری AIC مقدار دارای و است بخشیده بهبود (PIG) گاوس پواسن معکوس مدل به

است. نیافته بهبودی (DEL) دلاپورت مدل اما است شده آن به
به عنوان که است داده شده نشان ماه گونه های داده های به سیچل مدل برازش ٩ . ۴ ل ش در

م کند. توصیف را داده ها که است مدل بهترین
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ماه گونه های داده های به سیچل مدل برازش نمودار :٩ . ۴ ل ش

کفایت از حاک نمودار که م دهد نشان را سیچل برازش مدل مارپیچ نمودار ١٠ . ۴ ل ش
م باشد. مدل

ماه گونه های داده های به سیچل برازش مدل مارپیچ نمودار :١٠ . ۴ ل ش



۵٩ جمع مدل های

بیمارستان در بستری مدت داده های سوم: کاربرد ١ . ٣ . ۴
دارای که م باشد موجود gamlss.data بسته در aep بیمارستان در بستری مدت داده های
دلمر بیمارستان در ١٩٩٠ و ١٩٨٨ سال های طول در ارانش هم و گنگ توسط مشاهده، ١٣٨٣
که روزهایی مجموع از غیرمفید روزهای تعداد ، پاس متغیر است. شده آوری جم بارسلونا
،(ward) بیمارستان بخش نوع ،(sex) بیمار جنسیت و (noinap) بستری اند بیمارستان در بیماران
(١٠ ÷ بستری مدت روزهای (مجموع اریتم ل ،(year) ١٩٩٠ یا ١٩٨٨ سال ،(age) بیمار سن
بیمارستان در مفید غیر ماندن برای بیمار هر م باشد. توضیح متغیرهای به عنوان (loglos)

گرفته اند. قرار بررس مورد (aep) مناسب٢ ارزیابی پروتکل از استفاده با پزش دو توسط
داده شده نشان age, sex, ward, yaer مقابل در پاس متغیر نامناسب نرخ نمودار ١١ . ۴ ل ش در

است.

مدت داده های در توضیح متغیرهای مقابل در پاس متغیر نامناسب نرخ نمودار :١١ . ۴ ل ش
بستری

توزیع های و غیرمفید روزهای تعداد برای را دوجمله ای رگرسیون مدل ارانش هم و گنگ
دوجمله ای بتا مدل که دریافتند و بردند به کار پاس متغیر برای را دوجمله ای بتا و دوجمله ای
میانگین پارامتر دو هر آن ها م آورد. به دست را بهتری برازش شده بازپارامتری پارامترهای با
پیوند تابع با را مقیاس پارامتر و لوجیت پیوند تابع با را دوجمله  ای بتا توزیع (σ) مقیاس و (µ)

کردند. مدل توضیح متغیرهای از تابع عنوان به همان
را gamlss مدل های انعطاف پذیری که شده داده برازش aep داده ها به مدل چهار ٨ . ۴ جدول در

م شود. انتخاب برازش مدل بهترین BIC و AIC معیارهای براساس و م دهد نشان
٢Appropriateness evaluation protoco
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BIC و AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :٨ . ۴ جدول

BIC AIC جمع پیش گوی پیوند تابع مدل
۴۵٧٠٫١ ۴۵٣٣٫۴ ward+loglos+year logit(µ)

M1

year log(σ)

۴۵۴٨٫١ ۴۵٠١٫٠ ward+loglos+year logit(µ)

M2

year+ward log(σ)

۴۵٣١٫٧ ۴۴٧٩٫۴ ward+cs(loglos,df=1)+year logit(µ)

M3

year+ward log(σ)

۴۵۴١٫١ ۴۴٧٨٫۴ ward+cs(loglos,df=1)+year+cs(age,df=1) logit(µ)

M4

year+ward log(σ)

مدل M1 مدل است. داده شده نمایش ٨ . ۴ جدول در داده ها به برازش مدل چهار نتایج
در و است شده مدل وارد σ برای ward متغیر M2 مدل در است. ارانش هم و گنگ منتخب
استفاده آزادی درجه ی با هموارساز عبی م اسپلاین تابع µ کردن مدل برای M4 و M3 مدل
هموارساز تابع کردن اضافه با و است مدل بهترین M4 مدل AIC مقدار به توجه با است. شده
بهترین BIC معیار طبق است. یافته کاهش AIC مقدار و یافته بهبود مدل M4 مدل در µ برای
افزایش BIC مقدار M4 مدل در age برای هموارساز تابع کردن اضافه با که است M3 مدل مدل،
M4 مدل در µ برای برازش توابع تمام نمودار زیر در نم باشد. مطلوب مدل نتیجه در یافته

است. داده شده نشان



۶١ بعدی دو اسپلاین

M4 مدل در µ برای برازش توابع :١٢ . ۴ ل ش

بعدی دو اسپلاین ٢ . ۴
از بیش که زمان که م رود. به کار سطوح مدل سازی و درونیابی برای زیادی روش های
این برای و م آید پیش چندبعدی رویه ی ی برازش مساله ی باشد، موجود مستقل متغیر ی
داد. تعمیم را اسپلاین هموارسازی روش های م توان شود، داده نشان بهتر داده ها روند که
مدل سازی برای روش هایی جمله از نازک صفحات اسپلاین و تانسور حاصل ضرب اسپلاین

مثال به عنوان و gamlss توابع ویژگ های دادن نشان برای را فیلم داده های است. سطوح
م بریم. به کار پیوسته پاس متغیر ی برای دوبعدی هموارساز سطوح برازش برای

فیلم داده های ٢ . ١ . ۴
ویژگ های از بسیاری دادن نشان برای [٣٧] ارانش هم و ویدوریس توسط فیلم داده های
داده های شدند. برده به کار توضیح متغیرهای هموارساز متقابل اثرات بررس و gamlss تابع
فیلم که سینما پرده های تعداد اریتم ل م باشد. متغیر چهار و مشاهده ۴٠١۵ شامل فیلم
نشان که است عامل و (lboopen) صندوق هفتگ سود اریتم ل ،(lnosc) است شده داده نمایش

توضیح متغیرهای به عنوان ،(dist) م باشد عمده یا مستقل فیلم کننده ی توزیع آیا م دهد
سه یا دو در داده ها م باشد. پاس متغیر ،(lborev1) هفته اولین از بعد هفتگ سود اریتم ل و
ترسیم بعدی سه فضای در را داده ها م توان rgl بسته از استفاده با م باشند. نمایش قابل بعد

نمود.
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فیلم داده های بعدی سه نمودار ترسیم :١٣ . ۴ ل ش

، پاس متغیر برای نرمال توزیع گرفتن نظر در با داده ها، مقدمات تحلیل و تجزیه از بعد
هری برای اول مدل دو در است. داده شده نمایش ٩ . ۴ جدول در داده ها به برازش مدل های

دو در و جمع هموارساز دوم مدل دو در ، خط متقابل اثر با مدل توضیح متغیرهای از
AIC معیارهای از مدل بهترین گزینش برای است. شده گرفته نظر در هموار رویه ای سوم مدل

است. شده استفاده BIC و
BIC و AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :٩ . ۴ جدول

BIC AIC جمع پیش گوی پاس متغیر توزیع مدل
١٢٢۵٨٫٣۵ ١٢٢٢۶٫٨۴ boopen∗lnosc normal M1

خط متقابل اثرات با مدل
١٢١١٨٫٨٠ ١٢٠٨٠٫٩٩ lboopen∗lnosc+dist normal M2

١٢٠٢٢٫٩۶ ١١٩٠٨٫٧٣ pb(lnosc) +pb(lboopen) normal M3

جمع مدل
١١٩۴۵٫٣٩ ١١٨۴٣٫٧٨ pb(lboopen)+ pb(lnosc)+dist normal M4

١١٩۴۴٫٠۶ ١١٨٢٨٫۵٩ ga(te(lboopen,lnosc)) normal M5

رویه برازش با مدل
١١٨٨٠٫۶٩ ١١٧٧٩٫٧۶ ga(te(lboopen,lnosc))+dist normal M6

توضیح متغیرهای برای را رویه ای که M6 مدل ٩ . ۴ جدول در آمده به دست مقادیر به توجه با
که م باشد این از حاک حاصله نتایج م باشد. برازش مدل بهترین به عنوان م دهد برازش
کاملا M6 مدل شده ی رسم مارگون نمودار در که نم باشد مناسب نرمال توزیع گرفتن نظر در
این که م باشد، پایین و بالا بیضوی نمودار دو بین از خارج نقاط بیشتر زیرا است. مشخص

م باشد. مدل کفایت عدم دهنده ی نشان
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µ پارامتر برای رویه برازش با M6 مدل برای مارگون نمودار :١۴ . ۴ ل ش

نمود. رسم را M6 مدل برای برازش رویه ی نمودار م توان mgcv بسته از استفاده با

M6 مدل برای برازش رویه ی نمودار :١۵ . ۴ ل ش
یافتن بهبود م توان توضیح متغیرهای از تابع عنوان به مقیاس پارامتر کردن مدل با اکنون

نمود. بررس را مدل
AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :١٠ . ۴ جدول

BIC AIC جمع پیش گوی پاس متغیر توزیع مدل
١٠٠۴٣٫٨٩ ١٠٢١٨٫١٢ ga(te(lboopen,lnosc))+dist normal M7 رویه برازش با مدل

sigma.fo=ga(te(lboopen,lnosc))+dist

به نسبت بهتری مدل نتیجه در است، کمتری مقدار M6 مدل به نسبت M7 مدل AIC میزان
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مشهود و است شده رسم M7 مدل مارگون نمودار مدل، کفایت بررس برای م باشد. M6 مدل

دهد. توضیح به خوبی را پاس متغیر نم تواند و ندارد را لازم کفایت مدل این که م باشد

σ و µ های پارامتر برای رویه برازش با M7مدل برای مارگون نمودار :١۶ . ۴ ل ش

موجود توزیع های خانواده ی از توزیع که ٣ BCPE توزیع از استفاده با را پاس پارامتر اکنون
و µ پارامترهای که است پارامتری چهار توزیع م دهیم. برازش م باشد gamlss.dist بسته در

اریتم ل پیوندی تابع دارای τ و σ پارامترهای و همان پیوندی تابع دارای فرض پیش به طور ν
برازش هموارساز رویه ی M9 مدل در و جمع مدل پارامتر چهار هر به M8 مدل در م باشد.

است. داده شده نمایش ١١ . ۴ جدول در و یافته

٣BoxCox power exponential
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AIC معیارهای استفاده با مدل بهترین گزینش :١١ . ۴ جدول

AIC جمع پیش گوی پیوند تابع مدل
τ ν σ µ

pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist

٩٩٨٠٫٩۴٨ sigma.fo = pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist log ident log ident M8

nu.fo = pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist

tau.fo =pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist

ga(te(lboopen,lnosc)) + dist

٩٩٨٠٫٩۴٨ sigma.fo =ga(te(lboopen,lnosc)) + dist log ident log ident M9

nu.fo =ga(te(lboopen,lnosc)) + dist

tau.fo =ga(te(lboopen,lnosc)) + dist

نمودار ١٧ . ۴ ل ش به توجه با است، بهتر کم M9 مدل رد عمل معیارها، مقادیر به توجه با
است. M9 مدل از بهتر M8 مدل که م رسد به نظر فوق مدل دو ترسیم مارگون

M9 مدل راست سمت قاب و M8 مدل چپ سمت قاب مارگون نمودار :١٧ . ۴ ل ش

متغیر دو مشترک نواح در م توان لذا م باشد، دشوار بهتر، مدل انتخاب شرایط این تحت
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برد به کار را توضیح متغیر دو هر برای مارگون نمودار و داد برازش را مدل lnosc و lboopen

است. شده رسم زیر در که

توضیح متغیر دو با M9 مدل برای مارگون نمودار :١٨ . ۴ ل ش

به مربوط ردیف چهار و نمودار بالای در lboopen متغیر از ناحیه چهار به مربوط ستون چهار
نمودار ١۶ نمودار، داخل در است. شده رسم نمودار راست سمت در lnosc متغیر از ناحیه چهار
موجود مشاهده ای ناحیه ها از بعض در دارد. وجود متغیر دو پیوستگ ناحیه های در مارگون
مدل کفایت دهنده ی نشان پیوستگ ناحیه های در مارگون نمودارهای کل به طور نم باشد.

است. برازش

گاوس تصادف میدان های مدل ٣ . ۴
م شود. استفاده فضایی آمار در گسترده ای به طور (GMRF) گاوس تصادف میدان های مدل
به عنوان م باشند. مناسب بسیار دارد دربر را جغرافیایی اطلاعات عامل ی زمان که مدل این
معرف که این بر علاوه داده ها این مناطق،.... مشخص، ناحیه ای یا ان م اطلاعات مثال

ی در که مشاهدات دارد. وجود وابستگ آن ها بین هستند، مشخص ناحیه ای اطلاعات
آن ها در که تحلیل معمول روش های به کارگیری لذا هستند. مشابه تر دارند، قرار همسای
ه ای مشب فضایی داده های که داده ها گونه این تحلیل برای است، مشاهدات استقلال بر فرض



۶٧ گاوس تصادف میدان های مدل
ی که گاوس مارکوف تصادف میدان مدل ی از عموما نم باشد. مناسب م شوند، نامیده

مدل ی م شود. استفاده داده هایی چنین مدل بندی برای است توزیع ها از مهم خانواده
(١۴ . ٢) (٢ . ١٣) معادلات به توجه با جریمه ای اسپلاین مدل ی به عنوان م توان (GMRF)را

به مربوط آن مشاهدات که است شاخص ماتریس B پایه ماتریس آن در که گرفت نظر در
نرم در م باشد. فضایی همسای اطلاعات حاوی DTDماتریس و م باشد فضایی منطقه
به کار فضایی مدل های برازش برای (GMRF) دستور gamlss.spatia بسته از استفاده با R افزار
(columb) جنایت و جرم داده های (GMRF) مدل های کاربرد دادن نشان برای م شود. گرفته

م بریم. به کار را اوهایو ایالت کلمبوس شهر در

جنایت و جرم داده های ٣ . ١ . ۴
،(area) ون مس منطقه ، توضیح متغیرهای دارای و مشاهده ۴٩ تعداد جرم داده های
کد ،(open.space) ناحیه باز فضای میزان ،(income) خانوار درآمد ،(home value) ن مس قیمت
ضلع هایی چند حاوی که columb.polys داده ی مجموعه برای نام مطابقت و منطقه شناسایی
(crime) خانوار ١٠٠٠ هر در خودکار و ون مس های سرقت و (district) م باشد مناطق برای
داده شده نمایش داده های به برازش مدل ١٢ . ۴ جدول در م باشد. پاس متغیر به عنوان

است.
gmrf تابع از استفاده با columb داده های به برازش مدل :١٢ . ۴ جدول

جمع پیش گوی مدل
gmrf(district, polys=columb.polys) مقیاس و ل ش ان، م برای تعمیم یافته جمع مدل

نشان رنگ زرد نواح م باشد. تفسیر قابل رنگ طیف به توجه با جرم میزان ١٩ . ۴ ل ش در
نواح و است افتاده اتفاق آن در جنایت و جرم میزان بیشترین که است منطقه ای دهنده ی

م باشد. منطقه آن در جنایت و جرم میزان کاهش بیانگر رنگ آبی
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GMRF تابع از استفاده با جنایت جرم داده های برای مقادیر برازش :١٩ . ۴ ل ش

نتیجه گیری ۴ . ۴
انتخاب روش های و کردیم معرف را اسپلاین ها مختلف انواع تفصیل، به پایان نامه، این در
پایه توابع از که اسپلاین هایی معایب جدی ترین از ی کردیم. مطرح را هموارساز پارامتر
توابع بین هم خط چندجمله ای، درجه افزایش با که است عددی ناپایداری م شوند، ساخته
پایه توابع ساختن برای بازگشت رابطه از موارد، این در بنابراین م شود. ایجاد بریده شده
تعداد به وابستگ آن ها معایب از ی هموارساز اسپلاین های با رابطه در م شود. استفاده
سنگین محاسبات و بیش برازش قبیل از لات مش با گره ها تعداد افزایش با که است گره ها
هم چنین و م شود استفاده جریمه ای اسپلاین های از نیز ل مش این رف برای م شویم. مواجه
م گیرند قرار استفاده مورد مدل سازی و تحلیل منظور به که کردیم معرف را gamlss مدل های
جمله از ناپارامتری توابع کاربرد با را انعطاف پذیری بسیار برازش های و رگرسیون مدل های که

برازش مدل بهترین AIC,CV, · · · هم چون مدل انتخاب معیارهای با م کند فراهم اسپلاین ها
باشد. کمتری خطای دارای و نماید توصیف به خوبی را داده ها بتواند که م کنیم انتخاب را



آ  پیوست
 

کرونکر ضرب آ  . ١
در شده باعث که است جالبی خواص دارای م شود، داده نشان ⊗ نماد با کرونکر ضرب
گئورگ یوهان توسط بار اولین گیرد. قرار استفاده مورد گسترده به طور مختلف زمینه های

م شود. شناخته نیز تانسوری ضرب به عنوان که شد استفاده زفوس
با ستون n و سطر m شامل ماتریس های مجموعه Rm×n و مختلط اعداد میدان R کنید فرض

.[١۵] باشد مختلط درایه های
نشان A⊗B به صورت B ∈ RmB×nB و A ∈ RmA×nA ماتریس دو کرونکر ضرب آ  . ١ . ١. تعریف

با است برابر و م شود داده

A⊗B =


a١١B · · · a١nA

B

... ... ...
amA١B · · · amAnAB


است. mAmB×nAnB برابر A⊗B سایز بنابراین است mB×nA سایز در بلوک ی aijB هر



 ٧٠
A ⊗ B به صورت B ∈ RnA×nA A ∈ RnA×nA مربع ماتریس های کرونکر جم آ  . ١ . ٢. تعریف

با است برابر و م شود داده نمایش
A⊗B = A⊗ InB + InA ⊗B

پایه: خواص
شرکت پذیری

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C

جم به ضرب توزیع پذیری
(A+B)⊗ (C +D) = A⊗ C +B ⊗ C +A⊗D +B ⊗D

ماتریس معکوس با سازگاری
(A⊗B)−١ = A−١ ⊗B−١

ماتریس ترانهاده ی با سازگاری
(A⊗B)T = AT ⊗BT

ماتریس های برای است. ماتریس ضرب با آن ارتباط کرونکر ضرب خواص مهمترین از ی
nB = mD ، nA = mC اگر و C ∈ RmC×nC ، D ∈ RmD×nD ، B ∈ RmB×nB ، A ∈ RmA×nA

آن گاه
(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

B-اسپلاین تابع مشتق آ  . ٢
نمود. ارائه B-اسپلاین توابع مشتق برای ساده فرمول (١٩٧٨) بور دی

h
∑
j

αjβ
′
j(x, k) =

∑
αjβj(x, k − ١)−∑αj−١βj−١(x, k − ١) =∑∆αjβj(x, k − ١)

مقدمات این به توجه با است. گره ها بین فاصله ی h و اول مرتبه تفاضل ∆αj = αj −αj−١ که
م آوریم: به دست را دوم مشتق

h٢∑
j

αjβ
′′
j (x, k) = (h

∑
j

αjβ
′
j(x, k))

′ = (
∑

αjβj(x, k − ١)−∑αj−١βj−١(x, k − ١))′ =
(
∑

αjβj(x, k−٢)−∑αj−١βj−١(x, k−٢))−(
∑

αj−١βj−١(x, k−٢)−∑αj−٢βj−٢(x, k−
٢)) =∑αjβj(x, k − ٢)− ٢∑αj−١βj−١(x, k − ٢) +∑αj−٢βj−٢(x, k − ٢) =∑

αj − ٢αj−١ + αj−٢βj(x, k − ٢) =∑∆٢αjβj(x, k − ٢)



٧١ gamlss.dist بسته ی در موجود گسسته و پیوسته توزیع های جدول
∆٢αj = αj − ٢αj−١ + αj−٢ دوم مرتبه تفاضل

بسته ی در موجود گسسته و پیوسته توزیع های جدول آ  . ٣
gamlss.dist

پیش فرض پیوند تابع با gamlss.dist بسته ی در موجود پیوسته توزیع های از خلاصه ای آ  . ١: جدول
پیوند تابع احتمال ال چ تابع توزیع

τ ν σ µ

log ident log log f(y|µ, σ, ν) = ( ١
(
√

(٢π)σ))(
y(ν−١)
µν )exp(−z٢

٢ ) (BCCGo) گرین و کول باکس کاکس

z =


(yµ)(ν)−١

(νσ)
ν ̸= ٠

z =
log( y

µ
)

σ
ν = ٠

f(y|µ, σ, ν, τ) = (y
(ν−١)
µν )( τ

σ
)
exp(−١/٢| zc |τ )
(c١)٢+ ١

τ
))Γ( ١

τ
)

log ident log ident c = [
٢−)٢

τ )Γ( ١
τ
)

Γ( ٣
τ
)
( ١٢ )

] (BCPE) نمایی توان باکس کاکس
z =

log( y
µ
)

σ

� � log log fz(z|µ, σ) = ١
(µσ٢)١/

σ٢
z( ١

σ٢ −١)e−z/
(µσ)٢

Γ(١/
(σ)٢ )

(GA) گاما

� � log log f(z|µ, σ) = ١
(
√٢πσ٢y٣)exp(−(y−µ)٢/(٢µ٢σ٢y)) (IG) وارون گاوس



 ٧٢
پیش فرض پیوند تابع با gamlss.dist بسته ی در موجود گسسته توزیع های از خلاصه ای آ  . ٢: جدول

پیوند تابع احتمال جرم تابع توزیع
τ ν σ µ

� � � log f(y|µ) = e−µµy

Γ(y+١) (PO) پواسن
� � log log f(y|µ, σ) = ( ١

σ
)

١٢ [ (e
−yyy)
y!

][ (eµ)
y
]
y
σC (DPO) دوگانه پواسن

� � log log f(y|µ, σ) = Γ(y+ ١
σ
)

Γ(y+١)Γ( ١
σ
)

(µσ)y

(µσ+١)(y+( ١
σ ))

(NBI) ی نوع منف دوجمله ای
� � log log f(y|µ, σ) = Γ(y+µ

σ
)σy

Γ(µ
σ
)Γ(y+١)(١+σ)y+

µ
σ

(NBII) دو نوع منف دوجمله ای
f(y|µ, σ) = (٢α

π
)

١٢µye(
١
σ
) K(α)
(ασ)yy!

� � log log α٢ = ١
σ٢ + ٢µ

σ
(PIG) وارون گاوس پواسن

Kλ(t) =
١٢
∫∞

٠ xλ−١ exp{− ١٢t(x+ x−١)}dx
f(y|µ, σ, ν) = ( exp(−µν)

Γ( ١
σ
)

) {١ + µσ(١ − ν)}(
−١
σ
)
S

� logit log log (DEL) دلاپورت
S =

∑
(P (y, j)((µy)(ν

y−j)
y!

)
{١ + ( ١

(σ(١−ν))
)
}j

Γ(( ١
σ
)j)

f(y|µ, σ, ν) = µyKy+n(α)

(ασ)(y+v)y!Kν( ١
σ
)

� logit log log α٢ = ١
σ٢ + ٢µ

σ
(SI) سیچل

Kλ(t) =
١٢
∫∞

٠ xλ−١ exp{− ١٢t(x+ x−١)}dx

R نرم افزار دستورات آ  . ۴
1.2 ل ش

rm(list=ls())

plus <- function (x) {

ifelse( x >= 0, x, 0 )

}

plus <- function (x) {

ifelse( x >= 0, x, 0 )

}

op <- par(mfrow=c(1,2))

plot(0,type="n",xlim = c(-1, 2), ylim = c(-0.1, 0.5),xlab="x",ylab="pluse(x-a)")

for( a in c(-.5,1,0,.5)){

curve( plus(x - a),

lwd = 3,
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type="l" , add=T)

abline(h=0, v=c(-0.5,0,0.5,1), lty=3)

}

col ="grey60"

plot(0,type="n",xlim = c(-1, 2), ylim = c(-0.1, 0.5),xlab="x",ylab="pluse(x-a)^3")

for( a in c(-.5,1,0,.5)){

curve( plus(x - a)^5,

lwd = 3,

col = "grey30", add=T)

abline(h=0, v=c(-0.5,0,0.5,1), lty=3)

}

2.2 ل ش
library ( ISLR)

attach (Wage )

agelims = range ( age )

age.grid =seq ( from= agelims [1], to= agelims [2])

library(splines)

plot(age ,wage , col =" gray ")

fit =lm(wage~ bs(age , knots =c(25 ,40 ,60) ),data= Wage)

pred= predict(fit , newdata = list(age =age.grid),se=T)

plot(age ,wage , col =" gray ")

lines (age.grid ,pred$fit ,col ="blue ",lwd =2)

lines (age.grid , pred$fit +2* pred$se,col ="blue" ,lty =2)

lines (age.grid ,pred$fit -2* pred$se ,col ="blue",lty =2)

abline(v=c(25 ,40, 60 ),lty=2)

fit2=lm( wage~ ns(age ,df =4) ,data= Wage)

pred2 = predict (fit2 , newdata =list (age =age.grid),se=T)

lines (age.grid , pred2$fit ,col =" red ",lwd =2)

lines (age.grid , pred2$fit + pred2$se,col =" red ",lty=2)

lines (age.grid ,pred2$fit -2* pred$se ,col =" red ",lty=2)

legend("topright", inset=0.02, legend=c("Natural Cubic Spline ","Cubic Spline"),
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lwd=2, col=c("red", "blue"))

3.2 ل ش

library(splines)

x <- seq(0, 2, length=50)

B=bs(x, knots=1,Boundary.knots=c(0,2), intercept=TRUE, degree=1)

matplot(x, B,type = "l", col =2:5, lwd = 2)

matplot(x, B,type = "l", col =c("black","red","blue"), lwd = 2)

4.2 ل ش

n=10

xr=seq(0,n,by=0.1)

yr=sin(xr/2)+rnorm(length(xr))/2

db=data.frame(x=xr,y=yr)

plot(db)

par(mfrow=c(3,1))

B=bs(xr,knots=1:9 ,Boundary.knots=c(0,10),degre=1)

matplot(xr,B,type="l")

title(main="Bsplines of Order 1",font.main=1)

B=bs(xr,knots=1:9,Boundary.knots=c(0,10),degre=2)

matplot(xr,B,type="l")

title(main="Bsplines of Order 2",font.main=1)

B=bs(xr,knots=1:9,Boundary.knots=c(0,10),degre=3)

matplot(xr,B,type="l")

title(main="Bsplines of Order 3",font.main=1)

5.2 ل ش

library(monreg)

op <- par(mfrow=c(1,2))

y <- c(1:3,5,9,7:3,2*(2:5),rep(15,4))

plot(y, col.main = 1)

x <- seq(1,length(y), len=201)

s02 <- smooth.spline(y, spar = 0.1)
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lines(predict(s02, x), col = 2)

title(main="spar=0.1")

y <- c(1:3,5,9,7:3,2*(2:5),rep(15,4))

plot(y, col.main = 2)

x <- seq(1,length(y), len=201)

s02 <-smooth.spline(y, spar = 0.8)

lines(predict(s02, x), col = 2)

title(main="spar=0.8")

6.2 ل ش
library(MASS) # data sets

library(splines) # B-splines

library(mgcv)

knots_eq <- function(x, k, m)

{

c(min(x) - ((k-1):0) * (max(x)-min(x))/(m+1),

seq(from=min(x), to=max(x), length.out=m+2)[-c(1,m+2)],

max(x) + (0:(k-1)) * (max(x)-min(x))/(m+1))

}

# functions for polynomial regression

polynom <- function(x, p)

{

if (p==0) { return("1") }

if (p >0) {

return(paste(polynom(x=x, p=p-1), " + I(", x, "^",

p, ")", sep="")) }

}

polynom_m <- function(x, p)

{

if (p==0) { return(as.matrix(rep(1,length(x)))) }

if (p >0) { return(cbind(polynom_m(x=x,p=p-1),x^p)) }

}

# functions for information criteria

AIC <- function(res, H)
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{

log(sum(res^2)/length(res)) + 2*sum(diag(H))/length(res)

}

SIC <- function(res, H)

{

log(sum(res^2)/length(res)) +sum(diag(H))*log(length(res))/length(res)

}

CV <- function(res, H)

{

sum((res/(1-diag(H)))^2)

}

GCV <- function(res, H)

{

sum(res^2)/(1-sum(diag(H))/length(res))^2

}

normed <- function(x) { (x-min(x))/(max(x) - min(x)) }

times <- mcycle$times

accel <- mcycle$accel

k <- 4

m <- 20

D <- matrix(0, nrow=m+k-2, ncol=m+k)

for (j in 1:(m+k-2))

{

d_j <- c(rep(0,j-1),1,-2,1,rep(0,(m+k)-3-(j-1)))

e_j <- c(rep(0,j-1), 1 ,rep(0,(m+k)-3-(j-1)))

D <- D + e_j%*%t(d_j)

}

D

y_star <- c(accel, rep(0,m+k-2))

y_star

X_spl <- splineDesign(x=times, knots=knots_eq(times,k,m), ord=k)

X_spl

ls <-c(0,1,50,10^10)
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cols_l <- rainbow(length(ls))

cols_l

par(mai=c(0.65,0.6,0.1,0.1), mgp=c(2,1,0))

plot(times, accel, xlab="time", ylab="acceleration", pch=16)

for (ll in 1:length(ls))

{

l <- ls[ll]

X_star <- rbind(X_spl, sqrt(l)*D)

est <- lm(y_star ~ -1 + X_star)

plot(function(x) splineDesign(x=x, knots=knots_eq(times, k, m), ord=k) %*%

est$coef,

from=min(times), to=max(times), add=TRUE, lwd=2, col=cols_l[ll])

}

legend("bottomright", inset=0.02, col=cols_l, lwd=2, ncol=2, cex=0.8,

legend=parse(text=paste("lambda==", ls, sep="")))

1.3 ل ش
lambdas <- c(10^{-5}, 1:400/100)

AICs <- rep(NA, length(lambdas))

SICs <- AICs

GCVs <- AICs

CVs <- AICs

for (ll in 1:length(lambdas))

{

l <- lambdas[ll]

X_star <- rbind(X_spl, sqrt(l)*D)

est <- lm(y_star ~ -1 + X_star)

Hat <- X_spl %*% solve(t(X_star)%*%X_star) %*% t(X_spl)

Res <- accel - X_spl%*% est$coef

AICs[ll] <- AIC(res=Res, H=Hat)

SICs[ll] <- SIC(res=Res, H=Hat)

GCVs[ll] <- GCV(res=Res, H=Hat)

CVs[ll] <- CV(res=Res, H=Hat)

}
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par(mai=c(0.65,0.4,0.1,0.1), mgp=c(2,1,0))

plot(range(lambdas), 0:1, type="n", yaxt="n", xlab=expression(lambda),ylab="")

axis(2, at=0.5, label="(scaled) AIC, SIC, CV, GCV", tick=FALSE, line=-0.5)

SCs <- c("AICs", "SICs", "CVs", "GCVs")

for (SC in 1:length(SCs))

{

points(lambdas, normed(get(SCs[SC])),

type="l", lwd=2, col=rainbow(4)[SC])

abline(v=lambdas[which(get(SCs[SC])==min(get(SCs[SC])))],col=1)

}

legend("topright", inset=0.02,

legend=c(paste("AIC (", lambdas[which(AICs==min(AICs))], ")", sep=""),

paste("SIC (", lambdas[which(SICs==min(SICs))], ")", sep=""),

paste("CV (", lambdas[which(CVs ==min(CVs ))], ")", sep=""),

paste("GCV (", lambdas[which(GCVs==min(GCVs))], ")", sep="")),

col=rainbow(4), lwd=2, bg="white")

3.3 و 2.3 ل ش
library(MASS) # data sets

library(splines) # B-splines

library(mgcv)

knots_eq <- function(x, k, m)

{

c(min(x) - ((k-1):0) * (max(x)-min(x))/(m+1),

seq(from=min(x), to=max(x), length.out=m+2)[-c(1,m+2)],

max(x) + (0:(k-1)) * (max(x)-min(x))/(m+1))

}

# functions for polynomial regression

polynom <- function(x, p)

{

if (p==0) { return("1") }

if (p >0) {

return(paste(polynom(x=x, p=p-1), " + I(", x, "^",

p, ")", sep="")) }
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}

polynom_m <- function(x, p)

{

if (p==0) { return(as.matrix(rep(1,length(x)))) }

if (p >0) { return(cbind(polynom_m(x=x,p=p-1),x^p)) }

}

# functions for information criteria

AIC <- function(res, H)

{

log(sum(res^2)/length(res)) + 2*sum(diag(H))/length(res)

}

SIC <- function(res, H)

{

log(sum(res^2)/length(res)) +sum(diag(H))*log(length(res))/length(res)

}

CV <- function(res, H)

{

sum((res/(1-diag(H)))^2)

}

GCV <- function(res, H)

{

sum(res^2)/(1-sum(diag(H))/length(res))^2

}

normed <- function(x) { (x-min(x))/(max(x) - min(x)) }

times <- mcycle$times

accel <- mcycle$accel

m <- 3

ks <-4

#cols_k <- rainbow(length(ks))

par(mai=c(0.65,0.6,0.1,0.1), mgp=c(2,1,0))

plot(times, accel, xlab="time", ylab="acceleration", pch=16)

abline(v=knots_eq(times, 1, m), lty=c(1,rep(2,m),1), col="grey60")

for (kk in 1:length(ks))

{
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k <- ks[kk]

est <- lm(accel ~ -1 +

splineDesign(x=times, knots=knots_eq(times, k, m), ord=k))

plot(function(x) splineDesign(x=x, knots=knots_eq(times, k, m), ord=k) %*%

est$coef,

from=min(times), to=max(times), n=1001, lwd=2, col=cols_k[kk], add=TRUE)

}

legend("bottomright", inset=0.02, legend=c(paste("k = ",ks,sep=""), "knots=3"),

lwd=2, lty=c(rep(1,length(ks)),2), col=c(cols_k, "grey60"), bg="white")

m <-30

ks <- 4

#cols_k <- rainbow(length(ks))

par(mai=c(0.65,0.6,0.1,0.1), mgp=c(2,1,0))

plot(times, accel, xlab="time", ylab="acceleration", pch=16)

abline(v=knots_eq(times, 1, m), lty=c(1,rep(2,m),1), col="grey60")

for (kk in 1:length(ks))

{

k <- ks[kk]

est <- lm(accel ~ -1 +

splineDesign(x=times, knots=knots_eq(times, k, m), ord=k))

plot(function(x) splineDesign(x=x, knots=knots_eq(times, k, m), ord=k) %*%

est$coef,

from=min(times), to=max(times), n=1001, lwd=2, col=cols_k[kk], add=TRUE)

}

legend("bottomright", inset=0.02, legend=c(paste("k = ",ks,sep=""), "knots=30"),

lwd=2, lty=c(rep(1,length(ks)),2), col=c(cols_k, "grey60"), bg="white")

4.3 ل ش
library ( ISLR)

attach (Wage )

agelims = range ( age )

age.grid =seq ( from= agelims [1], to= agelims [2])

library(splines)

plot(age ,wage , col =" gray ")
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fit2=lm( wage~ ns(age ,df =4) ,data= Wage)

pred2 = predict (fit2 , newdata =list (age =age.grid),se=T)

lines (age.grid , pred2$fit ,col =" red ",lwd =2)

abline(v=c(33.75 ,42.00, 51.00 ),lty=2)

lines (age.grid , pred$fit +2* pred$se,col =" red ",lty=2)

lines (age.grid ,pred$fit -2* pred$se ,col =" red ",lty=2)

dim (ns(age , knots =c(25 ,40 ,60) ))

dim (ns(age ,df =4))

attr(ns(age,df =4) ,"knots")

5.3 ل ش
set.seed(11)

x <- runif(100,-2,2)

# generate the y response

y <- 2*x^3 + x^2 - 2*x +5 + rnorm(100)

plot(x,y)

xy <- data.frame(x=x, y=y)

library(ggplot2)

# specify the maximum polynomial degree that will be explored

max.poly <- 7

# cretaing data.frame which will store model predictions

# that will be used for the smooth curves in Fig. 1

x.new <- seq(min(x), max(x), by=0.1)

degree <- rep(1:max.poly, each=length(x.new))

predicted <- numeric(length(x.new)*max.poly)

new.dat <- data.frame(x=rep(x.new, times=max.poly),

degree,

predicted)

# fitting lm() polynomials of increasing complexity

# (up to max.degree) and storing their predictions

# in the new.dat data.frame

for(i in 1:max.poly)

{

sub.dat <- new.dat[new.dat$degree==i,]
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new.dat[new.dat$degree==i,3] <- predict(lm(y~poly(x, i)),

newdata=data.frame(x=x.new))

}

# plotting the data and the fitted models

p <- ggplot()

p + geom_point(aes(x, y), xy, colour="darkgrey")#darkgrey

p + geom_line(aes(x, predicted,colour=as.character(degree)) , new.dat)

p + scale_colour_discrete(name = "Degree")

p

6.3 ل ش
# creating empty data.frame that will store

# AIC and BIC values of all of the models

AIC.BIC <- data.frame(criterion=c(rep("AIC",max.poly),

rep("BIC",max.poly)),

value=numeric(max.poly*2),

degree=rep(1:max.poly, times=2))

# calculating AIC and BIC values of each model

for(i in 1:max.poly)

{

AIC.BIC[i,2] <- AIC(lm(y~poly(x,i)))

AIC.BIC[i+max.poly,2] <- BIC(lm(y~poly(x,i)))

}

a <- data.frame(cross=numeric(max.poly))

for(i in 1:max.poly)

{

a[i,1] <- crossvalidate(x, y, degree=i)

}

# plotting AIC and BIC against model complexity

# (which is the polynomial degree)

AIC.plot <- qplot(degree, value, data=AIC.BIC,

geom="line", linetype=criterion) +

xlab("Polynomial degree") +

ylab("Criterion value") +
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labs(title="Information theory & Bayes")+

geom_segment(aes(x=3, y=400,

xend=3, yend=325),

arrow = arrow(length = unit(0.3, "cm"),

angle=20, type="closed")) +

theme(legend.position=c(0.8,0.5))

AIC.plot

7.3 ل ش
# function that will perform the "leave one out"

# crossvalidation for a y~poly(x, degree) polynomial

crossvalidate <- function(x, y, degree)

{

preds <- numeric(length(x))

for(i in 1:length(x))

{

x.in <- x[-i]

x.out <- x[i]

y.in <- y[-i]

y.out <- x[i]

m <- lm(y.in ~ poly(x.in, degree=degree) )

new <- data.frame(x.in = seq(-3, 3, by=0.1))

preds[i]<- predict(m, newdata=data.frame(x.in=x.out))

}

# the squared error:

return(sum((y-preds)^2))

}

# crossvalidating all of the polynomial models

# and storing their squared errors in

# the "a" object

# plotting crossvalidated squared errors agains

# model complexity

cross.plot <- qplot(1:max.poly,cross, data=a, geom=c("line"))+
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xlab("Polynomial degree") +

ylab("Squared error") +

geom_segment(aes(x=3, y=400,

xend=3, yend=200),

arrow = arrow(length = unit(0.3, "cm"),

angle=20, type="closed")) +

labs(title="Crossvalidation")

cross.plot

اجاره داده های مثال به مربوط کد
library(gamlss)

PPP <- par(mfrow=c(2,2))

plot(R~Fl, data=rent, col=gray(0.7), pch=15, cex=0.5)

plot(R~A, data=rent, col=gray(0.7), pch=15, cex=0.5)

plot(R~H, data=rent, col=gray(0.7), pch=15, cex=0.5)

plot(R~loc, data=rent, col=gray(0.7), pch=15, cex=0.5)

par(PPP)

r1 <- gamlss(R ~ Fl+A+H+loc, family=NO, data=rent, trace=FALSE)

plot(r1)

r2 <- gamlss(R ~ Fl+A+H+loc, family=GA, data=rent)

plot(r2)

r3 <- gamlss(R ~ pb(Fl)+pb(A)+H+loc, family=GA, data=rent,trace=FALSE)

drop1(r3)

wp(r3, ylim.all=.6)

r4 <- gamlss(R ~ pb(Fl)+pb(A)+H+loc, sigma.fo=~pb(Fl)+pb(A)+H+loc,

family=GA, data=rent, trace=FALSE)

wp(r4, ylim.all=.6)

r6 <- gamlss(R ~ pb(Fl)+pb(A)+H+loc, sigma.fo=~pb(Fl)+pb(A)+H+loc,

nu.fo=~1, family=BCCGo, data=rent, trace=FALSE)

r7 <- gamlss(R ~ pb(Fl)+pb(A)+H+loc,sigma.fo=~pb(Fl)+pb(A)+

H+loc,nu.fo=~pb(Fl)+pb(A)+H+loc, family=BCCGo, data=rent,trace=FALSE)

wp(r6, ylim.all=.6) ; title("r6: BCCG(mu, sigma)")

wp(r7, ylim.all=.6) ; title("r7: BCCG(mu, sigma, nu)")

ماه گونه های داده های مثال به مربوط کد
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library(gamlss)

data(species)

# creating the log(lake)

species <- transform(species, x=log(lake))

plot(fish~x,data=species)

mSI<-gamlss(fish~poly(x,2),data=species, sigma.fo=~1, nu.fo=~x,

family=SICHEL, n.cyc=60, trace=FALSE)

plot(fish~log(lake), data=species)

lines(species$x[order(species$lake)], fitted(mSI)[order(

species$lake)], col="red")

m9 <- gamlss(fish~poly(x,2), nu.fo=~x, data=species, family=SICHEL,

trace=FALSE)

wp(m9)

بستری مدت داده های به مربوط کد
data(aep)

prop<-with(aep, noinap/los)

par(mfrow = c(2, 2))

plot(prop~age, data=aep, cex=los/30)

plot(prop~sex,data=aep)

plot(prop~ward,data=aep)

plot(prop~year,data=aep)

فیلم داده های به مربوط کد
library(gamlss)

data(film90)

#attach(film90)

names(film90)

## [1] "lnosc" "lboopen" "lborev1" "dist"

par(mfcol = c(1,2))

with(film90, plot(lnosc,lborev1,pch=c(21,24)[unclass(dist)],

bg=c("red","lightgray")[unclass(dist)],

xlab="log no of screens", ylab="log extra revenue", main="(a)"))

legend("bottomright",legend=c("Independent","Major"),pch=c(21,24),
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pt.bg=c("red","lightgray"),cex=0.7)

with(film90, plot(lboopen,lborev1,pch=c(21,24)[unclass(dist)],

bg=c("red","lightgray")[unclass(dist)],

xlab="log opening revenue", ylab="log extra revenue", main="(b)"))

legend("bottomright",legend=c("Independent","Major"),pch=c(21,24),

pt.bg=c("red","lightgray"),cex=0.7)

install.packages("rgl")

library(rgl)

with(film90, plot3d(lboopen, lnosc, lborev1,

col=c("red","green3")[unclass(dist)]))

install.packages("gamlss.add")

library(gamlss.add)

m6 <- gamlss(lborev1~ga(~te(lboopen,lnosc))+dist, data=film90,trace=FALSE)

wp(m6, ylim.all=1.1)

library(mgcv)

plot(getSmo(m6))

vis.gam(getSmo(m6),theta = 0, phi = 30)

m7<- gamlss(lborev1~ga(~te(lboopen,lnosc))+dist,

sigma.fo=~ga(~te(lboopen,lnosc))+dist,

data=film90, trace=FALSE)

wp(m7, ylim.all=1.1)

m8 <- gamlss(lborev1 ~ pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist,

sigma.fo = ~ pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist,

nu.fo = ~ pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist,

tau.fo = ~ pb(lboopen)+pb(lnosc) + dist,

family = BCPE, data = film90, trace=FALSE)

m9 <- gamlss(lborev1 ~ ga(~te(lboopen,lnosc)) + dist,

sigma.fo = ~ ga(~te(lboopen,lnosc)) + dist,

nu.fo = ~ ga(~te(lboopen,lnosc)) + dist,

tau.fo = ~ ga(~te(lboopen,lnosc)) + dist,

family = BCPE, data = film90, n.cyc=20, trace=FALSE)

par(mfrow=c(1,2))

wp(m8, ylim.all=0.5)

wp(m9, ylim.all=0.5)
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wp(m9, xvar=~lboopen+lnosc, ylim.worm=1)

جنایت و جرم داده های به مربوط کد
library(gamlss.spatial)

data(columb)

data(columb.polys)

m1 <- gamlss(crime~ gmrf(district, polys=columb.polys), data=columb)

draw.polys(columb.polys, getSmo(m1), scheme="topo")
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Aabstract

Regression analysis is, in fact, the most widely used method amongst statistical techniques and
a statistical tool for identifying the relationship between one or more covariates with a response
variable. When a linear regression model is not efficient for analyzing a data set, we can use
non-parametric regression methods. Splines as one of the interpolation tools are a powerful non-
parametric method for modeling nonparametric regression. Splines construct curves that include
polynomials of the same degree on substructures of a specified interval and join together with
defined contiguous conditions, and pass through common knots between the two infrastructures.
During the years since the introduction of Splines, their theoretical foundations have been devel-
oped, and different versions have been introduced. Penalized Splines (P-Splines) are among the
most widely used tools for nonparametric modeling and smoothing problems. The appearance of
P-Splines with many changes in smoothing problems has become a running and active field of
research. Due to the broad applications and importance of Splines, we are going to introduce them
and their growth as well as the development process and some of their features.

Keywords: Penalized Splines, Smoothing, Generalized LinearModels, GeneralizedAdditiveMod-
els, Akaike Information Criterion.
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