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یده چ
سایر و مهندس ، پزش در متنوع کاربردهای پیشامد ی رخداد تا زمان داده های تحلیل
انسان، ی مرگ مانند باشد، داشته متفاوت ماهیت های م تواند پیشامدی چنین دارد. علوم
آن از که ، مهندس در ، انی م قطعه ی خرابی و است مربوط بقا تحلیل به که ، پزش در
سرطان های بقا داده های تحلیل به پایان نامه این در ما توجه م شود. یاد اعتماد قابلیت به

ن هم پذیره با متناسب، بخت و متناسب مخاطره  مدل های رده است. معطوف چند گانه
به موارد از بسیاری در اما م شود؛ محسوب بقا مدل های رده پرکاربردترین از ی جامعه،
در ن ناهم نوع و نیست برقرار پذیره این مشاهده نشده، یا ناشناخته عوامل وجود دلیل
استفاده ، ن نا هم این گرفتن نظر در برای معمول پیشنهادی رهیافت دارد. حضور داده ها
بقا تحلیل در تصادف اثرات با مدل های از زیررده ای مدل این است. نندگ ش مدل های از
جغرافیایی ناحیه ی در آن ها گرفتن قرار ان م اطلاعات بقا، داده های با همراه اگر است.
ساختار از ناش م تواند داده ها ن ناهم اثر باشند، داشته حضور شهر ی یا کشور ی مانند
م گویند. فضایی بقای داده های داده ها، نوع این به باشد. بقا داده های بین فضایی وابستگ
به ( (مارکوف گاوس تصادف میدان ی صورت به فضایی تصادف اثر معمولا، حالت، این در
مخاطره مدل در پایه مخاطره برای پایان نامه، این در جزییات، این درکنار م شود. وارد مدل ها
کاربست برای و م کنیم استفاده ناپارامتری و پارامتری نسخه های از متناسب بخت و متناسب
توجه با همچنین م کنیم. استفاده خون سرطان داده های از نیمه پارامتری نسخه ی در مدل ها

م کنیم. انتخاب مدل استنباط و برازش برای را بیزی رهیافت مدل ها، پیچیدگ به

کارلو ی مونت وریتم ها ی ال ، نندگ ش مدل های بیزی، سلسله مراتبی مدل های کلیدی: کلمات
بقا. مدل سازی فضایی، پیوند متناسب، بخت متناسب، مخاطره ی ، مارکوف زنجیر

ی





پایان نامه از مستخرج مقالات فهرست

نیمه مدل های بیزی ”تحلیل ،(١٣٩۶) ح. ، باغیشن و ن. اقبال، م.، بدخشان، . ١
آن، کاربرد های و فضایی آمار سمینار دومین مقالات مجموعه فضایی”، بقای پارامتری

شاهرود. صنعت اه دانش ،(١ ‐ ١٧٩۶٧)
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١ فصل
پایه تعاریف و مبان

مقدمه ١ . ١
داده های نام آن ها به که است داده هایی تحلیل برای آماری روش های از مجموعه ای بقا تحلیل

خاص پیشامد وقوع تا زمان داده ها، این برای نظر مورد پاس متغیر م شود. اطلاق بقا١
روی آزمودن ها معمولا بقا تحلیل در هستند. مثبت مقادیر و پیوسته توزیع دارای که است
برای مورد نظر پیشامد مدت از پس که به طوری م شوند یری پی مشخص زمان دوره ی ی
جمله از م افتد. اتفاق فرد هر برای ی  بار حداکثر مورد نظر پیشامد دهد. رخ آن ها از کدام هر
بیماری، ی بازگشت یا بروز مرگ، باشد پیشامد رخداد یا وقوع مصداق م تواند که مواردی
هر یا ازدواج از پس زوج ی طلاق زمان اری، بی دوره ی ماشین، قطعه ی ست ش زمان
تجربه ای هر م تواند نظر مورد پیشامد این که وجود با باشد. ری دی تعریف شده ی تجربه ی
مرگ معمولا نظر مورد پیشامد که دلیل این به اما باشد، بیماری ی از بهبودی مانند مثبت

م شود. داده نسبت ست ش عنوان پیشامد این به است، منف تجربه های از ر دی برخ یا
افراد از ی هر بقای زیرا م شود؛ داده بقا زمان عنوان زمان متغیر به معمولا بقا تحلیل در
زمان، مبدا مولفه ها ی م بایست بقا زمان نمودن مشخص برای م شود. بررس مطالعه مورد
سانسور٢ پدیده ی و حادثه وقوع یا ست ش مفهوم زمان، گذشت اندازه گیری واحد یا مقیاس

1Survival data
2Censoring



پایه تعاریف و مبان ٢
شرح به بنابراین باشد. نداشته وجود آن ها برای ابهام هیچ گونه و شود تعریف دقیق به طور
وانگ و ل ،(١٩٩٧) موش برگر و کلین منابع از فصل این مطالب عمده م پردازیم. آن ها

شده اند. برگرفته (٢٠١١) کلین و بام کلین و (٢٠١٠) آلیسون ،(٢٠٠٣)
زمان مبدا .١ . ١ . ١ تعریف

مبدا تقویم بودن سان ی شود. مشخص دقیقا زمان مبدا بایست فرد هر برای مطالعه در
ان پذیر ام اوقات از بسیاری در و نیست ضروری مطالعه در شرکت کننده افراد همه ی برای زمان
م گیرند. در نظر ورود نقطه به عنوان را مطالعه به فرد ورود زمان مطالعات، بیشتر اما نیست،
مختلف درمان های به بیماران انتساب زمان که م رسد به نظر طبیع ، بالین کارآزمایی ی در
در و میر مرگ  بررس به که همه گیرشناس مطالعات در یرند. ب در نظر زمان مبدا به عنوان را
م پردازند، خاص مشاغل یا نسوز پنبه دود، غبار، و گرد مثل خطرساز عامل ی با مواجهه

حوادث برای ول م گیرند. نظر در زمان مبدا به عنوان را صنعت واحد آن در به کار شروع تاریخ
همان را زمان مبدا هستند واقعه ای چنین معرض در پیوسته به طور مزدوجین چون طلاق مثل

م گیرند. نظر در ازدواج
زمان واحد و مقیاس .١ . ١ . ٢ تعریف

صورت دارد، نام حقیق وقت همان که ساعت وقت به وسیله حقیقت در زمان اندازه گیری
انجام شده رادیو گراف تعداد مثل سیستم ی از استفاده میزان برحسب م تواند یا م گیرد
که م افتد اتفاق بسیار گردد. محاسبه آن انجام شده کار مقدار یا دستگاه ی به وسیله ی

شود. زمان واحد و مقیاس زین جای چیزی، از تجمع استفاده یا کار میزان
حادثه وقوع یا ست ش .١ . ١ . ٣ تعریف

است حادثه وقوع زمان این زیرا گردد، مشخص دقیقا موارد بقیه مثل باید نیز ست ش تعریف
است ن مم حوادث این گیرد. انجام آن روی تحلیل باید علاقه مورد پیشامد به عنوان که

گاه اما بیماری، اولیه شرایط به بازگشت یا خاص دلیل به مرگ مانند باشند ناگوار گاه
در  را بیمارستان از بیمار ی شدن مرخص هم چون خوشایند پیشامد ی م تواند نیز اوقات
تکمیل مربوط به مسائل یا نوزاد ی گرفتن شیر از مثل وقایع است ن مم حت یا برگیرد.
اما باشد. امتحان ورقه ی نوشتن یا فاصله ی پیمودن مثل مشخص وظیفه ی انجام و
تعریف حادثه به عنوان را مشخص شده ای و خاص علت به  مرگ معمولا پزش زمینه های در
چون اما شود، گرفته نظر در  حادثه به عنوان م تواند نیز جدید بیماری ی بروز م کنند.
و پیچیده چیز ست ش و حادثه تعریف ندارد، وجود کار این برای بیشتری انتخاب های معمولا

نم رسد. به نظر مبهم
بیمار زمان و مطالعه زمان .۴ . ١ . ١ تعریف

مطالعه وارد هم با هم  زمان م گیرند قرار مطالعه مورد که بیماران همه ی بقا مطالعه ی در
مطالعه ه بل نم گیرند، قرار مراقبت تحت و نشده درمان هم با هم زمان نتیجه در و نم شوند



٣ مقدمه
مشخص مدت برای را آن ها درمان، از بعد اما انجامد. طول به سال ها حت و ماه ها است ن مم

مطالعه برای گرفته شده نظر در  تقویم زمان این که تا م دهند قرار مراقبت و یری پی تحت
یا افتد اتفاق نمونه فرد برای (مرگ) علاقه مورد حادثه اینکه یا برسد، پایان به و گشته سپری
دوره این شود. خارج مطالعه دسترس از بودنش زنده وجود با  و داده دست از را او دلایل به
مراقبت و پی گیری تحت زمان آن ط بایست بیماران و نمونه افراد که مشخص تقویم زمان

(یعن م گذارند مطالعه در بیمار ی که را زمان اما م شود. نامیده مطالعه زمان گیرند، قرار
زمان این م شود. نامیده بیمار زمان م گیرد) قرار پی گیری و مراقبت تحت بیمار که زمان
آن ط که را مطالعه دوره طول بقا مطالعات در باشد. مطالعه زمان برابر حداکثر، م تواند
نشان t٠ با را مطالعه به فرد ورود زمان و c با م گیرند قرار کنترل و پی گیری تحت نمونه افراد

م دهند.
سانسور پدیده ی .۵ . ١ . ١ تعریف

رویداد افراد برخ فقط که معن بدین است سانسور بقا، تحلیل برای خاص چالش های از ی
مجموعه ی برای بقا زمان های بنابراین کرد. خواهند تجربه مطالعه پایان تا را نظر مورد

دلایل به است ن مم و م شود نامیده سانسور پدیده این است. مجهول مطالعه گروه از
باشند، نکرده  تجربه حالا تا را مربوطه نتیجه های مطالعه شرکت کننده های همانند آید،  به وجود
افراد یا رفته اند دست از پی گیری تحت مطالعات دوره طول در مطالعه در شرکت کننده افراد
چنین کند. ن غیرمم را پی گیری که کنند تجربه متفاوت پیشامد ی مطالعه در شرکت کننده

است. مجهول پیشامد زمان اما م شود، برآورد کم سانسور شده ای بازه ای زمان های
فردی توسط بار اولین که میر و مرگ جداول روی ابتدائ کارهای به بقا تحلیل حال که در
هفدهم قرن در هال ادموند معروف ستاره شناس هم چنین و ١۶۶٢ سال در گرانت جان نام به
پنجاه از آن نوین دوره ی که گفت م توان ول م شود داده نسبت گرفته، انجام ١۶٩٣ سال در
بر مبتن بقا تحلیل روش های نظری دیدگاه اولین شد. آغاز مهندس در کاربرد با پیش سال
شدند. ارائه (١٩۵٨) مایر و کاپلان توسط که هستند عمر جداول به مرسوم کلاسی روش های
بقا احتمال های برآورد هدف به راست٣، از سانسور داده  های برای ناپارامتری روش آن ها دیدگاه
فرآیند های بر مبتن رهیافت   های روش، این ضعف  های بیان با (١٩۶۵) اسوردراپ سپس بود.
بقا تحلیل در را تصادف فرآیند  های روش (١٩۶٩) هوئم آن دنبال به کرد. پیشنهاد را تصادف
برای مخصوص روش های کرد. معرف را عمر جداول کاربرد نیز (١٩٩۶) مانتل برد. به کار

یعن هستند. تصادف یا احتمال استاندارد، روش های این که دارند وجود بقا داده  های تحلیل 
تصادف اند فرایند چندین از تحقق م دهند، رخ پیشامد ها آن در که زمان هایی است شده فرض
دارد. احتمال توزیع که است تصادف متغیر خاص، آزمودن برای پیشامد زمان آن پیرو که
ری، دی با مدل ی بین تمایز اغلب و دارد وجود بقا داده های برای متفاوت بسیار مدل های
آن ها از برخ که معادل روش چندین با مدل ها، این معرف از قبل است. آن احتمال توزیع

3Right censored



پایه تعاریف و مبان ۴
م کنیم. توصیف را T تصادف متغیر احتمال توزیع بقا، تحلیل خاص برخ و هستند آشنا

بقا تحلیل شاخص های ١ . ١ . ١
بقا داده های .۶ . ١ . ١ تعریف

از که t١, t٢, ..., tn داده های باشد. علاقه مورد پیشامد تا زمان تصادف متغیر T کنید فرض
هستند نامنف مقادیر این م شوند. نامیده بقا داده های م شوند، مشاهده T تصادف متغیر
واحد ی مرگ زمان یا ( تری ال یا انی (م فیزی مولفه ی ی ست ش زمان معمولا و
نداشته زمان با ارتباط هیچ است ن مم حت یا هستند انسان) حیوان، بیمار، (سلول، زنده

باشد. خاص شرایط در بیمه شرکت ی پرداخت مبل م تواند متغیر مثال، به طور باشند؛
تجمع توزیع تابع .١ . ١ . ٧ تعریف

م شود. گرفته به کار تصادف متغیر های همه ی برای که است کمیت ۴ تجمع توزیع تابع
نشان دهنده ی م شود، داده نمایش F (t) با که T تصادف متغیر (c.d.f.) یا تجمع توزیع تابع

بنابراین باشد. انتخابی t مقدار مساوی کمتر ، تصادف متغیر که است احتمال
F (t) = P (T ≤ t).

احتمال ال چ تابع .١ . ١ . ٨ تعریف
احتمال۵ ال چ تابع هستند، پیوسته متغیر ها زمان که احتمال توزیع توصیف ر دی مرسوم روش

یعن م شود. تعریف تجمع توزیع تابع مشتق به عنوان تابع این است. (p.d.f.) یا
f(t) =

dF (t)

dt
.

به صورت تابع این ر دی تعریف
f(t) = lim

∆t→٠
P (t ≤ T < t+∆t)

∆t

دهد رخ t واقع زمان در پیشامد ی که احتمال است، پیوسته متغیر ی زمان چون است.
t+∆t و t بین کوچ بازه ی در پیشامد که احتمال به کسر صورت بنابراین است. صفر لزوما
بیشتر پیشامد رخداد احتمال باشد بزرگتر ∆t فاصله ی چقدر هر م کند. اشاره م دهد، رخ
زمان در پیشامد رخداد احتمال این اما م شود. ∆t بر تقسیم کسر صورت بنابراین است.
م کند، میل صفر سمت به ∆t فاصله ی که زمان آوردن به دست برای بنابراین نیست. t دقیق

است. شده گرفته کسر حد
بقا تابع .١ . ١ . ٩ تعریف

اگر م شود. داده نشان S(t) با که است بقا۶ تابع بقا، تحلیل در اصل کمیت های از ی
4Cumulative distribution function
5Pobability density function
6Survival function



۵ مقدمه
فرد که است احتمال برابر بقا تابع باشد، پیوسته تصادف متغیر و مرگ علاقه مورد پیشامد

یعن م کند. عمر t زمان از بیش
S(t) = P (T > t).

به صورت توزیع تابع حسب بر را آن م توان بنابراین است، تجمع توزیع تابع متمم تابع این
S(t) =

∫ ∞

t
f(τ)dτ = ١ − F (t)

به صورت را ال چ تابع م توان هم چنین نوشت.
f(t) =

d

dt
F (t) = − d

dt
S(t)

است. t زمان در پیشامد رخداد تقریبی احتمال f(t)dt که آورد، به دست
نامیده بقا منحن که است S(t) از گرافی نمایش بقا، دادن نشان برای مناسب راه ی
دارند. مشترک ویژگ های آن ها همه ی اما دارد، مختلف ل  های ش بقا تابع منحن م شود.

جمله از
S(t) =

 ١ t = ٠
٠ t = ∞

بنابراین م شود، محدود ١ و ٠ مقدار دو بین یعن است، احتمال ی بقا تابع این که دلیل به
بقا تابع م شود بزرگتر t که همان طور پس است، S(٠) = ١ م دانیم باشد. منف نم تواند T

است. نا صعودی تابع بقا، تابع بنابراین نم یابد. افزایش وقت هیچ
به صورت آن برای بقا تابع باشد، گسسته تصادف متغیر اگر
S(t) = P (T > t) =

∑
tj>t

P (tj)

آن در که م شود، تعریف
P (tj) = P (T = tj) j = ١,٢, ...

است. احتمال جرم تابع
نظری، به طور کرد. استفاده نیز بقا زمان صدک  های آوردن به دست برای م توان بقا تابع از
م کنیم. مشاهده گسسته زمان مقیاس روی را پیشامد ها عمل، در اما است. هموار بقا تابع

.(١ . ١ ل  (ش م شوند داده نمایش پله ای ل ش به معمولا بقا منحن های بنابراین
خطر تابع .١ . ١ . ١٠ تعریف

نرخ و م شود داده نمایش h(t) با تابع این است. خطر٧ تابع بقا، تحلیل ر دی اصل کمیت
به صورت خطر تابع تعریف م دهد. رخ پیشامد آن در که است آن  یا لحظه ای

h(t) = lim
∆t→٠

P (t ≤ T < t+∆t|T ≥ t)

∆t

7Hazard function



پایه تعاریف و مبان ۶

عمل در بقا تابع (ب) نظری به طور بقا تابع (آ)
نظری به طور بقا تابع (ب) عمل در بقا تابع (آ) :١ . ١ ل ش

رخ [t, t + ∆t) بازه ی در پیشامد که است شرط احتمال عبارت، این کسر صورت است.
تابع اوقات گاه بنابراین باشد. نداده رخ آن از قبل پیشامد این که بر مفروض داد، خواهد
با است. بازه عرض برابر نیز کسر مخرج است. شده توصیف شرط ال چ به عنوان خطر
گرفتن حد با و م آوریم، به دست را زمان واحد هر در پیشامد وقوع نرخ هم بر دو این تقسیم
پیشامد وقوع آن یا لحظه ای نرخ م کند، میل صفر سمت به بازه عرض که همان طور آن از
بنابراین نوشت. نیز توام احتمال به صورت را کسر صورت م توان البته م آوریم. به دست را
بقا و احتمال ال چ تابع دو اساس بر م توان را خطر تابع باشد، پیوسته تصادف متغیر اگر

به صورت
h(t) = lim

∆t→٠
١
∆t

P ([t ≤ T < t+∆t] ∩ [T ≥ t])

P (T ≥ t)

= lim
∆t→٠

١
∆t

P (t ≤ T < t+∆)

P (T ≥ t)

=
f(t)

S(t)
= − d

dt
log[S(t)]

بر مفروض ،[t, t + ∆t) بازه ی در مرگ تقریبی احتمال h(t)∆t که کنید توجه آورد. به دست
هر در فرد هر در پیشامد انتظار مورد تعداد به عنوان خطر واق در است. t زمان تا ماندن زنده
واق در اما کردیم تعبیر آن احتمال به عنوان را خطر تابع اگرچه م شود. تفسیر زمان واحد

تابع یعن است. ∆t بر آن شدن تقسیم آن دلیل است. نرخ ه بل نیست احتمال تابع، این
باشد. نیز صفر از کمتر نم تواند اما ندارد بالایی مرز اگرچه باشد. ی از بزرگتر م تواند خطر

است. نامنف همیشه خطر تابع بنابراین
باشد. نوا غیر ی و ثابت ، کاهش ، افزایش م تواند دارد. مختلف صورت های خطر تابع
افزایش با یعن م آید. وجود به است طبیع سن ، تصادف متغیر زمان که افزایش خطر نرخ
م  آید به وجود زمان اما است، رایج کمتر کاهش خطر نرخ م یابد. افزایش نیز خطر نرخ سن
عمل منتظر که بیماران برای مرگ احتمال مثال برای است. زیاد بسیار ست ش احتمال که
توصیف را انسان زندگ فرایند ل، ش گودال ست ش نرخ است. زیاد بسیار هستند، عضو پیوند
زودتر را ست ش معیوب، قطعات به دلیل است ن مم که تولیدی تجهیزات از برخ یا م کند.



٧ مقدمه
عمر طول آخر مراحل در و بماند ثابت آن ها ست ش نرخ مدت برای آن از بعد و کنند مشاهده
مدل بندی برای مثال به طور ل، ش مقعری ست ش نرخ یابد. افزایش خطرآن ها نرخ قطعات،
م شود، برده به کار است موفقیت آمیز آن ها جراح عمل که بیماران جمعیت در بقا داده های
عمل از بعد عوارض سایر و خونریزی عفونت، به دلیل ابتدا در آن ها خطر نرخ که به طوری

است. کاهش به شدت آن خطر نرخ بیمار بهبودی صورت در سپس و است افزایش
به صورت خطر تابع گسسته متغیر  های برای

h(tj) = ١ − S(tj)

S(tj − ١) j = ١,٢, ...

است. tj زمان در گسسته متغیر حالت در بقا تابع S(tj) آن در که م شود، تعریف
تجمع خطر تابع .١ . ١ . ١١ تعریف

تعداد نشان دهنده ی و م شود داده نمایش H(t) با که است مخاطره به وابسته کمیت تابع این
م شود: تعریف زیر به صورت که است t زمان در پیشامد ها انتظار مورد

H(t) =

∫ t

٠ h(τ)dτ.

به صورت S(٠) = ١ فرض با بقا، تابع اساس بر را تابع این م توانیم هم چنین
H(t) =

∫ t

٠ h(τ)dτ =

∫ t

٠
f(τ)

S(τ)
dτ

=

∫ t

٠ − d

dτ
logS(τ)dτ = − logS(t) + logS(٠)

= − logS(t)

آورد: به دست زیر ل ش به م توان را بقا تابع بنابراین بنویسیم.
S(t) = exp[−H(t)] = exp[−

∫ t

٠ h(τ)dτ ].

به صورت تابع این گسسته حالت در هم چنین
H(t) =

∑
tj≤t

h(tj)

م شود. نوشته

بقا داده های پایه ای ویژگ های ١ . ١ . ٢
چوله معمولا متعاقبا و نامنف بقا زمان  های این که اول دارند. مهم ویژگ چندین بقا داده   های
که است صورت بدین پدیده این است. سانسور پدیده ی بقا تحلیل مهم ویژگ هستند. مثبت
اتفاق پیشامد آن   ها از برخ برای اما م افتد اتفاق علاقه  مورد پیشامد آزمودن   ها برخ برای



پایه تعاریف و مبان ٨
بقا ی زمان درباره ی کم اطلاعات فقط ما که م افتد اتفاق زمان سانسور واق در نم افتد.
جمله از م دهد رخ مختلف دلایل به سانسور نم دانیم. را آن دقیق زمان اما داریم، فرد
از را یری پی مطالعه طول در آزمودن نم کند، تجربه مطالعه پایان از قبل را پیشامد آزمودن
از ر دی دلایل به یا نباشد) مرگ علاقه مورد پیشامد (اگر مرگ به دلیل آزمودن م دهد، دست

شود. خارج مطالعه
II نوع سانسور ،I نوع سانسور م شود؛ سانسور شده داده های به منجر انیسم م چندین
از و ثابت مشابه، آزمودن  ها تمام برای سانسور زمان I نوع سانسور در . تصادف سانسور و

بالین آزمایش های و حیوانات مطالعات در معمولا سانسور نوع این است. شده تعریف قبل
قبل از عدد ی از بعد مشاهدات که م افتد اتفاق زمان II نوع سانسور م شود. استفاده

زمان نیز تصادف سانسور پذیرد. پایان داد، خواهد رخ که پیشامدهایی تعداد تعیین  شده ی
همچنین یابد. پایان نیستند، محقق کنترل تحت که دلایل به مشاهدات که داد خواهد رخ
راست، سانسور به م توان آن جمله ی از که م  گیرد صورت متفاوت ل های ش به سانسور

کرد. اشاره فاصله ای سانسور و چپ سانسور
مشخص مقادیر بریده نمونه های در است. برش٨ پدیده ی بقا تحلیل ویژگ های از ر دی ی

محدوده از قسمت در فقط نمونه گیری که آزمایش  هایی در بنابراین م شوند. حذف جامعه از
برش نقطه این که به بسته بریده نمونه های م شوند. گرفته کار به است ان پذیر ام متغیر
م کنیم بیان را برش و سانسور انواع بخش این در م شوند. دسته بندی نه یا است مشخص

م کنیم. معرف پدیده ها این به توجه با را درستنمایی تابع سپس و

سانسور انواع از برخ
مورد پیشامد مطالعه به ورود از بعد که است، آزمودن به مربوط داده ی کامل: داده •

م دهد. رخ آن برای علاقه
معلوم آن واقع مقدار اگر است راست از سانسور Cr در مشاهده ی راست: سانسور •
متغیر و است مرگ علاقه مورد پیشامد زمان که مثل باشد. Cr مساوی بزرگتر و نبوده
مرگ زمان بنابراین است. T > ۵٠ که بدانیم تنها ما و باشد شخص مرگ سن T تصادف

است. شده سانسور راست از ۵٠ سال در فرد
واقع زمان و باشد Cl مساوی یا کمتر پیشامد رخداد زمان هنگام که چپ: سانسور •

مورد پیشامد اگر مثال به طور است. چپ از سانسور مشاهده گوییم ندانیم، را رخداد
حاضر حال در افراد از برخ و باشد افرادی برای خاص مهارت یادگیری زمان علاقه
چپ، سانسور در واق در هستند. چپ از سانسور افراد این باشند، داشته را مهارت آن

است. کرده تجربه یری پی شروع از قبل را پیشامد آزمودن
8Truncated



٩ مقدمه
قرار (Cl, Cr) بازه ی در مشاهده که م دانیم تنها سانسور نوع این در فاصله ای: سانسور •
چندین بیماری به ابتلا تشخیص برای که عفون بیماری های در مثال به طور دارد.
گرفته در نظر فاصله ای سانسور شده زمان به عنوان آزمایش ها زمان است، لازم آزمایش

م شوند.

به صورت (Yi, δi) مشاهدات بنابراین است. Ti به مربوط سانسور زمان Ci راست، سانسور در
Yi = min(Ti, Ci)

نشانگر تابع و م شوند تعریف

δi = I(Ti ≤ Ci) =

 ١ Ti ≤ Ci

٠ Ti > Ci

نظر مورد پیشامد رخداد زمان Yi آن گاه ،δi = ١ اگر به طوری که م شود، نامیده مرگ شاخص
است. شده سانسور پیشامد رخداد زمان ،δi = ٠ اگر و است نشده سانسور و ام i فرد برای

مشاهدات (Yi, ξi) آن گاه باشد، سانسور زمان Ci اگر راست، سانسور همانند چپ سانسور در
به صورت که هستند مطالعه

Yi = max(Ti, Ci)

و م شوند تعریف
ϑi = I(Ti ≥ Ci) =

 ١ Ti ≥ Ci

٠ Ti < Ci

م شود. نامیده مرگ شاخص قبل همانند

برش انواع
باشد t ≥ Tl ،t دلخواه مشاهده برای اگر است بریده چپ نمونه ی بریده: چپ نمونه  •

است. معلوم برش نقطه ی Tl آن در که
t ≤ Tr ،t دلخواه مشاهده برای اگر است بریده راست نمونه ی بریده: راست نمونه  •

است. معلوم برش نقطه ی Tr آن در که باشد

درستنمایی تابع
ندارد، وجود سانسور پدیده ی آن در که کلاسی حالت با بقا داده های برای درستنمایی تابع
برای ال چ تابع سهم از ترکیبی درستنمایی تابع بقا داده های برای واق در است. متفاوت



پایه تعاریف و مبان ١٠
تابع بنابراین است. سانسور شده داده  های برای بقا تابع سهم و سانسور بدون داده های

به صورت بقا داده  های برای کل حالت در درستنمایی
L ∝

∏
i∈D

fi(xi)
∏
i∈R

Si(Ci)
∏
i∈K

(١ − Si(Ci))
∏
i∈I

[Si(Ki)− Si(Ri)]

راست، از سانسور شده مشاهدات Rمجموعه مرگ، زمان آنDمجموعه ی در که م شود تعریف
است. فاصله ای سانسور شده مشاهدات مجموعه I و چپ از سانسور شده مشاهدات Kمجموعه
درستنمایی تابع بنابراین است. معطوف راست از سانسور داده های به ما توجه جا این در
(Yi, δi) زوج با سانسور شده داده کل به طور م آوریم. به دست را راست از سانسور داده های برای
نشده مشاهده صورت که در و δi = ١ شود مشاهده Ti بقا زمان هنگام که م شود. داده نشان
باشد، سانسور شده داده صورت که در و آن معادل Yi شود مشاهده Ti اگر است. δi = ٠ باشد،

داریم Y = min(Ti, Ci) گرفتن در نظر با بنابراین است. Ci معادل
P (Yi, δi = ٠) = P (Yi = Ci|δi = ٠)P (δi = ٠) = P (Ti > Ci) = S(Ci)

P (Yi, δi = ١) = P (Yi = Ti|δi = ١)P (δi = ١) = P (Ti = Yi|Ti ≤ Ci)P (Ti ≤ Ci)

=

[
f(yi)١ − S(Ci)

]
[١ − S(Ci)] = f(yi).

نتیجه در
P (Yi, δi) = [f(yi)]

δi [S(yi)]
١−δi .

داده های برای درستنمایی تابع باشیم، داشته (Yi, δi) مرتب زوج از تصادف نمونه n اگر یعن
م آید: به دست زیر به صورت سانسور شده راست از

L =

n∏
i=١

P (yi, δi) =

n∏
i=١

[f(yi)]
δi [S(yi)]

١−δi

=

n∏
i=١

[h(yi)S(yi)]
δi [S(yi)]

١−δi =

n∏
i=١

h(yi)
δiS(yi)

δi
S(yi)

S(yi)δi

=
n∏

i=١
[h(yi)]

δiS(yi) =
n∏

i=١
[h(yi)]

δi exp{−H(yi)}. (١ . ١)

بقا مدل های ١ . ٢
بین رابطه ی تقریب از استفاده با پاس متغیر پیش گویی و توصیف هدف با داده ها مدل بندی
اشاره قبلا که همان طور م شود. برده به کار تبیین متغیر های از مجموعه ی و پاس متغیر
زمان که ه بل پیشامد، رخداد تنها نه  آن علاقه مورد نتیجه که است داده ای بقا داده کردیم،
رخداد زمان ست، ش زمان مدل یا بقا مدل های در پاس متغیر هست. نیز افتاده اتفاق پیشامد

شود. سانسور م تواند متغیر این سانسور پدیده ی به توجه با که است پیشامد



١١ بقا مدل های
داریم که داده هایی نوع به توجه با دارند. وجود داده ها مدل بندی برای مختلف توزیع های
آن ها مدل بندی برای را نظر مورد توزیع م توان دارد، ویژگ چه توزیع  هر این که از اطلاع با و
دارند، مثبت تکیه گاه که توزیع هایی از م توان بقا داده های مدل بندی برای کرد. انتخاب
خطر تابع و بقا تابع کرد. استفاده لجستی ل و نرمال ل گاما، وایبل، نمایی، توزیع مانند

شده اند. داده نشان (١ . ١) جدول در توزیع ها این از برخ
رایج پارامتری توزیع چند خطر نرخ و بقا تابع ، ال چ تابع :١ . ١ جدول

خطر نرخ بقا تابع احتمال ال چ تابع توزیع
λ exp(−λt) λ exp(−λt) نمایی

αλtα−١ exp(−λtα) αλtα−١ exp(−λtα) وایبل
αλtα−١
١+λtα

١١+λtα
αλtα−١
(١+λtα)٢ لجستی ل

رگرسیون و خط رگرسیون مانند عادی روش های از نم توان بقا، داده های مدل بندی در
استفاده زمان و پیشامد جنبه ی دو هر گرفتن نظر در برای توانایی شان عدم دلیل به لجستی
حضور در زیرا نم گیرند در نظر را سانسور پدیده ی عادی، رگرسیون روش های هم چنین کرد.
دارند. نیاز خاص روش به داده ها این بنابراین م شود. برآورد کم پیشامد واقع زمان سانسور،
انتخاب هستند. بقا نیمه پارامتری و پارامتری مدل های داده ها، این تحلیل برای چارچوب دو
داده ها تحلیل برای را روش ی از بیش م توان اغلب و دارد بستگ علاقه مورد  سوال به مدل
بیش تر ما تمرکز گرچه م پردازیم، مدل دو این معرف به بعدی زیر بخش دو در کرد. استفاده

است. پارامتری مدل های متوجه

نیمه پارامتری مدل ١ . ٢ . ١
را عده ای مطالعات این در است. مرگ واقعه علاقه، مورد حادثه بقا مطالعات در معمولا

بدیه گردد. مشاهده واقعه تعدادی تا م دهند قرار پی گیری و مراقبت تحت مدت برای
و روح متغیرهای بیمار، جنس و سن نظیر جمعیت متغیرهای چون ری دی عوامل که است
بیماری ها بعض ر دی طرف از دارند. تاثیر فوق حادثه ی بر فیزی و جسمان عوامل و روان
مطالعه ی در مثلا دهند. قرار تاثیر تحت را بقا زمان م توانند که دارند مستقیم تری علل
مرگ وقوع روند بر مستقیم تاثیر درمان نحوه ی و غده اندازه بیمار، سن سرطان بیماران
کرد. بیان را عمده دلیل دو م توان بقا داده های مدل سازی ضرورت برای بنابراین دارند.
دوم و کرد مشخص را خطر تابع بر موثر متغیر های ترکیب م توان مدل سازی با این که اول
در م آید. به دست مدل سازی با زمان لحظه ی هر در فرد هر برای خطر تابع برآورد این که
اثرات دوم و کنیم مدل وارد را تبیین متغیر های این که اول داریم هدف دو این جا در واق



پایه تعاریف و مبان ١٢
از استفاده با یعن متحد چارچوبی در را این کار ما کنیم. تحلیل را بقا روی تبیین متغیر های

م دهیم. انجام کاکس٩ متناسب مخاطره ی مدل

کاکس متناسب مخاطره ی مدل
داده های تحلیل برای روش ها رایج ترین و محبوب ترین از ی کاکس متناسب مخاطره ی مدل
است. بقا زمان  های برای احتمال توزیع نگرفتن در نظر مدل این محبوبیت دلیل است. بقا
بردار با آزمودن برای را t زمان در مخاطره  تابع وی کرد. معرف را مدل این (١٩٧٢) کاکس

به صورت x تبیین متغیر های qبعدی
h(t|x) = h٠(t) exp[G(x,β)]

h٠(t) مدل این در م دهد. نشان را رگرسیون ضرایب ،β qبعدی بردار آن در که کرد، تعریف
م شود. نامیده پایه١٠ مخاطره تابع و م کند مشخص آزمودن ها همه ی برای را خطر سط

کلاسی مدل در م شود. گرفته نظر در  نمایی باشد، مثبت همواره این که برای نیز دوم عبارت
یعن م شود، فرض خط به صورت G(x,β) کاکس،

h(t|x) = h٠(t) exp(β′x).

بستگ زمان به که شرط ،h٠(t) است، شده تجزیه ضربی شرط دو به بالا ل ش به خطر تابع
بستگ تبیین متغیر های به که شرط ،exp(β′x) و ندارد بستگ تبیین متغیر های به اما دارد

ندارد. بستگ زمان به اما دارد
باشد، بقا روی تبیین متغیر های اثرات تعیین هدف اگر که است این در مدل این زیبایی
کرد، برآورد را β م توان هم آن بدون یعن نداریم. h٠(t) از مشخص ل ش تعیین به نیاز
است. نیمه پارامتری مدل این بنابراین م شود. ساخته exp(β′x) روی مفروضات که به طوری
از که همان طور و مستقل اند پیشامد ها رخداد زمان کاکس متناسب مخاطره ی مدل در
به معنای مدل این در بودن متناسب هستند. متناسب مخاطرات است، مشخص مدل این نام
فرد دو برای مخاطره نسبت است. ری دی فرد به نسبت فرد ی برای خطر میزان ثابت نسبت

است: زیر به صورت x٢ و x١ متغیر های با
h(t|x١)
h(t|x٢)

=
h٠(t) exp(β′x١)
h٠(t) exp(β′x٢)

=
exp(β′x١)
exp(β′x٢)

= exp{β′(x١ − x٢)}

زمان به و است متناسب ر دی فرد با فرد هر خطر بنابراین .h(t|x١) ∝ h(t|x٢) ر دی به عبارت
برای خطر برابر exp{β′(x١ −x٢)} ،x١ تبیین متغیر با فردی برای خطر به ویژه ندارد. بستگ
e٠ = ١ تبیین متغیر برای خطر نسبت آن گاه باشد، β = 0 اگر است. x٢ تبیین متغیر با فردی
اثر آزمون برای خطر نسبت از م توان بنابراین نم گذارد. اثر بقا روی تبیین متغیر یعن است.

9Cox proportional hazard model
10Baseline hazard function



١٣ بقا مدل های
احتمال مقدار که است این نشان دهنده خطر نسبت کرد. استفاده بقا روی تبیین متغیر های
به خطر نسبت از استفاده با کاکس مدل تفسیر است. چقدر ری دی به نسبت فرد ی مردن
اگر است، محتمل تر پیشامد وقوع باشد، ی از بزرگتر خطر نسبت اگر که است صورت این

ی برابر خطر نسبت اگر و دارد کمتری احتمال پیشامد وقوع باشد ی از کمتر خطر نسبت
وجود به دلیل که دارد ان ام البته ندارند. پیشامد خطر روی اثری پیش گو متغیر های باشد
ر دی پذیره های یا مخاطره بودن متناسب فرض زمان، و تبیین متغیر های بین متقابل اثرات
رسم زمان برابر در باقیمانده ها باید مخاطره بودن متناسب بررس برای بنابراین نشود. حفظ

شوند.
استفاده ناپارامتری و پارامتری رهیافت دو از h٠(t) پایه مخاطره تابع مدل بندی برای

م شود:
ل لجستی و ل نرمال وایبل، مثل پارامتری توزیع های از معمولا پارامتری، رهیافت در •

م شود. استفاده
از م شود؛ استفاده ناپارامتری روش های از پایه مخاطره تابع مدل بندی برای معمولا •
١٩٩۴؛ گاسبر، و (آرجاس تکه ای١١ روش های به م توان ناپارامتری روش های برخ

کرد. اشاره چندجمله ای ها١٣ و (١٩٩۶ (گرین، اسپلاین ها١٢ ، (١٩٧۴ برسلو،
ل ش به متناسب مخاطره ی مدل پایه، مخاطره تابع برای پارامتری مدل بندی گرفتن در نظر با
م دهیم. شرح ر دی مدل های کنار در را آن بعد بخش در که م شود گرفته کار به پارامتری

کاکس متناسب مدل    مخاطره  بقای تابع
به توجه با

S(t) = exp{−
∫ t

٠ h(τ)dτ}

صورت به متناسب مخاطره مدل برای بقا تابع
S(t|x) = exp{−

∫ t

٠ h٠(τ) exp(β′x)dτ}

=

(
exp{−

∫ t

٠ h٠(τ)dτ}
)exp(β′x)

= (S٠(t))exp(β′x) (١ . ٢)
به توان S٠(t) نامشخص ل ش از پایه بقای تابع یعن م آید. به دست پایه بقای تابع برحسب

است. رسیده exp(β′x)

11Piecewise
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پایه تعاریف و مبان ١۴
کاکس متناسب مخاطره مدل پارامتر ها ی برآورد

تابع که است لازم بنابراین کرد. استفاده درستنمایی تابع از م توان پارامترها برآورد برای
نمونه n کنید فرض آوریم. به دست را کاکس متناسب مخاطره ی مدل برای درستنمایی
درستنمایی تابع ،(١ . ١) معادله ی به توجه با بنابراین داریم. (Ti, δi) مرتب زوج از تصادف

به صورت کاکس متناسب مخاطره ی مدل

f(t|β,x) = L(β) =
n∏

i=١
(h(ti|β,xi))

δi S(ti|β,xi)

=

n∏
i=١

(h٠(ti))δi
(
exp(β′xi)

)δi (S٠(ti))exp(β′xi)

است: نوشتن قابل زیر به صورت درستنمایی تابع اریتم ل نتیجه در

logL(β) =
n∑

i=١
[
δi log{h٠(ti)}+ δiβ

′xi + exp(β′xi) log{S٠(ti)}
]

است. رگرسیون ضرایب پارامتر های بردار β و تبیین متغیرهای بردار x بقا، زمان ti آن در که
ماکسیمم β برآورد برای فوق درستنمایی تابع پایه، مخاطره ل ش نبودن مشخص دلیل به

معرف را ١۴ جزئ درستنمایی روش ١٩٧٢ سال در کاکس ل، مش این حل برای نم شود.
پیشامدها واقع زمان های رتبه ی تنها و نم شود استفاده داده ها کل از روش این در کرد.

دارند. اهمیت

منحصر به فرد ست ش زمان های برای جزئ درستنمایی
ست ش سان ی زمان در آن ها از ی هیچ که یرید ب در نظر را آزدمودن n به مربوط داده های

به صورت β برای جزئ درستنمایی تابع نخورده اند.

Lp(β) =
n∏

i=١

 κ(i)∑
j∈R(ti)

κj


δi

آزمودن ها همه ی از مجموعه ای یعن مخاطره، مجموعه R(t) به طوری که م شود، محاسبه
نرخ κi = exp(β′xi) هم چنین است. نشده اند) سانسور تاکنون که (آزمودن هایی ti > t با
توان انتخاب با است. iام آزمودن برای تبیین متغیرهای بردار xi و iام آزمودن برای مخاطره
م شود. گرفته در نظر سانسور شده) راست از زمان های (نه ست ش زمان های از سهم فقط δi
م دهد نشان را است) خورده ست ش ti زمان در که (آزمودن iام آزمودن مخاطره کسر صورت
خورده اند. ست ش ti زمان در که است آزمودن هایی از تجمع مخاطره بیانگر کسر مخرج و

14Partial likelihood



١۵ بقا مدل های
خورده ست ش ر) دی آزمودن های (نه iام آزمودن آن در که است احتمال برابر کسر بنابراین

است.
شمارش فرآیند های طریق از مساله این در صورت که که دادند نشان (١٩٨٢) گیل و اندرسون

برآورد ویژگ دارای کاکس جزئ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مجانبی به طور شود، حل
روش های با م توان را جزئ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر است. کامل ماکسیمم درستنمایی

کرد. محاسبه عددی

تکرار شده ست ش زمان های برای جزیی درستنمایی
از باشد، شده ثبت سان ی زمان در ست ش واقعه ی ، آزمودن چند یا دو برای در صورت که
(برسلو، برسلو١۵ روش به که م شود استفاده تکرار  شده ست ش زمان های جزیی درستنمایی
ست ش زمان های کل تعداد I رتبه ای، تا ی ست ش زمان t(i) کنید فرض است. معروف (١٩٧۴
درستنمایی بنابراین باشند. t زمان در ست خورده ش آزمودن  های از مجموعه ای D(t) و تا ی

به صورت تکرار شده ست ش زمان های برای جزیی

Lp(β) =

I∏
i=١


∏

j∈D(ti)
κj ∑

j∈R(t(i))

κj

|D(t(i))|


خورده اند. ست ش ti زمان در که است افرادی تعداد |D(t(i))| آن در که م شود، تعریف

پایه مخاطره تابع برآورد
برآورد روش این در کرد. استفاده مایر کاپلان روش از م توان پایه مخاطره تابع برآورد برای

به صورت پیشامد iمین از t(i) زمان در پایه مخاطره تابع
ĥ٠(t(i)) =

d(i)∑
j∈R(t(i))

exp(β̂
′
xj)

افرادی از مجموعه ای R(t(i)) و است t(i) زمان در مرگ ها تعداد d(i) آن در که م شود، تعریف
بمیرند. زمان آن در م توانند که است

بقا تابع برآورد
به توجه با بنابراین است. پیوسته تابع ی برای مجزا تخمین پایه مخاطره تابع برآورد

S(t) = exp{−
∫ t

٠ h(τ)dτ}

15Breslow’s method



پایه تعاریف و مبان ١۶
بقای تابع برآورد صورت این در کرد. استفاده ∫ t(i)

t(i−١) h٠(τ)dτ برآورد برای ĥ٠(t(i)) از م توان
م آید به دست زیر به صورت پایه

Ŝ٠(t(i)) = exp

−∑
j≤i

ĥ٠(t(j))
 .

پارامتری مدل های ١ . ٢ . ٢
در پایه مخاطره ی برای توزیع پذیره خطر، نسبت برآورد به منظور نیمه پارامتری مدل های در
مدل های هستیم. علاقمند پایه مخاطره ی برآورد به موارد برخ در اما نم شود. گرفته نظر
متغیرهای اثر و پایه مخاطره تابع روش این در م شوند. استفاده منظور این به پارامتری
م شود. برآورد جامعه در توزیع پذیره ی اساس بر مخاطره تابع و شده اند مشخص تبیین
از ی مناسب پارامتری ل ش انتخاب اما هستند، آگاه بخش پارامتری مدل های بنابراین
توسط باید پارامتری ل ش مشخص سازی است. پارامتری بقای تحلیل های بخش سخت ترین
پذیرد. انجام پایه مخاطره ل ش از معقول بیولوژی و قبل دانش با همراه مطالعه فرضیه
خطای بودن کوچ دلیل به باشد شده مشخص درست به طور پارامتری ل ش که هنگام
مدل های از دارند. نیمه پارمتری مدل  های به نسبت بیشتری توان دقیق تر، برآورد و استاندارد
و میانگین خطر، نرخ های بقا، زمان های پیش گویی نسبی، اثر برآورد برای م توان پارامتری

کرد. استفاده بقا زمان های میانه
ست ش زمان مدل به م توان آن ها جمله ی از که دارند وجود رده چندین مدل ها این برای
مدل و (PH) متناسب١٧ مخاطره ی مدل بقا، زمان اریتم ل رگرسیون مدل های شتابیده١۶،
اریتم ل رگرسیون مدل های و شتابیده ست ش زمان مدل کرد. اشاره (PO) متناسب١٨ بخت
از ل ش پارامتری متناسب مخاطره مدل معمول اند. خط رگرسیون تعمیم به نوع بقا زمان
م شود. گرفته نظر در  پارامتری ل ش پایه مخاطره ی تابع برای آن در اما است کاکس مدل
این به ترتیب بعد بخش های در م شود؛ استفاده بقا تابع از آن در که متناسب بخت همچنین

م دهیم. شرح را مدل ها

شتابیده ست ش زمان مدل
زمان مدل باشد. Rq در ثابت تبیین متغیر های از برداری x و ست ش زمان T کنید فرض
تابع مشابه ،t زمان در x تبیین متغیر با فرد ی از بقا تابع که م کند بیان شتابیده ست ش
از برداری ،θ′ = (θ١, ..., θp) آن در که است، t exp(θ′x) زمان در پایه بقا تابع با فرد ی از بقا

16Accelerated failure time model
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١٧ بقا مدل های
رابطه ی با شتابیده ست ش زمان مدل ر دی به عبارت است. رگرسیون ضرایب

S(t|x) = S٠[exp(θ′x)t]

نشان دهنده ی عامل، این م شود. نامیده شتابیده عامل exp(θ′x) آن در که م شود، تعریف
زمان مقیاس به نسبت زمان، مقیاس میزان چه به تبیین متغیر مقدار در تغییر با که است این

م کند. تغییر پایه
نظر در  را S٢(t) و S١(t) به ترتیب بقای توابع با جامعه دو مدل این از ساده درک برای
نشان و S١(t) = S٢(ct) به طوری که دارد، وجود c > ٠ ثابت که م کند بیان مدل این یرید. ب
S١(t) اگر مثال برای است. دوم جامعه از اندازه همان برابر c اول، جامعه از پیری نرخ م دهد
مدل گاه آن باشد، c = ٧ و انسان جامعه ی برای بقا تابع S٢(t) س ها، جامعه ی برای بقا تابع
انسان برای عمر سال ٧ معادل س ی برای عمر سال ی م گوید شتابیده ست ش زمان

است.
متغیر با آزمودن پایه مخاطره  نرخ و مخاطره نرخ که است این مدل این از استلزام اولین

توسط ،x تبیین
h(t|x) = h٠[exp(θ′x)t] exp(θ′x)

زمان میانه ،x تبیین متغیر با بقا زمان میانه که است این دوم استلزام م شوند. مرتبط به هم
است. شتابیده عامل بر تقسیم پایه بقای

بقا زمان اریتم ل رگرسیون مدل های
به صورت ،x تبیین متغیر های مقادیر و بقا زمان اریتم ل بین خط رابطه ا ی مدل این

G = lnT = µ+ γ ′x+ σW

تفسیر است. خطا جمله W و رگرسیون ضرایب از برداری γ ′ = (γ١, ..., γp) آن در که است،
متنوع مدل های انتخاب با است. استاندارد نرمال نظریه رگرسیون مشابه رگرسیون ضرایب
وایبل، رگرسیون مدل های ترتیب به لجستی و نرمال کرانگین، مقدار توزیع مثل ،W برای

داشت. خواهیم را لجستی ل و نرمال ل
دارند. هم با نزدی ارتباط بقا، زمان اریتم ل رگرسیون مدل و شتابیده ست ش زمان مدل

خط مدل آن گاه است، exp(µ + σW ) تصادف متغیر بقای تابع S٠(t) کنیم فرض اگر در واق
است. شتابیده ست ش زمان مدل ارز هم γ = −θ گرفتن در نظر با زمان اریتم ل

متناسب مخاطره ی مدل
به صورت که است ضربی مخاطره نرخ خانواده ی از رده ای متناسب مخاطره ی مدل

h(t|x) = h٠(t) exp(β′x) (١ . ٣)



پایه تعاریف و مبان ١٨
این واق در است. کاکس متناسب مخاطره مدل پارامتری ل ش مدل این م شود. تعریف
وایبل، نمایی، توزیع مانند بقا معروف توزیع   های از ی مخاطره تابع گرفتن در نظر با امر

م شود. انجام ببینید) را ١ . ١ (جدول گاما و ل لجستی ل نرمال، ، گمپرتز١٩

متناسب بخت مدل
مانند پیشامد ی از تقریبی نسبی مخاطره به عنوان همه گیر شناس مطالعات در بخت نسبت
واق در بخت نسبت است. علاقه مورد عوامل برخ فقدان یا حضور در بیماری بروز یا مرگ

را آزمودن ها وضعیت که ٢ × ٢ جدول ی از آماره این است. ساده خلاصه شده آماره ی ی
معیار بلند مدت، پی گیری مطالعه ی در م شود. محاسبه م کند، بررس مطالعه پایان در
شدن تکرار به دلیل یرد. ب نظر در را ثبت شده بیماران بقا زمان های که است نیاز مخاطره ای

به راحت تک بخت نسبت جداول، در شدید همبستگ وجود و افراد برخ روی اندازه گیری ها
کردند. پیدا مساله این برای تجربی حل (١٩۶۴) اسنل و (١٩٧۴) کلیتون نم آید. به دست
مدل نام به رگرسیون مدل ی متوسط با را ثابت بخت نسبت (١٩٨٠) کلاک م آن پیرو
علوم حوزه ی در را مدل این کلاک م داد. تعمیم نمونه دو از بیشتر برای متناسب بخت
به کارگیری با (١٩٨٣a) بنت نشده اند. سانسور و ترتیبی داده ها آن در که برد کار به اجتماع
سانسور شده داده های برای ماکسیمم درستنمایی حل ، پزش مطالعات در کلاک م مدل
توسط فضایی غیر و بیزی غیر زمینه های در متناسب بخت مدل کرد. پیشنهاد را پیوسته
بخت مدل (١٩٨٣b ،١٩٨٣a) بنت و (١٩٨۴) پتیت است. شده مطالعه محققان از بسیاری
اران هم و چین و (١٩٨٨) کازی همچنین دادند. تعمیم بقا تحلیل زمینه برای را متناسب
درستنمایی برآوردگر های (١٩٩٧) اران هم و مورف دادند. انجام را مدل این استنباط (١٩٩۵)
و (٢٠٠٢) اران هم و لم اخیر کار دادند. گسترش متناسب بخت مدل برای را کارا ماکسیمم

است. کلاسی محیط در نیمه پارامتری اجرای بسط (٢٠٠١) لیان و لم
م کند. مدل بقا تابع لجیت تبدیل طریق از را خطر عوامل متناسب بخت مدل واق در

صورت به ٢ × ٢ جداول در را θ شانس یا بخت نسبت ابتدا مدل، این تعریف برای
θ =

p١)١ − p٢)
p١)٢ − p١)

, i = ١,٢
، pi١−pi

و iام گروه در علاقه مورد پیشامد تحت افراد نسبت pi تعریف، این در یرید. ب در نظر
پیشامد برای آن تعمیم همچنین است. iام گروه در فرد برای اتفاق افتاده پیشامد شانس

صورت به t زمان در ست ش
θ =

F١(t)(١ − F٢(t))
F٢(t)(١ − F١(t))

بنابراین است.
F١(t)١ − F١(t)

=
F٢(t)١ − F٢(t)

θ
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١٩ بقا مدل های
در اتفاق افتاده پیشامد شانس Fi(t)١−Fi(t)

و iام گروه در پیشامد تجمع توزیع تابع Fi(t) آن در که
است. t زمان

م شود. اندازه گیری عامل چندین فرد هر برای که داریم گروه دو از بیشتر کنید فرض
β′ = (β١, ..., βp) به طوری که شود، تعیین θi = exp(β′xi) iام، بیمار برای کنید فرض همچنین

به صورت م توان را متناسب بخت مدل بنابراین باشند. مجهول پارامتر های
F (t|θi)١ − F (t|θi)

=
F٠(t)١ − F٠(t)θi

ل ش به را مدل این م توان هم چنین .١ − Fi(t) = Si(t) آن در که کرد، تعریف
S(t|x)

١ − S(t|x)
=

S٠(t)١ − S٠(t) exp(β
′x) (۴ . ١)

مشاهده متغیر های بر مشروط t زمان در ارزیابی شده بقای تابع S(t|x) به طوری که داد، نمایش
است پایه بقای تابع S٠(t) نمایش این در مربوطه اند. رگرسیون ضرایب بردار β و است x  شده
به صورت را آن م توان توزیع پذیره گرفتن در نظر با اما م شود مدل نیمه پارامتری معمولا و

کرد. مدل بندی نیز پارامتری
متناسب بخت و متناسب مخاطره  مدل های به را خود توجه فوق، روش های بین در
اما م شوند، مدل نیمه پارامتری اغلب مدل ها این شد گفته که همان طور م کنیم. معطوف
توزیع و ل نرمال توزیع وایبل، تویع نمایی، توزیع مانند توزیع هایی گرفتن در نظر با م توان
برای را وایبل مدل توزیع ها این بین در کرد. مدل پارامتری به صورت را آن ها ل لجستی
در پایه بقای تابع برای را لجستی ل  توزیع و متناسب مخاطره مدل در پایه مخاطره توزیع
م توانند روش ها این دو هر م پردازیم. آن ها شرح به و م گیریم نظر در  متناسب بخت مدل
گفته شتابیده ست ش مدل در که همان طور باشند. داشته نیز شتابیده ست ش زمان تفسیر
زمان اریتم ل آن خطای توزیع برای پارامتری دو کرانگین مقدار توزیع گرفتن نظر در  با  شد،
گرفته در نظر لجستی مدل این در خطا توزیع اگر و م شود وایبل رگرسیون مدل دارای بقا

دارد. ل لجستی رگرسیون مدل بقا زمان اریتم ل شود،

وایبل مدل
این دارند. فراوان کاربرد بقا داده های تحلیل در وایبل توزیع  روی تعریف شده مدل های انواع
پارامتر داشتن دلیل به هم چنین است. عمر طول توزیع های شناخته شد ه ترین از ی توزیع
نرخ واق در نیست، ثابت زمان طول در توزیع این مخاطره تابع است. انعطاف پذیر مدل ل، ش
مخاطره نمایش دو هر که است پارامتری مدل تنها است. ثابت و کاهش ، افزایش آن خطر
خواص مورد در بسیاری تحقیقات تاکنون دارد. را شتابیده ست ش زمان مدل و متناسب
وایبل، مدل های انواع (٢٠٠۴) اران هم و مورت است. شده  انجام توزیع  این کاربرد های و
اران هم و جانسون و (١٩٩٣) هالینان هم چنین داده اند. شرح را آن ها کاربرد های و تبدیلات

کردند. ارائه را مدل این خواص و تاریخچه (١٩٨٣)



پایه تعاریف و مبان ٢٠
در λ٢ مبدا از عرض پارامتر و λ١ ل ش پارامتر با وایبل مدل پایه بقای تابع و مخاطره تابع

م شود تعریف زیر صورت به کاکس متناسب مخاطره چارچوب
ST (t) =e

λ٢tλ١
,

hT (t) =λ١λ٢tλ١−١.

یعن متناسب، مخاطره مدل در شرط مخاطره تابع و بقا تابع به توجه با
h(t|x) =h٠(t)ex′β,

S(t|x) =e−
∫ t٠ h(τ |x) dτ ;

م دهیم قرار زیر به صورت بقا تابع در را مخاطره تابع
S(t|x) =e−

∫ t٠ h(τ |x) dτ = e−
∫ t٠ h٠(τ)ex′β dτ = e{−

∫ t٠ h٠(τ)dτ}.ex′β

=[exp{−
∫ t

٠ h٠(τ)dτ}]ex
′β

= [S٠(t)]ex
′β
.

بنابراین
S(t|x) = [S٠(t)]ex

′β
.

در نتیجه
log[S(t|x)] = ex

′β log[S٠(t)]. (۵ . ١)
(۵ . ١) رابطه ی طرفین کردن قرینه با

− log[S(t|x)] = ex
′β[− log[S٠(t)]]. (۶ . ١)

داشت خواهیم (۶ . ١) از گرفتن اریتم ل با اکنون
log[− log[S(t|x)]] = x′β + log[− log[S٠(t)]]. (١ . ٧)

در Y = log[− logS(t|x)] متغیر تغییر انجام با و وایبل پایه مخاطره تابع ذاری جای با حال
م رسیم: زیر روابط به (١ . ٧) رابطه ی

Y = x′β+ log[− log(e−λ٢tλ١
)] = x′β + [log(λ٢) + λ١ log(t)]

λ١ log(t) = Y − x′β − log(λ٢).

نوشت م توان بنابراین
log(t) =

١
λ١
Y − ١

λ١
x′β − ١

λ١
log(λ٢). (١ . ٨)



٢١ بقا مدل های
به (١ . ٨) رابطه ی ،µ = − ١

λ١ log(λ٢) و β∗ = − ١
λ١β ،γ = ١

λ١ متغیر های تغییر گرفتن نظر در با
م شود: ساده زیر ل  ش

log(t) = µ+ x′β∗ + γY.

مدل معادل وایبل پایه خطر با متناسب مخاطره مدل که م کند بیان رابطه  این واق در
کرانگین مقدار توزیع دارای Y این جا در است. بقا زمان از اریتم ل برای وایبل رگرسیون
تبدیل گرفتن نظر در با است. −∞ < y < ∞ ،fY (y) = exp(y − ey) احتمال ال چ تابع با
صورت به ،g برای بقا تابع λ١ = ١

γ و λ٢ = e
−µ

γ متغیر تغییر و g = log(t) بقای زمان اریتم ل
م شود: محاسبه زیر

SG(g) =e
−λegλ١

= e[−e
−µ

γ .e
g
γ ].

نوشت م توان اکنون
SG(g) = e[−e

g−µ
γ ].

م شود نتیجه ،w = g−µ
γ تعریف با

g = log(t) = µ+ γw.

بقا تابع و fW (w) = ew−ew احتمال ال چ تابع با کرانگین مقدار توزیع دارای W به طوری که
م شوند: محاسبه زیر صورت به g توزیع و احتمال توابع هم چنین است. SW (w) = e−ew

fG(g) =− dSG(g)

dg
=

١
γ
e

g−µ
γ

−e
g−µ
γ

FG(g) =١ − SG(g) = ١ − e−e
g−µ
γ
.

لجستی ل مدل
کوهان مخاطره ی نرخ توزیع این است. لجستی ل توزیع وایبل، توزیع برای زین جای مدل
به کار متناسب بخت مدل برای را توزیع این م یابد. کاهش سپس و افزایش ابتدا که دارد ل ش

ل ش به متناسب بخت مدل در لجستی ل پایه بقای تابع و شرط بقای تابع م بریم.
ST (t) =

١
١ + λ٢tλ١ ,

ST (t|x) =
١

١ + λ٢ex′βtλ١

یرید: ب نظر در  را زیر رابطه ی هستند.
ST (t|x)١ − ST (t|x)

=
١

λ٢ex′βtλ١ =
١

λ٢tλ١ .e
−x′β. (١ . ٩)



پایه تعاریف و مبان ٢٢
داریم: (١ . ٩) رابطه ی از گرفتن اریتم ل با

log

(
ST (t|x)١ − ST (t|x)

)
=− [log(λ٢) + λ١ log(t)]− x′β. (١ . ١٠)

داشت خواهیم (١ . ١٠) رابطه ی کردن قرینه با هم چنین
− log

(
ST (t|x)١ − ST (t|x)

)
=[log(λ٢) + λ١ log(t)] + x′β. (١ . ١١)

به (١ . ١١) رابطه ی در Y ′ = − log
(

ST (t|x)١−ST (t|x)

) متغیر تغییر گرفتن نظر در با اکنون
log(t) =

١
λ١
Y ′ − ١

λ١
log(λ٢)−

١
λ١
x′β (١ . ١٢)

(١ . ١٢) رابطه ی ،µ = − ١
λ١ log(λ٢) و β∗ = − ١

λ١β ،γ = ١
λ١ متغیر های تغییر انجام با م رسیم.

ساده شده ل ش به
log(t) =µ+ x′β∗ + γỸ

ل پایه بقای تابع با متناسب بخت مدل که م کند بیان معادله چنین این م شود. تبدیل
،Ỹ آن در که است. بقا زمان اریتم ل برای لجستی ل رگرسیون مدل معادل ، لجستی
همانند است. −∞ < y <∞ ،f

Ỹ
(y) = e−y

[١+e−y ]٢ احتمال ال چ تابع با لجستی توزیع دارای
،λ١ = ١

γ و λ٢ = e
−µ

γ متغیر تغییر و g = log(t) بقای زمان اریتم ل تبدیل گرفتن نظر در با قبل
ل ش به g برای بقا تابع

SG(g) =
١

١ + λ٢egλ١ =
١

١ + e
g−µ
γ

م شود: نتیجه ،w = g−µ
γ تعریف با هم چنین م شود. محاسبه

g = log(t) = µ+ γw

احتمال ال چ تابع و SW (w) = ١١+ew
بقا تابع با استاندارد لجستی توزیع دارای W آن در که

توزیع و احتمال ال چ تابع و دارد لجستی ل توزیع g ترتیب بدین است. fW (w) = ew١+ew

آید: م به دست زیر صورت به آن برای
fG(g) =− dSG(g)

dg
=

١
γ

e
g−µ
γ

[١ + e
g−µ
γ ]٢

,

FG(g) =١ − SG(g) =
e

g−µ
γ

١ + e
g−µ
γ

.

بقا رگرسیون مدل های در وابستگ مدل بندی ١ . ٣
است. ناشناخته خطر عوامل وجود بقا، داده های تحليل در محققان توجه مورد مسائل از ی
از برخ اندازه گيری ان ام اقتصادی، محدوديت های يا مطالعه خاص شرايط دليل به گاه



٢٣ بقا رگرسیون مدل های در وابستگ مدل بندی
عوامل برخ نگرفتن نظر در هم چنين ندارد. وجود تبيين متغيرهای قالب در خطر عوامل
ناشناخته خطر عوامل وجود موجب عوامل اين بودن مشاهده غيرقابل يا بقا زمان بر تأثيرگذار
قسمت م شود سبب ناشناخته خطر نگرفتن نظر در م شود. بقا داده های مدل بندی در
با شود، تبيين مدل در ناشناخته عوامل وجود با م تواند كه خطر تابع تغييرات از عمده ای
و بقا تابع نادرست تشخيص خطر، تابع تغييرات افزايش باعث شده، جم مدل خطای جمله
داده ها بر مؤثر ناشناخته عوامل گرفتن نظر در شود. مدل رگرسيون ضرايب نامناسب برآورد
عوامل اثر كردن لحاظ برای ٢٠ نندگ ش مدل های از رو اين از نيست. ميسر كاكس مدل در

نندگ ش عبارت بار اولين برای (١٩٧٩) اران هم و واپل م شود. استفاده ناشناخته مؤثر
(١٩٨۵) كازيك و كلیتون سپس قراردادند. استفاده مورد متغيره تک بقای مدل های برای را

تصادف اثر از استفاده با را بی كاری زمان (١٩٧٩) لنكستر بردند. به كار را نندگ ش مدل های
متداول اقتصادی مطالعات در را آميخته متناسب مخاطره ی مدل و داد قرار بررس مورد
قرار استفاده مورد (١٩٩٢) زلترمن توسط عمر طول مطالعات در نندگ ش مدل های نمود.
مدل ها اين برای را تاوانيده٢١ جزئ درستنمایی رهيافت ي (٢٠٠٠) گرامبش و ترنيو گرفت.
و مطالعه مورد را مشترک٢٢ نندگ ش و نندگ ش مدل های (٢٠٠٢) گوتيرز كردند. ارائه
برای همبسته نندگ ش مدل از (٢٠٠۵) اران هم و خيری كرد. مقايسه را ها آن ويژگ های
همبسته نندگ ش مدل های (٢٠١١) وینک كردند. استفاده قرنيه پيوند در خطر عوامل تحليل

داد. قرار استفاده مورد و معرف نندگ ش مفصل توابع از استفاده با را
داده های مدل بندی برای تصادف اثرات مدل های از خاص نوع نندگ ش مدل های واق در
مدل در بقا داده های بر موثر ناشناخته عوامل اثر كردن لحاظ اين، بر علاوه هستند. بقا
شرط های از ي بقا زمان های بودن ن هم شود. مدل كارایی بهبود موجب م تواند نيز
ناشناخته خطر عوامل وجود اما است. كاكس متناسب مخاطره  ی مدل از استفاده مهم
غيرقابل تصادف اثر يك م توان آن كنترل برای كه م شود بقا زمان های ٢٣ ن ناهم موجب
بردار x کنید فرض منظور برای این افزود. خطر تابع به ضربی به صورت را اندازه گيری
موثرند. خطر تابع در آن ها دو ی هر که باشد، ناشناخته متغیرهای بردار u و تبیین متغیر  های
به صورت iام، آزمودن برای t زمان در کاکس متناسب مخاطره ی مدل ،u و x استقلال فرض با

نندگ ش متغیر های اثرات بردار ψ آن در که بود، خواهد ،i = ١, ..., n ،h٠(t) exp(β′xi+ψ
′ui)

گرفته در نظر تصادف exp(ψ′ui) عبارت است اندازه گیری غیر قابل و ناشناخته u چون است.
مدل بنابراین م شود. ضرب کاکس مخاطره مدل در zi نندگ ش اثر به عنوان و م شود
iام آزمودن برای xi تبیین متغیر های بردار و zi بودن معلوم شرط به و t زمان در مخاطره

به صورت
h(t|zi,xi) = zih٠(t) exp(β′xi)

20Frailty model
21Penalized partial likelihood
22Shared frailty model
23Heterogeneity



پایه تعاریف و مبان ٢۴
م شود. ناميده بقا نندگ ش مدل يا شده اصلاح كاكس مدل كه بود، خواهد

تغییرپذیری در ناشناخته عوامل سهم بررس نندگ ش مدل های مهم ویژگ های از ی
اندازه گیری نندگ ش مولفه توزیع واریانس توسط معمولا سهم این است. بیماران بقای
تغييرات ، تبيين متغيرهای از نندگ ش اثر استقلال فرض با نندگ ش مدل در م شود.
و ناشناخته عوامل اثر معلوم، متغيرهای اثر به بقا تابع تغييرات نتيجه در و خطر تابع كل
در تفاوت وجود ، تصادف اثر تخصيص با نندگ ش مدل م شود. تجزيه مدل تصادف اثر
تابع بودن مثبت به توجه با م كند. لحاظ مدل درون متغيرهای اثر برآورد بر را آزمودن ها
مانند توزیع هایی م شود. گرفته نظر در مثبت گاه تكيه با توزيع دارای نندگ ش متغير خطر،
با توان واريانس خانواده توزيع های و مركب پواسون وارون، گاوس نرمال، ل گاما، توزيع
ميانگين محاسبات، ساده سازی برای معمولا م گيرند. قرار استفاده مورد متناه ميانگين

م شود. گرفته نظر در ي برابر نندگ ش متغير

بیزی استنباط ۴ . ١
آماری ادبیات در بیزی٢۵ استنباط و بسامدی٢۴ استنباط دیدگاه دو آماری استنباط انجام برای
در م کند. دنبال آماری استنباط در را خود خاص هدف آن ها از کدام هر دارند. وجود
مدل بندی بسامدی، دیدگاه در است. نامعلوم و ثابت بررس مورد پارامتر بسامدی، دیدگاه

تحقق پارامتر، واقع مقدار بیزی، دیدگاه در مقابل در است. درستنمایی اساس بر معمولا
بیزی دیدگاه در هستند. تصادف متغیر خود پارامتر ها واق در است. تصادف توزیع ی از
بدهد، بیشتری وزن پارامتر فضای از زیر فضا ی به بررس مورد پارامتر احتمال توزیع اگر
اعتقاد، این به واق در دارد. تعلق زیر فضا آن به پارامتر که دارد وجود بیش تری اعتقاد آن گاه
با دیدگاه این در م شود. نامیده پیشین توزیع پارامتر احتمال توزیع به و پیشین٢۶ اعتقاد
داده های در موجود اطلاعات و پیشین توزیع توسط پارامتر درباره ی اولیه اطلاعات ترکیب
به دست قاعده بیز، اساس بر واحد روش با پسین٢٧ ال چ درستنمایی، توسط مشاهده شده
و L(θ|y) درستنمایی تابع با تایی n نمونه ی y = (y١, ..., yn) ∈ Rn کنید فرض م آید.
صورت، این در باشند. π(θ) پیشین ال چ تابع دارای پارامتر بردار θ = (θ١, ..., θd) ∈ Θ ⊂ Rd

به صورت پسین توزیع بیز، قضیه بر بنا

π(θ|y) = π(θ).L(θ|y)∫
θ π(θ).L(θ|y)dθ

= c(y).π(θ).L(θ|y)

24Frequentistic inference
25Bayesian inference
26Prior
27Posterior



٢۵ بیزی استنباط
آن در که م شود، محاسبه

c(y) =
١∫

θ π(θ).L(θ|y)dθ

م توان را پسین توزیع بنابراین ندارد. بستگ θ پارامتر به که م شود نامیده نرمال ساز ثابت
تقریبی ل به ش

π(θ|y) ∝ L(θ|y)π(θ)

م آیند. به دست پسین توزیع بر مبتن استنباط ها، همه ی بیزی دیدگاه در گرفت. در نظر
اما هستند، ایراد هایی و توانایی ها دارای بیزی و بسامدی استنباط دیدگاه های از کدام هر

م کنیم. استفاده استنباط برای بیزی رد روی از این جا در ما





٢ فصل
فضایی بقای پارامتری مدل های

ساختار گرفتن در نظر برای سپس و م شود داده شرح فضایی آمار مفاهیم ابتدا فصل این در
کرس منابع از بخش این مطالب عمده م شود. استفاده نندگ ش مدل های از فضایی

شده اند. برگرفته (٢٠٠٨) اران هم و بایوند و (٢٠٠۴) اران هم و بانرج ،(١٩٩٣)

فضایی وابستگ ساختار و فضایی داده های ٢ . ١
موقعیت دلیل به که هستند فضایی نوع از وابستگ ساختار دارای بقا داده های مواردی در
بر م تواند بقا داده های تحلیل در وابستگ این کردن لحاظ م شود. ایجاد داده  ها ان م
اهمیت دلیل به بقا، داده های فضایی تحلیل بنابراین باشد. تاثیرپذیر کاملا نتایج کاراریی
توجه مورد اخیر سال های در دارند، بقا تابع پیش گویی در جغرافیایی اطلاعات که نقش

است. گرفته قرار حوزه این کاربران و محققین
ل برشمرد؛ زیر صورت به م توان را زمینه این در صورت گرفته پیشرفت های از بخش

در را بقا داده های فضایی وابستگ ساختار (٢٠٠٣) اران هم و بانرج و (٢٠٠٢) رایان و
به بیزی و کلاسی دیدگاه انتخاب با ترتیب به و کردند وارد متناسب مخاطره های مدل های
متناسب بخت های نیمه پارامتری مدل ی از (٢٠٠۵) دی و بانرج پرداختند. آن ها تحلیل
داده های برای (٢٠٠۶) لین و ل کردند. استفاده فضایی وابسته بقای داده های مدل سازی برای
(٢٠٠٧) اران هم و دیوا و کردند معرف را نرمال تبدیل نیمه پارامتری مدل های فضایی، بقای



فضایی بقای پارامتری مدل های ٢٨
کردند. لحاظ پارامتری مدل های در فضایی بقای داده های برای را فضایی همبستگ ساختار
و (هندروسن خون سرطان به مبتلا بیماران بقای مطالعه به م توان ر دی کارهای جمله از
مرگ ،(٢٠١٧ اران، هم و ژو ٢٠١۶؛ اران، هم و (وانگ پروستات سرطان ،(٢٠٠٢ اران، هم
مفاهیم ابتدا کرد. اشاره ر دی فراوان موارد و (٢٠١۵b ٢٠١۵a؛ اران، هم و (ژو کودکان میر و

م کنیم. معرف را خود کار در فضایی آمار لازم
سان ی شرایط تحت مشاهدات که است این بر فرض آمار معمول روش های اغلب در
مانند علم زمینه های از بسیاری در اما شده اند. جم آوری هم از مستقل صورت به و
نبوده مستقل مشاهدات که وجود دارند متعددی موارد زمین شناس و پزش ، همه گیر شناس
این اگر هستند. وابسته ر دی ی به بررس مورد فضای در خود گرفتن قرار  موقعیت بر حسب و
هم به نزدی مشاهدات که به گونه ای باشد، مشاهدات موقعیت بین فاصله ی از تابع وابستگ
داده های مشاهدات این گونه باشند، داشته  کم تری هم وابستگ از دور تر مشاهدات و وابسته تر
یا متغیر به مربوط مقادیر بر علاوه فضایی داده های معمول طور به م شوند. نامیده فضایی١
در همبستگ م شوند. شامل نیز را مشاهده ان م به مربوط اطلاع ، بررس مورد متغیر های

م شود. منظور جهات همه ی در داده هایی چنین
که اساس شرط زیرا نیست، مقدور معمول روش های با فضایی داده های آماری تحلیل
تحلیل برای فضایی٢ آمار شاخه ی این رو از نم کند. پیدا تحقق است، داده ها استقلال همان
آمار واق در است. توسعه حال در مختلف فنون آمدن فراهم با و گرفته ل ش مشاهدات این گونه
و فاصله و متغیر ی مختلف مقادیر بین ارتباط بررس به که است آمار علم از شاخه ای فضایی
م شود. نامیده فضایی٣ ساختار فضایی ارتباط این م پردازد. هم به نسبت آن ها جهت گیری
موقعیت فضای باشد. پیوسته یا گسسته است ن مم اندازه گیری مورد متغیر فضایی آمار در
نامنظم یا منظم ناحیه ای، یا نقطه ای گسسته، یا پیوسته است ن مم نیز مشاهدات ان م یا
در متغیر مقدار اگر و ناحیه ای موقعیت م شود، ثبت ناحیه ی در متغیر مقدار وقت باشد.
است. نقطه ای موقعیت شود، اندازه گیری معین جغرافیایی عرض و طول با ثابت نقطه ی
منظم موقعیت ها باشند، داشته قرار هم از مساوی فواصل در نقاط اگر نقطه ای موقعیت در
هم اندازه و ل هم ش ناحیه ها اگر ناحیه ای ان های م مورد در نا منظم اند. این صورت غیر در و
و موقعیت ها انواع به با توجه بنابراین نا منظم اند. این صورت غیر در و منظم ناحیه ها باشند،
داده های و نقطه ای۵ و های ال زمین آماری۴، عمده ی گروه سه به فضایی مشاهدات متغیر ها،

م شوند. تقسیم ه ای۶ مشب
داده  های و {s١, ..., sn} فضایی ان های م داده  هایی، چنین تحلیل در اصل بخش های

1Spatial data
2Spatial Statistics
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٢٩ فضایی وابستگ ساختار و فضایی داده های
داده ها این که م شود فرض معمولا هستند. {Y (s١), ..., Y (sn)} ان  ها م این در مشاهده شده
فضایی داده های مدل بندی برای م شوند. فرض تصادف ان   ها م نیز اوقات گاه و تصادف اند
میدان فضایی، داده های انواع معرف از قبل بنابراین م شود. استفاده تصادف میدان ی از

م کنیم. تعریف را ٧ تصادف
تصادف میدان .٢ . ١ . ١ تعریف

s ان م در تصادف متغیر Y (s) و بعدی d اقلیدس فضای در داده ان م s ∈ Rd کنید فرض
فرایند (یا تصادف میدان ،D ⊂ Rd اندیس گذار مجموعه ی روی بر s تغییر با بنابراین باشد.

به صورت ( تصادف
Y (·) = {Y (s); s ∈ D ⊂ Rd, d ≥ ١}

م شود. داده نشان {y(s); s ∈ D} به صورت فوق تصادف میدان از تحقق ی م شود. تولید
زمین آماری داده های .٢ . ١ . ٢ تعریف

متغیر م شوند. مشاهده پیوسته ناحیه ای در مشخص و ثابت موقعیت های در داده  ها نوع این
Rd از ثابت زیرمجموعه ای D حالت این در باشد. پیوسته یا گسسته است ن مم بررس مورد
ان م در تصادف برداری Y (s) و است مثبت حجم از بعدی d ل هایی ش مستطیل  شامل
ثبت شده باران ریزش و استان ی در خاص بیماری با افرادی ونت س محل است. s ∈ D

داده ها، نوع این تحلیل از هدف هستند. نوع این از مثال  هایی ، هواشناس ایستگاه های در
است. مشاهده نشده ان های م در پاس پیش گویی معمولا

نقطه ای وی ال .٢ . ١ . ٣ تعریف
نقطه ای وها ی ال است. تصادف متغیری خود مشاهده شده موقعیت یا ان م حالت این در
اندازه گیری خاص صفت ی آن ها در که ناحیه اند ی در ان ها م از متناه تعدادی شامل
است. s ∈ D ان م در تصادف برداری Y (s) و Rd در نقطه ای فرایند D اینجا در م شود.
و منظم٩ ، فضایی٨ تصادف کامل به طور دسته ی سه به نقطه ای وهای ال معمول به طور
در رانندگ تخلفات محل مثال، برای م شود. اقدام آن ها مدل بندی به و تقسیم خوشه ای١٠

م شوند. دیده ندرت به بقا تحلیل در داده ها نوع این برد. نام م توان را رال مسابقه ی
ه ای مشب داده های .۴ . ٢ . ١ تعریف

ن مم ان ها م این که هستند، ١١ ال چ غیر و ناحیه ای ان های م به مربوط داده ها نوع این
شمارش پذیر و نامنظم) یا (منظم ثابت حالتDمجموعه ای این در باشند. نا منظم یا منظم است
است) Rd در گراف D یعن  ) شده اند مشاهده داده  ها آن در که است Rd فضایی موقعیت های از
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فضایی بقای پارامتری مدل های ٣٠
و استان ها در بیماری به مبتلا افراد تعداد است. s ∈ D ان م در تصادف برداری Y (s) و
داده های تحلیل از هدف هستند. ه ای مشب داده های برای مثال هایی رانندگ حوادث تعداد

است. مشاهدات احتمالات مدل بندی معمولا ه ای، مشب

آن ها وابستگ ساختار و ه ای مشب داده های ٢ . ١ . ١
ترین نزدی به که م شود موجب را Rd در منظم فاصله دار نقاط از ایده ای ان ها م از ه١٢ مشب ی
چنین از D مجموعه ی بنابراین متصل اند. اخر ال و نزدی همسای دومین ، همسای
آن   ها در که زمین سط از ماهواره ای تصاویر م شود. نامیده منظم ه مشب ی ان  هایی م
از مثال است، شده تقسیم سل پی نام به کوچ مستطیل مساوی تعداد به زمین سط
آن ها نسبی جابه جایی که م شود گفته ان هایی م به نا منظم ه مشب است. منظم ه ی مشب
نیست. مشخص آن ها هندسه  از اتصالشان شیوه ی و نم کند پیروی را پیش بین قابل وی ال
ه ی مشب برای مثال کشور درمان خدمات مناطق تمام در سرطان به مبتلا افراد تعداد
فضای نواح روی متوسط گیری یا شمارش به صورت که داده  هایی مجموعه است. نامنظم
نامیده ای ه مشب داده  های هستند، Rd در ه ای مشب فضایی  شان ان های م که مطالعه مورد
منطقه ای١۴ و ناحیه ای١٣ داده های به عنوان ه ای مشب داده های مختلف متون در البته م شوند.
نا منظم ه مشب ی روی ناحیه ای داده های اکثر عمل در حال هر به م شوند. شناخته نیز

م شوند. خلاصه ناحیه ای، مرزهای ر دی یا مناطق از مجموعه ی همانند
استفاده {Y (si) : si ∈ {s١, · · · , sn}} تصادف میدان از ه ای مشب داده های مدل بندی برای
ثابت زیرمجموعه ی ر دی به عبارت است. D ه ی مشب از افرازی s١, · · · , sn آن در که م کنیم
موقعیت هایی یعن شمارش پذیر نقاط متناه تعداد به ،D ∈ Rd نا منظم) یا منظم ل ش (از

م شود. افراز خوش تعریف مرزهای با شده اند مشاهده داده ها آن در که
هر برای متدوال شناسایی ویژگ ی تعیین ه مشب ساخت مستقیم روش های از ی
(y) جغرافیایی عرض و (x) جغرافیایی طول این رو از منطقه، اه جای محل مثل است، منطقه

آن گاه باشیم، داشته منطقه ١٠٠ اگر مثال برای م شود. ثبت منطقه هر
D ≡ {(i;xi, yi) : i = ١, ..., ١٠٠}

صورت به اختصار به که است،
D ≡ {(xi, yi) : i = ١, ..., ١٠٠}

بر یا تجربی به صورت D فضایی ه مشب از م توان را همسای اطلاعات داده م شود. نشان
نشانگان داده های در مثال برای کرد. تعیین ( اقلیدس فاصله اساس بر (مثلا فاصله  اساس
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٣١ فضایی وابستگ ساختار و فضایی داده های
مشخص جغرافیایی عرض و طول توسط نواح که شمال کارولینای در نوزادان١۵ میر و مرگ
i اه جای ان م مایل ٣٠ در آن اه جای ان م که iام منطقه ی از به غیر منطقه هر شده اند،
م توان را DN فضایی ه ی مشب بنابراین م شود. محسوب i منطقه از همسای ی است،

به صورت ،Ni یعن i موقعیت همسای مجموعه اساس بر
DN ≡ {(i,Ni); i = ١, ..., n}

تعریف برای ر دی روش نیست. آن در موقعیت ها ان م دقیق اطلاعات چه اگر کرد، تعریف
مرز با را آن م توان و دارند iام منطقه ی با مشترک مرز که است مناطق گرفتن نظر در ،Ni

داد. بسط آخر ال و دوم و اول مرتبه ی مشترک
مشابه اند. مساوی فاصله دار نقاط در مشاهده شده زمان سری ی به ه ای مشب داده های
به نزدی مشاهدات که حقیقت این بیان به داده هایی چنین برای آماری مدل های بنابراین
جدید مشاهدات که زمان سری همانند واق در دارد. نیاز دارند، هم با بیشتری شباهت هم
نیز ه ای مشب فضایی تصادف میدان م شد، مدل بندی نزدی گذشته مشاهدات به توجه با
به م کند. مدل بندی نزدی همسایه نواح در واق مشاهدات اساس بر را جدید موقعیت هر
است. برخوردار ویژه ای اهمیت از همسای اثر ه ای مشب داده های مدل بندی برای دلیل این
زیر بخش در بنابراین گرفت. در نظر مجاورت١۶ ماتریس از استفاده با م توان را همسای اثر

م کنیم. تعریف را ماتریس این بعدی

مجاورت ماتریس ٢ . ١ . ٢
ماتریس است. مجاورت ماتریس ساخت ناحیه ای واحد های برای اولیه اکتشاف روش های از ی
م شود. گرفته نظر در wii = 0 معمولا که م شود داده نمایش W = (wij) به صورت مجاورت
به صورت روش چندین به م تواند را j و i واحد های ،W مجاورت ماتریس در wij درایه های
مرز هم با j و i اگر یعن است. دودویی انتخاب روش ساده ترین کند. مرتبط به هم فضایی

یعن م شود. صفر با برابر این صورت غیر در و است wij = ١ باشند داشته مشترک

wij =


١ j ∈ Ni

٠ i = j

از کاهش تابع مثال برای هستند. واحد ها بین فاصله ی نشان دهنده ی درایه ها ر دی روش در
ی به نیز را فواصل م توان البته گرفت. نظر در م توان را واحد ها بین مرکزی میان فواصل

فاصله ی ی در که هایی j و i همه ی برای مثلا که صورت بدین کرد. تبدیل دودویی تعیین
باشد، i همسای های نزدی ترین k از ی j اگر حت یا دهیم قرار wij = ١ هستند، معلوم

15Sudden infant death syndrome
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فضایی بقای پارامتری مدل های ٣٢
ماتریس که است این نشان دهنده قبل انتخاب های یریم. ب نظر در wij = ١ م توانیم مجددا
نامنظم ه ای مشب ناحیه ای واحدها ی برای اما .wij = wji یعن باشد، متقارن باید W مجاورت
کرد. استاندارد wi+ =

∑
j wij از استفاده با را wij م توان همچنین نیست. فرض این به نیازی

م شود داده نشان w̃ij =
wij

wi+
به صورت ،W̃ استاندارد شده ی ماتریس درایه های صورت این در

ر دی رهیافت در باشد. متقارن W̃ ندارد لزوم بنابراین است. W̃١ = ١ حالت این در و
که jهایی به طوری که گرفت، در نظر وزن به عنوان م توان را W مجاورت ماتریس درایه های
بیشتر جزئیات (برای دارند هستند، دور که آن هایی به نسبت بیشتری وزن هستند i نزدی

کنید). مراجعه (١٩٩٣) کرس به خصوص این در
مثال به طور کرد. تعریف نیز را مرتبه ای همسای  های م توان W مجاورت ماتریس برای
،i واحد اول مرتبه همسای یرید. ب نظر در را آخر ال و (٠, d١], (d١, d٢], (d٢, d٣] فواصل
صورت بدین نیز دوم مرتبه همسای است. i از d١ فاصله ی در واحد های تمام نشان دهنده ی

م شود. تعریف هستند، iام واحد از d٢ تا حداکثر اما d١ از بیشتر فواصل در واحد ها که
م توانیم بنابراین کرد. تعریف م توان ترتیب به همین نیز را مرتبه ای همسای  های بقیه ی
تعریف اول مرتبه همسای های برای را W (١) مجاورت ماتریس W مجاورت ماتریس مشابه
این صورت غیر در  و w(١)

ij = ١ باشند اول مرتبه همسای های j و i اگر که صورت بدین کنیم.
به مجاورت ماتریس نیز بعدی مراتب همسای های برای مشابه به طور م شود. صفر با برابر
ساختار گرفتن نظر در  برای انیزم م ،W اکتشاف مفهوم این در م آید. به دست ل ش این

م کند. ارائه رسم مدل سازی به فضایی
نشان Bi با را i = ١, ..., n ،si بلوک های یا جغرافیایی نواح ناحیه ای، داده های مدل در
برای هستند. بلوک ها این روی متغیر ها متوسط یا جم معمولا داده ها به طوری که م دهیم،
دو م شود. تعریف بلوک ها از ترتیبی بر مبتن همسای ساختار فضایی، پیوند معرف
(CAR) ١٧ شرط اتورگرسیو مدل م گیرند، نظر در را همسای اطلاعات چنین که مدل
نظر از SAR مدل هستند. (١٩۵۴ (وایتل، (SAR) همزمان١٨ اتورگسیو مدل و (١٩٧۴ ، (بی س
نمونه گیری برای CAR مدل و است مناسب درستنمایی روش های از استفاده برای محاسبات
فضایی همبستگ اغلب رابطه این در م شود. گرفته به کار بیزی مدل برازش با ارتباط در گیبز
در ما هدف م شود. گرفته در نظر Φ = (Φ١, ...,Φn)

′ فضایی تصادف اثرات از برداری طریق از
لم از مدل این تعریف در است. CAR مدل از استفاده با ه ای مشب داده  های مدل سازی اینجا
سپس و مطرح را آن ها ابتدا بنابراین است. شده استفاده ١٩ مارکوف تصادف میدان و بروک

م کنیم. معرف را CAR مدل

17Conditional autoregressive
18Simultaneously autoregressive
19Markov random

field



٣٣ فضایی وابستگ ساختار و فضایی داده های

بروک لم
داده های در yi توام توزیع آوردن به دست برای مفید تکنی نتیجه (١٩۶۴ (بروک، بروک لم
کامل شرط توزیع های ،P (y١, ..., yn) توام توزیع به توجه با که است واض است. ه ای مشب
م کند. اثبات را موضوع این عکس بروک لم م شود. تعیین تا ی طور به P (Yi|Yj , j ̸= i)

از قبل آوریم. به دست کامل شرط های این با را تا یی ی توام توزیع که م سازد قادر را ما یعن
است بدیه که است این رابطه این در نکته اولین کنید. توجه زیر نکته ی دو به لم این تعریف
باشیم داشته انتظار و بنویسیم را کامل شرط توزیع های از دلخواه مجموعه ای نم توانیم ما

کنید فرض مثال برای شود. تعیین تا ی آن ها حاصل توام توزیع که
Y١|Y٢ ∼ N

(
α٠ + α١Y٢σ٢١

)
Y٢|Y١ ∼ N

(
β٠ + β١Y ٣١ σ٢٢

)
.

که است واض
E(Y١) = E [E (Y١|Y٢)] = E (α٠ + α١Y٢) = α٠ + α١E (Y٢)

بنابراین بالعکس. و است خط Y٢ در Y١ یعن
E(Y٢) = E [E (Y٢|Y١)] = E

(
β٠ + β١Y ٣١

)
= β٠ + β١E

(
Y ٣١
)
.

مشخص سازی گفت م توان و م کنند صدق بدیه حالت  های در همزمان بالا معادله ی دو
،f(y١, y٢) تعیین به توجه با f(Y٢|Y١) و f(Y١|Y٢) بنابراین ناسازگارند. میانگین دو این با
ن مم که است این ر دی نکته ببینید). را (١٩٩١) اشتراوس و آرنولد مثال (برای ناسازگارند
مثال برای باشد. سره همه یiها برای f(yi|yj , j ̸= i) اگر حت باشد ٢٠ ناسره f(y١, ..., yn) است
f(y٢|y١) ∼ و f(y١|y٢) ∼ N(y٢, ١) ظاهرا باشد. f(y١, y٢) ∝ exp{− ١٢(y١ − y٢(٢} کنید فرض
حالت در را مشابه مثال (١٩٩٢) جورج و کسلا است. ناسره f(y١, y٢) اما است N(y١, ١)

کردند. معرف دو متغیره نمایی
که م کند اشاره بروک لم

f(y١, ..., yn) =
f(y١|y٢, ..., yn)
f(y١٠|y٢, ..., yn)

.
f(y٢|y١٠, y٣, ..., yn)
f(y٢٠|y١٠, y٣, ..., yn)

...
f(yn|y١٠, ..., yn−١,٠)
f(yn٠|y١٠, ..., yn−١,٠)

.f(y١٠, ..., yn٠) (٢ . ١)

توام توزیع بنابراین است. f(y١, ..., yn) تکیه گاه در ثابت نقطه ا ی y٠ = (y١٠, ...yn٠)′ که به طوری
م شود. تعیین تناسب ثابت ی با توام توزیع رو این از م شود. تعیین کامل شرط های با
باشد سره اگر و دهیم انجام م توانیم که کاریست بهترین این باشد ناسره f(y١, ..., yn) اگر

20Improper



فضایی بقای پارامتری مدل های ٣۴
مهمترین م شود. تعیین ثابت است، ی برابر آن انتگرال که ویژگ این از استفاده با آن گاه
توزیع نسبت ها، از ضربی محاسبه ی با سادگ به که است این بالا معادله ی سازنده ماهیت

م کنیم. تعیین را توام

مارکوف تصادف میدان ٢ . ٢
جغرافیایی نواح از بزرگ تعداد (مانند بزرگ اند ناحیه ای واحدهای تعداد که زمان معمولا
Yiها از توام توزیع نیستیم علاقمند صفحه) روی سل  ها پی از منظم توری ی یا کوچ
دیدگاه از حقیقت در کنیم. کار کامل شرط توزیع n با صرفا م دهیم ترجیح ه بل بنویسیم،

بستگ i واحد همسای های به تنها Yi برای کامل شرط توزیع های که م شود فرض فضایی،
i این که به بسته wij که حالت (مشابه همسای ساختار تعاریف از برخ پذیرش با دارند.
از مجموعه ای به عنوان ϖi فرض و هستند) ٠ و ١ برابر ترتیب به نه، یا هستند مجاور j و
تعیین Yi برای را کامل شرط توزیع های از مجموعه ای م  خواهیم ،i واحد همسای های

که به طوری کنیم،
f(yi|yj , j ̸= i) = p(yi|yj , j ∈ ϖi). (٢ . ٢)

م خواهیم صرفا ه بل نداریم، توام توزیع از صحیح ل ش دیدن به احتیاج حالت این در
نمونه گیر از توام توزیع از تحقق هایی شبیه سازی برای مثال به طور اگر که کنیم حاصل اطمینان
باشد. موجود نمونه گیر این برای منحصر به فرد مانای توزیع ی واق در کنیم، استفاده گیبز

ی به عنوان بالا، ل ش با توام توزیع تعیین برای ٢١ محل مشخص سازی استفاده از مفهوم
در توجه قابل کار  های حاضر حال در شده است. اشاره (MRF) ٢٢ مارکوف تصادف میدان
گمن و گمن کرد. مراجعه (١٩٧۴) بی س به م توان شروع برای دارند. وجود زمینه این
دیدگاه پیشنهاد با (٢٠٠٠) کرس و کایزر کردند. ارائه آن تکامل در را بعدی مهم گام (١٩٨۴)
تابع و دسته٢٣ ی رابطه، این در بحران تعریف ی کردند. معرف را بیشتری منابع اخیر

است. پتانسیل٢۴
دسته .٢ . ٢ . ١ تعریف

عناصر ر دی از همسایه ای عنصر، هر به طوری که شاخص ها) (هم ارز خانه هاست از مجموعه ای
از م توانند احتمالا دسته ها ، همسای ساختار تعریف به بسته (سلول) خانه n با است.

باشند. n اندازه ی تا ترتیب به همین و ٢ ،١ اندازه های
پتانسیل تابع .٢ . ٢ . ٢ تعریف

این در که است شناسه k از تابع ،k مرتبه ی از پتانسیل) ساده تر به طور (یا پتانسیل تابع ی
21Local specification
22Markov random field
23Clique
24Potential function



٣۵ مارکوف تصادف میدان
با مرتبط متغیر  های مقادیر م توانند پتانسیل شناسه های تعویض اند. یا تغییر قابل شناسه ها

باشند. k اندازه به دسته ی برای خانه ها،

j و i اگر است، YiYj برابر است k = ٢ زمان که رایج یا معمول پتانسیل پیوسته، Yi برای
و j از همسایه ای i اگر م کنیم، استفاده i ∼ j نماد گذاری از (ما باشند ٢ اندازه ی از دسته ای

برابر است k = ٢ زمان که پتانسیل دودویی، Yi با مثال به طور باشد). i از همسایه ای j

I(Yi = Yj) = YiYj + (١ − Yi)(١ − Yj)

مرتبه ی از دسته های این جا در است. نشانگر تابع نشان دهنده ی I و i ∼ j آن در که است،
شده اند. گرفته در نظر ٢ مساوی یا کمتر

دسته ها روی پتانسیل ها طریق از تنها ،Yi از تابع اگر است گیبز توزیع ی f(y١, ..., yn)
یعن باشد.

f(y١, ..., yn) ∝ exp{γ
∑
k

∑
α∈Mk

ϕ(k)(yα١ , yα٢ , ..., yαn)}. (٢ . ٣)

از k اندازه ی زیرمجموعه های همه ی از مجموعه ای Mk ،k مرتبه ی از پتانسیل ϕ(k) این جا در
است. مقیاس پارامتر γ > 0 و هستند (α١, ..., αk)

′ مجموعه این شاخص های و {١,٢, ..., n}
که م دهد نشان ببینید) را (١٩٩٠) کلیفورد و (١٩٧۴) (بی س ‐کلیفورد هامرسل قضیه ی
کند، تعریف را فردی به منحصر توام توزیع (٢ . ٢) اگر یعن باشیم، داشته MRF ی ما اگر
قضیه، این از برهان پیشنهاد با (١٩٩٣) کرس است. گیبز توزیع ی توام توزیع این آن گاه
نیاز مورد شرط توزیع های پیچیدگ کردن محدود در فضایی مدل سازی برای آن اهمیت به
شوند. مشخص محل صورت به م تواند کامل شرط توزیع های مثال به عنوان م کند؛ اشاره
استدلال آن ها م دهند. پیشنهاد را کلیفورد همرسل قضیه ی معکوس (١٩٨۴) گمن و گمن
نمونه گیری آن با مرتبط گیبز توزیع از م توان تصادف میدان ی از نمونه گیری برای که کردند

آمد. وجود به گیبز نمونه گیر اصطلاح این رو از کرد؛

(CAR) شرط اتورگرسیو مدل های ٢ . ٢ . ١
دلیل به اما شدند، معرف (١٩٧۴) بی س توسط پیش سال س حدود مدل ها این چه اگر

مارکوف زنجیره های روش های بیشتر و گیبز نمونه گیری زمینه ی در مدل ها این کارگیری به
دهه در بیشتر سلسله مراتبی، مدل های از مشخص رده برازش برای (MCMC) کارلو٢۵ مونت
ما ول م شود، بررس ناگوس و گاوس حالت دو مدل ها این در اند. شده  استفاده گذشته

م پردازیم. گوس مورد به فقط اینجا در
25Markov Chain Monte Carlo



فضایی بقای پارامتری مدل های ٣۶
گاوس حالت

و است گاوس توزیع دارای Y = (Y١, ..., Yn) کنید فرض حالت این در

Yi|yj , j ̸= i ∼ N

∑
j

bijyj , τ
٢
i

 , i = ١, ..., n. (۴ . ٢)

فرد به منحصر توام توزیع بروک لم طبق بنابراین هستند. سازگار کامل شرط های این
به صورت

f(y١, ..., yn) ∝ exp{− ١
٢y′D−١(I −B)y} (۵ . ٢)

رابطه ی .Dii = τ٢
i آن در که است قطری ماتریس D و B = {bij} که به طوری م آید، به دست

Σy = (I −B)−١D واریانس ماتریس و صفر میانگین با ،Y توام چند متغیره ی نرمال توزیع بالا
متقارن باید D−١(I − B) این که اول کرد. دقت مساله دو به باید این جا در م دهد. نشان را

باشد: برقرار زیر شرط jها و i همه ی برای یعن باشد،
bij

τ٢
i

=
bji

τ٢
j

. (۶ . ٢)

از ل مش این حل برای نیست. متقارن B که است مشخص بالا رابطه ی از شهودی به طور
τ٢
i = τ٢/wi+ و bij = wij/wi+ دادن قرار با یعن م کنیم، Wاستفاده متقارن مجاورت ماتریس

به صورت (۵ . ٢) و (۴ . ٢) روابط فرض ها این گرفتن در نظر با است. برقرار (۶ . ٢) رابطه ی
f(yi|{yj , j ̸= i}) = N(

∑
j

wijyj/wi+, τ
٢/wi+) (٢ . ٧)

f(y١, · · · , yn) ∝ exp{− ١
٢τ٢ y′(Dw −W )y} (٢ . ٨)

این بعدی مساله ی است. (Dw)ii = wi+ با قطری ماتریس Dw به طوری که م آیند، به دست
و ندارد وجود Σy به طوری که است، (منفرد) تکین٢۶ Σ−١

y یعن .(Dw −W )١ = 0 که است
این ∑i yi = 0 قید اعمال با نیستند. مرکزی رابطه این در yi ها است. ناسره (٢ . ٨) توزیع
سره آن کامل شرط توزیع های که داریم ناسره ای توام توزیع بنابراین م شود. حل مساله

هستند.
مرکزی ثابت ی نم توان و باشند ناسره تصادف انیسم م ی از تحقق نم توانند داده ها
داده ها برای مدل به عنوان (٢ . ٨) رابطه ی بنابراین کرد. اعمال تصادف تحقق اندازه های روی
و م گیریم نظر در را Σ−١

y = Dw − ρW وضعیت این کردن درست برای نم شود. استفاده
انتخاب ρ ∈

( ١
λ(١) ,

١
λ(n)

) منظور بدین باشد. ناتکین Σ−١
y که شود انتخاب به صورت باید ρ
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٣٧ مارکوف تصادف میدان
هستند، D

− ١٢
w WD

− ١٢
w ماتریس مرتب ویژه مقادیر λ(١) < λ(٢) < ... < λ(n) آن در که م شود

محاسبات زحمت از جلوگیری برای .0 =
∑n

i=١ λ(i) = tr

(
D

− ١٢
w WD

− ١٢
w

)
و λ(n) > 0 ،λ(١) < 0

مقیاس بندی شده مجاورت ماتریس با را W مجاورت ماتریس ویژه، مقادیر آوردن به دست برای
.W̃١ = ١ اما نیست متقارن W̃ م دانیم قبل همانند م کنیم. ذاری جای W̃ ≡ Diag

( ١
wi+

)
W

م توان را wi+ .M ≡ Diag(١/wi+) آن در که یریم ب نظر در را Σ−١
y =M−١(I−αW̃ ) م توانیم

و است α همواری پارامتر است. iام منطقه ی همسایه های تعداد واق در که داد نشان mi با
م کند کنترل را فضایی وابستگ α واق در م شود. تفسیر فضایی پیوند معیار به عنوان اغلب
به دست مختلف CAR مدل های α مقدار انتخاب  با م شود. گرفته در نظر α ∈ (٠, ١) معمولا و

همبستگ پارامتر را آن نباید اما م شود مرتبط مستقل مدل به α = 0 آن در که حالت م آید.
است. ناتکین (I − αW̃ ) آن گاه |α| < ١ اگر دادند نشان (٢٠٠٣) بنرج و کارلین بدانیم.

شرط اتورگرسیو مدل به عنوان که م آید به دست α = ١ دادن قرار با CAR مدل رایج ترین
را دوبه دویی اختلاف مشخص سازی ل ش مدل این واق در م شود. شناخته (ICAR) ٢٧ ذات

به صورت (٢ . ٨) رابطه ی از جبری عملیات کم با که دارد

f(y١, ..., yn) ∝ exp

− ١
٢τ٢

∑
i ̸=j

wij(yi − yj)
٢
 (٢ . ٩)

م آید. به دست
تحت آزمودن های ن هم پذیره شدند، معرف قبل فصل در که PO و PH مدل دو هر
این مشاهده نشده یا ناشناخته عوامل وجود به دلیل عمل در اما م گیرند. نظر در را مطالعه
برای بقا مدل های در م آید. وجود به داده ها در ن ناهم نوع و نیست برقرار آن ها در پذیره
استفاده ١ . ٣ بخش در تعریف شده نندگ ش مدل های رهیافت از ، ن ناهم این گرفتن نظر در 
مدل های وارد را آزمودن هر نندگ ش اثر ، نندگ ش مولفه  حالت این در واق در م شود.
باشند، داشته فضایی همبستگ داده ها که زمان م کند. متناسب بخت و متناسب مخاطره
این در باشد. آن ها فضایی وابستگ ساختار از ناش م تواند بقا داده های در موجود ن ناهم

بود. خواهد زمین آماری) یا ه ای (مشب فضایی تصادف اثر ی نندگ ش مولفه حالت
متناسب مخاطره ی مدل های به نندگ ها ش از استفاده با فضایی همبستگ فصل این در
به م شود. معرف لجستی ل پایه بقا ی تابع با متناسب بخت و وایبل پایه مخاطره ی تابع با
ه ای) مشب (داده های سرطان بیماران داده های برای را مدل بندی دو این بیشتر شرح هدف
چندمتغیره، بقای پیشامد های مدل بندی به توجه با بخش این شروع از قبل م بریم. به کار

کنیم. معرف را چند متغیره٢٨ کامل شرط توزیع های که داریم نیاز
27Intrinsicall conditional autoregressive
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فضایی بقای پارامتری مدل های ٣٨

(MCAR) چند متغیره شرط اتورگرسیو مدل های ٢ . ٣
م دهیم. تعمیم چندمتغیره حالت برای را اول فصل در معرف شده CAR مدل بخش این در
شد، انجام تصادف اثرات از تک متغیره  مجموعه ای برای که استاندارد CAR مدل های همانند
ناحیه ای واحد های با مرتبط چندگانه وابسته فضایی تصادف اثرات معرف برای مدل هایی چنین
وجود ϕ = (ϕ١, ..., ϕn) متغیره تک متغیر های از بردار ی CAR مدل در م شود. گرفته به کار
،ϕi هر که به طوری م دهیم، قرار را ϕ′ = (ϕ١, ...,ϕn) ماتریس MCAR مدل برای اما داشت،

به صورت را MCAR مدل (١٩٨٨) ماردیا پیرو بنابراین است. p× ١ برداری

ϕi|ϕj ̸=i,Σi ∼ MVN

∑
j

Bijϕj ,Σi

 , i = ١, .., n (٢ . ١٠)

چند متغیره نرمال توزیع نماد MVN و هستند p × p ماتریس های Σi و Bij آن در که داریم،
ل ش به ϕ برای توام ال چ متغیره، تک حالت همانند بروک لم از استفاده با است.

P (ϕ|{Σi}) ∝ exp

{
− ١

٢ϕ′Γ−١(I − B̃)ϕ

}
(٢ . ١١)

با np × np ماتریس، ی B̃ و Σi بلوک های با قطری بلوک ماتریس ی Γ به طوری که است،
دادن قرار با باشد. متقارن باید Γ−١(I−B̃) متغیره تک حالت همانند است. Bij بلوک ,i)امین j)
و bij = wij

wi+
،CAR مدل همانند اگر م شود. ایجاد bijΣj = bjiΣi تقارن شرایط Bij = bijIp×p

م شود. برقرار تقارن شرایط یریم، ب نظر در Σi = w−١
i+Σ

قرار با یعن کرد. ساده را Γ−١(I − B̃) ل ش کرونکر٢٩ ضرب نماد از استفاده با م توان
داریم ،Γ = DW

−١ ⊗ Σ و ،(۵ . ٢) رابطه ی مشابه B با ،B̃ = B⊗ I دادن
Γ−١(I− B̃) = (DW ⊗ Σ)(I− I⊗ I) = (DW −W)⊗ Σ−١. (٢ . ١٢)

MCAR(١,Σ) با توزیع این دارد. Γ−١(I−B) بودن تکین بر دلالت DW−W بودن تکین مجددا
p و م شود گرفته به کار (٢ . ١٠) رابطه ی مانند شرط توزیع های عمل در م شود. نمادگذاری

م  شود. اعمال خط قید
به صورت را (۵ . ٢) ل ش نا متناسب، حل برای متغیره تک حالت همانند

E(ϕi|ϕj ̸=i,Γ) = Ri

∑
j

Bijϕj (٢ . ١٣)

به طوری که م شود، اصلاح Γ−١(I − B̃R) به صورت Γ−١(I − B̃) بنابراین م کنیم. بازنویس
به صورت تقارن شرایط بنابراین است. RiBij بلوک ,i)امین j) دارای B̃R

(Σ−١
i RiBij)

′ = Σ−١
j RjBji

29kronecker time



٣٩ (MCAR) چند متغیره شرط اتورگرسیو مدل های
تقارن شرایط آن گاه ،bij =

wij

wi+
و Bij = bijIp×p اگر م آید. به دست ΣjB

′
ijR

′
i = RjBjiΣi یا

به صورت
wj+ΣjR

′
i = wi+RjΣi (١۴ . ٢)

به دست Ri = Rj = R ،ΣR′
i = RjΣ و Σi = w−١

i+Σ گرفتن در نظر با نهایت در م شود. ساده
بنابراین م آید.

ΣR′ = RΣ. (١۵ . ٢)
R = ρΣ′ گرفتن در نظر بالا رابطه ی برای عادی حل ،( متناه (مثبت مثبت همیشه Σ هر برای
م دهیم قرار کلیت، دادن دست از بدون بنابراین داریم. پارامتر (p+١٢

)
+١ جمعا از این رو است.

به منجر بالا محسابات .R = ρI رو از این و t = 0

Σ
ϕ−١ = Γ−١(I− B̃R) = (DW − ρW)⊗ Σ−١ (١۶ . ٢)

ماتریس ی ،ρ برای مشابه محدودیت های تحت متغیره تک  حالت همانند این رو از م شود.
اگر م شود. داده نشان MCAR(ρ,Σ) نماد با مدل این م شود. نتیجه ناتکین کواریانس
p از حالت موجب که است، ρl عضو های با قطری نیز R باشد، σ٢

l عضوهای با قطری Σ

برای باید کواریانس، ماتریس ناتکین از اطمینان برای م شود. مستقل CAR مشخص سازی
باشد. برقرار قبل مشابه محدودیت ρl هر

اتورگرسیو ضرایب مدل این در م کنیم. معرف را MCAR(ρ,Σ) مدل از تعمیم نهایت در
ردیف های ابتدا م شود. گرفته نظر در ρ′ = (ρ١, .., ρp) بردار یعن ϕi از مولفه هر برای فضایی

یعن م شود، دوباره چین واحد ها به جای مولفه  ها بلوک بندی برای ϕi بردار np× ١
ϕ = (ϕ١١, ϕ٢١, ..., ϕn١, ϕ٢١, ..., ϕn٢, ..., ϕ١p, ..., ϕnp)′

داریم (١۶ . ٢) رابطه ی طبق همچنین است. متعامد P و ϕ′ = Pϕ به طوری که
Σ−١
ϕT = Γ−١(I− B̃R) = Σ−١ ⊗ (DW − ρW). (٢ . ١٧)

در نظر متعامد، Q و ( DW
− ١٢WDW

− ١٢ ماتریس در λi ویژه ی مقادیر با ) قطری △ با را زیر فرض
یرید: ب

DW
− ١٢WDW

− ١٢ = Q△Q′.

مولفه های با قطری Ωj گرفتن در نظر با وضوح به باشد، ،Tρj = DW − ρjW اگر این صورت در
،(Ωj)ii = ١ − ρjλj به صورت قطر روی

Tρj = DW
١٢QΩjQ

′DW
١٢

A−١
j که کنید توجه .Aj = DW

١٢QΩ
١٢
j Q

′ به طوری که Tρj = AjA
′
j همچنین م آید. به دست

Ω
− ١٢
j ،i هر برای آن گاه ،ρj ∈

(
λ−١
min, λ

−١
max

) اگر اما باشد. داشته وجود Ω
− ١٢
j اگر دارد وجود



فضایی بقای پارامتری مدل های ۴٠
م گیریم. در نظر Gj = A١A−١

J , j = ١, ..., p و G١, ..., Gp بلوک های با را G است. دسترس در
برخ با بنابراین است. برقرار مذکور ویژه مقدار شرایط ρj هر برای و کامل رتبه G ماتریس

داریم جبری محاسبات

G−١ (Σ−١ ⊗ Tρ١
)(

G−١)′ =


Σ−١١١ Tρ١ Σ−١١٢A١A′٢ · · · Σ−١١p A١A′
p

Σ−١٢١A٢A′١ Σ−١٢٢Tρ٢ · · · Σ−١٢pA٢A′
p... ... · · ·

...
Σ−١
ρ١ ApA

′١ Σ−١
ρ٢ApA

′٢ · · · Σ−١
pp Tpρ.

 (٢ . ١٨)

با مرتبط معکوس کواریانس ماتریس به عنوان و است مثبت همیشه ضرورتا بالا ماتریس
کواریانس ماتریس دارای باشد، ρ = ρ١ که صورت در ϕ به طوری که م شود؛ دیده Ψ′ = Gϕ′

است. (٢ . ١٧) ل ش به معکوس
گرفتن در نظر با است) p× ١ ،Ψi آن در (که Ψ = (Ψ١, ...,Ψn) از توزیع در نهایت

Ψ = P ′Ψ′ = P ′Gϕ′ = P ′GPϕ

داده نشان MCAR(ρ,Σ) نماد با که م کند، ارائه را جدیدی چندمتغیره CAR مشخص سازی
مجهول) ρ شامل (یعن پارامتری ϕ و Ψ به مربوط  خط تبدیلات که کنید توجه م شود.
مدل ،ρj = ρ١, j = ٢, ..., p زمان که و دارند پارامتر (p+١٢

)
+ p مدل ها، از رده این است.

صورت بدین بالا ماتریس در قطری بلوک های تفسیر همچنین م آید. به دست MCAR(ρ١,Σ)
و l = ١, ..., p (برای ψ′

l به توجه با ψ′
j شرط کواریانس ماتریس از معکوس Σ−١

jj Tρj که، است
با توجه {Ψ١j ,Ψ٢J ,Ψnj} یعن ؛ Σ−١

jj Tρj = Σ−١
jj DW آن گاه ،ρj = 0 اگر از این رو است. (l ̸= j

تک سره CAR مدل در ρ = 0 تفسیر مشابه این هستند. مستقل شرط های ر دی Φ′ همه ی به
است. متغیره

فضایی پارامتری نندگ ش مدل های ۴ . ٢
بررس مورد را سرطان ها انواع جمله از گسترده  ای بیماری های ، پزش زمینه در بقا مدل سازی

مانند م کند؛ ارائه متفاوت اندک دیدگاه بیماری ماهیت گرفتن نظر در با واق در م دهد. قرار
سریع چقدر ست ش نرخ و م رود انتظار زمان از مشخص دوره ی ی از بعد بقا مقدار چه این که
نژاد، جنسیت، به م توان آن جمله ی از که م گذارد تاثیر این ها همه ی بر عوامل چندین است.
بیماران کرد. اشاره درمان بهداشت انات ام به دسترس و درمان نوع سرطان، نوع سن،
بقا ارزیابی مانند؛ عمل دلایل به بنابراین م برند. رن چندگانه سرطان های انواع از بسیاری

مقدمات سرطان از بقا نرخ های تعدیل برای و همزمان به طور چندگانه مقدمات سرطان های از
مطلوب چندگانه سرطان های برای بقا مدل های ر، دی مقدمات سرطان های حضور در خاص
م شوند. گرفته نظر در  بیمار سرطان و بیمار ویژه متغیر های بقا، اطلاعات با همراه هستند.



۴١ فضایی پارامتری نندگ ش مدل های
تشخیص اولیه سرطان های تعداد تاهل، وضعیت نژاد، جنسیت، شامل بیمار ویژه اطلاعات
تشخیص، سن به بیمار سرطان ویژه اطلاعات است. اقامتشان محل شهرستان و داده شده
( جراح یا درمان (پرتو درمان نوع ناحیه)، یا فاصله محل، موقعیت، (در سرطان از مرحله ای

م شود. مربوط عوامل سایر و م کند تحمل سرطان نوع هر برای بیمار هر که
نوع دو از حداقل که بیمار ni منطقه، iامین در که باشد داشته وجود منطقه I کنید فرض
بیمار N =

∑I
i=١(ni) از کدام هر منحصرا شده اند. مشاهده م برند، رن سرطان K از سرطان

م شوند. شناسایی منطقه iامین از (j = ١,٢, ..., ni) بیمار jامین به  عنوان (i, j) مرتب زوج با
شدن) (سانسور مطالعه پایان یا مرگ زمان بقا، زمان نشان دهنده ی tijk کنید فرض همچنین
بیماران همه ی که جا آن از باشد. سرطان نوع kامین با داده شده تشخیص بیمار (i, j) برای
م شوند فهرست بندی {١,٢, ...,K} به صورت احتمال سرطان های ندارند، را سرطان نوع K
آن ها به امین (i, j) بیمار که سرطان هایی شاخص به عنوان C(i,j) ⊆ {١, ...,K} زیرمجموعه و
اگر و باشد هفتم منطقه ی از بیمار دهمین اگر مثال به طور م شود. یل تش است، مبتلا
شش و سه دو، نوع سرطان های ترتیب به پانکراس بزرگ، روده ، کوچ روده سرطان های
روی را خودش فضایی توزیع سرطان نوع هر روش این در .C(٧,١٠) = {٢,٣,۶} آن گاه باشند،

آشیان سرطان اثرات به طوری که هستند، فضایی همبسته نیز خودشان میان اما دارد، نقشه
همبسته مشابه، منطقه‐بیمار‐سرطان ترکیبات برای بقا زمان های این بنابراین هستند.

م گیریم. در نظر مناسب نندگ های ش معرف با را همبستگ این ما م شوند.
نندگ ش νk ، بیمار ,i)امین j) برای نندگ ش نشان دهنده ی u(i,j) کنید فرض منظور این به

منطقه iامین در آشیان سرطان نوع kامین برای نندگ ش φik و سرطان نوع kامین برای
u(i,j) ∼ N(0, σ2i ) به صورت نرمال و مستقل بیمار نندگ ش که کنید فرض همچنین باشد.
سرطان K نندگ های ش سپس است. منطقه مختص واریانس ،σi آن در که باشد شده توزیع
ماتریس Λ به طوری که م کنیم،  جم ν = (ν١, ..., νK)′ ∼ MNV(0,Λ) توزیع با ،ν بردار در را
Kبعدی، بردار اولین یل تش با {φik} فضایی نندگ های ش است. K ×K نامعلوم کواریانس
Φi = (φi١, ..., φik)

′ هر به طوری که م کنند، تعیین MCAR(α,Λ) توزیع ی Φ = (φ′١, ...,φ′
I)

′

توزیع بنابراین است. منطقه iامین در سرطان K برای فضایی نندگ های ش از K×١ برداری
صورت به م گیرد در نظر را ناحیه فضایی ساختار که کواریانس ماتریس با نرمال

Φ = (φ′١, ...,φ′
I)

′ ∼ MVN(0,ΣW (α)⊗Λ)

همسای های تعداد mi ،ΣW (α) = (Diag(mi) − αW )−١ به طوری که م شود، گرفته نظر در
همواری پارامتر α و ناحیه گراف نمایش از حاصل مجاورت ماتریس W و است iام منطقه ی
خاص منطقه ی در فضایی نندگ هایی ش و سرطان اصل اثرات برای این جا در است. فضایی
کرونه کر حاصلضرب توسط امر این واق در است. شده استفاده مشابه کواریانس ماتریس از
متقابل اثرات مدل سازی برای روش این است؛ شده انجام سرطان پراکندگ و فضایی ساختار

بود. شده پیشنهاد (١٩٩۵) کلیتون توسط فضایی غیر زمینه های در



فضایی بقای پارامتری مدل های ۴٢

فضایی متناسب مخاطره ی پارامتری مدل ١ . ۴ . ٢
کنیم. متناسب مخاطره ی مدل وارد را شده اند معرف قبل بخش در که اثرات م خواهیم حال
و تبیین متغیرهای اثرات حاوی مولفه ی با متناسب مخاطره ی مدل در اثرات این واق در
متناسب مخاطره ی مدل به معطوف ما توجه که کنید دقت م شوند. جم رگسیون ضرایب
بقای و مخاطره توابع دادیم نشان قبلا که همانطور است. وایبل پایه مخاطره تابع با پارامتری

به صورت به ترتیب متناسب مخاطرات مدل و وایبل توزیع پایه

h٠(t) =λ١λ٢tλ١−١

S٠(t) =eλ٢tλ١

h(t|x) =h٠(t)eβ′x

،xijk تبیین متغیر های اثرات گرفتن در نظر با و بالا روابط به توجه با بنابراین هستند.
مدل ،φik مناطق در سرطان ها برای آشیان اثرات و νk سرطان ها و u(i,j) بیماران اصل اثرات

صورت  به فضایی پارامتری متناسب مخاطره ی

h(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik) = λ١λ٢tλ١−١
ijk eβ

′xijk+u(i,j)+νk+φik

و ل ش پارامتر ترتیب به λ٢ و λ١ ، رگرسیون ضرایب بردار β مدل این در م شود. محاسبه
،k = ١,٢, ...,K و j = ١,٢, .., ni ،i = ١,٢, .., I وایبل، پایه مخاطره تابع مبدا از عرض پارامتر

به صورت S(t|x) = [S٠(t)]eβ
′x به توجه با مدل این شرط بقا تابع همچنین است.

S(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik,β, λ١, λ٢) = exp
(
−λ٢tλ١

ijke
β′xijk+u(i,j)+νk+φik

)
شاخص به عنوان δ(i,j) دادن قرار و بالا مشخص سازی از استفاده با بنابراین آید. م به دست
مدل این درستنمایی ،L =

∏n
i=١ h(ti)δiS(ti) رابطه ی به توجه و بیمار ,i)امین j) برای مرگ

به صورت

L(β, λ١, λ٢, {u(i,j)}, {νk}, {φik}|{tijk}, δi,j ,xijk)

=
I∏

i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

(
S(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik,β, λ١, λ٢)

) (
λ١λ٢tλ١−١

ijk exijkβ
′+u(i,j)+νk+φik

)δ(i,j)
=

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

e−H(tijk|xijk,u(i,j),νk,ϕik,β,λ١,λ٢)
(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exijkβ
′+u(i,j)+νk+φik

)δ(i,j)
(٢ . ١٩)

است. تجمع خطر تابع H (tijk|xijk, u(i,j), νk, ϕik,β, λ١, λ٢
) آن در که م آید، به دست



۴٣ فضایی پارامتری نندگ ش مدل های

فضایی متناسب بخت پارامتری مدل ٢ . ۴ . ٢
با پارامتری PO مدل به را اثرات م خواهیم حال قبل، بخش در ارائه شده PH مدل مشابه
و بقای تابع دادیم، شرح اول فصل در که همان طور کنیم. وارد لجستی ل پایه ی بقا توزیع
صورت به به ترتیب متناسب بخت مدل و لجستی ل توزیع شرط بقا تابع پایه، مخاطره ی

S٠(t) = ١
١ + λ٢tλ١

h٠(t) =λ١λ٢tλ١−١
١ + λ٢tλ١

ST (t|x) =
١

١ + λ٢ex′βtλ١

S(t|x)
١ − S(t|x)

=
S٠(t)١ − S٠(t) exp(β

′x)

برای فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بالا، روابط گرفتن در نظر با بنابراین هستند.
ل ش به  k = ١,٢, ...,K و j = ١,٢, .., ni ،i = ١,٢, .., I

S(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik)

١ − S(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik)
=

١
λ٢tλ١ e

x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

به صورت متناسب بخت مدل شرط بقای و مخاطره تابع همچنین است.

h(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik, β, λ١, λ٢) =
λ١λ٢tλ١−١

ijk ex
′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

١ + λ٢tλ١
ijke

x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

S(tijk|xijk, u(i,j), νk, φik, β, λ١, λ٢) =
١

١ + λ٢tλ١
ijke

x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

به عنوان δ(i,j) گرفتن در نظر و بالا مشخص سازی از استفاده با بنابراین م آیند. به دست
به صورت بیمار ,i)امین j) درستنمایی سهم مرگ، شاخص

L(β, λ١, λ٢, {u(i,j)}, {νk}, {φik}|{tijk}, δi,j , xijk)

=
I∏

i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

( ١
١ + λ٢tλ١

ijke
x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

)λ١λ٢tλ١−١
ijk ex

′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

١ + λ٢tλ١
ijke

x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik

δ(i,j)

=

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

 (λ١λ٢tλ١−١
ijk ex

′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik)δ(i,j)

(١ + λ٢tλ١
ijke

x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik)١+δ(i,j)

 =

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)(

(λ١λ٢tλ١−١
ijk ex

′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik)δ(i,j)

)(
G
(
tijk|xijk, u(i,j), νk, ϕik,β, λ١, λ٢

)−(δ(i,j)+١))
(٢ . ٢٠)

آن در که م شود محاسبه
G
(
tijk|xijk, u(i,j), νk, ϕik,β, λ١, λ٢

)
= (١ + λ٢tλ١

ijke
x′
ijkβ+u(i,j)+νk+φik).





٣ فصل
بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل

فضایی

معرف شامل بیزی، تحلیل م پردازیم. شده معرف مدل  های بیزی تحلیل به فصل این در
مطالب عمده شد. خواهند معرف که است کامل شرط توزیع های و پسین توزیع  پیشین ها،
اران هم و لیانگ و (٢٠٠۶) لوپز و گامرمن ،(٢٠٠۴) اران هم و بانرج منابع از فصل این

شده اند. برگرفته (٢٠١١)
پسین توزیع است. MCMC روش های بیزی، استنباط انجام در ابزار رایج ترین ش بدون
ندارند، بسته ل ش ،٢ فصل در معرف شده مدل دو پسین کامل شرط توزیع های این رو از و

مبتن تقریبی روش از باید استنباط، برای آن بر مبتن لازم کمیت های محاسبه برای بنابراین
م پردازیم. آن تعریف به ابتدا بنابراین کرد. استفاده MCMC وریتم های ال مانند نمونه گیری، بر

مارکوف زنجیر مونت کارلوی وریتم های ال
غیرمستقیم به طور (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛ اران، هم و (متروپولیس MCMC وریتم های ال
زنجیر از وابسته نمونه تولید واق در م کنند. نمونه  تولید مفروض احتمال توزیع ی از

بزرگ حجم تولید با است. علاقه مورد پسین توزیع همان آن مانای توزیع که است مارکوف
توزیع از نمونه هایی به عنوان زنجیر حالت های بعد، به جایی از کارلویی مونت نمونه های از



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۴۶
برای ابزاری عنوان به وریتم ال این از (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند م شود. گرفته نظر در پسین،

کردند. استفاده بیزی استنباط های اجزای
وابسته تصادف متغیر های از دنباله ای گرفتن در نظر با توصیف به منظور

X(٠), X(١), ..., X(K), ...

توزیع که است، مارکوف زنجیر ساخت ،MCMC وریتم ال اصل هدف ،χ حالت فضای روی
به قدر k وقت یعن است؛ نیز حدی توزیع ی π مانای توزیع باشد. π هدف توزیع آن مانای

باشد بزرگ کاف
X(k) d→ π.

که دارد وجود خاص مانای توزیع ی با مارکوف زنجیر های تولید برای زیادی وریتم های ال
اسمیت، و گلفاند ١٩٨۴؛ گمان، و (گمان گیبز١ نمونه گیر وریتم ال به م توان آن جمله ی از
کرد. اشاره (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛ اران، هم و (متروپولیس هستینگز٢ متروپولیس و (١٩٩٠
از استفاده برای م بایست و است شده بنا پارامتر ها شرط پسین توزیع های بر گیبز وریتم ال
در باشند. شده مشخص متناسب صورت به کم دست پارامتر ها، کامل شرط توزیع های آن،

گرفت. کم هستینگز متروپولیس وریتم ال از م توان این صورت غیر
رایی هم تشخیص نظیر متعددی لات مش دارای هستینگز متروپولیس وریتم ال طرف از
از دنباله ای به را مسائل این گونه گیبز نمونه گیر اما م باشد. محاسبات طولان زمان و زنجیر
زمان دنباله ها این است ن مم البته است. ساده تر آن اجزای و م کند تقسیم ساده تر مسائل
توجه جالب و مفید وریتم ال این وجود، این با ول باشند داشته نیاز رایی هم برای زیادی
دو ادامه در کنیم. تولید توام پسین توزیع از نمونه ی که م دهد را اجازه این زیرا است،

م دهیم. شرح مختصر به طور را گیبز نمونه گیر و هستینگز متروپولیس وریتم ال

گیبز نمونه گیر ٣ . ١
معرف تصویری مدل های پردازش در (١٩٨۴) گمان و گمان توسط ابتدا گیبز نمونه گیر روش

محاسبه برای نمونه گیری مبنای بر روش به عنوان (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند توسط سپس شد.
این ساده و واض توضیح شد. پیشنهاد بیزی استنباط چارچوب در حاشیه ای ال های چ
پسین توزیع های از گیبز وریتم ال است. شده بیان (١٩٩٢) جورج و کسلا به وسیله وریتم ال
کامل٣ شرط پسین توزیع اصطلاحا که پارامتر ها سایر شرط به مختلف، پارامتر های شرط

م کند. استفاده هدف پسین توزیع از نمونه گیری برای م شوند، نامیده
1Gibbs sampling
2Metropolis Hastings
3Full conditional



۴٧ گیبز نمونه گیر
باید گیبز، نمونه گیر اجرای برای باشد. داشته θ = (θ١, ..., θk)T پارامتر k مدل  کنید فرض
تولید i = ١, ..., k ،P (θi|θj ̸=i) کامل شرط توزیع هر از توانند م نمونه ها که کنیم فرض
ل  های ش کامل شرط توزیع های اگر (مثلا مستقیم است، ن مم نمونه هایی چنین شوند.
در رد) نمونه گیری روش به وسیله  (مثلا مستقیم غیر یا باشند) داشته گاما  و نرمال مانند آشنا
کامل شرط توزیع های از مجموعه ای ضعیف، شرایط تحت حالت دو هر در باشند، دسترس
حاشیه ای پسین توزیع های همه ی از این رو و P (θ|y) توام پسین توزیع منحصر به فرد به طور

م کنند. تعیین را i = ١, ..., k ،P (θi|y)
با {θ(٠)٢ , ..., θ

(٠)
k } اولیه مقادیر از دلخواه مجموعه ی به توجه با گیبز نمونه گیر وریتم ال

م شود: حاصل زیر به صورت ،t ∈ ١ : T تکرار
θ
(t)

١ ∼ P (θ١|θ(t−١)
٢ , θ

(t−١)
٣ , ..., θ

(t−١)
k ,y) (١

θ
(t)

٢ ∼ P (θ٢|θ(t)١ , θ
(t−١)
٣ , ..., θ

(t−١)
k ,y) (٢

...
θ
(t)
k ∼ P (θk|θ

(t)

١ , θ
(t)

٢ , ..., θ
(t)

k−١,y) (k
،(١٩٨۴ گمن، و گمن ) برقرارند آماری مدل های اکثر برای اغلب که ضعیف شرایط تحت
P (θ١, ..., θk|y) واقع توام پسین به توزیع، در (θ

(t)

١ , ..., θ
(t)
k ) تکرار t در آمده به دست tتایی

{θ(t), t = t٠ + ١, ..., T} بزرگ، کاف اندازه ی به t برای که است معن بدین این راست؛ هم
برآورد برای نمونه میانگین از است ن مم هم چنین است. واقع پسین از همبسته نمونه ی

یعن کنیم استفاده پسین میانگین

Ê(θi|y) =
١

T − t٠
T∑

t=t١+٠
θ
(t)
i .

m م توان عمل در م شود. شناخته سوزاندن دوره ی به عنوان معمولا t = t٠ تا t = ٠ زمان
کرد. استفاده کم) نسبتا m (با زنجیره ی تنها به جای را موازی گیبز نمونه گیری زنجیره ی
میانگین برآورد و م شود ریخته دور سوزاندن دوره ی های نمونه همه ی دوباره حالت این در

به صورت را پسین
Ê(θi|y) =

١
m(T − t٠)

m∑
j=١

T∑
t=t١+٠

θ
(t)
i,j

است. زنجیره عدد تعداد نشان دهنده ی θi,j زیرنویس دومین به طوری که آورد، خواهیم به دست

کردند. انتخاب گیبز توزیع از استفاده به دلیل را گیبز نمونه گیر نام (١٩٨۴) گمن و گمن
با مساله چند به را بالا ابعاد با مسائل شبیه سازی، برای ال ها چ از استفاده با نمونه گیری این

خودهمبستگ میزان اندازه هر طرف از است. مزیت ی این که م کند، تقسیم تر کوچ ابعاد
بیش تری تکرار های تعداد نیازمند رایی هم برای وریتم ال باشد، زیاد شده تولید نمونه های بین
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توزیع های انتخاب به مارکوف زنجیر مونت کارلوی وریتم های ال رایی هم کل حالت در اما است.

دارد. بستگ پارامتر ها پیشین

هستینگز متروپولیس وریتم ال ٣ . ٢
توزیع هر از به آسان بتوانیم که است این نیازمند اما است، آسان اجرا و فهم برای گیبز گیر نمونه
و π(θ) پیشین توزیع که زمان است ن مم متاسفانه یریم. ب نمونه  P (θi|θj ̸=i,y) کامل شرط
بسته ل ش در کامل شرط توزیع  های این از تا چند یا ی نیستند، مزدوج f(y|θ) درستنمایی
متناسب ،f(y|θ)π(θ) یعن تناسبی ثابت ی با P (θi|θj ̸=i,y) حالت این در نباشد. دسترس در
رد ساختار مشابه ساختاری با ز) هستنی متروپولیس وریتم ال (یا متروپولیس وریتم ال است.
نمونه گیری که توزیع با متناسب تابع ی به تنها زیرا م گیرد، در نظر را مساله این پذیرش و
و شد پیشنهاد (١٩۵٣) اران هم و متروپولیس توسط ابتدا وریتم ال این دارد. نیاز م شود
اساس بر ارزیابی با وریتم ال این یافت. تدوین کامل به طور (١٩٧٠) هستینگز توسط سپس
ن مم نمونه های به عنوان پیشنهادی توزیع ی توسط که مشاهدات ، احتمالات قاعده ی ی
استفاده برای اساس این بر م پذیرد. معین احتمال با را م شوند پیشنهاد پسین توزیع از
رایی هم سرعت و دقت بر آن انتخاب که است نیاز پیشنهادی توزیع ی به وریتم، ال این از

است. موثر وریتم ال
برای معتبر ال چ تابع ی که م کنیم شروع q(θ∗|θ(t−١)) پیشنهادی ال چ تعیین با

یعن متقارن، آرگومان هایش در ال چ این است. θ(t−١) شرط متغیر از ن مم مقدار هر
برای t = ٠ تکرار هر در θ(٠) اولیه مقادیر به توجه با است. q(θ∗|θ(t−١)) = q(θ(t−١)|θ∗)

م شود: حاصل زیر صورت به متروپولیس وریتم ال (t ∈ ١ : T )

q(.|θ(t−١)) پیشنهادی ال چ تابع از θ∗ تولید (١
r = h(θ∗)/h(θ(t−١)) = exp[log h(θ∗)− log h(θ(t−١))] پذیرش احتمال محاسبه ی (٢

آن گاه است، r < ١ اگر و م دهیم قرار θ(t) = θ∗ باشد r ≥ ١ اگر (٣

θ(t) =


θ∗ r احتمال با
θ(t−١) ١ − r احتمال با

.

در θ(t) بود، برقرار گیبز نمونه گیر در که آن چه مشابه ضعیف شرایط تحت کل به طور سپس
وریتم ال زمان که که کنید توجه راست. هم P (θ|y) واقع پسین ال چ تولید ی به توزیع

شرط توزیع از هرگز م شود، استفاده گیبز نمونه گیر ی در به روز رسان برای متروپولیس
است. آهسته تر منظم گیبز گیر نمونه ی به نسبت وریتم ال این در رایی هم نم گیرد. نمونه
پیشنهادی ال چ انتخاب به وسیله ی را ضروری انعطاف پذیری متروپولیس وریتم ال مقابل در



۴٩ گیبز درون متروپولیس‐هستینگز وریتم ال
شود. محسوب محدودیت ی هم و مزیت هم م تواند انعطاف پذیری این م آورد. دست به

کاف پذیرش خوب انتخاب ی تنها عمل در اما آزادیم، چیزی هر انتخاب برای تئوری نظر از
دادن قرار معمول روش آورد. خواهد به دست را

q(θ∗|θ(t−١)) = N(θ∗|θ(t−١), Σ̃) (٣ . ١)
(یعن است اصلاح کننده خود به خود تقارن، ویژگ داشتن با توزیع این این رو از است.

به q مشخص سازی پس هستند). مرکزی زنجیره ی از اخیر مقدار حول همیشه پیشنهادها
م شود. منجر Σ̃ از مشخص سازی

م کنیم. معرف کرد، طراح (١٩٧٠) ز هستنی که متروپولیس وریتم ال از مهم تعمیم حال
فضای کردن کراندار برای اغلب که پیشنهادی ال چ آرگومان های تقارن شرایط نوع، این در
در وریتم، ال این شرح به منظور نم شود. گرفته در نظر است، مفید (θ > ٠ (مثلا پارامتر

رابطه ی با را r پذیرش نسبت متروپولیس، وریتم ال دوم مرحله ی
r =

h(θ∗)q(θ(t−١)|θ∗)
h(θ(t−١))q(θ∗|θ(t−١))

م شود بزرگ کاف قدر به  t وقت ،θ(t) ضعیف شرایط تحت دوباره بنابراین م کنیم. ذاری جای
راست. هم P (θ|y) واقع پسین ال چ از متغیر ی به توزیع در

پیشنهادی ال چ ی از یعن م شود؛ داده قرار q(θ∗|θ(t−١)) = q(θ∗) معمولا عمل در
به عنوان اوقات گاه وریتم ال این م شود. استفاده م گیرد، نادیده را متغیر اخیر مقادیر که
آسان اجرا برای مستقل دنباله ای وجود دلیل به م شود. اشاره هستینگز۴ مستقل زنجیره  ی

باشد. واقع پسین نزدی q انتخاب این که ر م م شود؛ را هم آهستگ به اما است،
از تولید برای بزرگتر گیبز نمونه گیر وریتم ال زیرگام به عنوان اغلب متروپولیس وریتم ال
دورگه ای گیبز‐متروپولیس کاربرد های چنین م شود. استفاده مدل کامل شرط  توزیع های

معرف را آن که شده اند، شناخته متروپولیس۶ زیر گام های یا گیبز۵ در متروپولیس عنوان به
م کنیم.

گیبز درون متروپولیس‐هستینگز وریتم ال ٣ . ٣
شبیه سازی سادگ به نتوان را کامل شرط ال های چ از برخ صورت که در را گیبز نمونه گیر
گیبز، تحت متروپولیس ار راه از استفاده با حالت این در داد. تعمیم م توان آسان به کرد،
به طور نم افتد. مخاطره به متداول غیر کامل شرط ال های چ برای گیبز، نمونه گیری نتایج

از شبیه سازی کنید فرض مثال
θ
(t)
i ∼ P (θi|θ(t)١ , ..., θ

(t)

i−١, θ
(t−١)
i+١ , .., θ

(t−١)
k )

4Hastings independence chain
5Metropolis within Gibbs
6Metropolis substeps
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نمونه گیر مراحل از مرحله ی (در آن از نمونه تولید برای م توان حالت این در باشد. ل مش
وریتم ال ی با گام این حالت این در کرد. استفاده متروپولیس‐هستینگز وریتم ال از گیبز)
زین جای است، P (θi|θ(t)١ , ..., θ

(t)

i−١, θ
(t−١)
i+١ , .., θ

(t−١)
k ) آن مانا توزیع که متروپولیس‐هستینگز

م توان باشد، ل مش بسیار کامل شرط ال چ ی از شبیه سازی حالت که در م شود.
متروپولیس‐هستینگز وریتم های ال با را گیبز نمونه گیر از مختلف مراحل ترتیب همین به
م کنیم؛ استفاده گیبز درون ز متروپولیس‐هستنی وریتم ال از پایان نامه  این کرد.در ترکیب

م کنیم. معرف نیز را ورقه ای٧ نمونه گیری کرد خواهیم ذکر که به دلایل اما

ورقه ای نمونه گیری ۴ . ٣
در است. (نیل،٢٠٠٣) ورقه ای گیری نمونه ز، هستنی متروپولیس وریتم ال برای زین جای ی
به طوری که هستیم، θ ∼ f(θ) ≡ h(θ)/

∫
h(θ)dθ از نمونه گیری دنبال به آن ل ش ساده ترین

از توام توزیع داریم. U |θ ∼ Unif(٠, h(θ)) ،U تبیین متغیر کنید فرض است. معلوم h(θ)

نشانگر تابع نشان دهنده ی ،I آن در که است، P (θ, u) ∝ ١.I(U < h(θ)) به صورت U و θ
از و P (θ, u) از نمونه هایی دهیم، انجام تکرار هر در U |θ از گیبز گیر نمونه ی ما اگر است.
توزیع از تولید به ملزم θ|u از نمونه گیری آوریم. م به دست را f(θ) ،θ حاشیه ای توزیع این رو

ال چ U ورقه ی یا برش است. SU = {θ : U < h(θ)} مجموعه ی سرتاسر در θ برای نواخت ی
را θ م توان فاصله، ی در SU حصر با م کند. ارائه را SU محور روی نتیجه شده غیر نرمال
(θ ∈ SU اگر (یعن U < h(θ) اگر تنها هم چنین کرد. تولید بازه این روی نواخت ی به طور
حال م شود. پیچیده تر SU باشد چند متغیره θ اگر کرد. حفظ به سادگ را آن م توان باشد،

داریم. احتیاج کراندار مستطیل ی به ما
ال چ دارای h١ مثلا برای نمونه گیری باشد، h(θ) = h١(θ)h٢(θ) اگر که کنید توجه

U تبیین متغیر م توان بنابراین است؛ سخت غیر استاندارد ال چ دارای h٢ و استاندارد
P (θ, u) = h١(θ)I(U < h٢(θ)) حال کرد. معرف است، U |θ ∼ U(٠, h٢(θ)) به صورت که را
h١(θ) از θ ،θ|U نمونه برای هم چنین است. معمول نمونه گیری برای ،U |θ دوباره است.

م شود. حفظ θ ،U < h٢(θ) اگر تنها و م شود تولید
عدد، ی حفظ برای به طوری که است، رد نمونه گیری مشابه ورقه ای نمونه گیری واق در
متروپولیس وریتم ال به نسبت مزیت موجب ر دی سوی از م شود. تولید را h١ از θزیادی تعداد
انتظار م گیریم. نمونه P (θ|u) دقیق کامل شرط های از همیشه آن در که است، ز هستنی

شود. را هم سریع تر ورقه ای نمونه گیری که م رود

7Slice sampling



۵١ فضایی پارامتری متناسب مخاطره ی مدل بیزی استنباط

پارامتری متناسب مخاطره ی مدل بیزی استنباط ۵ . ٣
فضایی

در م کنیم. استفاده بیزی چارچوب از قبل بخش در شده معرف مدل دو استنباط برای
برای بیزی مدل سازی ساختار و هستند مراتبی سلسله کردیم معرف که مدل هایی واق
برای شد. خواهد استفاده پیچیده سلسله مراتبی مدل های اجرا در آسان و انعطاف پذیری

م کنیم. معرف را متناسب مخاطره ی مدل پسین توزیع و پیشین ها ابتدا امر این

پیشین ها معرف ١ . ۵ . ٣
برای پیشین توزیع که داریم احتیاج ،PH مدل از بیزی مشخص سازی کردن کامل برای

کنیم. تعیین را پارامتر ها
گاما توزیع وایبل، توزیع مقیاس پارامتر برای •

λ١ ∼ Gamma (s٠, s١)

π (λ١) =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)

پیشین توزیع آوردن به دست برای معلوم ابر پارامتر های s١ و s٠ آن در که م کنیم، تعیین
هستند. مبهم

نرمال ل توزیع وایبل، توزیع ل ش پارامتر پیشین برای •

λ٢ ∼ Lognormal
(
µ٠, τ٢٠

)
π (λ٢) =

١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

هستند. مدل ابر پارامتر های τ٢ و µ٠ آن در که داریم،
هستند: زیر ل به ش مبهم نرمال پیشین دارای β رگرسیون ضرایب •

β ∼ MVNq

(٠, σ٢
βI
)

π (β) =
١(٢π) q٢ |σ٢

βI|
q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

)

است. β مشابه بعد با همان ماتریس I آن در که



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۵٢
نرمال ل به ش بیمار نندگ ش پیشین •

u(i,j)|σ٢
i ∼ N

(٠, σ٢
i

)
π
(
u(i,j)|σ٢

i

)
=

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

است.
معکوس گاما توزیع بیمار نندگ ش پیشین واریانس برای •

σ٢
i ∼ IG (ai, bi)

π (σi) =
baii

Γ (ai)
exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١

هستند. ابر پارامتر ها bi و ai آن در که م کنیم، انتخاب
نرمال پیشین سرطان ها نندگ ش برای •

ν|Λ ∼ MVNK (٠,Λ)

π (ν|Λ) =
١(٢π) k٢ |Λ|

١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

م گیریم. در نظر
است: زیر ل به ش نرمال توزیع دارای آشیان سرطان نندگ ش پیشین •

Φ|Λ, α ∼ MVNIK (٠,ΣW (α)⊗Λ)

π (Φ|Λ, α) = ١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)
.

معکوس ویشارت توزیع ،Λ Kبعدی کواریانس ماتریس پیشین برای •
Λ ∼ IW (r٠,Λ٠)

π (Λ) =
|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

هستند. ابر پارامتر ها Λ٠ و r٠ به طوری که م کنیم، انتخاب
است: زیر نواخت ی توزیع دارای نیز α همواری پارامتر پیشین •

α ∼ U(٠, ١)
π (α) = ١.
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متناسب مخاطره ی مدل پسین توزیع ساخت ٢ . ۵ . ٣
مجموعه و مدل ابر پارامتر های و پارامتر ها بردار Θ = {λ١, λ٢,β,ν, u,Φ, σ٢

i ,Λ, α} کنید فرض
به صورت مشاهدات

D = {tijk, δ(i,j),xijk}

به صورت پسین توزیع بنابراین باشند.
π (Θ|D) ∝ π (Θ)L (Θ|D)

استقلال فرض به دلیل است. پارامتر ها توام پیشین توزیع π (Θ) آن در که است محاسبه قابل
م شوند. نوشته ضربی آن هابه صورت پیشین توزیع های ال چ توابع پارامترها؛ بردار مولفه های
مخاطره ی مدل پسین توزیع بنابراین است، (٢ . ١٩) رابطه ی درستنمایی تابع همان L (Θ|D)

به صورت متناسب

π(Θ|D) = π (λ١)π (λ٢)π (β)
I∏

i=١

ni∏
j=١

π
(
u(i,j)|σ٢

i

)
π
(
σ٢
i

)
π (ν|Λ)π (Φ|Λ, α)π (Λ)π (α)

× L (Θ|D) =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)

م آید. به دست

متناسب مخاطره ی مدل کامل شرط توزیع های ٣ . ۵ . ٣
ساده سازی، به  منظور آوریم. به دست بردارپارامتر ها مولفه های برای را کامل شرط توزیع های
همچنین م کنیم. استفاده

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

و
I∑

i=١

ni∑
j=١

∑
k∈C(i,j)

برای ∏
i,j,k

∑و
i,j,k

نماد های از ترتیب به
بنابراین م کنیم. استفاده a مولفه بدون پارامتر ها بردار نمایش برای Θ−a نماد از بخش این در
م آیند. به دست زیر به صورت کامل شرط توزیع های ،٢ . ۵ . ٣ بخش پسین توزیع به توجه با
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:λ١ کامل شرط توزیع . ١

f
(
λ١|s٠, s١,Θ−λ١ , D

)
=

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dλ١

=
π (Θ|D)

A١
(٣ . ٢)

آن در که

A١ =
١

Γ (s٠) ss٠١
١

λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ٢t−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١tλ١

ijk

)δ(i,j) dλ١.

بنابراین م شوند، حذف (٣ . ٢) رابطه ی مخرج و صورت از مشابه مولفه های تمام

f(λ١|s٠, s١,Θ−λ١ , D) ∝ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١tλ١

ijk

)δ(i,j)

∝ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)
exp

−
∑
i,j,k

H (tijk|xijk,Θ)

λ
∑

ijk δ(i,j,k)

١

∏
i,j,k

t
δ(i,j)
ijk

λ١

∝ λ
∑

i,j,k δ(i,j)+s١−٠
١

∏
i,j,k

t
δ(i,j)
ijk

λ١
exp

−λ١
s١

−
∑
i,j,k

H (tijk|xijk,Θ)

 .

:λ٢ کامل شرط توزیع . ٢

f
(
λ٢|µ٠, τ٢٠ ,Θ−λ٢ , D

)
=

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dλ٢

=
π (Θ|D)

A٢
(٣ . ٣)
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آن در که

A٢ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١√
٢πτ٢٠

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢

exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
)

|Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

)δ(i,j))
∫ λ١−٢ exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) (λ٢)δ(i,j)
 dλ٢.

داریم: (٣ . ٣) رابطه ی مخرج و صورت در مشابه مولفه های حذف با

f(λ٢|µ٠, τ٢٠ ,Θ−λ٢ , D) ∝ λ١−٢ exp
(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) (λ٢)δ(i,j)

∝ λ−١٢ . exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)
. exp

−
∑
i,j,k

H (tijk;xijk,Θ)

 (λ٢)
∑

i,j,k δ(i,j)

∝ λ
∑

i,j,k δ(i,j)−١
٢ exp

−(log λ٢ − µ٢(٠
٢τ٢٠

−
∑
i,j,k

H (tijk;xijk,Θ)

 .

:β کامل شرط توزیع . ٣

f(β|σ٢
β ,Θ−β, D) =

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dβ

=
π (Θ|D)

A٣
(۴ . ٣)
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به طوری که

A٣ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢

I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
baii

Γ (ai)
exp

(
− bi

σ٢
i

)
( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢p
β

)−١
β

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
exp

(
xijkβ

′))δ(i,j) dβ.

این صورت در م کنیم، حذف را (٣ . ١٣) رابطه ی ومخرج صورت مشترک مولفه های

f(β|σ٢
β ,Θ−β, D) ∝ exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢p
β

)−١
β

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))

(
exp

(
xijkβ

′))δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢σ٢
β

pβ
Tβ

)
exp

−
∑
i,j,k

H(tijk|xijk,Θ)


exp{βT

∑
i,j,k

δ(i,j)xijk}

 ∝ exp

− β
Tβ

٢σ٢
β

p + βT
∑
i,j,k

δ(i,j)xijk −
∑
i,j,k

H(tijk|xijk,Θ)

 .

:u(i,j)|σ٢
i کامل شرط توزیع . ۴

f(u(i,j)|σ٢
i ,Θ−u(i,j)

, D) =
π (Θ|D)∫

π (Θ|D) du(i,j)
=
π (Θ|D)

A۴
(۵ . ٣)



۵٧ فضایی پارامتری متناسب مخاطره ی مدل بیزی استنباط
فوق رابطه ی در

A۴ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)
١(٢π) q٢ |σ٢

βI|
q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) ∏
s

∏
t

(s,t) ̸=(i,j)

٢√١πσ٢
s

exp

(
− ١

٢σ٢
s

u٢
(s,t)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + νk + φik

))
∫  ٢√١πσ٢

i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) exp
(
u(i,j)

)δ(i,j) du(i,j)

بنابراین نمود، حذف (۵ . ٣) رابطه ی مخرج و صورت در را مشابه عبارات م توان است.
م شود: حاصل زیر به صورت نتیجه

f(u(i,j)|σ٢
i ,Θ−u(i,j)

, D) ∝ exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))

× exp
(
u(i,j)

)δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
exp

−
∑
i,j,k

H(tijk|xijk,Θ)


× exp

 ∑
k∈C(i,j)

δ(i,j)u(i,j))

 ∝ exp

−
u٢
(i,j)

٢σ٢
i

+
∑

k∈C(i,j)

δ(i,j)u(i,j) −
∑
i,j,k

H(tijk|xijk,Θ)

 .

:σ٢
i کامل شرط توزیع . ۵

f(σ٢
i |u, ai, bi) =

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dσ٢

i

=
π (Θ|D)

A۵
(۶ . ٣)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۵٨
زیراست: به صورت A۵ فوق رابطه ی در

A۵ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)
١(٢π) q٢ |σ٢

βI|
q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

)∏
s ̸=i

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
s

exp

(
− ١

٢σ٢
s

u٢
(s,j)

)
baii

Γ (ai)

١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫  ni∏

j=١
٢√١πσ٢

i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ dσ٢
i

م شوند، حذف هستند هم مشابه مخرج و صورت در که عبارت هایی (۶ . ٣) رابطه ی در 
درنتیجه

f(σ٢
i |u, ai, bi) ∝

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١

∝

( ١
σ٢
i

)−ni٢
exp

− ١
٢σ٢

i

ni∑
j=١

u٢
(i,j)

 exp

(
− ١
σ٢
i

bi

)( ١
σ٢
i

)−ai−١

∝

( ١
σ٢
i

)−ni٢ −ai−١
exp

(
− ١

٢σ٢
i

u′iui

)
exp

(
− ١
σ٢
i

bi

)

∝

( ١
σ٢
i

)−(ni٢ +ai)−١
exp

(
− ١
σ٢
i

( ١
٢u′iui + bi

))

یعن است، معکوس گاما توزیع هسته ی بالا تناسب

σ٢
i |u, ai, bi ∼ IG(

ni٢ + ai,
١
٢u′iui + bi)

است. ui = [u(i,j)]ni

j=١ و iام منطقه ی در بیماران تعداد ni آن در که

:ν|Λ کامل شرط توزیع . ۶

f(ν|Λ,Θ−ν , D) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dν

=
π (Θ|D)

A۶
(٣ . ٧)



۵٩ فضایی پارامتری متناسب مخاطره ی مدل بیزی استنباط
است: شده گرفته در نظر زیر به صورت A۶

A۶ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + φik

))δ(i,j)
∫ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)∏

i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) (exp (νk))
δ(i,j)

 dν

حاصل زیر به صورت نتیجه ،(٣ . ٧) رابطه ی مخرج و صورت در مشابه عبارت های حذف با
م شود:

f(ν|Λ,Θ−ν , D) ∝ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)∏

i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) (exp (νk))
δ(i,j)

∝ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)
exp

−
∑
i,j,k

H(tijk|xijk,Θ)

 exp

∑
i,j,k

δ(i,j)νk


∝ exp

−ν
′Λ−١ν

٢ +
∑
i,j,k

δ(i,j)νk −
∑
i,j,k

H(tij |xijk,Θ)

 .

Φ|Λ, α کامل شرط توزیع . ٧

f(Φ|α,Λ,Θ−Φ, D) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dΦ

=
π (Θ|D)

A٧
(٣ . ٨)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۶٠
آن در که

A٧ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk
))δ(i,j)

∫ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)∏

i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ)) (exp (φik))
δ(i,j)

 dΦ.

م کنیم: حذف را مشابه عبارت های ،(٣ . ٨) رابطه ی مخرج و صورت در حال

f(Φ|α,Λ,Θ−Φ, D) ∝ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)∏

i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))

× (exp (φik))
δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw(α)⊗Λ)−١ Φ
)
exp

−
∑
i,j,k

H(tijk;xijk,Θ)


exp

∑
i,j,k

δ(i,j)φik

 ∝ exp

−ΦT (Σw(α)⊗Λ)−١ Φ
٢ +

∑
i,j,k

δ(i,j)φik −
∑
i,j,k

H(tijk;xijk,Θ)

 .

و I × I ماتریس های به ترتیب B و A کنید فرض (٢٠٠٧ اران، هم و (دیوا .١ . ۵ . ٣ لم
ماتریس و C ،K ×K ماتریس دراین صورت باشد، I K طول به برداری هر x و K ×K

به طوری که دارد، وجود D ،I × I

x′(A⊗B)x = tr(CB) = tr(DA)

C =

I∑
i=١

I∑
j=١

(A)ijxjx
′
i.

:Λ کامل شرط توزیع . ٨

f(Λ|r٠,Λ٠ν,Φ, α) = π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dΛ

=
π (Θ|D)

A٨
(٣ . ٩)



۶١ فضایی پارامتری متناسب مخاطره ی مدل بیزی استنباط
آن در که

A٨ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢
١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢
|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
)

∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ ( ١

|Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

×|Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))) dΛ.

به فوق، لم به توجه با و (٣ . ٩) رابطه ی ومخرج صورت در مشابه عبارت های حذف با
م رسیم: زیر نتایج

f(Λ|r٠Λ٠, ν,Φ, α) ∝ ١
|Λ|

١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

× |Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١)) dΛ ∝ |Λ|−

r٠+k+٢٢ exp

(
− ١

٢νν ′Λ−١
)

exp

(
− ١

٢ tr
(
CΛ−١)) exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∝ |Λ|−
r٠+k+٢٢ . exp

(
− ١

٢ tr
(
νν ′ + C +Λ٠

)
Λ−١

)
∝ |Λ|−

r٠+k+٢٢ . exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠∗Λ−١))

بنابراین است، Λ٠∗ = (νν ′ + C +Λ٠) و C =
∑I

i=١
∑I′

i′

(
Σ−١
w (α)

)
ii′
φiφ

T
i′ آن در که

صورت به کواریانس ماتریس کامل شرط توزیع

Λ|r٠,Λ٠, ν,Φ, α ∼ IW (r٠ + ١,Λ∗٠)

است. معکوس ویشارت توزیع ی واق در که م آید، به دست

:α کامل شرط توزیع . ٩

f(α|Φ,Λ) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dα

=
π (Θ|D)

A٩
(٣ . ١٠)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۶٢
است: زیر ل ش به A٩ رابطه این در

A٩ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

exp (−H (tijk|xijk,Θ))
(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ ( ١

|Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
))

dα

شرط  توزیع (٣ . ١٠) رابطه ی مخرج و صورت در مشابه عبارت های حذف با بنابراین
م شود: نتیجه زیر ل ش به  همواری پارامتر کامل

f(α|Φ,Λ) ∝ ١
|Σw (α) |

١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط ۶ . ٣
و پیشین ها ابتدا امر این برای م کنیم. استفاده بیزی چارچوب از نیز مدل این استنباط برای
مخاطره ی مدل مشابه مدل این پیشین م کنیم. معرف را متناسب بخت مدل پسین توزیع
اجتناب آن باز نویس از بنابراین کردیم. معرف را آن ها ١ . ۵ . ٣ بخش در که است، متناسب

م کنیم.

متناسب بخت مدل پسین توزیع ١ . ۶ . ٣
و مدل ابر پارامتر های و پارامتر ها بردار Θ = {λ١, λ٢,β,ν, u,Φσ٢

i ,Λ, α} قبل همانند
به صورت پسین توزیع بنابراین هستند. مشاهدات مجموعه D = {tijk, δ(i,j),xijk}

π (Θ|D) ∝ π (Θ)L (Θ|D)



۶٣ فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط
درستنمایی تابع همان L (Θ|D) و پارامتر ها پیشین توزیع π (Θ) آن در که است محاسبه قابل

م شود: حاصل زیر به صورت متناسب بخت مدل پسین توزیع بنابراین است،

π(Θ|D) = π (λ١)π (λ٢)π (β)
I∏

i=١

ni∏
j=١

π
(
u(i,j)|σ٢

i

)
π
(
σ٢
i

)
π (ν|Λ)π (Φ|Λ, α)π (Λ)π (α)

× L (Θ|D) =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

I∏
i=١

ni∏
j=١

∏
k∈C(i,j)

(
G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١))(λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
x′
ijkβ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
.

متناسب بخت مدل کامل شرط توزیع های ٢ . ۶ . ٣

ساده سازی، به  منظور آوریم. به دست بردارپارامتر ها مولفه های برای را کامل شرط توزیع های
I∏استفاده

i=١
∏ni

j=١
∏

k∈C(i,j)
I∑و

i=١
∑ni

j=١
∑

k∈C(i,j)
i,j,k∏برای i,j,k∑و نماد های از ترتیب به

a مولفه بدون پارامتر ها بردار نمایش برای Θ−a نماد از بخش این در هم چنین م کنیم.
کامل شرط توزیع های ، ١ . ۶ . ٣ بخش پسین توزیع به توجه با بنابراین م کنیم. استفاده

م آیند. به دست زیر به صورت

:λ١ کامل شرط توزیع . ١

f
(
λ١|s٠, s١,Θ−λ١ , D

)
=

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dλ١

=
π (Θ|D)

B١
(٣ . ١١)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۶۴
آن در که

B١ =
١

Γ (s٠) ss٠١
١

λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ٢t−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)∏
i,j,k

(
λ١tλ١

ijk

)δ(i,j) (
G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)) dλ١.

بنابراین م شوند، حذف (٣ . ١١) رابطه ی مخرج و صورت از مشابه مولفه های تمام

f(λ١|s٠, s١,Θ−λ١ , D) ∝ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)∏
i,j,k

(
λ١tλ١

ijk

)δ(i,j) (
G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١))

∝ λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

)
λ
∑

i,j,k δ(i,j)

١
∏
i,j,k

(log (tijk))
(λ١−١)δ(i,j) ∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

∝ λ
∑

i,j,k δ(i,j)+s١−٠
١ exp

−λ١
∑

i,j,k

δ(i,j) log tijk +
١
s١

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

:λ٢ کامل شرط توزیع . ٢

f
(
λ٢|µ٠, τ٢٠ ,Θ−λ٢ , D

)
=

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dλ٢

=
π (Θ|D)

B٢
(٣ . ١٢)



۶۵ فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط
آن در که

B٢ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١√
٢πτ٢٠

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢

exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
)

|Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

)δ(i,j))
∫ λ١−٢ exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ٢)δ(i,j)
 dλ٢.

(٣ . ١٢)داریم: رابطه ی مخرج و صورت در مشابه مولفه های حذف با

f(λ٢|µ٠, τ٢٠ ,Θ−λ٢ , D) ∝ λ١−٢ exp
(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ٢)δ(i,j)

∝ λ−١٢ exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ٢)
∑

i,j,k δ(i,j)

∝ λ
∑

i,j,k δ(i,j)−١
٢ exp

(
−(log λ٢ − µ٢(٠

٢τ٢٠

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١).

:β کامل شرط توزیع . ٣

f(β|σ٢
β ,Θ−β, D) =

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dβ

=
π (Θ|D)

B٣
(٣ . ١٣)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۶۶
به طوری که

B٣ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢

I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
baii

Γ (ai)
exp

(
− bi

σ٢
i

)
( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢p
β

)−١
β

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (exp (xijkβ
′))δ(i,j) dβ.

این صورت در م کنیم، حذف را (٢) رابطه ی ومخرج صورت مشترک مولفه های

f(β|σ٢
β ,Θ−β, D) ∝ exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢p
β

)−١
β

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

(
exp

(
xijkβ

′))δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢σ٢
β

pβ
Tβ

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)
exp{βT

∑
i,j,k

δ(i,j)xijk}

 ∝ exp

− β
Tβ

٢σ٢
β

p + βT
∑
i,j,k

δ(i,j)xijk

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١).

:u(i,j)|σ٢
i کامل شرط توزیع . ۴

f(u(i,j)|σ٢
i ,Θ−u(i,j)

, D) =
π (Θ|D)∫

π (Θ|D) du(i,j)
=
π (Θ|D)

B۴
(١۴ . ٣)



۶٧ فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط
فوق رابطه ی در

B۴ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)
١(٢π) q٢ |σ٢

βI|
q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) ∏
s

∏
t

(s,t) ̸=(i,j)

٢√١πσ٢
s

exp

(
− ١

٢σ٢
s

u٢
(s,t)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + νk + φik

))
∫  ٢√١πσ٢

i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) exp (u(i,j))δ(i,j)
 du(i,j)

بنابراین نمود، حذف (١۴ . ٣) رابطه ی مخرج و صورت در را مشابه عبارات م توان است.
م شود: حاصل زیر به صورت نتیجه

f(u(i,j)|σ٢
i ,Θ−u(i,j)

, D) ∝ ٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

× exp
(
u(i,j)

)δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

× exp

 ∑
k∈C(i,j)

δ(i,j)u(i,j))

 ∝ exp

−
u٢
(i,j)

٢σ٢
i

+
∑

k∈C(i,j)

δ(i,j)u(i,j)


∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١).

:σ٢
i کامل شرط توزیع . ۵

f(σ٢
i |u, ai, bi) =

π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dσ٢

i

=
π (Θ|D)

B۵
(١۵ . ٣)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ۶٨
زیراست: به صورت B۵ فوق رابطه ی در

B۵ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)
١(٢π) q٢ |σ٢

βI|
q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

)∏
s ̸=i

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
s

exp

(
− ١

٢σ٢
s

u٢
(s,j)

)
baii

Γ (ai)

١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ١λ٢tλ١−١
ijk exp

(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫  ni∏

j=١
٢√١πσ٢

i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ dσ٢
i

م شوند، حذف هستند هم مشابه مخرج و صورت در که عبارت هایی (١۵ . ٣) رابطه ی در 
درنتیجه

f(σ٢
i |u, ai, bi) ∝

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)
exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١

∝

( ١
σ٢
i

)−ni٢
exp

− ١
٢σ٢

i

ni∑
j=١

u٢
(i,j)

 exp

(
− ١
σ٢
i

bi

)( ١
σ٢
i

)−ai−١

∝

( ١
σ٢
i

)−ni٢ −ai−١
exp

(
− ١

٢σ٢
i

u′iui

)
exp

(
− ١
σ٢
i

bi

)

∝

( ١
σ٢
i

)−(ni٢ +ai)−١
exp

(
− ١
σ٢
i

( ١
٢u′iui + bi

))

یعن است، معکوس گاما توزیع هسته ی بالا تناسب

σ٢
i |u, ai, bi ∼ IG(

ni٢ + ai,
١
٢u′iui + bi)

است. ui = [u(i,j)]ni

j=١ و iام منطقه ی در بیماران تعداد ni آن در که

:ν|Λ کامل شرط توزیع . ۶

f(ν|Λ,Θ−ν , D) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dν

=
π (Θ|D)

B۶
(١۶ . ٣)



۶٩ فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط
است: شده گرفته در نظر زیر به صورت B۶

B۶ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢

exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢

exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))∏

i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + φik

))δ(i,j)
∫ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (exp (νk))δ(i,j)
 dν

زیر به صورت نتیجه ،(١۶ . ٣) رابطه ی مخرج و صورت در مشابه عبارت های حذف با
م شود: حاصل

f(ν|Λ,Θ−ν , D) ∝ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (exp (νk))δ(i,j)

∝ exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) exp
∑

i,j,k

δ(i,j)νk


∝ exp

−ν
′Λ−١ν

٢ +
∑
i,j,k

δ(i,j)νk

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١).

Φ|Λ, α کامل شرط توزیع . ٧

f(Φ|α,Λ,Θ−Φ, D) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dΦ

=
π (Θ|D)

B٧
(٣ . ١٧)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ٧٠
آن در که

B٧ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)

١(٢π) k٢ |Σw (α) |
١٢

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

(
λ١λ٢tλ١−١

ijk exp
(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk
))δ(i,j)

∫ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (exp (φik))
δ(i,j)

 dΦ.

م کنیم: حذف را مشابه عبارت های ،(٣ . ١٧) رابطه ی مخرج و صورت در حال

f(Φ|α,Λ,Θ−Φ, D) ∝ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

× (exp (φik))
δ(i,j) ∝ exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw(α)⊗Λ)−١ Φ
)∏

i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١)

exp

∑
i,j,k

δ(i,j)φik

 ∝ exp

−ΦT (Σw(α)⊗Λ)−١ Φ
٢ +

∑
i,j,k

δ(i,j)φik


∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١).

:Λ کامل شرط توزیع . ٨

f(Λ|r٠,Λ٠ν,Φ, α) = π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dΛ

=
π (Θ|D)

B٨
(٣ . ١٨)



٧١ فضایی پارامتری متناسب بخت مدل بیزی استنباط
آن در که

B٨ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢
١(٢π) k٢ |Σw (α) |

١٢
|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
)

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ١λ٢tλ١−١
ijk exp

(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ ( ١

|Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

×|Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))) dΛ.

،١ . ۵ . ٣ لم به توجه با و (٣ . ١٨) رابطه ی ومخرج صورت در مشابه عبارت های حذف با
م رسیم: زیر نتایج به

f(Λ|r٠Λ٠, ν,Φ, α) ∝ ١
|Λ|

١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
)
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)

× |Λ|−
r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١)) dΛ ∝ |Λ|−

r٠+k+٢٢ exp

(
− ١

٢νν ′Λ−١
)

exp

(
− ١

٢ tr
(
CΛ−١)) exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∝ |Λ|−
r٠+k+٢٢ . exp

(
− ١

٢ tr
(
νν ′ + C +Λ٠

)
Λ−١

)
∝ |Λ|−

r٠+k+٢٢ . exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠∗Λ−١)) ,

بنابراین است، Λ٠∗ = (νν ′ + C +Λ٠) و C =
∑I

i=١
∑I′

i′=١
(
Σ−١
w (α)

)
ii′
φiφ

T
i′ آن در که

صورت به کواریانس ماتریس کامل شرط توزیع

Λ|r٠,Λ٠, ν,Φ, α ∼ IW (r٠ + ١,Λ∗٠)

است. معکوس ویشارت توزیع ی واق در که م آید، به دست

:α کامل شرط توزیع . ٩

f(α|Φ,Λ) =
π (Θ|D)∫
π (Θ|D) dα

=
π (Θ|D)

B٩
(٣ . ١٩)



فضایی بقای پارامتری مدل های بیزی تحلیل ٧٢
است: زیر ل ش به B٩ رابطه این در

B٩ =
١

Γ (s٠) ss٠١
λs١١−٠ exp

(
−λ١
s١

) ١
λ٢
√

٢πτ٢٠
exp

(
− ١

٢τ٢٠
(log λ٢ − µ٢(٠

)

١(٢π) q٢ |σ٢
βI|

q٢
exp

(
− ١

٢β′
(
σ٢
βI
)−١

β

) I∏
i=١

ni∏
j=١

٢√١πσ٢
i

exp

(
− ١

٢σ٢
i

u٢
(i,j)

)

baii
Γ (ai)

exp

(
− bi

σ٢
i

)( ١
σ٢
i

)−ai−١ ١(٢π) k٢ |Λ|
١٢
exp

(
− ١

٢ν ′Λ−١ν
) ١(٢π) k٢

|Λ٠| r٠٢

٢ r٠k٢ Γk

(
r٠٢
) |Λ|−

r٠+k+١٢ exp

(
− ١

٢ tr
(
Λ٠Λ−١))

∏
i,j,k

G (tijk|xijk,Θ)−(δ(i,j)+١) (λ١λ٢tλ١−١
ijk exp

(
xijkβ

′ + u(i,j) + νk + φik

))δ(i,j)
∫ ( ١

|Σw (α) |
١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
))

dα

شرط  توزیع (٣ . ١٩) رابطه ی مخرج و صورت در مشابه عبارت های حذف با بنابراین
م شود: نتیجه زیر ل ش به  همواری پارامتر کامل

f(α|Φ,Λ) ∝ ١
|Σw (α) |

١٢
exp

(
− ١

٢Φ′ (Σw (α)⊗Λ)−١ Φ
)
.

پسین توزیع از م توان مدل، دو هر برای کامل شرط توزیع های داشتن دست در با اکنون
صورت کامل شرط پسین توزیع های همه ی اما کرد. نمونه گیری گیبز وریتم ال کم به توام
گیبز درون متروپولیس‐هستینگز وریتم ال از م توان نمونه گیری برای بنابراین و ندارند بسته
بردار و λ٢ ،λ١ پایه خطر تابع از پارامتر هایی مدل، دو هر در دقیق تر به طور کرد. استفاده
هستند کامل شرط توزیع های هم مبهم) یا تخت گاوس پیشین (با βرگرسیون پارامتر های
متروپولیس گام ی یا ARS سازوار٨ رد نمونه گیری وریتم ال از استفاده با م توانند و مقعراند که

آشیان نندگ های ش و {νk} سرطان نندگ های ش ،{u(i,j)} بیمار نندگ های ش شوند. به روز
σ٢
i برای کامل شرط توزیع های م شوند. به روز قبل همانند {φik} نواح درون سرطان

سرطان کواریانس پارامتر م شوند. به روز مستقیما که هستند مزدوج معکوس گاما توزیع های
پارامتر نهایت در م شود. به روز مستقیما که دارد مزدوج معکوس ویشارت توزیع ی Λ

ی برای میزان که م شود به روز ورقه ای نمونه گیری ی از استفاده با ،α فضایی همواری
است. α پیشین از رد نمونه گیر

ناقص به طور فصل این در معرف شده پارامتری مدل دو ارزیابی برای شبیه سازی کد های
است. نشده گزارش فصل این در ارزیابی این از نتیجه ای دلیل همین به  شده اند. انجام

شده اند. گزارش ب پیوست در مدل دو از داده ها از تولید به مربوط کد های هم چنین
8Adaptive Rejection Sampling



۴ فصل
فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های

مقدمه ١ . ۴
در فضایی داده اه های پای گسترش و ان م اطلاعات ثبت ابزارهای گسترش و پیشرفت با
است. گرفته قرار توجه مورد به شدت نیز فضایی بقای مدل های از استفاده اخیر، سال های
دو فصل این در است. بقا تابع ویی پیش در ان م اطلاعات مهم و موثر نقش آن هم دلیل
بخت های و متناسب مخاطره های مدل های شامل پرمصرف، فضایی بقای نیمه پارامتری مدل
انواع م شود. استفاده MCMC وریتم های ال از آن ها بیزی برازش برای و معرف متناسب،
با م گیرند. قرار نظر مد فاصله ای و چپ راست، سانسور شامل نیز، سانسور انیسم های م

م شود. داده نشان معرف شده مدل های کاربست واقع مثال ی
پیش گویی در جغرافیایی اطلاعات که نقش اهمیت دلیل به بقا، داده های فضایی تحلیل
به است. گرفته قرار حوزه این کاربران و محققین توجه مورد اخیر سال های در دارند، بقا تابع
اران، هم و (هندرسون خون سرطان به مبتلا بیماران بقای مطالعه به م توان منظور، این
میر و مرگ ،(٢٠١٧ اران، هم و ژو ٢٠١۶؛ اران، هم و (وانگ پروستات سرطان ،(٢٠٠٢

کرد. اشاره ر دی فراوان موارد و (٢٠١۵b ،٢٠١۵a اران؛ هم و (ژو کودکان
استفاده فضایی بقای داده های تحلیل برای PO و PH نیمه پارامتری مدل دو از این جا در
متغیر ی معمولا مدل، در داده ها فضایی وابستگ ساختار کردن لحاظ برای م کنیم.
انیسم های م وجود به توجه با م شود. افزوده مدل به ضربی اثر ی صورت به فضایی پنهان



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٧۴
داده ها سایر از آن ها تمایز وجه و بقا داده های بارز ویژگ که بقا، داده های در سانسور مختلف

پیچیدگ دلیل به درستنمایی بر مبتن استنباط فضایی، تصادف اثر وجود و م شود، محسوب
محاسبات کارایی عدم که م شود بزرگ چالش ی گرفتار مدل درستنمایی تابع محاسبه

آن اجرای و است بیزی رهیافت مدل ها، این در معمول استنباط رهیافت بنابراین است.
مارکوف زنجیر کارلوی مونت وریتم های ال مانند نمونه گیری بر مبتن روش های توسط عموما

م شود. انجام (MCMC)
م گیریم. نظر در را زمین آماری و ه ای مشب نوع دو هر داده ها، فضایی ساختار برای
ن مم و شده اند دیده ناحیه ای ان های م در که هستند مشاهدات فضایی، ه ای مشب داده های
که م شوند شامل را داده هایی زمین آماری، داده های باشند. نامنظم یا منظم ناحیه ها است
هم با نوع هر مدل های شده اند. مشاهده پیوسته ناحیه ی در مشخص و ثابت موقعیت های در
زمین آماری، داده های برای به ویژه مدل ها، بیزی برازش محاسبات هزینه و هستند متفاوت
فضایی وابستگ ساختار مدل سازی نحوه ٢ . ۴ بخش در ادامه، در باشد. ملاحظه قابل م تواند
مدل های ٣ . ۴ بخش در سپس م کنیم. تشریح زمین آماری و ه ای مشب نوع دو هر برای را
استنباط اجرای مراحل و مبان ۴ . ۴ بخش در م کنیم. معرف را نظر مورد بقای نیمه پارامتری
بر را معرف شده روش های نیز ۵ . ۴ بخش در و م دهیم ارایه را پیشنهادی مدل های در بیزی
م کنیم. مقایسه را نتایج و پیاده خون سرطان به مبتلا بیماران به مربوط واقع مثال ی روی

کرد. خواهیم نتیجه گیری و بحث پایان، در

داده ها فضایی ساختار ٢ . ۴
ه ای مشب داده های ٢ . ١ . ۴

شرط اتورگرسیو فرآیندهای ناحیه ای، داده های برای ه ای مشب مدل های معمول ترین از ی
ماتریس باید ابتدا ICAR مدل ی کوواریانس ماتریس ساخت برای است. (ICAR) ذات
با E = (eij) ماتریس کنید فرض کار این برای دهیم. یل تش را D در موجود نواح مجاورت

ل ش به درایه های دارای m×m بعد

eij =

 ١ باشند همسایه i و j
٠ این صورت غیر در

کم به ν برای τ٢ پراکندگ پارامتر با ICAR مدل .eii = ٠ م دهیم قرار هم چنین باشد.
ل ش به شرط توزیع های از مجموعه ای

νi|{νj}j ̸=i ∼ N

 m∑
j=١

eijνj/ei+, τ
٢/ei+

 , i = ١, ...,m



٧۵ داده ها فضایی ساختار
ناسره مدل این است. si ناحیه  همسایه های تعداد ei+ =

∑m
j=١ eij آن در که م شود، تعریف

م شود. استفاده ∑m
j=١ νj = ٠ قید از آن کردن شناسایی پذیر١ برای و است

زمین آماری داده های ٢ . ٢ . ۴
تصادف میدان ی از تحقق νi = ν(si) م شود فرض معمولا زمین آماری، داده های برای

توزیع ی از ν = (ν١, . . . , νm) که به طوری است، {ν(s), s ∈ S} ل ش به (GRF) ٢ گاوس
فضایی تغییرات میزان τ٢ آن در که م کند پیروی ν ∼ Nm(٠, τ٢R) صورت به mتغیره نرمال
تابع م شود. مدل R[i, j] = ρ(si, sj) صورت به  R ماتریس (i, j) عضو و ان ها م همه در
توابع انواع از ی م کند. کنترل را ν(s) فضایی وابستگ که است همبستگ تابع ی ρ(·, ·)

ضابطه با ٣ توان نمایی همبستگ تابع پارامتری، همبستگ

ρ(s, s′) = ρ(s, s′;ϕ) = exp{−(ϕ∥s− s′∥)κ}

فاصله افزایش حسب بر را فضایی وابستگ کاهش و است دامنه پارامتر ϕ > ٠ آن در که است،
دو بین فاصله ∥s− s′∥ و تعیین شده قبل از ل ش پارامتر ی κ ∈ (٠,٢] پارامتر م کند. کنترل
م شود: تعریف زیر شرط توزیع های وسیله به GRF(τ٢, ϕ) مدل بنابراین است. s′ و s ان م

νi|{νj}j ̸=i ∼ N

−
∑

{j:j ̸=i}

pijνj/pii, τ
٢/pii

 , i = ١, ...,m

است. R−١ ماتریس (i, j) درایه pij به طوری که
ساختار این مدل سازی در اصل ل مش باشد، بزرگ فضایی، داده های تعداد یعن ،m اگر
بیزی استنباط در به ویژه ل مش این است. آن) تجزیه ماتریسR(یا معکوس محاسبه ، وابستگ
افزایش شدت به م شود، تکرار MCMC نمونه گیری مرحله هر در نظر مورد ماتریس تجزیه که
در م شود. ن غیرمم مدل برازش عمل در باشد، بزرگ خیل m نمونه حجم اگر م یابد.
مانند تقریبی نسخه های از مذکور، ل مش رف و محاسبات هزینه های کاهش برای موارد، این
هوانگ، و (سنگ کامل‐مقیاس۵ تقریب یا (٢٠٠٩ اران، هم و (فینل پیش گو۴ فرآیندهای

م کنند. عمل گره۶ روش های بر مبتن که م شود استفاده (٢٠١٢
1Identifiability
2Gaussian Random Field
3Powered exponential
4Predictive processes
5Full-scale approximation
6Knot



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٧۶

فضایی نیمه پارامتری نندگ ش مدل های ٣ . ۴
پیشامد کنید فرض اکنون باشد. علاقه مورد پیشامد رخداد زمان T تصادف متغیر کنید فرض
d ≥ ٢ آن در که م دهد، Dرخ ⊂ Rd جغرافیای ناحیه در مختلف آزمودن های برای علاقه مورد
s١, . . . , sm متفاوت فضایی ان م m در افراد کنید فرض دقیق تر، به طور است. ٢ برابر معمولا و

ی tij کنید فرض همچنین .si ∈ D ،i = ١, . . . ,m هر برای که به طوری شده اند، مشاهده
تبیین متغیرهای بعدی p بردار xij و si ان م در jام آزمودن به مربوط تصادف رخداد زمان

همه تعداد n =
∑m

i=١ ni بنابراین .j = ١, . . . , ni و i = ١, . . . ,m که به طوری باشد، متناظر
است. مطالعه تحت آزمودن های

داده های آن گاه دارد، قرار ،٠ ≤ aij ≤ bij ≤ ∞ ،(aij , bij) فاصله درون tij کنیم فرض اگر
هستند. (aij , bij) و (aij ,∞) ،(٠, bij) صورت به ترتیب به فاصله ای و راست چپ، از سانسورشده
به مشاهده شده داده های بنابراین .aij = bij نیز (سانسورنشده) مشاهده شده مقادیر برای
معمولا م شوند. داده نمایش D = {(aij , bij ,xij , si); i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , ni} صورت

است. ni = ١ زمین آماری داده های برای ول ni > ١ فضایی، ه ای مشب داده های برای
استفاده نیمه پارامتری متناسب بخت مدل و متناسب مخاطره ی مدل دو از مدل بندی برای
متناسب مخاطره ی مدل ال چ و بقا توابع کردیم، ذکر اول فصل در که همانطور م کنیم.

به صورت
Sxij (t) = S٠(t)e

x′
ijβ

fxij (t) = ex
′
ijβS٠(t)e

x′
ijβ−١

f٠(t) (١ . ۴)
و رگرسیون ضرایب بردار β = (β١, . . . , βp)′ ، رگرسیون تبیین متغیر های xij آن در که است،
همان با م آید. دست به xij = ٠ ازای به که است، f٠(t) ال چ تابع با پایه بقای تابع S٠(t)

است: زیر بقای و ال چ توابع دارای نیز متناسب بخت  مدل ،PH مدل نمادگذاری
Sxij (t) =

S٠(t)e−x′
ijβ

١ + (e−x′
ijβ − ١)S٠(t)

fxij (t) =
f٠(t)e−x′

ijβ

[١ + (e−x′
ijβ − ١)S٠(t)]٢

(٢ . ۴)
از ی م شود. مدل بندی ناپارامتری به صورت پایه بقا و مخاطره  تابع نیمه پارامتری حالت در
تبدیل یافته٧ برن اشتاین چندجمله ای روش از این جا این در هستند. چند جمله ای ها روش ها، این

.(٢٠١٧ هنسن، و ژو ٢٠١۴؛ اران، هم و (چن م کنیم استفاده (TBP)
نظر در را مطالعه تحت آزمودن های ن هم پذیره نیمه پارامتری PO و PH مدل دو هر
و نیست برقرار پذیره این مشاهده نشده یا ناشناخته عوامل وجود به دلیل عمل در اما م گیرند.
از ، ن ناهم این گرفتن نظر در  برای بقا مدل های در م آید. وجود به داده ها در ن ناهم نوع
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٧٧ مدل بیزی تحلیل
ی x′

ijβ مولفه به (١ . ۴) رابطه در حالت این در م شود. استفاده نندگ ش مدل های رهیافت
م شود. تبدیل x′

ijβ + νi صورت به مولفه این بنابراین م شود؛ اضافه ،νi ، نندگ ش مولفه
−x′

ijβ−νi ل ش به نتیجه و م شود افزوده −νi جمله −x′
ijβ مولفه به (٢ . ۴) رابطه در همچنین

مهم ویژگ های از ی م کند. مدل وارد را i آزمودن نندگ ش اثر νi هر م شود. تبدیل
سهم این است. بیماران بقای تغییرپذیری در ناشناخته عوامل سهم بررس نندگ ش مدل های

همبستگ داده ها که زمان م شود. اندازه گیری نندگ ش مولفه توزیع واریانس توسط معمولا
فضایی وابستگ ساختار از ناش م تواند بقا داده های در موجود ن ناهم باشند، داشته فضایی
زمین آماری) یا ه ای (مشب فضایی تصادف اثر ی ν نندگ ش مولفه حالت این در باشد. آن ها

بود. خواهد

مدل بیزی تحلیل ۴ . ۴
پیشین توزیع های باید ،(٢ . ۴) در PO و (١ . ۴) در PH مدل دو هر در بیزی استنباط انجام برای

کنیم. تعیین را مدل نامعلوم کمیت های و پارامتر ها
در که م کنیم استفاده Np(β٠, S٠) نرمال پیشین توزیع از β رگرسیون پارامترهای برای
اثر پیشین توزیع هستند. معلوم ابرپارامترهای S٠ واریانس ماتریس و β٠ میانگین بردار آن

از است عبارت ترتیب به میدان بودن زمین آماری یا ه ای مشب به بسته فضایی تصادف
(ν١, ..., νm)′|τ ∼ ICAR(τ٢), τ−٢ ∼ Gamma(aτ , bτ )

(ν١, ..., νm)′|τ, ϕ ∼ GRF(τ٢, ϕ), τ−٢ ∼ Gamma(aτ , bτ ), ϕ ∼ Gamma(aϕ, bϕ)

معرف اختصار به ادامه در که م کنیم استفاده TBP ی از پایه بقای تابع پیشین توزیع برای
م کنیم.

تبدیل یافته برن اشتاین چندجمله ای ١ . ۴ . ۴
،J −١ درجه ی از برن اشتاین چند جمله ای تعریف ،J ≥ ١ مفروض مثبت صحیح عدد ی برای

است: زیر به صورت (٠, ١) روی B‐اسپلاین ها از خاص حالت مشابه
d(x|J,wJ) =

J∑
j=١

wjδj,J(x) ≡
J∑

j=١
wj

Γ(J + ١)
Γ(j)Γ(J − j + ١)xj−١)١ − x)J−j (٣ . ۴)

و م کند صدق ∑J
j=١ = ١ در که است، مثبت وزن های از برداری wJ = (w١, ..., wJ)

′ آن در که
تکیه گاه با هموار ال های چ است. (j, J−j+١) پارامتر های با بقا ال چ نشان دهنده ی δj,J(x)

ال چ هر f(x) اگر شوند. زده تخمین برن اشتاین چندجمله ای ی با م تواند به خوبی (٠, ١)
که م شود انتخاب wJ طوری باشد، کراندار دوم مشتق و (٠, ١) تکیه گاه با مشتق پذیر مثبت

sup
٠<x<١

|f(x)− d(x|J,wJ)| = O(J−١).



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٧٨
م آید: به دست زیر به صورت تجمع توزیع تابع (٣ . ۴) از گرفتن انتگرال با

D(x|J,wJ) =

J∑
j=١

wj∆j,J(x)

م توان را بالا رابطه ی جم وند است. δj,J(x) با مرتبط تجمع توزیع تابع ∆j,J(x) آن در که
به صورت بازگشت به طور

∆j+١,J(x) = ∆j,J(x) =
Γ(J + ١)

Γ(j + ١)Γ(J − j + ١)xj(١ − x)J−j

دارای (٣ . ۴) رابطه ی در d(x|J,wJ) ،(J,wJ) برای توام پیشین توزیع تعیین با کرد. محاسبه
پیشین اگر که داد نشان (١٩٩٩b ،١٩٩٩a) پترون است. برن اشتاین چند جمله ای پیشین
مثبت تکیه گاه دارای برن اشتاین چند جمله ای پیشین باشد، داشته کامل تکیه گاه (J,wJ)

J درجه ی ، عمل به دلایل حال به هر است. (٠, ١) روی پیوسته ال چ توابع همه ی روی
Bκ = تکیه گاه دارای پیشین بنابراین م شود. بریده κ مانند بزرگ مقدار ی برای اغلب

است. d(x|J,wJ) : J ≤ κ

زیرا است؛ Bκ مشابه تکیه گاه دارای کمتر، درجه ی از برن اشتاین چند جمله ای پیشین
به صورت بالاتر درجه ی برن اشتاین جمله ای چند لحاظ از را برن اشتاین چند جمله ای هر م توان

δj,J−١(x) =
J − j

J
δj,J(x) +

j

J
δj+١,J(x)

نوشته d(x|J,w∗
J) به صورت w∗

J مناسب انتخاب با d(x|J−١,wJ −١) آن پیرو هم چنین نوشت.
دارد. تعلق {d(x|κ,wκ)} به  J ≤ κ با d(x|J,wJ) هر بنابراین م شود.

قابل S٠(t) برای متنوع ناپارامتری پیشین توزیع های بقا، بیزی نیمه پارامتری تحلیل در
و (٢٠١۵) اران هم و مولر به م توانید مختلف پیشنهادهای مشاهده برای هستند. استفاده
پارامتری خانواده ی در که دلیل این به TBP پیشین توزیع کنید. مراجعه (٢٠١۵) هنسن و ژو
ویژگ های پیشین این م شود. محسوب جذاب انتخاب های از ی م شود، مرکزی مشخص

باشد. کارا حاصل پسین توزیع از نمونه گیری م شود باعث که دارد هم خوبی هموار
م شود: تعریف زیر صورت به TBPL(α, Sθ(·)) پیشین توزیع ،L مثبت صحیح عدد برای

S٠(t) =
L∑

j=١
wjI(Sθ(t)|j, L− j + ١), wL ∼ Dirichlet(α, . . . , α)

ببینید)، را آ (پیوست له دیری توزیع با مثبت وزن های از برداری wL = (w١, . . . , wL)
′ آن در که

پارامتری خانواده ی {Sθ(·) : θ ∈ Θ} و ،b و a پارامترهای با بتا تجمع توزیع تابع I(·|a, b)
ل  به م توان Sθ(·) برای پارامتری خانواده های جمله از است. R+ تکیه گاه با بقا توابع از

به صورت به ترتیب که اشاره کرد وایبل و نرمال ل  ، لجستی
Sθ(t) = {١ + (eθ١t)exp(θ٢)}−١



٧٩ مدل بیزی تحلیل
Sθ(t) = ١ − Φ{(log t+ θ١) exp(θ٢)}

Sθ(t) = ١ − exp{−(eθ١t)exp(θ٢)}

بیزی استنباط های باشد، بزرگ نمونه حجم اگر است. θ = (θ١, θ٢)′ آن ها در که هستند،
تفاوت م توانند کوچ نمونه برای ول بود خواهند سان ی پارامتری توزیع سه هر از حاصل

تصادف توزیع میانگین که است آن پیشین توزیع این ویژگ های از ی باشند. داشته زیادی
یعن م باشد؛ Sθ(·) برابر S٠(·)

E[S٠(t)|α,θ] = Sθ(t).

مشخص پارامتر این واق در م کند. کنترل را ١/L مقدار به wj وزن های نزدی α پارامتر
α بزرگ مقادیر است. نزدی ،Sθ(·) یعن اولیه، حدس به چقدر S٠(·) پایه تابع ل ش م کند
احتمال با آن گاه α −→ ∞ اگر که به طوری است، Sθ(·) به S٠(·) نزدی به قوی اعتقاد بیانگر

.S٠(·) −→ Sθ(·) ،١ به متمایل

MCMC وریتم ال و پسین توزیع ٢ . ۴ . ۴
زمان های بودن مستقل فرض با ،ζ = (wL,θ,β,ν) پارامترهای با مدل دو درستنمایی تابع

است: نوشتن قابل زیر صورت به سانسور، و رخداد

L(ζ) =
m∏
i=١

ni∏
j=١

[Sxij (aij)− Sxij (bij)]
I(aij<bij)fxij (aij)

I(aij=bij). (۴ . ۴)

مولفه های دارای م کنیم فرض که ،π(ζ) پارامترها، برای معرف شده پیشین توزیع های ترکیب با
م شود: نتیجه پسین توزیع ،(۴ . ۴) درستنمایی تابع و هستند، مستقل

π(ζ|D) ∝ L(ζ)π(ζ).

استنباط، برای آن بر مبتن لازم کمیت های محاسبه برای و ندارد بسته ل ش پسین توزیع این
(٢٠١٧) هنسن و ژو اساس بر کرد. استفاده MCMC نمونه گیری بر مبتن تقریبی روش از باید
سازوار٨ متروپلیس وریتم ال ی با که تجربی بیزی رهیافت ی از MCMC وریتم ال اجرای برای
انتخاب این که به توجه با م کنیم. استفاده است، شده ترکیب (٢٠٠١ اران، هم و (هاریو
مدل بنابراین م دهد، نتیجه S٠(t) پایه بقای تابع برای را Sθ(t) پارامتری مدل wj = ١/L
برآوردهای β̂ و θ̂ کنید فرض است. TBP پیشین توزیع برای خوبی شروع نقطه پارامتری
همچنین باشند. پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآوردهای مثلا باشند؛ β و θ پارامترهای
این، بر علاوه باشند. پارامترها برآوردهای متناظر واریانس ماتریس های Ŝ و V̂ کنید فرض
،β پارامترهای .zj = log(wj) − log(wL) که به طوری zL−١ = (z١, . . . , zL−١)′ م دهیم قرار

8Adaptive Metropolis



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٨٠
به طوری م شوند، به روز سازوار متروپلیس نمونه گیری وریتم های ال توسط ϕ و α ،zL−١ ،θ
و zL−١ برای ٠٫١۶IL−١ ،θ برای V̂ ،β برای Ŝ از عبارتند آن ها اولیه پیشنهادی واریانس که
متروپلیس‐هستینگز٩ وریتم ال توسط نیز νi فضایی، نندگ ش مولفه هر .ϕ و α برای ٠٫١۶
نیز τ−٢ پارامتر م شود. به روز νi|{νj}j ̸=i شرط پیشین واریانس برابر پیشنهادی واریانس با
به روز گیبز مرحله ی توسط دارد (گاما) بسته ل ش که خود کامل شرط توزیع کم به

است. دسترس در (٢٠١٧) هنسن و ژو در مذکور وریتم ال مراحل جزییات م شود.
S٠ = ،β٠ = ٠ م گیریم: نظر در را زیر مقادیر نیز پیشین توزیع های ابرپارامترهای برای
داده های در GRF پیشین برای .aτ = bτ = ٠٫٠٠١ و ،a٠ = b٠ = ١ ،V٠ = ١٠V̂ ،θ٠ = θ̂ ،١٠Ip
ϕ پیشین توزیع مد که به طوری م شوند، انتخاب bϕ = (aϕ − ١)/ϕ٠ و aϕ = ٢ نیز زمین آماری

تساوی در که م شود انتخاب طوری ϕ٠ واق در است. ϕ٠ برابر
ρ(s

′
, s

′′
;ϕ٠) = ٠٫٠٠١

فاهرمیر و نیب مثل متون از بعض در .∥s′ − s
′′∥ = maxij ∥si − sj∥ آن در که کند، صدق

نم کنند. تعیین پیشین آن برای و کرده اند فرض ϕ٠ مثل ثابت مقداری را ϕ پارامتر (٢٠٠٧)

تشخیص معیارهای و مدل مقایسه ٣ . ۴ . ۴
م کنیم استفاده (١٩۶٨) اسنل و کاکس باق مانده های از مدل برازش ویی نی ارزیابی برای

م شود: تعریف زیر صورت به که
r(tij) = − logSxij (tij).

هستند. استاندارد نمایی توزیع دارای r(tij) باق مانده های ،Sxij (·) بودن مفروض شرط به
تقریبا (r(aij), r(bij)) مرتب زوج های سانسوری، انیسم م هر تحت باشد، درست مدل اگر
نمودار بنابراین و هستند استاندارد نمایی توزیع ی از دلخواه سانسورشده تصادف نمونه ی
قطعیت عدم باشد. ١ شیب با راست خط ی باید حاصل برآوردشده تجمیع شده مخاطره
مخاطره های مرتبه چند محاسبه توسط م توان را اسنل و کاکس باق مانده های نمودار در

آورد. دست به پسین توزیع از تولیدشده نمونه های اساس بر تجمع
اددی، و (گیسر (LPML) کناری١٠ شبه درستنمایی اریتم ل معیار دو نیز مدل مقایسه برای
م گیریم. نظر در را (٢٠٠٢ اران، هم و هالتر ل (اسپی (DIC) کیبش١١ انتخاب معیار و (١٩٧٩
در م سنجد؛ را مدل برازش کیفیت م دهد، نشان را بهتر مدل آن کمتر مقدار که DIC معیار
تاکید مدل ویی پیش توانایی بر م کند، مشخص را برتر مدل آن بیشتر مقدار که LPML مقابل

کرد. محاسبه تولیدشده MCMC نمونه های روی از م توان را معیار دو هر دارد.
9Metropolis-Hastings
10Log pseduo marginal likelihood
11Deviance information criterion



٨١ خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل

خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل ۵ . ۴
سرطان به مبتلا بیماران داده  مجموعه روی بر را معرف شده مدل های کاربرد بخش، این در
مربوط اطلاعات داده مجموعه این در م کنیم. تشریح (٢٠٠٢ اران، هم و (هندرسون خون
تعداد ،(sex) جنسیت ،(age) سن ونت، س محل ان م اطلاعات شامل بیمار n = ١٠۴٣ به
ناحیه نشان دهنده آن بزرگ مقادیر که (tpi) شهری رتبه و ،(wbc) خون سفید گلبول های
مختصات داده، مجموعه این در حاضر بیماران همه  برای شده اند. ثبت است، شهر پایین تر
(داده های ونتشان س محل شهری نواح و زمین آماری) (داده های آن ها ونت س محل جغرافیایی
زمین آماری و ه ای مشب فضایی وابستگ ساختار دو هر م توان بنابراین شده اند؛ ثبت ه ای) مشب
داده ها این روی بر متناسب بخت های و متناسب مخاطره های نیمه پارامتری مدل دو هر برای را
حضور در بیماران، بقای بر فضایی تغییرات تاثیر بررس مطالعه، این اهداف از ی داد. برازش

است. ، تبیین متغیرهای سایر
پارامتری خانواده ،S٠(t) برای TBP ناپارامتری پیشین توزیع در ،PO و PH مدل دو هر برای
استاندارد تحلیل به ورود از قبل نیز رگرسیون تبیین متغیرهای کردیم. انتخاب را وایبل
spBayesSurv بسته از استفاده با بخش این در برازش شده مدل های از گزارش شده نتایج شدند.

آمده اند. دست به R نرم افزار در (٢٠١٧ اران، هم و (ژو

PH و PO مدل دو برازش ه ای: مشب وابستگ ساختار ١ . ۵ . ۴
توزیع برای را L = ١۵ مقدار ،ICAR فضایی نندگ ش با PO و PH مدل دو هر برازش برای
کردیم. تعیین ٢ . ۴ . ۴ بخش مشابه را پیشین توزیع های سایر کردیم. انتخاب TBP پیشین
۵ سوزاندن با که کردیم تولید هزار ١٣ حجم به نمونه ی نیز MCMC وریتم ال اجرای برای
نتیجه نمونه ٢٠٠٠ نهایت در نمونه ها وابستگ کاهش برای ۴ گام انتخاب و اول نمونه هزار

است. نمونه این پایه بر گزارش شده استنباط های همه که شد
به PH و PO مدل دو برای α و τ٢ پارامترهای و رگرسیون پارامتر های برای اثر نمودارهای
برای زنجیر آمیختگ مدل، دو هر در شده اند. داده نمایش ٢ . ۴ و ١ . ۴ ل های ش در ترتیب
در ICAR مدل پراکندگ پارامتر برای زنجیر آمیختگ اما است، مناسب رگرسیون پارامترهای
عجیب هم چندان نتیجه این است. بهتر کم PH مدل در البته است، ضعیف مدل دو هر
، نواح تعداد هم و شده استفاده پارامتر این برای مبهم پیشین توزیع ی از هم زیرا نیست،

است. کوچ ،٢۴ یعن



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٨٢

ICAR نندگ ش ساختار با PO مدل در α و τ٢ و رگرسیون پارامتر های اثر نمودار های :١ . ۴ ل ش

ICAR نندگ ش ساختار با PH مدل در α و τ٢ و رگرسیون پارامتر های اثر نمودارهای :٢ . ۴ ل ش

با شده اند. گزارش ١ . ۴ جداول در مدل دو هر برای رگرسیون ضرایب پسین استنباط های
و wbc سن، متغیرهای که دید م توان (٪٩۵ اعتبار فاصله های اساس (بر جدول نتایج به توجه
هستند. مدل، دو هر اساس بر خون، سرطان به مبتلا بیماران بقای بر معن دار خطر عوامل tpi

نگه ثابت با و سن متغیر برای برآوردشده مثبت ضریب به توجه با ،PO مدل در مثال به عنوان
دلخواه زمان هر در را او مرگ شانس بیمار کمتر سن ، رگرسیون متغیرهای سایر داشتن



٨٣ خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل
exp(−١٠ × ٠٫٠۵٢) = اندازه به را مرگ شانس ساله ١٠ سن کاهش ی مثلا م دهد؛ کاهش

م دهد. کاهش ۵٩٪

ICAR ساختار با PO مدل پارامترهای پسین آماره های :١ . ۴ جدول

PO مدل
بالا کران پایین کران استاندارد خطای پسین میانگین اثر
٠٫٠۵٩٠ ٠٫٠۴۵۴ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠۵٢۴ سن
٠٫٣٣۵١ −٠٫١٠۵۴ ٠٫١٢٣٢ ٠٫١١١٨ جنسیت
٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠۴۶ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠۶١ wbc
٠٫٠٩١٢ ٠٫٠٢٩١ ٠٫٠١۵٨ ٠٫٠۶٠۴ tpi
٠٫٢٨٣١ ٠٫٠٠۴۴ ٠٫٠٧٨٣ ٠٫٠٨۴٠ τ٢

ICAR ساختا با PH مدل پارامترهای پسین آماره های :٢ . ۴ جدول

PH مدل
بالا کران پایین کران استاندارد خطای پسین میانگین اثر
٠٫٠٣۶٣ ٠٫٠٢٧۶ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٣١٨ سن
٠٫١٩۶٢ −٠٫٠۶٨٠ ٠٫٠۶٧۵ ٠٫٠۶٨٩ جنسیت
٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٣١ wbc
٠٫٠۴۶١ ٠٫٠١٠٠ ٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٢٨٢ tpi
٠٫٢۴٢٨ ٠٫٠١۶٣ ٠٫٠۶١٩ ٠٫٠٩١٧ τ٢

را پسین باقیمانده ١٠ با کاکس‐اسنل نمودار های مدل، دو برازش ویی نی ارزیابی برای
دو هر برازش ویی نی که دید م توان نمودارها، این بررس با کرده ایم. گزارش ٣ . ۴ ل  ش در
مدل در بیشتری قطعیت عدم اما است؛ تایید قابل ،١ به نزدی شیب داشتن دلیل به مدل،

م شود. مشاهده PH مدل به نسبت PO
ل ش در مدل دو در ناحیه هر برای نندگ ها ش پسین میانگین های پهنه بندی نقشه 
وی ال است. بالاتر میر و مرگ نرخ معن به بزرگ تر نندگ ش است. شده داده نمایش ۴ . ۴
(با متفاوت مقادیر نواح از بعض در ول هستند مشابه تقریبا مدل دو در فضایی نندگ ش

شده اند. برآورد (PH مدل برای بزرگ تر مقادیر به تمایل



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٨۴

PH مدل (ب) PO مدل (آ)
با PH مدل (ب) PO مدل (آ) برای کاکس‐اسنل باق مانده های نمودار :٣ . ۴ ل ش

ICAR نندگ ش ساختار

(ب) (آ)
مطالعه تحت شهری نواح برای نندگ ها ش اثر پسین میانگین نمودار :۴ . ۴ ل ش

PH مدل (ب) PO مدل (آ) اساس بر



٨۵ خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل

(آ)

(ب)
مدل (ب) PO مدل (آ) برای ICAR نندگ ش با بقا برآوردشده منحن های :۵ . ۴ ل ش

PH

گزارش ٣ . ۴ جدول در DIC و LPML معیار دو ،ICAR نندگ ش با مدل دو بین مقایسه برای
LPML معیار و کمتر متناسب بخت های مدل برای DIC معیار  جدول، مقادیر به توجه با شده اند.
مدل ICAR نندگ ش با داده مجموعه این برای که م دهد نشان این و است بیشتر آن برای
توانایی هم و دارد بهتری برازش هم متناسب مخاطره های مدل به نسبت متناسب بخت های

بالاتر. ویی پیش
ICAR نندگ ش با PH و PO مدل دو برای LPML و DIC معیار های :٣ . ۴ جدول

PH مدل PO مدل
١١٨٩٢٫۶٣ ١١٨۵٢٫٣۴ DIC
−۵٩۴٨٫۵٩١ −۵٩٢۶٫٣١٢ LPML

برای مدل دو هر توسط بقا تابع برآوردشده منحن های نمونه، ی به عنوان پایان، در
ترسیم ۵ . ۴ ل ش در مختلف، سن های ازای به ،tpi = ٠٫٣٣٩٨ و wbc = ٣٨٫۵٩ با زن بیماران
کرد؛ مشاهده مختلف سن های در را بقا تغییرات م توان ل های ش این به توجه با شده اند.

م یابد. کاهش زمان گذر و سن رفتن بالا با بقا احتمال



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٨۶

PH و PO مدل دو برازش زمین آماری: وابستگ ساختار ٢ . ۵ . ۴

در نیز بیماران ونت س محل ان م اطلاعات دادیم، توضیح بخش ابتدای در که همان طور
این برای را PH و PO مدل دو بخش این در بنابراین شده اند. ثبت نظر مورد داده مجموعه
محل مختصات ، نندگ ش نوع این برای م دهیم. برازش نیز GRF نندگ ش با داده مجموعه
برای است. ni = ١ و m = ١٠۴٣ داده ها این برای بنابراین هستند. مجزا بیماران همه ونت س
مشخصات شد. گرفته نظر در ν = ١ با توان نمایی کواریانس تابع ،GRF وابستگ ساختار
نتایج ه ای، مشب ساختار مشابه شدند. انتخاب ه ای مشب حالت مشابه MCMC وریتم ال

GRF نندگ ش ساختار با PO مدل در α و τ٢ و رگرسیون پارامتر های اثر نمودار های :۶ . ۴ ل ش

داده نمایش ٧ . ۴ و ۶ . ۴ ل های ش در مدل دو برای اثر نمودارهای شده اند. گزارش مختلف
نیاز و است ضعیف خیل τ٢ پارامتر آمیختگ رفتار ه ای، مشب ساختار خلاف بر شده اند.
خانواده انتخاب و کارلویی مونت نمونه حجم آن، برای انتخابی پیشین توزیع در بازنگری به
برای را پسین استنباط های نیز ٢ . ۴ جدول دارد. S٠(t) برای TBP پیشین توزیع در پارامتری
پارامترهای معن داری شامل نتایج م دهد. نشان مدل مختلف پارامترهای برای مدل دو هر

است. ICAR فضایی ساختار با مدل مشابه رگرسیون



٨٧ خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل

GRF نندگ ش ساختار با PH مدل در α و τ٢ و رگرسیون پارامتر های اثر نمودار های :٧ . ۴ ل ش

GRF ساختار با PO مدل پارامترهای پسین آماره های :۴ . ۴ جدول

PO مدل
بالا کران پایین کران استاندارد خطای پسین میانگین اثر
٠٫٠۵٧۶ ٠٫٠۴۴٩ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠۵١٢ سن
٠٫٣٢١۴ −٠٫٠٩٠۵ ٠٫١١٩٧ ٠٫١٠٧١ جنسیت
٠٫٠٠٧۵ ٠٫٠٠۴۵ ٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠۶٠ wbc
٠٫٠٨٩١ ٠٫٠٣٢٢ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٠۶١٢ tpi
٠٫٠١۶٠ ٠٫٠٠٢٧ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠۶٨ τ٢

GRF ساختا با PH مدل پارامترهای پسین آماره های :۵ . ۴ جدول

PH مدل
بالا کران پایین کران استاندارد خطای پسین میانگین اثر
٠٫٠۴١۴ ٠٫٠٢٩٠ ٠٫٠٠٣١ ٠٫٠٣۴٧ سن
٠٫٢٠۵٨ −٠٫٠۶٩٧ ٠٫٠٧١٩ ٠٫٠۶٧١ جنسیت
٠٫٠٠۴٨ ٠٫٠٠٢۴ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٠٣۵ wbc
٠٫٠۵۵٧ ٠٫٠١٣٨ ٠٫٠١٠٨ ٠٫٠٣٣۴ tpi
٠٫۵٧٨٠ ٠٫٠٣۶٠ ٠٫١۵۵٧ ٠٫٢٠۶۶ τ٢



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٨٨

PH مدل (ب) PO مدل (آ)
با PH مدل (ب) PO مدل (آ) برای کاکس‐اسنل باق مانده های نمودار :٨ . ۴ ل ش

GRF نندگ ش ساختار

مشابه را، مدل دو هر برازش ویی نی (٨ . ۴ ل (ش کاکس‐اسنل باق مانده های نمودارهای
نیز (٩ . ۴ ل (ش نندگ ش پسین میانگین نقشه پهنه بندی م کنند. تایید ه ای، مشب ساختار
تغییرپذیری در زیادی تفاوت ساختار، این در م دهد. نشان به خوبی را بالاتر خطر با نقاط
مدل واق در م آید. چشم به PO و PH مدل دو در خون سرطان دلیل به مرگ خطر فضایی

ان م نقاط در متناسب بخت های مدل از بیشتر خیل را مرگ خطر متناسب مخاطره های
حساس تر فضایی ساختار این در مدل انتخاب معیارهای از استفاده بنابراین است. کرده برآورد

است.
نتایج مقایسه با م دهد. نشان مدل دو برای را مدل انتخاب معیارهای مقادیر ۶ . ۴ جدول
مدل به نسبت را متناسب بخت های مدل LPML و DIC معیار  دو هر که م کنید ملاحظه

م دانند. برتر متناسب مخاطره های
GRF وابستگ ساختار با PH و PO مدل برای LPML و DIC معیار های :۶ . ۴ جدول

PH مدل PO مدل
١١٨۶٢٫۵٣ ١١٨۶٠٫٩١ DIC
−۵٩۴۵٫٠٨١ −۵٩٣١٫٠٩٧ LPML

در منتخب tpi و wbc مقادیر همان برای ١٠ . ۴ ل ش در نیز بقا تابع برآوردشده منحن های
است. شده داده نشان ه ای، مشب ساختار



٨٩ خون سرطان به مبتلا بیماران بقای تحلیل

(ب) (آ)
بر بیماران ونت س محل های برای نندگ ها ش اثر پسین میانگین نمودار :٩ . ۴ ل ش

PH مدل (ب) PO مدل (آ) اساس

(آ)

(ب)
مدل (ب) PO مدل (آ) برای GRF نندگ ش با بقا برآوردشده منحن های :١٠ . ۴ ل ش

PH



فضایی بقای نیمه پارامتری مدل های ٩٠

پیشنهادات و نتیجه گیری
بخت و متناسب مخاطره ی نیمه پارامتری و پارامتری پرطرفدار مدل دو پایان نامه این در
ساختار دو هر منظور این به کردیم. مطرح بقا فضایی داده  های مدل بندی برای را متناسب

کم به را مدل دو این بیزی استنباط و مطرح زمین آماری و ه ای مشب فضایی وابستگ
داده های مدل سازی برای مطرح شده مدل های اهمیت کردیم. تشریح MCMC وریتم های ال

واقع کاربردهای در مدل، ساده تفسیر و برازش بودن مناسب و عمل دلیل به  بقا، فضایی
است. اشاره قابل

انتخاب پایه، بقای تابع برای ناپارامتری و پارامتری پیشین توزیع های سایر از استفاده
جمله از GRF تصادف میدان تقریب برای تقریبی روش های به کارگیری و تبیین متغیرهای

پرداخت. آن ها به م توان حوزه این در که است مطالبی
پارامتری مدل های رده  مدلMCARدر با چند گانه بقای پیشامد های بیزی استنباط هم چنین
ناپارامتری مدل های رده به مدل بندی این تعمیم باشد. توجه جالب م تواند که شد مطرح

باشد. مطرح تحقیق آینده برای م تواند که است جذابی بحث نیز
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پیوستآ
له دیری توزیع

یافته تعمیم چند پارامتری توزیع ی توزیع این واق در است. پیوسته توزیع ی له دیری توزیع
به کار بیزی استنباط های در پیشین توزیع به عنوان معمولا له دیری توزیع م باشد. بتا توزیع از
چند جمله ای توزیع پارامتر های برای مزدوج پیشین توزیع ی توزیع این که چرا م شود؛ گرفته

است. رسته ای داده های برای
روی احتمال توزیع ی Θ = {θ١, · · · , θn} کنید فرض له، دیری توزیع تعریف به منظور

به طوری که باشد، χ روی تصادف متغیر ی X و χ = {χ١, · · · , χn} گسسته فضای

(X = χi) = θi.

زیر به صورت احتمال ال چ تابع دارای β = {β١, · · · , βn} پارامتر های با Θ روی له دیری توزیع
است:

P (Θ|β) = Γ(βn)∏n
i=١

n∏
i=٠

θβi−١
i

به صورت توزیع گشتاورهای .∑n
i=١ βi = βn و βi > 0 هم چنین ،∑n

i=١ θi = ١ ،θi > ٠ آن در که



له دیری توزیع ٩٨
هستند: زیر

E(θi) =
βi
βn

Var(θi) =
βi(βn − βi)

β٢
i (βn + ١)

Cov(θi, θj) =
−βiβj

β٢
i (βn + ١)

وابستگ وجود نشان دهنده  غیر صفر کواریانس که است این داشت، توجه آن به باید که نکته ای
β پارامتر بردار برای زین جای پارامتر بندی ی است. توزیع این از تولید شده داده های بین
را میانگین حول توزیع پراکندگ و بوده تمرکز پارامتر α = β٠ آن در که است αmi به صورت

حالت این است.در پایه اندازه ی mi =
βi

βn
و م کند کنترل

P (Θ|αm١, · · · , αmn) =
Γ(α)∏n

i=١ Γ(αmi)

n∏
i=٠

θαmi−١
i .

و بوده تمرکز پارامتر α آن در که م کنیم استفاده Θ ∼ Dir(αM) نماد از توزیع این برای
حالت این در است. ∑n

i=١mi = ١ ویژگ با M = {m١, · · · ,mn} هم چنین
E(θi) = mi

Var(θi) =
mi(١ −mi)

α(α+ ١)
اطراف داده ها و م یابد کاهش واریانس α افزایش با که است واض واریانس رابطه ی به توجه با

م شوند. جم میانگین



پیوستب
R نرم افزار دستورات

است. شده ارائه بقا زمان از شبیه سازی به مربوط دستورات پیوست این در

library(sp)

library(Matrix)

library(splines)

library(mvtnorm)

library(spam)

library(MASS)

neigb.matrix <- function(m1=m1, m2=m2){

x.easting <- 1:m1

x.northing <- 1:m2

Grid <- expand.grid(x.easting, x.northing)

K <- nrow(Grid)

distance <- as.matrix(dist(Grid))

W <- array(0, c(K,K))

W[distance==1] <- 1

return(W)

}



R نرم افزار دستورات ١٠٠
W <- neigb.matrix(m1=10, m2=10)

spat.cov <- function(W, usd){

K <- nrow(W)

Q.W <- (diag(apply(W, 2, sum)) - usd*W) + 0.001 * diag(rep(1,K))

return(Q.W)

rho <- 0.7

cov.matrix <- matrix(c(1,rho,rho,1),nrow=2)

beta <- c(beta0= -2,beta1=-1,beta2=0.75)

lambda1 <- b <- 0.5

lambda2 <- a <- 1

simfun <- function(ni=1, K=2, beta, lambda1, lambda2, W, usd, sigmai) {

I <- nrow(W)

n = ni*I

A <- spat.cov(W, usd)

Lambda <- cov.matrix

phi <- matrix(mvrnorm(1, rep(0,I*nrow(Lambda)), kronecker(solve(A), Lambda)),

ncol=2, byrow=TRUE)

u <- matrix(rnorm(ni*I,0,sigmai),ncol=ni)

nu <- mvrnorm(1,rep(0,nrow(Lambda)),Lambda)

x1 <- rnorm(I*ni*K,0,1)

x2 <- rnorm(I*ni*K,0,1)

X1 = array(x1,c(I,ni,K))

X2 = array(x2,c(I,ni,K))

###

T.event = array(0,c(I,ni,K))

for (i in 1:I){

for (j in 1:ni){

for (k in 1:K){

uu = runif(1)

T.event[i,j,k] <- ((-log(uu))/(a*exp(beta[1] + X1[i,j,k]*beta[2] +

X2[i,j,k]*beta[3] + u[i,j] + phi[i,k] + nu[k])))^(1/b)

#####

}

}



١٠١
}

Cens = array(0,c(I,ni,K))

delta1 = array(0,c(I,ni,K))

delta = array(0,c(I,ni))

ZZ <- max(T.event)

for (i in 1:I){

for (j in 1:ni){

for (k in 1:K){

Cens[i,j,k] = runif(1,0, T.event[i,j,k]+20)

delta1[i,j,k] = as.numeric(T.event[i,j,k] < Cens[i,j,k])

}

}

}

for (i in 1:I){

for (j in 1:ni){

delta[i,j] = min(delta1[i,j,])

}

}

return(list(T.event=T.event, Cens=Cens, delta=delta, X1 = X1, X2 = X2))

}

mdata <- simfun(ni=1, K=2, beta=beta, lambda1=b, lambda2=a, W=W, usd=1,

sigmai=1.5)

mdata



Abstract

Analysis of time-to-event data has many applications in medicine, engineering, and other sciences.

Such data have different real events, such as the death of a human being, in medicine, which

relates to survival analysis, and the failure of a mechanical component in engineering, from which

it is considered reliability. In this thesis, we aim to analyze the survival data of multiple cancers.

Proportional hazards and proportional odds models, along with the homogeneity assumption of the

population, are the most used survival models. However, in many cases, due to the presence of

unknown or unobserved factors, this assumption does not hold and there is a kind of heterogeneity

in the data. The usual approach for considering this heterogeneity is to use frailty models. The

frailty models in survival analysis are a subcategory of random effects models. If we also have

geographical information of the data, the inhomogeneity of data can be due to the structure of spatial

dependence between survival data. Such data are called spatial survival data. In this situation, the

spatial effect is usually introduced into the modeling as a Gaussian (Markov) random field. In

addition, in this thesis, we use parametric and nonparametric versions of the proportional hazards

and proportional odds models for the baseline hazard function. We also show the application

of the proposed models in a semiparametric version for analyzing a leukemia data set. Due to

the complexity of the models, we choose a Bayesian approach for extracting related statistical

inference.

Keywords: Bayesian hierarchical models, frailty models, Markov chain Monte Carlo (MCMC),

proportional hazards, proportional odds, spatial association, survival modeling.
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