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یده چ
سپس می�کنیم، بیان را پایداری و فازی نظریه اولیه مفاهیم و تعاریف ابتدا پایانامه این در
تاکاگی و ممدانی نام�های به شده شناخته استنتاج موتور دو از فازی آنگاه اگر قواعد ترکیب برای
پذیرشورودی�های با تا کرد خواهیم استفاده استنتاج فرآیند برای سوگنو اختصار به یا سوگنو -
دو تشریح به سپس نمایند، ایجاد را مناسب فازی خروجی فازی، قواعد پایگاه اساس بر فازی

می�پردازیم. فوق فازی مدل
زمانی پیوسته های سیستم کننده کنترل طراحی برای را فازی هایپربولیک مدل�های ادامه در
می�شوند. ساخته فازی آنگاه اگر قواعد اساس بر مدل�ها این می�کنیم. معرفی زمانی گسسته و
سرتاسری پایداریمجانبی ماتریسH،بطوریکه تعیین و کنترل طراحی روشفرایند همچنیندو

می�دهیم. ارائه کند تضمین را بسته حلقه سیستم مقاوم�پذیری و
آوریم، می دست به فازی مفاهیم از استفاده بدون را هابپربولیک های سیستم بعدی، فصل در
است چگال پیوسته توابع فضای در می�کنیم ثابت و کرده تعریف را هایپربولیک توابع فضای لذا
کنیم. می استفاده هایپربولیک شکل به کنترل های سیستم تبدیل برای فضا این از سپس و
دهیم می نشان و آوریم می دست به هایپربولیک سیستم برای را کننده پایدار کنترل همچنین
دقت با تعادل نقطه محدوده در را اصلی دینامیکی سیستم زدن تقریب قابلیت مدل�ها این که
با و می�آوریم بدست خطی غیر ریزی برنامه مساله یک حل با را مدل پارامتر�های و دارند بالا

می�پردازیم. آنها تحلیل و نتایج شبیه�سازی به عددی مثال�های
مدل�هایهایپربولیک ، زمانی سیستم�هایگسسته ، زمانی سیستمهایپیوسته کلماتکلیدی:

غیرخطی برنامه�ریزی کننده، کنترل طراحی ، فازی
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١ فصل
مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف،

مقدمه ١.١
این مبانى و اصول براساس مى�دهد. تشکیل را کلاسیک ریاضیات اساس ارسطویی منطق
است درست چیز آن یا آن موجب به که مى�شود ثابت قاعده یک مشمول تنها چیز همه منطق
چه فلسفى نظر از که مى�کند تعیین ارسطو قانون که است سال هزار دو از بیش نادرست. یا
رسوخ ما افکار آموزشو زبان، در «اندیشیدن» قانون این نادرست، چیز چه و است درست چیز
مى�رسند، نظر به درست که چیزهایى اکثر مى�کنیم، زندگى آن در ما که دنیایى در است. کرده
قطعیت» «عدم از درجاتى همواره واقعى پدیده�هاى صحت مورد در و هستند درست «نسبتاً»
اندازه تا بلکه نیستند، سفید تنها یا سیاه تنها واقعى پدیده�هاى دیگر عبارت به مى�کند. صدق
هستند. «غیردقیق» و «مبهم» «فازى»، همواره واقعى پدیده�هاى هستند. «خاکسترى» اى
درست صددرصد که یافت نمى�توان را پدیده یک حتى جهان تمامى در که حالى در ترتیب بدین
بیان طور این را جهان پدیده�هاى همه خود ریاضى ابزار با علم باشد، نادرست صددرصد یا
وجود میانه�اى حالت ارسطویى منطق در شد. اشتباه دچار علم که بود جا این در مى�کرد،
استدلال پایه بر فازى ریاضیات دیگر طرف از است. صریح» و ١ «قطعی استدلال شیوه و ندارد
استدلال، نوع این در است. انسانى هاى سرشتسیستم طبیعتو با منطبق که شده بنا تقریبى
حالت تقریبى استدلال واقع در و مى�کنند بیان را استدلال مرزهاى تنها یک و صفر هاى حالت
مفاهیم و تعاریف بررسی به فصل این در است. ارسطویى صریح و قطعى استدلال یافته تعمیم

. [١] می�پردازیم پایداری و فازی منطق اولیه
١Crisp



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ٢

فازی مجموعه�های تا کلاسیک مجموعه�های از ٢.١
مورد کاربرد یا بحث در ممکن اعضا و عناصر تمامی شامل و ٢ جهانی مجموعه X کنید فرض
مجموعه در A مجموعه اختصار به یا Aکلاسیک مجموعه یک که می�شود یادآوری باشد. نظر
ویژگی�هایی کردن مشخص با یا ٣ فهرست) (روش اعضا تمامی فهرست با می�توان را X جهانی
را فهرست روش کرد. تعریف ۴ قاعده) (روش داده�شود پوشش مجموعه اعضا توسط باید که
قاعده روش دارد. محدودی کاربرد بنابراین برد، بکار متناهی مجموعه�های در می�توان فقط

:[۶] نمود تعریف می�توان بدین�صورت را A مجموعه یک قاعده روش در می�باشد. کلی�تر
A = {x ∈ X | می�کند برآورده را .{xشروطی

تابع یک که ۵ عضویت یا تعلق روش دارد. وجود A مجموعه تعریف برای نیز سومی روش
�نحوی به �می�شود داده نشان µA(x) با که می�کند؛ معرفی A برای را {٠, ١} مقداری دو عضویت

که
µA(x) =

١, x ∈ A

٠, x /∈ A

هر نشانگر تابع باشد. دلخواه مرجع مجموعه یک X کنید فرض [٣ ،۵] .١.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف این�گونه که است {١, ٠} به X از تابع یک ،X از A معمولی زیرمجموعه

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ x /∈ A

یک دهیم، توسعه [٠, ١] بازه به {٠, ١} عضوی دو مجموعه از را نشانگر تابع برد اگر حال
تابع را تابع این می�دهد. نسبت [٠, ١] بازه از را عددی ،X از x هر به که داشت خواهیم تابع
یک را آن که است چیزی بلکه نیست معمولی یکمجموعه Aدیگر اکنون می�نامیم. Aعضویت
مجموعه یک بنابراین .(X از فازی زیرمجموعه یک دقیق�تر، طور (به می�نامیم فازی مجموعه
I = [٠, ١] از پیوسته به�طور می�توانند آن اعضا عضویت درجات که است مجموعه�ای ،A فازی
نشان µA(x) با را آن که عضویت تابع یک توسط یکتا و کامل طور به مجموعه این شوند. اختیار
درجه عنوان به [٠, ١] بازه از را یکعدد ،X از عنصر هر به که تابعی مشخصمی�شود؛ می�دهیم،
نشان یک عدد به µA(x) مقدار نزدیکی می�دهد. نسبت ،Aفازی مجموعه در عنصر آن عضویت
تعلق دهنده نشان صفر به آن نزدیکی بالعکس و فازیAاست مجموعه به x بیشتر تعلق دهنده
عنوان به x قبول در ما پذیرش درجه می�توان را µA(x) شهودی لحاظ به است. A به x کمتر
µA(x) = ١ داریم باشد عضو A در کاملا x چنانچه حدی حالت در گرفت. نظر در A از عضوی
نشانگر توابع و معمولی مجموعه�های پس . µA(x) = ٠ داریم نباشد عضو A در اصلا چنانچه و

.[٣] هستند آن�ها عضویت توابع و فازی مجموعه�های از خاصی حالت�های آن�ها،
که µA(x) تابع یک بوسیله X جهانی مجموعه در A فازی مجموعه یک [۶] .٢.٢.١ تعریف

می�شود. مشخص می�کند، اختیار [٠, ١] بازه در مقادیری
٢Universal set
٣List method
۴Rule method
۵Membership method



٣ فازی مجموعه�های تا کلاسیک مجموعه�های از
تابع می�دهد اجازه که است کلاسیک مجموعه یک تعمیم فازی مجموعه یک بنابراین
فقط کلاسیک مجموعه یک دیگر به�عبارت کند. اختیار [٠, ١] بازه در را مقداری هر عضویت
تابع یک فازی، مجموعه یک عضویت تابع که حالی در باشد داشته ١ و ٠ مقدار دو می�توانست
از مجموعه یک با می�توان X در را A فازی مجموعه یک می�باشد. [٠, ١] محدوده در پیوسته

ترتیب: بدین داد. نمایش آن عضویت مقدار و x مرتب های زوج
A = {(x, µA(x))|x ∈ X}. (١.١)

مشخص صورت بدین معمولا را A ، {X = R مثال بعنوان } باشد پیوسته X که هنگامی
می�کنند:

A =

∫
X
µA(x)/x, (٢.١)

عضویت تابع مقدار و x ∈ X نقاط تمامی اجتماع بلکه نیست، انتگرال دهنده نشان ∫ علامت که
نوشته صورت بدین معمولا A باشد، گسسته X هنگامی�که می�دهد. نشان را µA(x) متناظر

می�شود:
A =

∑
X

µA(x)/x = {µA(x١)
x١

,
µA(x٢)

x٢
, . . . ,

µA(xn)

xn
} = µA(x١)/x١ + · · ·+ µA(xn)/xn,

(٣.١)
و x ∈ X نقاط تمامی اجتماع بلکه نیست ریاضی جمع معنای به Σعلامت نیز این�جا در که
حسابی جمع نه است اجتماع ،+ علامت از منظور نیز و می�دهد رانشان متناظر عضویت توابع

. [۶] و [٣]
فرزندانی تعداد Xنشاندهنده = {٠, به�صورت{۴,۵,۶,١,٢,٣ مرجع مجموعه اگر مثال١.٢.١.
صورت بدین A فازی مجموعه دراین�صورت دارند؛ داشتنشان به تمایل خانواده یک که باشد

بود: خواهد
A = {(٠, ٠٫ ١), (١, ٠٫ ٣), (٢, ٠٫ ٧), (٣, ١), (۴, ٠٫ ٧), (۵, ٠٫ ٣), (۶, ٠٫ ١)},

به�صورت یا و
A = {٠٫ ١/٠+ ٠٫ ٣/١+ ٠٫ ٧/٢+ ١/٣+ ٠٫ ٧/۴+ ٠٫ ٣/۵+ ٠٫ ١/۶}.

غیرفازی مجموعه یک X جهانی مجموعه در A فازی مجموعه ۶ تکیه�گاه [۶] .٣.٢.١ تعریف
یعنی می�شود. X غیرصفر عضوهای تمامی شامل که است

Sup(A) = {x ∈ X|µA(x) > ٠}. (۴.١)
باشد، خالی فازی یکمجموعه تکیه�گاه اگر است. فازی مجموعه تکیه�گاه نشان�دهنده Sup(A)
تکیه�گاه که است فازی یکمجموعه ٧ فازی، یکمنفرد می�نامند. تهی فازی یکمجموعه �را آن

. می�باشد X در واحد نقطه یک آن
ارتفاع اگر می�شود. نامیده A مجموعه ارتفاع M = sup µA(x) مقدار [٣] .۴.٢.١ تعریف
را A صورت این غیر در می�شود. نامیده نرمال A آن�گاه باشد یک برابر A فازی مجموعه
ها µA(x) تقسیم با می�توان Aرا زیر�نرمال فازی مجموعه هر که است بدیهی گوییم. زیر�نرمال
A گذر نقطه یک را x ، µA(x) =

١٢ آن برای که باشد عنصری x اگر کرد. نرمال ،A ارتفاع بر
گوییم.

۶Support
٧Fuzzy singleton



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ۴
باشد. µA(x) = ٠ ، x ∈ X هر برای اگر گوییم تهی را A فازی مجموعه [٣] .۵.٢.١ تعریف
باشد. µA(x) = ١ ، x ∈ X هر برای اگر گوییم تام را A فازی مجموعه [٣] .۶.٢.١ تعریف

A فازی مجموعه در آنها عضویت درجه که را X از عناصری مجموعه زیر [٣] .٧.٢.١ تعریف
Aα با و گوییم (A به وابسته α تراز مجموعه (یا A برش −α باشد، α(α > ٠) بزرگی به حداقل

پس می�دهیم. نشان
Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α}. (۵.١)

این�گونه و �شده داده نشان Aᾱ با که می�شود استفاده α−برشقوی مفهوم از نیز موارد بعضی در
می�شود: تعریف

Aᾱ = {x ∈ X|µA(x) > α}. (۶.١)
تمام (برای A برش -α هر اگر گوییم محدب را A فازی مجموعه [٣ ،۶] .٨.٢.١ تعریف

است: زیر به�صورت تحدب معادل تعریف یک باشد. محدب (٠ < α ≤ ١
باشیم: داشته� λ ∈ [٠, ١] هر و x١, x٢ ∈ X هر برای هرگاه است محدب A فازی مجموعه

A[λx١ + (١− λ)x٢] ≥ min[A(x١), A(x٢)].

محدب مجموعه :١.١ شکل

A ⊆ B می�نویسیم و گوییم B فازی مجموعه زیر را A فازی مجموعه [٣ ،۶] .٩.٢.١ تعریف
.µA(x) ≤ µB(x) باشیم: داشته x ∈ X هر برای اگر

اگر A = B می�نویسیم و گوییم مساوی را B و A فازی مجموعه دو [٣ ،۶] .١٠.٢.١ تعریف
.µA(x) = µB(x) داشته�باشیم: x ∈ X هر برای

در A ∪ B فازی مجموعه صورت به B و A فازی مجموعه دو اجتماع [٣ ،۶] .١١.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر عضویت تابع با ،X

µA∪B(x) = max[µA(x), µB(x)], x ∈ X. (٧.١)
ساده�تر بیان به یا و

µA∪B(x) = µA(x) ∨ µB(x), x ∈ X. (٨.١)



۵ فازی روابط

غیرمحدب مجموعه :٢.١ شکل
در A ∩B فازی مجموعه صورت به B و A فازی مجموعه دو اشتراک [٣ ،۶] .١٢.٢.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر عضویت تابع با ،X
µA∩B(x) = min[µA(x), µB(x)], x ∈ X. (٩.١)

ساده�تر بیان به یا و
µA∩B(x) = µA(x) ∧ µB(x), x ∈ X. (١٠.١)

کوچکتر����ین B و A اجتماع که است ترتیب بدین اجتماع تعریف برای شهودی راه یک
یک C اگر دقیق�تر، به��طو��ر باشد. B دربردارنده هم و A دربردارنده هم که است فازی مجموعه
نیز B و A اجتماع دربردارنده آن�گاه باشد، B هم و A �هم دربردارنده که باشد فازی مجموعه
A∪B که می�بینیم ابتدا در است، قبلی تعریف همان این دهیم نشان این�که برای �بود. خواهد
max[µA(x), µB(x)] ≥ چراکه می�باشد، B هم و A هم دربردارنده شده تعریف رابطه �صورت به
A دربردارنده که باشد فازی یکمجموعه C اگر به�علاوه ,max[µA(x)؛ µB(x)] ≥ µB(x) و µA(x)

µC ≥ max[µA(x), µB(x)] = بنابراین ؛ µC(x) ≥ µB(x) نیز و µC(x) ≥ µA(x) آن�گاه است، B و
کوچکترین شده، تعریف (٧.١) به�صورت که A∪B مجموعه که است معنی بدین که µA∪B(x)

(٩.١) رابطه به�وسیله که اشتراک عمل می�باشد. B و A دربردارنده که است فازی مجموعه
.[٢] کرد توجیه ترتیب به��همین می�توان نیز را شده تعریف

فازی روابط ٣.١
قطعی) و فازی (غیر دلخواه کلاسیک مجموعه دو V و U کنید فرض [٢] .١.٣.١ تعریف
شامل غیرفازی مجموعه یک می�شود داده نشان U × V با که V و U ٨ کارتزین ضرب باشند.

که: معنی بدین .v ∈ V و u ∈ U که به��نحوی ,u)می�باشد؛ v) مرتب�های زوج تمامی
U × V = {(u, v)|u ∈ U, v ∈ V }. (١١.١)

�U١×U٢×· · ·×Un با که U١, U٢, . . . , Un فازیدلخواه غیر مجموعه nحالتکلیضربکارتزین در
به است؛ (u١, u٢, . . . , un) عضوهای n تمامی از غیرفازی مجموعه یک می�شود، داده نشان

٨Cartesian product



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ۶
داریم: i ∈ {١,٢, . . . } برای که �نحوی

U١ × U٢ × · · · × Un = {(u١, u٢, . . . , un)|u١ ∈ U١, u٢ ∈ U٢, . . . , un ∈ Un}. (١٢.١)
ضرب از زیرمجموعه�ای U١, U٢, . . . , Un (غیرفازی) مجموعه�های بین (غیرفازی) رابطه یک
نمایش برای Q(U١, U٢, . . . , Un) از ما اگر که معنی بدین می�باشد. U١×U٢× · · ·×Un کارتزین

آن�گاه کنیم، استفاده U١, U٢, . . . , Un میان رابطه
Q(U١, U٢, . . . , Un) ⊂ U١ × U٢ × · · · × Un.

برداری فضایحاصل�ضرب در که است فازی یکمجموعه فازی، رابطه یک [٢] تعریف٢.٣.١.
یک (١.١) نمایش نحوه از استفاده با �است. شده تعریف U١, U٢, . . . , Un قطعی مجموعه�های
تعریف زیر مطابق فازی مجموعه یک �صورت به U١ × U٢ × · · · × Un فضای Qدر فازی رابطه

می�شود:
Q = {((u١, u٢, . . . un), µQ(u١, u٢, . . . un))|(u١, u٢, . . . un) ∈ U١ × U٢ × · · · × Un} (١٣.١)

که
µQ : U١ × U٢ × · · · × Un −→ [٠, ١].

a” فازی رابطه آن�گاه باشند، حقیقی اعداد مجموعه V = U = R اگر [٢] .١.٣.١ مثال
است: زیر به�صورت عضویتی تابع دارای می�دهیم نشان W با که را ” است برابر b با تقریبا

µW (a, b) = e−(a−b)٢

شبیه عضویتی تابع دارای است” b از بزرگتر خیلی خیلی a ” Mبه�صورت فازی رابطه همچنین
بود: خواهد زیر تابع به

µM (a, b) =
١

١+ e−(a−b)

فازی روابط ترکیب ۴.١
به�طور V یکمجموعه از که باشند، غیرفازی دودویی رابطه دو Q(V,W ) و P (U, V ) فرضکنید
رابطه�ای صورت به می�شود، داده نشان P ◦Q با که Q و P ترکیب می�کنند. استفاده مشترک
وجود y ∈ V یک حداقل اگر فقط و اگر (x, z) ∈ P ◦Q که به�نحوی می�شود تعریف U ×W در
توابع به���شکل روابط نمایش از بااستفاده .(y, z) ∈ Q و (x, y) ∈ P که: به�طوری باشد،� داشته

می�آید. به�دست� زیر لم به�صورت توابع ترکیب برای معادلی تعریف عضویت،
�اگر فقط و اگر است Q(V,W ) و P (U, V ) ترکیب P ◦Q [٢] .١.۴.١ لم

µP◦Q(x, z) = sup
y

t[µP (x, y), µQ(y, z)], (١۴.١)
است. t-نرم یک t و y ∈ V, (x, z) ∈ V ×W که

می�دهیم. تعمیم فازی روابط به را ترکیب مفهوم حال
و P (U, V ) فازی روابط ترکیب باشند. فازی روابط Q و P کنید فرض [٢] .١.۴.١ تعریف
می�گردد تعریف U ×W در فازی رابطه یک به�صورت می�شود، داده نشان P ◦Q با که Q(V,W )

(١۴.١) رابطه در نرم − t که ازآنجا بود. خواهد (١۴.١) رابطه با مطابق آن عضویت تابع که
می�آوریم. به�دست خاص ترکیب یک −نرم t هرنوع برای باشد، مختلفی انواع می�تواند



٧ فازی روابط ترکیب
فازی رابطه یک Q(V,W ) و P (U, V فازی( روابط مینیمم - ماکزیمم ترکیب [٢] تعریف١.۴.٢.

می�شود: تعریف زیر عضویت تابع به�وسیله که بوده U ×W در P ◦Q
µP◦Q(x, z) = sup

y
min[µP (x, y), µQ(y, z)], (١۵.١)

.y ∈ V, (x, z) ∈ U ×W آن در که
رابطه یک Q(V,W ) و P (U, V ) فازی روابط ماکزیمم-حاصل�ضرب ترکیب [٢] .٣.۴.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر عضویت تابع وسیله به که بوده U ×W در P ◦Q فازی
µP◦Q(x, z) = sup

y
(µP (x, y) · µQ(y, z)), (١۶.١)

.y ∈ V, (x, z) ∈ U ×W آن در که

توسعه اصل ١.۴.١
به U عضو نقاط از را تابع یک دامنه می�دهد اجازه که است، اساسی معادله یک توسعه اصل
از تابعی f : U −→ V کنید فرض این�که، مشخص�تر داد. توسعه U عضو فازی مجموعه�های
A فازی مجموعه یک که کنید فرض همچنین باشد. V قطعی مجموعه به U قطعی مجموعه
.B = f(A) که کنیم معین به�نحوی V در را B فازی مجموعه می�خواهیم ما و شده داده U عضو

داریم: آن�گاه باشد، �یک ���به یک نگاشت یک fاگر
µB(y) = µA[f

−١(y)], y ∈ V ; (١٧.١)
که: معنی بدین است، f معکوس f−١ درآن که

f [f−١(y)] = y.

مقادیر با U در متمایز نقطه چند یا دو �که هنگامی گاه آن نباشد، یک�به�یک نگاشت یک f اگر
آمد. خواهد بوجود ابهامی شوند، نگاشته V در یکسان نقطه یک Aبه در متفاوت عضویت

�باشیم: داشته می�توانیم ما مثال به�عنوان
f(x١) = f(x٢) = y اما x١ ̸= x٢ و µA(x١) ̸= µA(x٢)

µA(x٢) = یا µA(x١) = f−١(y) مختلف مقدار دو می�تواند (١٧.١) رابطه راست سمت درنتیجه
به عضویت مقدار دو بین در را بزرگتر مقدار ما ابهام، این رفع برای نماید. اختیار را f−١(y)

می�شود: تعریف زیر به�صورت B برای عضویت تابع کلی، حالت در می�دهیم. نسبت µB(y)

µB(y) = sup
x;y=f(x)

µA(x), y ∈ V, x ∈ f−١(y), (١٨.١)
معادله .f(x) = y که به�نحوی است، x ∈ U نقاط تمامی مجموعه �دهنده نشان f−١(y) که

.[۴] می�شود نامیده� توسعه اصل (١٨.١)
X = X١ ×X٢ × به�شکل مرجع مجموعه�های کارتزین حاصل�ضرب X اگر کلی�تر حالت در
X از تابع یک f ، X١, X٢, . . . , Xr در شده تعریف فازی مجموعه�های A١, A٢, . . . , Ar ، . . . Xr

باشند. y = f(x١, x٢, . . . , xr) و Y به�صورت دیگری مرجع مجموعه به
کنیم: تعریف زیر به�صورت Y در را B فازی مجموعه می�دهد اجازه توسعه اصل

B = {(y, µB(y))|y = f(x١, . . . , xr); (x١, . . . , xr) ∈ X},



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ٨
:[٢] داریم که

µB(y) =

sup(x١,...,xr)∈f−١(y)min{µA١(x١), . . . , µAr(xr)} f−١(y) ̸= ϕ

٠ سایر .نقاط
این�صورت �در f(x) = x٢ و Aباشد = {(−١, ٠٫ ۵), (٠, ٠٫ ٨), (١, ١), (٢, ٠٫ ۴)} اگر [٢] مثال١.۴.١.

بود: خواهد زیر به�صورت B فازی مجموعه توسعه اصل از استفاده با
B = f(A) = {(٠, ٠٫ ٨), (١, ١), (۴, ٠٫ ۴)}

فازی اعداد ٢.۴.١
برای ضرب و جمع مانند معمولی جبری عملگر�های تعمیم توسعه، اصل کاربرد�های از یکی
می�باشند. معمولی اعداد برای طبیعی تعمیم یک و اند موسوم فازی اعداد به که است اعدادی
فازی عدد یک را حقیقی) (خط R از N مانند محدب فازی مجموعه یک .[۴] .۴.۴.١ تعریف

هرگاه گوییم،
.N(x٠) = ١ که باشد داشته وجود x٠ ∈ R یک دقیقا یعنی باشد نمایی تک N(x) •

می�دهیم. نشان F (R) با را فازی اعداد تمام مجموعه باشد. پیوسته قطعه به قطعه N(x) •
باشد: می فازی عدد یک به مربوط زیر عضویت تابع .٢.۴.١ مثال
A(x) =


x− ١
٢ , ١ ≤ x ≤ ٣

٧− ٢x, ٣ < x < ٣٫ ۵
عضویت تابع این است. نیز پیوسته و A(٣) = ١ و است محدب لذا باشد می مثلثی عضویت تابع

.(٢.۴.١) مثال ٣ فازی عدد به مربوط مثلثی عضویت تابع :٣.١ شکل
باشد. می ٣ فازی عدد یا ٣ تقریباً به مربوط

∗ : R×R −→ و باشند پیوسته عضویت توابع M,Nبا ∈ F (R) فرضکنید .[٢] تعریف١.۵.۴.
دهیم، نشان ⊛ با فازی اعداد برای را ∗ تعمیم اگر باشد. حقیقی اعداد بر دوتایی عملگر یک R



٩ فازی اگر-آن�گاه قواعد و زبانی متغیرهای
تعریف زیر عضویت تابع با فازی یکمجموعه صورت M⊛Nبه حاصل توسعه اصل از استفاده با

می�شود؛
(M ⊛N)(z) = sup

z=x∗y
min[M(x), N(y)] (١٩.١)

فازی اگر-آن�گاه قواعد و زبانی متغیرهای ۵.١
می�شوند. استفاده متغیرها توصیف برای اغلب که دارند وجود کلماتی روزمره، زندگی در
بالا امروز هوا ”دمای آن معادل یا است.” گرم ”امروز گوییم می هنگامی�که مثال به�عنوان
که معنی بدین کردیم. استفاده امروز” هوای دمای ” توصیف برای ”بالا” واژه از ما است.”
که است واضح است. پذیرفته خود مقدار به�عنوان را ”بالا” واژه امروز” هوای دمای ” متغیر
سانتی�گراد درجه ١٩ سانتی�گراد، درجه ٢۵ نظیر مقادیری می�تواند امروز” هوای دمای ” متغیر
چهارچوب یک ما بپذیرد، مقدار به�عنوان را اعداد متغیر، یک که هنگامی� کند. اختیار …را و
مقدار عنوان به را واژه�ها متغیر، �که هنگامی اما داریم آن کردن فرموله برای مشخص ریاضی
برای نداریم؛ ریاضیاتکلاسیک نظریه در آن کردن فرموله برای چهارچوبمشخصی می�پذیرد،

�است. شده تعریف� زبانی متغیر�های مفهوم آوریم، به�دست� چهارچوبی چنین که این
بپذیرد، خود مقدار به��عنوان را طبیعی زبان از واژه�هایی بتواند یکمتغیر اگر [٢] تعریف١.۵.١.
در فازی مجموعه�های به�وسیله واژه�ها به�طوری�که می�شود، نامیده� زبانی متغیر یک گاه آن

می�شوند. مشخص شده�اند، تعریف متغیر�ها که محدوده�ای
که هنگامی می�شوند. محسوب بشری دانش نمایش در اساسی عناصر زبانی، متغیر�های
مقادیر ما به آن�ها می�کنیم، استفاده متغیر یک اندازه�گیری برای سنسورها از مثال برفرض ما
کنند، ارزیابی را متغیر یک که می�خواهیم خبره انسان�های از �که هنگامی می�دهند. عددی
اندازه�گیری برای رادار یک از که هنگامی�که مثال به�عنوان می�دهند. واژه�هایی و کلمات ما به
از �که هنگامی می�دهد. ٣٩mph,۴٢mph نظیر اعدادی ما به می�کنیم، استفاده ماشین سرعت
”پایین” نظیر کلماتی با اغلب کند، نظر اظهار ماشین سرعت �به راجع می�خواهیم انسان یک
توصیف�های بود، خواهیم قادر زبانی متغیرهای معرفی با بنابراین می�کند. بیان �را آن ”بالا” ،

کنیم. فرموله دقیق ریاضی گزاره�های در را طبیعی زبان�های در نامعلوم و مبهم

زبانی قیود ١.۵.١
بپذیریم. (زبانی) متغیرها مقادیر به�عنوان را واژه�ها بود، خواهیم قادر زبانی متغیرهای مفهوم با
مثال، به�عنوان می�کنیم. استفاده برایتوصیفیکمتغیر کلمه چندین از اغلب امروزه زندگی در
است”کند ممکن آن مقدار آن�گاه ببینیم، زبانی متغیر یک به�عنوان را ماشین سرعت ما اگر
مقدار کلی، حالت در باشد. آن نظایر و متوسط” � و کم تند”، ”اندکی کند”، ”خیلی نیست”،
شده، تشکیل xn, . . . x٢, x١ اجزاء اتصال از که x = x١x٢ . . . xn مرکب گزاره یک زبانی یکمتغیر

کرد: تقسیم دسته سه به می�توان را اجزاء این باشد. می
”کند”، نظیر عبارت�هایی می�باشند. فازی مجموعه�های برحسب که پایه، اصطلاحات •

”تند”. و ”متوسط”،



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ١٠
.” ”یا و ”و” کننده�های متصل و ”نه” کننده مکمل •
.… و بیش” ”کم ”اندکی”، ”خیلی”، نظیر قیودی •

فازی آن�گاه اگر- قواعد ۶.١
فازی گزاره�های ١.۶.١

یک می�شود. داده نشان فازی اگر-آن�گاه قواعد شکل به بشری دانش فازی، سیستم�های در
می�باشد: زیر شکل به شرطی گزاره یک فازی آن�گاه اگر- قاعده

اگر > گزاره فازی> آن�گاه <گزاره فازی> (٢٠.١)
مرکب. فازی گزاره و ساده فازی گزاره دارد. وجود فازی گزاره نوع دو کلی طور به

است: شکل بدین ساده فازی گزاره
x is A

فازی مجموعه یک A که معنی (بدین است x متغیر زبانی مقدار A و زبانی متغیر یک x که
فازی گزاره�های از ترکیبی مرکب، فازی گزاره یک می�باشد). X تعریف دامنه در شده تعریف
اجتماع فازی، اشتراک دهنده نشان که ”نه” و ”یا” ”و”، اتصال�دهنده از استفاده با ساده
ساده فازی عبارت�های مرکب، فازی عبارت یک در می�باشد. هستند، فازی مکمل و فازی
واقع در باشند. متفاوتی متغیرهای می�توانند مرکب عبارت�های در ها x یعنی هستند. مستقل
مثال عنوان به نیستند. یکسان کلی حالت در مرکب، فازی عبارت یک در زبانی متغیرهای
(F ) ”بزرگ” فازی مجموعه اگر باشد. ماشین شتاب y = ẋ و ماشین سرعت x که کنید فرض
عبارت صورت آن در کنیم، تعریف شتاب برای را (L) ”بزرگ” فازی مجموعه و سرعت برای را

بود. خواهد مرکب عبارت یک زیر،
x is F AND y is L

شوند. گرفته درنظر فازی روابط به�عنوان باید مرکب فازی عبارت�های بنابراین

تشکیل فازی �آن�گاه - اگر قواعد از مجموعه�ای از ٩ فازی قواعد پایگاه یک [٢] .١.۶.١ تعریف
این پیاده�سازی برای فازی سیستم اجزاء سایر که نظر این از فازی قواعد پایگاه می�شود.
به�طور می�شود. محسوب فازی سیستم یک قلب می�شوند، استفاده کارا و موثر شکل به قواعد

است: زیر فازی آ�ن�گاه - اگر قواعد شامل فازی قواعد پایگاه مشخص،
است. Bl در y آن�گاه ، باشد Al

n در xn و . . . و Al١ در x١ اگر : Ru(l) (٢١.١)
خروجی و ورودی متغیرهای به�ترتیب y و x = (x١, . . . , xn) و فازی مجموعه�هایی Bl و Al

i که
می�باشند. فازی سیستم (زبانی)

ما . l = ١,٢, . . . ,M یعنی باشد فازی قواعد پایگاه در موجود قواعد تعداد M کنید فرض
می�نامیم. کانونیک قواعد را (٢١.١) شکل به قواعدی

٩Fuzzy Rule Base



١١ فازی آن�گاه اگر- قواعد
قواعد شامل خاص حالت در (٢١.١) شکل به کانونیک فازی آن�گاه - اگر قواعد [٢] .١.۶.١ لم

می�باشند: زیر
جزئی: قواعد •

است. Bl در y آن�گاه باشد؛ Al
m در xm و . . . و Al١ در x١ اگر

یا: قواعد •
y آن�گاه باشد؛ Al

n در xn و . . . و Al
m+١ در xm+١ یا باشد؛ Al

m در xm و . . . و Al١ در x١
است. Bl در

منفرد: فازی قواعد •
است. Bl در y

مثال عنوان به تدریجی: قواعد •
بزرگ��تر y کوچکتر، x

متداول) ضرب قواعد همان غیرفازی(یا قواعد •

قواعد مجموعه ویژگی�های ٢.۶.١
هر برای اگر �می�شود نامیده کامل فازی آن�گاه - اگر قواعد از مجموعه یک [٢] .٢.۶.١ تعریف
قاعده دیگر �عبارت به باشد، داشته وجود فازی قواعد پایگاه در ١٠ قاعده یک حداقل x ∈ X

که به�نحوی دارد وجود Ru(l)

µAl
i
(x) ̸= ٠ i = ١,٢, . . . , n. (٢٢.١)

U = U١ × U٢ = [٠, ١]× [٠, ١] با خروجی یک - ورودی دو فازی رابطه یک .[٢] .١.۶.١ مثال
S٢،L٢در فازی مجموعه دو U١و M١وL١در ،S١ فازی مجموعه سه Vدرنظربگیرید. = [٠, ١] و
که زیر قاعده شش شامل باید باشد، کامل فازی قواعد پایگاه این�که برای شده�اند. تعریف U٢
باشد. برمی�گیرند، در را S٢, Lبا٢S١,M١, L١ ممکن ترکیب�های تمامی آن�ها، اگر بخش�های

است. Bدر١y باشد، آن�گا�ه Sدر٢x٢ و Sدر١x١ اگر : Ru(١)
است. Bدر٢y باشد، آن�گاه Lدر٢x٢ و Sدر١x١ اگر : Ru(٢)

است. Bدر٣y باشد، آن�گاه Sدر٢x٢ x١درM١و اگر : Ru(٣)

است. B۴درy باشد، آن�گاه Lدر٢x٢ x١درM١و اگر : Ru(۴)

است. B۵درy باشد، آن�گاه Sدر٢x٢ و Lدر١x١ اگر : Ru(۵)

است. B۶درy باشد، آن�گاه Lدر٢x٢ و Lدر١x١ اگر : Ru(۶)

مجموعه این در قواعد از یکی اگر Vهستند. در فازی مجموعه�های (l = ١,٢, . . . ,۶) Bl که
اگر بخش نقطه آن در که کنیم پیدا را x∗ ∈ U مانند نقطه�ای می�توانیم آن�گاه شود، حذف

�باشند. داشته صفر عضویت مقدار باقی�مانده قواعد تمامی
١٠ Rule



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ١٢
قواعدی اگر می�شوند نامیده سازگار فازی آن�گاه - اگر قواعد از یکمجموعه [٢] تعریف١.۶.٣.

باشند. داشته متفاوت آن�گاه بخش�های و یکسان اگر بخش�های که نشوند یافت
صورتی�که در چراکه است اساسی نیاز یک سازگاری غیرفازی، ضرب حاصل قواعد برای
قواعد برای حال این با شد. خواهد مواجه مشکل با جستجو باشند داشته وجود متضاد قواعد
موتور بخش�های متضاد قواعد وجود صورت در چراکه نیست حیاتی آن�چنان سازگاری فازی
خودکار به�طور بهینه نتیجه یک بدست�آوردن برای را آن�ها میانگین غیرفازی�ساز و استنتاج

باشیم. داشته سازگار فازی قواعد پایگاه یک که است بهتر ابتدا در البته می�کند. محاسبه
قواعد اگر می�شوند، نامیده پیوسته فازی آن�گاه - اگر قواعد از یکمجموعه [٢] تعریف١.۴.۶.
باشند. تهی آن�ها آن�گاه بخش فازی مجموعه�های اشتراک که نداشته�باشند وجود همسایه�ای
و آرام باید فازی سیستم خروجی - ورودی رفتار که معناست بدین پیوستگی شهودی، به�طور

باشد. نرم

فازی استنتاج موتور ٧.١
قواعد پایگاه در آن�گاه اگر- قواعد ترکیب برای فازی منطق اصول فازی، استنتاج موتور دریک
نام�های به شده شناخته استنتاج موتور دو از ما نامه پایان این در شده�اند. استفاده فازی
با تا می�کنیم استفاده استنتاج فرآیند برای سوگنو اختصار به یا ١٢ سوگنو - تاکاگی و ١١ ممدانی
نمایند. ایجاد را مناسب فازی خروجی فازی، قواعد پایگاه اساس بر فازی ورودی�های پذیرش

ممدانی استنتاج روش ١.٧.١
آمده� زیر در که قاعده دو با ساده مثال یک کمک به ابتدا ممدانی استدلال چگونگی بررسی در
داریم. نتیجه قسمت در یکمتغیر فرضو قسمت در متغیر دو این�جا در می�کنیم. شروع است،

هستیم. دارا را خروجی یک و ورودی دو واقع در
C١است. zدر آن�گاه باشد، Bدر١ yو باشد Aدر١ xاگر : اول قاعده
C٢است. zدر آن�گاه درB٢باشد، y و باشد Aدر٢ x اگر : دوم قاعده

و x٠ کنیم فرض اکنون هستند. فازی مجموعه�های A١, A٢, B١, B٢, C١, C٢ آن�ها در که
صورت به را ورودی������ها باشند. فرض قسمت yو xمتغیرهای برای هایی ورودی ترتیب به y٠

است: زیر صورت به (x٠, y٠) ورودی برای استدلال فرآیند دهیم. می ,x٠)نشان y٠)
می�کنیم: محاسبه زیر به�صورت را (x٠, y٠) ورودی برای قاعده هر سازگاری :١ گام

W١ = µA١(x٠) ∧ µB١(y٠) سازگاری قاعده :١
W٢ = µA٢(x٠) ∧ µB٢(y٠) سازگاری قاعده :٢ (٢٣.١)

می�توانیم اساس این بر دارند؛ وجود فرض قسمت در y و x متغیر دو قبلی قاعده�های در
(مینیمم) ∧ عمل اگر �آوریم. به�دست y٠ و x٠ ورودی متغیر دو برای عضویت مقدار دو

١١ Mamdani
١٢Takagi-Sugeno



١٣ فازی استنتاج موتور
آورد. خواهیم به�دست را قاعده هر سازگاری ببریم، به�کار قبلی عضویت مقادیر برای را
داشته�باشد، وجود ورودی m اگر می�دهیم. تعمیم کلی حالت برای را روش این اکنون

است: زیر شکل به فرضی شامل اگر-آن�گاه قاعده
است. Am در xm و . . . و است A١ در x١

بود: خواهد زیر به�صورت فرض قسمت سازگاری
µA١(x١) ∧ · · · ∧ µAm(xm).

را قاعده هر ارزش و نتیجه قسمت در فازی مجموعه�های ١ گام در سازگاری بکارگیری با :٢ گام
می�آوریم. به�دست

µC′١(z) = W١ ∧ µC١(z), ∀z ∈ Z ارزش قاعده١:
µC′٢(z) = W٢ ∧ µC٢(z), ∀z ∈ Z ارزش قاعده٢: (٢۴.١)

به�صورت را وارزشنهایی می�کنیم جمع�بندی را �آمده به�دست ٢ گام در که قاعده ارزشهر :٣ گام
می�آوریم: به�دست زیر

µC(z) = µC′١(z) ∨ µC′٢(z), ارزش نهایی: (٢۵.١)
نوشت: زیر به�صورت را رابطه می�توان قاعده، n با کلی حالت در
µC(z) = µC′١(z) ∨ µC′٢(z) ∨ · · · ∨ µC′

n
(z). (٢۶.١)

از می�توان بالا در (مینیمم) ∧ عمل به�جای می�کند. کامل را استدلال فرآیند نتیجه این
کرد. استفاده ضرب عمل

نیست اعمال قابل نتیجه این است. آمده ٣ گام در فازی مجموعه به�صورت نهایی نتیجه :۴ گام
که است لازم بنابراین داریم. نیاز استدلال خروجی به�عنوان معین مقدار یک به زیرا
به فازی مجموعه یک برگرداندن عمل برگردانیم. معین عدد یک به را فازی مجموعه
قرار بحث مورد مفصل به�طور (٢.٨.١) در که می�نامند نافازی�سازی را معین مقدار یک
با z٠ نهایی خروجی که می�شویم یادآور کوچک اشاره�ای با تنها جا این در گرفت. خواهد

می�شود: تعیین زیر به�صورت ثقل مرکز نافازی�سازی روش

z٠ =
∫
µC(z)zdz∫
µC(z)dz

, (٢٧.١)
است. معمولی انتگرال به�معنی ∫ آن در که

وجود حالت�هایی بودند. شده فرض معین y٠ و x٠ ورودی�های پیشین استدلال فرآیند در
حالت�هایی، چنین در می�شوند. داده B′ و A′ فازی مجموعه�های توسط ورودی�ها که دارند

.[۴] شود تعویض زیر گام با است ممکن ١ گام در سازگاری محاسبه
:١ قاعده سازگاری

W١ = (max(µA١(x) ∧ µA′(x))) ∧ (max(µB١(y) ∧ µB′(y))).

:٢ قاعده سازگاری
W٢ = (max(µA٢(x) ∧ µA′(x))) ∧ (max(µB٢(y) ∧ µB′(y))).
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سوگنو - تاکاگی استنتاج روش ٢.٧.١
به را توجه بیشترین (T − S) سوگنو - تاکاگی فازی مدل فازی، مختلف های مدل میان در
شده پیشنهاد سوگنو و تاکاگی توسط به�ترتیب که T − S فازی مدل است. کرده جلب خود
اصلی تفاوت می�باشد. مناسب خطی غیر پیچیده های دینامیکسیستم سازی مدل برای �است
بیان خطی تابع یک به�صورت مدل این خروجی است. خروجی در ممدانی روش با روش این

می�شود.

سوگنو - تاکاگی فازی مدل تشریح ٣.٧.١
است: زیر کلی به�شکل سوگنو - تاکاگی فازی مدل

Ri : IF x١ is Ai١, x٢ is Ai٢, . . . xm is Ai
m,

THEN yi = P i٠ + P i١x١ + P i٢x٢ + · · ·+ P i
mxm,

(٢٨.١)

یک P i
j قاعده، امین i خروجی yi فازی، زیرمجموعه یک Ai

j قاعده، امین i ،Ri بالا رابطه در
(x١٠, x٢٠, . . . xmورودی(٠ بردار یک برای است. کلی ورودی متغیر xj و نتیجه بخش از پارامتر

به�صورت i = ١,٢, . . . , n برای yi از وزنی میانگین گرفتن با می�تواند ŷ خروجی معین،

ŷ =

∑n
i=١Giyi∑n
i=١Gi

قاعده امین − i خروجی معادله از yi و است فازی قواعد تعداد n این�جا در شود. استنتاج
به�صورت که ورودی، برای قاعده −امین iفرض درستی ارزش یعنی Gi وزن نیز و آمده بدست

می�شود: محاسبه زیر
Gi =

m∏
j=١

µAi
j
(xj٠)

�است. تعریفشده Ai
j(xj٠)فازی عضویتمجموعه�های توابع حاصل�ضرب یا ∏مینیمم نماد که

�سازها نافازی و �سازها فازی ٨.١
�ساز فازی ١.٨.١

مناسبی درجه�بندی به را آن�ها و گیرد می را ورودی متغیرهای قطعی مقادیر ١٣ کننده فازی یک
x∗ ∈ X ⊂ Rn مانند یکنقطه از نگاشتی عنوان به فازیساز نگاشتمی�کند. زبانی متغیرهای از
مطرح ساز فازی طراحی در زیر معیارهای است. شده تعریف X در A فازی مجموعه یک به

باشند: می
مقدار x∗ نقطه در باید Aفازی مجموعه که معنی بدین است، قطعی x∗ نقطه در ورودی •

باشد. داشته بزرگی تعلق
١٣Fuzzifier



١۵ �سازها نافازی و �سازها فازی
نقش فازی استنتاج موتور به مربوط محاسبات کردن ساده در بتواند باید ساز فازی •

باشد. داشته
پردازیم. می ساز فازی چند معرفی به

می X در A فازی منفرد یک به را حقیقی مقدار با x∗ ∈ X نقطه یک منفرد: فازی�ساز .١
باشد. می ٠ برابر X نقاط سایر در و ١ با برابر x∗ نقطه در عضویت مقدار که نگارد

µA(x) =

١ x = x∗

٠ x ̸= x∗
(٢٩.١)

فازی�سازمنفرد :۴.١ شکل

عضویت تابع با X در Aفازی مجموعه به را x∗ = (x∗١, . . . , x∗n) نقطه گوسین: فازیساز .٢
نگارد. می زیر گوسین

µA(x) = e
−(

x١−x∗١
a١ )٢ ∗ · · · ∗ e−(

xn−x∗n
an

)٢ , (٣٠.١)
حاصل�ضرب نوع از معمولا که بوده نرم −t دهنده نشان ∗ و مثبت پارامترهای ها ai که

می�شود. انتخاب مینیمم یا
A فازی مجموعه به را حقیقی مقدار با x∗ = (x∗١, . . . , x∗n) ∈ X نقطه مثلثی: ساز فازی .٣

نگارد. می زیر مثلثی عضویت تابع با X در
µA(x) =

[١− |x١−x∗١ |
b١ ] ∗ · · · ∗ [١− |xn−x∗

n|
bn

] ∀i, |xi − x∗i | ≤ bi

٠ این�صورت غیر در (٣١.١)

حاصل�ضرب نوع از معمولا که بوده نرم −t دهنده نشان ∗ و مثبت پارامترهای ها bi که
می�شود. انتخاب مینیمم یا
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فازی�سازگوسین :۵.١ شکل

مثلثی فازی�ساز :۶.١ شکل

نافازی�ساز ٢.٨.١
استنتاج موتور خروجی (که V ⊂ R در B فازی مجموعه از نگاشت یک به�عنوان ١۴ ساز نافازی
کردن مشخص ساز نافازی� وظیفه می�گردد. تعریف y∗ ∈ V قطعی نقطه یک به است) فازی
نافازی انتخاب در را زیر معیارهای باشد. B فازی مجموعه نماینده بهترین که است نقطه�ای

داریم: ساز
باشد. B فازی مجموعه دهنده نشان باید شهودی نظر از y∗ نقطه یعنی پذیری توجیه •

باشد. داشته تعلق B به بالا درجه با یا باشد گرفته قرار B وسط در مثال به�عنوان
باشیم. داشته محاسبات در سادگی •

نام پیوستگی ویژگی این شود. منجر y∗ در بزرگی تغییر به نباید B در کوچک تغییر یک •
دارد.

١۴Defuzzifier



١٧ �سازها نافازی و �سازها فازی
پردازیم. می ساز نافازی چند معرفی به

که ناحیه�ای مرکز به�عنوان را y∗ نقطه ثقل، مرکز ساز نافازی : ١۵ ثقل مرکز نافازی�ساز .١
که معنا بدین می�کند؛ تعریف شده، داده پوشش B عضویت تابع به�وسیله

y∗ =

∫
V yµB(y)dy∫
V µB(y)dy

. (٣٢.١)
گسسته حالت در می�باشد. معمولی انتگرال عمل دهنده نشان پیوسته حالت در ∫ نماد

می�دهد. نشان را موضوع این زیر شکل می�شود. انتگرال ∑جایگزین

ثقل� مرکز نافازی�ساز :٧.١ شکل

M اشتراک یا اجتماع B فازی مجموعه که آن�جا از : ١۶ مراکز میانگین نافازی�ساز .٢
Mمجموعه مراکز وزنی میانگین (٣٢.١) رابطه یکتقریبخوب فازیمی�باشد، مجموعه
مرکز ،ȳl اگر می�باشد. متناظر فازی مجموعه�های ارتفاع با برابر وزن�هایی با فازی
رابدین y∗ مراکز میانگین ساز نافازی باشد، آن ارتفاع درجه wl و ام l فازی مجموعه

می�کند: تعریف ترتیب

y∗ =

M∑
l=١

ȳlwl

M∑
l=١

wl

. (٣٣.١)

داریم M = ٢ برای
y∗ =

y١w١ + y٢w٢
w١ + w٢

(٣۴.١)

که V در نقطه�ای به�عنوان را y∗ نقطه ماکزیمم ساز نافازی : ١٧ ماکزیمم نافازی�ساز .٣
بگیرید درنظر را زیر مجموعه می�کند. تعریف می�رساند، خود مقدار ماکزیمم به µB(y)

١۵Center of gravity defuzzifier
١۶Center average defuzzifier
١٧ Maximum Defuzzifier
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مراکز� میانگین نافازی�ساز :٨.١ شکل

hgt(B) = {y ∈ V |µB(y) = sup
y∈V

µB(y)} (٣۵.١)
به µB(y) آن�ها در که است V مجموعه از نقاطی تمام مجموعه hgt(B) که معنی بدین
دلخواه عضو یک به�عنوان را y∗ نقطه ماکزیمم غیرفازی می�رسد. خود مقدار ماکزیمم

دیگر به�عبارت می�کند. تعریف hgt(B)

y∗ = hgt(B) در نقطه یک
داشت خواهیم را زیر موارد باشد، بیشتر یا و نقطه یک شامل تنها hgt(B) اینکه به بسته

y∗ = inf{y∗ ∈ hgt(B)} ماکزیمم کوچکترین ساز نافازی •
y∗ = sup{y∗ ∈ hgt(B)} ماکزیمم بزرگ�ترین ساز نافازی •

y∗ =

∫
hgt(B) ydy∫
hgt(B) dy

ماکزیمم میانگین ساز نافازی •

ماکزیمم� نافازی�ساز�های :٩.١ شکل



١٩ دینامیکی سیستم�های پایداری

دینامیکی سیستم�های پایداری ٩.١
برای تعاریفمتداول از است. بیانشده دینامیکی پایدارییکسیستم مورد در بسیاری تعاریف
ژاکوفسکی پایداری ،١٨ اوربیتالی یا پوانکاره پایداری به می�توان دینامیکی سیستم یک پایداری
پایداری تحلیل هدف که حالتی برای کرد. اشاره ٢١ مجانبی پایداری و ٢٠ لیاپانوف پایداری ،١٩
از است معادل لیاپانوف و ژاکوفسکی پوانکاره، پایداری به مربوط تعاریف است تعادل نقطه یک
برای کار پایه�ای�ترین می�کنیم. بسنده تعادل نقطه یک برای لیاپانوف پایداری تبیین به رو این
پایداری اثبات برای روش این می�باشد.در لیاپانوف مستقیم روش مجانبی، پایداری تضمین
مثبتی معین تابع آوردن بدست هدف دینامیکی، سیستم یک به مربوط تعادل نقطه مجانبی

باشد. منفی معین زمان به نسبت آن مشتق که است
:[٢٧] کرد توصیف زیر شکل به می�توان را دینامیکی سیستم�های

ẋ١ = f١(t, x١, · · · , xn, u١, · · · , up)
ẋ٢ = f٢(t, x١, · · · , xn, u١, · · · , up)...
ẋn = fn(t, x١, · · · , xn, u١, · · · , up)

(٣۶.١)

x١, · · · , xn و ورودی متغیر�های u١, · · · , up و است، t زمان متغیر به نسبت xi مشتق ẋi که
می�شوند. نامیده حالت متغیر�های

نوشت: زیر بصورت برداری فرم به می�توان را (٣۶.١) دینامیکی سیستم عموما

x =


x١
x٢...
xn

 , u =


u١
u٢...
up

 , f(t, x, u) =


f١(t, x, u)
f٢(t, x, u)...
fn(t, x, u)


اول مرتبه دیفرانسیل معادله یک بصورت عددی اول مرتبه دیفرانسیل معادله n بازنویسی با و

داشت: خواهیم زیر فرم به ٢٢ بعدی n برداری
ẋ = f(t, x, u) (٣٧.١)

گاهی می�نامیم. ٢۵ ورودی بردار را u و ٢۴ حالت بردار را x ،٢٣ حالت معادله را (٣٧.١) رابطه
شود: می گرفته بکار زیر شکل به دیگری معادله (٣٧.١) معادله همراه به

y = h(t, x, u) (٣٨.١)
١٨Orbitally
١٩Zhukovsky
٢٠Lyapunov
٢١Orbitally
٢٢N-dimensional first order vector differential equation
٢٣State equation
٢۴State
٢۵Input



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ٢٠
سیستم تحلیل در که است متغیر�هایی شامل که است ٢۶ خروجی بردار بیانگر معادله این
فیزیکی بصورت را آن می�توان که متغیر�هایی مانند مندیم علاقه متغیر�ها آن بررسی به دینامیکی
(٣٨.١) دهند.معادله نشان خود از را خاصی رفتار است لازم که هایی متغیر یا و گرفت اندازه
بطور یا و ٢٨ حالت فضای مدل را (٣٨.١) و (٣٧.١) معادلات مجموعه و ٢٧ خروجی معادله را

می�نامند. ٢٩ حالت مدل خلاصه
بدونحضور معادله موارد از بسیاری در شد. خواهد انجام حالت معادله پایه بر تحلیل بیشترین

می�شود: بیان زیر شکل به u ورودی صریح
ẋ = f(t, x) (٣٩.١)

که نیست معنا این به لزوما ولی است ورودی بدون حالت معادله به موسوم حالتی، چنین
معلومی تابع شکل به ورودی که باشد معنا بدین است ممکن بلکه است صفر سیستم ورودی
(u = γ(x, t)) دو هر از معلومی تابع یا و (u = γ(x)) حالت از معلومی تابع (u = γ(t))زمان از

است. ورودی بدون حالت معادله و حذف u (٣٧.١) رابطه در u = γ جایگذاری با است.
یعنی: نباشد t از صریحی تابع f که می�دهد رخ زمانی (٣٩.١) رابطه خاص حالت�های از یکی

ẋ = f(x) (۴٠.١)
نسبت سیستمی چنین رفتار گوییم. زمان با نامتغیر یا ٣٠ خودگردان را سیستم حالتی چنین در
عبارت در تغییری τ = t − α به t از زمان متغیر تغییر زیرا نمی�کند تغییر زمان مبدا انتقال به
یا ٣١ ناخودگردان نباشد، خودگردان سیستم اگر نمی�آورد. بوجود حالت معادله راست سمت
نقطه مفهوم حالت، معادله با برخورد در مهم مفاهیم از یکی می�شود. نامیده ٣٢ زمان با متغیر

است. ٣٣ تعادل
با اگر گوییم (٣٩.١) رابطه تعادل نقطه را x = x∗ نقطه حالت معادله در [٢٧] .١.٩.١ تعریف

بماند. باقی x∗ نقطه در آینده لحظات تمامی برای نقطه، آن از حالت حرکت آغاز
است: ذیل معادله حقیقی ریشه�های ، (۴٠.١) خودگردان سیستم� تعادل نقطه .١.٩.١ ملاحظه

f(x) = ٠. (۴١.١)
مجاورتش دیگریدر تعادل نقطه هیچ که معنا بدین باشد ٣۴ منفرد تعادل استنقطه ممکن

باشد. داشته ٣۵ استمرار خود تعادل ویژگی در نقطه این دیگر تعبیر به یا و نباشد موجود
٢۶Output vector
٢٧Output equation
٢٨State space model
٢٩ Space model
٣٠ Autonomous
٣١ Nonautonomous
٣٢Time varying
٣٣Equilibrium point
٣۴Isolated
٣۵Continuum



٢١ لیاپانوف پایداری

لیاپانوف پایداری ١٠.١
پایداری خصوص در مختلفی دارد.مسایل سیستم�ها مهندسی در اساسی نقش پایداری نظریه
بررسی بخشبه این می�شود.در مطرح دینامیکی سیستم�های بررسی و مطالعه در که دارد وجود

.[٢٧] می�پردازیم تعادل نقطه پایداری
را نظریه این که روسی مهندس و (ریاضیدان لیاپانوف دید از را تعادل نقطه پایداری معمولا
خودگردان دینامیکی سیستم می�کنیم. بررسی شود) می خوانده خودش بنام امروزه و نهاد بنا

می�گیریم: نظر در را ذیل

ẋ = f(x) (۴٢.١)
یکی x̄ ∈ d کنید است.فرض Rn به D ⊂ Rn قلمرو از محلی شیتز لیپ نگاشت f : D → Rn که

یعنی: باشد (۴٢.١) معادله تعادل نقاط از
f(x̄) = ٠ (۴٣.١)

را قضایا و تعاریف همه سادگی است.برای x̄ نقطه پایداری مطالعه و مشخصات تعیین هدف
نکته این .x̄ = ٠ یعنی است، Rn مبدا بر منطبق تعادل نقطه که می�کنیم بیان حالتی برای
مبدا به متغیر تغییر با می�توان را تعادل نقطه هر زیرا ندارد موضوع عمومیت بر اثری هیچ
به y = x − x̄ متغیر تغییر با می�توان باشد x̄ ̸= ٠ اگر بیشتر تفهیم داد.برای انتقال مختصات

رسید زیر طبق مطلوب هدف
ẏ = ẋ = f(x) = f(y + x̄) ≊ g(y), g(٠) = ٠

کاستن بدون لذا است. واقع مبدا در y جدید متغیر به نسبت سیستم تعادل نقطه ترتیب بدین
این با و می�کند صدق f(٠) = ٠ رابطه در f(x) تابع می�کنیم فرض همواره موضوع عمومیت از

می�پردازیم. x = ٠ مبدا پایداری بررسی به شرط
: (۴٢.١) معادله به مربوط x = ٠ تعادل نقطه [٢٧] .١.١٠.١ تعریف

که باشد داشته وجود چنان δ = δ(ϵ) > ٠ مقدار ϵ > ٠ هر برای اگر است پایدار •
|| x(٠) ||< δ ⇒|| x(t) ||< ϵ, ∀t > ٠

نباشد. پایدار اگر است ناپایدار •

که یافت چنان را δ بتوان و باشد پایدار اگر است ٣۶ مجانبی پایدار •
|| x(٠) ||< δ ⇒ lim

t→∞
|| x(t) ||= ٠

می�کنیم. بیان را لیاپانوف پایداری قضیه اکنون
D ⊂ Rn و باشد (۴٢.١) معادله تعادل نقاط از یکی x = ٠ کنید فرض [٢٧] .١.١٠.١ قضیه
باشدکه پذیر پیوسته-مشتق تابعی V : D → R اگر صورت این باشد.در x = ٠ شامل قلمرویی

باشیم: داشته آن برای
V (x) = ٠ V (x) > ٠, x ∈ D − {٠} (۴۴.١)

V̇ (x) ≤ ٠, x ∈ D (۴۵.١)
٣۶Asymptotically stability



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ٢٢
است. مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آنگاه

آورده بر را (۴۵.١) و (۴۴.١) شروط که V (x) پذیر مشتق پیوسته تابع هر .١.١٠.١ ملاحظه
٣٩ سطح رویه یا ٣٨ لیاپانوف رویه (c>٠ مقادیر ازای (به V (x) = c رویه و ٣٧ لیاپانوف تابع کند

می�کند. بهتر را قضیه درک لیاپانوف رویه�های از استفاده با (١٠.١ ) شکل می�شود. نامیده

لیاپانوف تابع یک سطح رویه�های :١٠.١ شکل
V̇ < ٠ شرط است. c کاهشی مقادیر برای لیاپانوف رویه�های نشان�دهنده (١٠.١) شکل این
می�کند، قطع را V (x) = c لیاپانوف رویه حالت، مسیر�های از یکی وقتی است نکته این بیانگر

نمی�شود. خارج آن از دیگر و شده Ωc = {x ∈ Rn, V (X) ≤ c} مجموعه وارد
یکی سمت به لیاپانوف رویه از کوچکتری c مقدار با حالت مسیر است، V̇ < ٠ که هنگامی
به V (x) = c لیاپانوف یابدرویه کاهش c چه یابد.هر می سوق لیاپانوف درونی رویه�های از دیگر
نزدیک مبدا به حالت مسیر زمان افزایش با که معناست بدین که شود منقبضمی مبدا سمت

می�شود.
اما می�یابد سوق مبدا سمت به حالت مسیر�های گرفت نتیجه نمی�توان باشد V̇ < ٠ فقط اگر
لیاپانوفی رویه درون x(٠) اولیه حالت که شرط این از زیرا است پایدار مبدا گرفت نتیجه می�توان
است. گرفته قرار گوی آن درون حالت مسیر گرفت نتیجه می�توان است، Bϵ گوی در محصور
Ωc ، c > ٠ مقادیر جمیع ازای به سازد می مطمین را ما که دیگری اضافه شرط بنابراین

از: است عبارت باشد کراندار
|| x(٠) ||→ ∞ ⇒ V (٠) → ∞

می�نامند. ۴٠ شعاعی بیکران کند، برآورده را شرطی چنین که تابعی
تابع و باشد (۴٢.١) معادله تعادل نقاط از یکی x = ٠ کنید فرض [٢٧] .٢.١٠.١ قضیه

باشیم: داشته آن برای باشدکه پذیر پیوسته-مشتق نگاشتی V : Rn → R

٣٧Lyapunov function
٣٨Lyapunov surface
٣٩Level surface
۴٠Radially unbounded



٢٣ لیاپانوف پایداری

V (x) = ٠ V (x) > ٠, ∀x ̸= ٠ (۴۶.١)
||x|| → ∞ ⇒ V (x) → ∞ (۴٧.١)
V̇ (x) < ٠, ∀x ̸= ٠ (۴٨.١)

است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطه آنگاه
که معناست بدین (۴٧.١) شرط c = V (p) فرضمی�کنیم: p ∈ Rn اختیاری نقطه برای برهان.
V (x) > ٠ ، ||x|| > r شرط با که می�شود یافت چنان r > ٠ مانند مقداری ، c > ٠ هر برای
قضیه مشابه برهان ادامه بود. خواهد کراندار Ωc نتیجه در و Ωc ⊂ Br بنابراین ؛ بود خواهد

بود. خواهد (١.١٠.١)
می�شود. شناخته ۴١ کراسوسکی بارباشین قضیه بنام (٢.١٠.١) قضیه

مثبت معین کند، برآورده را (x ̸= ٠ (برای (۴۴.١) شرط که V (x) تابع هر .٢.١٠.١ ملاحظه
نیمه کند، برآورده را (x ̸= ٠ (برای V (x) ≥ ٠ ضعیف�تر شرط تابع این می�شود.اگر ۴٢ نامیده

می�شود. نامیده ۴٣ مثبت معین
نیز −V (x) اگر گوییم ۴۵ منفی معین نیمه یا و ۴۴ منفی معین را V (x) تابع .٣.١٠.١ ملاحظه

باشد. مثبت معین نیمه یا و مثبت معین بترتیب
نداشته حالت چهار این از یک هر ازای به معینی علامت V (x) تابع چنانچه .۴.١٠.١ ملاحظه

می�نامیم. ۴۶ نامعین را آن باشد
کرد: بیان نیز ذیل عبارن با را لیاپانوف قضیه می�توان واژه�نگاری این با اکنون

که باشد داشته وجود چنان V (x) پذیر مشتق پیوسته و مثبت معین تابع اگر است پایدار مبدا
معین V̇ (x) تابع اگر است مجانبی پایدار نقطه این همچنین باشد. منفی معین نیمه V̇ (x)

باشد. منفی
خانواده کرد، بررسی بسادگی را آنها بودن معین علامت توان می که عددی توابع از دسته�ای

می�باشند.یعنی: دوم توان یا ۴٧ مجذوری بصورت توابع
V (x) = xT p x =

n∑
i=١

n∑
j=١

Pij xi xj

است. حقیقی متقارن ماتریس p که
p ویژه مقادیر همه اگر فقط و اگر است مثبت) معین نیمه (یا مثبت معین V (x) حالت این در

۴١Barbashin Krasovskii
۴٢Positive definite
۴٣Positive semi definite
۴۴Negative definite
۴۵Negative semi definite
۴۶Indefinite
۴٧Quadratic



مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، ٢۴
ماتریس ۴٨ اصلی پیشرو کهاد�های همه باید که معنی بدین باشد، منفی) غیر متناظرا (یا مثبت
V (x) = xT p x تابع اگر باشد. منفی) غیر اصلی پیشرو کهاد�های همه متناظرا (یا مثبت p

مثبت) معین نیمه مثبت(یا معین p ماتریس گوییم باشد، مثبت) معین نیمه مثبت(یا معین
. (p ≥ ٠) متناظرا یا p > ٠ می�نویسیم و است

می�کنیم. تحلیل و بررسی را قضیه�ها نتایج و اهداف مثال چندین ارایه با ادامه در
بگیرید: نظر در را زیر تابع .١.١٠.١ مثال

V (x) = ax٢١ + ٢x١x٣ + ax٢٢ + ۴x٢x٣ + ax٢٣

=
[
x١ x٢ x٣

]
a ٠ ٠
٠ a ٢
١ ٢ a



x١
x٢
x٣


= xT p x

(۴٩.١)

معین V (x) بنابراین . a(a٢−۵) و a٢ ، a از: است عبارت pماتریس اصلی پیشرو کهاد�های
مثبت ، −p اصلی پیشرو کهاد�های باید بودن منفی معین برای باشد. a >

√۵ اگر است مثبت
طوری به دهد. علامت تغییر میان در یک p اصلی پیشرو کهاد�های باید دیگر تعبیر به باشد،
منفی معین V (x) باشند؛بنابراین مثبت زوج، مرتبه کهاد�های و منفی فرد، مرتبه کهاد�های که
a ≥

√۵ اگر می�شود مشخص اصلی پیشرو کهاد�های محاسبه با باشد. a < −
√۵ اگر است

به بود. خواهد منفی معین نیمه V (x) باشد، a ≤ −
√۵ اگر و مثبت معین نیمه V (x) باشد

است. نامعین V (x) هم a ∈ (−
√۵,√۵) مقادیر همه ازای

گرفت. بکار (۴٢.١) دیفرانسیل معادله حل بدون را لیاپانوف قضیه می�توان .۵.١٠.١ ملاحظه
از می�توان حالات برخی در ندارد. وجود لیاپانوف تابع یافتن برای منظمی روش هیچ لیکن
سیستم�های در انرژی توابع مانند نمود، استفاده لیاپانوف تابع بعنوان طبیعی ۴٩ نامزد�هایی
خطا و آزمون روش اساس بر لیاپانوف تابع یافتن دیگر حالت�های در اما مکانیکی. یا الکتریکی

می�پذیرد. صورت
بگیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله .٢.١٠.١ مثال

ẋ = −g(x)

می�کند: ارضا نیز را ذیل شروط و است محلی شیتز لیپ (−a, a) بازه�ی بر g(x) که
g(٠) = ٠; xg(x) > ٠, ∀x ̸= ٠ , x ∈ (−a, a)

تعادل نقطه یک دارای است.سیستم شده داده نشان (١١.١) شکل در g(x) تابع از نمونه�ای
نیست؛ مشکل چنان مبدا مجانبی پایداری بررسی ساده، مثال این در است. مبدا در تنها
خواهند سوق مبدا سوی به ẋ علامت به بنا شوند آغاز مبدا طرف هر از که پاسخ�هایی زیرا
قلمرو روی را ذیل تابع لیاپانوف، قضیه از استفاده با نتیجه همین به دسترسی برای یافت.

می�گیریم: نظر در D = (−a, a)

V (x) =

∫ x

٠ g(y) dy

۴٨Principle minors
۴٩Candidate



٢۵ لیاپانوف پایداری

مثال(٢.١٠.١) به مربوط خطی�گری غیر از نمونه�ای :١١.١ شکل
V (٠) > ٠ داریم: x ̸= ٠ مقادیر همه ازای به ضمنا است، V (٠) = ٠ و پذیر مشتق - پیوسته تابع
تابع یک واقعا V (x) آیا اینکه بررسی است.برای لیاپانوف تابع معتبر نامزدهای از یکی بنابراین .

می�یابیم: سیستم حالت مسیر�های امتداد در را مشتقش خیر، یا است لیاپانوف
V̇ (x) =

∂V

∂x
[−g(x)] = −g٢(x) < ٠, ∀x ∈ D − {٠}

است. مجانبی پایدار نقطه مبدا می�شود نتیجه ،(١.١٠.١) قضیه از بنابراین





٢ فصل
خواصآن و فازی هایپربولیک مدل�های

پیوسته زمانی سیستم�های برای

هایپربولیکفازی مدل ١.٢
پایه قواعد به را ١ فازی پایه قواعد که می�پردازیم شرایطی بررسی و بیان به ابتدا بخش این در

می�کند. تبدیل ٢ هایپربولیک فازی
x = (x١(t), · · · , xn(t))T وضعیت متغیر n با یکسیستم فرضمی�کنیم [۵٢ ،۵١] تعریف١.١.٢.
از را فازی پایه قواعد دسته یک باشد. شده داده u = (u١(t), · · · , up(t))T ورودی متغیر p با و

: کند صدق زیر شرایط در هرگاه می�گوییم هایپربولیک فازی پایه قواعد نوع
باشد: می زیر شکل به فازی قاعده هر ( ١

IF x١ is Fx١ , x٢ is Fx٢ , . . . xn is Fxn , u١ is Fu١ , u٢ is Fu٢ , . . . un is Fun ,

THEN ẋl = ±cx١ ± cx٢ · · · ± cxn ± cu١ ± cu٢ · · · ± cup , (l = ١, · · · , n),
شامل که هستند uj ، xi از فازی مجموعه�های (j = ١, · · · , p) Fuj و (l = ١, · · · , n) Fxi که
مثبت مقادیر (j = ١, · · · , p) cuj و (l = ١, · · · , n) cxi و می�باشند، (منفی) N و (مثبت) P

مشخص روشذیل به THEN بخش در منفی یا مثبت علامت باشند. می Fuj و Fxi با متناظر
می�شود:

١Fuzzy rule base
٢Fuzzy hyperbolic rule base



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٢٨
علامت با cxi بخش THEN قسمت در سپس ،Pz هست Fxi جمله صفت IF قسمت در اگر

می�شود. ظاهر منفی علامت با cxi اینصورت غیر در می�شود، ظاهر مثبت
با و می�باشند انتخابی یا اختیاری IF بخش در وضعیت متغیر�های و ٣ ورودی متغیرهای ( ٢
وجود IF قسمت در Fui یا Fxi جملات اگر یعنی متناظرند. THEN قسمت در ثابت جملات

می�شود. ظاهر cui یا cxi جملات THEN قسمت در باشد داشته
IF قسمت در فازی متغیر (m ≤ n) m و THEN قسمت در ẋl اگر فازی قاعده هر برای ( ٣

می�باشد. ٢m برابر ممکن حالتهای تمام برای فازی قواعد آنگاه شود ظاهر
و ورودی چندین با ۴ پیچیده پیوسته سیستم یک نمایش برای زیر فازی مدل از حال

می�گیریم: بهره خروجی
ẋ١...
ẋn

 = A


tanh(k١x١)...
tanh(knxn)

+B


u١...
un

 , (١.٢)

B ∈ Rn×p, A ∈ Rn×n و ورودی بردار u = (u١, · · · , up)T و وضعیت بردار x = (x١, · · · , xn)T که
کنیم فرض اگر باشد. می فازی ۵ عضویت تابع به توجه با مثبت مقادیر ki(i = ١, · · · , n) و

کرد: بازنویسی زیر صورت به می�توان را (١.٢) رابطه kx = diag(k١, · · · , kn)

ẋ = A tanh(kxx) +Bu. (٢.٢)
آن در که می�نامیم. ۶ فازی هایپربولیک مدل را (٢.٢) رابطه

tanh(kxx) = (tanh(k١x١), · · · , tanh(knxn))T .
رابطه در موجود دانش و اطلاعات از را فازی هایپربولیک مدل که داد خواهیم نشان ادامه در

آورد. بدست می�توان سیستم، با
عضویت تابع باشد. شده هایپربولیکفازیداده آنگاه ـ اگر قواعد فرضکنید [٢٣] .١.١.٢ قضیه

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Nz بودن) (منفی و Pz بودن) (مثبت

µPz(x) = e
−١٢ (x−kz)٢ , µNz(x) = e

−١٢ (x+kz)٢ ,

فازی آنگاه ـ اگر قواعد خروجی عنوان به زیر مدل به می�توان صورت این در .kz > ٠ آن در که
رسید

ẋ = A tanh(kxx) +B tanh(kuu). (٣.٢)
هستند. ثابت ماتریس�های B ، A و ku = diag(ku١, · · · , kun) ، kx = diag(kx١, · · · , kxn) که
q(q ≤ p) و وضعیت متغیر m(m ≤ n) ، l = ١,٢, · · · , n ، ẋl هر برای می�کنیم فرض برهان.
ثقل مرکز ساز نافازی و منفرد فازی�ساز استنتاج، قواعد باشد.حال داشته وجود ورودی متغیر

٣Input variables
۴Complex
۵Membership
۶Fuzzy hyperbolic modeling



٢٩ فازی هایپربولیک مدل مشخصه
می�کنیم،داریم اعمال را

ẋl =
F

G

که
F = (cx١ + · · ·+ cxn)µpx١(x١) · · ·µpxm(xm) + · · ·+ (−cu١ − · · · − cuq)µNu١(u١) · · ·µNuq(uq)

G = µpx١(x١) · · ·µpxm(xm) + · · ·+ µNu١(u١) · · ·µNuq(uq)

ẋl =
F

G

=
m∑
i=١

cxiµpxi(xi)− cxiµNxi(xi)

µpxi(xi) + µNxi(xi)

+

q∑
j=١

cujµpuj (uj)− cujµNuj (uj)

µpuj (uj) + µNuj (uj)

=

m∑
i=١

cxie
−١٢ (xi−kxi )

٢
− cxie

−١٢ (xi+kxi)
٢

e
−١٢ (xi−kxi )

٢
+ e

−١٢ (xi+kxi )
٢

+

q∑
j=١

cuie
−١٢ (uj−kuj )

٢
− cuie

−١٢ (uj+kuj )
٢

e
−١٢ (uj−kuj )

٢
+ e

−١٢ (uj+kuj )
٢

=
m∑
i=١

cxi(
ekxixi − e−kxixi

ekxixi + e−kxixi
) +

q∑
j=١

cuj (
ekujuj − e−kujuj

ekujuj + e−kujuj
)

=

m∑
i=١

cxitanh(kxixi) +

q∑
j=١

cuj tanh(kujuj).

می�کنیم تعریف
clx = (cx١ , · · · , cxm , ٠, · · · , ٠), clu = (cu١ , · · · , cuq , ٠, · · · , ٠).

داریم بنابراین
ẋl = clxtanh(kxx) + clutanh(kuu)

همه ازای به می�باشد.لذا tanh(kxx) از خطی ترکیب ẋl که است معنی این به بالا معادله
داریم ẋl, (l = ١, · · · , n)

ẋl = A tanh(kxx) +B tanh(ku)

که
A = (c١x, c٢x, · · · , cnx)T , B = (c١u, c٢u, · · · , cpu)T .

هایپربولیکفازی مدل مشخصه ٢.٢
یا ٧ تاکاگی-سوگنو فازی مدل خلاف بر است. خطی غیر مدل یک فازی هایپربولیک مدل ( ١

است. محلی خطی مدل از ترکیبی که (T − S)

٧Fuzzy Takagi Sugeno modeling



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٣٠
بهینه کنترل�گر یک می�توانیم ما است سراسری مدل یک فازی هایپربولیک مدل چون ( ٢

کنیم. آنالیز ٩ بسته حلقه سیستم در را آن پایداری و کنیم طراحی آن برای ٨ سراسری
است. مناسب پیچیده سیستم�های مدل�سازی برای فازی هایپربولیک مدل ( ٣

مقداری اگر لذا می�آید. بدست زبانی دانش و اطلاعات از آسانی به فازی هایپربولیک مدل ( ۴
ما باشیم داشته ورودی متغیر�های و حالت متغیر�های بین روابط درباره�ی زبانی اطلاعات

نماییم. ایجاد فازی هایپربولیک مدل می�توانیم
می�توانیم تاکاگی-سوگنو فازی مدل شبیه هایپربولیکفازی، برایتشخیصپارامتر�هایمدل ( ۵

کنیم. طراحی ١٠ عصبی شبکه مدل یک

مدل�سازی روند ٣.٢
فازی آنگاه اگر قواعد فرم به که هستند بشری دانش پایه بر سیستم�هایی فازی، سیستم�های
برای یکروشسیستماتیک آوردن بدست فازی سیستم�های نظریه مهم می�شوند.سهم ساخته

.[۵١] می�باشد. غیرخطی نگاشت به پایه�ای دانش تبدیل
سوی از شوند، ساخته سیستم به مربوط زبانی اطلاعات از مدل�هایهایپربولیکفازیمی�توانند
می�توانیم می�شود.ما استفاده عصبی شبکه�های مدل�سازی برای فازی هایپربولیک دیگرمدل
مدل پارامتر�های سپس و انتخاب، متخصصین تجربه بوسیله را مدل شبکه وزن اولیه مقادیر

کنیم. بهینه�سازی را

هایپربولیکفازی مدل برای کنترل طراحی ۴.٢
بدست زیر رابطه طبق (FHM) فازی هایپربولیک مدل یک توانستیم (١.٢) قبل بخش در

آوریم:
ẋ = A tanh(kxx) +Bu. (۴.٢)

طراحی زیر شکل به (۴.٢) غیرخطی سیستم برای u ١١ کننده�ی پایدار کنترل�گر یک ادامه در
می�کنیم:

u = H tanh(kxx). (۵.٢)
کند. صدق کنترل صفات و خواص در بطوریکه است، ثابت ماتریس H آن در که

خواصکنترل�گر ١.۴.٢
:[۴٨] نمائیم بیان ذیل بصورت می�توانیم را u کنترل�گر خواص

x ورودی متغیر دلخواه مقادیر برای کنترل�گر هایپربولیک، تانژانت تابع مشخصه توجه با ( ١
٨Global optimal controller
٩Closed loop system
١٠Neural network model
١١Stable controller



٣١ فازی هایپربولیک مدل برای کنترل طراحی
هستند. محدود متغیر�ها حقیقی فیزیکی سیستم در حقیقت در است. محدود یا کران�دار

را (۴.٢) رابطه میتوانیم u = ٠ یعنی باشد، کنترل بدون (۴.٢) غیرخطی سیستم اگر ( ٢
کنیم: بازنویسی زیر بصورت

ẋ = A tanh(kxx). (۶.٢)
در که باشد نمایش قابل زبانی اطلاعات و فازی آنگاه اگر قواعد بوسیله می�تواند u کنترل�گر ( ٣
فازی کنترل�گر فازی،برای آنگاه اگر قواعد بنابراین می�گوییم. فازی کنترل�گر آن به صورت این

می�شود: بیان زیر بصورت
R١ : IF x١ is FPx١ , x٢ is FPx٢ , . . . xn is FPxn ,

THEN u = CPx١ + CPx٢ + · · ·+ CPxn;

R٢ : IF x١ is FPx١ , x٢ is FPx٢ , . . . xn is FNxn ,

THEN u = CPx١ + CPx٢ + · · · − CNxn;

...
R٢n : IF x١ is FNx١ , x٢ is FNx٢ , . . . xn is FNxn ,

THEN u = −CNx١ − CNx٢ − · · ·+ CNxn;

که هستند xi متناظر فازی مجموعه�های (i = ١, · · · , n) FNi و (i = ١, · · · , n) FPxi که
CNxi و (i = ١, · · · , n) CPxi همچنین می�باشند. بودن) (منفی N و بودن) (مثبت P شامل

باشند. می FNi و FPxi مشابه مثبت مقادیر (i = ١, · · · , n)
به ، (۴.٢) رابطه در آن جایگذاری و (۵.٢) کنترل�کننده به توجه با کنترل�گر اولیه مقدار ( ۴

می�رسیم: زیر بسته حلقه سیستم
ẋ = (A+BH) tanh(kxx). (٧.٢)

مجانبی پایداری بطوریکه می�کنیم تعیین را H ماتریس کنترل�گر آوردن بدست فرایند ادامه در
شود. تضمین (٧.٢) بسته حلقه سیستم سراسری

سرتاسری مجانبی پایداری ،بطوریکه H ماتریس تعیین و طراحی فرایند روش دو بخش این در
می�دهیم. ارایه کند تضمین را (٧.٢) بسته حلقه سیستم ١٢ مقاوم�پذیری و

بازخورد روشکنترل ( الف
نتیجه تحلیل و استخراج برای قضایایی و مفاهیم ، ١٣ بازخورد کنترل روش بیان از قبل

کنیم. می بیان را آنها ذیل در که می�باشد لازم اصلی
وجود اگر می�شود نامیده (موربی) قطری پایدار A مربعی ماتریس یک [٢٣] .١.۴.٢ تعریف

بطوریکه: P قطری ماتریس و Q > ٠ ماتریس باشد داشته
PA+ATP = −Q. (٨.٢)

می�کند. صدق قطری ماتریس� با لیاپانوف معادله در A مربعی ماتریس دیگر، زبان به
Qمعینمثبتباشندسپس و P جفتماتریس�های هر و نماید صدق (٨.٢) رابطه Aدر اگر •

است. سرتاسری مجانبی پایدار ẋ = Ax خطی سیستم
١٢Robustness
١٣Feedback control



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٣٢
باشد،سپسسیستم قطری مثبت معین P ماتریس� و نماید صدق (٨.٢) رابطه در A اگر •

است. پذیر مقاوم پایدار ẋ = Ax خطی
کند: صدق زیر خواص در که f(.) : R → R توابع همه مجموعه Sc [٢٣] .٢.۴.٢ تعریف

است؛ پیوسته f ( ١
f(x)x؛ > ٠ ،x ∈ R مقادیر همه برای ،و f(٠) = ٠ ( ٢

.| x |→ ∞ ،∫ x٠ f(y) dy → ∞ ( ٣
باشد: شده داده زیر خطی غیر سیستم کنیم فرض [٢٣] .١.۴.٢ لم

ẋ = A f(x), (٩.٢)
قطری پایدار A ماتریس اگر .fi(.) ∈ Sc, (i = ١, · · · , n) و f(x) = (f١(x١), · · · , fn(xn))T که

است. سرتاسری مجانبی پایدار تعادل نقطه (٩.٢) سیستم برای x = ٠ آنگاه باشد
باشد داشته وجود اگر می�گیریم. نظر در را (٧.٢) فازی هایپربولیک مدل .١.۴.٢ قضیه
(٧.٢) بسته حلقه سیستم برای x = ٠ آنگاه باشد قطری پایدار A + BH بطوریکه H ماتریس

است. سرتاسری مجانبی پایدار تعادل نقطه
قضیه به بنا لذا fi(xi) = tanh(kixi) که بگیریم نتیجه می�توانیم (١.۴.٢) لم به توجه با برهان.
پایدار A+BH بطوریکه دارد وجود H ماتریس می�گردد معلوم کنترل�گر طراحی برای (١.۴.٢)
ماتریس برایحل (LMI) ١۴ ماتریسخطی روشنابرابری از می�توانیم ما باشد.بنابراین مجانبی

.[۴٨] کنیم استفاده H
H٢ بهینه روشکنترل ( ب

غیرخطی سیستم به ١۵ خطی دوم درجه بهینه کنترل نظریه دادن تعمیم ما بخشهدف این در
است: زیر

ẋ(t) = A f(x(t)) +Bu(t), (١٠.٢)
خطی غیر ١۶ هزینه تابع حال .fi(.) ∈ Sc, (i = ١, · · · , n) و f(x) = (f١(x١), · · · , fn(xn))T که

می�کنیم: تعریف را زیر
J(x٠, t٠, u) =

∫ ∞

t٠
(fT (x(t))Qf(x(t)) + uT (t)Ru(t))dt, (١١.٢)

تابع که می�یابیم چنان را u پارامتر حال هستند. مثبت معین متقارن ماتریس�های R و Q که
باشد. مقدار ١٧ کمترین هزینه

اگر می�شوند، نامیده ١٨ قطری بهینه [A،B،Q،R] ماتریس�های مجموعه .٣.۴.٢ تعریف
بطوریکه: P > ٠ قطری ماتریس باشد داشته وجود

PA+ATP − PBR−١BTP +Q = ٠ (١٢.٢)
١۴ Linear Matrix Inequality
١۵The linear quadratic optimal control theory
١۶Cost function
١٧Minimal
١٨Diagonally optimal



٣٣ فازی هایپربولیک مدل برای کنترل طراحی
باشد. قطری و مثبت معین P ماتریس اگر دارد جواب (١٢.٢) ریکاتی معادله دیگر زبان به
آنها کنترل که غیرخطی، سیستم�های از بزرگی کلاس زیر اصلی قضیه در حال .١.۴.٢ ملاحظه

می�کنیم. بیان را می�شود ظاهر خطی بصورت
.(١١.۴) هزینه تابع همچنین و می�گیریم نظر در را (١٠.٢) غیرخطی سیستم .٢.۴.٢ قضیه
می�آید: بدست زیر بهینه کنترل�گر سپس باشند، قطری بهینه [A،B،Q،R] ماتریس�های اگر

u∗(t) = −R−١BTPf(x(t)), (١٣.٢)
Jmin(x٠, t٠) = minu(t)J(x٠, t٠, u), فرضکنیم ماتریسمعینقطریاست.اگر P = (p١, · · · , pn) که

داریم: آنگاه
Jmin(x٠, t٠) = ٢

n∑
i=١

Pi

∫ xi(t٠)

٠ fi(kiτ)dτ.

ژاکوبینصدق هامیلتون بلمن معادله در Jmin(x(t)) که می�دهیم نشان مرحله اولین در برهان.
می�کند

− ∂Jmin

∂t
= min

u(t)
{fT (x)Qf(x) + uTRu+∇JT

minẋ}. (١۴.٢)
را زیر محاسبات ما ٢٠ راست طرف برآورد برای است صفر بدیهی بطور معادله ١٩ چپ طرف

می�کنیم شروع
∇JT

minẋ = ٢fT (x)P (Af(x) +Bu) = fT (x)(PA+ATP )f(x) + ٢fT (x)PBu. (١۵.٢)
می�کنیم فرض

H = fT (x)Qf(x) + uTRu+∇JT
minẋ

داریم
H = fT (x)(Q+ PA+ATP )f(x)٢fT (x)PBu+ uTRu,

= fT (x)(Q+ PA+ATP − PBR−١BTP )f(x)

+ (u+R−١BTPf(x))TR(u+R−١BTPf(x)).

(١۶.٢)

داریم: بنابراین می�رسد صفر به بالا معادله اول جمله اما
H = (u+R−١BTPf(x))TR(u+R−١BTPf(x))

که وقتی می�آورد بدست را خود واحد مینمم H و است مثبت معین R زیرا
داریم: بنابراین u = u∗ = −R−١BTPf(x(t))

min
u(t)

{fT (x)Qf(x) + uTRu+∇JT
minẋ}

= fT (x)Qf(x) + u∗TRu∗ +∇JT
minẋ = ٠.

١٩Left hand side
٢٠Right hand side



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٣۴
می�کنیم محاسبه می�کنیم، اعمال را u∗(t) وقتی را هزینه تابع مقدار بعد مرحله در

J(x٠, t٠, u∗) =
∫ ∞

t٠

(
fT (x(t))Qf(x(t)) + u∗T (t)Ru∗(t)

)
dt,

=

∫ ∞

t٠
(−∇JT

minẋ)dt

=

∫ ∞

t٠

(
dJmin

dt

)
dt

= Jmin(x٠)− Jmin(x(∞)).

(١٧.٢)

می�گیریم نتیجه بنابراین x(∞) = ٠ است، سراسری مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم زیرا
هزینه تابع Jmin(x٠) می�کند ایجاب [٢٣] در (١.١.٢) قضیه لذا , J(x٠, t٠, u∗) = Jmin(x٠)

باشد. بهینه کنترل�گر u∗(t) و بهینه

مثال�ها شبیه�سازی ۵.٢
مدل�هایهایپربولیک در را کنترل طراحی مدل�سازیو روند متنوع، مثال چندین اینبخشبا در

می�کنیم. تحلیل و بررسی پیوسته زمانی سیستم�های برای فازی
می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .١.۵.٢ ẋ(t)مثال = b u(t),

x(t٠) = x٠.
(١٨.٢)

می�باشد. مثبت مقدار b > ٠ و می�باشد، کنترل u(t) ∈ R و وضعیت متغیر x(t) ∈ R که
برسیم.ما صفر وضعیت به مثبت شروع نقطه هر از می�باشدکه uf فازی کنترل طراحی ما هدف
لیاپانوف تابع کاندید V = ١٢x٢ می�کنیم فرض می�دهیم. انجام لیاپانوف تابع با را هدف این

داریم: لیاپانوف تابع گرفتن مشتق باشد.از
V̇ = Xẋ = bxu.

باشد (منفی) مثبت x اگر می�کنیم مشاهده باشد. V̇ < ٠ است لازم سیستم پایداری برای
باشد. ( (مثبت منفی باید u و V̇ < ٠ سپس

آوریم: می بدست زیر بصورت را ٢١ ممدانی بروش فازی کنترل قواعد بنابراین
If x is xpositive Then u is unegative,
If x is xnegative Then u is upositive.

Pz بودن) (مثبت عضویت تابع باشد. شده داده فازی هایپربولیک آنگاه ـ اگر قواعد کنید فرض
می�کنیم تعریف زیر صورت به را Nz بودن) (منفی و

µxpositive = e−(x−α)٢ , µxnegative = e−(x+α)٢ ,

µupositive = e−(x−β)٢ , µunegative = e−(x+β)٢ .

٢١Mamdani



٣۵ مثال�ها شبیه�سازی
اعمال را ٢٢ ثقل مرکز سازی نافازی می�باشند.سپسروش مثبت مقادیر α > ٠, β > ٠ آن در که

می�آوریم: بدست زیر بصورت فازی کنترل�گر و می�کنیم

uf (x) = (
−βe−(x−α)٢ + βe−(x+α)٢

e−(x−α)٢ + e−(x+α)٢ )

= (
−βe−x٢+٢αx−α٢ + βe−x٢−٢αx−α٢

e−x٢+٢αx−α٢ + e−x٢−٢αx−α٢ )

= −β(
e٢xα − e−٢xα
e٢xα + e−٢xα )

= −β tanh(٢αx).

(١٩.٢)

کرده�ایم. رسم α = β = ١ برای (١.٢) شکل طبق uf (x) فازی کنترل�گر
طبق ٢٣ بنگ بنگ کنترل�گر از پیوسته تقریب به ، uf (x) فازی کنترل�گر (١.٢) شکل طبق

α = β = ١ برای uf (x) فازی کنترل�گر :١.٢ شکل
است: وابسته زیر

ub(x) =

β x < ٠
−β x > ٠.

از، است عبارت uf (x) از خطی تقریب لذا tanh(x) = x − x٣٣ + ٢x۵١۵ − · · · داریم: چون بعلاوه
می�آید. بدست مساله بهینه کنترل جواب�های از ul(x) و ub(x) می�دانیم که ،ul(x) = −٢βαx

می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .٢.۵.٢ ẋ(t)مثال = b u(t),

x(t٠) = x٠.
(٢٠.٢)

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را هزینه تابع حال می�باشد. مثبت مقدار b > ٠ که
J(x٠, t٠, u)(t) =

∫ ∞

t٠
[q٢tanh٢(٢kx(t)) + u٢(t)]dt, (٢١.٢)

٢٢Center of gravity defuzzifier
٢٣Bang bang controller



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٣۶
کنیم: می فرض حال هستند. مثبت مقادیر k و q که

Q = q٢, B = b, A = ٠,K = ٢k,R = ١.
می�شود. P = q

b برابر حاصلش که می�کنیم جایگزین (١٢.٢) رابطه در را بالا مقادیر
می�شود: معلوم زیر بصورت بهینه کنترل�گر همچنین و بهینه هزینه تابع بنابراین

J = ٢ p

٢k Ln(cosh(٢kx٠)) = p

bk
Ln(cosh(٢kx٠)).

u = −R−١BTP tanh(٢kx(t)) = −q tanh(٢kx(t)).
معرفی زیر معادلات با (٢.٢) شکل متناظر معکوس پاندول دینامیکی سیستم .٣.۵.٢ مثال

:[٨] می�شود
ẋ١ = x٢,
ẋ٢ = F (x١, x٢) +G(x١, x٢) u,
x(٠)١ = α, x(٠)٢ = β.

(٢٢.٢)

F (x١, x٢) =
g sin x١ − (

m l x٢٢ cos x١ sinx١
mc+m )

l(۴٣ − m cos٢x١
mc+m )

, G(x١, x٢) =
(
cos x١
mc+m)

l(۴٣ − m cos٢x١
mc+m )

,

٢۶ گرانشی شتاب g = ٩٫ ٨m
s٢ ، ٢۵ اولیه سرعت زاویه x٢(t) ، ٢۴ پاندول زاویه x١(t) آن در که

شده ٣٠ اعمال نیروی u و ٢٩ میله طول ٢L ، ٢٨ میله جرم m ، ٢٧ ارابه جرم mc ، زمین جاذبه
می�باشند. ارابه به

زیر صورت به قاعده چهار می�توان است ارتباط در ẋ٢ با u و x٢ با ẋ١ که این به توجه با
نوشت:

, ẋ١ = ۴ آنگاه x٢ ∈ Px٢ اگر ( ١
, ẋ١ = −۴ آنگاه x٢ ∈ Nx٢ اگر ( ٢

, ẋ٢ = ٨ آنگاه u ∈ Pu اگر ( ٣
, ẋ٢ = −٨ آنگاه u ∈ Nu اگر ( ۴

kx٢ = ٠٫ ٢ ،kx١ = ٠٫ ۴ که می�کنیم فرض است. آمده بدست تجربی صورت به ٨ و ۴ اعداد که
می�آید بدست فوق فازی هایپربولیک قواعد از زیر هایپربولیک سیستم لذا .ku = ẋ١و١ = ۴ tanh(٠٫ ٢x٢),

ẋ٢ = ٨ tanh(u).
(٢٣.٢)

می�شود تبدیل زیر فرم به (٢٣.٢) سیستم صفر حول tanh(u) ≈ u خطی تقریب با
ẋ = A tanh(kxx) +Bu, (٢۴.٢)

٢۴Pandulum’s angle
٢۵Angular velocity
٢۶Acceleration due to gravity
٢٧Mass of the cart
٢٨Mass of the pole
٢٩Pole’s length
٣٠Applied force



٣٧ مثال�ها شبیه�سازی

معکوس پاندول سیستم :٢.٢ شکل
آن در که

A =

(٠ ۴
٠ ٠

)
, kx =

(٠٫ ۴
٠٫ ٢

)
, B =

(٠
٨
)
. (٢۵.٢)

معکوسمی�باشد. پاندول سیستم متناظر فازی هایپربولیک یکمدل (٢۴.٢) سیستم بنابراین
طراحی و می�گیریم نظر در را (٣.۵.٢) مثال فازی هایپربولیک مدل سیستم .۴.۵.٢ مثال
شرایط به توجه با می�کنیم. اعمال آن برای را بازخورد کنترل روش به پایدارکننده کنترل�گر

که کنیم پیدا طوری را Q > ٠ و P > ٠ قطری ماتریس باید (١.۴.٢) قضیه
P (A+BH) + (A+BH)TP = Q. (٢۶.٢)

با (٢۶.٢) رابطه در آسانی به (H٢×١, P = ١, N = است(٢ پایین سیستم ابعاد مثال این در چون
معکوس پاندول مدل پارامتر�های جانشینی و (H = [h١, h٢], P = diag(p١, · · · , pn)) جانشینی

داریم: (٢۶.٢) رابطه در (٣.۵.٢) مثال
Q =

[ ٠ ۴p١ + ٨p٢h١
۴p١ + ٨p٢h١ ١۶p٢h٢

]
, (٢٧.٢)

نمی�تواند (١.۴.٢) قضیه زیرا آوریم بدست مثبت معین Qرا نمی�توانیم هرگز ما .١.۵.٢ ملاحظه
Q ماتریس از مشکل این بر غلبه برای می�توانیم ما خاص مثال این شود.در عملی مستقیما
است برقرار بسته حلقه پایداریسیستم می�کنیم.حال استفاده مثبت معین بجای نامنفی معین

اگر:
h١ =

−p١٢p٢ , h٢ > ٠. (٢٨.٢)
زیرمی�باشد: بصورت بسته حلقه سیستم بنابراین بود خواهد نامنفی معین Q چون
ẋ١ = ۴ tanh(٠٫ ٢x٢), ẋ٢ = ٨ (h١tanh(٠٫ ۴x١) + h٢tanh(٠٫ ٢x٢)). (٢٩.٢)

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را لیاپانوف تابع حال

V (x(t)) = ٢
n∑

i=١
Pi

∫ xi(t٠)

٠ tanh(kiτ)dτ (٣٠.٢)



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ٣٨
داریم: (٣٠.٢) رابطه مشتق و [٢٣] مرجع به توجه با

V̇ (x) =
d

dt
V (x) = ẋ

dV

dx
= −(tanh(٠٫ ۴x١), tanh(٠٫ ٢x٢))×Q(tanh(٠٫ ۴x١), tanh(٠٫ ٢x٢))T
= ١۶p٢h٢tanh٠٫)٢ ٢x٢).

(٣١.٢)
می�گیریم: نظر در ذیل بفرم را W مجموعه

W = {x | V̇ ≡ ٠}.
رابطه طبق بود. خواهد پایدار حتما سیستم .x١ = x٢ = ٠ یعنی باشد مبدا شامل فقط W اگر

.ẋ٢ = ٠ زیرا x٢ ≡ ٠ سپس x ∈ W اگر دید خواهیم (٣١.٢)
اگر بنابراین .x١ ≡ ٠ داشت خواهیم که می�کنیم جانشین را (٢٩.٢) رابطه دوم معادله حال
سراسری مجانبی پایدار (٢٠.٢) رابطه یعنی بسته حلقه نماید،سیستم صدق (٢٨.٢) رابطه

می�کنیم فرض کنترل�گر اعمال برای معکوس پاندول درسیستم بود. خواهد
h١ = −١٠٠, h٢ = −۵٠.

برای (٣.٢) شکل طبق فازی هایپربولیک مدل روی بسته حلقه سیستم اصلی رفتار بنابراین
است. شده رسم زیر اولیه شرایط

{x(٠)١, x(٠)٢} = {٢٠, ٠}, {۴۵, ٠}, {٨٩, ٠}.
معکوس پاندول اصلی رویسیستم کنترل�گر وقتی بسته حلقه سیستم رفتار (۴.٢) طبقشکل و
ما جواب�ها شبیه�سازی از است. شده رسم می�شود گرفته بکار یکسان ابتدایی شرط�های برای
پایدار ابتدایی شرط هر برای را فازی هایپربولیک مدل می�تواند کنترل�گر که ببینیم می�توانیم
چین نقطه بصورت کنترل�گر طراحی با x١(t)واکنش (۶.٢) و (۴.٢) و (٣.٢) شکلهای در کند.
پاندول اصلی پارامتر�های فازی، هایپربولیک مدل پذیری مقاوم اثبات برای است. شده رسم

می�کنیم: عوض زیر طبق را معکوس
mc = ٠٫ ۴,M = ٢, l = ٠٫ ۴۵.

پارامتر�ها وقتی و کرده�ایم رسم ممتد خط بصورت را جدید پارامتر�های رفتار (۵.٢) شکل طبق
این و می�باشد، کننده راضی کنترل اجرای و نمایش گرفت خواهیم نتیجه می�کنیم عوض را

می�باشد. پذیر مقاوم فازی هایپربولیک مدل این�که بر است تاییدی مهر

طراحی و می�گیریم نظر در را (٣.۵.٢) مثال فازی هایپربولیک مدل سیستم .۵.۵.٢ مثال
می�باشد. r > ٠ اسکالرو یک R می�کنیم �فرض P = ١ چون می�آوریم. بدست را بهینه کنترل�

می�رسیم: زیر رابطه به لذا می�کنیم، جایگزین (١٢.٢) رابطه در را P = diag(p١, · · · , pn))

Q =

[ ٠ −۴p١
−۴p١ ۶۴r−١p٢٢

]
, (٣٢.٢)

صادق (١٢.٢) رابطه در بطوریکه کنیم پیدا Q > ٠ نمی�توان (۴.۵.٢) مثال در می�دانیم
می�کنیم: اعمال را ذیل متغیر تغییر مشکل این بر غلبه برای باشد.بنابراین

y١ = x١ + x٢, y٢ = x٢. (٣٣.٢)



٣٩ مثال�ها شبیه�سازی

ابتدایی شرط�های برای پایدارکننده کنترل اعمال از بعد x١(.) وضعیت :٣.٢ شکل
معکوس پاندول هایپربولیک سیستم روی متفاوت

ابتدایی شرط�های برای پایدارکننده کنترل اعمال از بعد x١(.) وضعیت :۴.٢ شکل
معکوس پاندول اصلی سیستم روی متفاوت

شود: می تبدیل زیر معادل بصورت (٢۴.٢) هایپربولیک سیستم لذا
ẏ = Ay tanh(ky) +Byu, (٣۴.٢)

آن در که
Ay =

(٠ ۴
٠ ٠

)
, k =

(٠٫ ۴ ٠
٠ ٠٫ ٢

)
, By =

(٨
٨
)
. (٣۵.٢)

کنترل�گر یک بتوانیم ما اگر بنابراین می�شود. مربوط جدید مختصات به y نویس زیر که
y٢ و y١ بسته حلقه سیستم در سپس کنیم، طراحی (٣۴.٢) سیستم برای بهینه هایپربولیک
جایگزینی با بود.لذا خواهند این�چنین هم x٢ و x١ بنابراین هستندو همگرا صفر به مجانبی بطور

داشت: خواهیم r = ١۶p٢ فرض و (١٣.٢) در (٣۵.٢)

Q =
۴
p٢

[
p٢١ ٠
٠ p٢٢

]
,



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۴٠

معکوس پاندول سیستم روی پارامتر�ها ازتغییر بعد x١(.) وضعیت :۵.٢ شکل

معکوس پاندول سیستم روی پارامتر�ها شناسایی از بعد x١(.) وضعیت :۶.٢ شکل

برسیم: زیر بهینه کنترل�گر به می�توانیم بنابراین است. مثبت معین Q می�کنیم مشاهده

u∗ = −r−١By
TP (tanh(٠٫ ۴y١)tanh(٠٫ ٢y٢))T − ١

٢p٢ (p١ tanh(٠٫ ۴y١) + p٢ tanh(٠٫ ٢y٢))
= − ١

٢p٢ (p١ tanh(٠٫ ۴(x١ + x٢)) + p٢ tanh(٠٫ ٢x٢)).
می�توانیم بنابراین .p٢ = و١٠٠ p١ = ٣٠٠ فرضکرد مثال عنوان به می�توان فوق مثال برای لذا

برسیم: زیر صورت به u کننده پایدار کنترل یک به

u∗ = − ١
٢٠٠٣٠٠tanh(٠٫ ۴(x١ + x٢)) + ١٠٠tanh(٠٫ ٢x٢).

وضعیت به می�توانیم معکوس پاندول سیستم در را وضعیت متغیر کنترل، این از استفاده با
است. شده داده نشان (٧.٢) شکل در که برسانیم پایدار



۴١ مثال�ها شبیه�سازی

معکوس پاندول رویسیستم پایدارکننده کنترل اعمال از بعد xوضعیت(.)١ :٧.٢ شکل

می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .۶.۵.٢ ẋ١مثال = tanh(k٢x٢) + u١,
ẋ٢ = u٢.

(٣۶.٢)

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را هزینه تابع حال
J(x١(t), x١(t), t٠, u١(t), u٢(t)) =

∫ ∞

t٠
[(tanh(k١x١(t))− tanh(k٢x٢(t)))٢

+٣tanh٢(k٢x٢(t)) + u٢١ (t) + u٢٢(t)]dt,

آن: در که
A =

(٠ ١
٠ ٠

)
, B = R =

(١ ٠
٠ ١

)
,K =

(
k١ ٠
٠ k٢

)
.

که
Q =

( ١ −١
−١ ۴

)
.

بصورت P مقدار (١٢.٢) ریکاتی معادله حل و جایگزاری با است. مثبت معین Q که شود توجه
می�آید: بدست زیر

P =

(١ ٠
٠ ٢

)
.

معلوم زیر بصورت بهینه کنترل�گر همچنین و بهینه هزینه تابع مقادیر همه برای بنابراین
می�شود:

J = ٢[p١
k١

Ln(cosh(k١x١(t٠))) +
p٢
k٢

Ln(cosh(k٢x٢(t٠)))]

=
٢
k١

Ln(cosh(k١x١(t٠))) +
۴
k٢

Ln(cosh(k٢x٢(t٠)))
(٣٧.٢)

u = −R−١BTP tanh(Kx) = − tanh(kx١)− ٢ tanh(kx٢). (٣٨.٢)



پیوسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۴٢
می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .٧.۵.٢ (t)ẋ١مثال = tanh(kx٢) + u,

ẋ٢ = bu.
(٣٩.٢)

است زیر رابطه از فرم یک (٣٩.٢) رابطه ẋ(t)که = A tanh(kx(t)) +Bu(t),

x(t٠) = x٠.
(۴٠.٢)

آن: در که
A =

(٠ ١
٠ ٠

)
, B =

(١
b

)
,K =

(
k ٠
٠ k

)
.

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را هزینه تابع حال
J(x١(t), x٢(t), t٠, u(t)) =

∫ ∞

t٠
[c٢tanh٢(kx١(t)) + ٢(c٢ − c)tanh(kx١(t))

×tanh(kx٢(t)) + c٢tanh٢(kx٢(t)) + u٢(t)]dt,

که
Q =

(
c٢ c٢ − c

c٢ − c c٢
)
, R = ١.

ریکاتی معادله حل و جایگزاری با .(c > ٠٫ مقدار۵ است(برای مثبت معین Q که شود توجه
می�آید: بدست زیر بصورت P مقدار (١٢.٢)

P =

(
c ٠
٠ c

b

)
.

بصورت بهینه کنترل�گر همچنین و بهینه هزینه تابع c > ٠٫ ۵, b > ٠ مقادیر همه برای بنابراین
می�شود: معلوم زیر

J =
٢c
k

ln(cosh(kx١(t٠))) +
١
b
ln(cosh(٢kx٢(t٠))). (۴١.٢)

u = −R−١BTP tanh(Kx) = −c tanh(kx١)− c tanh(kx٢). (۴٢.٢)

است. فازی کنترل�گر یک فقط c = ۵٢ , k = ١۵ مقادیر با (۴٢.٢) رابطه .٢.۵.٢ ملاحظه
(٣٩.٢) رابطه مدل فرم با (٢٢.٢) رابطه معکوس پاندول دینامیکی سیستم .٣.۵.٢ ملاحظه
سیستم اما دارد قطعی ٣١ پذیری مقاوم خاصیت هایپربولیک بهینه کنترل�گر و است متفاوت

باشد. می�تواند موقتی کنترل�گر معکوس، پاندول

٣١Robustness



۴٣ مثال�ها شبیه�سازی
باشد: ذیل مطابق فازی آنگاه اگر قواعد می�کنیم فرض .٨.۵.٢ مثال

IF x١ is Px١ و x٢ is Px٢ , THEN ẋ٣ = +cx١ + cx٢ ,

IF x١ is Nx١ و x٢ is Px٢ , THEN ẋ٣ = −cx١ + cx٢ ,

IF x١ is Px١ و x٢ is Nx٢ , THEN ẋ٣ = +cx١ − cx٢ ,

IF x١ is Nx١ و x٢ is Nx٢ , THEN ẋ٣ = −cx١ − cx٢ ,

IF x١ is Px١ و x٣ is Px٣ , THEN ẋ٢ = +cx١ + cx٣ ,

IF x١ is Nx١ و x٣ is Px٣ , THEN ẋ٢ = −cx١ + cx٣ ,

IF x١ is Px١ و x٣ is Nx٣ , THEN ẋ٢ = +cx١ − cx٣ ,

IF x١ is Nx١ و x٣ is Nx٣ , THEN ẋ٢ = −cx١ − cx٣ ,

IF x٢ is Px٢ و x٣ is Px٣ , THEN ẋ١ = +cx٢ + cx٣ ,

IF x٢ is Nx٢ و x٣ is Px٣ , THEN ẋ١ = −cx٢ + cx٣ ,

IF x٢ is Px٢ و x٣ is Nx٣ , THEN ẋ١ = +cx٢ − cx٣ ,

IF x٢ is Nx٢ و x٣ is Nx٣ , THEN ẋ١ = −cx٢ − cx٣ ,

تعریف زیر صورت به را Nxi بودن) (منفی و Pxi بودن) (مثبت فازی عضویت تابع اکنون
می�کنیم:

µPxi
(x) = e

−١٢ (xi−ki)
٢
, µNxi

(x) = e
−١٢ (xi+ki)

٢
,

داریم: را زیر بعدی سه مدل سپس
ẋ = A f(x) = A tanh(Kx), (۴٣.٢)

که
x = [x١ x٢ x٣]T , A =


٠ cx٢ cx٣
cx١ ٠ cx٣
cx١ cx٢ ٠

 =


٠ ١ ٣
٢ ٠ ٣
٢ ١ ٠

 ,

و
K = diag(k١, k٢, k٣) = diag(٢,٣, ١).





٣ فصل
خواصآن و فازی هایپربولیک مدل�های

گسسته زمانی سیستم�های برای

مقدمه ١.٣
خاص ساختار با غیرخطی ١ گسسته زمانی سیستم�های حل برای روشی ارایه به ما فصل این در
و ٣ چو .[١١] می�پردازیم می�شود نامیده (SRSN) ٢ غیرخطی اسکالر تکرار سیستم�های که
تضمین را پذیری مقاوم و پایداری که SRSN برای کننده کنترل طراحی زمینه در ۴ گلاور
اطلاعات و قواعد مجموعه با SRSN دادکه خواهیم نشان ادامه در می�کنند. فعالیت کند،
کنترل و فازی مدل برای جدید شیوه یک که می�دهد اجازه ما به این و است معادل زبانی

دارد: مهم مزایای دو شیوه این دید دهیم،خواهیم توسعه زمانی گسسته سیستم�های
می�کند. تضمین را بسته حلقه سیستم پذیری مقاوم و پایداری ( ١

می�باشد. فازی کنترل�گر یک شده طراحی کنترل�گر مدل، به توجه با ( ٢
باشد. داشته وجود کنترل استراژی برای کلامی نظم یک می�شود باعث شیوه این و

١Discrete time
٢ Systems With Repeated Scalar Nonlinear
٣Chu
۴Glover



گسسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۴۶

SRSN غیرخطی اسکالر تکرار مدل ارایه ٢.٣
می�گیریم: نظر در را زیر زمانی گسسته سیستم

x١(k + ١)...
xn(k + ١)

 = A


ϕ(x١(k))...
ϕ(xn(k))

+B


u١(k)...
un(k)

 , (١.٣)

SRSN یک بعنوان (١.٣) مدل به ما هستند. ثابت ماتریس�های B و A و ۵ اسکالر تابع ϕ(.) که
سیستم�های این برای کننده کنترل طراحی زمینه در [١١] گلاور و چو اخیرا می�کنیم. اشاره
مشکل یک حال این با داده�اند. قرار تشریح و مطالعه مورد را مختلفی های روش گسترده،
یک برای نیست روشن که است این می�ماند باقی سیستم خود در که نتایج از استفاده در عمده

آوریم. بدست SRSN مدل یک چگونه شده داده سیستم
می�گیریم: نظر در را زیر زمانی گسسته سیستم اکنون هم


x١(k + ١)...
xn(k + ١)

 = A


tanh(s١x١(k))...
tanh(snxn(k))

+B


u١(k)...
um(k)

 , (٢.٣)

می�توانیم و S = diag(s١, · · · , sn) فرضمی�کنیم شدن برایساده�تر مثبتهستند. مقادیر si که
کنیم: بازنویسی زیر بصورت را (٢.٣) رابطه

x(k + ١) = A tanh(Sx(k)) +Bu(k). (٣.٣)
می�گوییم. هایپربولیک حالت فضای مدل (٣.٣) رابطه به

برای |xi(k)|, کوچک مقادیر برای tanh(z) = z − ( z
٣
٣ ) + (٢z۵١۵ ) − · · · چون .١.٢.٣ ملاحظه

x(k + ١) ≈ ASx(k) +Bu(k) می�شود: تبدیل زیر خطی مدل به (٣.٣) رابطه i = ١,٢, · · · , n
زیر بصورت بترتیب را جدید خروجی و وضعیت متغیر�های (٣.٣) مدل در اگر .٢.٢.٣ ملاحظه

داریم: هستند،سپس ثابت pi و ei که ũj(t) = pjuj(t) و x̃i(t) = eixi(t) کنیم تعریف
x̃(k + ١) = EA tanh(SE−١x(k)) + EBP−١ũ(k))

.P = diag(p١, · · · , pn) و E = diag(e١, · · · , en) که

تقریب قابلیت ٣.٣
می�گیریم: نظر در را زیر دینامیکی سیستم

z(k + ١) = f(z(k)), u(k)), (۴.٣)
(Rl)Rm در بازی مجموعه�های (S)U و پیوسته تابع f : S × U → Rl و u ∈ Rm ، z ∈ Rl که
بنابراین دارد، وجود بزند تقریب را خروجی که هایپربولیکی مدل که می�دهیم نشان می�باشند.ما

می�گیریم: نظر در را زیر مدل و می�کنیم اضافه هایپربولیک مدل به را خروجی تابع ما
۵Scalar function



۴٧ تقریب قابلیت

x(k + ١) = A tanh(x(k)) +Bu(k)

y(k) = C tanh(x(k)).
(۵.٣)

Ds ∈ S می�گیریم.فرضمی�کنیم نظر در را (۴.٣) رابطه دینامیکی سیستم .[٢١] .١.٣.٣ قضیه
و I > ٠ طبیعی عدد و ϵ > ٠ سپسبرایهر .z(٠) ∈ Ds و باشند فشرده Duمجموعه�هایی ∈ U و
x(١) ∈ Rn و ۶ ابتدایی تقریب با (۵.٣) بفرم هایپربولیکی مدل u : [٠,∞) → Du ورودی تابع هر

بطوریکه دارد، وجود
∥ z(k)− y(k) ∥< ϵ ∀k ∈ [١, I] (۶.٣)

(١.۵.٣) قضیه و [٢١] به توجه باشد.با شده داده I > ٠ و η > ٠ ، ϵ > ٠ فرضمی�کنیم برهان.
دارد وجود زیر بفرم عصبی شبکه بازگشتی دینامیک

x′(k + ١) = A tanh(x′(k)) +Bu(k)

y′(k) = Cx′(k).
(٧.٣)

. ∥ z(k)−y(k) ∥< ϵ/٢ باشیم داشته k ∈ [٠, I] ازایهر به بطوریکه x′(٠)مناسب ابتدایی مقدار با
انحراف T̃ فرضکنیم همچنین و [؟]. Mیکتا و مثلثی بالا T با ، A = M−١TM فرضمی�کنیم
زیر سیستم اکنون می�باشد.هم پذیر معکوس Ã بنابراین Ã = M−١T̃M و ، باشد T از ناچیزی

می�گیریم: نظر در را
x̃(k + ١) = Ã tanh(x̃(k)) +Bu(k)

ỹ(k) = Cx̃(k).
(٨.٣)

k ∈ [٠, I] هر ازای به را T̃ انحراف می�توانیم [٢١] و (٢.۴.٣) لم به توجه با .x̃(٠) = x′(٠) که
می�کنیم: تعریف سرانجام . ∥ z(k)− y(k) ∥< ϵ/٢ بطوریکه

x(k) = tanh−١(Ã−١x̃(k)), y(k) = ˜y(k)

می�کند پیروی زیر فرم از می�باشد.بنابراین تعریف خوش k ∈ [١, I] هر ازای به x(k) شود دقت
x(k + ١) = Ã tanh(x(k)) +Bu(k)

y(k) = CÃ tanh(x(k)),

می�کند. صدق (۶.٣) رابطه در و می�باشد (۵.٣) سیستم بفرم که

.[٢١] بود خواهد بزرگ�تر l از بطورکلی n مرتبه هایپربولیک تقریبی مدل در .١.٣.٣ ملاحظه
سیستم�های از ٧ هایپربولیکتقریبعمومی مدل ایجابمی�کند (١.٣.٣) قضیه .٢.٣.٣ ملاحظه

.[٢١] باشد k ∈ [١, I] بازه روی زمانی گسسته دینامیکی

۶Appropriate initial
٧Universal approximator



گسسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۴٨

مدل�سازی روند ۴.٣
سیستم به مربوط زبانی اطلاعات از آسانی به هابپربولیک مدل داد خواهیم نشان بخش این در
آنگاه اگر قواعد به را tanh(.) که کنیم شروع ساده مثال یک با بدهید اجازه آید. بدست می�تواند

می�گیریم: نظر در را زیر آنگاه اگر قواعد می�کند. مرتبط فازی
IF x(k) is positive, THEN x(k + ١) = +a;

IF x(k) is negative, THEN x(k + ١) = −a;

،(negative)بودن منفی ،و (positive)برایجملاتمثبتبودن را ٨ عضویتگوسین تابع اکنون
می�کنیم: تعریف زیر صورت به

µpos(z) = e
−١٢ (z−s)٢ , µneg(z) = e

−١٢ (z+s)٢ ,

و می�کنیم استفاده ثقل مرکز نافازی�ساز و ١٠ منفرد ،فازی�ساز ٩ استنتاج قانون از .s > ٠ که
می�آوریم: بدست

x(k + ١) = a µpos(x(k)) + (−a) µneg(x(k))

µpos(x(k)) + µneg(x(k))

=
ae−

١٢ (x(k)−s)٢ − ae−
١٢ (x(k)+s)٢

e−
١٢ (x(k)−s)٢ + e−

١٢ (x(k)+s)٢

=
ae−

١٢ (x(k)٢−٢sx(k)+s٢) − ae−
١٢ (x(k)٢+٢sx(k)+s٢)

e−
١٢ (x(k)٢−٢sx(k)+s٢) + e−

١٢ (x(k)٢+٢sx(k)+s٢)

=
ae−

١٢ (x(k)٢+s٢)(esx(k) − e−sx(k)
)

e−
١٢ (x(k)٢+s٢)(esx(k) + e−sx(k)

)
=

a
(
esx(k) − e−sx(k)

)
esx(k) + e−sx(k)

= a tanh(sx(k)).

(٩.٣)

می�باشد. (٣.٣) رابطه بفرم که
نامیده f به {z١, z٢, · · · , zm} از هایپربولیک نگاشت یک فازی آنگاه اگر قواعد .١.۴.٣ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر می�شود
است. منفی و مثبت زبانی مشخصه دو دارای zi ورودی متغیر هر

باشد: می زیر شکل به فازی قاعده هر
IF z١ is pnz١ , z٢ is pnz٢ , . . . zn is pnzn , THEN f = ±a١ ± a٢ · · · ± am,

می�باشد.علامت منفی یا مثبت جملاتزبانی مخففهر pnzi و ثابتهستند (i = ١, · · · ,m) ai که
می�شود: مشخص ذیل روش به THENبخش در منفی یا مثبت

علامت با ai بخش THEN قسمت در سپس باشد، مثبت zi جمله صفت IF قسمت در اگر
٨Gaussian membership function
٩Inference
١٠Singlton fuzzifire



۴٩ مدل�سازی روند
می�شود. ظاهر منفی علامت با ai اینصورت غیر در می�شود، ظاهر مثبت

قواعد آنگاه شود ظاهر IF قسمت در فازی متغیر m و THENقسمت در فازی قاعده هر برای
می�باشد. ٢m برابر {z١, z٢, · · · , zm} از ممکن ترکیب�های تمام برای آنگاه اگر

اگر قاعده یک که f به {z١, z٢, · · · , zm} از هایپربولیک نگاشت یک F کنید فرض .١.۴.٣ لم
می�کنیم: تعریف زیر بصورت i هر ازای به را ومنفی مثبت عضویت تابع باشد.و است فازی آنگاه

µposzi
(y) = e

−١٢ (z−si)
٢
, µnegzi

(y) = e
−١٢ (z+si)

٢
, (١٠.٣)

بدست F به ثقل مرکز نافازی�ساز و منفرد استنتاج،فازی�ساز قانون اعمال از .si > ٠ که
می�آوریم:

f =

m∑
i=١

aitanh(sizi). (١١.٣)

می�کنیم: بازنویسی زیر بصورت را (١١.٣) رابطه برهان.
f =

m∑
i=١

ai
esizi − e−sizi

esizi + e−sizi

=
aie

− ١٢ (zi−si)
٢
− aie

− ١٢ (zi+si)
٢

e−
١٢ (zi−si)٢ + e−

١٢ (zi+si)٢

=
aiµposzi

(zi)− aiµnegzi
(zi)

µnegzi
(zi) + µnegzi

(zi)
.

(١٢.٣)

که می�کنیم بازنویسی f = N
D بصورت را (١٢.٣) رابطه اکنون

N = (a١ + a٢ + · · ·+ am)µposz١ (z١)µposz١ (z١) · · ·µposzm
(zm)

+(a١ − a٢ + · · ·+ am)µposz١ (z١)µnegz٢ (z٢) · · ·µposzm
(zm)

· · ·+ (−a١ − a٢ · · · − am)µnegz١ (z١)µnegz٢ (z٢) · · ·µnegzm
(zm)

D = µposz١ (z١)µposz٢ (z٢) · · ·µposzm
(zm)

+µposz١ (z١)µnegz٢ (z٢) · · ·µposzm
(zm)

· · ·+ µnegz١ (z١)µnegz٢ (z٢) · · ·µnegzm
(zm)

{z١, z٢, · · · , zm} علامت�هایمجموعه از ترکیبی همگی که هستند جمله ٢m Dشامل Nو دو هر
می�باشند.

ورودی m وبا x(k) = (x١(k), · · · , xn(k))T حالت متغیر n با سیستم یک .٢.۴.٣ تعریف
مرتبط سیستم با که فازی آنگاه اگر می�گیریم.قاعده نظر در را u(k) = (u١(k), · · · , um(k))T

نماید: صدق زیر شرایط در اگر گوییم ١١ قبول قابل را است

١١Admissible



گسسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۵٠
می�شود: توصیف زیر شکل به فازی قاعده هر •

Rl : If [x١(k) is pnx١ ] and [x٢(k) is pnx٢ ] . . . and [xn(k) is pnxn ]

and [u١(k) is pnu١ ] and [u٢(k) is pnu٢ ] . . . and [um(k) is pnum ]

Then xi(k + ١) = al,

(١٣.٣)

Thenجملات هر در که باشد آنگاه اگر قوانین از مجموعه�ای Fi می�کنیم فرض ، i هر ازای به •
{x(k), u(k)} مجموعه زیر از هایپربولیک نگاشت یک Fi بنابراین است، جمله xi(k+ ١) شامل

است. xi(k + ١) به
باشد.و شده داده (٢.۴.٣) تعریف طبق قبول قابل فازی آنگاه اگر قاعده فرضکنید .٢.۴.٣ لم

می�کنیم: تعریف زیر بصورت sz هر ازای به را منفی و مثبت عضویت تابع
µposz(y) = e

−١٢ (y−sz)٢ , µnegz(y) = e
−١٢ (y+sz)٢ . (١۴.٣)

می�آوریم: بدست را زیر استنتاج،مدل قانون اعمال با سپس
x(k + ١) = A tanh(Sxx(k)) + C tanh(Suu(k)). (١۵.٣)

که
Sx = diag(sx١ , sx٢ , · · · , sxn) و Su = diag(su١ , su٢ , · · · , sum).

عناصر از ترکیبخطی xi(k+١) که می�کند ایجاب (١.۴.٣) و (٢.۴.٣) تعریف به توجه با برهان.
باشند.که [tanh(sx١x١(k)), · · · , tanh(sxnxn(k)), tanh(su١u١(k)), · · · , tanh(sumum(k))]T بردار

می�باشد. (١۵.٣) فرم به ماتریسی
را (٣.٣) رابطه هابپربولیک مدل می�توانیم u در (١۵.٣) رابطه باخطی�سازی .١.۴.٣ ملاحظه

آوریم. بدست

پارامتر�ها تخمین ۵.٣
مدل در می�زنیم.بنابراین ١٢ تخمین را (٣.٣) هایپربولیک مدل پارامتر�های ما بخش این در
را B و A ثابت ماتریس�های باید فقط لذا باشد، مشخص S قطری ماتریس می�کنیم فرض زیر

نماییم. مشخص

x(k + ١) = A tanh(Sx(k)) +Bu(k). (١۶.٣)
در محاسبه برای k مقادیر همه�ی ازای به u(k) و x(k) که می�کنیم فرض (١۶.٣) رابطه در
رابطه لذا است، B و A ماتریس�های برای تخمینی آوردن بدست ما هدف باشد. دسترس

می�کنیم: بازنویسی زیر بصورت معادله n از مجموعه�ای بصورت را (١۶.٣)

xi(k + ١) = (θi)T ϕ(k), i = ١,٢, · · · , n (١٧.٣)
١٢Estimat



۵١ پارامتر�ها تخمین
بعنوان بزنیم. تخمین را آن باید که می�باشد ١٣ نامشخص پارامتر�های حاوی برداری θi که

می�باشد: زیر بصورت دو مرتبه هایپربولیک مدل مثال
x١(k + ١) = a١١tanh(s١x١(k)) + a١٢tanh(s٢x٢(k)) + b١u(k)
x٢(k + ١) = a٢١tanh(s١x١(k)) + a٢٢tanh(s٢x٢(k)) + b٢u(k)

می�کنیم بازنویسی زیر بصورت که

xi(k + ١) = (ai١ ai٢ bi)


tanh(s١x١(k))
tanh(s٢x٢(k))

u(k)

 , i = ١,٢

θ∗ نامشخص بردار که کنیم طراحی را θ̂(k) برآوردگر باید است.بنابراین (١٧.٣) رابطه بفرم که
زیر رابطه در را

x(k + ١) = (θ∗)T ϕ(k). (١٨.٣)
از عبارت تخمین خطای لذا کند. تخمین

θ̃(k) = θ̂(k) − θ∗ (١٩.٣)
.k → ∞ وقتی است ١۴ صفر به همگرا که

می�باشد. نامشخص θ∗ پارامتر زیرا نمود محاسبه نمی�توان را θ̃(k) پارامتر .١.۵.٣ ملاحظه
ثابت فاکتور با (RLS) ١۵ مربعات حداقل بازگشتی روش از باید هدف این انجام برای

باشد: شده داده زیر دستگاه می�کنیم فرض .[٢۵] نمود استفاده ١۶ نشدنی فراموش
θ̂(k + ١) = θ̂(k) + F (k + ١)ϕ(k)e٠(k + ١),
F (k + ١) = ١

λ١
(
F (k)− F (k)ϕ(k)ϕT (k)F (k)

λ١+ϕT (k)F (k)ϕ(k)

)
e٠(k + ١) = x(k + ١)− θ̂T (k)ϕ(k).

(٢٠.٣)

F (٠) > ٠ آغازین مقدار با آمده ماتریسبدست F (k) است، اولیه پیش�بینی خطای e٠(k+١) که
می�باشد. نشدنی فراموش فاکتور λ١ ∈ (٠, ١) و

تخمین و طراحی برای (٢٠.٣) دستگاه حل از پس ، (١٨.٣) مدل برای .[٢۵] .١.۵.٣ قضیه
می�رسیم زیر نتایج به برآوردگر

lim
N→∞

N∑
K=٠

(e٠(k١))٢ < C < ∞

lim
N→∞

e٠(k١) = ٠
lim
k→∞

(
θ̂(k + ١)− θ̂(k)

)
= ٠.

را همگرایی این θ̂(k) برآوردگر و همگراست صفر به ١٧ اولیه پیش�بینی خطای دیگر زبان به
می�کند. تضمین

١٣Unknown parameters
١۴Converge to zero
١۵Recursive Least Squares
١۶Forgetting factor
١٧Priori prediction
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کنترل طراحی ۶.٣
پایدارکننده،برای یککنترل�گر می�خواهیم باشد، شده داده هایپربولیک(٣.٣) سیستم فرضمی�کنیم
(٣.٣) هایپربولیک سیستم لذا S = I می�کنیم فرض منظور این برای کنیم. طراحی سیستم

می�کنیم بازنویسی زیر رابصورت
x(k + ١) = A tanh(x(k)) +Bu(k). (٢١.٣)

زیر بفرم (٢١.٣) هایپربولیک سیستم برای کننده کنترل یک طراحی به مند علاقه ما ادامه در
هستیم:

u = G tanh(x(k)), (٢٢.٣)
دارد: مهم مشخصه سه کنترل�کننده این

داریم یعنی ها، x همه ازای به می�باشد کران�دار ( ١
| ui(k) |≤

n∑
j=١

| gij |

هستند. G ماتریس از ورودی�هایی gij که
می�باشد ui(k) = (tanh(k١x١), tanh(k٢x٢), · · · , tanh(knxn)) از خطی ترکیب ui(k) هر u ( ٢

است. فازی کنترل�گر یک است،بنابراین معادل (١.۴.٣) لم با که
می�شود: تبدیل زیر بفرم (٢١.٣) سیستم u(k) = ٠ وقتی ( ٣
x(k + ١) = A tanh(x(k)), (٢٣.٣)

می�باشد زیر بصورت بسته حلقه سیستم (٢٢.٣) کنترل�گر با حالیکه در
x(k + ١) = (A+BG) tanh(x(k)), (٢۴.٣)

بدون یا (٢۴.٣) کنترل با بسته حلقه سیستم می�کنیم مشاهده که همانطور .١.۶.٣ ملاحظه
بدون یا زبانی جملات با می�تواند سیستم یعنی هستند یکسانی فرمت دارای (٢٣.٣) کنترل

شود. توصیف زبانی جملات
پذیری مقاوم و سرتاسری مجانبی پایداری که می�کنیم طراحی کنترل�گری ما ادامه در
فرا را زیر لم�های و مفاهیم ابتدا هدف این برای نماید، تضمین را (٢۴.٣) بسته حلقه سیستم

می�گیریم.
می�شود نامیده (PDD) ١٨ غالب قطری ماتریسمثبت P مربعی ماتریس [١١] تعریف٣.۶.١.
باشیم: داشته ها i همه ازای به یعنی باشد، سطری غالب قطری و مثبت معین متقارن، P اگر

| pii |≥
∑
j ̸=i

| pij | . (٢۵.٣)

اسکالرها از مجموعه یک ها αij و باشد PDD یک P ماتریس می�کنیم فرض [١١] .١.۶.٣ لم
کنند صدق زیر شرایط در که باشد

| αij + αji |≤ −(αii + αji) (٢۶.٣)
١٨Positive Diagonally Dominant



۵٣ کنترل طراحی
سپس j = ١,٢, · · · , n و i = ١,٢, · · · , n همه ازای به

n∑
i=١

n∑
j=١

pijαij ≤ ٠. (٢٧.٣)

می�یابد n∑کاهش
i=١ piiαii به (٢٧.٣) رابطه مجموع لذا است قطری P ماتریس شود دقت

می�باشد. αii ≤ ٠ و pii > ٠ زیرا است نامنفی که
داریم: x ̸= ٠ همه برای سپس باشد، PDD یک P ماتریس می�کنیم فرض .[١١] .٢.۶.٣ لم

tanhT (x)P tanh(x) ≤ xTP tanh(x) (٢٨.٣)
tanhT (x)P tanh(x) < xTPx. (٢٩.٣)

داریم: سپس .αij = tanh(xi)tanh(xj)− xitanh(xj) می�کنیم فرض برهان.
tanhT (x)Ptanh(x)− xTP tanh(x) =

∑
i,j

(
tanhT (xi)pijtanh(xj)− xipijtanh(xj)

)
=
∑
i,j

pijαij .

داریم xj و xi همه ازای به می�شود تحقیق آسانی به
(tanh(xi) + tanh(xj))

٢ ≤ (xi + xj)(tanh(xi) + tanh(xj)) (٣٠.٣)
که

٢tanh(xi)tanh(xj)− xitanh(xj)− xjtanh(xi) ≤ xi(tanh(xi)− tanh٢(xi)
+ xjtanh(xj)− tanh٢(xj).

(٣١.٣)

می�آوریم بدست ، (٣٠.٣) رابطه در −xj با xj کردن جایگزین با مشابه طور به
−٢tanh(xi)tanh(xj) + xitanh(xj) + xjtanh(xi) ≤ xi(tanh(xi)− tanh٢(xi)

+ xjtanh(xj)− tanh٢(xj).
(٣٢.٣)

استفاده (١.۶.٣) لم در و می�دهد نتیجه را (٢۶.٣) رابطه (٣٢.٣) و (٣١.٣) روابط اکنون
آوردیم. بدست را (٢٨.٣) رابطه لذا می�شود،

می�آوریم: بدست P > ٠ از حقیقت در . x ̸= ٠ می�کنیم فرض (٢٩.٣) رابطه اثبات برای
(tanh(x)− x)TP (tanh(x)− x) > ٠,

که
.xTPx− xTP tanh(x) > xTP tanh(x)− tanhT (x)P tanh(x)

می�شود. کامل اثبات و ، xTPx− xTP tanh(x) > ٠ که می�کند ایجاب (٢٨.٣) رابطه لذا
می�دهیم: ارایه را روش دو فازی کنترل�گر طراحی برای ادامه در

پایدارکننده کنترل�گر ( الف
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بشرطی�که Gماتریس و باشد PDD که بطوری P ماتریس باشد داشته وجود اگر .١.۶.٣ قضیه

زیر لیاپانوف معادله در کنند صدق
(A+BG)TP (A+BG)− P ≤ ٠. (٣٣.٣)

است. مجانبی پایدار (٢۴.٣) سیستم سپس
داریم: سپس می�گیریم، نظر در را V (x) = xTPx لیاپانوف معادله برهان.

V (x(k + ١))− V (x(k)) = tanhT (x(k))(A+BG)TP (A+BG) tanh(x(k))− xT (k)Px(k)

= tanhT (x(k))((A+BG)TP (A+BG)− P ) tanh(x(k))

+ tanhT (x(k))P tanh(x(k))− xT (k)Px(k)

≤ tanhT (x(k))P tanh(x(k))− xT (K)Px(k)

< ٠.
می�باشد. (٢٩.٣) بفرم آخر مرحله که

H٢ بهینه کنترل�گر ( ب
.[١٨] در است شده حل و مطرح زمان پیوسته سیستم�های برای مطلوب بهینه کنترل برنامه
tanhT (x(t))Qtanh(x(t)) جملات آن در که جدید هزینه تابع یک فرمول�بندی با فرایند این
مشهور ١٩ دوم درجه هزینه تابع به که می�گیرد است،انجام شده جایگزین xT (t)Qx(t) با
برایسیستم�هایگسسته فازی آنالیزکنترل�گر و برایبهینه�سازی ایده همین از ما است.بنابراین

می�کنیم. استفاده زمان
و Q ≥ ٠ ماتریس�های می�کنیم فرض و می�گیریم نظر در را (٢١.٣) سیستم .٢.۶.٣ قضیه
زیر رابطه در و باشد PDD که بطوری P ماتریس باشد داشته وجود باشند.اگر متقارن R > ٠

کند: صدق
P = Q+ATPA−ATPB(R+BTPB)−١BTPA. (٣۴.٣)

است: عبارت می�رساند حداقل به را زیر هزینه تابع که کننده�ای کنترل سپس
J(x(٠), u(.)) =

∞∑
k=٠

(
tanhT (x(k))Q tanh(x(k)) + xT (k)Px(k)

− tanhT (x(k))P tanh(x(k)) + uT (k)Ru(k).

داریم: که
ū(k) = Gtanh(x(k)), G = −(R+BTPB)−١BTPA

می�کنیم فرض می�باشد. مجانبی پایدار سیستم برای ū که می�دهیم نشان ابتدا در برهان.
دارد. وجود M−١ > ٠ بنابراین ، M > ٠ شود دقت ، M = R+BTPB

می�گیریم نظر در را زیر بسته حلقه سیستم
x(k + ١) = Ac tanh(x(k)), Ac = (A−BM−١BTPA)

١٩Quadratic cost functional



۵۵ کنترل طراحی
داریم لذا

AT
c PA− Pc = ATPA+ATPBM−١BTPBM−١BTPA− ٢ATPBM−١BTPA− P

= ATPA−ATPBM−١BTPA− P +ATPBM−١(BTPB −M)M−١BTPA

= −Q−ATPBM−١RM−١BTPA.

ایجاب (١.۶.٣) قضیه R > ٠ و Q ≥ ٠ می�کند.چون پیروی (٣۴.٣) رابطه از آخر معادله که
تابع برای ū(k) که می�دهیم نشان حال باشد. مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم که می�کند
باشد، V (x) = xTPx بصورت لیاپانوف تابع می�کنیم می�باشد.فرض بهینه کنترل�گر J هزینه

داریم بنابراین
V (x(k + ١))− V (x(k)) + uT (k)Ru(k)

= (A tanh(x(k)) +Bu(k))TP (A tanh(x(k) +Bu(k))

− xT (k)Px(k) + uT (k)Ru(k)

= tanhT (x(k))Z tanh(x(k))− xT (k)Px(k)

+ (u(k)− ū(k))TM(u(k)− ū(k)),

رابطه از استفاده و k = N تا k = ٠ از طرف دو هر جمع با .Z = AT (P − PBM−١BTP )A که
داریم: (٣۴.٣)

V (x(N + ١))− V (x(٠)) +
N∑
k=٠

[uT (k)Ru(k)]

=

N∑
k=٠

(
tanhT (x(k))(P −Q) + tanh(x(k))

− xT (k)Px(k) + (u(k)− ū(k))TM(u(k)− ū(k))

می�آوریم: بدست جملات بازچیدن با
V (x(٠))− V (x(N + ١)) +

N∑
k=٠

[u(k)− ū(k))TM(u(k)− ū(k))]

=

N∑
k=٠

(
tanhT (x(k))Q tanh(x(k)) + xT (k)Px(k)

− tanhT (x(k))Ptanh(x(k)) + uT (k)Ru(k)

N → ∞ کنیم فرض می�توانیم کند مجانبی پایدار را سیستم که u کنترل�گر هر برای اکنون هم
آوریم: بدست و

V (x(٠)) +
∞∑
k=٠

[u(k)− ū(k))TM(u(k)− ū(k))]

= J(x(٠), u(.))
است. مینیمال u(k) = ū(k) برای J(x(٠), u(.)) نتیجه در M > ٠ زیرا
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مثال�ها شبیه�سازی ٧.٣
مدل�هایهایپربولیک در را کنترل طراحی مدل�سازیو روند متنوع، مثال چندین اینبخشبا در

می�کنیم. تحلیل و بررسی زمان گسسته سیستم�های برای فازی
می�گیریم.مشاهده نظر در (١.٣) شکل معکوسمتناظر پاندول دینامیکی سیستم مثال١.٧.٣.

می�شود: معرفی زیر مطابق زمان پیوسته دینامیکی معادله می�کنیم
α̈ = f(α, α̇) + g(α, α̇) u, (٣۵.٣)

f(x, y) =
g sin x− (m l y٢ cos x sinx

mc+m )

l(۴٣ − m cos٢x
mc+m )

, g(x, y) =
( cos x
mc+m)

l(۴٣ − m cos٢x
mc+m )

,

زمین، جاذبه گرانشی شتاب g = ٩٫ ٨m
s٢ اولیه، سرعت زاویه α̇ پاندول، زاویه α آن در که

مقدار می�باشند. ارابه، به شده اعمال نیروی u و میله ٢Lطول میله، جرم m ارابه، جرم mc

معکوس پاندول سیستم :١.٣ شکل
می�گیریم: نظر در زیر مطابق را مدل پارامتر�های

.m = ٠٫ ١kg, mc = ١kg, l = ٠٫ ۵m
[۴٣] در که کنیم استفاده (٣۵.٣) سیستم برای شده ساده گسسته مدل از داریم قصد ما

است: شده ارایه زیر بصورت
α(k + ١) = α(k) + α

′
(k)h,

α(k + ١) = α
′
(k) +

(
f(α(k), α

′
(k)) + g(α(k), α

′
(k))u(k)

)
h.

(٣۶.٣)

نظر در h = ٠٫ ٠١ می�باشدهمچنین α
′
(t) و α(t) با متناظر زمان گسسته α

′
(k) و α(k) که

می�گیریم.
توسعه را تکنیکی [١١] در بنابراین نمی�باشد، SRSN مدل (٣۶.٣) سیستم .١.٧.٣ ملاحظه
مدل باید مشکل این بر غلبه شود.برای گرفته بکار u(k) طراحی برای نمی�تواند که می�دهند

آوریم. بدست سیستم این برای هایپربولیکی



۵٧ مثال�ها شبیه�سازی
داشته اختیار در نیز را زیر اطلاعات و باشد دقیق (٣۶.٣) سیستم معادلات می�کنیم فرض

باشیم
x١(k) بعنوان زمان گسسته مدل در که می�باشد α

′ و α آزادی درجه دو دارای سیستم این ( ١
باشد. می متناظر x٢(k) با x١(k + ١)− x١(k) تفاوت است.بنابراین شده اشاره x٢(k) و

باشد می متناظر u(k) با x٢(k + ١)− x٢(k) تفاوت ( ٢
نیروی با متناسب سیستم زاویه�ای شتاب که می�کنند پیروی واقعیت این از دوم جملات لذا .
پاندول سیستم هایپربولیک مدل آوردن بدست برای باشد.پس می سیستم به شده اعمال

می�کنیم. تبدیل فازی آنگاه اگر قاعده به را زبانی اطلاعات ابتدا معکوس

Rule M١ : If x١(k) is positive١ and x٢(k) is positive٢,
Then x١(k + ١) is c١ + c٢,

Rule M٢ : If x١(k) is positive١ and x٢(k) is negative٢,
Then x١(k + ١) is c١ − c٢,

Rule M٣ : If x١(k) is negative١ and x٢(k) is positive٢,
Then x١(k + ١) is − c١ + c٢,

Rule M۴ : If x١(k) is negative١ and x٢(k) is negative٢,
Then x١(k + ١) is − c١ − c٢,

Rule M۵ : If x٢(k) is positive٢ and u(k) is positiveu,

Then x٢(k + ١) is d١ + d٢,
Rule M۶ : If x٢(k) is positive٢ and u(k) is negativeu,

Then x٢(k + ١) is d١ +−d٢,
Rule M٧ : If x٢(k) is negative٢ and u(k) is positiveu,

Then x٢(k + ١) is − d١ + d٢,
Rule M٨ : If x٢(k) is negative٢ and u(k) is negativeu,

Then x٢(k + ١) is − d١ − d٢,

تشکیل x١(k+١) به {x١(k), x٢(k)} از هایپربولیک نگاشتی ،M۴ M١تا قاعده .٢.٧.٣ ملاحظه
شده تشکیل x٢(k+١) به {x٢(k), u(k)} از هایپربولیک نگاشتی ،M٨ M۵تا قاعده و است شده

است.
و positiveu ، negative٢ ، positive٢ ، negative١ ، positive١ فازی جملات از آینده در
. می�کنیم استفاده −su و su ، −sx٢ ، sx٢ ، −sx١ ، sx١ گوسین مرکز با متناظر negativeu

زیر روابط و می�کنیم اعمال را ثقل مرکز نافازی�ساز و منفرد استنتاج،فازی�کننده قاعده سپس
می�آوریم: بدست را

x١(k + ١) = c١tanh(sx١x١(k)) + c٢tanh(sx٢x٢(k)),
x٢(k + ١) = d١tanh(sx٢x١(k)) + d٢tanh(suu(k)).

(٣٧.٣)



گسسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۵٨
داریم: (٣٧.٣) معادلات در u �سازی خطی با سرانجام

x١(k + ١) = c١tanh(sx١x١(k)) + c٢tanh(sx٢x٢(k)),
x٢(k + ١) = d١tanh(sx١x١(k)) + d٢suu(k).

(٣٨.٣)
می�شود. انجام زیر بصورت که نماییم محاسبه را مدل پارامتر�های باید بعد مرحله در

بدست (٣۶.٣) معکوس پاندول سیستم برای را آن که می�گیریم نظر در را (٣٨.٣) سیستم
برآوردگرهای آوردن بدست برای را RLS الگوریتم و sx١ = sx٢ = su = ١ فرضمی�کنیم آوردیم.

می�کنیم. اعمال d̂٢(k) و ĉ١(k), ĉ٢(k), d̂١(k) پارامتر�های برای خطی
باشیم: داشته می�کنیم فرض شبیه�سازی این در

α(٠) = ٠٫ ٣۴٩١(≈ ٢٠◦), α′(٠) = ٠, λ١ = ٠٫ ٩۵, F (٠) = ١٠٠٠I.
u(k) = −٢۵α(k)− α′(k) + ٠٫ ٢cos((٢π/۵٠)k),

باشند: ذیل بشرح ابتدایی شرایط و
x(٠)١ = x(٠)٢ = ĉ١(k) = ĉ٢(k) = d̂١(k) = d̂٢(k) = ٠.

نشان را (٣٨.٣) هایپربولیک سیستم در x١(k) و (٣۶.٣) رابطه در α(k) از رفتاری (٢.٣) شکل
شبیه خیلی اصلی سیستم و مدل دینامیکی رفتار k افزایش با شود دیده است می�دهد.ممکن
همگرا صفر به و می�باشد، همگرا −٠٫ ٠٢٧۴ به α(k) و x١(k) بین تفاوت شود دقت هستند. هم
ساختار (٣۶.٣) اصلی سیستم که واقعیت این و فرایند انجام طول در موجود خطای زیرا نیست

است. شده داده نشان (٣٨.٣) مدل در که دارد پیچیده�ای بسیار
d̂٢(k) و ĉ١(k), d̂١(k), ĉ٢(k) برآوردگرهای پارامتر�های رفتار (۴.٣) و (٣.٣) شکل�های همچنین
به برآوردگر پارامتر�های k افزایش با شکل طبق و است کرده رسم را می�باشند k از تابعی که را

شود: می همگرا زیر مقادیر
ĉ١(k) → c̄١ = ١
ĉ٢(k) → c̄٢ = ٠٫ ٠١
d̂١(k) → d̄١ = ١٫ ٠٠٠٢
d̂٢(k) → d̄٢ = ٠٫ ٠١٣٣٠

(٣٩.٣)

می�گیریم نظر رادر هایپربولیک(٣٨.٣) مدل پایدارکننده کنترل�گر آوردن بدست برای سرانجام
معکوس پاندول سیستم برای حال

x(k + ١) = A tanh(x(k)) +Bu(k). (۴٠.٣)
می�آوریم: بدست (٣٩.٣) (RLS) الگوریتم حل از آمده بدست پارامتر�های از استفاده با

A =

(١ ٠٫ ٠١
٠ ١٫ ٠٠٠٢

)
, B =

( ٠
٠٫ ٠١٣٣

)
.

: کنترل�گر اعمال با حال
u(k) = G tanh(x(k)), G = −(١۵, ١۵) (۴١.٣)

صادق (٣٣.٣) رابطه در فوق مقادیر که کرد تایید می�توان P =

(١ ٠٫ ٠١
٠ ١٫ ٠٠٠٢

)
وماتریس

می�کند. پایدار را هایپربولیک سیستم (۴١.٣) کنترل�گر است.بنابراین



۵٩ مثال�ها شبیه�سازی

سیستم در x١(k) و ممتد) (خط (٣۶.٣) رابطه در α(k) از رفتاری :٢.٣ شکل
(٣٨.٣) چین) نقطه (خط هایپربولیک

نقطه�چین) (خط d̂١(k)و ممتد) (خط ĉ١(k)برآوردگرهای پارامتر�های رفتار :٣.٣ شکل

نقطه�چین) (خط d̂٢(k)و ممتد) (خط ĉ٢(k)برآوردگرهای پارامتر�های رفتار :۴.٣ شکل



گسسته زمانی سیستم�های برای آن خواص و فازی هایپربولیک مدل�های ۶٠
است: معادل زیر قاعده چهار با بنابراین است فازی کنترل�گر u می�دانیم

If x١(k) is positivex١(k) and x٢(k) is positivex٢(k),

Then u(k) = −٣٠,
If x١(k) is positivex١(k) and x٢(k) is negativex٢(k),

Then u(k) = ٠,
If x١(k) is negativex١(k) and x٢(k) is positivex٢(k),

Then u(k) = ٠,
If x١(k) is negativex١(k) and x٢(k) is negativex٢(k),

Then u(k) = ٣٠.
(١.۴.٣) (لم است شده تعریف زیر بصورت i = ١,٢ هر ازای به ومنفی مثبت عضویت تابع که

ببینید): را

µposzi(k)
(y) = e

−١٢ (z−١)٢ , µnegzi(k)
(y) = e

−١٢ (z+١)٢ ,

زاویه�ای سرعت و معکوس پاندول زاویه اگر فازی، آنگاه اگر قاعده اولین در .٣.٧.٣ ملاحظه
پاندول زاویه که فازی قاعده دومین در ولی می�باشد منفی کنترل آنگاه باشند مثبت دو هر
حرکت خود نظر مورد سمت به معکوس پاندول است منفی زاویه�ای سرعت و مثبت معکوس

نیست. نیاز مورد کنترلی بنابراین می�کند



۴ فصل
برای نافازی هایپربولیک مدل�های

پیوسته زمانی سیستم�های

مقدمه ١.۴
و است پیچیده کاری کلی طور به خطی غیر های سیستم برای کننده پایدار کنترل طراحی
این پایداری بررسی برای ها، روش ترین معروف از یکی لیاپانوف عملکرد کنترل از استفاده

.[٣۶ ،٣٣ ،١۴] می�باشد ها سیستم
برای لیاپانوف کنترل توابع است. کافی پایدارکننده کنترل طراحی برای لیاپانوف کنترلی توابع
می بازخورد خطی های سیستم و آفین کنترل نظیر غیرخطی کنترل های سیستم از بعضی

شوند. منجر کننده پایدار کنترل به توانند
کنترلی های سیستم ٢ پیچیدگی کاهش برای روش یک (CV L) ١ لیاپانوف مقدار کنترل توابع

.[٣٣ ،٢٨] است معادل مجانبی پایداری با CV L توابع وجود واقع در هستند.
می نظر در را خاص دینامیکی سیستم یک پایداری، تحلیل و تجزیه بحث در عموما محققان
.[٣١ ،١٩ ،١٧] کنند، می طراحی را پایدارکننده کنترل یک تکنیکخاص، از استفاده با و گیرند
است آمده شده ذکر کتاب�های در آن نتایج و پایدارکننده غیرخطی کنترل های سیستم مفهوم

.[۴۴ ،٢٩ ،٢٢ ،٢٧]

١Control Value Lyapunov
٢Complexity



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ۶٢
در که است ٣ مجانبی پایداری مفهوم غيرخطی، کنترل نظریه در مسائل مهمترین از یکی
سیستم برای هموار بازخورد های کنترل است. گرفته قرار توجه مورد بسيار اخير سالهای

. [٣۴ ،٢٠ ،٧] مانند محققان از برخی توسط غیرخطی های
روش از استفاده با توانند نمی مکانیکی های سیستم از برخی حال، این با است. شده استفاده
کنترل تکنیکهای مشکل، این بر غلبه برای باشند. پایدار محلی، حتی هموار، بازخورد کنترل

.[١۶ ،٢۴ ،١۵] است شده ارائه پیوسته ۴ بازخورد
پیوسته بازخورد اساسکنترل بر را بالا مرتبه خطی غیر های سیستم از یککلاس لین و کوین

.[٣٧] داده�اند قرار بررسی مورد
همچنین که می�باشد بینی پیش کنترل پایدارکننده، کنترل طراحی های روش از دیگر یکی
با بازخورد کنترل روش، این در می�شود. نامیده حرکت افقی کنترل یا نزولی افق عنوان به
برای فازی کنترل اخیر، های سال در آید. می دست به بهینه کنترل مسائل از توالی یک حل
و ها ویژگی از برخی دارای که است گرفته قرار استفاده مورد پیچیده غیرخطی های سیستم
کلی، طور به .[۴٧ ،۴۵ ،٨] است شده گزارش ها روش این از کلاس سه است. ها ضعف
طراحی و دهند نمی تشخیص را اصلی خطی غیر سیستم رفتار درستی به فازی های سیستم
برای بالا کران به نیاز است ممکن این بر علاوه نیست. پذیر امکان راحتی به پایدارکننده کنترل
همکارانش و ژانگ باشد. ممکن غیر یا دشوار است ممکن آن کردن پیدا که باشد بیشتر دقت
کردند ارایه فازی آنگاه اگر قاعده هایپربولیک، سیستم به دستیابی منظور به [۴٩ ،۵١ ،۵٢ ،۴٨]

می�باشد. اصلی سیستم برای ۵ عمومی تقریب یک که
آوریم. می دست به فازی مفاهیم از استفاده بدون را هابپربولیک های سیستم فصل، این در
تبدیل برای را فضا این سپس و کنیم می تعریف را (HFs) ۶ هایپربولیک توابع فضای ابتدا
کننده پایدار کنترل همچنین کنیم. می استفاده هایپربولیک شکل به کنترل های سیستم
کنترل سیستم تواند می که دهیم می نشان و آوریم می دست به را هایپربولیک سیستم برای

کند. پایدار را اصلی

هایپربولیک توابع فضای ٢.۴
فضای در که می�دهیم نشان و می�کنیم تعریف را HFsهایپربولیک توابع فضای بخشما این در
برای یکنواختی تقریب می�توانیم ما HFs فضای به توجه با بنابراین است. چگال پیوسته توابع
است. عمومی تقریبی HFsفضای آن آوریم،که بدست دقتی درجه هر با غیرخطی پیوسته توابع
می�کنیم: تعریف زیر طبق را یافته تعمیم متغیر�های x = (x١, x٢, · · · , xn) ∈ Ω ⊂ Rn, هر xαi+kiبرای = xi − dαi+ki ,

ki = ١,٢, · · · , wi; i = ١,٢, · · · , n, (١.۴)

٣Asymptotic Stability
۴Feedback
۵Universal Approximation
۶Space of Hyperbunker Functions



۶٣ هایپربولیک توابع فضای

اکنون هستند. ثابت j = ١,٢, · · · ,m هر برای dj و αi =
∑i−١

j=٠wj , w٠ = ٠, m =
∑n

i=١wi که
می�کنیم: تعریف زیر طبق را HFs فضای

H(Ω) = {fm(x, a, b, k) =
m∑
i=١

ai e
kixi + bi e

−kixi

ekixi + e−kixi
: ai ∈ R, bi ∈ R, ki ∈ R, x ∈ Ω, m ≥ n},

(٢.۴)
می�کنیم: فرض می�شود.حال تعریف (١.۴) طبق x که

pi =
ai + bi٢ , qi =

ai − bi٢ , i = ١,٢, · · · ,m. (٣.۴)
می�شود: نوشته زیر صورت به (٢.۴) HFs فضای (٣.۴) به توجه با

H(Ω) = {fm(x, p, q, k) = p+

m∑
i=١

qi tanh(kixi) : p ∈ R, qi ∈ R, ki ∈ Rm, x ∈ Ω,m ≥ n},

(۴.۴)
که

p =

m∑
i=١

pi, q = (q١, q٢, · · · , qm), k = (k١, k٢, · · · , km)

و
tanh(kx) = (tanh(k١x١), tanh(k٢x٢), · · · , tanh(kmxm))T . (۵.۴)

که ،C(Ω) بود. خواهد ٧ چگال حقیقی پیوسته توابع فضای در H(Ω) داد: خواهیم نشان ما
است. ٨ فشرده مجموعه یک Ω ∈ Rn

نقطه Z(Ω) که می�گوییم ما است. C(Ω) از زیرفضایی Z(Ω) می�کنیم فرض .١.٢.۴ تعریف
بطوریکه f(.) ∈ Z(Ω) باشد وجودداشته ،x, y ∈ Ω, x ̸= y هر برای وقتی ،Ω روی ٩ مجزا

.f(x) ̸= f(y)

یک Z(Ω) ازتوابع ای مجموعه باشد. C(Ω) از فضایی زیر Z(Ω) می�کنیم فرض .٢.٢.۴ تعریف
باشد. بسته اسکالر ضرب و ضرب جمع، به نسبت اگر شود می نامیده Z(Ω) ١٠ جبر

نمی�کند میل Z(Ω) می�گوییم ما باشد. C(Ω) از فضایی زیر Z(Ω) فرضمی�کنیم تعریف۴.٣.٢.
. f(x) ̸= ٠ بطوریکه f(.) ∈ Z(Ω) باشد داشته وجود x ∈ Ω هر برای اگر (Ω) در نقطه�ای به

C(Ω) از فضایی زیر Z(Ω) می�کنیم فرض . ( ١١ وایراشتراس استون (قضیه [۴٢] .١.٢.۴ لم
Z(Ω) و Ω روی مجزا نقطه�ای و باشد جبر یک Z اگر است. فشرده مجموعه یک Ω که باشد.
پیوسته توابع همه شامل Z(Ω) از ١٢ یکنواختی بستار آنگاه نکند، میل Ω در نقطه�ای هیچ به

است. چگال C(Ω) در Z(Ω) یعنی است، Ω روی حقیقی
٧Dense
٨Compact
٩Distinct point
١٠Algebra
١١Stone-Weierstrass Theorem
١٢Uniformity Closure



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ۶۴
داده Ω ⊂ Rn فشرده مجموعه روی g(.) پیوسته تابع هر برای می�کنیم فرض .١.٢.۴ قضیه

بطوریکه fm(., a, b, k) ∈ H(Ω) دارد وجود ،ϵ ≥ ٠ دلخواه مقدار و باشد. شده
sup
x∈Ω

|g(x)− fm(x, a, b, k)| < ϵ. (۶.۴)

همچنین و است جبر یک H(Ω) که دهیم نشان است کافی (١.٢.۴) لم به توجه با برهان.
نمی�کند. میل Ω روی نقطه�ای هیچ به سرانجام و می�باشد Ω روی مجزا نقطه�ای

که می�کنیم است.فرض جبر یک H(Ω) می�کنیم ثابت ابتدا
fm١(., a, b, k) ∈ H(Ω), fm٢(., â, b̂, k̂) ∈ H(Ω).

بنویسیم: زیر بصورت را آنها توانیم می
fm١(x, a, b, k) =

m١∑
i١=١

(
ai١ e

ki١xi١ + bi١ e
−ki١xi١

eki١xi١ + e−ki١xi١
), (٧.۴)

fm٢(x, â, b̂, k̂) =
m٢∑
i١=٢

(
âi٢ e

k′i٢xi٢ + b̂i٢ e
−k′i٢xi٢

e
k′i٢xi٢ + e

−k′i٢xi٢
). (٨.۴)

داریم: لذا
fm١(x, a, b, k) + fm٢(x, â, b̂, k̂) =

m١+m٢∑
z=١

(
cz ek

′
zxz + c′z e−k′zxz

ek′zxz + e−k′zxz
), (٩.۴)

k′z = (k١, · · · , km١ , k̂١, · · · , k̂m٢). و c′ = (b١, · · · , bm١ , b̂١, · · · , b̂m٢) ،c = (a١, · · · , am١ , â١, · · · , âm٢) که
.fm١ + fm٢ ∈ H(Ω) دادیم: نشان می�شود تعریف (٩.۴) رابطه با که تابعی برای بنابراین

آوریم: بدست می�توانیم مشابه بطور
fm١(x, a, b, k)× fm٢(x, â, b̂, k̂) =

m١∑
i١=١

m٢∑
i١=٢

(
(a∗i١ + â∗i٢) e

ki١xi١ek̂i٢xi٢ + (a∗i١ + b̂∗i٢)e
ki١xi١e−k̂i٢xi٢

(eki١xi١ + e−ki١xi١ )(ek̂i٢xi٢ + e−k̂i٢xi٢ )
)

+

m١∑
i١=١

m٢∑
i١=٢

(
(b∗i١ + â∗i٢) e

−ki١xi١ek
′
i٢xi٢ + (b∗i١ + b̂∗i٢)e

−ki١xi١e−k̂i٢xi٢

(eki١xi١ + e−ki١xi١ )(ek̂i٢xi٢ + e−k̂i٢xi٢ )
)

=

m١∑
i١=١

m٢∑
i١=٢

(
a∗i١ e

ki١xi١ + b∗i١ e
−ki١xi١

eki١xi١ + e−ki١xi١
+

â∗i٢ ek̂i٢xi٢ + b̂∗i٢ e−k̂i٢xi٢

ek̂i٢xi٢ + e−k̂i٢xi٢
)

=

m١+m٢∑
z=١

(
cz ekzxz + c′z e−kzxz

ekzxz + e−kzxz
),

(١٠.۴)

می�کنند: صدق زیر معادلات در â∗i و a∗i , b∗i , b̂∗i که

a∗i١ + â∗i٢ = ai١ âi٢ ,

a∗i١ + b̂∗i٢ = ai١ b̂i٢ ,

b∗i١ + â∗i٢ = bi١ âi٢ ,

b∗i١ + b̂∗i٢ = bi١ b̂i٢ ,

(١١.۴)



۶۵ هایپربولیک توابع فضای
که

.kz = (k١, · · · , km١ , k
′١, · · · , k′m٢) و c′ = (b∗١, · · · , b∗m١ , b̂

∗١, · · · , b̂∗m٢) ،c = (a∗١, · · · , a∗m١ , â
∗١, · · · , â∗mداریم:(٢ c ∈ R ثابت هر برای سرانجام می�باشد. f١ × f٢ ∈ H(Ω) که کردیم ثابت بنابراین

cf(x) = c

m∑
i=١

(
ai e

kixi + bi e
−kixi

ekixi + e−kixi
) =

m∑
i=١

(
a∗i e

kixi + b∗i e
−kixi

ekixi + e−kixi
). (١٢.۴)

است. جبر یک H(Ω) بنابراین، (i = ١,٢, · · · ,m) برای b∗i = cbi و a∗i = cai که
است. Ω روی مجزا ای نقطه H(Ω) که می�دهیم نشان هم�اکنون

و x(◦) = (x
(◦)
١ , x

(◦)
٢ , · · · , x(◦)n )T که x(◦) ̸= y(◦) با y(◦) ∈ Ω و x(◦) ∈ Ω می�گیریم نظر در

این�که بدون .x(◦)l ̸= y
(◦)
l بطوریکه l اندیس دارد وجود سپس .y(◦) = (y

(◦)
١ , y

(◦)
٢ , · · · , y(◦)n )T

بنابراین m = n می�کنیم تعریف x(◦)l > y
(◦)
l . می�کنیم فرض شود، وارد خللی مساله کلیت به

نظر در را حالت دو اثبات برای می�باشد. x = x ،(١.۴) رابطه با متناظر متغیر ،x ∈ Ω هر برای
می�گیریم:

.x(◦)l ̸= −y
(◦)
l ( اول حالت

می�کنیم تعریف
ki =

x
(◦)
l − y

(◦)
l , i = l

١, i ̸= l,
(١٣.۴)

aiو = bi = ٠, i = ١,٢, · · · , n, i ̸= l

al = e−klxl , bl = ١.
شود: می تعریف زیر بصورت f(.) ∈ H(Ω) تابع (٢.۴) رابطه به توجه با

f(x) =
m∑
i=١

(
ai e

kixi + bi e
−kixi

ekixi + e−kixi
) =

١+ e−(x
(◦)
l −y

(◦)
l )xl

e(x
(◦)l−y(◦)l )xl + e−(x(◦)l−y(◦)l )xl

, x ∈ Ω. (١۴.۴)
بنابراین

f(x(◦))− f(y(◦)) =
e(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l − e(x

(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l − e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l

(e(x
(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l )(e(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l )

.

(١۵.۴)
رابطه به توجه با بنابراین f(x◦) = f(y◦) که می�کنیم فرض .f(x◦) ̸= f(y◦) که دادیم نشان ما

داریم: ،(١۵.۴)

e(x
(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l = e(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l .

لذا
cosh(x

(◦)
l − y

(◦)
l )x

(◦)
l = cosh(x

(◦)
l − y

(◦)
l )y

(◦)
l . (١۶.۴)

.f(x◦) ̸= f(y◦) داریم لذا ، است ممکن غیر (١۶.۴) به توجه با ،x(◦)l ̸= −y
(◦)
l و x(◦)l > y

(◦)
l زیرا



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ۶۶
.x(◦)l = −y

(◦)
l دوم) حالت

زیر بصورت bi ،ai می�توانیم ،(١٣.۴) رابطه از و ki, ( i = ١,٢, · · · , n) می�کنیم انتخاب
aiبنویسیم: = bi = ٠, i = ١,٢, · · · , n, i ̸= l

al = ٠, bl = ١,
سازیم: می زیر بصورت را f(.) ∈ H(Ω) ،(٢.۴) رابطه از لذا

f(x) =
e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )xl

e(x
(◦)
l −y

(◦)
l )xl + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )xl

, x ∈ Ω. (١٧.۴)

داریم: بنابراین
f(x(◦))− f(y(◦)) =

e−(x
(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l

e(x
(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )x

(◦)
l

− e−(x
(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l

e(x
(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l + e−(x

(◦)
l −y

(◦)
l )y

(◦)
l

,

=
e٢(x(◦)

l )٢

e٢(x(◦)
l )٢ + e−٢(x(◦)

l )٢
− e٢(x(◦)

l )٢

e−٢(x(◦)
l )٢ + e٢(x(◦)

l )٢
,

=
e−٢(x(◦)

l )٢

e٢(x(◦)
l )٢ + e−٢(x(◦)

l )٢
− e٢(x(◦)

l )٢

e٢(x(◦)
l )٢ + e−٢(x(◦)

l )٢
= −tanh(٢(x(◦)l )٢).

(١٨.۴)

نتیجه در .tanh(٢(x(◦)l )) ̸= ٠ لذا .x(◦)l ̸= ٠ بنابراین ،x(◦)l = −y
(◦)
l و x

(◦)
l > y

(◦)
l زیرا

.f(x(◦)) ̸= f(y(◦))

باشد. می روی مجزا نقطه�ای H(Ω) بگوییم می�توانیم دوم و اول حالت�های نتایج به توجه با
می�کنیم فرض . ١٣ نمی�کند میل Ω به نقطه�ای هیچ در H(Ω) که می�کنیم اثبات سرانجام

داریم: ما یعنی m = n و ai = bi = ki = ١ که f ∈ H(Ω)

f(x) =
m∑
i=١

ai e
kixi + bi e

−kixi

ekixi + e−kixi
= m ̸= ٠, x ∈ Ω. (١٩.۴)

اثبات بنابراین است. Ω از فضایی زیر H(Ω) ،(۴.٢) و (٣.٢) رابطه�های بواسطه دیگر طرف از
گردید. کامل (١.٢.۴) لم به توجه با

i, j = برای dj = ٠ و bi = −ai کنیم فرض اگر ،(٢.۴) رابطه به توجه با .١.٢.۴ ملاحظه
نوشت: می�توان توابع از فضایی بصورت را H(Ω) فضای ١,٢, · · · ,m,

H̄(Ω) = {fn(x, a, k) =
n∑

i=١
ai(

ekixi − e−kixi

ekixi + e−kixi
) : ai ∈ R, bi ∈ R, ki ∈ R, i = ١,٢, · · · ,m}.

(٢٠.۴)
نوشت: می�توان زیر بصورت را HFs از فضایی (۴.۴) رابطه از همچنین

H̄(Ω) = {fn(x, q, k) = q tanh(kx) : q ∈ Rn, k ∈ Rn, i = ١,٢, · · · , n}, (٢١.۴)
١٣Vanishes



۶٧ غیرخطی کنترل سیستم�های هایپربولیک شکل
m = n قسمت این در شود دقت k = (k١, k٢, · · · , kn). و q = (a١, a٢, · · · , an) که

اساس بر کردندو تعریف را هایپربولیک فضای مدل ١۴ همکارانش و ژانگ .٢.٢.۴ ملاحظه
مدل که دادیم نشان ما اما نمودند، طراحی آن برای پایدارکننده کنترل فازی آنگاه اگر قواعد

شود. گرفته بکار می�تواند فازی قواعد بدون هایپربولیک

غیرخطی کنترل هایپربولیکسیستم�های شکل ٣.۴
می�گیریم: نظر در را زیر غیرخطی سیستم�کنترل

ẋi(t) = fi(x(t), u(t)), t ≥ ٠, i = ١,٢, · · · , n (٢٢.۴)
و x(.) = (x١(.), · · · , xn(.)) ∈ Ω١ ⊂ Rn, u(.) = (u١(.), · · · , up(.)) ∈ Ω٢ ⊂ Rm, f(٠, ٠) = ٠ که
سمت توانیم می ،(۵.۴) قضیه به توجه با هستند. پیوسته توابعی i = ١,٢ · · · , n,برای ،fi(., .)

بزنیم: تقریب زیر بصورت را (٢٢.۴) رابطه راست
fi(x, u) ≃ pi +

m١∑
j=١

qij tanh(kixi) +

m٢∑
l=١

qi,l+m١ tanh(kl+m١ul), (٢٣.۴)

بعلاوه، هستند. ناشناخته پارامتر�های qi,l+m١ ≥ ٠, و ki ≥ ٠, pj ∈ R, kl+m١ ≥ ٠, qij ≥ ٠ که
زیر تقریب از کنترل متغیر کوچک، مقدار برای شود. انتخاب بزرگ کافی بقدر باید m٢ و m١

.q′i,l+m١ = qi,l+m١kl+m١ که qi,l+m١tanh(kl+m١ul)) ≃ q′i,l+m١ul می�کنیم: می�کند.استفاده تقریب ١۵ صفر همسایگی در را (٢٢.۴) اصلی سیستم رفتار ، زیر سیستم بنابراین
ẋi(t) = pi +

m١∑
j=١

qij tanh(kixi) +

m٢∑
l=١

q′i,l+m١ ul, (٢۴.۴)

رابطه با که هستند، ١٧ کنترل متغیر�های با متناظر ١۶ تعمیم�یافته متغیر�های ،ul و xi بنابراین،
می ساده زیر بصورت (٢۴.۴) هایپربولیک سیستم ،(۶.۴) به توجه با شده��اند. تعریف (١.۴)

شود:
ẋi(t) =

n∑
i=١

qij tanh(kixi) +

p∑
l=١

q′il ul, (٢۵.۴)

می�شود: نوشته زیر ماتریسی شکل به (٢۵.۴) سیستم این بر علاوه .p = m٢ و n = m١ که
ẋ(t) = A tanh(kx) +Bu, (٢۶.۴)

و x = (x١, x٢, · · · , xn)T , u = (u١, u٢, · · · , un)T , k = (k١, k٢, · · · , kn)T , A = (qij)n×n که
شود. می تعریف (۵.۴) رابطه با tanh(kx) و B = (q′il)n×p

١۴Zhang et.al
١۵Neighborhood zero
١۶Generalized variables
١٧Control variables



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ۶٨
مدل اساس بر شده طراحی کننده کنترل که دید خواهید ما ۶ بخش در .١.٣.۴ ملاحظه
پایدار خوب عملکرد با را (٢٢.۴) اصلی غیرخطی کنترل سیستم تواند (٢۶.۴)می هایپربولیک

بزند. تقریب تعادل نقطه نزدیکی در دقتی هر با را اصلی سیستم تواند می و کند
برای B و A ماتریس�های و k ماتریس آوردن دست به برای شیوه یک ما بعد، بخش در

می�دهیم. سیستم(٢۶.۴)ارایه

پارامتر�هاینامشخصسیستمهایپربولیک محاسبه ۴.۴
برنامه یک حل با را هایپربولیک(٢۴.۴) پارامتر�هایسیستم که می�دهیم نشان بخشما این در

آوریم. بدست می�توانیم NLP

ذیل بشرح (٢٢.۴) سیستم بنابراین می�گیریم نظر در n = ٢ و m = ١ ما تسهیل برای
ẋ١است: = f١(x١, x٢, u)

ẋ٢ = f٢(x١, x٢, u),
(٢٧.۴)

نوشت: زیر بصورت می�توان (٢۵.۴) سیستم (t)ẋ١همچنین = q١١ tanh(k١x١) + q١٢ tanh(k٢x٢) + q′١١u,
ẋ٢(t) = q٢١ tanh(k١x١) + q٢٢ tanh(k٢x٢) + q′٢١u.

(٢٨.۴)

همسایگی در (٢٧.۴) خطی غیر های سیستم برای تقریب یک (٢٨.۴) هایپربولیک سیستم
پیشنهاد را زیر سازی بهینه مساله ما بنابراین .(٢٧.۴) سیستم تعادل نقطه یعنی است، صفر

:k٢ و q١١, q١٢, q٢١, q٢٢, q′١١, q′٢١, k١ پارامتر�ها آوردن بدست برای کنیم می
Minimize

٢∑
j=١

∫
Ω

∫
Ω

∫
Ω

(
qj١ tanh(k١x١) + qj٢ tanh(k٢x٢) + q′j١u− fj(x١x٢, u)

)٢
dx١dx٢du.

(٢٩.۴)
می�کنیم فرض ما هستند. k٢ و q١١, q١٢, q٢١, q٢٢, q′١١, q′٢١, k١ (٢٩.۴) مساله تصمیم متغیر
است.هم�اکنون کوچک عددی کافی بقدر δ > ٠ که هستند. Ω = [−δ, δ] در u و x١, x٢ که
به را Ω مجموعه ما هدف این برای می�کنیم. NLP مساله به تبدیل را (٢٩.۴) مساله ما
بزرگ کافی بقدر عددی N که می�کنیم تقسیم Ωi = [−δ + ٢(i−١)δ

N ,−δ + ٢iδ
N ], i = ١,٢, · · · , N.

می�باشد: ذیل NLP مساله از تقریبی (٢٩.۴) بهینه�سازی برنامه می�باشد.
Minimize
qji,q′jl,kjl

٢∑
j=١

N∑
i٠=١

N∑
i٠=٢

N∑
i٠=٣

wi١wi٢wi٣(qj١tanh(k١x١,i١) + (qj٢)tanh(k٢x٢,i٢) + q′j١ui٣

− fj(x١,i١ , x٢,i٢ , ui٢(٣, (٣٠.۴)
داریم: و هستند اینتگرال تقریب از ١٨ وزن�هایی wi٣ و wi١ , wi٢ که

x١,i١ = −δ +
٢i١δ
N

, x٢,i٢ = −δ +
٢i٢δ
N

, ui٣ = −δ +
٢i٣δ
N

, for i = ٠, ١, · · · , N.

١٨Weights



۶٩ پایدارکننده کنترل طراحی
بدست را k∗٢ و q∗١١, q∗١٢, q∗٢١, q∗٢٢, q′١١∗, q′٢١∗, k∗١ بهینه جواب�های ما ،(٣٠.۴) مساله حل از پس

k =

[
k∗١
k,٢

]
. و B =

[
q′١١∗
q′٢١∗

]
A =

[
q∗١١ q∗١٢
q∗٢١ q∗٢٢

]
, داریم: لذا می�آوریم

پایدارکننده کنترل طراحی ۵.۴
بفرم (٢۶.۴) هایپربولیک سیستم برای کننده کنترل یک طراحی به مند علاقه بخشما این در

هستیم: زیر
u = H tanh(kx), (٣١.۴)

دارد: مهم خاصیت دو کنترل�کننده این می�باشد. نامشخص ثابت ماتریس H که
می�باشد. ١٩ کران�دار ها x همه ازای به ( ١

می�باشد. (tanh(k١x١), tanh(k٢x٢), · · · , tanh(knxn)) از ٢٠ خطی ترکیب u ( ٢
می�اوریم: بدست (٢۶.۴) سیستم در (٣١.۴) کنترل تابع تعویض با

ẋ = (A+BH) tanh(kx), (٣٢.۴)
می�گیریم: نظر در را زیر دیفرانسیل معادلات سیستم .١.۵.۴ ẋ(t)تعریف = f(x),

x(٠) = α, t ≥ ٠. (٣٣.۴)

(٣٣.۴) دلخواه،وضعیتسیستم α ∈ Rn هر برای اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار سیستم این
کند. صدق lim

t→∞
x(t) = ٠ رابطه در

تابع V : Rn → R و باشد (٣٣.۴) سیستم تعادل نقطه x = ٠ می�کنیم فرض .١.۵.۴ قضیه
که: بشرطی پیوسته، دیفرانسیل

V (٠) = ٠ and V (x) > ٠, ∀x ̸= ٠,
|| x ||→ ∞ ⇒ V (x) → ∞,

V̇ (x) < ٠, ∀x ̸= ٠.
(٣۴.۴)

می�باشد. سرتاسری مجانبی پایدار مبدا آنگاه
می�دهیم. ارایه (٣٢.۴) سرتاسریسیستم پایداریمجانبی برایتضمین را اکنونشرطی هم
قطری معین ماتریس باشد داشته وجود می�گیریم.اگر نظر در (٣٢.۴) سیستم .٢.۵.۴ قضیه

که شرطی به P > ٠, (p× n) مثبت
P (A+BH) + (A+BH)TP + I = ٠ (٣۵.۴)

است. سراسری مجانب پایدار سیستم آنگاه
١٩Bounded
٢٠Linear combination



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٧٠
می�کنیم: تعریف را زیر لیاپانوف تابع سپس p = diag(p١, p٢, · · · , pn) می�کنیم فرض برهان.

V (x) = ٢
n∑

i=١
pi
ki
ln(cosh(kixi)).

می�آوریم: بدست (٣۴.۴) رابطه از استفاده و V̇ محاسبه با
V̇ (x) =

d

dt
V (x) = ẋT

dV

dx
= tanhT (kx)(A+BH)T (٢ptanh(kx)) (٣۶.۴)

داریم: لذا
V̇ T (x) = (

dV

dx
)T ẋ = ٢tanhT (kx)P (A+BH)tanh(kx). (٣٧.۴)

رو این از V̇ T (x) = V (x), بنابراین V̇ (x) ∈ R, زیرا
V̇ (x) =

١
٢(V̇ (x) + V̇ T (x)) = tanh(kx)(P (A+BH) + (A+BH)TP )tanh(kx)

= −tanhT (kx) I tanh(kx)

= −tanhT (kx)
٢

(٣٨.۴)

مجانبی پایدار (٣٢.۴) سیستم نتیجه در می�کند. صدق (٣۴.۴) رابطه در لیاپانوف تابع بنابراین
است. سرتاسری

بخش در شده پیشنهاد تکنیک از استفاده با K و B ، A آوردن بدست از پس .١.۵.۴ ملاحظه
این بر غلبه برای کنیم. حل را (٣٢.۴) سیستم باید ،ما آمده بدست K و P به توجه با ، ۴

می�کنیم: استفاده زیر ٢١ متغیر تغییر از مشکل
y١ = x١, y٢ = x١ + x٢, · · · , yn = x١ + · · ·+ xn

بدست P مثبت ماتریس یک می�توانیم ما ،(٣۵.۴) سیستم حل و تبدیل این از استفاده با
ẍ = f(t, x, ẋ, u) ٢٢ دوم مرتبه دینامیکی یکسیستم یادداشت(۵.۴.١)، برایواضحشدن آوریم.

شود: تبدیل زیر معادل ٢٣ اول مرتبه سیستم به تواند می مدل این کنیم. می انتخاب ẋ١را = x٢,
ẋ٢ = f(t, x١, x٢, u).

آوریم بدست را زیر هایپربولیک مدل باید ما بعد، مرحله ẋ١در = a١١tanh(x١) + a١٢tanh(x٢) + b١u,
ẋ٢ = a٢١tanh(x١) + a٢٢tanh(x٢) + b٢u.

می B =

[
q′١١
q′٢١

]
و A =

[
q١١ q١٢
q٢١ q٢٢

]
های ماتریس در را صفرها از برخی ما عمل در حال این با

p١ = ٠ Hما =

[
h١
h٢

]
و P =

[
p٢١ ٠
٠ p٢٢

]
به توجه با و (٣۵.۴) سیستم حل با ترتیب، این به بینیم

می اتفاق این از جلوگیری برای نیست. مثبت قطعی p ماتریس بنابراین می�آوریم. بدست را
٢١Change of the variable
٢٢Second order
٢٣First order



٧١ مثال�ها شبیه�سازی
می فوق سیستم کار، این با کرد. استفاده y٢ = x١ + x٢ و y١ = x١ مختصات تبدیل از توان

شود: تبدیل زیر سیستم به ẏ١تواند = y٢ − y١,
ẏ٢ = y٢ − y١ + f(t, y١, y٢ − y١, u).

آوریم. بدست (٣۵.۴) از را P ماتریسمثبت توانیم می ما B و Aماتریس آوردن دست به از پس

مثال�ها شبیه�سازی ۶.۴
های سیستم از برخی برای کننده پایدار کنترل یک طراحی برای شده ارائه روش بخش، این در
متناظر NLP مسئله حل برای ها، مثال این در گیرد. می قرار استفاده مورد غیرخطی کنترل

که: کنیم می فرض (٣٠.۴)
Ω = [−٠٫ ١, ٠٫ ١], N = ٢٠, w٠ = wN =

٠٫ ١
N

,wk =
٠٫ ٢
N

, k = ١, · · · , N − ١.

اجرای برای لازم می�کنیم.زمان استفاده ٢۵ جواب�ها شبیه��سازی برای ٢۴ متلب نرم�افزار از ما
است. دقیقه نیم از کمتر زیر های نمونه از یک هر با مرتبط های برنامه

می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .١.۶.۴ مثال
ẋ١ = x٢,
ẋ٢ = −٠٫ ٣ x١)١+ x٢١ )− ٣٫ ٩ x١)٢+ x٢٢) + u,

x(٠)١ = α١, x(٠)٢ = α٢.
(٣٩.۴)

کنیم: تبدیل زیر سیستم به را (٣٩.۴) سیستم باید ابتدا ، (٢.٢.۴) به توجه با
ẏ١ = y٢ − y١,
ẏ٢ = y٢ − y١ − ٠٫ ٣y١)١+ y٢١ )− ٣٫ ٩(y٢ − y١)(١+ (y٢ − y٢(١) + u,

y(٠)١ = α١, y(٠)٢ = α١ + α١.
(۴٠.۴)

آوریم. می دست به ما ، (٣٠.۴) متناظر NLP مساله حل با .y٢ = x١ + x٢ و y١ = x١ که
A =

[
−٠٫ ۶۵۴٢ ٠٫ ۶۶٧١
١٫ ٧٠٠٩ −١٫ ٩٣۴۶

]
, B =

[٠
١
]
,K =

[١٫ ۵٣۶۴
١٫ ۵٠۶۴

]
,

باشد: می زیر بفرم (٢٨.۴) متناظر هایپربولیک سیستم ẏ١لذا = −٠٫ ۶۵۴٢ tanh(١٫ ۵٣۶۴y١) + ٠٫ ۶۶٧١ tanh(١٫ ۵٠۶۴y٢),
ẏ٢ = ١٫ ٧٠٠٩ tanh(١٫ ۵٣۶۴y١)− ١٫ ٩٣۴۶ tanh(١٫ ۵٠۶۴y٢) + u.

(۴١.۴)

می�کنیم: فرض اکنون هم
u = h١tanh(k١x١) + h٢tanh(k٢x٢), P = diag(p٢١ , p٢٢) و H = [h١, h٢]T .

٢۴Matlab software
٢۵Simulation results



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٧٢
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.(١.۶.۴) مثال هایپربولیک سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :١.۴ شکل

می�آوریم: بدست ،(٣۵.۴) متناظر سیستم حل با
p١ = ٠٫ ٨٧۴٢, p٢ = ٠٫ ٢٧٨۶, h١ = −٨٫ ٢۶٩۴, h٢ = −۴٫ ۵٠۶٨.

داریم بنابراین
u = −٨٫ ٢۶٩۴ tanh(١٫ ۵٣۶۴y١)− ۴٫ ۵٠۶٨ tanh(١٫ ۵٠۶۴y٢)
= −٨٫ ٢۶٩۴ tanh(١٫ ۵٣۶۴x١)− ۴٫ ۵٠۶٨ tanh(١٫ ۵٠۶۴(x١ + x٢)).

اصلی سیستم و هایپربولیک سیستم از x٢(.) و xحالت(.)١ متغیر�های و u(.) پایدارکننده کنترل
داده نشان ،(٢.۴ ) و (١.۴ ) شکل�های در بترتیب (x(٠)١, x(٠)٢) = (α١, α٢) = (−١, ١) برای
حداکثر ،(١.۴ ) شکل در دارد. وجود (٢.۴) و (١.۴ ) شکل دو بین تفاوت�هایی است. شده
متغیر مقدار حداکثر (٢.۴) شکل در که حالی در است، ١٫ ۴ حدود در xحالت(.)١ متغیر مقدار
به x٢(.) و xحالت(.)١ متغیر�های ٢٫ ۵s حدود از بعد ،(١.۴) شکل در است. ١ دقیقا xحالت(.)١
یادآوری ما می�کشد. طول ٣٫۵s حدود در ،(٢.۴) شکل در که حالی می�رسند،در تعادل نقطه
است اصلی و هایپربولیک های سیستم برای پایدارکننده کنترل یک طراحی ما هدف کنیم می
علاوه ایم. آورده دست به را هدف این ما که دهد می نشان ( ٢.۴ ) و ( ١.۴ ) شکل در نتایج و
در اصلی سیستم برای تقریبی تواند می هذلولی مدل که باشیم داشته توجه باید ما این، بر

باشد. مبدا از همسایگی
می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .٢.۶.۴ مثال

ẋ١ = x٢,
ẋ٢ = −٠٫ ٠١x١ − ٠٫ ١ x٣١ + (١٫ ۴٣٨٧− ٠٫ ١٣ x٢٢) u,
x(٠)١ = α١, x(٠)٢ = α٢.

(۴٢.۴)

کنیم: تبدیل زیر سیستم به را (۴.۴) سیستم باید ابتدا ، (٢.٢.۴) به توجه با
ẏ١ = y٢ − y١,
ẏ٢ = y٢ − y١ − ٠٫ ٠١y١ − ٠٫ ١y٣١ + (١٫ ۴٣٨٧− ٠٫ ١٣(y٢ − y٢(١)u,
y(٠)١ = α١, y(٠)٢ = α١ + α١.

(۴٣.۴)



٧٣ مثال�ها شبیه�سازی
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.(١.۶.۴) مثال اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :٢.۴ شکل

آوریم. می دست به ما ، (٣٠.۴) متناظر NLP مساله حل از
A =

[
−٩١٫ ٩٢۶٩ ٢٫ ٩٠٣٧
−٠٫ ٩٧٩٨ ٠

]
, B =

[ ٠
١٫ ۴٣٧٧

]
,K =

[٠٫ ٠١٠٩
٠٫ ٣۴۴۵

]
.

باشد: می زیر بفرم (٣٢.۴) متناظر هایپربولیک سیستم ẏ١لذا = −٩١٩٢۶٩ tanh(٠٫ ٠١٠٩y١) + ٢٫ ٩٠٣٧ tanh(١٫ ۵٠۶۴y٢),
ẏ٢ = −٠٫ ٩٧٩٨ tanh(٠٫ ٣۴۴۵y١)− ٠ tanh(٠٫ ٣۴۴۵y٢) + u.

(۴۴.۴)

می�کنیم: فرض اکنون هم
u = h١tanh(k١x١) + h٢tanh(k٢x٢), P = diag(p٢١ , p٢٢) و H = [h١, h٢]T .

می�آوریم: بدست ،(٣۵.۴) متناظر سیستم حل با
p١ = ٠٫ ٠٧٣٨, p٢ = −٠٫ ۴٨٠٩, h١ = ٠٫ ۶٣۴٠, h٢ = −١٫ ۵٠٣٨.

و هایپربولیک(۴۴.۴) برایسیستم ،x٢(.) و xوضعیت(.)١ متغیر�های و u(.) پایدارکننده کنترل
α١ = ١ که است، شده داده نشان (۴.۴) و (٣.۴) شکل�های در بترتیب ،(۴٢.۴) اصلی سیستم

می�باشد. α٢ = ٢ و
می�گیریم: نظر در را زیر سیستم .٣.۶.۴ مثال

ẋ١ = x٢,
ẋ٢ = −x٣١ + x١ x٢ + u٣٣ + ٠٫ ١)٢+ x٢٢) u,
x(٠)١ = α١, x(٠)٢ = α٢.

(۴۵.۴)

کنیم: تبدیل زیر سیستم به را (۴.۴) سیستم باید ابتدا ، (٢.٢.۴) به توجه
ẏ١ = y٢ − y١,
ẏ٢ = y٢ − y١ − y٣١ + y١(y٢ − y١) + u٣٣ + ٠٫ ١)٢+ (y٢ − y٢(١)u,
ẏ(٠)١ = α, ẏ(٠)٢ = α+ β.

(۴۶.۴)



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٧۴
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.٢.۶.۴ مثال هایپربولیک سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :٣.۴ شکل
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.٢.۶.۴ مثال اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :۴.۴ شکل

آوریم. می دست به ما ، (٣٠.۴) متناظر NLP مساله حل از
A =

[٠٫ ٨۴٠٨ ٠٫ ٩٨٨٢
٠٫ ٨٣۵٣ ٠٫ ٩٨٨٢

]
, B =

[ ٠
٠٫ ٢٣٧۴

]
,K =

[
−١٫ ١٩٣٠
١٫ ٠١۴٢

]
.

می�آوریم: بدست ،(٣۵.۴) متناظر سیستم حل با
p١ = −٠٫ ۶۵١۶, p٢ = −٠٫ ۵۴۵١, h١ = −٠٫ ۶٢۶٨, h٢ = −١٫ ٢٠٧٩.

سیستم هایپربولیکو سیستم برای ،x٢(.) و xوضعیت(.)١ متغیر�های و u(.) پایدارکننده کنترل
و α١ = ٠٫ ٢ که است، شده داده نشان (۶.۴) و (۵.۴) شکل�های در بترتیب ،(۴۵.۴) اصلی

می�باشد. α٢ = −٠٫ ١
معرفی زیر معادلات با (٧.۴) شکل متناظر معکوس پاندول دینامیکی سیستم .۴.۶.۴ مثال



٧۵ مثال�ها شبیه�سازی
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.٣.۶.۴ مثال هایپربولیک سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :۵.۴ شکل

t
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2
u
x

1
=y

1
x

2
=y

2
-y

1

.٣.۶.۴ مثال اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :۶.۴ شکل



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٧۶
θ̈می�شود: = F (θ, θ̇) +G(θ, θ̇)u

θ(٠) = α١, θ̇(٠) = α٢
(۴٧.۴)

که
F (θ, θ̇) =

g sinθ − (m l θ̇٢ cosθ sinθ
M+m )

l(۴٣ − m cos٢θ
M+m )

, G(θ, θ̇) =
( cosθ
M+m)

l(۴٣ − m cos٢θ
M+m )

.

زمین، جاذبه گرانشی شتاب g = ٩٫ ٨m
s٢ اولیه، سرعت زاویه θ̇ پاندول، زاویه θ آن در که

ارابه، به کنترل) متغیر (یا شده اعمال نیروی u و میله ٢Lطول میله، جرم m ارابه، جرم mc

می�باشند.

معکوس پاندول سیستم :٧.۴ شکل
را (۴٧.۴) سیستم سپس کنیم، اعمال را y١ = x١, y٢ = x١ + x٢ متغیر تغییر باید ابتدا

کنیم تبدیل زیر بفرم
ẏ١ = y٢ − y١,
ẏ٢ = y٢ − y١ + F (y١, y٢ − y١) +G(y١, y٢ − y١)u,
y(٠)١ = α١, y(٠)٢ = α١ + α٢.

(۴٨.۴)

بدست ،(٣٠.۴) متناظر سیستم حال ما .l = ٠٫ ۵ و mc = ١,m = ٠٫ ٢, می�کنیم فرض ما
می�آوریم:

A =

[
−٠٫ ٩٣۴٩ ١٫ ١٨۴١
١۴٫ ۴٨٨۵ ١٫ ١٨۴٣

]
, B =

[ ٠
١٫ ۴٢۵٢

]
,K =

[١٫ ٠٧٢٣
٠٫ ٨۴۵٨

]
.

می�کنیم حل را (٣۵.۴) متناظر سیستم و P = diag(p٢١ , p٢٢),H = [h١, h٢]T می�کنیم: تعریف ما
می�آوریم: بدست

p١ = ٠٫ ٧١٣۵, p٢ = ١٫ ١٣٨۵, h١ = −٣١٫ ٢٨٩٨, h٢ = −١٨٫ ۶۴۶٠.
(۴٨.۴) هایپربولیک سیستم برای ،x٢(.) و x١(.) وضعیت متغیر�های و u(.) پایدارکننده کنترل
که است، شده داده نشان (٩.۴) و (٨.۴) شکل�های در بترتیب ،(۴٧.۴) اصلی سیستم و



٧٧ مثال�ها شبیه�سازی
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.۴.۶.۴ هایپربولیک سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :٨.۴ شکل
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.۴.۶.۴ اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :٩.۴ شکل

عوض زیر بصورت را (۴٧.۴) سیستم پارامتر�های اکنون هم می�باشد. α٢ = ١٠٠◦ و α١ = ۶٠◦
می�کنیم:

m = ٠٫ ٣kg,mc = ٠٫ ۵kg, l = ١m. (۴٩.۴)
و

m = ٠٫ ٧kg,mc = ٠٫ ٢۵kg, l = ٠٫ ٧۵m. (۵٠.۴)
کنترل اعمال از بعد را (۴٧.۴) اصلی سیستم رفتار (١١.۴) و (١٠.۴) شکل�های ترتیب به
می�کنند، تغییر سیستم پارامترهای وقتی که بینیم می ما دهد. می نشان شده طراحی های
و شده ارائه رویکرد حاضر حال در است. قوی و پایدارکننده هم هنوز شده طراحی کنترل
بریم: می کار به اولیه شرایط برای را ببینید) را [۴۶] ٢۵۴ (صفحه فازی سازی مدل رویکرد
در که همانطور (x(٠)١, x(٠)٢) = (α١, α٢) = (١۵◦, ٠), (٣٠◦, ٠), (۴۵◦, ٠), (۶٠◦, ٠), (٧۵◦, ٠).
برای x١(.) پدال زاویه ما، کننده کنترل از استفاده از پس شود، می دیده ،١۵.۴-١٢.۴ شکل
تنها ، فازی کننده کنترل از استفاده از پس که حالی در است، صفر به تمایل شرایط این تمام
نشان ١۵.۴ و ١۴.۴ شکل�های شود،بنابراین می همگرا (۶٠◦, ٠) و (۴۵◦, ٠) اولیه شرایط برای



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٧٨

t
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-150

-100

-50

0

50

100

u

x
1
=y

1

x
2
=y

2
- y

1

۴٩.۴ فرض با ۴.۶.۴ اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :١٠.۴ شکل
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۵٠.۴ فرض با ۴.۶.۴ اصلی سیستم در وضعیت متغیر�های و کنترل :١١.۴ شکل

برتری نتایج این است. فازی کننده کنترل از سریعتر ما رویکرد همگرایی نرخ که دهد می
دهد. می نشان را عملی مثال این برای شده پیشنهاد کنترل



٧٩ مثال�ها شبیه�سازی
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پیشنهادی کنترل اعمال از بعد x١(.) وضعیت متغیر :١٢.۴ شکل
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Fuzzy modeling approach
Our approach

. (x(٠)١, x(٠)٢) = (۴۵◦
, ٠) برای x١(.) وضعیت متغیر :١۴.۴ شکل
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پیشنهادات و نتیجه�گیری ٧.۴

نتیجه�گیری ١.٧.۴
طراحی و می�باشند غیرخطی سیستم�هایی واقعی جهان در کاربردی سیستم�های از بسیاری
کنترل از استفاده است. پیچیده کاری معمولا زمانی پیوسته سیستم�های گونه این برای کنترل
مندل وانگو می�باشد. سیستم�ها گونه این پایداری بررسی برای مرسوم روش�های از یکی فازی
فازی سیستم یک ساختن آن، اصلی ایده که کردند معرفی تقریب تابع پایه بر را فازی مدل یک
خروجی فضای به ورودی فضای از تابعی صورت به می�تواند فازی سیستم نوع این است.
اصلی ایده است. شده توصیف سوگینو و تاناکا توسط دیگر فازی مدل یک شود. داده نشان
یک روی موضعی، قواعد دهنده نشان که است خطی معادلات از مجموعه یک ساختن آن
عضویت تابع به توجه با موضعی خطی معادلات مجموعه روش این در است. موضعی دامنه
کااو توسط فازی دینامیکی مدل یک همچنین می�شود. بیان سراسری تقریب تابع فرم به
سیستم�های پایداری و کنترل بحث در فوق فازی مدل�های . است شده ارایه همکارانش و
توصیف درست نمی�توانند را اصلی سیستم رفتار یا و می�شوند مواجه شکست با اغلب غیرخطی
وضعیت فضای مدل یک مقاله این در دهند. ارایه اصلی سیستم از مناسبی تقریب و کنند
کنترل طراحی برای مدل این می�نامیم فازی هایپربولیک مدل را آن که می�شود ارایه غیرخطی
مدل�سازی برای جدید رویکرد یک ما ادامه در است. مناسب غیرخطی سیستم�های پایداری و
آن به که دادیم ارایه وضعیت فضای مدل زمان،برپایه گسسته سیستم�های کنترل و فازی
سیستم�های از خاصی هایپربولیکحالت مدل S = I که حالتی در می�گوییم. هایپربولیک مدل
از که SRSN مدل�های به را است.بنابراینسیستم�هایحقیقی (SRSN) غیرخطی اسکالر تکرار
فازی سیستم قضیه از ترکیبی جدید مدل این می�دهیم. توسعه می�شود استفاده زبانی اطلاعات
اطلاعات از لذا است معادل فازی قواعد مجموعه با مدل دیگر طرف از است، کلاسیک مدل و
کنترل�کننده�هایی طراحی برای کلاسیک نظریه از می�آید.همچنین بدست براحتی سیستم زبانی
پایداری مانند خواصی تنها نه کنترل�کننده�ها نتیجه در می�شود. هایپربولیکاستفاده برایمدل
ادامه در هستند. نیز فازی کنترل�گر خودشان بلکه می�کند، تضمین را پذیری مقاوم و مجانبی
پایدارکننده یککنترل برایطراحی تواند می (HFs)هایپربولیک توابع فضای که دادیم نشان ما
به تواند می شده پیشنهاد هابپربولیک مدل شود. استفاده غیرخطی پیچیده های برایسیستم
همچنین باشد. شده طراحی غیرخطی کنترل های سیستم برای حالت فضای یکمدل عنوان
قرار تحلیل و تجزیه مورد لیاپانوف پایداری ی نظریه اساس بر هایپربولیک مدل نسبی پایداری
تایید عددی های نمونه است. محدود مدل این اساس بر شده طراحی کننده کنترل می�گیرد.
کند پایدار خوب عملکرد با را اصلی خطی غیر سیستم تواند می کننده کنترل این که اند کرده
نزدیک اصلی سیستم به تعادل سیستم نزدیکی در دقتی هر با تواند می هایپربولیک مدل و
عنوان به است. ها روش سایر با مقایسه در متعددی مزایای دارای شده ارائه رویکرد شود.
اصلی سیستم به مربوط فازی قواعد و سیستم دانشپیشین به نیازی پیشنهادی رویکرد مثال،
می مدل پارامترهای (NLP ) خطی غیر نویسی برنامه مساله یک حل با این، بر علاوه ندارد.

آیند. دست به آسانی به توانند
٨١



پیوسته زمانی سیستم�های برای نافازی هایپربولیک مدل�های ٨٢
پیشنهادات ٢.٧.۴

شود. طراحی حالت فضای مدل یک عنوان به تواند می پیشنهادی روش ( ١
کرد. استفاده پیچیده غیرخطی کنترل های سیستم برای توان می را مدل این ( ٢

ندارد. اصلی سیستم درباره قبلی دانش به نیازی پیشنهادی روش ( ٣
ندارد. اصلی سیستم به مربوط فازی قاعده پایه سیستمهای به نیازی پیشنهادی رویکرد ( ۴

(NLP ) ٢۶ خطی غیر نویسی برنامه مساله یک حل با راحتی به توان می را مدل پارامترهای ( ۵
آورد. دست به

٢۶Non-Linear Programming
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Aabstract

In this endeavor first, we outline the definitions and basic concepts of fuzzy theory of stability, then
for the composition of the rules if then, the fuzzy two of the known derivative engines, namely
Mamedani and Takagi-Sugeno, or briefly We will use Sogeno for the deduction process to accept
fuzzy inputs based on the fuzzy rule base to create the appropriate fuzzy output, and then describe
the two above-mentioned fuzzy models.
Next, fuzzy hyperbolic models are used to design the controller of the continuous systems Time
and discrete time. These models are based on rules if they are then made fuzzy. Also, two methods
for controlling the design process and determining the matrix H, such that the total asymmetrical
stability and resilience Provide a closed loop system.
In the next chapter, we derive hyperbolic systems without using fuzzy concepts, so we define
the space of hyperbolic functions and prove that they are contiguous in the space of continuous
functions, and then from this space to convert the control systems into hyperbolic forms We use.
We also find stabilization control for the hyperbolic system and show that these models are able to
approximate themain dynamic systemwithin the range of the equilibrium point with high precision
and model parameters by solving a nonlinear programming problem We get numerical examples
to simulate their results and analyze them.
keywords:Time-dependent systems; time-discrete systems; fuzzy hyperbolic models; controller
design; non-linear programming
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