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به: تقدیم احترام با
چشمه سار و جاودان سار غم و پدرم پرمهر دستان تکیه گاهم، استوارترین

مادرم. ، مهربان
سخت ها گذشتند، خواسته هایشان از که هستم زندگ ام فرشته دو این ذار سپاس

اه جای به مرا تا کردند ناملایمات و لات مش بلای سپر را خود خریدند جان به را
غبار گونه نسیم تلاشم ، حاصل که باشد برسانند. ام ایستاده آن در اکنون که

بزداید. را خستگیتان
خود پیشه را منطق و عقل و م اندیشند نی که مردان آزاد تمام به تقدیم و

ندارند. هدف جامعه سعادت و پیشرفت و اله رضای جز و نموده

و



ز
سپاس گزاری

و بخشید هست مان که، را تا ی پروردگار کران بی سپاس جل، و عز را خدای منت
مفتخرمان دانش و علم رهروان هم نشین به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به

ساخت. روزیمان معرفت و علم از چین خوشه و نمود
خود ضیای را ما چشم و ده، خود هوای را ما دل و ده خود صفای را ما جان

به. آن که ده آن خود کرم و فضل از را ما و ده،
بنده این ده، درمان صابری به را همه درد ده جان رحمت به تو را ما دل رب یا

ده. آن دان آن چه هر تویی داننده جست، م باید چه که م داند چه
محمدهادی دکتر آقای جناب فرهیخته؛ و کمالات با استاد از را خود سپاس
در بزرگ، قلم با فروتن و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که ندری اس نوری
ارزشمندشان راهنمایی های علاقه مندی، و یبایی ش با نامه پایان تدوین مراحل تمام

م دارم. ابراز گرفتند، عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ را
بودن، باور ناب، لحظات که فرشتگان مهربان عزیزم، خانواده از سپاس گذارم و
و تا ی تجربه های تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت دانستن، غرور و لذت

آن هاست. سبز حضور مدیون زندگ ام، زیبای

ده شیخ رضاع زینب
١٣٩٧ تیر



نامه تعهد
علوم کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی ده شیخ رضاع زینب اینجانب
ضد رگزایی مدل های بهینه ی کنترل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش ریاض

م شوم: متعهد ندری اس نوری محمدهادی راهنمایی تحت ، تومور
اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. برخوردار
استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است. شده
نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا مدرک
مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “ نام با

رسید. خواهد
تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در بوده اند،
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است. شده
ده شیخ رضاع زینب
١٣٩٧ تیر

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،
شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.

مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •
نم باشد.

ح



یده چ
این کل ل ش ابتدا م کنیم. بررس را تومور ضد رگزایی مدل های نامه پایان این در
و کرده معرف را م باشد تومور کنترل معادله و تومور رشد معادله شامل که را مدل ها
مدل ها این پایداری تضمین برای را مدل پارامترهای روی کاف شرایط و تعادل نقاط سپس
طریق از درمان ،( کنترل (عدم درمان عدم با متناظر مدل های وضعیت م آوریم. به دست
حسب بر ( خط (کنترل خط تابع ی طریق از درمان و ( ثابت (کنترل ثابت تابع ی
مدل های از ی متناظر بهینه کنترل مسأله ادامه در م دهیم. نشان را مدل متغیرهای
مشخص مسأله این برای را بهینگ لازم شرایط م گیریم. نظر در را تومور ضد رگزایی

م کنیم. مشخص را ( بهینه (درمان بهینه کنترل تابع آنها کم به و م کنیم
پایداری. بهینه، کنترل ، آنژیوژن رگزایی، ضد کلیدی: کلمات

ی



مطالب فهرست
س تصاویر فهرست
ف جداول فهرست
١ ضد رگزایی روش های و سرطان ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سرطان ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تومور در رگزایی روش های انواع ١ . ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . آن اهمیت و ضد رگزایی درمانهای ١ . ٣
٧ بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مسأله ی فرمول سازی ٢ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پونتریاگین مینیمم اصل ٢ . ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل ٢ . ٣
١۴ . . . . . (٢ . ٢١) مسأله برای بنگ‐بنگ و منفرد کنترل های بررس ۴ . ٢
١٧ تومور ضد رگزایی ریاض مدل های ٣
٢٣ تومور ضدرگزایی سیستم های پایداری و تعادل نقاط بررس ۴
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری ٢ . ۴
٢۵ . . . . . . . (u = ٠) درمان عدم حالت در مدل ها تعادل نقاط ٢ . ١ . ۴
٢۶ . . مدل ها پارامترهای روی پایداری برای کاف شرایط بررس ٢ . ٢ . ۴
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (M١)اول مدل ٢ . ٣ . ۴
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (M٢)دوم مدل ۴ . ٢ . ۴
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (M٣) سوم مدل ۵ . ٢ . ۴
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (M۴) چهارم مدل ۶ . ٢ . ۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (M۵) پنجم مدل ٢ . ٧ . ۴

م



مطالب فهرست ن
۴٠ . . . . . . . . . . . . . ( ثابت داروی اعمال با درمان ) u = c حالت ٣ . ۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . u = c حالت در تعادل نقاط ٣ . ١ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u = −(k١p+ k٢q) حالت ۴ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . u = −(k١p+ k٢q) حالت در تعادل نقاط ١ . ۴ . ۴
۵۵ . . . . . . . . اول دینامی مدل متناظر خط سیستم کنترل پذیری ۵ . ۴
۵٧ ضد رگزایی مدل های بهینه کنترل ۵
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینگ لازم شرایط ٢ . ۵
۶٣ . . . . . . . . . تومور ضد رگزایی مدل های از اول مدل بهینه کنترل ٣ . ۵
۶٣ . . . . . . . . . . (١٣ . ۵) مسأله برای بهینگ لازم شرایط ٣ . ١ . ۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ١ حالت برای بهینه جواب ۴ . ۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . θ = ١ حالت برای نتایج شبیه سازی ۵ . ۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتایج ۶ . ۵
٧٣ مراج



تصاویر فهرست
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تومور در رگزایی روش های ١ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ٨) مدل رفتار ١ . ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ٩) مدل رفتار ٢ . ۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١٠) مدل رفتار ٣ . ۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١١) مدل رفتار ۴ . ۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١٢) مدل رفتار ۵ . ۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ٨) مدل فاز صفحه ۶ . ۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ٩) مدل فاز صفحه ٧ . ۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١٠) مدل فاز صفحه ٨ . ۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١١) مدل فاز صفحه ٩ . ۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . .u = ٠ حالت در (٣ . ١٢) مدل فاز صفحه ١٠ . ۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ٨) مدل رفتار ١١ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ٩) مدل رفتار ١٢ . ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١٠) مدل رفتار ١٣ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١١) مدل رفتار ١۴ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١٢) مدل رفتار ١۵ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ٨) مدل فاز صفحه ١۶ . ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ٩) مدل فاز صفحه ١٧ . ۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١٠) مدل فاز صفحه ١٨ . ۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١١) مدل فاز صفحه ١٩ . ۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . .u = c حالت در (٣ . ١٢) مدل فاز صفحه ٢٠ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ٨) سیستم رفتار ٢١ . ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ٩) سیستم رفتار ٢٢ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١٠) سیستم رفتار ٢٣ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١١) سیستم رفتار ٢۴ . ۴

س



تصاویر فهرست ع
۵٢ . . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١٢) سیستم رفتار ٢۵ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ٨) مدل فاز صفحه ٢۶ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ٩) مدل فاز صفحه ٢٧ . ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١٠) مدل فاز صفحه ٢٨ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . .u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١١) مدل فاز صفحه ٢٩ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . u = −۵p− ٢٢q حالت در (٣ . ١٢) مدل فاز صفحه ٣٠ . ۴
۶٠ . . . . . . . نا مطلوب اولیه شرایط برای سیستم پویای عمل کرد از طرح ١ . ۵
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد کنترل ٢ . ۵
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قبول قابل منفرد قوس ٣ . ۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . θ = ١ برای بهینه کنترل های از ترکیبی ۴ . ۵
٧٠ . . . . . . (p٠, q٠) = (١٢, ٠٠٠mm٣; ١۵, ٠٠٠mm٣) برای بهینه کنترل ۵ . ۵
٧١ . . . . . . . (p٠, q٠) = (١٢,٠٠٠mm٣; ١۵, ٠٠٠mm٣) برای بهینه مسیر ۶ . ۵



جداول فهرست
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل ها ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . (u = ٠) درمان عدم حالت در سیستم ها تعادل نقاط ١ . ۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (u = c) حالت برای پارامترها مقادیر ٢ . ۴
۴٢ . . . . . . . . pe = qe = y = ٧٠٠٠ به رسیدن برای نیاز مورد u = c مقادیر ٣ . ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . (u = k١p+ k٢q) حالت در سیستم ها تعادل نقاط ۴ . ۴

ف



١ فصل
ضد رگزایی روش های و سرطان

سرطان ١ . ١
و مرگ علت سومین و درجهان قلبی بیماری های از بعد میر و مرگ علت دومین سرطان
سرعت در اختلال نوع سرطان است. ایران در تصادفات و قلبی بیماری های از بعد میر
به حمله با و دهد رخ سن هر در و بدن از بافت هر در م تواند که است سلول تکثیر
پرکاربردترین از ی شود. مرگ نتیجه در و شدید بیماری موجب بدن سالم بافت های
سالم سلول های روی داروها است. درمان دارو سیستم از استفاده سرطان درمان راه های
میلیون ها از انسان جسم م کنند. بروز جانبی عوارض به صورت که دارند تخریبی اثر
و استخوان ها ماهیچه ها، مثل بافت هایی هم کنار در که است شده یل تش سلول میلیون
خارج و داخل از که تحری به پاس در بدن طبیع سلول های اغلب م سازند. را پوست
این اگر م میرند. نهایت در و م کنند مثل تولید و رشد م شوند وارد آن ها به بدن از
خود طبیع رد عمل و م ماند سالم بدن بیافتد اتفاق خود صحیح و تعادل مسیر در فرآیند
یا جهش دچار طبیع سلول ی که م شوند شروع زمان لات مش اما م کند. حفظ را
ن مم طبیع سلول این موارد برخ در که شود تبدیل سرطان سلول به و شده تغییر
در تبدیل موارد دراغلب ول شود تبدیل سرطان سلول به واضح دلیل هیچ بدون است
ظاهری ل ش م گیرد. صورت دخانیات و ل ال مانند سرطان زا مواد با رر م مواجهه اثر
تغییر یا جهش دارد. تفاوت طبیع سلول های با شده سرطان سلول های رد عمل نیز و



ضد رگزایی روش های و سرطان ٢
ل ش کنترل مسئول همان DNA م اُفتد. اتفاق سلول ژنتی ماده یا DNA در شده ایجاد
سلول های با سلول آن م کند تغییر سلول ی DNA وقت است. سلول رد عمل و ظاهری
این نم دهد. انجام را بدن طبیع سلول های کار ر دی و م یابد تفاوت خود کنار سالم
به رشدش زمان چه نیست معلوم و م شود جدا مجاورش سلول های از یافته تغییر سلول
ر دی سلول های که داخل علائم و دستورها از یافته تغییر سلول ر دی به عبارت برسد. پایان
خودسرانه ر دی سلول های با هماهنگ به جای و نم کند پیروی هستند آن ها کنترل در

م کند. عمل
تومور: تعریف

م شود تبدیل جدید یافته جهش سلول دو به م شود، تقسیم یافته جهش سلول وقت
سلول ها از توده ای به موذی سلول ی همان تا م یابد ادامه ترتیب به همین فرآیند این و
بدن طبیع سلول های که وقت کل به طور تبدیل م گردد. م شوند نامیده تومور که
آن ها زین جای و شده تولید نو سلول های طبیع به طور  م شوند مردن یا فرسودگ دچار
تعداد یا ١ ( هیپرتروم ) شوند بزرگ اندازه نظر از م توانند خاص اندام های م شود.
شده خواسته کار که است صورت در این و ٢ هیپرپلازی) ) م کنند زیاد را سلول هایشان

م باشد. آن ظرفیت از بیش اندام از
تومور: انواع

بد تومورهای و خوش خیم تومورهای آن ها به اصطلاح به که هستند نوع دو تومورها
م شود. گفته خیم

رشد تصاعدی به صورت و آرام به خوش خیم تومورهای خوش خیم: تومورهای
فشار خود اطراف بافت های روی تومورها این نم کنند. حمله ر دی بافت های به و کرده
خارج با معمولا م شود. متوقف مدت از بعد خوش خیم تومورهای رشد نم کنند. وارد
خوش خیم تومورهای وجود البته گشت. برنخواهند ر دی جراح عمل با تومورها این کردن
اندام ی کار در تومورها این است ن مم زیرا باشد کشنده است ن مم خاص محل های در
غالباً م آیند به وجود مغز در که خوش خیم تومورهای کردن خارج نمایند. دخالت حیات
به سر کاسه ی داخل در که تومورها این از ناش فشار بنابراین و است ن غیرمم یا ل مش

گردد. مرگ باعث است ن مم م شود وارد مجاور ساختمان های
جلوی اگر و کرده رشد تصاعدی به طور بدخیم تومورهای بدخیم: تومورهای
سریعاً تومورها این م گردد. بیمار مرگ باعث مختلف طرق به نشود گرفته رشدشان
تومورهای دهنده یل تش سلول های به نسبت آن ها دهنده یل تش سلول های و کرده رشد
خود اطراف بافت های بر مستقیماً بدخیم تومورهای یافته اند. تمایز کمتر خوش خیم
م شوند نامیده ٣ متاستازها که ثانویه تومورهای یل تش با هم چنین م گذارند. تاثیر

١Hypertrophy
٢Hyperplasia
٣Metastanses



٣ تومور در رگزایی روش های انواع
م گیرد. صورت م باشند اولیه تومور محل از دور که اندام هایی در

تومور: انتشار انواع
لنفاوی انتشار

عروق انتشار
مهاجرت توسط انتشار

تومور: درمان راه های
م باشند: زیر شرح به که دارد وجود مختلف راه های تومور درمان برای

یری پیش (١
درمان شیم (٢

رادیوتراپی (٣
تومور به خون رسان از جلوگیری (۴

درمان ژن (۵
درمان انرژی (۶

.[١] ضد رگزایی (٧
مهار ضد رگزایی و است ضد رگزایی درمان روش ما کار پژوهش این در اینکه به توجه با

م پردازیم. رگزایی شرح به اختصار به ابتدا پس است رگزایی

تومور در رگزایی روش های انواع ١ . ٢
:[۴ ،٣ ،٢] از عبارتند تومور در رگزایی روش های انواع

١ زن جوانه روش به رگزایی (١
٢ عروق هم کار روش به رگزایی (٢

٣ عروق گرفتگ روش به رگزایی (٣
۴ تقلیدی رگزایی (۴

۵ استخوان مغز از شده گرفته سلول عوامل به وسیله رگزایی (۵
۶ عروق کننده ایجاد سرطان بنیادی شبه سلول های رگزایی (۶

٧ شده هدایت رگزایی (٧

١Sprouting angiogenesis
٢Vascular co-option
٣Intussusecption
۴Vasculogenic mimicry
۵Bone arrow-derived asculogenesis
۶Cancer stem-like cell derived vssculogenesis
٧Riven angiogenesis



ضد رگزایی روش های و سرطان ۴

تومور در رگزایی روش های :١ . ١ ل ش

رگزایی:
زمان های در انسان بدن در معمول به طور که است جدید خون عروق یل تش روند رگزایی
یل تش ١ آنژیوالبست ها از خون عروق تکثیر ط در رگزایی واق در م دهد رخ خاص

.[۵] شود م نامیده ٢ ولوژنسیس واس فرآیند این م شود،
دخالت تومور رشد جمله از پاتالوژی یا فیزیولوژی فرآیندهای از بسیاری در رگزایی
کار این . است ضروری آن ها رشد برای تومورها درون در خون رسان رگ های ایجاد دارد.
و برنده پیش عوامل بین تعادل م شود، القا مختلف ول های مول میانج گری با تومور در

م کنند. کنترل به شدت را فرآیند این رگزایی مهارکننده
م شود. یل تش اولیه رگ ه شب ٣ ولوژنر واس به نام فرآیندی ط جنین دوران در
سلول های پیش سازهای از دوباره یل تش به صورت ۴ اندوتلیال سلول های فرآیند این در
فرآیند ط آن از پس و کرده ایجاد را اولیه رگ ه شب دارند نام ۵ آنژیوبلاست که اندوتلیال
تکوین عروق ه شب شده اند ایجاد قبلا که رگ هایی از جدید رگ های جوانه زن با آنژیوژنر
تعادل طریق از که است بدن فیزیولوژی در ضروری فرایند رگزایی ر دی به عبارت م یابد.

١Angioplasty
٢Vasculogenesis
٣Vasculogener
۴Endothelial
۵Angioplast



۵ آن اهمیت و ضد رگزایی درمانهای
این رفتن بین از صورت در و م گردد تنظیم رگزایی مهارکننده و القاکننده فاکتورهای بین

.[۶] م شود فراهم تومور متاستاز و رشد جمله از بیماری ها بروز برای زمینه تعادل

آن اهمیت و ضد رگزایی درمانهای ١ . ٣
هدف گیری یا و تومور در جدید رگ های یل تش مهار از است عبارت تومور ضد رگزایی درمان
تکوین و طراح به منجر ضد رگزایی درمان روش شده اند. یل تش قبل از که رگ هایی
تغذیه رگ های یل تش توانایی کردن بلوکه به وسیله را تومور رشد که است شده ترکیبات
این بر عوامل این طراح اساس م کند، مهار موجود رگ های هدف گیری یا و کننده
در موجود رگ های با ١ فنوتیپی نظر از تومور درون رگ های که است استوار واقعیت
٣ اندها لی و ٢ آنت بادی ها به وسیله انتخابی به طور بنابراین دارند، تفاوت طبیع ارگان های
رگزایی هدف گیری برای عوامل گذشته دهه دو ط اساس این بر هستند. شناسایی قابل
و م کنند عمل مستقیم غیر به صورت عوامل این بیشتر است. شده ساخته تومور در
این پیام رسان و گیرنده ها با یا و م کنند حذف خون گردش از را رگزایی رشد فاکتورهای

آنژیواستاتی ضد رگزایی عوامل از ر دی گروه م نمایند. ایجاد تداخل رشد فاکتورهای
از مستقل را سلول تنظیم مسیرهای و گذاشته اثر ۵ اندوتلیوم بر مستقیما و هستند ۴

.[۵] م کنند متأثر توموری سلول های
با اند کوشیده ان پزش لذا م باشد تومور درمان برای مناسبی روش ضد رگزایی چون
رگزایی مهارکننده های اخیرا بپردازند. تومور درمان به رگزایی علیه بر درمان عوامل طراح
که شده اند بندی طبقه ( ٧ اوستین (نظیر برون زا و ( ۶ اینترلوکین (مانند درون زا به صورت

م کنند. تداخل رگ ها یل تش با عوامل این
م کنند، هدف گیری را پایدار اندوتلیال سلول های مستقیماً که درمان هایی م رسد به نظر
مقاوم ل مش لحاظ این از و دارند پی در داروها به مقاومت ایجاد نظر از را کمتری خطر

.[٧] م شود برطرف درمان ها به نسبت تومورها شدن
به اتصال ، اندوتلیال سلول های تکثیر مراحل در را رگزایی م توانند کننده ها مهار
مهار به قادر عوامل این هم چنین کنند، مهار آن ها مهاجرت و سلول خارج س ماتری
م باشند. سلول خارج س ماتری کردن بلوکه طریق از توموری سلول های تهاجم و متاستاز

١Phenotypic
٢Antibodies
٣Ligands
۴Angiopoiesis
۵Endothelium
۶Interleukin
٧Avastin



ضد رگزایی روش های و سرطان ۶
مورد اندوتلیال سلول های پایداری و تمایز و ١ مورفوژنر تهاجم، برای سلول خارج س ماتری
مباحث در مهم مسئله که را متاستاز م توانند ضد  رگزایی عوامل بنابراین م باشند. نیاز

.[٨] کند مهار نیز م باشد بدخیم سرطان های درمان به مربوط
من فول ، هانفلد٢ توسط ١٩٩٩ درسال بیولوژی لحاظ از درمان برای ریاض مدل های
انواع تحت مدل ها ویژگ های مثال برای شده اند. معرف ۵ هلاتک و ۴ راه ،پانی ٣
تعمیم ها شدند. آنالیز ٧ گاندولف و ۶ دونفوریو توسط دوره ای درمان پروتکل های مختلف

تحقیقات اثر در بهینه، کنترل نظر نقطه از هم چنین شد مطرح اولیه مدل تغییرهای و
مطالعات اخیر سال های در ٩ لدزویچ و ا سویرنی به علاوه شد. آنالیز هم کارانش و ا٨ سویرنی

داده اند. انجام تومور رگزایی مدل های روی فراوان کارهای و
فصل در م پردازیم. بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل بیان به دوم فصل  در
نقاط بررس به نیز چهارم فصل در و م کنیم، بیان را تومور رگزایی مدل های انواع سوم
کنترل پنجم فصل در نهایت در و م پردازیم تومور ضد رگزایی سیستم های پایداری و تعادل

م کنیم. بررس را تومور ضد رگزایی مدل های از مدل ی بهینه

١Morphogenesis
٢Hahnfeldt
٣Folkman
۴Panigrahy
۵Hlatky
۶D´Onofrio
٧Gandolfi
٨Swierniak
٩Ledzewicz



٢ فصل
لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل

بهینگ

سیستم وضعیت متغیر آن در که است پویا بهینه سازی مسأله بهینه، کنترل مسأله ی
ẋ = f(x, u(t)) معمول دیفرانسیل معادله از استفاده با u = u(t) کنترل تابع ی به x = x(t)

اصطلاحات برخ کردن مطرح با را بحث م شود. بهینه J = J(u) هدف تابع و است مرتبط
م کنیم. شروع مسائل دقیق فرمول سازی و

بهینه کنترل مسأله ی فرمول سازی ٢ . ١
∑شامل

= (M,U, f,U) چهارگانه ی کنترل سیستم ی کنترل). (سیستم .٢ . ١ . ١ تعریف
است. قبول قابل کنترل های از U کلاس و f معادله و ،U کنترل مجموعه ،M حالت فضای
ساده داده های ساختارهای کننده تعریف کنترل سیستم های فقط فصل، این سراسر در

م گیریم: نظر در را زیر شده
است. Rn از پیوسته و باز زیرمجموعه ی M حالت فضای (١)

م باشد. Rm از محدب و فشرده زیرمجموعه ی U کنترل مجموعه (٢)
مشتق پیوسته به طور برداری میدان های مجموعه از استفاده با ẋ = f(x, u) معادله (٣)



بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ٨
است: شده تعریف u ∈ U کنترل مقادیر به  وسیله شده پارامتری f پذیر

f : M×U → Rn, (x, u) 7→ f(x, u),

م دهد. اختصاص f(x, u) ∈ Rn بردار به را (x, u) ∈ M×U نقطه هر f یعن
فاصله در u ١ پذیر اندازه  لب توابع تمام از قبول قابل کنترل های شامل U کلاس (۴)

یعن است، U کنترل مجموعه مقادیر دارای I ⊂ R فشرده زمان
u : I → U, t 7→ u(t).

بهینه کنترل مسائل برای جواب هایی وجود از اطمینان حصول برای کل به طور فرآیند (این
بهینه کنترل های است. نیاز مورد فصل این در شده گرفته نظر در مسائل برای ، واق در و

نیستند). پیوسته به  صورت الزاماً
به توجه با است، شده تعریف J باز فواصل از برخ در u ∈ U قبول قابل کنترل برای
برای که ، معمول دیفرانسیل معادلات جواب بودن منحصر به فرد به مربوط استاندارد نتایج

اولیه مقدار مسأله برای x منحصر به فرد جواب ی t٠ ∈ J با x(t٠) = x٠ اولیه شرایط هر
ẋ = f(x, u(t)), x(t٠) = x٠, (٢ . ١)

است. t٠ شامل و است شده تعریف (τ−, τ+) ⊂ J نهایی زمان فواصل برخ در که دارد وجود
فاصله در u ∈ U قبول قابل کنترل اینکه به توجه با شده). کنترل (مسیر .٢ . ١ . ٢ تعریف
(٢ . ١) اولیه مقدار مسأله برای منحصر به فرد جواب x کنید فرض است، شده تعریف J زمان
م نامیم u کنترل با مطابق مسیر جواب را x آن گاه باشد I = (τ−, τ+) نهایی زمان فاصله در

م نامیم. I زمان فاصله در شده کنترل مسیر را (x, u) زوج و
قابل شده کنترل مسیرهای تمام میان در جواب هایی شامل بهینه کنترل مسأله ی
م کند. پیروی بیشتری محدودیت های از و م رساند حداقل به را هدف تابع که است قبول
هستند، نامعلوم کنترل مجموعه تعریف در که کنترل محدودیت های بر علاوه این جا در
مجموعه به عنوان م کنند هدایت را سیستم کنترل ها آن در که را نهایی محدودیت های فقط
T (معین) ثابت پایان زمان شامل است ن مم محدودیت ها این  م گیریم. نظر در هدف
محدودیت هایی یا شده) تجویز درمان ( زمان (فاصله افق در درمان شیم زمان (مثل
مقدار از استفاده زمان بهینه سازی (مثل T آزاد نهایی زمان برای پایان حالت به مربوط
به صورت را N پایان مجموعه بنابراین، باشند. ( درمان واکنش گرهای قبل شده مشخص

م کنیم: تعریف زیر
N = {(t, x) ∈ R×M : Ψ(t, x) = ٠}

١Lebesgue



٩ پونتریاگین مینیمم اصل
نگاشت ی Ψ(t, x) = (Ψ٠(t, x), . . . ,Ψn−k(t, x))

T که ،Ψ : R×M → Rn+١−k معادله این در
n + ١ − k کامل رتبه دارای (t, x) به مربوط جزئ مشتق های DΨ ماتریس و است پیوسته
هستند. ط مستقل N در Ψ٠(t, x), . . . ,Ψn−k(t, x) توابع گرادیان های آن در و است N در
مدل سازی N در Ψ نگاشت تعریف در Ψ٠(t, x) = t− T معادله به صورت معین نهایی زمان

است. R×M بعدی k زیرلایه چند شامل پایان مجموعه ، هندس لحاظ از شد. خواهد
است. شده ارائه Φ اضافه به L لاگرانژ انتگرال به عنوان و ١ بولزا نوع از هدف تابع
،Φ : R × M → R, (t, x) 7→ Φ(t, x) ،Φ و ،L : M × U → R, (x, u) 7→ L(x, u) ،L لاگرانژین

است: زیر به صورت هدف تابع و هستند پذیر مشتق پیوسته به طور توابع هردو

g(u) = Φ(T, x(T )) +

∫ T

٠ L(x(t), u(t))dt, (٢ . ٢)

t٠ = ٠ برای اولیه زمان است. u کنترل با متناظر منحصر به فرد جواب x معادله این در
ثابت x٠ اولیه شرایط باشد. آزاد یا معین است ن مم T نهایی زمان و است، شده مشخص

است: زیر ل به ش بهینه کنترل مسأله پس است. اختیاری اما
جواب های تمام در g(u) تابع رساندن حداقل به شامل بهینه ی کنترل مسأله [OC]

پایان محدودیت در که است شده تعریف طوری [٠, T ] زمان فاصله در (x, u) قبول قابل
است: زیر به صورت بهینه کنترل مسأله بنابراین م کند. صدق (T, x(T )) ∈ N

min g(u) = Φ(T, x(T )) +

∫ T

٠ L(x(t), u(t))dt,

s.t.


ẋ = f(x(t), u(t)),

x(t٠) = x٠
Ψ(t, x(t)) = ٠.

(٢ . ٣)

پونتریاگین مینیمم اصل ٢ . ٢
منظور به (x, u) شده کنترل جواب برای را اولیه لازم شرایط بهینه کنترل مینیمم اصل
از گروه توسط و شوروی اتحادیه در ١٩۵٠ اواسط در اصل این م دهد. ارائه شدن بهینه
میشچنکو و ۴ ریلایدز گام ،٣ بولتیانس هم چنین و ٢ پونتریاگین رهبری به دانان ریاض

.[١٠] شد شناخته پونتریاگین مینیمم اصل عنوان تحت و مطرح ۵

١Bolza
٢L.S.Pontryagin
٣V.G.Boltyanskii
۴R.V.Gamkrelidze
۵E.F.Mishchenko



بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ١٠
، H هامیلتون تابع ( (هامیلتون .٢ . ٢ . ١ تعریف

H = [٠,∞)× (Rn)∗ × Rn × Rm → R, (λ٠, λ, x, u) → H(λ٠, λ, x, u), (۴ . ٢)
م شود: تعریف زیر به صورت (٢ . ٣) بهینه کنترل مسئله برای

H(λ٠, λ, x, u) = λ٠L(x, u) + λf(x, u). (۵ . ٢)
شده کنترل مسیر (x∗, u∗) کنیم فرض پونتریاگین). مینیمم (اصل [١١] .٢ . ٢ . ١ قضیه
بردار و λ٠ ≥ ٠ ثابت آن  گاه باشد بهینه (x∗, u∗) اگر باشد، [٠, T ] زمان فاصله در شده تعریف

است: برقرار زیر شرایط که به طوری دارد وجود ،λ : [٠, T ] → (Rn)∗ وضعیت هم
.t ∈ [٠, T ] تمام برای (λ٠, λ(t)) ̸= ٠ مضرب ها: بودن نابدیه (١)

با متغیر خط دیفرانسیل معادله برای جواب ی λ الحاق متغیر : الحاق معادله (٢)
است: زیر زمان

λ̇(t) = −λ٠∂L
∂x

(x∗(t), u∗(t))− λ(t)
∂f

∂x
(x∗(t), u∗(t)) . (۶ . ٢)

داریم: [٠, T ] در جا همه تقریباً (مینیمم سازی): حداقل شرط (٣)
H(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)) = min

v∈U
H(λ٠, λ(t), x∗(t), v) = c, (٢ . ٧)

است. ثابت ی c آن در که
بردار شده، کنترل مسیر پایان نقطه در تراگردی: شرط (۴)(
H + λ٠∂Φ

∂t
,−λ+ λ٠∂Φ

∂t

)
∈
(
RN+١)∗ .

به طوری است v ∈
(
RN+١−k

)∗ ضریب وجود با معادل این است، قائم N پایان لایه چند بر
که

H + λ٠∂Φ
∂t

+ v
∂Ψ

∂t
= ٠, λ = λ٠∂Φ

∂x
+ v

∂Ψ

∂x
t ∈ (T, x∗(T ). (٢ . ٨)

در (که نباشند وابسته t به Ψ نهایی محدودیت و Φ کاهش تابع اگر [١١] .٢ . ٢ . ١ نتیجه
بهینه شده کنترل مسیر امتداد در (H) هامیلتون آن گاه باشد)، آزاد باید نهایی زمان این جا

است. صفر (x∗, u∗)

H(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)) ≡ ٠. (٢ . ٩)
م دهیم. ارائه مختصر به طور را لازم اصطلاحات از برخ این جا در

برای (x, u) شده کنترل جواب های نرمال). غیر و نهایی؛نرمال (شرایط .٢ . ٢ . ٢ تعریف
شرایط عنوان تحت مینیمم اصل شرایط که است گونه ای به λ و λ٠ موجود مضر ب های
نهایی دامنه مضرب ها که است ((x, u), (λ٠, λ)) به صورت جواب ها و م شود برآورد نهایی
باشد، λ٠ = ٠ اگر و است نرمال نهایی دامنه آن گاه باشد، λ٠ > ٠ اگر م شوند. نامیده

نیست. نرمال



١١ پونتریاگین مینیمم اصل
(λ٠, λ(t)) ل ش به مضرب هایی شامل مینیمم اصل نرمال. غیر و نرمال نهایی دامنه (١)
مضرب های در شرایط چون است. (λ٠, λ(t)) ̸= (٠, ٠) که م دهد نشان نابدیه شرایط است.
برای است. ان پذیر ام طبیع به صورت همیشه بردار این است خط به صورت (λ٠, λ(t))
تقسیم λ٠ بر را آن که است صورت در این و نم کند تغییر شرایط آن گاه ،λ٠ > ٠ اگر مثال
.λ̃(t) = λ(t)

λ٠ آن در که یریم ب نظر در (١, λ̃(t)) جدید ضریب به عنوان را آن عوض در و کنیم
در این و λ٠ = ١ که کنیم فرض م توانیم همیشه کلیت، دادن دست از بدون بنابراین
نهایی دامنه درباره ویژگ ی این که شود توجه باشد. نرمال نهایی دامنه که است صورت
کنترل جواب برای بنابراین باشد. نرمال است ن مم که شده) کنترل جواب ی (نه است
به همین باشد. داشته وجود غیرنرمال و نرمال نهایی دامنه های است ن مم (x, u) شده

گاه دارند وجود غیرنرمال نهایی دامنه های فقط آن ها در که شده کنترل مسیرهای دلیل،
م شوند. نامیده غیرنرمال کاملا وقت ها

معمول دیفرانسیل معادله برای جواب ی به عنوان (مجاور). الحاق سیستم (٢)
شده تعریف [٠, T ] زمان فاصله در λ̇ مجاور یا الحاق متغیر ، خط زمان متغیر به وابسته
ضریب و است شده داده نشان مینیمم اصل اثبات در روند این هندس لحاظ از است.

ط در که است (t, x) فضای در ١ ابرصفحه ی برای نرمال بردار دهنده نشان (λ٠, λ(t))
در الحاق معادله به عنوان معادله این و م یابد گسترش الحاق معادله با مطابق زمان
مطرح زیر به صورت سوئیچ معادله عنوان تحت خط معمول دیفرانسیل معادلات مفهوم

م شود:
ẏ =

∂f

∂x
(x∗(t), u∗(t))y, (٢ . ١٠)

انتقال t 7→ (x∗(t), u∗(t)) شده کنترل جواب امتداد در مماس خط بردارهای آن در که
منحن این امتداد در بردارها همه برای را مشابه انتقال الحاق سیستم جواب های م یابند.

نوشت: زیر شرح به م توان را الحاق معادله م آورند. فراهم
ẋ∗ =

∂H

∂λ
(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)), λ̇ = −∂H

∂x
(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)). (٢ . ١١)

شرایط کردن مینیمم طریق از است، همراه u∗ کنترل با که هامیلتون سیستم بنابراین و
م گردد. یل تش (٢ . ٧) مینیمم سازی

پونتریاگین توسط مینیمم سازی قضیه بندی فرمول در سازی). (مینیمم حداقل شرایط
انتخاب آن برای نام این و فرمول بندی مینیمم شرایط به عنوان شرایط اولین ارانش هم و

. [١١] شد
م تواند مینیمم اصل ،λ و λ٠ مضرب های به مربوط علائم انتخاب به توجه با واق در
گرفت خواهم نظر در که مسائل بیشتر چون این جا در شود. بیان معادل نمونه چهار در

حداقل شرایط م دهیم. ترجیح را طبیع تر فرمول سازی هستند، مینیمم سازی مسائل
١Hyperplane



بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ١٢
شود، انتخاب u∗ کنترل باید مینیمم سازی مسأله حل منظور به که م کند بیان (٢ . ٧)
وجود U کنترل مجموعه در هامیلتون تابع نهایی دامنه های از برخ برای که به طوری
مجموعه در را v 7→ H (λ٠, λ(t), x∗(t), v) تابع u∗(t) کنترل t ∈ [٠, T ] هر برای یعن دارد،
برای لازم شرایط برآوردن برای فقط این که شود توجه م کند. مینیمم سازی U کنترل
است. U کنترل مجموعه در کننده حداقل ی u∗(t) کنترل اما نیست، لازم مینیمم سازی

سع کل به طور است. بهینه کنترل مسأله آنالیز هر شروع نقطه کل به طور شرایط این
حل ر دی متغیرهای از تابع به عنوان u کنترل برای را (٢ . ٧) حداقل شرایط م کنیم

الحاق متغیر و دینامی برای دیفرانسیل معادلات آنگاه u = u(t, x∗;λ٠, λ) یعن نماییم،
م آید: به دست

ẋ = f(x, u(t, x∗;λ٠, λ)), x (t٠) = x٠, (٢ . ١٢)
˙λ(t) = −λ٠∂L

∂x
(x∗(t), u(t, x∗;λ٠, λ))− λ(t)

∂f

∂x
(x∗(t), u(t, x∗;λ٠, λ)) . (٢ . ١٣)

کل به طور و باشد داشته وجود چندگانه جواب ها است ن مم بهینه کنترل مسأله ی برای
نیستند. منحصر به فرد جواب ها

یل تش متغیر ٢n+ ١ با را سیستم ی (۶ . ٢) و (٢ . ٢) معادلات تراگردی: شرایط (۴)
است. شده مشخص x٠ اولیه شرایط دارای که (T نهایی زمان و λ ضریب ،x (متغیر م دهند
شده گنجانده پایان نقطه در تراگردی شرایط در شرط n+١ ماندن باق درباره ی اطلاعات
را n+ ١− k شرایط م ماند باق چندگانه (T, x(T )) ∈ N در نهایی حالت که نیاز این است.
در λ(T ) ∈ (Rn)∗ الحاق متغیر م مانند. باق k آزادی درجه های بنابراین و م کند اعمال

م آید: به دست زیر رابطه از استفاده با (T, x∗(T )) در T نهایی زمان
λ(T ) = λ٠∂Φ

∂x
(T, x∗(T )) + v

∂Ψ

∂x
(T, x∗(T )), (١۴ . ٢)

محاسبه n− (n+ ١− k) = k− ١ آزادی درجه برای معادله این در v ∈
(
Rn+١−k

)∗ مضرب و
آمد: به دست زیر معادله از استفاده با آزادی درجه آخرین شد.

H(λ٠, λ(T ), x∗(T ), u∗(T )) + λ٠∂Φ
∂t

(T, x∗(T )) + v
∂Ψ

∂t
(T, x∗(T )) = ٠. (١۵ . ٢)

مقادیر برای معادله ٢n + ١ ، کل به طور باشد. آزاد T نهایی زمان که است درصورت این
شرایط ارزی، هم غیر موقعیت های حداقل در بنابراین دارند. وجود T و λ(T ) ،x(T ) کران
زمان و متغیرالحاق برای کران شرایط رفتن دست از درباره ی را لازم اطلاعات تراگردی
نقطه در (H + λ٠ ∂Φ

∂t ,−λ+ λ٠ ∂Φ
∂x

) بردار که است این هندس بیان م آورد. فراهم T پایان
به نسبت (٢ . ٢ . ١) قضیه در شده ارائه بندی فرمول با معادل شده کنترل مسیر پایان

باشد. م قائم N نهایی محدودیت
آن گاه باشد، نداشته وجود x(T ) پایان حالت درباره محدودیت هیچ اگر .٢ . ٢ . ٢ نتیجه

هستند. طبیع ماکزیمم نقاط تمام



١٣ کنترل
م شوند: داده کاهش زیر معادلات به تراگردی شرایط حالت این در برهان.

H(λ٠, λ(T ), x∗(T ), u∗(T )) + λ٠∂Φ
∂t

(T, x∗(T )) = ٠. (١۶ . ٢)
و

λ(T ) = λ٠∂Φ
∂x

(T, x∗(T )). (٢ . ١٧)
با متغیر نواخت ی خط دیفرانسیل معادله ی (۶ . ٢) الحاق معادله آن گاه λ٠ = ٠ اگر
مضرب ها بودن نابدیه با λ(t) ≡ ٠ بنابراین م باشد. λ(T ) = ٠ پایان شرایط دارای و زمان

است. متضاد
استفاده با را جواب ها تمام باید بهینه کنترل مسأله ی حل برای واق در .٢ . ٢ . ١ خلاصه
هدف تابع مقدار سپس و آوریم به دست کران مقدار مسأله برای مینیمم سازی شرایط از

نیست. آسان کار روند این کنیم. مقایسه شده کنترل مسیرهای برای را جواب ها این

مدل های به عنوان کنترل ارتباط سیستم های ٢ . ٣
پزش زیست مدل های برای ریاض

یرید: ب نظر در را زیر کنترل سیستم
ẋ = f(x) +

m∑
i=١

gi(x)ui, x ∈ M, u ∈ U. (٢ . ١٨)

gi مدل میدان های که حال در است نشده کنترل دینامی دهنده نشان f برداری میدان
در پزش زیست مدل های در دهند. قرار کنترل i‐امین تأثیر تحت را سیستم م توانند
غیر مقادیر و است غلظت یا دوز میزان نشان دهنده کنترل ها متن، این در شده گرفته نظر
کنترل مجموعه بنابراین م گیرند. قرار شده مشخص محدوده های در که م باشند منف

م گیریم: نظر در m‐بعدی فاصله به عنوان را U

U = [٠, umax١ ]× · · · × [٠, umax
m ]. (٢ . ١٩)

به صورت پذیر اندازه لب توابع از استفاده با که است قبول قابل کنترل های U کلاس و
t 7→ ui(t)،ui : I → [٠, umax

i ] ،U مقادیر دارای I نواخت ی فاصله بر ،u = (u١, . . . , um)T

را سیستم x(T ) نهایی حالت با مربوط محدودیت های فقط بخش این در است. شده تعریف
منظم هندس ساختار دارای محدودیت هایی چنین که م کنیم فرض اما م گیریم، نظر در
پیوسته متمایز نگاشت Ψ : M → Rn−k با N = {x ∈ M : Ψ(x) = ٠} به صورت و هستند
در ر دی نقطه هر از کامل رتبه دارای x با مرتبط Ψ جزئ مشتقات DΨ ماتریس و دارند



بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ١۴
در را دینامی ها کنترل ارتباط ساختار با سازگاز هدف تابع ل ش هم چنین N است. بازه

م شود: داده کاهش زیر معادله به هدف تابع یعن م گیریم، نظر

g(u) = Φ(x(T )) +

∫ T

٠

L(x(t)) +

m∑
i=١

θiui(t)

dt. (٢ . ٢٠)

متمایزی توابع پیوسته به طور و م باشد ،Φ : N → R, x 7→ Φ(x) و L : M → R, x 7→ L(x) ∫با T٠ ui(t) پزش زیست لحاظ از باشد. (متغیر) آزاد یا ثابت م تواند T نهایی زمان دارد.
مسأله است. درمان زمان فواصل تمام در شده استفاده داروی کل مقدار دهنده نشان

است: زیر به صورت بهینه کنترل
محدودیت با (x, u) قبول قابل شده کنترل مسیرهای تمام در g(u) هدف تابع مینیمم سازی

درایم: بنابراین است، x(T ) ∈ N نهایی

min g(u) = Φ(x(T )) +

∫ T

٠

L(x(t)) +
m∑
i=١

θiui(t)

dt,

s.t.


ẋ = f(x) +

∑m
i=١ gi(x)ui,

Ψ(x) = ٠,
x ∈ M, u ∈ U.

(٢ . ٢١)

مسأله برای بنگ‐بنگ و منفرد کنترل های بررس ۴ . ٢
(٢ . ٢١)

است: زیر به صورت H هامیلتون تابع ،(٢ . ٢١) سیستم برای

H = λ٠
L(x) +

m∑
i=١

θiui

+ λ �

f(x) +
m∑
i=١

gi(x)ui

 , (٢ . ٢٢)

م شود: بیان زیر به صورت پونتریاگین مینیمم اصل شرایط و
مسیرهای (x∗, u∗) کنید فرض . ((٢ . ٢١) مسأله برای پونتریاگین مینیمم (اصل .١ . ۴ . ٢ قضیه
باشد، بهینه (x∗, u∗) اگر باشد. [٠, T ] فاصله در شده تعریف (٢ . ٢١) مسأله برای شده کنترل
که به طوری دارد وجود λ : [٠, T ] → (R)∗ بردار و v ∈ (Rn−k)∗ ضریب و λ٠ ≥ ٠ ثابت آن گاه

شود: برآورده زیر شرایط
.(λ٠, λ(t)) ̸= ٠ ،t ∈ [٠, T ] هر برای مضرب ها: بودن نابدیه (١)

دیفرانسیل معادله برای بهینه جواب ی λ وضعیت هم متغیر : الحاق معادلات (٢)



١۵ (٢ . ٢١) مسأله برای بنگ‐بنگ و منفرد کنترل های بررس
زمان با متغیر خط

λ̇ = −λ٠∂L
∂x

(x∗(t))− λ(t) �

∂f

∂x
(x∗(t)) +

m∑
i=١

u∗i (t)
∂gi
∂x

(x∗(t))

 . (٢ . ٢٣)

نهایی شرایط با
λ(T ) = λ٠∂Φ

∂x
(x∗(T )) + v

∂Ψ

∂x
(x∗(T )); (٢۴ . ٢)

است.
داریم: [٠, T ] در جایی هر تقریبا : حداقل شرایط (٣)

H(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)) = min
v∈U

H(λ٠, λ(t), x∗(t), v) = c. (٢۵ . ٢)
است. صفر ثابت این مقدار است، آزاد نهایی زمان T که

U = [٠, umax١ ] × · · · × [٠, umax
m ] باشد، بعدی m فاصله ی U که وقت  مسأله این برای

م شوند. حل آسان به که م شود تقسیم عددی مینیمم سازی مسائل به مینیمم شرایط
بهینه کنترل های که گرفت نتیجه م توان ،Φi(t) = λ٠θi + λ(t) � (gi(x∗(t))) توابع تعریف با

م شوند: برآورد زیر به صورت

u∗i (t) =


٠; Φi(t) > ٠,
umax
i ; Φi(t) < ٠.

(٢۶ . ٢)

،Φ : [٠, T ] → R تابع .( سوئیچ (تابع .١ . ۴ . ٢ تعریف
t 7→ Φi(t) =

∂H

∂ui
(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)) = λ٠θi + λ(t) � (gi(x∗(t))), (٢ . ٢٧)

ui کنترل سازی مینیمم شرایط م شود. نامیده ui کنترل تابع با متناظر سوئیچ تابع
کنترل مقادیر تمام حالت چنین در است. نشده تعیین باشد Φi(τ) = ٠ که وقت برای
مورد موارد تمام اصل در بنابراین و م کند برآورد را مینیمم سازی شرایط بدیه به طور
صفر Φi(τ) مشتق اگر و پیوسته اند مطلقا سوئیچ توابع دارند. وجود بهینگ برای نظر
است صورت در این و م کند تغییر ui = umax

i به ui = ٠ از τ زمان در کنترل آن گاه نشود،
چنین باشد. مثبت Φ̇i(τ) اگر م کند تغییر ui = ٠ به ui = umax

i از و باشد منف Φ̇i(τ) که
باز بازه در Φi(t) اگر ر، دی طرف از م شود. نامیده بنگ‐بنگ تغییر یا سوئیچ τ مواقع
ارائه کنترل این درباره را اطلاعات هیچ مینیمم سازی ویژگ که هرچند آنگاه شود، صفر I

محدودیت های شرایط این و شوند صفر باید Φi(t) مشتق های تمام حالت این در نم دهد،
ی روی سوئیچ تابع که حالت برای ماکزیمم کنترل های م دهد. قرار کنترل در شدید

ui = umax
i یا و ui = ٠ یا کنترل ها حالت این در که م شود نامیده منفرد است صفر باز بازه

کنترل مقادیر و صفر بین فقط که م شوند نامیده بنگ‐بنگ کنترل ها حالت در هستند.



بهینگ لازم شرایط و بهینه کنترل مسائل ١۶
کاربرد برای ( (دوز مقدار نسبت های دهنده نشان کنترل این اگر تغییر کنند. ماکزیمم

درمان راهبردهای با مطابق بنگ‐بنگ کنترل های آن گاه باشد، درمان عوامل برخ
نوع کاربردهای ، استراحت دوره های و ماکزیمم مقدار درمان جلسات بین که هستند
ر، دی طرف از م کند. تغییر درمان شیم ( تحمل قابل دوز یا مقدار (ماکزیمم MTD

دوز نسبت های در واسطه یا عامل زمان متغیر تجویزهای با مطابق منفرد کنترل های
سؤال دارد. وجود ساختارهایی چنین به توجه بیشترین پزش جامعه در هستند. پایین تر

علم ارتباط و تعبیر ی دارای منفرد یا هستند بنگ‐بنگ بهینه کنترل های اینکه درباره
از ویژگ ای منفرد کنترل ی ، کل به طور است. بهینه درمان پروتکل های ساختار برای
تابع λ مضرب تعریف به به وضوح چون م باشد نهایی محدوده ی اما نیست، کنترل ی

.[١٣ ،١٢] است. وابسته سوئیچ
مسأله برای نهایی محدوده Γ کنیم فرض .( نهایی و منفرد (کنترل های .٢ . ۴ . ٢ تعریف
و λ٠ ضریب دارای [٠, T ] فاصله در شده تعریف (x∗, u∗) شده کنترل مسیر شامل و (٢ . ٣)
سوئیچ توابع از ی که صورت در Γ نهایی محدوده است λ : [٠, T ] → (Rn)∗ الحاق بردار
نظر در I ⊂ [٠, T ] زمان فاصله ی روی بر کنترل به عنوان شوند، صفر I بر هم زمان Φ(i)

بخش که را کنترل این و است منفرد کنترل ی I بر u∗i متناظر کنترل م شود. گرفته
توابع تمام که صورت در کل به طور م نامیم. قوص یا کمان ی xاست مسیر متناظر

ی I ⊂ [٠, T ] باز فاصله بر Γ نهایی محدوده شوند صفر I بر هم زمان به طور Φ سويیچ
منفرداست. کنترل

زیر به صورت م توان را سوئیچ توابع ،(٢ . ٣) مسأله برای H هامیلتون تابع حسب بر
کرد: بیان

Φi(t) =
∂H

∂ui
(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗(t)) . (٢ . ٢٨)

فاصله دارای تا است هامیلتون تابع برای اول مرتبه لازم شرط Φi(t) = ٠ شرط بنابراین
بالابرنده های ، کل بهینه کنترل مسأله ی برای باشد. کنترل فاصله با متناظر درون

اول مرتبه لازم شرط اگر م شوند نامیده منفرد(نامنفرد) I بازه ی روی نهایی
∂H

∂u
(λ٠, λ(t), x∗(t), u∗)(t)) = ٠ (٢ . ٢٩)

دوم مرتبه جزئ مشتقات ماتریس اگر و باشد برقرار t ∈ I هر برای
∂٢H
∂u٢ (λ٠, λ(t), x∗(t), u∗)(t)) , (٢ . ٣٠)

.[١۴ ،٩] باشد. منفرد(نامنفرد) I بازه روی



٣ فصل
تومور ضد رگزایی ریاض مدل های

مبتن که م کنیم آنالیز و فرمول بندی ١ آنژیوژن ها آنت برای را کنترل مدل های این جا در
از: عبارت اند حالت متغیرهای است. ارانش هم و هانفلد توسط شده مطرح مدل های بر
برای مقیاس ی نشان دهنده ی q واق در .(q) رگ ها حمل ظرفیت و (p) تومور حجم
ظرفیت به وابسته رشد نقش براساس تومور حجم است. شده اندازه گیری حجم پایداری
.[٩ ،١۵] است بازدارنده گ و تحری اثرات توازن شامل q پویایی و م کند تغییر حمل،

ارانش هم و هانفلد توسط اصطلاحات این ویژه ی یل تش به منجر مجانبی، آنالیز ی
بهینه کنترل مسئله ی به عنوان را آنژیوژن درمان بار اولین برای مؤلفان مدل دراین شد.
، قبل شده ی مشخص میزان به توجه با که دارد اهمیت سؤال این اما گرفتند. نظر در
بر ن مم تأثیر بهترین تا شوند زمان بندی به موق باید ونه چ ٢ آنژیوژن بازدارنده  های
زمان بندی های داد خواهیم نشان که همان طور آید؟ به دست تومور حجم حداقل سازی
کنترل ها آن در که م شود تعیین زمان ای ازفاصله استفاده با بهینه، ضد رگزایی درمان

.[١٧ ،١۶] هستند منفرد
را حمل ظرفیت و تومور حجم بین رابطه بهینه شده ی کنترل مسیرهای حفظ واق در
ظرفیت درآن که م شود، مشخص بهینه منفرد کنترل ی از استفاده با که م کند تعیین
تراکم درست انتخاب طریق از فرایند این است. رسیده حداکثر به درمان شدن تخریب

١Antiangiogenc
٢Angiogenessis



تومور ضد رگزایی ریاض مدل های ١٨
منحصر به فرد و منفرد کنترل از استفاده با و شده انجام (ضد رگزایی) آنژیوژن آنت عامل
طریق از که است پزش ایده نشان دهنده ی  مطابقت ریاض نتایج این است. شده بیان
ترکیبی درمان هایی، چنین که زمان و برم گرداند نرمال شرایط به را تومور درمانضد رگزایی
عوامل برای مفید جنبه های دارای ضد رگزایی درمان م شوند. قوی تر شوند گرفته نظر در

.[١٩ ،١٨] هستند رگ ها) (انقباض ١ ولاتور واس و مختلف شیم درمان
مسئله برای کل جواب شد خواهند ذکر پایان نامه این در که مدل هایی از هری برای
ترکیبی چنین م آید. به دست شده کنترل مسیرهای منظم ترکیب به صورت بهینه کنترل
تومور، حجم از احتمال ترکیب هر برای که گرفت نظر در GPS سیستم به عنوان م توان را
به صورت را ضد رگزایی عوامل آن بودن دسترس در میزان و تومور حمل قابل ظرفیت
خواهیم نظر در را مدل چندین چون م دهند. ارائه ( –کیف بهینه(کم پروتکل های

م آورد. فراهم را بهینه کنترل مسئله کل راه حل روند این بنابراین گرفت،
و S=S(p,q) یعن بازدارند گ و تحری عبارت از استفاده با را مسئله این کل فرمول بندی
برای را فرمول بندی این سپس م دهیم، ارائه حمل ظرفیت برای پویایی حالت در را I(p,q)
درنظر مدل های تمام برای (که بودن بهینه برای را لازم شرایط و جنبه ها این گسترش
عمدتاً اولیه مدل سازی از پس م دهیم. قرار استفاده مورد م باشند) مشترک شده گرفته

م شود: تعریف زیر به صورت مدل
ṗ = −αp ln

(
p

q

)
, (٣ . ١)

.[٢٠] م شود نامیده اندوتلیال تراکم q
p و م باشد تومور رشد پارامتر α آن در که

بنابراین م شوند، متوازن باشد p = q که وقت  برای تومور حجم و حمل ظرفیت
کاهش p باشد ناکاف اندوتلیال تقویت برای تومور حجم یعن باشد q < p هنگام که
شده گرفته نظر در ثابت حمل ظرفیت بنابراین م یابد. افزایش p آن گاه q > p اگر و م یابد
شدن متوازن به وسیله ی تکامل فرایند درآن که م شود، تبدیل ثابت متغیر ی به و است

است: زیر ل به ش دینامی این کل ساختار م گردد. حاکم بازدارندگ و تحری اثرات
q̇ = S(p, q)− I(p, q)− µq − ηuq, (٣ . ٢)

هستند درون تحری و بازدارندگ عبارت نشان دهنده ی به ترتیب S و I معادله این در
است حمل ظرفیت ضریب و م شود گرفته نظر در صفر برابر اغلب که است µ ≥ ٠ و

کوچ تومور توسط شده اعمال بازدارندگ و تحری فرآیند مقایسه هنگام اثرات این که
نیز ηuq است. شده ظاهر معادله این در ( (درمان کنترل متغیر به عنوان u به علاوه هستند
که م کنند تولید را بازدارنده هایی تومور سلول های م دهد. نشان را ولاتور واس کاهش
استفاده با I(p, q) باز دارندگ عبارت رد عمل ل ش م دهند. قرار تأثیر تحت را ولاتور واس

١vasculature



١٩
م آید: به دست زیر معادله ی نتیجه در و است شده ارائه q و p

٢٣ حاصل ضرب از
I(p, q) = dp

٢٣ q, (٣ . ٣)
که است شده ثابت است. شده گرفته نظر در سلول ها مرگ میزان به عنوان و است ثابت d که
سریع تر S(p, q) کننده ی تحری عبارت به نسبت pαqβ میزان در I(p, q) بازدارنده ی عبارت

داریم: آن در که م یابد افزایش
α+ β =

٢
٣ , (۴ . ٣)

و
I(p, q)

s(p, q)
≃ pαqβ. (۵ . ٣)

به صورت م توان را s(p, q) کنندگ تحری عبارت (۵ . ٣) تا (٣ . ٣) گرفتن درنظر با بنابراین
نوشت: زیر

S(p, q) ≃ p

( ٢٣−α
)
q١−β (۶ . ٣)

و بازدارندگ روابط درباره ی زیر اصل نتیجه گیری دو اولیه، مدل آنالیز ی خلاصه به طور
م آورد: به وجود آن ولاتور واس و تومور بین درون تحری

سط با که م دهد قرار تأثیر تحت طوری را آندوتلیال سلول های I(p, q) ١‐بازدارنده ی
است. متناسب p

٢٣ یعن ، تومور مقط
در که s(p, q) کننده ی تحری عبارت به نسبت pαqβ اندازه به I(p, q) ٢‐بازدارنده ی
و (٣ . ٣) فرمول های از استفاده با پس دارد. بیشتری رشد به تمایل است، α + β = ٢٣ آن
داد خواهم مختصری توضیح و آورد، خواهیم به دست را ( (سیستم ها مدل ها انواع (۴ . ٣)

.[٢١ ،٩]
زیر دیفرانسیل معادله به صورت تومور ضد رگزایی مدل های کل ریاض مدل بنابراین

: [٢١ ،٢٣ ،٢٢] م شود بیان

ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = S(p, q)− I(p, q)− µq − ηuq.

(٣ . ٧)



تومور ضد رگزایی ریاض مدل های ٢٠
مدل ها :٣ . ١ جدول

مدل S(p،q) I(p،q)
M١ bp dp

٢٣ q

M٢ bq dp
٢٣ q

M٣ bp
٢٣ dp

١٣ q

M۴ bp dp
١٣ q

M۵ bq
٢٣ dq

۴٣

(٣ . ١) جدول در است S و I در آن ها تفاوت که تومور ضد رگزایی مدل های مختلف انواع
.[٢۴ ،٩] است آمده

عموم فرمول و ( ٣ . ١ ) جدول از استفاده با ‐کنترل دینامی مختلف مدل های لذا
: [٢٨ ،٢٧ ،٢۶ ،٢۵] هستند زیر مدل پن به صورت ( ٣ . ٧) معادله ی

M١ :


ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = bp− dp
٢٣ q − µq − ηuq.

(٣ . ٨)

M٢ :


ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = bq − dp
٢٣ q − µq − ηuq.

(٣ . ٩)

M٣ :


ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = bp
٢٣ − dp

١٣ q − µq − ηuq.

(٣ . ١٠)

M۴ :


ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = bp− dp
١٣ q − µq − ηuq.

(٣ . ١١)



٢١

M۵ :


ṗ = −αp ln

(
p
q

)
,

q̇ = bq
٢٣ − dq

۴٣ − µq − ηuq.

(٣ . ١٢)

اما م شود نقض α+ β = ٢٣ شرط م شود، α+ β = ١٣ که آن جا از چهارم مدل در .١ توجه
ل مش α + β = ١٣ شرط نبودن است پنجم و اول مدل های بین میانه ای مدل این چون

است. استفاده قابل و نم کند ایجاد
برای را تعادل نقاط و م کنیم بررس را فوق کنترل مدل های پایداری بعد فصل در

م کنیم. بررس u = −(k١p+ k٢q) و u = c ،u = ٠ مختلف حالت های





۴ فصل
پایداری و تعادل نقاط بررس

تومور ضدرگزایی سیستم های

مقدمه ١ . ۴
برای را آوردیم به دست قبل فصل در که کنترل مدل های تعادل نقاط ابتدا فصل این در
پارامترهای روی کاف شرایط سپس م آوریم. به دست درمان عدم و درمان مختلف حالت های

م کنیم. بررس مدل ها موضع مجانبی پایداری برای را مدل ها

پایداری ٢ . ۴
یرید: ب نظر در را زیر دینامی سیستم

ẋ = f(x). (١ . ۴)
باشد. D ⊆ Rn دامنه ی با تابع f : D → Rn کنید فرض

f(xe) = ٠ شرط در هرگاه م شود نامیده (١ . ۴) سیستم تعادل نقطه xe نقطه .٢ . ١ . ۴ تعریف
کند. صدق



تومور ضدرگزایی سیستم های پایداری و تعادل نقاط بررس ٢۴
فرض شود. منتقل مبدأ به متغیرها تغییر طریق از م تواند xe ̸= ٠ تعادل نقطه هر

م شود: زیر به صورت y مشتق y = x− xe متغیر تغییر به توجه با و xe ̸= ٠ کنیم
ẏ = ẋ = f(x) = f(y + xe) = g(ye), (٢ . ۴)

کلیت از کاستن بدون بنابراین .g(٠) = ٠ زیرا است فوق سیستم تعادل نقطه ye = ٠ لذا
سیستم تعادل نقطه xe = ٠ لذا و م کند صدق f(٠) = ٠ فرض در f(x) که م کنیم فرض

است. (١ . ۴)
پایدار تعادل نقطه ی را xe = ٠ تعادل نقطه است مفروض (١ . ۴) سیستم .٢ . ٢ . ۴ تعریف

به طوری که باشد داشته وجود δ > ٠ ی ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم
∥x(٠)∥ < δ ⇒ ∥x(t)∥ < ε , t ≥ ٠. (٣ . ۴)

نباشد. پایدار هرگاه گوییم ناپایدار را (١ . ۴) سیستم .٢ . ٣ . ۴ تعریف
δ > ٠ به علاوه و باشد پایدار هرگاه گوییم پایدار مجانبی را (١ . ۴) سیستم .۴ . ٢ . ۴ تعریف

که به طوری باشد داشته وجود
∥x(٠)∥ < δ ⇒ lim

t→∞
∥x(t)∥ = ٠. (۴ . ۴)

یرید: ب نظر در را زیر خط دینامی سیستم .٢ . ١ . ۴ قضیه
ẋ(t) = Ax(t), t ≥ ٠, (۵ . ۴)

A ماتریس ویژه مقادیر تمام حقیق قسمت اگر است. ثابت ماتریس ی A آن در که
قسمت اگر به علاوه است. پایدار xe = ٠ در (۵ . ۴) سیستم آن گاه (λA ≥ ٠) باشد نامثبت
پایدار xe = ٠ در (۵ . ۴) سیستم باشند (λA < ٠) منف A ماتریس ویژه مقادیر تمام حقیق

است. مجانبی
معادله با م توان را ẋ = f(x) ل به ش دیفرانسیل معادله هر که دارید توجه .٢ . ١ . ۴ تذکر
A آن در که زد تقریب ( xe = ٠ تعادل نقطه محدوده (در ẋ(t) = Ax(t) خط دیفرانسیل

م باشد: زیر به صورت و است f تابع متناظر ژاکوپی ماتریس

A =


∂f١
∂x١ · · · ∂f١

∂xn... ... ...
∂fn
∂x١ · · · ∂fn

∂xn

 . (۶ . ۴)

xe = ٠ آن گاه باشد ẋ(t) = Ax(t) خط سیستم مجانبی تعادل نقطه ی xe = ٠ اگر به علاوه
م باشد. ẋ(t) = f(x) غیرخط سیستم موضع مجانبی تعادل نقطه



٢۵ پایداری

(u = ٠) درمان عدم حالت در مدل ها تعادل نقاط ٢ . ١ . ۴
مدل ها از هرکدام برای که م یابیم. را (qe نتیجه در (و pe مختلف مدل های برای این جا در

م آوریم: به دست زیر به صورت
است: زیر ل به ش (٣ . ٨) اول مدل برای q̇ یعن دوم معادله

q̇ = bp− dp
٢٣ q − µq,

داریم: بنابراین ،p = q = qe و q̇ = ٠ م دهیم قرار

bp− dp
٢٣ q − µq = ٠ ⇒ bqe − dq

۵٣
e − µqe = ٠ ⇒ qe

(
b− dq

٢٣
e − µ

)
= ٠

⇒ b− dq
٢٣
e − µ = ٠.

درنتیجه

pe = qe =

(
b− µ

d

) ٣٢
. (٧ . ۴)

. [٢٩]
مدل همانند نیز (٣ . ٩) دوم مدل تعادل نقطه اول، مدل با دوم مدل تشابه دلیل به

است. اول
است: زیر ل به ش q̇ ،(٣ . ١٠) سوم مدل برای

q̇ = bp
٢٣ − dp

١٣ q − µq.

بنابراین
bp

٢٣ − dp
١٣ q − µq = ٠ ⇒ bq

٢٣
e − dq

۴٣
e − µqe = ٠ ⇒ q

٢٣
e

(
b− dq

٢٣
e − µq

١٣
e

)
= ٠ ⇒

b− dq
٢٣
e − µq

١٣
e = ٠.

م آوریم: به دست µ = ٠ خاص حالت در لذا
b− dq

٢٣
e = ٠.

درنتیحه

pe = qe =

(
b

d

) ٣٢
. (٨ . ۴)

.[١٧] است سوم مدل مانند نیز µ = ٠ با پنجم مدل برای تعادل نقطه
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است: زیر ل به ش (٣ . ١١) چهارم مدل برای q̇ معادله همچنین

q̇ = bp− dp
١٣ q − µq.

بنابراین
bp− dp

١٣ q − µq = ٠ ⇒ bqe − dq
۴٣
e − µqe = ٠ ⇒ qe

(
b− dq

١٣
e − µ

)
= ٠ ⇒ b− dq

١٣
e − µ.

درنتیحه
pe = qe =

(
b− µ

d

)٣
. (٩ . ۴)

مدل ها پارامترهای روی پایداری برای کاف شرایط بررس ٢ . ٢ . ۴

ابتدا بخش این  در آوردیم. به دست را سیستم ها از ی هر تعادل نقاط قبل بخش در
روی کاف شرایط سپس و آورده به دست (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) به توجه با را معادل مدل های
استفاده با ابتدا کار سادگ برای م آوریم. به دست مربوط پایداری تضمین برای را پارامترها

بازنویس را تومور ضدرگزایی کنترل مدل های زیر متغیرهای تغییر و پارامترها تغییر از
: [٢٩] م کنیم

t̄ = αt,

(b̄, µ̄, d̄) =
( ١
α

)
(b, µ, d),

(١٠ . ۴)

X = ln

(
p
pe

)
,

Y = ln
(

q
qe

)
.

(١١ . ۴)

داریم:

X = ln

(
p

pe

)
⇒ p = eXpe, (١٢ . ۴)

Y = ln

(
q

qe

)
⇒ q = eY qe, (١٣ . ۴)

dX

dt
=

ṗ

p
, (١۴ . ۴)

dY

dt
=

q̇

q
, (١۵ . ۴)

t̄ = αt ⇒ dt̄ = αdt. (١۶ . ۴)
dX
dt̄ بنابراین است، سان ی (٣ . ١٢)‐(٣ . ٨) مدل های همه به مربوط ṗ معادله که آنجا از

م آید: به دست زیر ل به ش و است سان ی مدل ها همه برای



٢٧ پایداری

ṗ = −αp ln

(
p

q

)
⇒ p

dX

dt
= −αp ln

(
p

q

)
,

داریم: بالا رابطه طرف دو از p حذف با
dX

dt
= −α ln

(
p

q

)
= −α ln

(
p
pe
q
qe

)
= −α

(
ln

(
p

pe

)
− ln

(
q

qe

))
,

داریم: (١۶ . ۴) و (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) رابطه های از استفاده با
dX

dt̄
= −X + Y. (١٧ . ۴)

عموم فرمول و (١۶ . ۴) تا (١٢ . ۴) رابطه های به باتوجه را dY
dt̄ مدل ها همه ی برای حال

م کنیم. بیان قضیه ای طبق را ی هر پایداری  سپس و م آوریم به دست مدل ها، از ی هر

(M١)اول مدل ٢ . ٣ . ۴
م آوریم: به دست زیر به صورت را (٣ . ٩) در q̇ متناظر معادله

dY

dt
=

q̇

q
=

bp−
(
µ+ dp

٢٣
)
q

q
= b

(
p

q

)
−
(
µ+ dp

٢٣
)
,

که: آن جا از
p

q
=

p
pe
q
qe

=
eX

eY
= eX−Y , (١٨ . ۴)

و
p

٢٣ = p
٢٣
e e

٢٣X , (١٩ . ۴)
داریم: (١٩ . ۴) و (١٨ . ۴)، (١٠ . ۴) به باتوجه پس

dY

dt
= b

(
eX−Y

)
−

µ+ d

(b− µ

d

) ٣٢
 ٢٣

e
٢٣X

⇒ dY

dt̄
= b̄e(X−Y ) − µ̄−

(
b̄− µ̄

)
e

٢٣X .

م شود: تبدیل زیر به صورت اول مدل نتیجه در
dX
dt̄ = −X + Y,

dY
dt̄ = b̄e(X−Y ) − µ̄−

(
b̄− µ̄

)
e

٢٣X .

(٢٠ . ۴)

.b̄ ≥ ٠ و µ̄ ≥ ٠ و است مفروض سیستم تعادل نقطه Xe = Ye = ٠ که است بدیه
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باشد: برقرار زیر شرط کنید فرض است. مفروض (٢٠ . ۴) سیستم .٢ . ٢ . ۴ قضیه

b̄− µ̄ > ٠. (٢١ . ۴)
است. موضع مجانبی پایدار سیستم این صورت این در

است: زیر به صورت (٢٠ . ۴) سیستم متناظر ژاکوپین ماتریس برهان.

A =


−١ ١

١٣ b̄+ ٢٣ µ̄ −b̄

 . (٢٢ . ۴)

لذا
∣∣∣A− λI

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−١ − λ ١

١٣ b̄+ ٢٣ µ̄ −b̄− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ٢ + λ
(١ + b̄

)
+

٢
٣(b̄− µ̄). (٢٣ . ۴)

م افتد: اتفاق زیر حالت دو از ی
داریم حالت این در .∆ ≥ ٠ اول حالت

∆ = B٢ − ۴AC ≥ ٠ ⇒
(١ + b̄

)٢ − ۴
(٢

٣
(
b̄− µ̄

))
=
(١ + b̄

)٢ − ٨
٣
(
b̄− µ̄

)
≥ ٠ ⇒

b̄− µ̄ ≤ ٣
٨
(١ + b̄

)٢
.

(٢۴ . ۴)
داریم: این صورت در که

λ =
−B −

√
∆

٢ , (٢۵ . ۴)
یا

λ =
−B +

√
∆

٢ . (٢۶ . ۴)
و λ < ٠ بنابراین است مثبت همواره b̄ و Re(λ) = λ که آن جا از آنگاه λ = −B−

√
∆٢ اگر حال

موضع مجانبی پایدار سیستم این که برای آن گاه λ = −B+
√
∆٢ اگر اما .Re(λ) < ٠ نتیجه در

باشیم: داشته باید باشد

−B +
√
∆ < ٠ ⇒

√
∆ < B ⇒ ∆ < b̄٢ ⇒ ١ + b̄

٢ − ٨
٣
(
b̄− µ̄

)
< ١ + b̄

٢ ⇒(
b̄− µ̄

)
> ٠.

(٢٧ . ۴)



٢٩ پایداری
داریم حالت این در .∆ < ٠ دوم حالت

∆ = b̄٢ − ٨
٣
(
b̄− µ̄

)
< ٠ ⇒

(
b̄
)٢

<
٨
٣
(
b̄− µ̄

)
⇒
(
b̄− µ̄

)
> ٠,

.Re(λ) = −b̄٢ > ٠ لذا و λ = −b̄±i
√
∆٢ حالت این در و م دهد نتیجه را (٢١ . ۴) رابطه همان که

و اگر است منف و حقیق ژاکوپی ماتریس ویژه مقادیر (٢٠ . ۴) سیستم در .٢ . ١ . ۴ نتیجه
.b̄٢ − ٨٣

(
b̄− µ̄

)
≥ ٠ و b̄ > ٠ اگر فقط

(M٢)دوم مدل ۴ . ٢ . ۴
داریم: م آوریم. به دست را q̇ متناظر معادله ابتدا

dY

dt
=

bq −
(
µ+ dp

٢٣
)
q

q
= b−

(
µ+ dp

٢٣
)
= b−

µ+ d

(b− µ

d

) ٣٢
 ٢٣

e
٢٣X

⇒

dY

dt̄
= (b̄− µ̄)

(١ − e
٢٣X
)
,

(٢٨ . ۴)
م شود: تبدیل زیر به صورت دوم مدل نتیجه در

dX
dt̄ = (−X + Y ),

dY
dt̄ = (b̄− µ̄)

(١ − e
٢٣X
)
.

(٢٩ . ۴)

است. Xe = Ye = ٠ فوق سیستم تعادل نقطه
اگر است موضع مجانبی پایدار (٢٩ . ۴) سیستم .٢ . ٣ . ۴ قضیه

b̄− µ̄ > ٠. (٣٠ . ۴)
است: زیر به صورت (٢٩ . ۴) سیستم متناظر ژاکوپین ماتریس برهان.

A =


−١ ١

−٢٣(b̄− µ̄) ٠

 . (٣١ . ۴)

لذا
∣∣∣A− λI

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ −١ − λ ١
−٢٣(b̄− µ̄) −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ٢ + λ+
٢
٣(b̄− µ̄). (٣٢ . ۴)
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م افتد: اتفاق زیر حالت دو از ی بنابراین
داریم: حالت این در .∆ ≥ ٠ اول حالت

∆ = ١ − ۴
(٢

٣(b̄− µ̄)

)
= ١ − ٨

٣(b̄− µ̄) ≥ ٠ ⇒

b̄− µ̄ ≤ ٣
٨ .

(٣٣ . ۴)

لذا
λ =

−١ −
√
∆

٢ ,

یا
λ =

−١ +
√
∆

٢ .

برقراری برای آن گاه λ = −١+√
∆٢ اگر اما .Re(λ) = λ < ٠ به وضوح آنگاه λ = −١−√

∆٢ اگر حال
باشیم: داشته باید Re(λ) < ٠ رابطه

− ١ +
√
∆ < ٠ ⇒

√
∆ < ١ ⇒ ∆ < ١ ⇒ ١ − ٨

٣
(
b̄− µ̄

)
< ١ ⇒ ٨

٣
(
b̄− µ̄

)
> ٠ ⇒(

b̄− µ̄
)
> ٠

(٣۴ . ۴)

داریم: حالت این در .∆ < ٠ دوم حالت
∆ = ١ − ٨

٣
(
b̄− µ̄

)
< ٠ ⇒ ٨

٣
(
b̄− µ̄

)
> ١ ⇒

(
b̄− µ̄

)
>

٣
٨ ⇒

(
b̄− µ̄

)
> ٠.

.b̄ − µ̄ > ٠ شود م نتیجه نیز این جا که ،Re(λ) = − ١٢ < ٠ نتیجه در و λ =
−١±i

√
|∆|

٢ لذا
است. سیستم موضع مجانبی پایداری برای کاف شرط ی b̄− µ̄ > ٠ شرط لذا

و اگر است منف و حقیق ژاکوپی ماتریس ویژه مقادیر (٢٩ . ۴) سیستم در .٢ . ٢ . ۴ نتیجه
.٠ < b̄− µ̄ < ٣٨ اگر فقط

(M٣) سوم مدل ۵ . ٢ . ۴
م کنیم. بازنویس (١۶ . ۴)‐(١٢ . ۴) به توجه با µ = ٠ فرض با را (٣ . ١٠) در دوم معادله ابتدا

داریم:

dY

at
=

bp
٢٣ −

(
dp

١٣
)
q

q
= b

(
p

٢٣
q

)
−
(
dp

١٣
)
= b


((

b
d

) ٣٢
) ٢٣

e
٢٣X

(
b
d

) ٣٢ eY

−

d

( b

d

) ٣٢
 ١٣

e
١٣X



⇒ dY

dt̄
=

b̄(
b̄
d

) ١٢
e

٢٣X−Y −

d

(
b̄

d

) ١٢
e

١٣X
 .



٣١ پایداری
بود: خواهد زیر به صورت (٣ . ١٠) معادل سیستم لذا

dX
dt̄ = (−X + Y ),

dY
dt̄ = (b̄d)

١٢
(
e

٢٣X−Y − e
١٣X
)
.

(٣۵ . ۴)

.d > ٠ و b̄ > ٠ آن در و است فوق سیستم تعادل نقطه Xe = Ye = ٠ که دارید توجه
سیستم d > ٠ و b̄ > ٠ مقدار هر ازای به است. مفروض (٣۵ . ۴) سیستم .۴ . ٢ . ۴ قضیه

است. موضع مجانبی پایدار (٣۵ . ۴)
است: زیر به صورت (٣۵ . ۴) سیستم متناظر ژاکوپین ماتریس برهان.

A =


−١ ١

١٣
√
b̄d −

√
b̄d

 .

لذا
∣∣∣A− λI

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−١ − λ ١

١٣
√
b̄d −

√
b̄d− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ٢ +
(١ +

√
b̄d
)
+

٢
٣
√

b̄d.

م افتد: اتفاق زیر حالت دو از ی بنابراین
داریم: حالت این در .∆ ≥ ٠ اول حالت

∆ =
(١ +

√
b̄d
)٢

− ۴(١) +
(٢

٣
√

b̄d

)
= ١ + ٢√b̄d+ b̄d− ٨

٣
√
b̄d = ١ − ٢

٣
√
b̄d+ b̄d ≥ ٠

(٣۶ . ۴)
⇒ b̄d− ٢

٣
√

b̄d ≥ −١. (٣٧ . ۴)
لذا . Re(λ) < ٠ باشیم داشته باید آن گاه λ = −B+

√
∆٢ اگر داریم، حالت دو λ برای حال

−B +
√
∆ < ٠ ⇒

√
∆ < B ⇒ ∆ < B٢ ⇒ B٢ − ۴AC < B٢ ⇒ −۴AC < ٠ (٣٨ . ۴)

⇒ −۴(٢٣
√

b̄d) < ٠ ⇒ −
√

b̄d < ٠, (٣٩ . ۴)
. Re(λ) = λ < ٠ وضوح به λ = −B−

√
∆٢ اگر اما است. برقرار همواره که

داریم: حالت این در .∆ < ٠ دوم حالت
∆ = ١ − ٢

٣
√

b̄d+ b̄d < ٠ ⇒ b̄d− ٢
٣
√

b̄d < −١. (۴٠ . ۴)
که م گیریم نتیجه (۴٠ . ۴) و (٣٧ . ۴) از لذا . Re(λ) = −B٢ < ٠ بنابراین و λ = −B±i

√
∆٢ لذا

است. موضع مجانبی پایدار (٣۵ . ۴) سیستم همواره d > ٠ و b̄ > ٠ هر ازای به
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و اگر است منف و حقیق ژاکوپی ماتریس ویژه مقادیر (٣۵ . ۴) سیستم در .٢ . ٣ . ۴ نتیجه

باشد. برقرار b̄d− ٢٣
√
b̄d ≥ −١ اگر فقط

(M۴) چهارم مدل ۶ . ٢ . ۴
داریم: م کنیم. بازنویس (١۶ . ۴)‐(١٢ . ۴) و (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) به توجه با را (٣ . ١١) مدل
dY

dt
=

bp−
(
µ+ dp

١٣
)
q

q
= b

(
p

q

)
−
(
µ+ dp

١٣
)
= b

(
pee

X

qeeY

)
− dp

١٣
e e

١٣X − µ

= b


(
b−µ
d

)٣
eX(

b−µ
d

)٣
eY

− d

((
b− µ

d

)٣) ١٣
e

١٣X − µ ⇒ dY

dt̄
= b̄

(
eX−Y

)
−
(
b̄− µ̄

)
e

١٣X .

م شود: تبدیل زیر به صورت (٣ . ١١) سیستم لذا
dX
dt̄ = −X + Y,

dY
dt̄ = b̄

(
eX−Y

)
−
(
b̄− µ̄

)
e

١٣X .

(۴١ . ۴)

و b̄ > ٠ آن در و است Xe = Ye = (٠,٠) نقطه نیز سیستم این تعادل نقطه که دارید توجه
.µ̄ ≥ ٠

اگر است موضع مجانبی پایدار (۴١ . ۴) سیستم .۵ . ٢ . ۴ قضیه
b̄− µ̄ > ٠. (۴٢ . ۴)

است: زیر به صورت (۴١ . ۴) سیستم متناظر ژاکوپین ماتریس برهان.

A =


−١ ١

٢٣ b̄+ ١٣ µ̄ −b̄

 .

لذا
∣∣∣A− λI

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−١ − λ ١

٢٣ b̄+ ١٣ µ̄ −b̄− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ٢ + (١ + b̄)λ+
١
٣
(
b̄− µ̄

)
.

م افتد: اتفاق زیر حالت دو از ی



٣٣ پایداری
داریم: حالت این در .∆ ≥ ٠ اول حالت

∆ =
(١ + b̄

)٢ − (۴)(١) ١
٣
(
b̄− µ̄

)
= ١ + b̄٢ +

٢
٣ b̄+

۴
٣ µ̄ ≥ ٠ ⇒ b̄٢ +

٢
٣ b̄+

۴
٣ µ̄ ≥ −١.

.µ̄ ≥ ٠ و b̄ > ٠ زیرا است برقرار همواره که
به دست Re(λ) < ٠ رابطه از آن گاه ،λ = −B+

√
∆٢ اگر داریم: حالت دو λ برای حال

م آوریم:

−B +
√
∆ < ٠ ⇒

√
∆ < B ⇒ ∆ < B٢ ⇒ −۴AC < ٠ ⇒ −۴

٣
(
b̄− µ̄

)
< ٠ ⇒ b̄− µ̄ > ٠.

(۴٣ . ۴)
. Re(λ) = λ < ٠ آن گاه ،λ = −B−

√
∆٢ اگر همچنین

داریم: حالت این در .∆ < ٠ دوم حالت

b̄٢ +
٢
٣ b̄+

۴
٣ µ̄ < −١, (۴۴ . ۴)

نم اُفتد. اتفاق هیچ گاه ،µ̄ ≥ ٠ و b̄ > ٠ اینکه به توجه با که
و اگر است منف و حقیق ژاکوپی ماتریس ویژه مقادیر (۴١ . ۴) سیستم در .۴ . ٢ . ۴ نتیجه

.b̄− µ̄ > ٠ اگر فقط

(M۵) پنجم مدل ٢ . ٧ . ۴
دوم معادله برای م آوریم. به دست µ = ٠ این که بافرض را (٣ . ١٢) معادل سیستم ابتدا

داریم: (١۶ . ۴)‐(١٢ . ۴) و (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) به توجه با سیستم این
dY

dt
=

q
(
bq

−١٣ − dq
١٣
)

q
= bq

−١٣ − dq
١٣ = b

(
d

b

) ١٢
e

−١٣ Y − d

(
b

d

) ١٢
e

١٣Y ⇒

dY

dt̄
= b̄

(
d

b̄

) ١٢
e

−١٣ Y − d

(
b̄

d

) ١٣
e

١٣Y .

با: م شود معادل درنتیحه
dX
dt̄ = −X + Y,

dY
dt̄ =

(
b̄d
) ١٢
(
e

−١٣ Y − e
١٣Y
)
.

(۴۵ . ۴)

این آن گاه باشد، d > ٠ و b̄ > ٠ کنید فرض است. مفروض (۴۵ . ۴) سیستم .۶ . ٢ . ۴ قضیه
. است موضع مجانبی پایدار سیستم
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است: زیر به صورت (۴۵ . ۴) معادله ی یعن سیستم این متناظر ژاکوپین ماتریس برهان.

A =


−١ ١

٠ −٢٣
√
b̄d

 .

لذا

∣∣∣A− λI

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−١ − λ ١

٠ −٢٣
(
b̄d
) ١٢ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−١ − λ)

(
−٢

٣
√

b̄d− λ

)

= λ٢ +

(
١ +

٢
٣
√

b̄d

)
λ+

٢
٣
√

b̄d.

م افتد: اتفاق زیر حالت دو از ی بنابراین
داریم: حالت این در .∆ ≥ ٠ اول حالت

∆ =

(
١ +

٢
٣
√

b̄d

)٢
− ۴

(٢
٣
√

b̄d

)
≥ ٠. (۴۶ . ۴)

لذا .Re(λ) < ٠ باشیم داشته باید آن گاه λ = −B+
√
∆٢ اگر داریم: حالت دو λ برای حال

−B +
√
∆ < ٠ ⇒

√
∆ < B ⇒ ∆ < B٢ ⇒ ۴AC > ٠ ⇒ ٨

٣
√

b̄d > ٠.
چون λ = −B−

√
∆٢ اگر اما است. برقرار همواره رابطه d > ٠ و b̄ > ٠ این که به باتوجه که

.Re(λ) < ٠ پس ∆ > ٠ و B > ٠ و Re(λ) = λ

پس B > ٠ و Re(λ) = −B٢ چون و λ = −B±i
√
∆٢ داریم حالت این در .∆ < ٠ دوم حالت

است. برقرار Re(λ) < ٠ شرط وضوح به
و اگر است منف و حقیق ژاکوپی ماتریس ویژه مقادیر (۴۵ . ۴) سیستم در .۵ . ٢ . ۴ نتیجه

باشد. برقرار (۴۶ . ۴) رابطه اگر فقط
(α, b, d, µ) = (٠٫٠٨۴,۵٫٨۵, ٠٫٠٠٨٧٣, ٠٫٠٢) پارامترهای قبل قضایای به باتوجه .٢ . ٢ . ۴ تذکر
برای کاف شرایط (۴) و (٢) و (١) مدل های یعن (٣ . ١١) و (٣ . ٩) و (٣ . ٨) سیستم  برای
(٣ . ١٠) مدل های (α, b, d, µ) = (٠٫٠٨۴,۵٫٨۵, ٠٫٠٠٨٧٣, ٠) برای همچنین دارند. را پایداری

م کنند. صدق را پایداری برای کاف شرایط (۵) و (٣) مدل های یعن (٣ . ١٢) و



٣۵ پایداری
عددی: مثال

تعادل نقاط p٠ = q٠ = ١٧٠٠٠ فرض با و (٢ . ٢ . ۴) تذکر در شده ذکر پارامترهای به توجه با
تعادل نقطه مدل ها، از ی هر تعادل نقطه فرمول در مقادیر این جای گذاری با سیستم ها،
نمودارهای همچنین (۴ . ١)است، زیر جدول به صورت ( درمان (عدم u = ٠ حالت برای

م کنیم. رسم فوق پارامترهای به توجه با را q و p به مربوط

(u = ٠) درمان عدم حالت در سیستم ها تعادل نقاط :١ . ۴ جدول
سیستم تعادل نقطه

١ ١٫۶٠٧٣ × ١٠۴

٢ ١٫۶٠٧٣ × ١٠۴

٣ ١٫۶١۶٠ × ١٠۴

۴ ٢٫۵٨٣٣ × ١٠۴

۵ ١٫۶١۶٠ × ١٠۴

است: زیر ل به ش مدل ها از هری فاز وصفحه رفتار نمودار بنابراین
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٣٧ پایداری
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٣٩ پایداری
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از کدام هر برای شده گرفته نظر در مقادیر از استفاده با این جا در نمودارها: تحلیل
مدل ها به مربوط فاز صفحه و نمودار مدل، هر تعادل نقطه فرمول همچنین و پارامترها
در که تعادلش نقطه به نمودار هر م بینیم نمودارها در که همانطور و ایم کرده رسم را

م کند. میل است شده مشخص (١ . ۴) جدول

( ثابت داروی اعمال با درمان ) u = c حالت ٣ . ۴
u = c حالت در تعادل نقاط ٣ . ١ . ۴

در م کنیم. بررس ثابت داروی دوز یعن ثابت کنترل حالت در را تومور رفتار این جا در
نیاز مورد ثابت داروی مشخص، تومور حجم ی به رسیدن برای که است این هدف واق
مقدار این آوردن به دست برای کار روند بیاوریم. به دست را مربوطه کنترل و شود مشخص
(مدل های مدل ها همه برای سپس و p = q = y م کنیم فرض که است ل ش این به  ثابت
م آوریم، به دست را y و م دهیم قرار صفر مساوی را q̇ یعن دوم معادله ی (( (٣ . ١٢)‐(٣ . ٨
معادله به توجه با اول مدل برای م آوریم. به دست را u مقدار y کردن مشخص با آن گاه

داریم: q̇ یعن آن دوم
q̇ = bp− dp

٢٣ q − µq − ηuq = ٠ ⇒ ẏ = by − dy
۵٣ − ηuy − µy = y

(
b− dy

٢٣ − ηu− µ
)
= ٠.



۴١ ( ثابت داروی اعمال با درمان ) u = c حالت
پس: y > ٠ چون

b− dy
٢٣ − ηu− µ = ٠ ⇒ y =

(
b− µ− ηu

d

) ٣٢
. (۴٧ . ۴)

سیستم برای c کل فرم آورد.که به دست را موردنظر c م توان y بودن معلوم فرض با حال
م آید: به دست زیر ل به ش اول

b− y
٢٣ − ηu− µ = ٠ ⇒ c =

b− dy
٢٣ − µ

η
.

است. اول مدل همانند دوم مدل c و y معادله های
داریم: (q̇) آن دوم معادله به باتوجه سوم مدل برای

q̇ = bp
٢٣ − dp

١٣ q − µq − ηuq = ٠ ⇒ ẏ = by
٢٣ − dy

۴٣ − µy − ηuy = ٠
⇒ y

(
by

−١٣ − dy
١٣ − µ− ηu

)
= ٠ ⇒ by

−١٣ − dy
١٣ − µ− ηu = ٠.

م آید: به دست زیر ل به ش موردنظر c ،y بودن معلوم فرض با حال
c =

by
−١٣ − dy

١٣ − µ

η
.

سوم مدل مانند پنجم مدل برای c و y معادله های پنجم، مدل (q̇) دوم معادله به باتوجه
م آید. به دست

داریم: (q̇) آن دوم معادله به باتوجه چهارم مدل برای
q̇ = bp− dp

١٣ q − µq − ηuq = ٠ ⇒ ẏ = by − dy
۴٣ − µy − ηuy = y

(
b− dy

١٣ − µ− ηu
)
= ٠

⇒ b− dy
١٣ − µ− ηu = ٠ ⇒ y =

(
b− µ− ηu

d

)٣
.

م آید: به دست زیر ل به ش موردنظر c ،y بودن معلوم فرض با حال
b− dy

١٣ − µ− ηu = ٠ ⇒ c =
b− dy

١٣ − µ

η
.

عددی: مثال
در . م آوریم به دست تومور از مشخص حجم به رسیدن برای را دارو مقدار این جا در
برابر که تومور اولیه حجم آن به ازای که آوریم به دست را دارویی مقدار م خواهیم واق
ل به ش این جا در را پارامترها اندازه برسانیم. y = ٧٠٠٠ به را ایم گرفته p٠ = q٠ = ١٧٠٠٠
به صورت که م کنیم حساب (٢ . ۴) جدول از استفاده با u و م گیریم نظر در (٢ . ۴) جدول
u و y = ٧٠٠٠ با فازآن ها صفحه و مدل ها رفتار نمودار همچنین است. (٣ . ۴) جدول

.[٣٢]،[٣١] م کنیم رسم را ((٣ . ۴) جدول در شده (مشخص
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(u = c) حالت برای پارامترها مقادیر :٢ . ۴ جدول

پارامترها η µ d b y

مقادیر ٠/١۵ ٠/٠٢ ٠/٠٠٨٧٣ ۵/٨۵ ٧٠٠٠

pe = qe = y = ٧٠٠٠ به رسیدن برای نیاز مورد u = c مقادیر :٣ . ۴ جدول
سیتم u مقدار

١ ٢٫۶٣۵۴٢۶١
٢ ٢٫۶٣۵۴٢۶١
٣ ٠٫٧٧٢١۶٣۴
۴ ٣٧٫٧۵٣٣۴٠
۵ ٠٫٧٧٢١۶٣۴
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۴٣ ( ثابت داروی اعمال با درمان ) u = c حالت
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۴۵ ( ثابت داروی اعمال با درمان ) u = c حالت
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۴٧ u = −(k١p+ k٢q) حالت
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برای شده گرفته نظر در مقادیر از استفاده با ابتدا حالت این در نمودارها: تحلیل
هرمدل برای دارو مقدار ثابت، y گرفتن نظر در با و مدل هر تعادل نقاط فرمول و پارامترها
مربوط نمودار آن گاه آوردیم. ٧٠٠٠ به دست به ١٧٠٠٠ از تومور حجم کاهش برای برای را
تعادل نقطه همان به که میبینیم و کردیم رسم دارو) (مقدار معادلش c با را مدل هر به

م رسیم. y = ٧٠٠٠

u = −(k١p + k٢q) حالت ۴ . ۴
u = −(k١p+ k٢q) حالت در تعادل نقاط ١ . ۴ . ۴

u = −(k١p + k٢q) بصورت تابع با را دارو دوز صورت که در را تومور رفتار حالت این در
u = −(k١p + k٢q) و p = q = y دادن قرار با حالت این در م دهد. نشان کنیم مشخص
ساده را معادله ها زیر پارامترهای تغییر از استفاده با وسپس م کنیم معادل سازی را مدل ها



تومور ضدرگزایی سیستم های پایداری و تعادل نقاط بررس ۴٨
: [٢٩] م آوریم به دست را تعادل نقاط و کرده

c١ = −d
η ,

c٢ = k١ + k٢,
c٣ = b

η ,

c۴ = −µ
η .

(۴٨ . ۴)

است. مشابه ل به ش مدل ها بقیه برای و م دهیم توضیح اول مدل برای را روند
داریم: q̇ به باتوجه اول مدل برای

q̇ = bp− dp
٢٣ q − µq − ηuq = ٠ ⇒ ẏ = by − dy

۵٣ − µy + ηy٢(k١ + k٢) = ٠
⇒ y(b− y

٢٣ − µ+ ηy(k١ + k٢) = ٠ ⇒ b− y
٢٣ − µ+ ηy(k١ + k٢) = ٠.

داریم: (۴٨ . ۴) متغیرهای تغییر از استفاده با حال
b

η
− d

η
y

٢٣ − µ

η
+ y(k١ + k٢) = ٠ ⇒ c١y

٢٣ + c٢y + c٣ + c۴ = ٠.
هم دوم معادله که است واض رسید. y تعادل نقطه به   م توان فوق معادله عددی حل از

م شود. اول معادله همانند
داریم: سوم مدل برای

q̇ = bp
٢٣ − dp

١٣ q − µq − ηuq = ٠
⇒ ẏ = by

٢٣ − dy
۴٣ − µy − ηy٢(k١ + k٢) = y(by

−١٣ − dy
١٣ − µ− ηy(k١ + k٢)) = ٠

⇒ (by
−١٣ − dy

١٣ − µ− ηy(k١ + k٢)) = ٠ ⇒ c١y
−١٣ + c٢y + c٣y

١٣ + c۴ = ٠.
(٣ . ١٠)رسید. مدل برای y تعادل نقطه به   م توان فوق معادله عددی حل از

شود. م سوم مدل مشابه پنجم مدل برای تعادل نقطه
داریم: چهارم مدل برای همچنین

q̇ = bp− dp
١٣ q − µq − ηuq = ٠ ⇒ ẏ = by − dy

۴٣ − µy − ηy٢(k١ + k٢) = ٠
⇒ y(b− dy

١٣ − µ− ηy(k١ + k٢)) = b− dy
١٣ − µ− ηy(k١ + k٢) = ٠

⇒ c١y
١٣ + c٢y + c٣ + c۴ = ٠.

رسید. (٣ . ١١) مدل برای y تعادل نقطه به م توان y به نسبت فوق معادله عددی حل با
پنجم: مدل



۴٩ u = −(k١p+ k٢q) حالت
داریم: q̇ به باتوجه پنجم مدل برای

q̇ = bq
٢٣ − dq

۴٣ − µq − ηuq = ٠
⇒ ẏ = by

٢٣ − dy
۴٣ − µy − ηy٢(k١ + k٢) = y(by

−١٣ − dy
١٣ − µ− ηy(k١ + k٢)) = ٠

⇒ by
−١٣ − dy

١٣ − µ− η(k١ + k٢) = ٠ ⇒ c١y
١٣ + c٢y + c٣y

−١٣ + c۴ = ٠.

عددی: مثال
اعمال از پس (٣ . ١٢)‐(٣ . ٨) سیستم های تعادل تقاط k٢ = −٢٢ و k١ = −۵ فرض با
مدل ها پارامترهای است. شده داده نمایش (۶ . ٢ . ۴) جدول در u = k١p + k٢q کنترل
. p(٠) = q(٠) = ١٧٠٠٠ کرده ایم فرض همچنین شده اند. جای گذاری (٢ . ۴) جدول از

است: آمده زیر در سیستم ها این رفتار به مربوط نمودارهای

k٢ و k١ باید بنابراین است، نامنف و است کنترل u و اند مثبت q و p چون .١ . ۴ . ۴ نکته
باشند. منف

(u = k١p+ k٢q) حالت در سیستم ها تعادل نقاط :۴ . ۴ جدول
سیستم تعادل نقطه

١ ١/۴٣۶٨
٢ ١/۴٣۶٨
٣ ١/٣١٢١
۴ ١/۴٣٧١
۵ ١/٣١٢١
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۵١ u = −(k١p+ k٢q) حالت
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۵٣ u = −(k١p+ k٢q) حالت
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برای آمده به دست تعادل نقطه به نمودار هر که میبینیم قبل حالت دو همانند تحلیل:



۵۵ اول دینامی مدل متناظر خط سیستم کنترل پذیری
م کند. متناظرش مدل

دینامی مدل متناظر خط سیستم کنترل پذیری ۵ . ۴
اول

ماتریس اگر فقط و اگر است کنترل پذیر ẋ(n×n) = Ax(n×n) +Bu(n×n) .١ . ۵ . ۴ قضیه
Mc =

[
B AB A٢B · · · An−١B

]
. (۴٩ . ۴)

باشد. کامل رتبه
م پردازیم. تومور ضدرگزایی مدل های از اول مدل کنترل پذیری بررس به ما این جا در حال

م دهیم: قرار
f(p, q, u) = −αp ln

(
p
q

)
,

g(p, q, u) = bp− dp
٢٣ q − µq − ηuq.

(۵٠ . ۴)

بنابراین

dX
dt = f(X,Y, u) = f(٠, ٠,٠) + (X − ٠) ∂f

∂X (٠, ٠,٠) + (Y − ٠) ∂f
∂Y (٠,٠, ٠)

+(u− ٠)∂f∂u(٠, ٠, ٠),

dY
dt = g(X,Y, u) = g(٠, ٠, ٠) + (X − ٠) ∂g

∂X (٠, ٠, ٠) + (Y − ٠) ∂g
∂Y (٠, ٠, ٠)

+(u− ٠)∂f∂u(٠, ٠, ٠).

(۵١ . ۴)

داریم: (٢٠ . ۴) طبق


dX
dt̄ = −X + Y,

dY
dt̄ = b̄e(X−Y ) − µ̄−

(
b̄− µ̄

)
e

٢٣X − ηu.

نتیجه در
dX
dt = −X + Y,

dY
dt = g(X,Y, u) =

( ١٣ b̄+ ٢٣ µ̄
)
X + b̄Y − ηu.

(۵٢ . ۴)



تومور ضدرگزایی سیستم های پایداری و تعادل نقاط بررس ۵۶
داریم: بنابراین

A =

 −١ ١
١٣ b̄+ ٢٣ µ̄ b̄

 . (۵٣ . ۴)
و

B =

 ٠
−η

 . (۵۴ . ۴)

نتیجه در

Mc =

 ٠ −η

−η −b̄η

 . (۵۵ . ۴)
Mc∣∣∣و

∣∣∣ = −η٢ ̸= ٠. (۵۶ . ۴)
است. کنترل پذیر مدل این (١ . ۵ . ۴) قضیه طبق پس



۵ فصل
ضد رگزایی مدل های بهینه کنترل

مقدمه ١ . ۵
م کنیم. اضافه مدل به ضد رگزایی عامل حسب بر را ( (کنترل درمان ابتدا فصل این در
کاهش کننده ی توصیف ηuq عبارت و م باشد سیستم در کنترل این نشان دهنده ی u متغیر

است. شده کم ( (انتقال حمل ظرفیت برای دینامی از که است ولاتور واس
(T ∈ [٠,∞)) است آزاد T پایان زمان ه بل ندارد وجود [٠, T ] مشخص زمان افق این جا در
است. مسأله اهداف جزء تومور حجم حداقل که م دهیم نشان را زمان هنگام فقط و
و شده گرفته نظر در [١٧] در ٣ وین و ٢ کامفوسن ،١ ارگان توسط مدل سازی چنین
تغییرات م دهد. ارائه محدود درمان افق اولیه مدل سازی های برای مهم زین جای ی
تا م شوند باعث و م شوند گرفته نظر در که دارد وجود مدل سازی درباره ی گوناگون
استفاده با فقط شد خواهد مطرح این جا در برخ که مشابه روش های از استفاده با بتوان

کرد. حل را مسائل تمام ساختار در محدود بسیار
نظر در ضدر گزایی درمان تک  مسئله برای را زیر بهینه کنترل مسئله .١ . ١ . ۵ مسأله

م گیریم:
١Ergun
٢Camphausen
٣Wein



ضد رگزایی مدل های بهینه کنترل ۵٨

min p(T )

s.t



ṗ = −αp ln(pq ) , ٠ ≤ t ≤ T,

q̇ = S(p, q)− I(p, q)− µq − ηuq , ٠ ≤ t ≤ T,

٠ ≤ u(t) ≤ umax , ٠ ≤ t ≤ T,∫ T٠ u(t)dt ≤ A ,

p(٠) = p٠ , q(٠) = q٠ .

(١ . ۵)

تومور، نهایی حجم p(T ) و است مجهول T نهایی زمان فوق بهینه کنترل مسأله در
قید و لحظه هر در متغیر مقدار حداکثر umax ،( بازدارنده (متغیر کنترل متغیر u(٠)

ی A آن در که م دهد نشان را ضد رگزایی بازدارنده های کل مقدار ٠ ≤
∫ T٠ u(t)dt ≤ A

به صورت y جدید متغیر تعریف با را مسأله این . u : [٠, T ] → [٠, umax] است معلوم ثابت
y(t) =

∫ t

٠ u(τ)dτ , y(٠) = ٠, (٢ . ۵)
م کنیم: تبدیل زیر معادل بهینه کنترل مسأله به

min p(T )

s.t



ṗ = −αp ln(pq ) , ٠ ≤ t ≤ T,

q̇ = S(p, q)− I(p, q)− µq − ηuq , ٠ ≤ t ≤ T,

ẏ = u , ٠ ≤ t ≤ T,

٠ ≤ u(t) ≤ umax , ٠ ≤ y(t) ≤ ymax = A ,

p(٠) = p٠ , q(٠) = q٠ , y(٠) = ٠ .

(٣ . ۵)

موقعیت درست به سیستم این که برای شرط ی که است واض مسأله مدل سازی به باتوجه
روند این بمانند. باق مثبت q و p متغیرهای که است این دهد نشان را اولیه بیولوژی
ویژه سیستم های در آن را که هنگام و است برقرار پنجم تا اول مدل های از هرکدام برای

شد. خواهد تأیید م دهیم، قرار توجه مورد
م کنیم: مطرح دینامی درباره ی را زیر فرض 

برای کنترل umax بالایی کران ،( p = q قطر در (یعن پایدار شبه وضعیت در فرض١)
بزرگ کاف اندازه به درون بازدارندگ و کنندگ تحری عبارات بین ویژه تعادل بر غلبه

داریم: q > ٠ هر برای یعن است
S(q, q)− I(q, q) < (ηumax + µ)q. (۴ . ۵)



۵٩ مقدمه
کنندگ تحری تأثیرات است، نشده تأیید شرط این که قطر به مربوط فرمول امتداد در

تومور حجم کاهش umax یعن ( مصرف (مقدار دوز ماکسیمم از استفاده با و قوی اند بسیار
برای ( (حجم تراکم ماکزیمم که م کنیم فرض اساساً نیست. ان پذیر ام موضع به طور

کاف اندازه به تعادل حالت در درون ویژه کننده تحری بر غلبه برای آنژیوژن آنت عامل
است. بزرگ

حال در D+ = {(p, q) : p > q} ناحیه در همیشه تومور حجم که است این نتیجه ی
حالت های برخ روند این است. افزایش حال در D− = {(p, q) : p < q} ناحیه در و کاهش
نیستند مرتبط چندان پزش لحاظ از که م آورد به وجود مسئله مدل سازی در را کاهش
(p٠, q٠) اولیه ی شرایط برای حالت این اساساً نم گیریم. نظر در آنالیزمان در را آن ها و
بسیار آنژیوژن بازدارنده های یعن A کل مقدار که (زمان است q٠ ≫ p٠ م کند تأیید که
م یابد افزایش همیشه تومور حجم ابتدا در شرایط چنین در م دهد. رخ است.) کوچ
داد. کاهش م توان را تومور حجم سپس شود. قط D٠ = {(p, q) : p = q} قطر این که تا
بزرگ تر p٠ به نسبت بود خواهد تحقق قابل که مقدار حداقل باشد، کوچ بسیار A اگر اما
م آید. به دست T = ٠ در و است مساوی p٠ با تومور حجم این صورت در بود، خواهد
کامل دوز اگر مثال برای نیست. ساده (٣ . ۵) مسئله بهینه ریاض حل لحاظ از به وضوح
شیوه بهترین روش این آن گاه برسند پایان به بازدارنده ها تمام اینکه تا ارائه شود u = umax

نیست. کار این انجام
کنترل مسأله برای (p٠, q٠, A) اولیه ی داده های ایده آل) اولیه (داده های [٩] .١ . ١ . ۵ تعریف
مقدار به رسیدن برای u∗ بهینه کنترل تابع ی هرگاه م شوند نامیده ایده آل (٣ . ۵) بهینه
p٠ از بهتر هدف تابع مقدار به رسیدن یعن ) باشد داشته وجود p٠ از بهتر هدف تابع

.( باشد ان پذیر ام
سیستم به نه یا هستند ایده آل (p٠, q٠, A) داده های اینکه که دارید توجه [٩] .١ . ١ . ۵ تذکر
در یعن p٠ ≥ q٠ که (p٠, q٠) اولیه شرایط نوع هر حال هر به دارد. بستگ نظر مورد
هستند. ایده آل یرد، ب قرار D٠ = {(p, q) : p = q} قطر یا D+ = {(p, q) : p > q} مجموعه ی

باشد. برقرار نیز D− = {(p, q) : p < q} در اولیه شرایط از برخ برای م تواند این
تابع مقدار به رسیدن آن گاه نباشند ایده آل (p٠, q٠, A) اگر که دارید توجه [٩] .١ . ٢ . ۵ تذکر

.T ∗ = ٠ داریم بهینه جواب در بنابراین و ندارد وجود p٠ از بهتر هدف
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نا مطلوب اولیه شرایط برای سیستم پویای عمل کرد از طرح :١ . ۵ ل ش

بهینگ لازم شرایط ٢ . ۵
خاص اصطلاحات از نظر صرف شده کنترل مسیرهای بودن بهینه به مربوط مباحث از برخ
این در م شوند. گرفته به کار مدل ها تمام برای تحری و بازدارندگ برای شده انتخاب
استفاده مورد مختلف مدل های برای مفصل به طور که م کنیم مطرح را کل شرایط بخش
ماکزیمم اصل از استفاده با u کنترل بهینگ برای اول درجه لازم شرایط گرفتند. قرار
تابع ،λ = (λ١, λ٢, λ٣) ∈

(
R٣)∗ بعدی سه بردار از استفاده با م شوند. ارائه پونتریاگین

است: شده ارائه زیر به صورت (٣ . ۵) بهینه کنترل مسأله برای H = H(λ, p, q, u) هامیلتون
H(λ, p, q, u) = −λ١αp ln

(
p

q

)
+ λ٢ (S(p, q)− I(p, q)− µq − ηuq) + λ٣u. (۵ . ۵)

متناظر مسیر ازای به [٠, T ] فاصله در شده تعریف بهینه کنترل ی u∗ اگر [٩] .٢ . ١ . ۵ قضیه
λ : [٠, T ] → (

R٣)∗ پذیر مشتق پیوسته برداری تابع و λ٠ ≥ ٠ ثابت آن گاه باشد (p∗, q∗, y∗)
است: برقرار زیر شرایط به طوری که دارد وجود

، (λ٠, λ(t)) ̸= (٠,٠) داریم t ∈ [٠, T ] هر ازای به (آ)
م کنند: صدق زیر وضعیت هم معادلات در λ٢ و λ١ (ب)

λ̇١ = −∂H

∂p
= λ١α

(
ln

(
p

q

)
+ ١
)
− λ٢

(
∂S

∂p
(p, q)− ∂I

∂p
(p, q)

)
. (۶ . ۵)

λ̇٢ = −∂H

∂q
= −λ١αp

q
+ λ٢

(
µ− ∂S

∂q
(p, q) +

∂I

∂q
(p, q) + ηu

)
. (٧ . ۵)

انتهایی: شرایط با
λ١(T ) = λ٠ و λ٢(T ) = ٠. (٨ . ۵)

م کند: صدق زیر رابطه در و است ثابت تابع ی λ٣ به علاوه

∀t ∈ [٠, T ] : λ٣(t) =


٠ , y(T ) < ymax,

≥ ٠ , y(T ) = ymax.

(٩ . ۵)



۶١ بهینگ لازم شرایط
(λ(t), p∗(t), q∗(t)) با همراه را هامیلتون تابع u∗(t) بهینه کنترل t ∈ [٠, T ] زمان هر برای (ج)

یعن م کند مینیمم [٠, umax] کنترل مجموعه در
H (λ(t), p∗(t), q∗(t), u∗(t)) = min٠≤v≤umax

H (λ(t), p∗(t), q∗(t), v) ≡ ٠ . (١٠ . ۵)
یادآوری هم چنین م نویسیم. بعدی سه وضعیت برای را z = (p, q, y)T ، سادگ برای
z = (p, q, y)T با مشابه یا متناظر مسیر دارای u قبول قابل کنترل شامل (z, u) زوج برای م کنیم
م شود. برقرار مینیمم اصل شرایط که هستند ,λ٠) طوری λ) مضرب های آن در که باشد

م کنیم. شروع نهایی و بهینه کنترل های کل ویژگ های برخ معرف با را بحث
.( (١ . ١ . ۵) تعریف با (مطابق هستند ایده آل اولیه شرایط م کنیم فرض همیشه

استفاده موجود بازدارنده های تمام (p∗, q∗, y∗) بهینه مسیر ی امتداد در [٩] .٢ . ١ . ۵ لم
. p∗(T ) = q∗(T ) داریم نهایی زمان در و y∗(T ) = A یعن م شوند

p تومور توده است، مثبت T نهایی بهینه زمان و است ایده آل اولیه شرایط چون برهان.
بهینه مسیرهای بنابراین م شود. کوچ p > q برای و است رشد حال در p < q برای
اولین برای p∗(T ) < q∗(T ) اگر زیرا یابند. پایان p∗(T ) = q∗(T ) که زمان برای فقط م توانند
ر دی طرف از م یابد. افزایش (T − ε, T ] زمان فواصل برخ در p چون است، زود توقف
را u = ٠ کنترل با (T, T + ε] کوچ زمان فواصل م توانیم همیشه p∗(T ) > q∗(T ) اگر
اندازه به ε (اگر کاهش یابد زمان فاصله این در p و کنیم اضافه محدودیت هیچ نقض بدون
آن گاه ،y∗(T ) < A اگر . p∗(T ) = q∗(T ) الزاماً نهایی زمان در بنابراین باشد). کوچ کاف
کرد. اضافه [٠, ε] زمان فواصل برخ در u = umax برای را مسیر از کوچ بخش م توان
م شود. ṗ∗(T ) = ٠ و q̇∗(T ) < ٠ که م شود استنباط (١) فرض از p∗(T ) = q∗(T ) چون
از م یابد. کاهش p تومور حجم آن در که م شود وارد p > q ناحیه به مسیر این بنابراین

نیست. بهینه زمان T رو این
نم توانند λ٢ و λ١ ضرب گرهای .( λ٠ ̸= ٠ (یعن هستند نرمال اکسترمال ها [٩] .٢ . ٢ . ۵ لم

است. ساده صفرهای دارای فقط λ٢ و شوند صفر هم زمان به طور
و م کنند صدق (٧ . ۵) و (۶ . ۵) ن هم خط سیستم های در λ٢ و λ١ مضرب های برهان.
شوند. صفر t زمان فاصله ی در دو هر اگر م شوند صفر هم زمان به طور آن ها بنابراین
ثابت که م دهد نشان (λ٠, λ(t)) بودن صفر نا حالت این در لذا .λ٠ = ٠ با است معادل این
م دهد نشان (١٠ . ۵) و (۵ . ۵) شرایط بنابراین باشد. مثبت باید رو این از نیست صفر λ٣
فرض م توانیم کلیت، دادن دست از بدون نیست. ایده آل اولیه شرایط بنابراین و u ≡ ٠ که
که زمان به ویژه شوند، صفر هم زمان به طور نم توانند λ٢ و λ١ به علاوه و λ٠ = ١ که کنیم
رو این از است. λ̇٢ ̸= ٠ بنابراین و نم شود صفر (٧ . ۵) در λ١(t) ضریب پس است λ٢ = ٠

است. ساده صفرهای دارای فقط λ٢
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H(λ(t), p∗(t), q∗(t), u) هامیلمون تابع جا همه تقریباً . λ٠ = ١ م کنیم فرض پس این از
چون م شود. سازی حداقل u∗(t) کنترل تابع با u از تابع به عنوان [٠, umax] بازه ی روی بر

به صورت Φ سوئیچ تابع تعریف با است خط u در H

Φ(t) = λ٣ − λ٢(t)ηq∗(t). (١١ . ۵)
که م شود نتیجه

u∗(t) =


umax, Φ(t) < ٠,
٠, Φ(t) > ٠.

(١٢ . ۵)

پیوسته [٠, T ] فاصله  روی بر متناظر بهینه کنترل آن گاه باشد، λ٣ = ٠ اگر [٩] .٢ . ٣ . ۵ لم
م شود. داده u ≡ umax کنترل با و است

و م باشد λ٢(t) از ضریبی به صورت (١١ . ۵) تعریف با سوئیچ تابع ،λ٣ = ٠ چون برهان.
به صورت کنترل تابع (١٢ . ۵) با رو این از دارد. متمایز صفرهای (٢ . ٢ . ۵) به توجه با بنابراین
در λ٢ بنابراین ،λ̇٢(T ) = αλ١(T )p

∗(T )
q∗(T ) = −α < ٠ و λ٢(T ) = ٠ به علاوه است. بنگ‐بنگ

مثبت م شود، داده u(t) = umax با کنترل جایی که و پایان نقطه به نزدی (τ, T ] بازه ی
است D− در مسیر انتهایی قطعه که م شود نتیجه (١) فرض از ،p∗(T ) = q∗(T ) چون است.
غیر در زیرا باشد صفر نم تواند ری دی τ نقطه در λ٢ اما .u ≡ umax کنترل که زمان تا
است. تناقض در (١٠ . ۵) با این که H(τ) = −λ١(τ)αp∗(τ) ln

(
p∗(τ)
q∗(τ)

)
̸= ٠ داریم صورت این

است. u ≡ umax ثابت کنترل بنابراین
( قطر به دسترس برای مهارکننده ها تمام از کامل (استفاده ین تبه مورد این به جای
بهینه کنترل مورد، این در به ویژه است. مثبت λ٣ که کنیم فرض بعد به  این از م توانیم ما

م یابد. پایان u ≡ ٠ جایی که [τ, T ] فاصله با همیشه
،(τ, T ] بر به طوری که دارد وجود (τ, T ] بازه ی آن گاه ،λ٣ > ٠ اگر [٩] .٢ . ١ . ۵ نتیجه

است. u∗(t) ≡ ٠
نتیحه در و Φ(T ) = λ٣ > ٠ که داریم (١١ . ۵) تعریف و (٨ . ۵) شرایط از استفاده با برهان.

است. صفر نهایی زمان نزدی در بهینه کنترل
،t ∈ I هر برای آن گاه باشد، منفرد I بازه ی تمام در بهینه کنترل اگر .٢ . ٢ . ۵ نتیجه

.λ٢(t) > ٠ داریم
[٩] م باشد. I در Φ سوئیچ تابع بودن صفر و λ٣ > ٠ از نتیجه  این برهان.
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تومور ضد رگزایی مدل های از اول مدل بهینه کنترل ٣ . ۵
است زیر به صورت که را تومور مدل های از اول مدل بهینه کنترل مسأله بخش ابن در

م کنیم: بررس
min J = θp(T ) + (١ − θ)q(T )

s.t



ṗ = −αp ln(pq ) , t ∈ [٠, T ],
q̇ = bp− dp

٢٣ q − µq − ηuq , t ∈ [٠, T ],
ẏ = u , t ∈ [٠, T ],
٠ ≤ u(t) ≤ a , t ∈ [٠, T ],
٠ ≤ y(t) ≤ A , t ∈ [٠, T ],
p(٠) = p٠,
q(٠) = q٠,
y(٠) = ٠.

(١٣ . ۵)

جواب ،q٠ و p٠ مثبت اولیه شرایط و u قبول قابل کنترل هر برای [١۵] .٣ . ١ . ۵ قضیه
دارد. وجود م مانند، باق  مثبت q و p هم و t ≥ o که زمان هایی همه برای (p, q) متناظر
(p٠, q٠) اولیه ی شرایط م گوییم باشد مثبت T نهایی زمان صورت که در .٣ . ١ . ۵ تعریف

است. ایده آل (١٣ . ۵) مسأله برای
و بازدارنده ها از A مقدار به است شده مطرح ایده آل به صورت که اولیه شرایط به وضوح

م گیریم. نظر در را ایده آل اولیه ی شرایط فقط ادامه در است. وابسته (p٠, q٠) ان م

(١٣ . ۵) مسأله برای بهینگ لازم شرایط ٣ . ١ . ۵
متناظر  مسیر دارای [٠, T ] فاصله در شده تعریف بهینه کنترل u اگر [٣٠ ،١١] .٣ . ٢ . ۵ قضیه
دارد وجود ،λ : [٠, T ] → (R٣) مطلق پیوسته بردار و ثابت λ٠ ≥ ٠ آن گاه باشد، (p∗, q∗, y∗)T

به طوری که
،t ∈ [٠, T ] هر برای (λ٠, λ(t)) ̸= (٠, ٠) (آ)

معادلات (ب)
λ̇١ = αλ١

(
ln

(
p∗(t)

q∗(t)

)
+ ١
)
+ λ٢

(٢
٣d

q∗(t)

(p∗)
١٣ (t)

− b

)
, (١۴ . ۵)

λ̇٢ = −αλ١ p
∗(t)

q∗(t)
+ λ٢

(
µ+ d(p∗)

٢٣ (t) + ηu
)
, (١۵ . ۵)

λ̇٣ = ٠, (١۶ . ۵)
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هستند: برقرار زیر شرایط با همراه

λ١(T ) = λ٠θ, λ٢(T ) = λ١)٠ − θ), (١٧ . ۵)
و

λ٣(T ) =


٠, y(T ) < A,

,آزاد y(T ) = A.

(١٨ . ۵)

م رساند، حداقل به را زیر H هامیلتون u بهینه کنترل (ج)
H = −λ١αp∗ ln

(
p∗

q∗

)
+ λ٢

(
bp∗ −

(
µ+ d(p∗)

٢٣
)
q∗ − ηuq∗

)
+ λ٣u. (١٩ . ۵)

م باشد. صفر مقدار حداقل دارای [٠, a] کنترل مجموعه در و
اولیه شرایط برای را کرانه ها و بهینه کنترل های اولیه ویژگ های از برخ زیر لم های

م دهند. ارائه خلاصه به طور ایده آل
نم شوند صفر هم زمان به طور λ٢ و λ١ ضرب گرهای هستند. نرمال اکسترمال ها .٣ . ١ . ۵ لم

است. نامنف و ثابت λ٣ ضرب گر و دارد ساده صفرهای فقط λ٢ به علاوه .
م کنند صدق (١۶ . ۵) و (١۴ . ۵) ن هم خط سیستم های در λ٢ و λ١ ضرب گر های برهان.
در است. λ٠ = ٠ معادل این . م شوند صفر t زمان ی در آن ها اگر م شوند صفر بنابراین و
نسیت. صفر است، ثابت که λ٣ مضرب که م دهد نشان (λ٠, λ(t)) بودن ناصفر این صورت
به صورت اولیه شرایط یعن ،u ≡ ٠ که م دهد نتیحه هامیلتون معادله ی در H ≡ ٠ شرط
که کنیم فرض م توانیم کلیت دادن دست از بدون بنابراین است. نشده مطرح ایده آل
هنگام که خاص حالت در صفر شوند. هم زمان به طور نم توانند λ٢ و λ١ رو این از و λ٠ = ١

است. ساده صفرهای دارای فقط λ٢ بنابراین و λ̇٢(t) ̸= ٠ داریم ،λ٢(t) = ٠
از استفاده با

J(t) = θp(t) + (١ − θ)q(t). (٢٠ . ۵)
نوشت: زیر به صورت م توان را نهایی زمان در H(T ) = ٠ شرایط

H(T ) = −θαp ln

(
p

q

)
+ λ٣u+ (١ − θ)

(
bp−

(
µ+ dp

٢٣
)
q − ηuq

)
=

dJθ
dt

(T ) + λ٣u = ٠.
(٢١ . ۵)

Jθ(t) تابع آن گاه dJθ
dt (T ) > ٠ اگر باشد. مثبت نم تواند dJθ

dt (T ) مشتق بهینه، جواب ی در
رو این از است. بهتر T − ε زمان در توقف لذا و است صعودی اکیداً [T − ε, T ] بازه ی در
u(T ) = ٠ اگر .λ٣ ≥ ٠ که م شود نتیجه u(T ) ≥ ٠ برای . λ٣u(T ) ≥ ٠ باشیم داشته باید
λ٣ − λ٢(T )ηq∗(T ) ≥ ٠ که م شود نتیجه (ج) مینیمم سازی ویژگ از استفاده با سپس

.λ٣ ≥ λ٢(T )ηq∗(T ) = (١ − θ)ηq∗(T ) ≥ ٠ که م دهد نتیجه وهم چنین
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سوئیچ تابع ادامه در

Φ = λ٣ − λ٢(t)ηq∗(t), (٢٢ . ۵)
تعیین H هامیلتون تابع بر (ج) مینیمم سازی ویژگ طریق از را بهینه کنترل ساختار
صدق زیر رابطه در بهینه کنترل های م شود. نامیده مسأله ۴ سوئیچ تابع و م کند

م کنند:

u∗(t) =


٠, Φ(t) > ٠,
a, Φ(t) < ٠.

(٢٣ . ۵)

نم شود. تعیین است Φ(t) = ٠ که هنگام مینیمم سازی شرایط از استفاده با کنترل تابع
u = a و u = o بین Φ̇(τ) علامت به توجه با کنترل پس ،Φ̇(τ) ̸= ٠ اما Φ(τ) = ٠ اگر
آن گاه شود صفر دقیقاً باز فاصله ی بر مشابه به طور Φ(t) اگر ر دی طرف از میشود. سوئیچ
تمام حالت این در حال این با نم دهد. کنترل درباره ی اطلاعات رساندن حداقل به شرایط
تعیین را کنترل خاص به طور معمولا و است ن مم این که شوند صفر باید Φ(t) مشتقات
ثابت کنترل های به ما حال که در م شود نامیده منفرد کنترل کنترل، از نوع این م کند.
مشتقات و سوئیچ تابع رد عمل تحلیل و تجزیه بنابراین م گوییم. بنگ‐بنگ کنترل های

دارد. اهمیت آن
است. سوئیچ ی حداقل با بنگ‐بنگ به صورت بهینه کنترل  آن گاه λ٣ = ٠ اگر .٣ . ٢ . ۵ لم
و شود تعریف دوباره Φ̄(t) = λ٢(t) به صورت م تواند سوئیچ تابع ،λ٣ = ٠ برای برهان.

داریم:

u∗(t) =


٠, λ٢(t) < ٠,
a, λ٢(t) > ٠.

(٢۴ . ۵)

باشیم داشته باید آن گاه شود λ٢(t) = ٠ وقت هر م شود استنباط H ≡ ٠ داریم چون
باشد p = q قطر بر سیستم وضعیت وقت که فقط سوئیچ ها یعن این باشد، p∗(t) = q∗(t)

پایدار تعادل نقطه دارای زیر نقطه در (u = ٠) نشده کنترل سیستم است. ان پذیر ام
است: زیر منحصر به فرد سراسری مجانبی

p̄ =

(
b− µ

d

) ٣٢
= q̄, (٢۵ . ۵)

ناحیه ی به بیولوژی لحاظ از و
D = {(p, q) : ٠ < p < p̄, ٠ < q < q̄}. (٢۶ . ۵)

۴Switching function
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است. شده گنجانده مربع ی محدوده ی در که دارد بستگ

از بدون بنابراین و است ثابت مثبت به طور ناحیه این که است شده داده نشان [٣۴] در
مستقیم محاسبه ی است. فعال D در سیستم که کنیم فرض م توانیم کلیت دادن دست
است. p > q در u = a برای و p < q در سیستم u = ٠ برای p = q قطر بر که م کند تأیید
زیرا باشد، داشته وجود سوئیچ ی از بیش در نم تواند روند این که م دهد نشان این

برگردند. قطر به نم توانند مسیرها
استفاده متناظر مسیر امتداد در موجود بازدارنده های تمام آن گاه ،λ٣ > ٠ اگر .٣ . ٣ . ۵ لم

. y∗(T ) = A یعن م شوند
،λ٣u∗(T ) > ٠ اگر ،y∗(T ) < A یعن باشند دسترس در هنوز بازدارنده ها کنیم فرض برهان.
هدف تابع مقدار آن صورت در اما dJθ

dt (T ) < ٠ که م شود نتیجه (٢٢ . ۵) معادله ی از آن گاه
به طور شود. داده کاهش بیشتر [T, T + ε] کوچ زمان فاصله شدن اضافه با م تواند
کردن سوئیچ دوباره اما ، dJθ

dt (T ) = ٠ داریم نهایی جزء ی در آن گاه u∗(T ) = ٠ اگر مشابه
دوباره و شود منف dJθ

dt (T ) که م شود باعث [T, T + ε] کوچ بازه برای u = a کنترل به
باشد. دسترس در م تواند کمتر مقدار ی

.[٣٣ ،٣٢] است λ٣ > ٠ م کنیم فرض همیشه رو این از

θ = ١ حالت برای بهینه جواب ۴ . ۵
بهینه کنترل از ترکیبی به صورت (١ . ۵) بهینه کنترل مسئله برای کامل جواب [٣۴] در
این م شود. مینیمم J١(u) = p(T ) تومور حجم یعن است شده ارائه θ = ١ حالت برای
از مسأله اولیه شرایط به که م دهد ارئه بهینه پروتکل های درباره ی کامل روند ترکیب
خلاصه به طور مورد این برای را بهینه مسیر کل ساختار است. وابسته کیف و کم لحاظ

م پردازیم. بهینه کنترل های دقیق توصیف به سپس و م دهیم ارائه
بهینه کنترل های است. شده داده (p٠, q٠) ایده آل اولیه شرایط کنید فرض .١ . ۴ . ۵ قضیه
a و است u = ٠ بهینه کنترل نشان دهنده ی ٠ آن در که هستند ٠asa٠ سلسله به صورت
نشان دهنده s و است شده ارائه کامل دوز در و است u = a ثابت بهینه کنترل نشان دهنده
از سیستم که است بهینه زمان فقط کنترل این است. زمان با متغیر بازخورد کنترل ی
مرتبط اولیه بیولوژی شرایط بیشتر برای کند. پیروی (p, q) فضای در S خاص منحن ی
کنترل است فاصله نشانه ی b آن در که هستند bs٠ ل به ش بهینه کنترل های معمول به طور

.( اولیه شرایط به توجه (با م شود ارائه u = ٠ یا u = a به صورت بهینه



۶٧ θ = ١ حالت برای نتایج شبیه سازی
زیر الحاق معادله با که باشد S منفرد منحن x = p

q کنید فرض [٣۴] .٢ . ۴ . ۵ قضیه
م شود: مشخص

µ+ dp
٢٣ = bx(١ − lnx) , x ∈

(
x∗١, x∗٢

)
. (٢٧ . ۵)

هستند: زیر معادله منحصر به فرد صفرهای x∗٢ و x∗١ آن در که
Φ(x) =

b

d
x(lnx− ١) + µ

d
= ٠. (٢٨ . ۵)

کنترل تابع ی ل به ش منفرد کنترل م کنند. صدق ٠ < x∗١ < ١ < x∗٢ < e رابطه در که
است: زیر به صورت بازخورد

usin(x) =
١
η

[ ١
٣α+ bx+

٢
٣α
(١ − µ

bx

)]
, x∗l ≤ x ≤ x∗u. (٢٩ . ۵)

[٣۵]
داریم: و م باشند usin(x) = ٠ معادله منحصر به فرد جواب های x∗u و x∗l آن در که

x∗١ < x∗l < ١ < x∗u < x∗٢.

θ = ١ حالت برای نتایج شبیه سازی ۵ . ۵
[٣۴] از که زیر پارامترهای برای (٣ . ۵) ل ش و (٢ . ۵) ل ش در شده نشان داده نمودار دو
اندازه گیری مقادیر q و p متغیرهای این جا در م دهند. نشان را منفرد منحن شده اند گرفته
η = ٠٫١۵kg.mg ،mm٢ ،d = ٠٫٠٠٨٧٣ ، α = ٠٫١٩٢

ln ١٠ = ٠٫٠٨۴ به علاوه و هستند mm٣ در شده
ل ش گرفته ایم. نظر در A = ٣٠٠ و a = ٧۵ ما کنترل این محدودیت های برای .µ = ٫٠٢ و
همچنین م دهد نشان (٢٩ . ۵) فرمول با شده تعریف منفرد کنترل برای را مسیر (٢ . ۵)

منحن نمودار (٣ . ۵) ل ش م دهد. نشان usin(x∗u) = a و usin(x
∗
l ) = ٠ را که x∗u و x∗l مقدار

و p عمودی نمودار ل ها ش همه در م دهد. نشان را (٢٧ . ۵) فرمول با شده داده منفرد
است. مشاهده قابل راحت به تومور کاهش اینگونه چون م دهد نشان را q افق نمودار
بین که بخش به را مانند گل برگ منحن این از قبول قابل قسمت x∗u و x∗l در کنترل تابع
ل ش در بسته خط ی با بخش این م کند. محدود م گیرد، قرار q = x∗up و p = x∗l q

ل ها ش این در شده داده نشان کیف ساختار کل به طور است. شده داده نشان (٣ . ۵)
است. معتبر منفرد منحن و کنترل برای دلخواه پارامتر مقادیر برای

نشان (۴ . ۵) ل ش در که است بهینه کنترل ترکیب برای لازم بخش قبول قابل منفرد یال
منفرد، منحن از قبول قابل بخش های ترکیب برای منحن ها مهم ترین است. شده داده
به مسیرها (جایی که p = q خط و u = a و u = ٠ ثابت کنترل با متناظر مسیرهای از بخش

کل به صورت را بهینه مسیرهای نمودارها این هستند. م رسند) تومور کاهش بیشترین
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شرایط اساس بر را مختلف بهینه مسیر ی مختلف منحن های از هری و م دهند نشان
در م دهند. نشان را خاص مسیر ی نمودارها در ضخیم خطوط م دهد. قبول قابل اولیه
اندوتلیال، ( (ظرفیت تحمل برای q٠ و تومور حجم برای p٠ اولیه مقدار حالت ها از ی هر
مربوط منحن ابتدا در بهینه مسیر بنابراین م شود. شروع درمان بلافاصله و است بالا

منحن این در کننده ها مهار اگرچه باشید، داشته توجه م کند. دنبال را u = a کنترل به
سرطان سلول های تعداد بر کم بسیار تأثیر نشان دهنده این م شوند، داده کامل دوز با

آن از رسید S منفرد منحن به کامل دوز به مربوط مسیر وقت که است. کاهش حال در
است، y(T ) = A که موقعیت این به توجه با مهارکننده ها تا کند دنبال را منفرد بعد به
م یابد ادامه زمان گذشت با درمان شدند، استفاده مهارکننده ها وقت که شوند. استفاده
قطر از که u = ٠ کنترل مسیر در فقط تومور کاهش حداکثر آن، از بعد اثرات به باتوجه اما
در شده گرفته نظر در بالای حد سپس و T ابتدا زمان، است. مشاهده قابل م گذرد p = q

تا منفرد کنترل از ر دی بهینه کنترل بود، حالت این اگر (٢ . ٣)است. مسأله فرمولاسیون
از قبل u = a کنترل با را بهینه مسیرهای حقیقت در اما نم کند، پیروی اشباح به رسیدن

نیست. بهینه u = a با کنترل دادن ادامه درواق م کند. ترک اشباح نقطه
شرایط برای متناظر مسیرهای و م دهند بهینه کنترل از مثال ی (۶ . ۵) و (۵ . ۵) ل ش
داده نشان as٠ دنباله ی مثال این در هستند. (p٠, q٠) = (١٢, ٠٠٠mm٣; ١۵, ٠٠٠mm٣) اولیه

منحن به که این تا است شده داده u = a = ٧۵ کامل دوز در بهینه کنترل اولین است شده
تا منفرد کنترل متغیر زمان از دستگاه آن گاه است. رسیده t١ = ٠٫٠٩ زمان در S منفرد
بعدی، اثرات به دلیل م کند. پیروی برسند، روز t٢ = ۶٫۵۶ زمان به مهارکننده ها وقت که
است، T = ۶٫٧٣ نهایی زمان در u = ٠ کنترل برای مسیر طول در تومور کاهش حداکثر

است. p∗(τ) = q∗(τ) = c این جا در و م رسد p = q قطر به مسیر وقت که یعن



۶٩ θ = ١ حالت برای نتایج شبیه سازی

منفرد کنترل :٢ . ۵ ل ش

قبول قابل منفرد قوس :٣ . ۵ ل ش
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θ = ١ برای بهینه کنترل های از ترکیبی :۴ . ۵ ل ش

(p٠, q٠) = (١٢, ٠٠٠mm٣; ١۵, ٠٠٠mm٣) برای بهینه کنترل :۵ . ۵ ل ش



٧١ θ = ١ حالت برای نتایج شبیه سازی

(p٠, q٠) = (١٢, ٠٠٠mm٣; ١۵, ٠٠٠mm٣) برای بهینه مسیر :۶ . ۵ ل ش
.[٣٧ ،٣۶]
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پیشنهادات و نتایج ۶ . ۵
سلول های مقاومت و است شده ساز ل مش رایج درمان های به نسبت سرطان مقاومت امروزه
به نسبت سلول ها این پاس سط کاهش به منجر شیمیایی داروهای به نسبت سرطان
داروهای توسعه و تحقیق بنابراین، م شود. درمان اقدامات ست ش نتیجه در و دارو
درمان هم چنین .[٣٨] است برخوردار زیادی اهمیت از کمتر، جانبی اثرات با یا و مؤثرتر
آن جا از حال کند. فراهم خصوص این در را بخش امید زمینه م تواند ضد رگزایی عوامل با
با م توان است، زیادی هزینه و وقت مستلزم اه ها آزمایش در ضد رگزایی آزمایش های که
برای لازم زمان مدت و تومور حجم کاهش مقدار دارو، مقدار مدل ها این بهینه کنترل

آورد. به دست تومور برای را پایداری به رسیدن و حجم کاهش
مطرح را کل مدل ابتدا پرداختیم. تومور ضد رگزایی مدل های بررس به ما این جا در
شرایط متغیرها تغییر از استفاده با و کردیم معرف را مدل چند آن اساس بر سپس و کردیم
درمان عدم حالت برای را مدل ها بهینگ و پایداری برای پارامترها روی بر کاف و لازم
از ی بهینه کنترل مسأله برای بهینگ شرایط سازی پیاده با به علاوه آوردیم. به دست
با را مدل ها همچنین آوردیم. به دست را متناظر بهینه کنترل تومور، ضد رگزایی مدل  های
عددی مثال های بیان با سپس کردیم بررس خط کنترل ی از استفاده با و ثابت کنترل

دادیم. نشان را تومور حجم کاهش کنترل ها، از هرکدام برای
سازی پیاده  شرایط این نیز تومور ضد رگزایی مدل های بقیه برای که م شود پیشنهاد
مطرح مدل های انواع روی بر را عملیات این م توان که شود، مشخص بهینه کنترل و شود

داد. انجام و... لدزویچ هانفلد، توسط شده
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Aabstract

In this dissertation, we survey the antiangiogenic models of the tumor. First, we introduce
the general form of these models, which includes the tumor growth equation and the tumor con-
trol equation, and then we obtain the equilibrium points and sufficient conditions on the model
parameters to ensure the stability of these models. The status of the corresponding models with
non-treatment (non-control), treatment through a fixed function (constant control), and treatment
through a linear function (linear control), according to the variables of the model. In the following,
we consider the corresponding optimal control of one of the anti-angiogenesis models of the tumor.
We determine the optimal conditions for this problem and determine the optimal control (optimal
treatment) .

Keyword: antiangiogenic, angiogenesis, optimal control, stability.
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