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م ع ا و
بی ترديد گشود تو حمد به زبان کس هر که ... کنم می جاری زبان بر را نام زيباترين

گشايم. لب ثنايت در می پسندی خود که کن جاری آن قلبم بر پس افتاده. او بر تو نگاه
گر ،... نيافتد فرو بندگی قامت بر سر نجوشد، هدايت سرچشمه نگنجد، معرفت وادی در
خاطره تنها و شود شمرده کوچک کردی۱، ياد قسم آن به و خواندی مقدسش که را گنجينه ای

ماند. باقی زندگی صفحات برگِ برگ بر آن از شده ای خشک جوهر
مقدم را تزکيه و نمايد راه را، مسير که راه بيغوله در فانوسی و دادی قرار روشنی را علم تو
به را انسان وجودی گوهر هم معيت در تعليم و تزکيه که باشد نگاهبانش تا دانستی آن بر
افتد، فراتر نظر نماياند، رخ حقيقت که جاست آن زند. کنار واقعيات از پرده کند، منور تو نور

يابد. معنا آدمی که آنجاست آری ... و شود رنگين دانش گنجينه های خوان
طغيان زشتی اگر گرديده، مدفون غفلت و فراموشی تل خروار ها زير تو با وعده هايم اگر من
آن بر اشکی توبه مقام در که است آن از خشک تر چشمانم و می کند جلوه گری زيبا نظرم در
در و دوخته ام رحمتت بر طمع چشمِ الها بار نسيان...اما و است جهل سر از بدان شود، جاری
حقيقت جوانه های آنکه اميد می طلبم، را معرفتت باران ترنم ضلالت، ظلمت از رهايی تمنای

کند. روشن را چشمانم آن انعکاس و بروياند وجودم در را
خصلت آن هر که...” می دهم قسم حبيبت به را تو و می سايم خاک چهره بر چهره اکنون
آن هر و شود پسنديده تا فرمای اصلاحش خويش واسع لطف به می بينی من در که ناپسند
دارد باز کمال از را جانم که نقص آن هر و بازگير من از بيالايد فساد به را نفسم که عيب

فرمای!” برطرفش
دعوت و بکوبد تن خانه در بر حلقه مرگ پيک و رسد سر به زندگانی نوبت که روز آن در و
درود پاکش آل و (ص) محمد بر آيد...پروردگارا! گوش به آسمان ها از تو الاجابه واجب
فرمای...! خير به ختم را عاقبتمان و آور پايان به رستگاری با را ما عمر ايشان حق به و فرست

ه... و جال و ت ا ر زبان

وان...! م ق ی ه و وح از را ی ه  ید ود و

يَسطُرونَ ما و القلمِ و ۱ن



ن ا ی سا مام و م ع بان طا م قد
... د ا داده ام یاری راه،

و



... اری پاس 
ستايشگران که اوست مخصوص سپاس است. جهانيان پروردگار خداوند، مخصوص ستايش
تلاشگران و وامانده  پايانش بی نعمت های شمارش از حسابگران عاجزند، سپاسش حق ادای از

درمانده. حقش ادای در
محبت شان نوش جرعه زندگی دوران تمام در که آنانی تشکر حق ادای در واژه ها هرچند
می دانم واجب خود بر و زده دستانشان بر بوسه احترام و ادب رسم به ولی ناتوانند ام، بوده
مشکلاتم راهگشای همواره که را مهربانم و عزيز مادر و پدر زحمات از را خود زبانی تشکر
ابراز آنان مهربانی و الطاف از را قلبی تشکر مراتب و نهم ارج بوده اند، زندگی مراحل تمام در
و بوده تحمل و صبر اسوه که او است، زندگيم سار سايه مهربانيش سايه که همسرم از و دارم

نمود. تسهيل برايم را مسير مشکلات
و رحيمی دکتر آقای جناب بزرگوار راهنمای استادان تقديم را خود پايان بی تقدير و سپاس
ارزنده راهنمايی های و نظرات و فراوان حوصله صبر با که می نمايم فتحعلی دکتر آقای جناب

کردند. ايفا نامه پايان اين رسيدن ثمر به در مهمی نقش
گرفته اند عهده به را نامه پايان اين مشاوره و مطالعه که عليشاهی دکتر آقای جناب از همچنين
محترم، اساتيد از بودند، بنده سوالات تمامی پذيرای خالصانه و صادقانه مدت، اين طول در و
زحمت که هوز آل دکتر آقای جناب و راد جعفری دکتر آقای جناب بابايی، دکتر آقای جناب

می کنم. قدردانی و تشکر صميمانه کردند، تقبل را داوری
بويژه و شاهرود دانشگاه رياضی علوم دانشکده محترم کارکنان و مسئولين تمام از همچنين
مدت اين در که فيضی امير و نظری مرتضی حسين پور، سليمان دکتر آقايان عزيزم دوستان
خداوند از را بهترين ها آنها برای و متشکرم صميمانه شده اند، بنده ناحيه از زحماتی متحمل

دارم. مسئلت متعال
در نقدی يا سوال گونه هر داشتن صورت در تقاضا می شود محترم خوانندگان از ضمنا
تماس اينجانب با زير ايميل های طريق از مربوطه، مطالب ساير و شده ارايه روش خصوص

نمايند. حاصل

khalilerfani@gmail.com erfani@shahroodut.ac.ir

حیدرنیا عرفانی خلیل
١٣٩٧ اردیبهشت
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نامه تعهد
ریاضی علوم کاربردی ریاضی رشته دکتری دانشجوی حیدرنیا عرفانی خلیل اينجانب
رنگ آمیزی مسئله حل برای جدید رهیافتی عنوان با پايان نامه نويسنده شاهرود، دانشگاه
و شعرباف رحیمی صادق راهنمايی تحت ، ساده گراف های روی آن تعمیم  و مجموع

می شوم: متعهد فتحعلی جعفر

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اينجانب توسط پايان نامه اين در تحقيقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، ديگر پژوهش های نتايج از استفاده در •

يا مدرک نوع هيچ دريافت برای ديگری فرد يا خود، توسط کنون تا پايان نامه، اين مطالب •
است. نشده ارايه هيچ جا در امتيازی

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، اين معنوی حقوق •
رسيد. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ يا “ شاهرود صنعتی

در بوده اند، تاثيرگذار پايان نامه اصلی نتايج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعايت پايان نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت های (يا زنده موجود از که مواردی در پايان نامه، اين انجام مراحل تمام در •
است. شده رعايت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پايان نامه، اين انجام مراحل تمام در •
است. شده رعايت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (يا يافته

حیدرنیا عرفانی خلیل
١٣٩٧ اردیبهشت

نشر حق و نتایج مالکیت
رايانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر اين معنوی حقوق تمام •
مطلب اين می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهيزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی توليدات در مقتضی، نحو به بايد

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پايان نامه اين در موجود نتايج و اطلاعات از استفاده •

ح



چکیده

هدف می پردازد. مجموع آميزی رنگ عنوان با آميزی رنگ از خاصی نوع مطالعه به رساله اين
آميزی های رنگ بين در ( طبيعی اعداد ) ها رنگ مجموع برای ممکن کمينه ی يافتن مسئله اين در اصلی
رويکرد و تحليلی رويکرد است. داشته وجود مسئله اين با برخورد در ديدگاه دو کلی بطور است. مجاز
راستا اين در است. دوم ديدگاه متوجه بيشتر مسئله اين بررسی در رساله اين اصلی رويکرد الگوريتمی.
است. متغير همسايگی جستجوی روش NP-سخت، مسئله اين برای ابتکاری فرا روش های از يکی
شده است. استفاده نگهدارندگی بنام جديدی مفهوم از همسايگی ها، جستجوی سرعت افزايش برای
مورد گراف نمونه چند روی آن کارايی مجموع، آميزی رنگ مسئله برای روش اين سازی پياده از بعد
به جمعی و تفاضلی راسی رنگی مجموع مفهوم دو ارايه همچنين گرفته است. قرار مقايسه و بررسی
قرار توجه مورد رساله اين در که است موضوعی گراف، راسی رنگی مجموع برای تعميم دو عنوان
جمله از کسری رنگی عدد برای کران يافتن و گراف دو بين همريختی وجود عدم شرايط گرفته است.

است. جديد مفهوم دو اين نتايج

کاهنده، و نگهدارنده مجموعه های متغير، همسايگی جستجوی راسی، رنگی مجموع کليدی: کلمات
گراف کسری، رنگی عدد گراف، دو بين همريختی وجود عدم جمعی، و تفاضلی راسی رنگی مجموع

کنسر.

ط



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

S. Rahimi Sharbaf, K. Erfani. On the sum and difference edge-coloring problem of simple . ۱
graphs. Algebraic Structures and Their Applications, Vol. 4, No. 1 ( 2017 ), pp 33-42.

S. Rahimi Sharbaf, J. Fathali, K. Erfani, New Variable Neighborhood Search Method for . ۲
Minimum Sum Coloring on Simple Graphs, Iranian Journal of Numerical Mathematics

and Optimization, Ferdowsi University of Mashhad, Accepted.

همسايگی جستجوی روش شعرباف، رحيمی صادق و فتحعلی جعفر حيدرنيا، عرفانی خليل . ۳
بين کنفرانس دهمين ساده، گراف های روی کمينه مجموع آميزی رنگ مسئله حل برای متغير

. ۹۶ ارديبهشت مازندران، دانشگاه عمليات، در تحقيق ايرانی انجمن المللی

عدد خطی غير بندی مدل بر جديد رهيافتی شعرباف، رحيمی صادق و حيدرنيا عرفانی خليل . ۴
سازی بهينه ملی کنفرانس اولين ساده، های گراف روی مجموع آميزی رنگ مسئله برای صحيح

. ۹۴ اسفند مازندران، دانشگاه گيری، تصميم و

ی
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ن تصاویر فهرست

ع جداول فهرست

١ پیش گفتار

۵ مقدماتی تعاریف ١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاريف ۱ . ۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . ساده گراف های روی آميزی رنگ انواع از برخی تعريف ۲ . ۱
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۲۵ . . . . . . . . . . . . خاص گراف های روی مجموع رنگ آميزی مسئله ۳ . ۲ . ۲
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پیش گفتار

بهینه سازی مسائل و پیوسته۲ بهینه سازی مسائل دسته، دو به معمول طور به  سازی بهينه مسايل
آن ها متغير های که هستند مسائلی از دسته آن پيوسته سازی بهينه مسائل می شوند. تقسيم ۳ گسسته
تابع يا حقيقی عدد يک يافتن مسائل اين در اصلی هدف معمولا می کنند. تغيير پيوسته فضای در
به گسسته بهينه سازی مسائل ديگر، سويی از شود. بهينه مشخصی، معيارِ آن بازای که است حقيقی
باشند داشته تعلق گسسته فضای به آن ها در مربوطه متغير های که می شود اطلاق مسائلی از دسته آن
مانند ترکيبياتی مفهوم يا شیء يک يافتن مسائل گونه اين در اصلی هدف کنند. تغيير فضا آن در و
در مشخص معيارِ با تابعی آن بازای که است غيره و گراف صحيح، اعداد از برداری جايگشت، يک
بهينه سازی، مسائلِ از دسته دو اين از هرکدام کلی بطور شود. بهينه موجه جواب هایِ از متناهی فضای

دارند. را متفاوتی حل تکنيک های و روش ها
نسبت ترکيبياتی محاسبات رشد سرعت برنامه نويسان، از بسياری مشترک تجربيات گواهی به امروزه
آن بخاطر امر اين دليل است. افزايش حال در کاربردی، برنامه های از بسياری در عددی محاسبات به
فيزيک، و مهندسی در رياضيات کاربرد با ارتباط در گذشته مسائل از بسياری زمينه پس در که است
گسسته، سازی بهينه دارند. پيوسته ساختار های به نسبت بيشتری بروز و ظهور گسسته ساختار های
نظريه زمينه در متنوعی موضوعات شامل که است کامپيوتر علوم و کاربردی رياضيات از شاخه ای
است. غيره و زمانبندی۸ و توالی رياضی۷، ريزی برنامه عمليات۶، در تحقيق شبکه۵، طراحی گراف۴،
آن از خاصی نوع به رساله، اين که است گراف رنگ آميزی مسئله آن، به مربوط شاخه ها زير از يکی

می پردازد.
است. گراف نظريه در مسائل، ترين شده شناخته و قديمی ترين از يکی گراف، رنگ آميزی

از مجموعه ای ميان از اصلی، مباحث از يکی گراف ها آميزی رنگ موضوع که می دهد نشان آمار ها
قابليت انضمام به مسئله ماهيت بودن ساده دليل به امر اين .[۹] است کلاسيک ترکيبياتی مسائل صدها
بالای محاسباتی پيچيدگی ويژگی متاسفانه است. واقعی دنيای در عملی، مسائل در گسترده اش کاربرد
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پيش گفتار ۲

نه گراف های برای حتی معقول، زمان در کارايی جواب های اوقات گاهی که می شود منجر مسئله اين
اندازه به نسبت جمله ای چند زمان با الگوريتمی يافتن که معنی اين به نيايند. بدست بزرگ، چندان
بديهی نتيجه در است. ممکن غير احتمالا و فرسا طاقت کار گراف) يال های يا رئوس (تعداد ورودی
دچار می شويم، روبرو آن ها با واقعی دنيای در که گراف هايی روی مسئله اين حل برای که است
موضوعاتی جمله از مسائل اين حل تقريبیِ روش های روی پژوهش و مطالعه لذا هستيم. مشکل
تاريخچه کرده است. جلب بخود را رشته اين دانشمندان از بسياری ذهن اخير، دهه چند در که است
دوست به نامه ای در ۹ دمورگان زمانيکه می گردد، بر ميلادی ۱۸۵۲ سال به گراف آميزی رنگ مسئله
از نقشه يک آميزی رنگ برای که است شده متوجه دانشجويانش از يکی که نوشت ۱۰ هميلتون خود
اين نباشند. يکسان هم مجاورِ شهرهای رنگ بطوريکه است کافی رنگ چهار تنها انگلستان، شهرهای
بود شده مطرح صورت اين به اصلی سوال واقع در يافت. شهرت رنگ۱۱ چهار مسئله به بعدها مسئله
یکسان شرط بطوریکه تاست چند نقشه یک شهرهای کردن رنگ برای رنگ تعداد حداقل که

شود؟ رعایت همسایه شهر های رنگ نبودن
و گرفت قرار عموم دسترس در پازل بصورت ۱۸۷۸ سال در کيلی۱۲ توسط بار اولين مسئله اين
شده حل را رنگ چهار مسئله که سال ده از بعد تقريبا شد. ارائه کمپ۱۳[۲۶] توسط اثبات اولين
با او سپس خطاست. دارای کمپ توسط شده ارايه اثبات که داد نشان هيوود۱۴[۲۰] می پنداشتند،
بسيار نشيب های و فراز از پس نهايت در است. پذير رنگ - ۵ نقشه هر که داد نشان کمپ تکنيک
رايانه از استفاده با [۳ ،۲] همکارانش و اپيل۱۵ ميلادی ۱۹۷۶ سال در قرن يک تقريبا طی از بعد و
نشان و رسيد اثبات به رايانه از استفاده با که بود مهمی قضيه اولين اين کردند. ثابت را مهم قضيه اين
در است ممکن بلکه کرد، استفاده می توان مسائل حلِ و جستجو فرايند در رايانه از تنها نه که شد داده
و تر موجز اثباتی ارايه صدد در دانشمندان برخی هم هنوز البته کند. ايفا مهمی نقش نيز قضايا اثبات

هستند. نشدنی مهار مسئله اين برای تر راحت
آميزی رنگ و ۱۶ راسی آميزی رنگ صورت دو به آن کلاسيک فرم در گراف آميزی رنگ مسئله
(يال  ها) رئوس آميزی رنگ برای رنگ تعداد کمترين يافتن از است عبارت که می شود بيان ۱۷ يالی

نباشند. يکسان رنگ دارای مجاور (يال های) رئوس بطوريکه گراف،
به منجر امر همين نيستند، کلاسيک آميزی رنگ مدل به تبديل قابل سادگی به مسائل از بسياری
می تواند آميزی، رنگ غيرکلاسيک مدل های گونه اين شد. عمومی تری رنگ آميزی مدل های معرفی
باشد. شده بيان موارد از تلفيقی حتی يا گراف يک وجوه يا يال يا رئوس به رنگ ها تخصيص شامل
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۳

يا بودن مجاز با ارتباط در قوانينی می توان آميزی رنگ مدل های اين از يک هر در اين، بر علاوه
متعدد مقالات در آميزی رنگ مدل های از مختلفی انواع کلی بطور گرفت. نظر در جواب ها بودن بهينه
هريک مورد در مختصری توضيح خواننده، بيشتر آشنايی جهت .[۲۲] گرفته است قرار بررسی مورد

آمده است. اول فصل در فوق آميزی های رنگ از
است نزديک کلاسيک آميزی رنگ مدل به که آميزی رنگ از خاص نوعی به رساله اين موضوع
مدل سادگی عليرغم دارد. اختصاص می شود، ياد رنگی مجموع آمیزی رنگ عنوان با آن از و
از نيست. ساده عنوان هيچ به بهينه رنگ آميزی يافتن معنی به مسئله اين حل آميزی، رنگ نوع اين
آن کاربرد های مهمترين جمله از دارد. عملی مسائل در زيادی کاربرد قابليت مسئله اين ديگر طرف
حل به بيشتر توجه موجباتِ امر همين کرد. اشاره شده۱۸ توزيع منابع تخصيص موضوع به می توان
در متعددی مقالات اخير سال های در مثال بعنوان آورده است. فراهم را نظری مباحث در مسئله اين
و خاص گراف های  روی محاسباتی پيچيدگی بررسی الگوريتمی،۱۹ و تحليلی کران های يافتن زمينه
و ابتکاری الگوريتم های ارايه گراف ها، آن روی بهينه رنگ آميزی يافتن برای کارا الگوريتم های ارايه
.[۴۹ ،۲۳ ،۱۵ ،۳۱ ،۱۳ ،۴۳ ،۳۹] است شده ارايه زيربهينه های جواب يافتن منظور به فراابتکاری۲۰

است: شده ارائه زير شرح به فصل شش در رساله اين مباحث

است. شده آورده گراف نظريه از نياز مورد مقدماتی تعاريف اول، فصل در •

از کاربرد قسمت در می کنيم. اثبات و بيان آنرا محاسباتی پيچيدگی و کاربرد دوم فصل در •
زمانبندی يعنی مسئله اين مهم کاربرد دو و می کنيم استفاده چندگانه مجموع آميزی رنگ مفهوم
پيچيدگی  اثبات برای بحث می شود. الکتريکی مدار V LSI طراحی همراه به منابع تخصيص و
است. شده اشاره اختصار به که است ضروری NP نظريه از مقدماتی دانستن مسئله، محاسباتی

از وسيعی دسته لذا دارد، تعلق NP مسائل رده به مجموع رنگ آميزی مسئله که آنجايی از •
دارند. تعلق آنها به راسی قدرت يا رنگی مجموع که رفته اند بازه ای يافتن سراغ به مقالات
رنگی، عدد مثل گراف موجودِ پارامتر های ساير اساس بر پايين) يا (بالا کران ها اين واقع در
سراغ مقالات از ديگر دسته ای اما تحليلی). (کران است غيره و درجه بيشترين استقلال، عدد
با کران ها اين از است. متکی  شده اتخاذ روش به بسيار که رفته اند مسئله اين برای کرا نهايی
آميزی رنگ مسئله برای کران تعيين موضوع به سوم فصل لذا می شود. ياد الگوريتمی  کران نام

دارد. اختصاص مجموع

هدف می پردازد. است رنگی مجموع از تعميم هايی که جديد مفهوم دو ارائه به چهارم فصل ۱
دو بين همريختی وجود برای لازم شرايط همچون نتايجی به دستيابی مفاهيم اين ارائه از اصلی
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پيش گفتار ۴

برای پايين کران يافتن مفاهيم، اين ديگر نتايج جمله از است. مفاهيم اين از استفاده با گراف
شده است. بررسی فصل اين در که است کسری رنگی عدد

روشی ارائه به سخت، -NP مسائل با مواجهه در منطقی و معمول روال بنابر پنجم فصل در •
پرداخته بهينه نزديک جواب های يافتن منظور به مجموع آميزی رنگ مسئله برای ابتکاری فرا
بيشتر که است موضوعی  جديد همسايگی تعريف با متغير همسايگی جستجوی روش می شود.
و راسی کاهندگی و نگهدارندگی همچون مفاهيمی گرفته است. قرار توجه مورد فصل اين در
افزايش در مفاهيم اين از است. شده مطرح فصا اين در که است جديدی مفهوم دو مجموعه ای،

شده است. استفاده شدنی فضای جستجوی سرعت

و سازی پياده پنجم، فصل در شده ی ارايه روش متلب افزار نرم از استفاده با ششم فصل در •
در شده ارائه روش های با تکرار پر مسائلِ نمونه از دسته ای روی شده بيان الگوريتم کارايی

شده است. مقايسه گذشته دهه



١ فصل

مقدماتی تعاریف

مهمترين از يکی کلاسيک رنگ آميزی همچنان گراف، رنگ آميزی مدل های تنوع وجود عليرغم
برای رنگ تعداد کمترين يافتن از است عبارت آميزی رنگ اصلی موضوع است. کاربرد پر مدل های
نباشند. يکسان رنگ دارای مجاور (يال های) رئوس بطوريکه گراف، (يال  ها) رئوس آميزی رنگ
نيستند، کلاسيک آميزی رنگ مدل به تبديل قابل سادگی به آميزی رنگ به مربوط مسائل از بسياری
تعاريف از برخی ابتدا فصل اين در شد. عمومی تری رنگ آميزی مدل های معرفی به منجر امر همين
اين بين مقايسه امکان تا می گردد ارائه [۲۸] کلاسيک غير آميزی رنگ مدل چند سپس و [۷] اوليه

باشد. داشته وجود محترم خواننده برای مدل ها

تعاریف ١ . ١
مجموعه ای V (G) آن در که می گويند گراف را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه تايی يک .١ . ١ . ١ تعریف
از ۱ وقوع تابع ψG و G يال های شامل ، V (G) از مجزا مجموعه ای E(G) ،G راس های از ناتهی
اختصاص نيستند، متمايز الزاماً که V (G) از رأس دو E(G) از يال هر به که به طوری ،V (G) به E(G)

می دهد.
يال می گويند آنگاه ،( ψG(e) = uv يعنی ) دهد اختصاص را v و u رأس دو ،e يال به ψG تابع اگر
e يال سر) (دو انتهای دو را v و u رأس های و است کرده متصل يک ديگر به را v و u رأس دو ،e

1Incidence function

۵



مقدماتی تعاريف ۶

و u رأس های روی بر e يال برعکس، و هستند واقع e يال بر v و u رأس های می گويند، و می نامند
دهيم. نمايش نيز گرافيکی صورت به می توانيم را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه تايی است. واقع v
را G گراف و می نويسيم E و V به صورت به ترتيب، گاهی را E(G) و V (G) نمادهای سادگی، برای

می دهيم. نشان G(V,E) به صورت

پيوندی۳ يال را متمايز انتهای دو با يال يک و طوقه۲ را يکسان انتهای دو با يال يک .١ . ١ . ٢ تعریف
موازی۴ را يال ها آن باشد، داشته وجود يال يک از بيش گراف، يک از مشخص رأس دو بين اگر گوييم.

هستند۵.

با آن را که می ناميم G گراف در v راس درجه را v راس به متصل يال های تعداد .١ . ١ . ٣ تعریف
درجه کمترين و بيشترين همچنين .deg(v) = |{e ∈ E : v ∈ e}| يعنی: می دهند، نمايش deg(v) نماد
g(G) = ۲m

n(n−۱) عبارت مقدار بعلاوه می دهند. نمايش δ(G) و ∆(G) نماد با ترتيب به را G گراف
دارد. نام G گراف چگالی۶

عبارت و می دهند نشان N(v) با را v ∈ V (G) رأس هر همسايگی۷ ،G گراف در .۴ . ١ . ١ تعریف
از است

N(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}

با .E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G) هرگاه می گويند، G ۸ زيرگراف را H گراف .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد. V (H) ̸= V (G) هرگاه گويند G سره۹ی زيرگراف را H است، G از زيرگرافی H آن که فرض
مجموعه ی که G از زيرگرافی آنگاه ،V ′ ̸= ∅ و V ′ ⊆ V اگر بگيريد. نظر در را G = (V,E) گراف
در آنها سر دو هر که باشد G از يال هايی مجموعه ی برابر يال هايش مجموعه ی و V ′ آن رأس های
G[V

′
] با و شده ناميده V ′ توسط ( راسی القايی گراف زير يا ) شده۱۰ القاء زيرگراف است، واقع V ′

می شود. داده نمايش
حذف با که است G از زيرگرافی آن و می دهيم نمايش نيز G − V ′ با را G[V \V ′] القايی زيرگراف

می آيد. به دست برآنها، واقع يال های و V ′ رأس های
و E′ يال های سر دو رأس های مجموعه ی با G از زيرگرافی آنگاه ،E′ ̸= ∅ و E′ ⊆ E اگر مشابها
و می ناميم (E′ يالی۱۱ِ القايی زيرگراف يا ) E′ به وسيله ی شده القا زيرگراف را E′ يال های مجموعه

2Loop
3Link
4Parallel

دار، جهت يال شامل که است گرافی ساده گراف است. ساده گراف به مربوط رساله اين در ما بحث ۵عمده

نباشد. موازی يال و طوقه
6Density
7Neighborhood
8Subgraph
9Proper

10Induced Subgraph
11Edge Induced Subgraph



۷ تعاريف

کنيد. ملاحظه را (۵ . ۵آ) شکل مثال، برای می دهيم. نمايش G[E′] با

e2 

e3 
e1 

القايی گراف زير (ب)
G راسی و يالی

e2 

e3 
e4 e1 

e5 

G گراف (آ)

e1 

e5 

القايی نه Gکه زيرگراف (د)
راسی القايی نه است يالی

e3 
e4 e1 

G يالی القايی گراف زير (ج)
نيست راسی که

آن زيرگراف های از برخی و G گراف از مثالی :۱ . ۱ شکل

حداکثر راس هر اولا هرگاه می ناميم vk و v۱ بين مسير۱۲ يک را v۱, v۲, ..., vk دنباله .۶ . ١ . ١ تعریف
است، دور۱۳ يک فوق مسير بعلاوه .{vi, vi+۱} ∈ E : باشيم داشته i هر برای ثانيا و شود ظاهر يکبار

.v۱ = vk هرگاه
مسيری آن راس دو هر بين هرگاه می گويند، همبند۱۴ را راس دو حداقل با G گراف .١ . ١ . ٧ تعریف
گراف در v و u راس دو بين فاصله همچنين می شود. فرض همبند نيز راس يک با گراف باشد. موجود
يال های (تعداد مسير کوتاهترين طول با است برابر می شود، داده نمايش d(u, v) نماد با آنرا که G

.d(u, u) = ۰ می کنيم داد قرار همچنين .v و u بين مسير)
دارد وجود Vw و ... و V۲ و V۱ ناتهی زيرمجموعه های به V رئوس مجموعه از افرازی کنيد فرض
يکسانی Vi مجموعه ی به متعلق دو هر v و u و تنها اگر اگر  همبندند v و u رأس دو آن در بطوريکه

می شوند. ناميده G مؤلفه۱۵ های ،G[Vw] و ... ،G[V۲] ،G[V۱] زيرگراف های اين صورت در باشند.

دو هر آن در که راس ها از مجموعه ای زير از عبارتست G گراف در ۱۶ خوشه يک .١ . ١ . ٨ تعریف
نباشد موجود V ′′ مثل ای خوشه هرگاه است، ماکسيمال G گراف در  V ′ خوشه مجاورند. هم با راس

12Path
13Cycle
14Connected
15Component
16Clique



مقدماتی تعاريف ۸

خاصيت V ′′ است، V ′ شامل که V مثل′′ مجموعه ای هر برای هرگاه ديگر عبارت به با V ′ ⊂ V ′′ که
می شود داده نمايش ω(G) نماد با را G گراف خوشه ای۱۷ عدد علاوه به باشد. نداشته را بودن خوشه

.G گراف در خوشه بزرگترين مرتبه با است برابر و

در که راس ها از مجموعه ای زير از عبارتست G گراف در مستقل۱۸ مجموعه يک .١ . ١ . ٩ تعریف
زير هرگاه است، ماکسيمال G گراف در  V ′ مستقل مجموعه نيستند. مجاور هم با راسی دو هيچ آن
α(G) نماد با را G گراف ۱۹ استقلال عدد همچنين نباشد. ديگری مستقل مجموعه هيچ مجموعه

.G گراف در مستقل مجموعه بزرگترين مرتبه با است برابر و می شود داده نمايش

هر می شود، ناميده ۲۰ مکمل، گراف G′ = (V,E′) گراف G = (V,E) گراف برای .١ . ١ . ١٠ تعریف
باشيم داشته گاه

∀(u, v) ∈ E ⇐⇒ (u, v) /∈ E′

k به آن را راس های مجموعه بتوان هرگاه می ناميم k−بخشی۲۱ را G گراف .١ . ١ . ١١ تعریف
بخشی -k هرگاه است کامل بخشی −k ،G گراف علاوه به کرد. افراز V۱, ..., Vk مستقل مجموعه ی
مجموعه های راس های تمام با راس هر ديگر عبارت به باشد. ممکن يالهای تعداد حداکثر شامل و باشد
آن در که می شود استفاده کامل بخشی −k گراف معرفی برای Kn۱,n۲,...,nk

نماد باشد. مجاور ديگر
از يکی که است کامل بخشی دو گراف Sn ستاره۲۲ گراف همچنين .i = ۱, ..., k برای |Vi| = ni

باشد. داشته راس يک تنها آن بخش های
اين (اتصال۲۳) جمع بگيريد. نظر در را G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف

می شود: تعريف زير بصورت و داده نمايش G۱ +G۲ نماد با گراف دو

V (G۱ +G۲) = V (G۱) ∪ V (G۲)

E(G۱ +G۲) = E۱ ∪ E۲ ∪ {{a, b} |a ∈ V۱, b ∈ V۲}

دکارتی۲۴ حاصلضرب بگيريد. نظر در را G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) گراف .١ . ١ . ١٣ تعریف
می شود: تعريف زير بصورت و داده نمايش G۱ ×G۲ نماد با گراف دو اين

V (G۱ ×G۲) = {(u, v)|u ∈ V۱, v ∈ V۲}

17Clique number
18Independent set
19Independence number
20Complementary
21k-partite
22Star
23Joint
24Cartesian Product



۹ تعاريف

مجاورند: باهم زير دوحالت از يکی حداقل در (u۱, v۱), (u۲, v۲) راس دو همچنين
v۱v۲ ∈ E۲ و u۱ = u۲ (۱

يا

u۱u۲ ∈ E۱ و v۱ = v۲ (۲

است، G = (V,E) گراف برای مجاز۲۵ راسی آميزی رنگ يک c : V → N تابع .١۴ . ١ . ١ تعریف
که G گراف به و می شود گفته رنگ آميزی تابع c تابع به .c(a) ̸= c(b) ،{a, b} ∈ E هر برای هرگاه
حالت اين در می شود. گفته ۲۶ پذير رنگ −k باشد، رنگ k با مجاز رنگ آميزی تابع يک دارای
آن در که می کند افراز V۱, V۲, ..., Vk مستقل مجموعه های زير به را G گراف راس های ،c آميزی رنگ

.i = ۱, ..., k هر برای Vi = {v ∈ V | c(v) = i}

که طوری به ،c : E(G) → N مثل تابعی از عبارتست G برای مجاز۲۷ يالی رنگ آميزی يک مشابها
باشند. نداشته يکسان رنگ مجاور يال های

کوچکترين از عبارتست می دهيم نمايش χ(G) با آنرا که G گراف رنگی۲۸ عدد .١۵ . ١ . ١ تعریف
است. رنگی۲۹ −k را G گراف حالت اين در باشد. رنگ پذير −k ،G گراف اينکه برای k ميزان

گراف باشد. r برابر آن راس های تمام درجه که است گرافی  منتظم۳۰ −r گراف .١۶ . ١ . ١ تعریف
است منتظم −r گراف از نوعی Qr گراف همچنين است. ۳ -منتظم گراف های ديگر نام مکعبی۳۱
تمام مجموعه متناظر گراف اين رئوس مجموعه واقع در می باشد. يال r۲r−۱ و راس ۲r دارای که
در فقط متناظر دودويی دنباله های که مجاورند صورتی در راس دو و است k بطول دودويی دنباله های

باشند. داشته تفاوت هم با حرف يک
۳۳Wnچرخ گراف است. n مرتبه از همبند منتظم −۲ گراف يک Cn

دوری۳۲ گراف .١ . ١ . ١٧ تعریف
باشد. شده حدف آن از يال يک که است Cn دور همان Pn

مسير۳۴ گراف .Cn−۱ +K۱ با برابراست
درخت۳۶ باشد همبند که جنگلی و جنگل۳۵ نباشد دوری هيچ شامل که گرافی .١ . ١ . ١٨ تعریف

دارد. نام
25Legal vertex coloring
26k-colorable
27Legal edge coloring
28Chromatic number
29k-chromatic
30r-regular
31Cubic
32Cycle
33Wheel
34path
35Forest
36Tree



مقدماتی تعاريف ۱۰

نسبت بازه يک آن راس هر به بتوان که است گرافی فاصله يا ای۳۷ بازه گراف .١ . ١ . ١٩ تعریف
باشند. داشته اشتراک باهم متناظر بازه های اگر فقط و اگر مجاورند باهم راس دو گراف اين در داد.

گراف خودريختی، يکريختی، همريختی، تعريف جمله از نياز مورد تعاريف که است ذکر به لازم
شده است. مربوطه آورده فصل همان ابتدای در کسری رنگی عدد کنسر،

گراف های روی آمیزی رنگ انواع از برخی تعریف ١ . ٢
ساده

ساير از بعضی می شود. پرداخته آميزی رنگ مدل های ساير از مختصری معرفی به قسمت اين در
:[۲۸] از عبارتند آميزی رنگ مدل های

منصفانه۳۸ آميزی رنگ •

آميزی۳۹ رنگ -T •

رتبه ای۴۰ آميزی رنگ •

موزون۴۱ آميزی رنگ •

بازه ای۴۲ آميزی رنگ •

دوری۴۳ آميزی رنگ •

مسيری۴۴ آميزی رنگ •

ليستی۴۵ آميزی رنگ •

۴۶ رنگی مجموع رنگ آمیزی •
37Interval graph
38Equitable coloring
39T-coloring
40Rank coloring
41Harmonious coloring
42Interval coloring
43Circular coloring
44Path coloring
45List coloring
46Chromatic sum coloring



۱۱ ساده گراف های روی آميزی رنگ انواع از برخی تعريف

منصفانه رنگ آمیزی

که کرد افزار طوری V۱, V۲, ..., Vk رده k به بتوان را G گراف رئوس مجموعه اگر .١ . ٢ . ١ تعریف
آنگاه ،||Vi| − |Vj || ≤ ۱ باشيم داشته i ̸= j هر برای ثانيا و باشد مستقل مجموعه يک Vi هر اولا
گراف آن ازای به که k عدد کوچک ترين و می ناميم پذير رنگ −k مصنفانه را مذکور آميزی رنگ
داده نمايش χ=(G) نماد با آنرا و شده ناميده منصفانه رنگی عدد را است پذير k−رنگ منصفانه G

می شود.

آمیزی رنگ -T

را صفر شامل نامنفی صحيح اعداد از ای مجموعه زير T و G = (V,E) گراف .١ . ٢ . ٢ تعریف
هر برای هرگاه می ناميم آميزی رنگ −T يک را c : V → Z تابع صورت اين در بگيريد. نظر در
کوچکترين با است برابر G گراف۴۷ T−رنگی عدد .|c(u) − c(v)| /∈ T باشيم داشته {u, v} ∈ E

است. G برای آميزی T−رنگ يک c آن در که است |c(V (G))| مقدار
بالعکس و است رنگ آميزی −{۰} يک گراف، راسی آميزی رنگ هر فوق تعريف با که است بديهی

است. گراف راسی آميزی رنگ يک آميزی T−رنگ هر

رتبه ای آمیزی رنگ

بطوری c : V → {۱, ..., k} مثل تابعی عبارتست G گراف برای رتبه بندی  −k هر .١ . ٢ . ٣ تعریف
بيشتر رنگ با راس يک حداقل دارای هستند، يکسان رنگ دارای که راسی دو هر بين مسير هر که
است بديهی باشد. k−رتبه بندی دارای G گراف اينکه برای k مقدار کمترين از عبارتست χr(G) باشد.

.χr(G) ≤ χ(G) لذا بود. خواهد G برای مجاز آميزی رنگ يک فوق تعريف با رتبه بندی هر که

موزون آمیزی رنگ

که است G برای مجاز رنگ آميزی −k يک G گراف برای موزون آميزی رنگ −k .۴ . ١ . ٢ تعریف
باشند. نداشته يکسان رنگ يالی دو هيچ درآن

کمترين از عبارتست χh(G) می شود. تعريف {c(u), c(v)} نامرتب زوج بصورت {u, v} يال رنگ
باشد. موزون آميزی k−رنگ دارای G گراف اينکه برای k مقدار

بازه ای آمیزی رنگ

بين اعداد تمام شامل هرگاه می گوييم، بازه يک را A ⊆ N متناهی مجموعه زير .۵ . ١ . ٢ تعریف
باشد. Min(A) و Max(A)

47T-chromatic number



مقدماتی تعاريف ۱۲

يال های رنگ های مجموعه v راس هر برای هرگاه بازه ايست G گراف از يالی مجاز رنگ آميزی يک
بدهند. بازه تشکيل v راس مجاور

دوری آمیزی رنگ

,k)−رنگ d) صورت اين در k ≥ d که باشند مثبت صحيح عدد دو k, d کنيد فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
باشيم داشته {u, v} ∈ E هر برای بطوريکه است c : V (G)→ {۱, ..., k − ۱} مثل تابعی آميزی

d ≤ |c(v)− c(u)| ≤ k − d

است. G گراف از ,k)−رنگ آميزی d) برای که k
d کسر مقدار کمترين با برابر χc(G) دوری رنگی عدد

مسیری آمیزی رنگ

يک بگيريد. نظر در را گراف مسير های تمام شامل P مجموعه و G گراف .١ . ٢ . ٧ تعریف
متقاطع۴۸ مسير دو هيچ بطوری که c : P → {۱,۲, ..., k} تابع از عبارتست P مجموعه k−رنگ آميزی
مسير دو است. پذير k−رنگ ،P می گوييم تابعی چنين وجود درصورت باشند. نداشته يکسان رنگ

باشند. داشته مشترکی يال هرگاه هستند متقاطع p۲و p۱
می ناميم P رنگی عدد را باشد موجود P برای آميزی k−رنگ يک آن ازای به که k ميزان کوچک ترين

می دهيم. χG(Pنمايش ) نماد با آنرا و

لیستی آمیزی رنگ

می شود، تعريف L : V (G)→ ۲N ليست۴۹ تخصيص تابع G = (V,E) گراف برای .١ . ٢ . ٨ تعریف
داشته v راس هر برای اگر می دهد. اختصاص ،L(v) مجاز، رئوس از ليستی v راس هر به بطوريکه
،L تخصيص −k تابع هر برای اکنون می ناميم. تخصيص۵۰ −k را L تابع آنگاه ،|L(v)| = k باشيم
L(v) ليست از عددی v راس هر به که می شود تعريف بصورتی را cL : V (G)→ N رنگ آميزی تابع
را ويژگی اين با cL تابع باشند. نداشته يکسان رنگ مجاور رئوس نهايتا که بطوری دهد، اختصاص
گراف روی L k−تخصيصِ هر ازای به که k عدد کوچکترين به بعلاوه می ناميم. L−رنگ آميزی يک
و می گوييم G گراف ليستی۵۱ رنگی عدد باشد، داشته وجود G گراف برای آميزی L−رنگ يک ،G

می دهيم. نمايش χl(G) نماد  ا آنرا

48Collining path
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۱۳ رنگی مجموع رنگ آميزی

رنگی مجموع رنگ آمیزی ١ . ٣
رساله اين اصلی موضوع که دارد اختصاص رنگی مجموع آميزی رنگ مسئله تعريف به قسمت اين

است.

مسئله پیشینه ۴ . ١
شد. معرفی ميلادی ۱۹۸۷ سال در کوبيکا۵۲ دکتری رساله ی در اولين بار برای رنگی، مجموع مفهوم
عنوان تحت شوئنک۵۳، و کوبيکا مشترک مقاله ی در ۱۹۸۹ سال در رساله، آن در شده ارائه مهم نتايج
محاسبه ی مسأله ی که است شده ثابت مقاله اين در است. شده آورده رنگی[۳۰] مجموع بر مقدمه ای
که دادند نشان مقاله اين در آنها همچنين است. NP-سخت دلخواه، گراف يک برای رنگی مجموع

جايی که: دارد وجود ts رئوس تعداد و s رأسی قدرت با درخت يک ،s ≥ ۲ طبيعی عدد هر برای

ts =
۱√۲
(
(۲ +

√۲)s−۱ − (۲−√۲)s−۱)
صحيح عدد هر برای که دادند نشان [۱۳] مشترک مقاله ای در کوبيکا و ارداش۵۴ ،۱۹۹۰ سال در
k + t حداقل رأسی قدرت و k رنگی۵۵ عدد با گراف يک ،t ≥ ۱ مثبت و صحيح عدد هر و k ≥ ۲
باشد. رنگی عدد از بزرگتر بسيار می تواند رأسی قدرت که دادند نشان به اين صورت و دارد وجود
ماکسيمم که کردند ارائه k رأسی قدرت با درختی ساختن برای خطی الگوريتمی آنها مقاله همين در

است. k
۲

۲ تقريباً درخت، آن درجه ی
در که شد نگاشته گراف راسی قدرت و رنگی مجموع با ارتباط در متعددی مقالات بعد به زمان آن از
اين در بيشتر دانستن به علاقمندی صورت در ) است. شده اشاره مقالات اين به تفصيل به (۳) فصل

شود.) مراجعه مذکور فصل به خصوص

رنگ بگيريد. نظر در را آن از c مجاز رنگ آميزی همراه به G = (V,E) ساده گراف .١ . ۴ . ١ تعریف
می شود: تعريف زير صورت به می دهيم، نمايش ∑cG علامت با آنرا که G راسی مجموع آميزی

∑
(G, c) =

∑
v∈V

c(v)

می شود. ياد v راس رنگ بعنوان آن از که است طبيعی عدد يک c(v) آن در  ∑که
(G, c) عبارت مقدار کمترين برابر می دهند G∑نمايش نماد با آنرا که G گراف راسی رنگی مجموع
52Kubicka
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مقدماتی تعاريف ۱۴

1 

1 

1 

2 3 

1 

1 

1 

۱۱ مجموع با بهينه آميزی رنگ (ب)

1 

1 

1 

2 1 

2 

2 

2 

۱۲ مجموع با آميزی ۲ -رنگ (آ)
χ(G) = ۲ < ۳ = s(G) :۲ . ۱ شکل

يعنی: است. c مجاز رنگ آميزی های تمام ازای به
∑

G = minc
∑

(G, c)

است استوار يالی آميزی رنگ تعريف پايه بر که دارد وجود يالی رنگی مجموع برای مشابه تعريفی
داده نمايش ∑′G نماد با که ،G گراف يالی رنگی مجموع درواقع نيست. ما بحث مورد موضوع که
گراف راسی رنگی مجموع با است برابر می شود، تعريف G گراف يالی رنگ آميزی براساس و می شود

يعنی .G خط
′∑
G =

∑
L(G)

عنوان با آن از بعد به اين از که است راسی مجموع آميزی رنگ مفهوم روی بر رساله اين تمرکز لذا
می شود. ياد مجموع آميزی رنگ

که می شود تعريف ۵۶ گراف راسی قدرت بنام پارامتری هم اينجا در ،χ(G) گراف، رنگی عدد مشابه
باشيم: داشته آن ازای به که c مثل رنگ آميزی برای رنگ تعداد کمترين با است برابر

∑
(G) =

∑
(G, c) (۱ . ۱)

رابطه(۱ . ۱) در که c مثل آميزی هايی رنگ به همچنين داده می شود. نمايش s(G) با را G راسی قدرت
عددی کمترين χ(G) زيرا χ(G) ≤ s(G) که است بديهی می شود. گفته بهينه۵۷ رنگ آميزی کند، صدق
و اولين باشد. اکيد بصورت می تواند اخير نامساوی واقع در کرد. رنگ را گراف می توان آن با که است
تساوی عدم اين که است (۵ . ۵ب) شکل در موجود مثال دارد وجود اين باره در که مثالی معروف ترين

.[۲۹] می دهد نمايش را

56Vertex strength
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٢ فصل

و مجموع رنگ آمیزی مسئله اهمیت
آن محاسباتی پیچیدگی

۱۵



آن محاسباتی پيچيدگی و مجموع رنگ آميزی مسئله اهميت ۱۶

کمترين که هستيم مجازی رنگ آميزی يافتن به علاقمند مجموع، رنگ آميزی مسئله در که شد گفته
کلاسيک رنگ آميزی مسئله با زيادی شباهت مسئله اين اينکه عليرغم باشد. داشته را مجموع مقدار
رفته، بکار رنگ های تعداد افزايش است ممکن زيرا می رسد. نظر به سختر آن به نسبت ولی دارد،
رنگ آميزی های به مربوط فضای که می شود موجب امر همين و رنگ ها شود مجموع شدن بهتر موجب
تعريف انگيزه است ممکن باشد. گسترده تر بسيار کلاسيک رنگ آميزی به نسبت مسئله اين برای مجاز
آمده منابع۱ تخصيص و زمانبندی مدل های زمينه در آن کاربرد ايده از گراف، مجموع رنگ آميزی مفهوم
که موضوعاتی آنها، ميان از ولی باشد زيادی کاربرد های دارای شايد واقعی دنيای در مسئله اين باشد.
توزیع منابع تخصیص و زمانبندی از: عبارتند است گرفته قرار مختلف مقالات توجه مورد بيشتر
دو اين .[۴٣ ،۴٨ ،۴٧] الکتریکی مدار VLSI طراحی همچنين و [٣۵ ،٢٨ ،١۶ ،١٧ ،۴] شده
رنگ مفهوم با کاربرد نخستين واقع در می کند. درگير نظريه گراف در مفهوم دو با را ما مهم کاربرد

می شود. مرتبط بازه ای گراف آميزی رنگ مفهوم با دوم کاربرد و گراف ها چندگانه آميزی
ابتدا فصل اين در صنايع، مديريت در مجموع آميزی رنگ مسئله جدی عملیِ کاربردهای دليل به
ارائه مسئله اين برایِ معقول جوابی يافتن طريقه سپس و شده اشاره آن کاربرد های مهمترين تشريح
بيشتر کامپيوتر علوم و کاربردی رياضيات در موجود تکنيک های به توجه رابطه اين در می گردد.
ساير همانند نيز، مسئله اين می گيرند.در قرار توجهات کانون در بيشتر روش ها اين و می شود نمايان
کلی حالت در آن محاسباتی پيچيدگی بررسی بحث به پرداختن گراف، نظريه در سازی بهينه مسائل

می رسد. نظر به لازم جزئی و
زمانبندی از عبارتند که مسئله اين مهم کاربردهای بررسی به ابتدا فصل اين در فوق توضيحات بنابر
ورود برای سپس پرداخته شده است. الکتريکی مدار VLSI طراحی و شده توزيع منبع تخصيص و
بحث ادامه ی در می شود. بسنده NP نظريه از مقدماتی بيان به مسئله، محاسباتی پيچيدگی بحث به
ساده، گراف های روی مجموع رنگ آميزی مسئله بودن NP-کامل اثبات برای محاسباتی پيچيدگی
روی مسئله اين محاسباتی پيچيدگی بحث به نيز فصل اين انتهای در می شود. ارايه مختلف اثبات دو

است. شده اشاره ای و... بازه ای گراف های درخت ها، مثل خاص گراف های

کاربردها از برخی ٢ . ١
عنوان با مسئله اين از نوعی است لازم مجموع، آميزی رنگ مسئله مهم کاربرد به پرداختن از قبل
يک از بيش می توانند رئوس رنگ آميزی نوع دراين شود. معرفی ۲ مجموع چندگانه آمیزی رنگ
داده نسبت مجموعه های که است صورت اين به حالت اين در مجاز آميزی رنگ کنند. دريافت رنگ

باشند. مجزا هم از و باشند نداشته ۳ برخوردی باهم مجاور رئوس به شده

است عبارت G = (V,E) گراف برای مجموع چندگانه آميزی رنگ از منظور [۳۵] .٢ . ١ . ١ تعریف
1Scheduling and resource alocation
2Sum multicoloring
3Conflict



۱۷ کاربردها از برخی

علاوه به .c(u) ∩ c(v) = ∅ باشيم داشته uv ∈ E يال هر برای که بطوری c : V → ۲N مثل تابعی از
بازه يک c(v) مجموعه ،v راس هر برای هرگاه می شود ناميده ۴ پيوسته را فوق چندگانه آميزی رنگ

|c(v)| = max c(v)−min c(v) + ۱ باشيم: داشته که معنی اين به باشد

v راس هر برای بايد که است رنگ هايی تعداد تابع اين بگيريد. نظر در p : V → N تابع اکنون
که دارد وجود ۵ چندگانه رنگی مجموع بنام مفهومی معمولی حالت مشابه بگيرد. قرار استفاده مورد

می شود. محاسبه زير ∑بصوت
p

G = min
c

∑
p

(G, c)

رابطه در که است G برای چندگانه آميزی رنگ يک c و ∑p(G, c) =
∑

v∈V max c(v) آن در که
مجموع مفهوم نمايش برای ∑I

p(G) نماد از همچنين می کند. صدق v ∈ V هر برای |c(v)| = p(v)

می شود. استفاده پيوسته چندگانه آميزی رنگ
رنگ های تعداد p تابع شکل دراين می شود. ارائه (۱ . ۲) شکل مثال زمينه اين در بيشتر توضيح جهت
شکلهای در هستند. ۳ و ۲ و ۱ و ۲ مقادير برابر راست به چپ از ترتيب به رئوس برای نياز مورد
نمايش چندگانه مجموع آميزی رنگ بهترين و گانه چند مجموع آميزی رنگ ترتيب به (ب) و (آ)
رنگی مجموع مفهوم ويژگی های درمورد بيشتر آگاهی برای می تواند علاقمند (خواننده شده اند. داده

کند). مراجعه [۳۶] به چندگانه
{1,2} 

{4} 

{5,6} 

{1,2,3} 

{1,2} 

{3} 

{1,2} 

{4,5,6} ∑
p(G) =

∑I
p(G) = ۱۳ (ب)

{1,2} 

{4} 

{5,6} 

{1,2,3} 

{1,2} 

{3} 

{1,2} 

{4,5,6} 

∑
p(G, c) = ۱۵ (آ)

گانه چند مجموع بهينه آميزی رنگ و چندگانه مجموع آميزی رنگ :۱ . ۲ شکل

منابع تخصیص و زمانبندی ٢ . ١ . ١
منابع تخصيص زمينه در مجموع رنگ آميزی مسئله مهم کاربردهای از يکی شد، اشاره قبلا که همانطور
يک با بايد Ji فعاليت هر دارد. وجود J۱, J۲, ..., Jn فعاليت n سيستم، يک در کنيد فرض است.
انجام زمان با M۱, ...Mm های پردازنده از مجموعه ای زير به انحصاری دسترسی با خاص پردازشگر
شوند. انجام همزمان نبايد می کند درگير را پردازنده يک که فعاليتی دو که است بديهی شود. انجام pi
فعاليت ها برای همزمانی و تداخل هيچ اولا بطوريکه فعاليت هاست تمام زمان بندی مسئله اين هدف

4Contiguous
5Multichromatic sum



آن محاسباتی پيچيدگی و مجموع رنگ آميزی مسئله اهميت ۱۸

باشد. کمينه فعاليت ها تکميل زمان ميانگين ثانيا و نيافتد اتفاق
بيان قبل قسمت در که چندگانه رنگ آميزی مسئله با مسئله اين ارتباط بررسی به می خواهيم اکنون
زير بصورت که می شود استفاده برخورد۶ گراف ايده از مسئله، اين کردن مدل هنگام بپردازيم. شد،
در راس دو علاوه به بگيريد. نظر در فعاليت هر با متناظر را گراف اين راس هر است. تعريف قابل
(فعاليت هايی باشند داشته تداخل هم با متناظر فعاليت های اگر فقط و اگر مجاورند، هم با گراف اين
[i−۱, i] واحد زمانی بازه يک در که Jj فعاليت هر انجام کنند). می درگير را يکسان پردازنده يک که
و زمانبندی مسئله تعريف اين با بنابراين .j راس به i رنگ تخصيص با است معادل می افتد، اتفاق
يکسان متناظر برخورد گراف برای چندگانه مجموع رنگ آميزی مسئله با می توان را منايع تخصيص

گرفت. نظر در
۵ و J۱, J۲, J۳, J۴ فعاليت ۴ با يافته توزيع سيستم از ای نمونه (۲ . ۲) شکل در بيشتر درک برای
انجام برای زمانبندی نوع دو (۲ . ۲) شکل است. شده داده نمايش M۱,M۲,M۳,M۴,M۵ پردازنده
در شده داده نشان های زمانبندی نيافتد. اتفاق تداخلی بطوريکه می دهد نشان را ها فعاليت اين
نشان برخورد گراف پيوسته چندگانه رنگ آميزی های متناظر ترتيب به (۲ . ۲ب) و (۲ . ۲آ) شکل های
مجموعه با (J۱ ۱(فعاليت راس اگر مثال عنوان به است. (۲ . ۱ب) و (۲ . ۱آ) شکل های در شده داده

می شود. انجام [۰,۲] زمانی فاصله در J۱ فعاليت که است معنی بدين اين شوند، رنگ {۱,۲}

تکميل زمان با ها فعاليت بهينه زمانبندی (ب)
۱۳

۱۵ تکميل زمان با ها فعاليت زمانبندی (آ)

پردازنده ۵ و فعاليت ۴ با شده توزيع سيستم زمانبندی از ای نمونه :۲ . ۲ شکل

الکتریکی مدار V LSI طراحی ٢ . ١ . ٢
کردن مينيمم منظور به V LSI طراحی در مجموع آميزی رنگ مسئله ديگر کاربرد های مهمترين از
در رفته بکار سيم کل هزينه معادل مسئله دراين ها رنگ مجموع واقع در است. الکتريکی مدار طول

است. مدار
پايه) (سطح راست خط يک در که بگيريد نظر در را الکتريکی پايانه هايی ،(۳ . ۲) شکل به توجه با

6Conflict graph



۱۹ کاربردها از برخی

مکان می دهند. تشکيل را شبکه يک هم، به متصل پايانه های گرفته اند. قرار مشخص مکان های در
فاصله است. شده رسم پايه سطح با موازی سطح، r همچنين است. مشخص پايه سطح در پايانه ها
يک از پايانه دو اتصال برای است. واحد برابر پايه سطح از سطح اولين فاصله و يکديگر از سطوح
رفته بکار افقی سيم که پايانه ای زوج دو هيچ اولا بطوريکه شود استفاده عمودی سيم دو و افقی سيم
رفته بکار سيم کل طول ثانيا و باشند داشته همپوشانی هم با نبايد دارند قرار سطح يک در آنها در
مينيمم برای لذا است، مشخص و ثابت پايه) (سطح مدار در پايانه ها موقعيت که آنجا از باشد. مينيمم

برويم. عمودی سيم های سراغ بايد رفته بکار سيم کردن
گراف روی مجموع آميزی رنگ مسئله يک با زير بصورت الکتريکی، مدار برای V LSIطراحی اکنون
الکتريکی مدار در موجود های شبکه همه مجموعه برابر را G گراف رئوس مجموعه می شود. مرتبط
همپوشانی هم با متناظر شبکه های هرگاه اند مجاور هم با G گراف از راس دو بعلاوه بگيريد. نظر در
تعريف با که G گراف لذا می کند، تداعی را فاصله يک پايه سطح روی شبکه هر واقع در باشند. داشته
معادل G گراف مجاز آميزی رنگ هر که است بديهی است. بازه ای گراف يک می شود حاصل فوق
مشخص راس هر رنگ ديگر عبارت به است. مذکور مدار در کشی سيم برای موجه طراحی يک با
آميزی رنگ هر با واقع در بگيرد. قرار سطحی چه در متناظر شبکه به مربوط افقی سيم که می کند
می شود. مشخص مدار از شبکه هر برای استفاده مورد عمودی سيمهای طول بازه ای، گراف برای مجاز
متناظر بازه ای گراف که است شبکه چهار دارای (۳ . ۲) شکل در شده داده نمايش مدار مثال عنوان به
گراف اين رنگی مجموع بنابراين داده شده است. نمايش (۴ . ۲) شکل در آن بهينه رنگ آميزی با همراه

برابر رفته بکار عمودی سيم های کل طول و ∑G = ۷ برابر

۲×∑G = ۲× ۷ = ۱۴

۴۸]است. ،۴۳] در بيشتر جزئيات بود. خواهد

پایانه روی سطح یک جفت 
پایه معادل با یک راس در 

متناظرگراف بازه ای   

1سطح   

2سطح   

3سطح   

پایهسطح   

2رنگ   

1رنگ   

3رنگ   

1 

1 2 

3 

V LSI طراحی در پايانه ها بين اتصالات از مثالی :۳ . ۲ شکل
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پایانه روی سطح یک جفت 
پایه معادل با یک راس در 

متناظرگراف بازه ای   

1سطح   

2سطح   

3سطح   

پایهسطح   

2رنگ   

1رنگ   

3رنگ   

1 

1 2 

3 

(۳ . ۲) شکل مثال با متناظر بازه ای گراف :۴ . ۲ شکل

محاسباتی پیچیدگی ٢ . ٢
و کلی بطور ساده گراف های روی MSC مسئله بودن NP-کامل بررسی قسمت اين در اصلی موضوع
از NP مسائل رده مورد در مقدماتی تعاريف از برخی ابتدا است. جزئی بطور خاص گراف های روی
گيری تصميم مسائل پذيریِ کاهش مفهوم چندجمله ای، قطعی غير الگوريتم تصميم گيری، مسئله جمله

است. شده اتخاذ [۴۰] مرجع از مفاهيم اين مورد در شده بيان توضيحات عمده می شود. بيان

NP نظریه بر مقدماتی ٢ . ٢ . ١
الگوريتمی هنوز که دارند وجود مسائل از دسته ای سازی، بهينه مسائل گيری شکل فرايند بررسی در
اثبات به نيز هم آن بودن ممکن غير ولی است نشده ابداع آنها حل  برای جمله ای) (چند کارآمد
NP نظريه بيشتر توضيح برای می گويند. ۷ NP-کامل را سازی بهينه مسائل گونه اين نرسيده است.
گيری۸ تصميم مسئله يک می کنيم. معطوف بهينه سازی مسائل گيری تصميم حالت به را خود تمرکز
رنگ آميزی گيری تصميم مسئله مثال عنوان به است. خير يا آری پاسخ آن خروجی که است مسئله ای

هستند. زير بصورت (Π′) گراف مجموع آميزی رنگ گيری تصميم مسئله و (Π) گراف معمولی

گراف برای مجازی آميزی رنگ آيا ،d مثبت صحيح عدد يک ازای به .Π مسئله .٢ . ٢ . ١ تعریف
باشد؟ d حداکثر آن در رفته بکار رنگ های تعداد که بطوری دارد وجود G

برای c مثل مجازی آميزی رنگ آيا d مثبت صحيح عدد يک ازای به .Π′ مسئله .٢ . ٢ . ٢ تعریف
,G)∑؟ c) ≤ d که بطوری دارد وجود G گراف

.d اضافی پارامتر علاوه به هستند مربوطه سازی بهينه مسئله پارامتر های همان دارای مسائل اين
زمان الگوريتم يک اگر که است واضح است. تصميم گيری  مسئله يک با متناظر بهينه سازی مسئله هر
گيری تصميم مسئله می تواند الگوريتم همان باشد، داشته وجود سازی بهينه مسئله برای ای جمله چند
هم اين از متناظرش تصميم گيری مسئله با سازی بهينه مسئله يک ارتباط حتی کند. حل را متناظر
الگوريتم يک از که است شده داده نشان گيری تصميم مسايل از بسياری برای واقع در است. بيشتر

7NP-complete
8Decision problem
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مسئله برای جمله ای چند زمان الگوريتم يک به می توان تصميم گيری مسئله برای چندجمله ای زمان
مسائل روی NP نظريه به مربوط توضيحات اغلب همين برای کرد. پيدا دست مربوطه سازی بهينه

می شوند. بنا تصميم گيری
يا دارند تعلق P مجموعه به دارد وجود چندجمله ای حل آنها برای که گيری تصميم مسائل مجموعه
چندجمله ای زمان الگوريتم های توسط که است تصميم گيری مسائل تمامی شامل P مجموعه بعبارتی
که کنيم ثابت بايد ندارد تعلق P رده به تصميم گيری مسئله يک بگوييم اينکه برای هستند. حل قابل
انجام کار اين Π′ و Π مسائل برای نيست. ممکن آن برای جمله ای چند زمان الگوريتم يک طراحی

است. نشده
قطعی۹ غير الگوريتم بنام مفهومی از بايد دهيم ارائه NP مجموعه برای تعريفی بتوانيم اينکه برای

است: ذيل جداگانه مرحله دو از متشکل که بگوييم سخن

رشته يک صرفا مرحله اين مسئله، از نمونه ای داشتن با قطعی): (غیر زدن حدس مرحله •
حتی گرفت. نظر در نمونه برای حدسی حل يک عنوان به می توان را رشته می کند. توليد را S

باشد. ربط بی کاملا رشته می تواند

به مرحله اين هستند. مرحله اين ورودی S رشته و نمونه (قطعی): کردن تصدیق مرحله •
ورودی ازای به الف) دهد: رخ زير حالت سه از يکی سرانجام تا می يابد ادامه قطعی شيوه های

نيابد. پايان اصلا ج) باشد. خير خروجی S ورودی ازای به ب) باشد. آری خروجی S

زمان آن تصدیق مرحله که است غيرقطعی الگوريتم يک ۱۰ چندجمله ای زمان قطعی غیر الگوریتم
بود. خواهد زير صورت به NP مجموعه تعريف مقدمات اين با اکنون باشد. جمله ای چند

الگوريتم های توسط که است گيری تصميم مسائل تمامی مجموعه ۱۱NP مجموعه .٢ . ٢ . ٣ تعریف
هستند. حل قابل جمله ای چند زمان غيرقطعی

که باشد داشته وجود الگوريتمی بايد باشد NP در تصميم گيری مسئله يک آنکه برای بنابراين
تعريف که است ضروری نکته اين بر تاکيد البته دهد. انجام جمله ای چند زمان در را تصديق عمل
بلکه دارد وجود NP مسئله يک برای چندجمله ای زمان با الگوريتمی الزاما که نيست معنا بدان فوق
به تصديق مرحله Π′ مسئله برای مثال عنوان به می گيرد. انجام جمله ای چند زمان در تصديق مرحله
الگوريتمی که است (بديهی است؟ مجاز G گراف برای c شده داده  آميزی رنگ اولا آيا که معنی اين
آيا c بودن مجاز صورت در ثانيا و دارد) وجود قسمت اين تصديق اين برای چندجمله ای زمان با
چند زمان با الگوريتم نيز قسمت اين (برای است؟ برقرار ∑(G, c) ≤ d رابطه ،d شده داده عدد برای

دارد. تعلق NP مجموعه به Π′ مسئله لذا می گيرد انجام چندجمله ای زمان دارد)در وجود جمله ای
که می شوند ثابت ولی متفاوت اند هم با ظاهرا سختی لحاظ به که هستند تصميم گيری مسائل از برخی

9Non-deterministic algorithm
10Non-deterministic polynomial time algorithm
11Non-deterministic Polynomial
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از يکی اگر ديگر عبارت به می شود. ديگر تصميم گيری مسئله هزاران حل به منجر آنها از يکی حل
مفهومی که اينجاست باشند. داشته قرار P در بايد همگی آنگاه باشد، داشته قرار P مجموعه در آنها
می گويند NP-کامل مسائل را مسائل گونه اين می شود. مطرح جمله ای۱۲ چند کاهش پذیری بنام

می پردازيم. آنها تعريف ارائه به خلاصه صورت به ادامه در که

صورت اين در بگيريد. نظر در را B و A تصميم گيری مسئله دو پذیری: کاهش .۴ . ٢ . ٢ تعریف
می دهيم نمايش A ∝ B نماد با آنرا و است جمله ای۱۳ چند پذير کاهش B مسئله به A مسئله می گوييم
A از مسئله نمونه هر که بطوری باشد داشته وجود جمله ای چند زمان با تبديل الگوريتم يک هرگاه

کند. تبديل B از نمونه يک به را

است. استنتاج قابل براحتی فوق توضيحات از زير گزاره

تصميم گيری مسئله آنگاه A ∝ B باشيم داشته و باشد P در B گيری تصميم مسئله اگر .٢ . ٢ . ١ گزاره
بود. خواهد P در نيز A

می پردازيم. کامل - NP مسئله تعريف به اکنون

دو هر هرگاه می گوييم NP-کامل مجموعه را B مسئله NP-کامل: مجموعه .۵ . ٢ . ٢ تعریف
باشند: برقرار زير شرط

باشد NP در B (۱

.A ∝ B باشيم داشته NP در A ديگر مسئله هر ازای به (۲

دهيم نشان است کافی لذا P ⊆ NP که آنجايی از ،P ̸= NP بگوييم اينکه برای فوق تعريف بنابر
ندارد. وجود آن برای جمله ای چند زمان با الگوريتمی يعنی نيست. P در که هست NP در مسئله ای
کامل -NP مسئله يک حداقل دهيم نشان کافی است فقط P = NP دهيم نشان اينکه برای همچنين
از موضوع اين دارد. وجود جمله ای چند زمان با الگوريتم آن برای يعنی قراردارد. P در که هست
کامل -NP اثبات برای است. نتيجه گيری قابل آمده، کامل -NP مسائل تعريف در که دوم شرط

نشدنی است. امری NP مسائل تمام برای (۵ . ۲ . ۲) تعريف دوم شرط شدن محقق مسئله يک بودن
مسئله همان مسئله اين باشد. NP-کامل که بيابد مسئله ای توانست ۱۴ کوک استفان ۱۹۷۱ سال در
شده استفاده NP مسائل متداول خواص از آن اثبات در که است ۱۵ پذیری صدق - CNF معروف
کاهش پذيری صدق - CNF مسئله به بايد دارد قرار NP در که مسئله ای هر که داد نشان وی است.
اثبات به نيز ديگر مسائل از بسياری بودن کامل NP شد، ثابت بنيادين قضيه اين که هنگامی يابد.

هستند. متکی زير گزاره بر اثبات ها اين رسيد.
12Reduction
13Polynomial-time reducible
14Stephen Cook
15CNF-satisfiability (CNF-SAT)
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هرگاه است، NP-کامل مسئله يک C مسئله .٢ . ٢ . ٢ گزاره

باشد NP در (۱

.B ∝ C بطوريکه باشد داشته وجود B مثل NP-کامل مسئله يک حداقل (۲

بديهی است. (۵ . ۲ . ۲) تعريف به باتوجه اثبات برهان.

مجموع رنگ آمیزی گیری تصمیم مسئله بودن کامل -NP ٢ . ٢ . ٢
مسئله بودن NP-کامل مورد در که دارد وجود آمادگی اين قبل بخش توضيحات به بنا اکنون
کامل  -NP برای اثبات دو  قسمت اين در شود. بحث (Π′ (مسئله مجموع رنگ آميزی تصميم گيری
۱۹۸۷ درسال اول اثبات شويم. آشنا بيشتر کاهش پذيری مفهوم با تا می شود ارائه Π′ مسئله بودن
است. Π′ مسئله به (Π) معمولی آميزی رنگ گيری تصميم مسئله پذيری کاهش بر مبتنی شد، ارايه
۳ -بعدی تطابق گيری تصميم مسئله از خاصی حالت پذيری کاهش بر مبتنی ۲۰۰۲ درسال دوم اثبات

است. Π′ مسئله به ۱۶(۳DM∗)
اولا که کنيم ثابت است کافی (۲ . ۲ . ۲) گزاره بنابر و ۳DM∗ و Π مسائل بودن کامل -NP فرض با
جمله ای چند زمان با کاهش قابل Π′ مسئله به مسائل اين ثانيا و دارند تعلق NP رده به فوق مسائل

هستند.

است. NP-کامل مسئله يک ،Π′ تصميم گيری مسئله [۳۰] .٢ . ٢ . ١ قضیه

اول)[۳۰] (اثبات برهان.
تصديق مرحله که دارد وجود جمله ای چند زمان با الگوريتم يک درواقع .Π′ ∈ NP که است بديهی
بنابر اکنون دهد. قرار بررسی مورد را مربوطه) نامساوی همراه به رنگ آميزی مجازبودن (يعنی کردن
را Π مسئله هرنمونه دهيم نشان بايد واقع در .Π ∝ Π′ که کنيم ثابت است کافی فوق توضيحات
کرد. تبديل Π′ تصميم گيری مسئله نمونه يک به جمله ای چند زمان با تبديل الگوريتم يک با می توان
نظر در را d دلخواه صDimensionalحيح عدد همراه به G = (V,E) گراف منظور اين برای
صحيح عدد همراه به G′ = (V ′, E′) مثل گرافی بايد اکنون باشد. پذير -رنگ d ،G بطوريکه بگيريد،
-رنگ پذير d ،G اگر فقط و اگر ∑(G′, c′) ≤ d′ بطوريکه کنيم، معرفی c′ مجاز رنگ آميزی و d′

دهيد قرار همچنين راسی. d کامل گراف با G دکارتی حاصلضرب G′ = G ×Kd دهيد قرار باشد.
بصورت cروی از را G′ گراف برای c′ رنگ آميزی اکنون است. G اندازه n آن در که d′ = nd(d+۱)

۲
رنگ G کپی دومين برای می گيريم. نظر در G رنگ همان را G کپی اولين رنگ می گيريم. نظر در زير
باشند کپی اولين رئوس رنگ ۱,۲, ..., r اگر يعنی دهيم. می شيفت دوری بصورت واحد يک رئوس
می دهيم ادامه G کپی d-امين تا را فرايند همين بود. خواهد G کپی دومين رنگ ۲,۳, ...r,۱ آنگاه
داريم بعلاوه و است G′ برای مجاز آميزی رنگ يک c′که است بديهی شوند. رنگ G′ رئوس همه تا

163-Dimensional Matching
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.∑(G′, c′) ≤ nd(d+۱)
۲ = d′

چون .∑(G′, c′) ≤ d′ بطوريکه دارد وجود G′ برای c′ مثل مجازی آميزی رنگ کنيد فرض برعکس
استفاده با که است d(d+۱)

۲ رنگ مجموع حداقل دارای آنها از هرکدام و است Kd از کپی nشامل G′

مجاز آميزی رنگ هر برای بنابراين d′ ≤∑(G′, c′) داريم لذا بدست می آيد، ۱,۲, ..., d رنگ های از
تنها را G′ از Kd کپی هر مجبوريم رنگی مجموع چنين به دستيابی برای لذا .∑(G′, c′) = d′ داريم c′
) G بنابراين و است d-رنگ پذير ،G′ که می شود نتيجه لذا کنيم. آميزی رنگ ۱,۲, ..., d رنگ های با

است. پذير d-رنگ نيز ( G′ گراف زير

۳ -بعدی  تطابق تصميم گيری مسئله از خاصی حالت که زير تصميم گيری مسئله [۳۵] .٢ . ٢ . ١ لم
است: کامل NP- مسئله يک است،

باشيم داشته که بگيريد نظر در طوری را d عدد و M ،X ،Y ،W مجزای مجموعه  چهار :۳DM∗

اعضايی (w, y, x′) و (w, y′, x) و (w′, y, x) اگر بعلاوه .M ⊆W ×Y ×X و |X| = |Y | = |W | = d

مولفه های همه ی و |M ′| = d بطوريکه دارد، وجود M ′ ⊆M آيا .(w, y, x) ∈M آنگاه باشند، M از
باشند؟ متفاوت هم با m۱,m۲ ∈M ′ عضو دو هر

دوم)[۳۵] (اثبات برهان.
.d′ = ۳d(d+۱)

۲ دهيد: قرار کند. صدق (۱ . ۲ . ۲) لم فرضيات در d عدد و M ،X ،Y ،W کنيد فرض
E۱ = آن در که E(G) = E۱

∪
E۲ و V (G) = W

∪
Y
∪
X می سازيم. زير بصورت را G اکنون

هايی {a, b} تمام مجموعه با است برابر E۲ و {{a, b} : a ̸= b ∧ (a, b ∈W ∨ a, b ∈ Y ∨ a, b ∈ X)}

M اعضای از مولفه ای هيچ در تواما b و a (يعنی نيست M از m سه تايی هيچ مولفه b و a آن در که
باشد.) نشده ظاهر

مجموعه يک که x ∈ X،y ∈ Y ،w ∈ W عنصری سه هر می شود نتيجه ۳DM∗ مسئله تعريف از
.((w, y, x) ∈M (يعنی هستند m ∈M مثل عنصری مولفه های باشند، G در مستقل

w, x, y ∈ هر برای باشد. ۳MD∗ مسئله برای موجه جواب Mيک ′ = {m۱, ...,md} کنيد فرض اکنون
رنگ يک c که داد نشان می توان ساده بررسی يک با .c(w) = c(y) = c(x) = i دهيد: قرار mi

.∑(G, c) ≤ d′ داريم: بعلاوه و است G برای مجاز آميزی
چون ∑(G, c) ≤ d′ بطوريکه دارد وجود G برای c آميزی رنگ کنيد فرض  برعکس

G[w] ≃ G[Y ] ≃ G[X] ≃ Kd

y ∈،w ∈W عنصر سه هر با متناظر اکنون .∑(G, c) = d′ بنابراين است. d حداقل رنگ ها تعداد لذا
وجود (w, y, x) برابر m ∈ M مثل عنصری دهند، تشکيل G در مستقل مجموعه يک که x ∈ X،Y
همه ی و |M ′| = d که است بديهی دهيد. قرار ها mi اين اجتماع را M ′ ⊆ M مجموعه حال دارد.
چند زمان در تبديل اين که است بديهی هستند. متفاوت هم با m۱,m۲ ∈M ′ عضو دو هر مولفه های

است. انجام قابل جمله ای



۲۵ محاسباتی پيچيدگی

سخت -NP مسئله يک مجموع آميزی رنگ مسئله آنها برای که گراف هايی :۱ . ۲ جدول
است

مرجع گراف رده
[۳۰] دلخواه

[۳۴ ،۳۵] (r ≥ ۳) منتظم -r

[۱۷] مسطح

[۳۴ ،۳۵] مسطح مکعبی

[۴۸] بازه ای

[۱۴ ،۳۵] ∆ ≤ ۵ با دوبخشی

خاص گراف های روی مجموع رنگ آمیزی مسئله ٢ . ٢ . ٣
مسطح مکعبی گراف های روی مجموع آميزی رنگ مسئله معمولی، آميزی رنگ مسئله با مقايسه در
برای که است گراف هايی مختلف رده های شامل (۱ . ۲) جدول .[۳۴] است سخت -NP مسئله يک

است. سخت -NP مسئله يک مجموع آميزی رنگ مسئله آنها
برای رنگی مجموع محاسبه که دارند وجود گراف هايی ،(۱ . ۲) جدول در موجود گراف های برخلاف
گراف ها اين از دسته چند به زير قضيه می کند. محاسبه جمله ای چند زمان در دقيق بصورت آنها

می پردازد.

است: برقرار شده، بيان گراف های مجموع آميزی رنگ محاسبه برای زير فرمول های .٢ . ٢ . ٢ قضیه
∑
Pn = ⌊۳n۲ ⌋ (۱

n ≥ ۳ برای ∑
Cn = ⌈۳n۲ ⌉ (۲

∑
Wn =


۳(n+۱)

۲ : فرد n
۳n۲ + ۴ : زوج n

(۳

∑
Kn = n(n+۱)

۲ (۴
∑
Kr,s = r + s+min{r, s} (۵

( k-منتظم دوبخشی گراف Bk) ∑
Bk = ۳n۲ (۶

رنگ دو حداکثر با رنگی مجموع آنها برای بطوريکه دارد وجود دوبخشی گراف های از دسته ای
می افتد. اتفاق



آن محاسباتی پيچيدگی و مجموع رنگ آميزی مسئله اهميت ۲۶

مثل تطابقی همچنين و باشد بخشی دو گراف يک G = (V۱, V۲;E) کنيد فرض [۳۵] .٢ . ٢ . ٣ قضیه
G برای بهينه آميزی رنگ هر صورت اين در بپوشاند. را V۱ مجموعه که بطوری باشد داشته وجود A

.∑G = n(G) + |V۱| بعلاوه و است رنگ دو شامل حداکثر

که می دانيم می شوند. پوشانده A توسط که باشد رئوسی مجموعه V A۲ ⊂ V۲ کنيد فرض برهان.
می کند استفاده رنگ سه حداقل از که باشد بهينه  ای آميزی رنگ c کنيد فرض اکنون .|V۲| ≥ |V۱|

بنابراين خلف). (فرض
∑

(G, c) =
∑

{v۱,v۲}∈A
(c(v۱) + c(v۲)) +

∑
v∈V۲\V A۲

c(v)

> ۳|V۱|+ |V۲| − |V۱| = n(G) + |V۱| (۱ . ۲)

با تناقض در که دارد وجود n(G) + |V۱| مجموع با آميزی رنگ - ۲ که است بديهی  طرفی از ولی
است. (۱ . ۲) رابطه

زمان با الگوريتم مجموع رنگ آميزی مسئله برای آنها ازای به که گراف هايی دسته از ديگر يکی
.(∆ ≤ ۳) هستند  ۱۷ مکعبی زير دوبخشی گراف های دارد، وجود جمله ای چند

زمان در مکعبی دوبخشی گراف های روی مجموع آميزی رنگ مسئله [۳۵ ،۱۴] .۴ . ٢ . ٢ قضیه
است. حل قابل O(n۲)

پذير امکان جمله ای چند زمان الگوريتم با رنگی مجموع يافتن ∆ ≤ ۲ با گراف هايی برای
،∆ ≤ ۵ با دوبخشی گراف های روی مجموع آميزی رنگ شد بيان قبلا که همانطور ولی است[۳۴]،
نشده مشخص هنوز ∆ ≤ ۴ با دوبخشی گراف های روی مسئله همين پيچيدگی و است سخت -NP
مجموع محاسبه جهت مشخصی فرمول آنها برای که دارد وجود بسياری گراف های دسته [؟]. است

هستند. گراف ها اين از دسته ای درخت ها مثال بعنوان ندارد. وجود رنگی

: داريم صورت اين در . بگيريد نظر در را راس n ≥ ۱ با T درخت .۵ . ٢ . ٢ قضیه

n+ ۱ ≤∑T ≤ ⌊۳n۲ ⌋

وجود k با برابر رنگی مجموع و راس n با درختی ، n + ۱ ≤ k ≤ ⌊۳n۲ ⌋ مثبت عدد هر برای بعلاوه
دارد.

[۳۰] برهان.
لذا می شود استفاده رنگ آميزی برای رنگ دو حداقل Σ(T ) محاسبه  ی برای درختان رنگ آميزی در
می بايست ۲ رنگ از رأس يک حداقل باشد، رأس n ≥ ۲ دارای T اگر بنابراين .s(T ) ≥ χ(T ) = ۲

17Subcubic Bipartite



۲۷ محاسباتی پيچيدگی

رنگ از رأس يک حداقل و ۱ رنگ از رأس n− ۱ حداکثر رنگ آميزی، اين در لذا باشد. موجود که
می کند ايجاب اين و است موجود ۲

Σ(T ) ≥ (n− ۱)(۱) + ۱(۲) = n+ ۱

می آيد. به دست قضيه پايين کران ،k۱,n−۱ ستاره ی درخت برای مثال به عنوان
مجاز، به طور {۱,۲} رنگ های با را آنرا می توان لذا دوبخشی است گرافی درخت، يک که آنجايی از
رئوس بقيه و ۱ رنگ با را رأس تعداد نظر از بزرگتر بخش در حاضر رئوس حال نمود. رنگ آميزی

می کنيم. رنگ آميزی ۲ رنگ با را ديگر بخش در
داريم باشند درخت رأسی قدرت s(T ) و رنگی، عدد χ(T ) اگر بنابراين

Σs(T )(T ) ≤ Σχ(T )(T ) ≤ ۱⌈n۲⌉+ ۲⌊n۲⌋ = ⌊
۳n
۲ ⌋

داشت خواهيم n ≥ ۲ درخت هر برای لذا

n+ ۱ ≤ Σ(T ) ≤ ⌊۳n۲ ⌋

m به طرف يک از که راس يک بگيريد. نظر در زير بصورت را B(m, b) درخت دوم قسمت برای
شکل مثال برای است. متصل b− ۱ باطول مسير يک به ديگر طرف از و است شده وصل انتهايی يال
k = n+۱+ r داريم: نامنفی صحيح r يک برای کرد فرض می توان طرفی از کنيد. ملاحظه را (۵ . ۲)

B(۳,۵) درخت :۵ . ۲ شکل

: که کرد تحقيق می توان سادگی به .
∑

B(n− ۲r − ۱,۲r + ۱) = k

مجموع آميزی رنگ مسئله حل برای (O(n)) خطی زمانی مرتبه با الگوريتمی [۳۰] .۶ . ٢ . ٢ قضیه
دارد. وجود درخت ها روی





٣ فصل

رنگی مجموع کران

۲۹



رنگی مجموع کران ۳۰

دقيق حل لذا است. کامل -NP مسئله يک مجموع، آميزی رنگ مسئله شد، گفته که همانطور
و P مجموعه های برابری عدم يا برابری مشکل بسيار سوال دشواری به جمله ای چند زمان در آن
آن پارامتر های ارتباط همچنين و کاربرد دليل به موضوع اين طرفی از است. کامپيوتر علوم در NP
مقالاتی بررسی هنگام لذا است. فراوان اهميت دارای گراف، در موجود مفاهيم و پارامتر ها ساير با
ملاحظه کلی رويکرد دو هستند، اخير دهه دو به متعلق اغلب و پرداخته اند موضوع اين مطالعه به که

می شود.
همانند پارامتر دو مانند گراف قدرت و رنگی مجموع مفهوم به که است مقالاتی به مربوط اول رويکرد
اينکه از فارغ هستند، آنها برای کران يافتن و زدن تخمين در سعی و می نگرند گراف پارامتر های ديگر
واقعی دنيای در مسئله حل ديد بيشتر که دوم رويکرد تحليلی۱). (کران می شود بررسی گرافی چه
می زند تخمين جداگانه بصورت گراف هر برای را پارامتر دو اين که است مقالاتی به مربوط دارد،
گراف قدرت يا رنگی مجموع برای آمده بدست کران اول رويکرد در حقيقت در الگوريتمی۲). (کران
وابستگی اين دوم رويکرد در ولی است آن از مستقل و ندارد وابستگی بررسی مورد مسئله نمونه به
آميزی رنگ مسئله با مواجهه در رويکرد دو هر به شده است سعی فصل اين در است. مشهود بسيار

می شود. پرداخته امکان حد در مجموع
نشده پرداخته هستند، مفصل تر و طولانی که قضايايی اثبات بيان به قسمت اين در است ذکر به لازم

شود. مراجعه مربوطه مرجع به قضايا، اين اثبات جزئياتِ بررسی برای است.

تحلیلی کران ٣ . ١
است بديهی  ،s = max{c(vi) : ۱ ≤ i ≤ n} آن در که بگيريد نظر در را G گراف از c بهينه رنگ آميزی
.Ci = c−۱({i}) بطوری که دارد وجود G رئوس از C۱, C۲, ..., Cs افراز آميزی رنگ اين با متناظر که

صورت ∑دراين
G =

∑
(G, c) =

s∑
i=۱

i.|Ci|

می کند. بيان را c بهينه آميزی رنگ مهم خصوصيت های زير گزاره فوق، گذاری نماد با

است: زير ويژگی دو دارای G راسی n گراف از c بهينه رنگ آميزی [۱۵] .٣ . ١ . ١ گزاره

|C۱| ≥ |C۲| ≥ ... ≥ |Cs| آ)

مجاور v با بطوريکه دارد وجود w ∈ Ci مثل راسی v ∈ Cj راس هر و i < j رنگ دو هر برای ب)
است.

∑
(G \ C۱) =

∑
G− n ج)

1Theoretical Bound
2Algorithmic Bound



۳۱ تحليلی کران

s(G \ C۱) = s(G)− ۱ د)

آنها در بطوريکه می گيرد قرار بررسی مورد دلخواه گراف رنگیِ مجموع برای کران چند اکنون
رنگی، عدد گراف، قدرت ، (m) يال ها تعداد ،(n) راس ها تعداد جمله از گراف از مختلفی پارامتر های

است. نظر مورد استقلال عدد

است: رنگی مجموع برای زير کران های دارای G گراف هر [۲۸] .٣ . ١ . ١ قضیه

n ≤
∑

(G) ≤ m+ n (۱

⌈
√۸m⌉ ≤∑(G) ≤ ⌊۳(m+۱)

۲ ⌋ (۲

s(G) (s(G)+۱)
۲ ≤

∑
(G) ≤ nχ(G)+۱

۲ (۳

p = ⌊ n
α(G)⌋ آن در که (p+ ۱)(n− pα(G)

۲ ) ≤
∑

(G) (۴
است. برقرار تساوی بصورت کامل گراف و کامل بخشیِ دو های گراف برای فوق رابطه

مجموع آميزی رنگ مسئله حل برای دقيق الگوريتم طراحی در مهمی نقش نيز s(G) برای کران
می آيد: بدست (۱ . ۱ . ۳) قضيه سوم قسمت از استفاده با مثال بعنوان دارد.

G گراف هر برای .٣ . ١ . ١ نتیجه

s(G) ≤ ⌊
√
n.(χ(G) + ۱)⌋

دارد: وجود زير قضيه بروکس، قضيه مشابه گراف راسی قدرت برای همچنين

G همبند گراف هر برای [۱۵] .٣ . ١ . ٢ قضیه

s(G) ≤ ∆(G) + ۱ (۱ . ۳)

است برقرار زير رابطه فرد دور و کامل های گراف برای تنها بعلاوه

s(G) = ∆(G) + ۱

اين است. آميزی رنگ عد د اساس بر که شده معرفی [۱۵] در s(G) برای ديگری بالای کران
.[۱۲] شد معرفی ۱۹۶۶ سال در بار اولين برای مفهوم

که G رنگ آميزی عدد ،V (G) = {v۱, v۲, ..., vn} و باشد گراف يک G کنيد فرض .٣ . ١ . ١ تعریف
: می گردد تعريف زير به صورت می شود، داده نمايش col(G) نماد با

col(G) = min
π

max
i
{dGπ(i)

(vπ(i))}



رنگی مجموع کران ۳۲

رأس های توسط که است G از القايی زيرگراف ،Gπ(i) و است G رئوس روی جايگشت π آن، در که
می شود. القا vπ(۱), vπ(۲), ..., vπ(i)

طبيعی عدد کوچکترين با است برابر G گراف رنگ آميزی عدد که گفت می توان ساده تر عبارت به
برگشتی درجه ی ،G گراف رئوس مجموعه از ،< ، خطی ترتيب رابطه ی هر برای به طوری که ،d مانند
درجه ی از منظور باشد. d از کمتر اکيداً ،|{v : v < u , uv ∈ E(G)}| يعنی ،G گراف از u رأس هر

می باشد. می کنند، صدق خطی ترتيب رابطه ی در که آن با مجاور رئوس تعداد ،u رأس برگشتی
سال در که است زکرس-ويلف۳ عدد دارد ارتباط col(G) با غيرمنتظره ای به طور که ديگری پارامتر
که شد اثبات ،ω(G) معرفی از بعد سال دو می دهند. نمايش ω(G) با آنرا و است شده معرفی ۱۹۶۸

برابرند. هم با col(G) و ω(G) ،G دلخواه گراف هر برای

: داريم G دلخواه گراف هر برای [۳۲] .٣ . ١ . ٣ قضیه

col(G) = ۱ + max
H⊆G

δ(H) (۲ . ۳)

است. G از القايی زيرگراف H آن در که

زيرا .χ(G) ≤ col(G) داريم بعلاوه .col(G) ≤ ∆(G)+۱ که است واضح کاملاً (۲ . ۳) به توجه با
بصورت رنگ تعداد col(G) با می توان را G گراف هر که است بديهی آميزی رنگ عدد تعريف به بنا
بالای کران يافتن برای رنگ آميزی ايده ی همان واقع در رنگ آميزی ايده ی اين کرد. آميزی رنگ موجه
به توجه با کنيم، بگيريم نظر در دلخواه به ترتيبی را گراف رأس های اگر می باشد. χ(G) برای مناسب
حداقل ،v۰ رنگ آميزی هنگام پس است، مجاور رأس ∆(G) با حداکثر ،v۰ مانند گراف رأس هر اينکه
با می توان بنابراين و است نشده ظاهر v۰ رأس همسايگی در که داشت خواهيم اختيار در رنگ يک
،χ(G) ≤ col(G) نامساوی لذا نمود. ارائه G گراف برای مجاز رنگ آميزی يک رنگ، ∆(G) + ۱

است. χ(G) ≤ ∆(G) + ۱ رابطه ی بهبوديافته ی
s(G) ≤ col(G) نامساوی امّا .χ(G) ≤ col(G) داريم G گراف هر برای شد، ذکر قبلاً همان طورکه
عدد درحالی که دارند، ۲ از بيشتر قدرتی درخت ها اغلب تقريباً مثال، به عنوان نيست. برقرار همواره

است. ۲ همواره آنها رنگ آميزی

: داريم G دلخواه گراف هر برای [۱۵] .۴ . ٣ . ١ قضیه

s(G) ≤
⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉

(۳ . ۳)

گراف (۳ . ۳) رابطه در اگر است. دقيق ،s(G) برای (۳ . ۳) بالا کران شده است داده نشان [۲۳] در
3Szekeres-Wilf



۳۳ تحليلی کران

. بود: خواهد زير بصورت مذکور رابطه آنگاه کنيم، فرض درخت را G

s(T ) ≤ ⌈∆(T )

۲ ⌉+ ۱

باشد. داشته نيز بهتری وضعيت می تواند درخت ها برای کران اين

: داريم d(T ) قطر با T درخت هر برای ([۱۵]) .٣ . ١ . ٢ گزاره

s(T ) ≤ ⌈
min

(
d(T ),∆(T )

)
۲ ⌉+ ۱

برای (۳ . ۳) رابطه کران به نسبت بهتری کران [۱۵] نويسندگان χ(G) ≤ col(G) که آنجايی از
زده اند. حدس گراف راسی قدرت

: داريم G مانند دلخواه گراف هر برای [۱۵] .٣ . ١ . ٢ حدس

s(G) ≤
⌈
χ(G) + ∆(G)

۲
⌉

(۴ . ۳)

لذا می باشد، دو مقدار و است برابر آن رنگی عدد با درخت هر آميزی رنگ عدد که آنجايی از
نشده است. ثابت هنوز دوبخشی گراف های برای حتی درحاليکه است برقرار درخت ها برای فوق حدس

است. دقيق درخت ها برخی برای (۳ . ۳) کران که شده است داده نشان [۲۳] در

s(Tk) = k که بطوری دارد وجود Tk مثل درختی k مثبت صحيح عدد هر برای [۲۳] .۵ . ٣ . ١ قضیه
.∆(Tk) = ۲k − ۲ و

ساختن برای روشی [۲۳] در که مفهوم اين به است. ساختاری بصورت (۵ . ۱ . ۳) قضيه اثبات
بر مبنی [۳۰] در مشابه نتيجه ای ساختاری اثبات بهبود باعث قضيه اين شده است. ارايه Tk درخت

شده است. k۲
۲ درجه بيشترين و k راسی قدرت با درختی وجود

در دومی و گراف قدرت و رنگی عدد بين ارتباط مورد در اولی که زير قضيه  ی دو با را بخش اين
بريم. می پايان به است، گراف يالی قدرت با ارتباط

χ(Gt
k) = k بطوريکه دارد وجود Gt

k گراف t ≥ ۰ و k ≥ ۲ صحيح عدد هر برای [۲۳] .۶ . ٣ . ١ قضیه
s(Gt

k) = k + t و

s′(G) = بصورت می توان را G گراف يالی قدرت ،∑′G يالی، رنگی مجموع تعريف مشابه
دارد: وجود زير قضيه ويزينگ، قضيه مشابه گراف يالی قدرت برای همچنين کرد. تعريف s(L(G))

داريم همبند گراف هر برای [۱۵] .٣ . ١ . ٧ قضیه

s′(G) ≤ ∆(G) + ۱ (۵ . ۳)



رنگی مجموع کران ۳۴

الگوریتمی کران ٣ . ٢
اساس بر که است کرانی گراف، قدرت يا رنگی مجموع برای الگوريتمی کران شد، بيان قبلا که همانطور
به گرافی از کران نوع اين واقع در می آيد بدست دلخواه گراف برای حل روش و الگوريتم يک اجرای
پارامتر های ساير به آنرا نمی توان تحليلی، کران برخلاف و باشد داشته تفاوت است ممکن ديگر گراف
به می شود. منجر را مختلفی کران های مختلف روش های قسمت اين در بنابراين کرد. مرتبط گراف

می کنيم. اشاره آنها از دسته ای به منبع ذکر با مثال عنوان
با آنها از که دارد اختصاص مجموع آميزی رنگ مسئله برای پايين کران توليد به آنها از دسته ای
(ANT) مورچگان الگوريتم از: عبارتند آنها برخی از از که می شود ياد ابتکاری فرا روش های عنوان
به تجزيه روش و [۲۱] (MDS(5)+LS) همسايگی تغيير اساس بر محلی بهينه جستجوی روش ، [۱۰]
دارد وجود ديگری ابتکاری فرا و ابتکاری روش های ديگر طرف از .[۵۰] (EXCLIQUE) خوشه ها
روش به می توان آنها از جمله از می شوند. مجموع رنگ آميزی مسئله برای بالا کران توليد به منجر که
[۲۱] MDS(5)+LS روش ، [۱۱] (GA) جانشين ابتکاری محدوديت های همراه به ژنتيک الگوريتم
محلی بهينه از خروج مکانيزم با محلی جستجوی روش می شود، گرفته بکار هم پايين کران برای که
عمل  مستقل مجموعه های استخراج اساس بر که [۵۱] EXSCOL ممنوع جستجوی روش ،[۶] BLS

می کند.
بدست آميزی رنگ الگوريتم يک از مجاز آميزی رنگ يک يافتن با اغلب مقالات اين در بالا کران 
گراف از (۱ . ۲ . ۳ (تعريف جزئی گراف های زير استخراج اساس بر پايين کران ديگر طرف از  می آيد.
گراف های زير اين استخراج مثال عنوان به است. مشخص  آنها برای رنگی مجموع که است اصلی
است. پذير امکان [۳۹] خوشه ها يا درخت ها يا دوبخشی های گراف به اصلی گراف تجزيه با جزئی

در که است گرافی زير G = (V,E) گراف از G′ = (V,E′) جزئی گراف زير يک .٣ . ٢ . ١ تعریف
.E′ ⊆ E آن

خوشه ها به افراز ٣ . ٢ . ١
زير هر که بطوری اند شده افراز V۱, V۲, ..., Vl مجموعه های گرافGبه از V رئوس مجموعه کنيد فرض
G′ = G[V۱]∪G[V۲]∪ ...∪G[Vl] گراف است بديهی است. خوشه يک i = ۱, ..., l برای G[Vi] گراف

با است برابر جزئی گراف زير اين رنگی مجموع است. G از جزئی گراف زير يک

∑
G′ =

l∑
i=۱

|Vi| (|Vi|+ ۱)
۲

رنگی مجموع لذا است. مجاز هم G′ برای ،G برای مجاز آميزی رنگ هر جزئی، گراف تعريف طبق
چگونه که است اين مسئله حال .∑G′ ≤

∑
G يعنی است، G رنگی مجموع برای پايين کران يک G′



۳۵ الگوريتمی کران

مسئله اين باشد. ممکن مقدار بيشترين پايين، کران اين بطوريکه شود افراز ها خوشه به اصلی گراف
رنگ مسئله برای خوشه  ها به افزار مسئله عنوان با آن از ،[۵۰] در که است سازی بهينه مسئله يک
بهينه سازی مسئله به نزديکی ارتباط مسئله اين است. شده ياد (PCMSCP ) کمينه۴ مجموع آميزی
همانند PCMSCP مسئله ندارد. يکسانی بهينه جواب لزوما ولی دارد (PCP ) ۵ خوشه ها به افراز

.[۳۹] است سخت −NP مسئله يک PCP

.(PCP) خوشه ها به افراز مسئله .٣ . ٢ . ٢ تعریف
افراز V۱, V۲, ..., Vl مجموعه های به V کنيد فرض بگيريد. نظر در را V رئوس مجموعه با G گراف
به افراز تعداد کمترين مسئله اين در هدف باشد. خوشه يک i = ۱, ..., l برای G[Vi] بطوريکه شود
که بطوری است G رئوس افراز تعداد حداقل يافتن مسئله اين در هدف ديگر عبارت به است. خوشه

باشد. خوشه افراز هر با متناظر القايی گراف

گراف اين تجزيه از حاصل جزئی گراف دو بگيريد. نظر در را (۳ . ۱آ) شکل گراف مثال بعنوان
Λ۱ = آن در که شده اند داده نمايش (۳ . ۱ج) و (۳ . ۱ب) شکل های در که شده ايجاد خوشه ها به
سه از ترکيبی Λ۱ .Λ۲ = {{۱,۳,۷,۹,۶,۴}, {۲}, {۸}, {۵}} و {{۱,۲,۳}, {۴,۵,۶}, {۷,۸,۹}}
چهار از ترکيبی Λ۲ حاليکه در ۳ × ۳×۴۲ = ۱۸ با است برابر آن برای رنگی مجموع که است خوشه
بهتری تجزيه Λ۲ تجزيه لذا .۳ + ۶×۷۲ = ۲۴ با است برابر آن متناظر رنگی مجموع و است خوشه
PCP برای Λ۱ که حالی در می کند، ايجاد G رنگی مجموع برای را بالاتری پايين کران زيرا است،
گراف هر برای خوشه ها به بديهی تجزيه يک Λ = {{v۱}, {v۲}, ..., {vn}} افراز است. بهينه افراز
آوردن بدست است بديهی می شود. ∑G ≥ n بديهی پايين کران حصول به منجر که است G دلخواه
بيشينه تطابق يافتن مسئله با معادل (ω(G) = ۲) ۲ خوشه عدد با گراف هايی برای PCMSCP جواب

.[۴۲] می شود حل ای جمله چند زمان در مسئله اين که است گراف آن برای ۶

يعنی باشد؟ می تواند قدر چه PCMSCP مقدار بيشترين که است اين است مطرح که سوالی اکنون
کمينه مجموع آميزی رنگ مسئله برای پايين کران يک (که مذکور مسئله بهينه جواب ميزان چه به
تا سوال اين جواب زير، گزاره با شود؟ نزديک مسئله اين بهينه جواب به می تواند می شود) محسوب
جستجوی فرايند در که می شود مشخص زمانی سوال اين پاسخ يافتن اهميت می شود. مشخص حدی
عنوان به آن از می توان خوشه ها، به گراف رئوس مختلف افرازهای بررسی از استفاده با آميزی ها رنگ

کرد. استفاده توقف شرط

اين در ،r = n − ω
[
n
ω

] و باشد Gاز خوشه بزرگترين اندازه ω کنيد فرض [۳۹] .٣ . ٢ . ١ گزاره
است: زير بصورت PCMSCP برای بالا کران يک صورت

∑
Clique

G ≤ ω(ω + ۱)
۲

[n
ω

]
+
r(r + ۱)

۲
4Partition into Cliques for Minimum Sum Coloring Problem (PCMSCP)
5Partition into Cliques Problem
6Maximum Matching Problem



رنگی مجموع کران ۳۶

PCP برای Λ۱ بهينه افراز (ب) G گراف (آ)

PCMSCP برای Λ۲ بهينه افراز (ج)

G گراف برای خوشه به تجزيه با جزئی گراف زير نمونه دو :۱ . ۳ شکل

است. PCMSCP بهينه جواب مقدار ∑CliqueG آن، در که

محاسبه به منجر شد، مطرح قسمت اين در که ( خوشه به (تجزيه جزئی گراف زير يافتن روش
يک که روشی هر که است روشن شد. خواهد کمينه مجموع اميزی رنگ مسئله برای پايين کران
کمينه مجموع آميزی رنگ مسئله برای بالا کران يک کند محاسبه G گراف برای را مجاز آميزی رنگ
برای بالا کران يافتن در می توان شده بيان روش از می شويم متوجه توجهی اندک با ولی بود. خواهد
معادل خوشه ها به G گراف رئوس افراز هر واقع در کرد. استفاده کمينه مجموع آميزی رنگ مسئله
Ḡ گراف رئوس افراز با ما حقيقت در است. مستقل مجموعه های به (Ḡ) مکمل گراف رئوس افراز با
نتيجه در و دست می يابيم رنگی) (کلاس های مستقل مجموعه های به G رئوس افراز به خوشه ها، به
مجموع آميزی رنگ مسئله برای بالا کران يک به نهايت در و می رسيم G مجازِ آميزی رنگ يک به

حاصل می شود. کمينه
ملاحظه G با متناظر مکمل گراف محاسبه با بگيريد. نظر در را (۳ . ۱آ) شکل گراف مثال عنوان به
لذا است. خوشه ها به Ḡ رئوس افراز يک Λ = {{۲,۸,۵} , {۱} , {۳} , {۴} {۶} , {۷} , {۹}} می شود



۳۷ الگوريتمی کران

آن ازای به که القا کند G گراف برای c مثل مجازی آميزی رنگ می تواند افراز اين

۲۶ =
∑

G ≤
∑
c

G = ۳ + (۲ + ۳ + ۴ + ۵ + ۶ + ۷) = ۳۰.

است: برقرار زير نامساوی گراف، اين برای بنابراين

۲۴ ≤ ۲۶ =
∑

G ≤ ۳۰

است: زير بصورت مجموع آميزی رنگ مسئله برای کران يک فوق توضيحات طبق همچنين
∑

Clique

G ≤
∑

G ≤
∑

(G, c)

است. آمده بدست Ḡ گراف روی PCMSCP حل از که است بهينه ای آميزی رنگ c آن در که





۴ فصل

و رنگی مجموع تعمیم های از برخی
آن کاربرد

۳۹



آن کاربرد و رنگی مجموع تعميم ۴۰

مقدمه ١ . ۴
می شود. معرفی است، رنگی مجموع مفهوم از تعميمی که G گراف برای جديد تعريف دو فصل اين در
آمده است، رنگی مجموع مورد در [۱] در که آنچه مشابه نتايج ارايه ی فصل اين در اصلی هدف
به منجر تفاضلی، رنگی مجموع و جمعی رنگی مجموع از عبارتند که مفهوم دو اين ارايه می باشد.
همريختی وجود عدم شرايط به می توان آنها جمله از می شود. [۱] مشابه جديد نتايجی به يابی دست
ديگری نتايج جمله از کسری رنگی عدد برای پايين کران يافتن اين بر علاوه کرد. اشاره گراف دو بين

است. مفهوم دو اين ارائه از
فهم برای تعاريف اين بيان می شود. آوری ياد فصل، اين در استفاده مورد تعريف چند ابتدا در لذا
همريختی۱ چون مفاهيمی می رسد. نظر به ضروری می گيرد، قرار بررسی مورد فصل اين در که نتايجی
مفاهيمی جمله از کسری۵. رنگی عدد و کنسر۴ گراف ترايا۳، يال و ترايا۲ راس گراف ، گراف ها بين

شده است. انتخاب [۷] منبع از تعاريف کليه می کنيم. بررسی فصل اين در که هستند

،H به G گراف از f مانند همريختی يک باشند، گراف دو H و G اينکه فرض با .١ . ١ . ۴ تعریف
در v و u هر برای يعنی باشد. مجاورت حافظ بطوريکه است، f : V (G) −→ V (H) مانند تابع يک

: باشيم داشته G
uv ∈ E(G) =⇒ f(u)f(v) ∈ E(H)

می شود. داده نشان Hom(G,H) با را H به G از همريختی های همه ی مجموعه ی
f : V (G) −→ V (H) پوشای و يک به يک تابع هرگاه می ناميم يکريخت۶  را H و G گراف دو بعلاوه

باشد داشته وجود زير رابطه V (G) در v و u هر برای به طوری که باشد، داشته وجود

uv ∈ E(G)⇐⇒ f(u)f(v) ∈ E(H)

خودريختی۸ ،f : V (G) −→ V (G) يکريختی يک Hاست. Gبه از يکريختی۷ يک را f اين صورت در
Aut(G) می دهيم. نشان Aut(G) با را V (G) روی خودريختی های همه ی مجموعه ی است. G روی

است. متناهی رئوس، تعداد زيرا می باشد متناهی البته و ناتهی

f ∈ Aut(G) مانند تابع يک u, v ∈ V (G) هر به ازای هرگاه است ترايا راس G گراف .١ . ٢ . ۴ تعریف
.u = f(v) به طوری که باشد موجود

1Homomorphism
2Vertex Transitive
3Edge Transitive
4Kneser Graph
5Fractional Coloring Numbber
6Isomorphic
7Isomorphism
8Automorphism



۴۱ مقدمه

باشد. ترايا راس آن با متناظر خط گراف هرگاه است ترايا يال G گراف .١ . ٣ . ۴ تعریف

تعريف ادامه در که KG(m,n) کنسرِ گراف و kn کامل گراف است. منتظم لزوماً ترايا راس گراف
هستند. ترايا يال و ترايا راس گراف از نمونه هايی می شود،

که است گرافی ،m ≥ ۲n و می دهيم نشان KG(m,n) با را آن که کنسر، گراف .۴ . ١ . ۴ تعریف
رأس دو حالت اين در هستند. {۱,۲, ...,m} مجموعه ی از عضوی n زيرمجموعه های تمام آن رئوس
نداشته هم با اشتراکی هيچ آنها متناظر nعضوی مجموعه های زير هرگاه مجاورند هم با صورتی در

باشند.
می باشد، m−n)-منتظم

n

گراف( يک KG(m,n) که آنجايی از و (mn ) با است برابر رئوس تعداد بنابراين
با است برابر آن يال های تعداد )لذا

m
n

)
.
(
m−n
n

)
۲

شده ثابت [۳۳] در همچنين داد. نشان KG(m,۱) کنسر گراف به صورت می توان را km کامل گراف
است

χ(KG(m,n)) = m− ۲n+ ۲

است برابر زير مقدار با شد، معرفی اول فصل در که G گراف رنگی عدد داد، نشان می توان براحتی
:[۷]

χ(G) = min
{
r
∣∣∃f : G −→ Kr يک {fهمريختی

با: است برابر می دهيم، نشان χf (G) با که G گراف کسری رنگی عدد .۵ . ١ . ۴ تعریف

χf (G) = inf
{m
n

∣∣∃f : G −→ KG(m,n) يک fهمريختی
}

لفظ می توان و [۴۴] می شود حاصل تعريف اين در اينفيمم که شد ثابت تعريف، اين ارائه ی از بعد
کرد. تعويض مينيمم با را اينفيمم

χf (G) = min
{m
n

∣∣∃f : G −→ KG(m,n) يک fهمريختی
}

دارد، رأسی رنگی عدد برای کامل گراف که نقشی دريافت، می توان فوق تعريف دو به توجه با
و ،χf (G) ≤ χ(G) کرد مشاهده می توان وضوح به می کند. ايفا کسری رنگی عدد برای کنسر گراف
اينکه يعنی اين و باشد بزرگ دلخواه به اندازه ی می تواند χ(G)

χf (G) که شده است داده نشان [۴۴] در بعلاوه
رنگی عدد آنها در که دارند وجود گراف هايی بنابراين باشد. χ(G) از کوچکتر خيلی می تواند χf (G)

نيست. کسری رنگی عدد برای خوبی بالای کران



آن کاربرد و رنگی مجموع تعميم ۴۲

جمعی رنگی مجموع و تفاضلی رنگی مجموع ٢ . ۴

رنگ باشد. G رئوس برای مجاز آميزی رنگ يک c : V → I کنيد فرض [۴۵] .٢ . ١ . ۴ ∑تعریف
cD(G) نماد های با ترتيب به c با متناظر ۱۰ جمعی مجموع رنگ آميزی و تفاضلی۹ مجموع آميزی

می کنيم تعريف زير بصورت و می دهيم نمايش ∑c S(G) و

∑
c

D(G) =
∑

(u,v)∈E(G)

|c(u)− c(v)| (۱ . ۴)
∑
c

S(G) =
∑

(u,v)∈E(G)

(c(u) + c(v)) (۲ . ۴)

رنگی مجموع باشند. G برای مجاز آميزی های رنگ تمام مجموعه C کنيد فرض .٢ . ٢ . ۴ تعریف
و می دهيم نمايش ∑S(G) و ∑D(G) نماد های با ترتيب به را جمعی۱۲ رنگی مجموع و تفاضلی۱۱

می کنيم تعريف زير بصورت

∑
D(G) = min

{∑
c

D(G) | c ∈ C

}
(۳ . ۴)

∑
S(G) = min

{∑
c

S(G) | c ∈ C

}
(۴ . ۴)

نشان ds(G) با را ∑cD(G) =
∑
D(G) آنکه برای c مجاز آميزی رنگ رنگِ  تعداد کمترين بعلاوه

ss(G) با c∑را S(G) =
∑
S(G) آنکه برای c مجاز آميزی رنگ رنگِ  تعداد کمتيرن مشابها می دهيم.

می دهيم. نمايش

بصورت اخير نامساوی ازايآنها به که دارد وجود مواردی حتی و χ(G) ≤ ds(G) که است بديهی
را ۲ . ۴ (شکل ss(G) ̸= s(G) داريم کلی حالت در همچنين ببينيد. را (۱ . ۴ (شکل است برقرار اکيد

ببينيد).
راس هر برای همچنين و باشد G رئوس برای دلخواه مجاز آميزی رنگ يک f کنيد فرض اکنون

9difference sum coloring
10sum sum coloring
11difference chromatic sum
12sum chromatic sum



۴۳ جمعی رنگی مجموع و تفاضلی رنگی مجموع

1 

3 

2 

2 3 

4 

∑
D(G) =

∑
c۲ D(G) = ۱۱ (ب)

1 

1 2 

2 3 

3 

∑
c۱ D(G) = ۱۲ (آ)

(χ(G) = ۳) ds(G) = ۴ با تفاضلی رنگی مجموع :۱ . ۴ شکل

1 

1 

1 

2 3 

1 

1 

1 

s(G) = ۳ (ب)

1 

1 

1 

2 1 

2 

2 

2 

ss(G) = ۲ (آ)
. ss(G) ̸= s(G) :۲ . ۴ شکل

داريم: لذا باشد. v راس درجه d(v)، v ∈ V
∑

(u,v)∈E(G)

(f(u) + f(v)) =
∑

v∈V (G)

d(u)f(u)

⇒ δ
∑

v∈V (G)

f(u) ≤
∑

(u,v)∈E(G)

(f(u) + f(v)) ≤ ∆
∑

v∈V (G)

f(u) (۵ . ۴)

داريم لذا است. برقرار f مثل مجاز آميزی رنگ هر برای (۵ . ۴) رابطه

δmin
f

 ∑
v∈V (G)

f(u)

 ≤ min
f

 ∑
(u,v)∈E(G)

(f(u) + f(v))

 ≤ ∆min
f

 ∑
v∈V (G)

f(u)


⇒ δ

∑
G ≤

∑
S(G) ≤ ∆

∑
G (۶ . ۴)

می رساند. رنگی مجموع برای زير کران به را ما (۶ . ۴) رابطه لذا
⌈∑

S(G)

∆

⌉
≤
∑

G ≤
⌊∑

S(G)

δ

⌋
(۷ . ۴)

مجموع برای (۷ . ۴) کران ، (۳ . ۴ شکل (مثلا δ << ∆ گرافی در اگر می شود، ملاحظه که هماطور
آنها در که گراف هايی برای است بديهی ولی .( ۶ ≤ ∑G = ۱۱ ≤ ۲۱ ) نيست خوبی کران رنگی
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يعنی ) ∆ = δ = k که حالتی در و بود خواهد دقيقتر (۷ . ۴) کران باشند نزديک بهم ∆ و δ مقادير
داريم. را زير گزاره ( k−منتظم گراف های برای

∆(G) = ۴ ، δ(G) = ۱ :۳ . ۴ شکل

داريم: G منتظمِ -k گراف هر برای .٢ . ١ . ۴ گزاره

∑
S(G) = k

∑
G

.ss(G) = s(G) بعلاوه و

.∑S(G) = ۳×۱۹ = ۵۷ و ∑(P ) = ۱۹ داريم (۴ . ۴ (شکل P پترسن گراف برای مثال بعنوان
است. برقرار زير رابطه G منتظمِ -k گراف هر برای فوق گزاره بنابه بنابراين

∑
G∑

S(G)
=

۱
k
=
|V (G)|
۲|E(G)|

(۸ . ۴)

3 

1 

3 

1 

1 
2 

3 

2 2 

1 

پترسن گراف :۴ . ۴ شکل

مقدار همواره منتظم گراف های برای جمعی رنگی مجموع و رنگی مجموع نسبت (۸ . ۴) رابطه طبق
است. ثابتی

چگونه منتظم غير گراف های برای اخير رابطه که است آن است مطرح قسمت اين در که سوالی اکنون
(حدس باشد؟ بيشتر |V (G)|

۲|E(G)| کسر از
∑

G∑
S(G) کسر آن در که يافت G مثل گرافی می توان آيا است؟



۴۵ گراف دو بين همريختی وجود برای لازم شرايط

داريم: (۲ . ۴) شکل گراف برای مثلا .(۳ . ۲ . ۴
∑
G∑

S(G)
=

۱۱
۲۱ ≤

۴
۷ =

|V (G)|
۲|E(G)|

گرافی برای اگر يعنی است؟ برقرار (۸ . ۴) گزاره به مربوط رابطه عکس آيا اينکه ديگر سوال يا
(۴ . ۲ . ۴ (حدس است؟ منتظم گراف آن گفت می توان آيا باشد، برقرار (۸ . ۴) رابطه

داريم: G گراف هر برای .٢ . ٣ . ۴ حدس
∑
G∑

S(G)
≤ |V (G)|

۲|E(G)|

اگر، تنها و اگر است منتظم -k ،G گراف .۴ . ٢ . ۴ حدس

∑
S(G) = k

∑
G

کرد. خلاصه زير حدس در می توان را اخير حدس های

داريم: G گراف هر برای .۵ . ٢ . ۴ حدس
∑
G∑

S(G)
≤ |V (G)|

۲|E(G)|

باشد. منتظم ،G گراف که اتفاق می افتد زمانی فقط فوق تساوی و

گراف دو بین همریختی وجود برای لازم شرایط ٣ . ۴
مفاهيم با که گراف هاست بين همريختی مسئله گراف، نظريه در توجه مورد و مهم مسائل از يکی
بين همريختی آيا که سوال اين به پاسخ کلی، حالت در است. ارتباط در گراف نظريه از ديگری بسيار
شرايط بدست آوردن بنابراين است. کامل -NP مسأله ی يک خير؟، يا دارد وجود H و G دوگراف

باشد. اهميت حائز بسيار ميتواند نگاشت هايی چنين وجود برای لازم
شرط لذا .χ(G) ≤ χ(H) آنگاه باشد همريختی يک f : G −→ H اگر که می دانيم مثال به عنوان
گراف از مثلا است. H گراف به G گراف از همريختی وجود برای لازم شرط يک χ(G) ≤ χ(H)

وجود برای لازم شروط دامنه بتوان هرچه بنابراين ندارد. وجود همريختی C۴ گراف به پترسن
آنها بين که گراف هايی از تری وسيع دسته می توان داد، گسترش بيشتر را گراف دو بين همريختی

داد. تشخيص بهتر را ندارد وجود همريختی اساسا
دو بر مبتنی که را گراف دو بين همريختی وجود برای لازم شرايط برخی داريم قصد قسمت اين در
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شرط زير قضيه رنگی، مجموع مفهوم با ارتباط در کنيم. بيان را است (۲ . ۴) بخش در شده بيان مفهوم
می کند. معرفی ،H ترايا راس گراف يک به G گراف از را همريختی وجود برای لازم

باشد. ترايا گراف رأس يک H به طوری که باشند گراف دو H و G کنيد فرض [۱] .٣ . ١ . ۴ قضیه
: آنگاه باشد، H و G بين همريختی يک f : G −→ H اگر

∑
(G)

|G|
≤
∑

(H)

|H|

باشيم: داشته بايد باشد، موجود H راس ترايا گراف به G از f مثل همريختی اگر فوق قضيه طبق
∑

(G)

|G|
≤
∑

(H)

|H|

قضيه اين در بود. نخواهد موجود H به G از هم ای همريختی نباشد، برقرار اخير رابطه اگر بنابراين .
وجود شرط دو بعد قضيه دو در ما است. شده مرتبط رنگی مجموع مفهوم به همريختی وجود شرط
مرتبط جمعی و تفاضلی رنگی مجموع جديد مفاهيم با را H ترايای يال گراف به G گراف از همريختی

کرده ايم.

اگر باشد. ترايا  يال گراف يک H به طوری که باشند گراف دو H و G کنيم فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه
آنگاه باشد، H و G بين همريختی يک f : G −→ H

∑
D(G)

|E(G)|
≤
∑
D(H)

|E(H)|
. (۹ . ۴)

G۱, G۲, . . . Gn کنيد فرض همچنين .Aut(H) = {
∑

۱, . . . ,
∑

n} کنيد فرض برهان.
بطوری f̄ : G̃ −→ H کنيد فرض بعلاوه .G̃ =

∪n
i=۱Gi دهيد قرار باشند. G با يکريخت nکپی

است همريختی يک f̄ که است واضح .f̄|Gi
=
∑

i of يعنی ،∑i of با باشد برابر Gi به f̄ تحديد که
.|f̄−۱(e)| = n|E(G)|

|E(H)| داريم e = ab ∈ E(H) يال هر که بطوری
راس هر برای .∑cD(H) =

∑
D(H) که بطوری باشد H رئوس از آميزی رنگ يک c کنيد فرض

است. G̃ رئوس برای مجاز آميزی رنگ يک c̄ که است واضح .c̄(v) = c(f̄(v)) دهيد قرار v ∈ V (G̃)

∑بنابراين
c̄

D(G̃) =
n|E(G)|
|E(H)|

∑
c

D(H).

بطوری بود خواهد c′ مثل مجازی آميزی رنگ Gi به c̄ تحديد که بطوری دارد وجود i مثل انديسی لذا
∑که

c′

D(G) ≤ ۱
n

∑
c̄

D(G̃) =
|E(G)|
|E(H)|

∑
c

D(H)



۴۷ کنسر گراف برای بالا کران

بنابراين ∑D(G) ≤
∑

c′ D(G) می دانيم ديگر طرف از

∑
D(G) ≤ |E(G)|

|E(H)|
∑
c

D(H)

می کند. کامل را اثبات اين و
اگر باشد. ترايا  يال گراف يک H به طوری که باشند گراف دو H و G کنيم فرض .٣ . ٣ . ۴ قضیه

آنگاه باشد، H و G بين همريختی يک f : G −→ H

∑
S(G)

|E(G)|
≤
∑
S(H)

|E(H)|
. (۱۰ . ۴)

ثابت را قضيه اين می توان آمد، (۲ . ۳ . ۴) قضيه اثبات در آنچه همانند مشابه، استدلالی با برهان.
کرد.

H ترايای يال گراف به G گراف از همريختی وجود برای لازم شرط دو (۱۰ . ۴) و (۹ . ۴) روابط
هستند.

ندارد. وجود C۵ به پترسن گراف از همريختی هيچ .٣ . ١ . ۴ نتیجه

همچنين .∑D(C۵) = ۶ , ∑S(C۵) = ۱۸ تراياست. يال گراف يک C۵ گراف کنيد توجه برهان.
لذا می شود، نقض (۱۰ . ۴) نامساوی که آنجا از فوق اطلاعات با .∑D(P ) = ۱۸ , ∑S(P ) = ۵۷

ندارد. وجود C۵ به پترسن از همريختی هيچ می دهد نتيجه (۳ . ۳ . ۴) قضيه

∑
S(KG(m,n)) و ∑D(KG(m,n)) برای بالا کران ۴ . ۴

آميزی رنگ عدد تعريف در مهمی نقش کنسر گراف شد، بيان فصل اين اول بخش در که همانطور
لذا دارد، اختصاص کسری رنگی عدد برای پايين کران ارايه به بعدی بخش که آنجا از و دارد کسری
داده ايم. اختصاص ∑S(KG(m,n)) و ∑D(KG(m,n)) برای بالا کران يک ارائه به را بخش اين
آميزی رنگ هر است. KG(m,n) گراف برای مجازی آميزی رنگ ارائه به منوط بالا کران يافتن

است. مستقل مجموعه های به گراف رئوس برای افراز يک واقع در مجاز
نرم دستورات با می شود، ملاحظه قسمت اين در که محاسباتی ی کليه که است ضروری نکته اين ذکر

است. بررسی قابل و شده  انجام ۰۰ . ۱۴ نسخه ميپل۱۳ افزار
و داده نمايش Ai با را کنند افراز را KG(m,n) رئوس است قرار که مستقل مجموعه های اينجا در ما

می کنيم: تعريف زير بصورت را آنها i = ۱,۲, ...,m− n+ ۱ هر برای

Ai =
{
A ⊆ [m] , |A| = n نباشد ۱,۲, ..., i− ۱ شامل ولی باشد i شامل A

} (۱۱ . ۴)
13MAPLE
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نباشد ۱,۲, ..., i− ۱ شامل ولی باشد i شامل است. {۱,۲, ...,m} مجموعه [m] از منظور آن در که
i = ۱,۲, ...,m− n+ ۱ برای Ai شده تعريف مجموعه های کنيم ثابت بايد ابتدا فوق توضيحات بنابر

می کنند. افراز را KG(m,n) رئوس ثانيا و هستند مستقل اولا m ≥ ۲n و

رابطه طبق بر i = ۱,۲, ...,m− n+ ۱ برای Ai مجموعه های و m ≥ ۲n کنيد فرض .١ . ۴ . ۴ گزاره
داريم: KG(m,n) گراف برای صورت اين در باشند، شده  تعريف (۱۱ . ۴)

هستند. مستقل مجموعه های ها Ai ،i = ۱,۲, ...,m− n+ ۱ هر برای آ)

.As ∩At = ∅ داريم ۱ ≤ s ̸= t ≤ m− n+ ۱ بطوريکه t و s هر برای ب)

.V (KG(m,n)) =
∪m−n+۱

i=۱ Ai ج)

و A هر برای لذا دارند را i عنصر که است مجموعه هايی زير تمام شامل Ai که آنجايی از آ) برهان.
مجاور نمی توانند B و A مجموعه های کنسر گراف تعريف طبق بنابراين .i ∈ A ∩ B داريم Ai در B

است. مستقل مجموعه ای i = ۱,۲, ...,m− n+ ۱ هر برای Ai پس باشند.

.B ∈ As ∩ At کنيد فرض خلف برهان به .s < t کنيد فرض کليت دادن دست از بدون ب)
هم و (B ∈ As) است s عنصر شامل B عضویِ n مجموعه زير ،At و As مجموعه های تعريف بنابه

است. تناقض اين و (B ∈ At) نيست s عنصر شامل

لذا باشد. A عضو کوچکترين t کنيد فرض V (KG(m,n)) در A عضوی n مجموعه زير هر برای ج)
.V (KG(m,n)) =

∪m−n+۱
i=۱ Ai پس .A ∈ At

هستند مستقلی مجموعه های i = ۱, ...,m− n+ ۱ برای Ai مجموعه های می کند بيان فوق گزاره
می کنند. افراز را KG(m,n) گراف رئوس که

i = ۱,۲, ...,m− برای هستند. زير خواص دارای {Ai}m−n+۱
i=۱ مجموعه های خانواده .٢ . ۴ . ۴ گزاره

داريم n+ ۱

|Ai| =
(
m−i
n−۱

) (۱

|Ai+۱| < |Ai| (۲

از عبارتست Ai مجموعه به نسبت v درجه v /∈ Ai راس هر برای (۳
(
m− n− i
n− ۱

)



۴۹ کنسر گراف برای بالا کران

می شود نتيجه (۲ . ۴ . ۴) گزاره سوم قسمت از

m− n− i ≤ n− ۱ =⇒ i ≤ m− ۲n+ ۱ (۱۲ . ۴)

يالی m− ۲n+ ۲ ≤ i, j ≤ m− n+ ۱ برای Aj و Ai مجموعه های بين می دهد نشان (۱۲ . ۴) رابطه
نظر در کوچکتر را مستقل مجموعه های به (۱ . ۴ . ۴) گزاره از شده نتيجه افراز لذامی توان ندارد. وجود

بصورت و گرفت
A۱, A۲, ..., Am−۲n+۱, Bm−۲n+۲

آن در که کرد بيان
Bm−۲n+۲ =

m−n+۱∪
i=m−۲n+۲

Ai.

است. مستقل مجموعه يک
χ(KG(m,n)) = KG(m,n)با رئوس برای مجاز رنگی کلاس يک مستقل m−۲n+۲مجموعه اين بنابرای

می گيريم. نظر در زير بصورت KG(m,n) برای را c آميزی رنگ اکنون است. رنگ m− ۲n+ ۲
حال می دهيم. اختصاص Bm−۲n+۲ به را m− ۲n+ ۲ رنگ و ... و A۲ به را ۲ رنگ ، A۱ به را ۱
به نياز منظور اين برای بيابيم. ∑D(KG(m,n)) برای بالايی کران می خواهيم آميزی رنگ اين با
دلخواه گراف از دلخواهی مستقل مجموعه S کنيد فرض می کنيم. بيان آنرا ادامه در که داريم رابطه ای

است. تفاضلی رنگی مجموع تعريف بديهی نتيجه (۱۳ . ۴) رابطه اينصورت در باشد. G
∑

D(G) ≤
∑
c′

D(G) =
∑

(u,v)∈I

|c′(u)− c′(v)|+
∑

D(G \ S) (۱۳ . ۴)

و است G \ S و S بين يال های تمام مجموعه I آن در که

c′(v) =


min {c(u)|u ∈ N(v)}+ ۱ v ∈ S

c(v) v /∈ S

بفرماييد. ملاحظه را (۵ . ۴) شکل بيشتر، درک برای باشد. می تواند G برای مجازی آميزی رنگ هر c و
به ∑(u,v)∈I |c′(u) − c′(v)| عبارت .S = A۱ و G = KG(m,n) دهيد قرار (۱۳ . ۴) رابطه در حال
ابتدای در که ها Ai برای شده بيان آميزی رنگ را c آميزی رنگ اگر است محاسبه قابل دقيق طور

بگيريم. نظر در شد معرفی بخش اين

.∑D(KG(m,n)) ≤
∑
D(KG(m− ۱, n)) + (m−n−۱

n−۱
) [(

m
n+۱

)
− n−۱

n+۱
(۲n−۱

n

)] (۱۴ . ۴)
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S 

G 

u 

v 

G \ S و S بين يال های مجموعه I و G از دلخواه مستقل مجموعه يک S :۵ . ۴ شکل

m − ۲n از بعد (۱۴ . ۴) رابطه در KG(m,n) بجای KG(m − ۱, n) گراف جايگذاری با همچنين
داريم مرحله

∑
D(KG(m,n)) ≤ m+ ۱

۲n+ ۱
(
m− n− ۱
n− ۱

)(
m

n+ ۱
)
− n− ۱
n+ ۱

(۲n− ۱
n

)[(
m− n
n

)
− ۱

]
−
( ۲n
n+ ۱

)
+
∑

D(KG(۲n, n))

=
m+ ۱
۲n+ ۱

(
m− n− ۱
n− ۱

)(
m

n+ ۱
)
− n− ۱
n+ ۱

(۲n− ۱
n

)[(
m− n
n

)
− ۱

]
−
( ۲n
n+ ۱

)
+

۱
۲
(۲n
n

)
.

زيرا است نامثبت عبارت يک n ∈ N ۱۲برای
(۲n
n

)
−
( ۲n
n+۱

) عبارت

۱
۲
(۲n
n

)
−
( ۲n
n+ ۱

)
=

(۲n)!
۲× n!n! −

(۲n)!
(n− ۱)!(n+ ۱)! =

(۲n)!(n+ ۱)
۲× n!(n+ ۱)! −

(۲n)!(۲n)
۲× (n)!(n+ ۱)!

=
(۲n)!(۱− n)

۲× (n)!(n+ ۱)! ≤ ۰

بنابراين
∑

D(KG(m,n)) ≤ m+ ۱
۲n+ ۱

(
m− n− ۱
n− ۱

)(
m

n+ ۱
)
. (۱۵ . ۴)

لذا است منتظم -(m−n
n

) گراف يک KG(m,n) گراف چون بعلاوه

∑
S(KG(m,n)) ≤

(
m− n
n

)∑
c

KG(m,n). (۱۶ . ۴)



۵۱ کسری رنگی عدد برای پايين کران
∑
c

KG(m,n) =|A۱|+ ۲|A۲|+ ...+ (m− ۲n+ ۱)|Am−۲n+۱|+ (m− ۲n+ ۲)|Bm−۲n+۲|

=

(
m

n

)(
m+ ۱
n+ ۱ −

n− ۱
۲n+ ۲

(۲n
n

)(
m
n

) )

زده  حدس کنسر گراف رنگی مجموع دقيق مقدار بعنوان [۱] در که است مقداری همان مقدار اين که
می دهد نتيجه  (۱۶ . ۴) نامساوی شده است.

∑
S(KG(m,n)) ≤

(
m− n
n

)(
m

n

)(
m+ ۱
n+ ۱ −

n− ۱
۲n+ ۲

(۲n
n

)(
m
n

) ) (۱۷ . ۴)

جمعی رنگی مجموع و تفاضلی رنگی مجموع برای بالا کران دو ترتيب به (۱۷ . ۴) و (۱۵ . ۴) روابط
می گيرند. قرار استفاده مورد بعد بخش در که هستند

کسری رنگی عدد برای پایین کران ۵ . ۴

عدد برای کنسر گراف دارد، رأسی رنگی عدد برای کامل گراف که نقشی شد بيان قبلا که همانطور
و بکارگيری با را (۳ . ۳ . ۴) و (۲ . ۳ . ۴) قصيه از کاربردی بخش، اين در می کند. ايفا کسری رنگی
ارائه ، G گراف هر برای کسری رنگی عدد برای پايينی کران يافتن جهت ارتباط، اين از استفاده
شده ارائه (۱ . ۳ . ۴) قضيه از ای نتيجه بعنوان کسری رنگی عدد برای پايينی کران [۱] در می کنيم.

 است.

است برقرار زير نامساوی G گراف هر برای [۱] .١ . ۵ . ۴ قضیه

∑
G < χf (G)|V (G)|

داريم. را زير قضيه دو جمعی و تفاضلی رنگی مجموع مفاهيم با ارتباط در اکنون

است برقرار زير نامساوی G گراف هر برای .٢ . ۵ . ۴ قضیه

∑
D(G) < χf (G)|E(G)| (۱۸ . ۴)

|E(KG(m,n))| = رابطه به بنا .Hom(G,KG(m,n)) ̸= ∅ و χf (G) = m
n کنيد فرض برهان.
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گرفت نتيجه می توان (۲ . ۳ . ۴) قضيه و (۱۵ . ۴) مساوی نا و (m−n
n

)(m
n
)

۲

∑
D(G) ≤

∑
D(K(m,n))

|E(G)|
|E(KG(m,n))|

≤ ۲n(m+ ۱)
(n+ ۱)(۲n+ ۱) |E(G)|

≤ m+ ۱
n+ ۱ |E(G)|

<
m

n
|E(G)| = χf (G)|E(G)|

است برقرار زير نامساوی G گراف هر برای .٣ . ۵ . ۴ قضیه

∑
S(G) < ۲χf (G)|E(G)|. (۱۹ . ۴)

است. (۳ . ۳ . ۴) قضيه و (۱۷ . ۴) نامساوی اساس بر قبل قضيه مشابه قضيه اين اثبات برهان.

از باشد. G از خوشه بزرگترين اندازه ω(G) و باشد انتقالی يال گراف يک G کنيد فرض ∑اکنون
D(G) ≥ می دهد نتيجه (۲ . ۳ . ۴) قضيه دارد، وجود G به Kω(G) از همريختی يک همواره که آنجايی

قضيه در .∑S(G) ≥ (ω(G)+۱)|E(G)| آورد بدست می توان مشابه بطور همچنين .ω(G)+۱
۳ |E(G)|

گراف رنگی عدد بر مبتنی جمعی و تفاضلی رنگی مجموع برای ديگری بالای کران ارائه به بعد
می پردازيم.

داريم G گراف هر برای .۴ . ۵ . ۴ قضیه
∑
D(G) ≤ (χ(G)+۱)

۳ |E(G)| آ)
∑
S(G) ≤ (χ(G)− ۱)|E(G)| ب)

(۲ . ۳ . ۴) قضيه از .χ(G) = n بطوريکه باشد همريختی يک f : G −→ Kn کنيد فرض آ) برهان.
|
∑
D(Kn)| = که است بررسی قابل سادگی به ∑D(G) ≤ |E(G)

|E(Kn)|
∑
D(Kn). می شود نتيجه

داريم بنابراين n(n−۱)(n+۱)
۶∑

D(G) ≤ |E(G)|(n+ ۱)
۳

می کند. تمام را اثبات اين و
است. (آ) حالت مشابه اثبات ب)

آمد. بدست χf (G) عدد برای مختلف پايين کران دو ترتيب به (۳ . ۳ . ۴) و (۲ . ۳ . ۴) قضايای بنابر

χf (G) >
∑

D(G)
|E(G)| •



۵۳ کسری رنگی عدد برای پايين کران

χf (G) >
∑

S(G)
|۲E(G)| •

پايين کران به نسبت بهتری پايين کران
∑

S(G)
|۲E(G)| می رود انتظار (۴ . ۲ . ۴) حدس بودن درست صورت در

باشد. χf (G) برای [۱] در شده بيان





۵ فصل

متغیر همسایگی جستجوی روش
مجموع آمیزی رنگ مسئله برای

۵۵



MSC مسئله برای متغير همسايگی جستجوی روش ۵۶

است سخت -NP مسئله يک مجموع آميزی رنگ مسئله شد، بررسی (۲) فصل در که همانطور
برای حل روش ارائه به فصل اين در مسائل، گونه اين با مواجهه در منطقی و معمول روال بنابر و
روش های NP مسائل ساير همانند می پردازيم. بهينه نزديک جواب های يافتن منظور به مسئله اين
تقريبی حل برای که روش ها اين از نمونه هايی شده است. ارائه مسئله اين با رويارويی برای مختلفی
روش کرديم. بيان (۳) فصل انتهای در را گرفته است قرار توجه مورد مجموع آميزی رنگ مسئله
ابتکاری۲ فرا روش های عنوان با آن ها از که است روش هايی جمله از ۱ متغير همسايگی جستجوی
قرار توجه مورد پيچيده سازی بهينه مسائل از گسترده ای و وسيع دسته برای روش اين می شود. ياد
اين به مختلفی مقالات در و نبوده مستثنی موضوع اين از هم گراف ها آميزی رنگ مسئله گرفته است.

شده است. نگريسته متغير همسايگی جستجوی رويکرد و ديد با مسئله
برای متغير همسايگی جستجوی روش ارائه به می خواهيم فصل اين در شده بيان توضيحات بنابر
نوع به بسيار روش اين است مشخص نام از که همانطور بپردازيم. مجموع آميزی رنگ مسئله حل
را مسئله موجه فضای بايد موضوعی هر از قبل بنابراين است. متکی  مسئله برای مفروض همسايگی
قبل لذا دهيم. توضيح را جستجو روش نهايت در و همسايگی ها آن اساس بر بتوانيم تا کنيم معرفی
آميزی رنگ مسئله صحيح عدد خطی غير مدل معرفی به ابتدا فصل اين اصلی موضوع به ورود از

می بريم. جلو ترتيب به را مطالب ساير سپس و مجموع می پردازيم
[۴۶] مرجع از نشده است، ذکر آن منبع که فصل اين مطالب و قضايای گزاره ها، کليه است ذکر به لازم

شده اند. اتخاذ

MSC مسئله ریاضی مدل ١ . ۵
متغير های از اغلب صحيح عدد ريزی برنامه فرم بصورت گراف آميزی رنگ مسايل سازی مدل در
تخصيص ام u راس به ام j رنگ آيا که آنست معنای به متغير اين شود. می استفاده xuj يک و صفر
فوق متغيرهای بايد باشد مجاز ها راس به اعداد تخصيص اينکه برای همچنين خير؟ يا است شده داده
به کند. صدق بايست ۱ ≤ j ≤ n هر برای و (u, v) ∈ E يال هر برای xuj + xvj ≤ ۱ قيود دسته در

:[۳۷] می کند مشخص را گراف آميزی رنگ مسئله شدنی فضای فقط زير رياضی مدل مثال عنوان

xuj + xvj ≤ ۱ : ∀(u, v) ∈ E , ∀j∑
j

xuj = ۱ : u = ۱,۲, ..., n
xuj ∈ {۰,۱}

برای مثلا است. زياد رياضی مدل نوع اين در قيود و متغيرها تعداد شود می ملاحظه که همانطور
۱۰۰ و محدوديت ۱۶۰ دارای فوق رياضی مدل يال، ۱۵ و راس ۱۰ با (۴ . ۴ (شکل پترسن گراف

1Variable Neighborhood Search
2Methaheuristic Methods



۵۷ MSC مسئله رياضی مدل

است. متغير
نوع چه روی ما که است وابسته موضوع اين به بسيار بهينه سازی مسئله هر حل روش که است بديهی
متغير ها تعداد با MSC مسئله از ديگری رياضی مدل قسمت اين در لذا می کنيم. صحبت رياضی مدل
تاثير می شود، بيان ادامه در که حلی روش بر که می کنيم ارايه خطی، غير ولی کمتر محدوديت های و

است. گذار

MSC مسئله صحیح عدد غیرخطی ریاضی مدل ١ . ١ . ۵

بگيريد. نظر در را {v۱, v۲, ..., vn} رئوس مجموعه با G = (V,E) جهت و دور بدون ساده گراف
کنيد. تعريف ام i راس رنگ را xi اختصار به يا xvi متغير i = ۱, ..., n هر برای اکنون

است: زير بصورت MSC مسئله صحيح عدد خطی غير ريزی برنامه مدل بنابراين

Min

n∑
i=۱

xi

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E

۱ ≤ xi ≤ n , integer : i = ۱,۲, ..., n

داشت: خواهيم زايد قيود حذف و مناسب متغير تغيير با

P ) Min

n∑
i=۱

xi

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E (۱ . ۵)
xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n (۲ . ۵)

يک کند، صدق (۲ . ۵) و (۱ . ۵) های محدوديت در که X = (x۱, x۲, ..., xn) مثل تايی n بردار هر
است. MSC مسئله جواب يک اختصار به يا G گراف برای مجاز آميزی رنگ يک يا شدنی جواب
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شدنی فضای افراز ١ . ٢ . ۵
داريم: کنيم، حذف (۱ . ۵) محدوديت های از را مطلق قدر نماد کنيد فرض P مسئله در

Min

n∑
i=۱

xi

s.t.

xi − xj ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E (۳ . ۵)
xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n (۴ . ۵)

است: زير شکل به فوق مسئله ماتريسی صورت

ILPA) Min ۱.Xt

s.t.

AX ≥ ۱ (۵ . ۵)
X ≥ ۰, integer (۶ . ۵)

های راس با متناظر آن ستون های و يال ها با متناظر آن سطرهای که است ماتريسی Am×n درآن که
مسئله جواب های از بسياری ،(۱ . ۵) های محدوديت از مطلق قدر علامت حذف با واقع در Gاست.
گرفته نظر در ،(i, j) ∈ E يال برای xi > xj آنها در که جواب هايی فقط و می شود گرفته ناديده P
می آيد. بدست زير صورت به G از که بگيريد نظر در ای شده گذاری جهت گراف را D اکنون می شود.
يال با متناظر ام r سطر ،A ماتريس در اگر بنابراين .xj < xi هرگاه است، i به j از (i, j) يال جهت

بود: زيرخواهد بصورت آن از ars درآيه آنگاه باشد، vs راس با متناظر sام ستون و er

ars =


۱ باشد er دار جهت يال انتهايی راس vs اگر
−۱ باشد er دار جهت يال ابتدايی راس vs اگر
۰ اينصورت غير در

بديهی است. D جهتدار ۳ گراف وقوع ماتريس ترانهاده همان A ماتريس می شود ملاحظه که همانطور
دارد وجود A مثل فرد به منحصر ماتريسِ يک G گراف برای D گذاری جهت هر با متناظر که است

برعکس. و
عدد و A ضرايب ماتريس ۴ بودن کلی يکهنگه دليل به AX ≥ ۱, X ≥ ۰ سيستم ديگر طرف از
صحيح بهينه جواب نتيجه در و صحيح راسی جواب دارای همواره راست، سمت بردار بودن صحيح

3Incidence Matrix
4Totally Unimodularity
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۵ سازی (آزاد نگرفت نظر در می توان را ILPA مسئله برای بودن صحيح شرط لذا و [۴۱] است

داد. قرار بررسی مورد را زير خطی ريزی برنامه مسئله و متغير) به مربوط محدوديت

LPA) Min ۱.Xt

s.t.

AX ≥ ۱ (۷ . ۵)
X ≥ ۰ (۸ . ۵)

که است بديهی باشد، LPA مسئله شدنی فضای SA و P مسئله شدنی فضای S کنيد فرض اگر حال
مسئله حل با بنابراين است) LPA و P مسئله بهينه مقدار ترتيب به z∗A و z∗ ) z∗ ≤ z∗A لذا و SA ⊆ S
اين البته آورد. بدست اصلی مسئله برای بالا کران يک می توان است، خطی ريزی برنامه يک که LPA

دارد. بستگی D متناظر گذاری جهت به آن تبع به و A ماتريس به کران
نظر به مفيد اينجا در که می پردازيم گزاره چند قالب در نتايجی ارايه به شده، بيان مطالب بر بنا اکنون

می رسند.

گراف برای آن با متناظر وقوع ماتريس A و گذاری جهت يک D کنيد فرض .١ . ١ . ۵ گزاره
SA = {X ∈ Rn|AX ≥ ۱, X ≥ ۰} مجموعه اينصورت در باشد، يال m و راس n با G = (V,E)

نباشد. دار جهت دورِ شامل D گذاری جهت اگر فقط و اگر است، ناتهی

ندارد. دار جهت دور D گذاری جهت اينصورت در ،X = (x۱, x۲, ..., xn)t ∈ SA کنيد فرض برهان.
باشد، داشته c = (v۱, v۲, ..., vt−۱, vt = v۱) مثل داری جهت دور کنيم فرض خلف برهان به اگر زيرا

داشت: خواهيم بنابراين دارد، قرار SA در X چون آنگاه

xv۱ < xv۲ < xv۳ < ... < xvt−۱ < xvt = xv۱

نيست. داری دورجهت شامل D بنابراين است. تناقض که
می دهيم نشان باشد. A با متناظر دار جهت دور بدون گذاری جهت يک D کنيد فرض برعکس،
يعنی آن دوگان لذا و بود خواهد نشدنی LPA مسئله اينصورت غير در زيرا است. ناتهی SA مجموعه

.[۵] بود خواهد نشدنی يا نامتناهی است، زير صورت به که DLPA

DLPA) Max ۱.Y
s.t.

Y A ≤ ۱ (۹ . ۵)
Y ≥ ۰ (۱۰ . ۵)

5relaxation
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DLPA لذا و است Y = (y۱, y۲, ..., ym) = (۰, ...,۰) بديهی جواب دارای فوق مسئله شدنی فضای اما
d ∈ Rm مثل ای شونده دور راسی شدنی جهت بنابراين است. نامتناهی پس باشد نشدنی نمی تواند
d۱, d۲, ..., ds کنيد فرض کليت دادن دست از بدون .[۵] dA ≤ ۰, d ≥ ۰, d ̸= ۰ بطوريکه دارد وجود
طولانی p کنيد فرض همچنين و باشند. آنها با متناظر های يال e۱, e۲, ..., es و d بردار مثبت مولفه های
بودن بيشينه دليل به باشد. e۱, e۲, ..., es يال های توسط شده القا گراف زير که دار جهت مسير ترين
اين به ورودی های يال بين از و باشد داشته خروجی يال نمی تواند آن انتهايی راس ،p مسير طول
سيستم بودن شدنی با مطلب اين است. مثبت d در آن با متناظر مولفه که دارد وجود يالی راس

است. ناتهی SA مجموعه می شود نتيجه بنابراين است. تناقض در dA ≤ ۰, d ≥ ۰, d ̸= ۰

اين با متناظر وقوع ماتريس دو A۲ و A۱ و متمايز گذاری جهت دو D۲ و D۱ اگر .١ . ٢ . ۵ گزاره
SA۱ ∩ SA۲ = ∅ آنگاه باشند، G گراف برای ها گذاری جهت

است. بديهی گراف گذاری جهت نحوه بنابه برهان.

های گذاری جهت تمام D۱, D۲, ..., Dt اگر G گراف برای که می شود نتيجه فوق گزاره دو از
ها SAi آنگاه باشد، ها گذاری جهت اين با متناظر وقوع ماتريس های A۱, A۲, ..., At و دور بدون

يعنی: می کند، افراز را S مجموعه

i ̸= j : SAi

∩
SAj = ∅ (۱

S =
∪t

i=۱ SAi (۲

خطی ريزی برنامه مسئله زير تعدادی به مسئلهNP-کامل يک موجه فضای روش اين با واقع در
های روش از استفاده با و (t ∈ o(۲|E|) ) است زياد بسيار مسئله ها زير اين تعداد ولی شد شکسته
بررسی مورد نمی شوند، بهينه جواب بهبود باعث که را ها مسئله زير اين از تعدادی توان می ابتکاری
کرد. بيان را زير گزاره بهينه آميزی رنگ در ها برگ رنگ مورد در می توان مثال عنوان به نداد. قرار

باهم راس، يک با مجاور برگ های رنگ MSC مسئله برای بهينه آميزی رنگ در .١ . ٣ . ۵ گزاره
است. دو حداکثر و برابر

x۱, x۲, ..., xr رئوس رنگ که است بديهی اولا شود، می (۵ . ۱)ملاحظه شکل در که همانطور برهان.
راس، يک با مجاور برگ های باشند.(رنگ برابر بايد بهينه آميزی رنگ در هستند، x راس مجاور که
رنگ تابع c : V → I کنيد فرض همچنين هستند). مقدار و وضعيت يک دارای بهينه جواب در
يعنی ،c(x) ̸= c(x۱) ديگر طرف از .c(x۱) ≥ ۳ که باشد موجود x۱ مثل راسی و باشد بهينه آميزی
معرفی جديدی آميزی رنگ حالت دو هر در می توان بررسی اندکی با .c(x) > c(x۱) يا c(x) < c(x۱)
رنگ بنابراين دارد. تناقض c بودن بهينه با اين و است c به نسبت کمتری رنگ مجموع دارای که کرد

می باشند. دو حداکثر بعلاوه و برابرند هم با تنها رئوسِ بهينه
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x 

x1 x2 x3 
xr 

… 

دارند يکسانی وضعيت بهينه آميزی رنگ در x راس با مجاور برگ های :۱ . ۵ شکل

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 

1 

1 

2 1 

1 

1 

1 

2 

2 2 

2 

3 

1 

1 1 1 
2 

2 

باشند بهينه آميزی رنگ در ۲ رنگ دارای بايد حتما که برگ هايی :۲ . ۵ شکل
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رنگ آن در که است آن بهينه مجموع آميزی رنگ همراه به درخت يک از مثالی (۲ . ۵) شکل
.( است تحقيق قابل موضوع اين ساده بررسی يک (با باشد ۲ بايد حتما برگ ها از بعضی

حل به نياز P مسئله برای قبولی قابل جواب يافتن جهت قسمت، اين در شده بيان مطالب توجه با
بدون را LPA مسئله بهينه جواب می توان زير گزاره از استفاده با است. LPA خطی های مسئله زير

آورد. بدست X ≥ ۰ و AX ≥ ۱ سيستم با شدن درگير

بدون G از گذاری جهت يک D کنيد فرض بگيريد. نظر در را G = (V,E) گراف .۴ . ١ . ۵ گزاره
منحصر بهينه جواب X∗ = (x۱, ..., xn) اينصورت در باشد. آن با متناظر ماتريس A و جهتدار دورِ
جهتدار مسير بزرگترين طول برابر ، (vi راس رنگ ) xi اگر فقط و اگر بود خواهد LPA مسئله فرد به

باشد. vi به منتهی

ديگری جواب کنيد فرض لذا نباشد. LPA مسئله بهينه جواب X∗ کنيد فرض خلف برهان به برهان.
که بطوری باشد موجود Y = (y۱, ..., yn) مثل

n∑
i=۱

yi <
n∑

i=۱
xi

فرض به بنا .yl < xl = k آن در که بطوری است موجود vl مثل راسی حداقل که است بديهی

p = (v۱v۲...vk+۱ = vl)

چون ديگر، طرف از است. راس k+۱ از متشکل k طول با vl راس به منتهی جهتدار مسير بزرگترين
داريم: پس Y ∗ ∈ SA

۰ ≤ y۱ < y۲ < ... < yk+۱ = yl < xl = k

بهينه جواب X∗ بنابراين ندارد. امکان اين و است متمايز صحيح عدد k + ۱ دارای [۰, k) بازه يعنی
است. LPA مسئله

بنابراين .۱.X ′ = ۱.X∗ که بطوری است موجود X ′ ̸= X∗ کنيد فرض بودن فرد به منحصر اثبات برای
استدلال از استفاده با مجددا .x′s < xs بطوريکه است موجود vs مثل راسی کليت،  دادن دست از بدون
می شود. اثبات X∗ جواب فردی به منحصر لذا ندارد. امکان موضوع اين که می شود نتيجه اثبات ابتدای

دلخواه به باشد. X∗ = (x۱, ..., xn) فرد به منحصر بهينه جواب دارای LPA مسئله کنيد فرض اکنون
نظر در را رئوسی مجموعه شده، جهت گذاری گراف در بگيريد. نظر در را xl رنگ با vl مثل راسی
xl − ۱ رنگ با vl−۱ مثل راسی حداقل مجموعه اين در که است بديهی هستند. vl از قبل که بگيريد
vl−۲ مثل راسی استدلال همين با بود. نخواهد بهينه جواب X∗ صورت اين غير در زيرا دارد. وجود
رنگ آن در که است موجود p = (v۱v۲...vl−۱vl) مسير لذا است. موجود xl − ۲ رنگ با vl از قبل
جهت مسيرِ بزرگترين مسير، اين که است بديهی ندارد. وجود آن از قبل راسی و است صفر v۱ راس
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است. xl طول با vl به منتهی دار

رئوس روی و داخل که اعدادی کنيد. ملاحظه را (۳ . ۵) شکل اخير گزاره از بهتر درک ايجاد برای
داده گذاری جهت طبق گراف اين در هستند. نظر مورد رئوس رنگ و شماره ترتيب به اند شده نوشته
بازه کليت دادن دست از بدون است ذکر به لازم شده است. ارايه آن با متناظر بهينه آميزی رنگ شده،

است. شده انتخاب ۱,۲, ..., n بازه از ۰,۱, ..., n− ۱ بجای ها رنگ انتخاب به مربوط
1 1 

4 

1 

2 

1 

1 
3 

1 

آن با متناظر بهينه آميزی رنگ و مفروض گذاری جهت :۳ . ۵ شکل

Nk همسایگی های معرفی ٢ . ۵
بر جستو که اين از داشتن اطلاع بدون شدنی، فضای جستجوی از صحبت شد، بيان قبلا که همانطور
تنگاتنگی ارتباط ترکيبياتی مسئله يک حل واقع در بی معناست. می افتد، اتفاق همسايگی چه اساس
تعريف در سراسری بهينه و محلی بهينه نقطه تعريف دارد. آن برای شده تعريف همسايگی ساختار با

است. آمده زير

بگيريد. نظر در را c هزينه تابع و F شدنی فضای با (F, c) سازی کمينه مسئله [۴۲] .٢ . ١ . ۵ تعریف
يک را f ∈ F شدنی جواب باشد. مسئله اين برای شده تعريف همسايگی N کنيد فرض همچنين

: باشيم داشته هرگاه می ناميم، N همسايگی به نسبت محلی بهینه

c(f) ≤ c(x) : ∀x ∈ N(f)

: باشيم داشته هرگاه است، سراسری بهینه (F, c) مسئله برای f موجه جواب همچنين

c(f) ≤ c(x) : ∀x ∈ F

در را (۴ . ۵) شکل در شده داده نمايش تابع کمينه نقطه می خواهيم کنيد فرض نمونه عنوان به
فاصله با همسايگی بعدی، يک سازی بهينه برای همسايگی ترين معروف بياوريم. بدست [۰,۱] بازه
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می شود: تعريف زير بصورت ϵ > هر۰ برای که است اقليدسی

Nϵ(f) = {x|x ∈ [۰,۱]; |x− f | < ϵ}

های همسايگی به نسبت می توانند C و B و A نقطه سه هر شود، انتخاب کوچک کافی قدر به ϵ اگر

1 

A 

C 

B 

0 

اقليدسی فاصله همسايگی با بعدی يک سازی بهينه مسئله :۴ . ۵ شکل

که را ϵ اگر اکنون است. سراسری بهينه A نقطه فقط انها بين از حاليکه در باشند، محلی بهينه متناظر
خواهد محلی بهينه يک A نقطه شود، انتخاب ۱ با مساوی بزرگتر است، Nϵ(.) همسايگی  شعاع همان

است. گذار تاثير مسئله خروجی جواب در همسايگی انتخاب بنابراين هست. هم سراسری که بود
است دار وزن يالهای دارای که G گراف برای فراگير۶ درخت مينيمم يافتن مسئله ديگر نمونه عنوان به
است. ( يالها وزن مجموع ) هزينه کمترين با فراگير درخت يافتنِ مسئله، اين هدف بگيريد. نظر در را
برای همسايگی [۴۲] در باشد. G زمينه گراف برای فراگير درخت يک T کنيد فرض مسئله اين در

است: شده معرفی زير بصورت مسئله اين

N(T ) =
{

مجموعه تمام که درخت هايی از افزودن يک يال و حذف يک يال از T بدست می آيند 
}

نوع اين در .[۴۲] است سراسری بهينه يک MST مسئله محلی بهينه هر فوق همسايگی بازای
هست. سراسری بهينه محلی بهينه هر می شود، ياد ۷ کامل همسايگی عنوان با آن از که همسايگی ها
می دادند، بدست MST مسئله برای را دقيق جواب که الگوريتم هايی برخی  صحت و درستی حقيقت در

6Minimum Spanning Tree
7Exact Neighborhood
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است[۲۵]. N(T ) همسايگی مهم خاصيت اين دليل به ،۹ پريم و ۸ کروسکال الگوريتم های مثل
ولی است. ناکامل کوچک کافی قدر به ϵ > ۰ برای که است همسايگی از ای نمونه Nϵ(.) همسايگی

است. کامل ϵ ≥ ۱ برای همسايگی همين
فرايندِ در سازی، بهينه مسئله يک برای همسايگی مناسب تعريف و طراحی فوق، توضيحات بنابر

دارد. بسزايی تاثير آن حل الگوريتمِ طراحیِ

MSC مسئله برای همسایگی ٢ . ١ . ۵
به کنيد رجوع مثال برای است. شده معرفی مقالات در مختلفی همسايگی های MSC مسئله برای
است مستقلی های مجموعه بر مبتنی شده تعريف های همسايگی آنها اغلب در .[۶ ،۲۴ ،۲۱ ،۱۹]
بندی مدل بر مبتنی اينجا در شده تعريف همسايگی ولی می شود. ياد رنگی کلاس عنوان به آن از که
مثل تايی n بردار هر شد اشاره (۱ . ۵) بخش در که همانطور شد. بيان (۱ . ۵) بخش در که است
يک يا شدنی جواب يک کند، صدق (۲ . ۵) و (۱ . ۵) های محدوديت در که X = (x۱, x۲, ..., xn)
همسايگی هايی بنابراين است. MSC مسئله جواب يک اختصار به يا G گراف برای مجاز آميزی رنگ

شوند. تعريف تايی n بردار های اين حول بايست می شوند، معرفی ادامه در که
Nk(X) همسايگی باشد. آن شدنی فضای S و P مسئله برای مجاز آميزی رنگ يک X کنيد فرض

می کنيم. تعريف زير بصورت k = ۱, ..., n برای را

شدنی فضای با P مسئله برای مجاز) (رنگ آميزی شدنی جواب يک X کنيد فرض .٢ . ٢ . ۵ تعریف
تعريف زير بصورت و می ناميم X بردار ام k همسايگی را Nk(X) مجموعه صورت اين در باشد. S

می کنيم:

Nk(X) =
{
Y ∈ S |Y حداکثر در k مولفه از X بيشتر باشد } (۱۱ . ۵)

راس k رنگِ حداکثر آنها در که است S مجموعه از آميزی هايی رنگ شامل Nk(X) حقيقت در
بگيريد. نظر در را (۵ . ۵آ) شکل گراف مثال عنوان به است. X از بيشتر

X = (۱,۲,۳,۲,۲) جواب هستند. رئوس شماره اند شده نوشته رئوس داخل که اعدادی گراف اين در
Y = (۲,۱,۳,۱,۱) ∈ طرفی از و N۰(X) = {X} که است بديهی .۱۰ است S مجموعه از عضوی
بررسی اندک با است. سراسری بهينه همچنين و N۱ همسايگی به نسبت محلی بهينه يک N۱(X)

محلی بهينه هر (يعنی است کامل همسايگی يک گراف اين برای  N۱ همسايگی که می شود نتيجه
اين برای درواقع نيست. اينطور (۵ . ۵ب) شکل گراف برای ولی است). سراسری بهينه ،N۱ به نسبت
جواب زيرا نيست. سراسری که (N۱ به (نسبت است محلی بهينه يک X = (۱,۲,۲,۲,۲,۱) گراف،

8Kruskal
9Prime

شده است. آغاز ۱ عدد از صفر عدد بجای رئوس، آميزی رنگ کليت، دادن دست از ۱۰بدون
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(ب) (آ)

N۱(X) همسايگی :۵ . ۵ شکل

ندارد. قرار N۱(X) همسايگی در که است کمتری رنگ مجموع دارای W = (۲,۱,۱,۱,۱,۲)
رنگ افزايش معمولی، رنگ آميزی مسئله خلاف بر مجموع آميزی رنگ مسئله در می دانيم که همانطور
اصلی انگيزه موضوع، همين و شود ( رنگ ها مجموع (کاهش بهينه جواب بهبود باعث می تواند ٰرئوس
اندازه که است پرواضح شد. آمده، (۱۱ . ۵) رابطه در آنچه بصورت Nk همسايگی معرفی برای ما

داريم: X جوابِ يک برای يعنی می شود. بزرگتر و بزرگ k افزايش با Nk همسايگی

N۰(X) ⊆ N۱(X) ⊆ ... ⊆ Nk(X)

نسبت X آنگاه باشد، Nk همسايگی به نسبت محلی بهينه جواب يک X اگر که است بديهی بنابراين
شده، داده X يک برای لذا است. محلی بهينه نيز ۰ ≤ i ≤ k − ۱ برای Ni های همسايگی به
است. اهميت حائز باشد، کامل Nk(X) همسايگی باشيم مطمئن آن بازای که k مقدار کمترين يافتن
k = |V | − ۱ برای Nk همسايگی واقع در است. |V | − ۱ حداکثر k مقدار بيشترين که است بديهی
اين به نسبت محلی بهينه جواب يک يافتن زيرا نيست. k برای خوبی کران اصلا اين و است کامل
را زيادی محاسبات و نيست ساده ای کار هم، بزرگ چندان نه اندازه با گراف هايی برای همسايگی،
افزايش در که نيست مقدور ما برای لذا نباشد. هم ضروری چندان شايد که محاسباتی می کند. تحميل
نياز بدون را Nk همسايگی به مربوط فضای بتوان چه هر باشيم. نداشته محدوديتی همسايگی ها اندازه
برای بود. خواهد بيشتری سرعت دارای جستجو فرايند کنيم، بررسی سريعتر همسايگی ها اندازه به
فرايند تسريع در که می کنيم معرفی را نگهدارندگی بنام گراف در جديد مفهومی ادامه در مهم، اين انجام

گشاست. راه بسيار جواب ها بهبود و جستجو

کاهندگی و نگهدارندگی ٣ . ۵
آنها در که می خوريم بر آميزی) رنگ (بردارهای جواب هايی به موجه فضای جستجوی فرايند در
کاهش از که رئوس اين است. رئوس از ديگر برخی رنگِ افزايش مستلزم رئوس از برخی کاهش
نگهدارنده (مجموعه) رئوس آنها به که هستند رئوسی می آورند، عمل به ممانعت رئوس ساير رنگ



۶۷ کاهندگی و نگهدارندگی

می گوييم.
به بتوان رئوس اين شناسايی با واقع در که است آن اينجا در تعريفی چنين ارايه از اصلی هدف
رئوس، رنگ کاهشِ و افزايش اين اوقات گاهی البته کرد. کمک جواب بهبود و هدف تابع کاهش
رئوس سراغ بايد که اينجاست در نيست. خوب اين و می شود هدف تابع افزايش به منجر نهايت در
برای می شود. هدف تابع کاهش به منجر آنها رنگ افزايش که برويم نگهدارنده ای مجموعه های يا
به مفهوم اين چگونه که داد خواهيم توضيح و می کنيم تعريف را مفهوم اين بعد قسمت در منظور اين

کرد. خواهد کمک همسايگی ها فضای پيمايشِ سرعت افزايشِ

کاهنده و نگهدارنده مجموعه های ٣ . ١ . ۵
باشد. G گراف برای مجاز آميزی رنگ بردار X کنيد فرض نگهدارنده. راس .٣ . ١ . ۵ تعریف

: بطوريکه v ∈ N(u) باشد داشته وجود هرگاه است نگهدارنده راس يک u راس
X(u) < X(v) الف)

.X(w) ̸= X(u) باشيم داشته u ̸= w ∈ N(v) راس هر برای ب)
می دهيم. نمايش u↗ v نماد با آنرا و داشته است نگه را v راس u راس می گوييم حالت اين در

عضوی k مجموعه زير و X مجاز آميزی رنگ بردار k-نگهدارنده. مجموعه .٣ . ٢ . ۵ تعریف
هرگاه است k-نگهدارنده ،S گوييم بگيريد. نظر در را G گراف رئوس مجموعه از S = {t۱, ..., tk}

بطوريکه: باشد موجود (۱ ≤ r ≤ k) ای r انديس و v ∈ N(S)۱۱ مثل راسی
X(tr) < X(v) الف)

X(w) ̸= X(tr) باشيم داشته tr ̸= w ∈ N(v) \ S راس هر برای ب)

شدن تر روشن برای است. ۱-نگهدارنده مجموعه يک خود نگهدارنده راس هر که است بديهی
همانطور بگيريد. نظر در را X = (۱,۲,۲,۲,۲,۱) جواب و (۵ . ۵ب) شکل گراف جديد مفاهيم اين
هيچ ديگر بعبارت يا نيستند نگهدارنده گراف اين رئوس از کدام هيچ اينحالت در می شود ملاحظه که

است. نگهدارنده -۲ مجموعه يک H = {۱,۶} مجموعه حاليکه در ندارد ۱-نگهدارنده مجموعه

مجموعه زير و X مجاز آميزی رنگ بردار دهنده). (کاهش -کاهنده k مجموعه .٣ . ٣ . ۵ تعریف
اولا هرگاه است k-کاهنده ،S گوييم بگيريد. نظر در را G گراف رئوس مجموعه از S عضوی k

کاهش به منجر بطوريکه باشد موجود S رئوس رنگ افزايش از ترتيبی ثانيا و باشد k-نگهدارنده
شود. رئوس رنگ مجموع

مفاهيم اين ارتباط که می کند راهنمايی گزاره دو قالب در بديهی نسبتا نتايجی به را ما فوق تعاريف
می کند. مشخص بيشتر Nk همسايگی های بر مبتنی متغير همسايگی جستجوی روش با را

است. S مجموعه مجاور رئوس N(S) از منظور ۱۱
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دارای G گراف اگر فقط و اگر است، محلی بهينه Nk همسايگی به نسبت X جواب .٣ . ١ . ۵ گزاره
نباشد. X به نسبت کاهنده ای - k مجموعه هيچ

آنگاه نباشد، کاهنده ای - k مجموعه هيچ دارای k ≥ ۱ هر به نسبت X جواب اگر .٣ . ٢ . ۵ گزاره
است. سراسری بهينه X جواب

هيچ دارای ،X = (۱,۲,۲,۲,۲,۱) آميزی رنگ بردار بازای (۵ . ۵ب) شکل گراف مثال عنوان به
اين بنابراين بود. نخواهد هم ۱-کاهنده ای مجموعه هيچ دارای آن تبع به نيست ای نگهدارنده راس
و است ۲-کاهنده مجموعه يک H = {۱,۶} مجموعه ولی است N۱ به نسبت محلی بهينه يک جواب

بود. نخواهد سراسری بهينه جواب X (۲ . ۳ . ۵) گزاره بنابر
جواب به نسبت G گراف اگر که است بديهی کاهنده و نگهدارنده مجموعه های تعاريف بر بنا همچنين
و بود نخواهد هم k-کاهنده ای مجموعه هيچ شامل آنگاه نباشد، k-نگهدارنده مجموعه هيچ دارای X

است. محلی بهينه يک Nk همسايگی به نسبت X جواب (۱ . ۳ . ۵) گزاره بر بنا لذا
زيرا است. فصل  اين در مهم چالش های جمله از اندازه کوچکترين با کاهنده مجموعه های يافتن مسئله
ضروری غير محاسبات تحميل موجب است ممکن  مجموعه ها اندازه افزايش آن تبع به و k افزايش با
اتفاق به کاهنده مجموعه های يافتن متاسفانه شود. نظر مورد روش سرعت کاهش موجب نتيجه در و
زيرا نيست. ساده ای کار شود) رئوس رنگ  های مجموع کاهش سبب (که رئوس رنگ افزايش ترتيب
جواب های به مارا است ممکن آنها بررسی عدم که می شود ايجاد مختلفی وضعيت های حالت اين در

کند. هدايت نامناسبی

MSC مسئله با کاهنده و نگهدارنده مجموعه های ارتباط ٣ . ٢ . ۵
که بيايد پيش سوال اين است ممکن شد بيان کاهندگی و نگدارندگی مفهوم مورد در که توضيحاتی بنابر
چگونه ديگر، بعبارت يا باشند داشته می توانند همسايگی جستجوی با ارتباطی چه اساسا مفاهيم اين
سوال اين به پاسخ صدد در آنکه از قبل می کند؟ کمک جستجو فرايند عملکرد بهبود به مفاهيم اين

می کنيم. بيان موضوع شدن تر روشن جهت را مثالی براييم،
ساختمان کار تخريب گروه يک توسط است قرار که بگيريد نظر در را متروکه ای طبقه  صد ساختمان
مواد از کمتر استفاده و کار بازدهی بالابردن برای که است طبيعی شود. ويران محدود منفجره مواد با
ايجاد را ريزش بيشترين که شوند گذاشته کار ساختمان طبقات از نقاطی در مواد اين است بهتر منفجره،
انفجار هر از بعد ریزش ترتیبِ شوند، گذاشته کار مکانی چه در منفجره مواد اينکه بر علاوه کنند.
شناسايی نگيرد، صورت ريزشی مرحله ای در اگر حتی است. موثر بسيار تخريب فرايند ادامه بر هم
گيرد، صورت ريزش بعد مرحله در تا کنند کمک ساختمان شدن تر سست به که انفجاری مکان های

آشفتگی). (ایجاد است مفيد
يک همانند آن مجاز آميزی رنگ يک با همراه نظر مورد گراف بگيريد. نظر در را MSC مسئله اکنون
هستند سوار ديگر رئوس يا راس بعضی روی آن رئوس از بعضی که بطوری است طبقه چند ساختمان
مجموعه های اعضای واقع در دارند. رئوس ساير برای را نگهدارندگی نقش رئوس از بعضی بعبارتی يا
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آميزی رنگ با متناظر راس رنگ بعدی دو نمودار و راس ۲۳ با myciel4 گراف :۶ . ۵ شکل
بهينه

کمترين يافتن شوند. گذاشته کار آن ها در منفجره مواد است قرار که هستند مکان هايی همان کاهنده،
کمترين با -کاهنده k مجموعه يک يافتن مثل تخريب، ميزان بيشترين برای انفجار مکان های تعدادِ
رئوس رنگ مجموع در را کاهش بيشترين بطوريکه است X آميزی رنگ بردار يک به نسبت k مقدار
تابع کاهش و کاهندگی نگهدارندگی، مفاهيم بين ارتباط فوق توضيحات با احتمالا کند. ايجاد گراف
است آن برای مجازی آميزی رنگ با گراف يک از (۵ . ۶)مثالی شکل شده است. مشخص بيشتر هدف
شده داده نمايش ( رئوس رنگ عمودی محور و رئوس انديس افقی (محور دوبعدی نمودار يک در که
تمامی در راس يک با حداقل مشخص، رنگ با راس هر پيداست شکل روی از که همانطور است.

است. مجاور کمتر رنگ های

ریزش ترتیب ٣ . ٣ . ۵
کاهش دهندگی بيشترين با کاهنده مجموعه ی کوچکترين استخراج جهت روشی يافتن قبل، توضيحات بنابر
برای داريم. آنرا توضيح قصد قسمت اين در که است مهمی  کار مناسب زمان در هدف، تابع ميزان در
ابتدا لذا باشد. نگهدارنده بايد چيز هر از قبل کاهنده مجموعه هر (۳ . ۳ . ۵) تعريف بر بنا منظور اين
می گيريم کمک راسی نگهدارندگی مفهوم از هم کار اين برای کنيم. ايجاد نگهدارنده مجموعه يک بايد
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می کنيم. محاسبه نگهدارنده رئوس روی از را نگهدارنده مجموعه و
رئوس يا راس به نسبت گراف راس هر نبودن يا بودن نگهدارنده بايست ابتدا کاری هر از قبل پس
در شده است. نگهداشته ديگر رئوس يا راس کدام توسط راس کدام شود تعيين و شود بررسی ديگر
يا راس راس، هر ترتيب ها اين در که می کنيم برخورد رئوس از مختلفی ترتیب های به که اينجاست
رئوسِ ساير رنگ ترتيب (ها)، اين در ابتدايی راس حذف با نگهداشته است. را ترتيب در بعدی رئوس
رئوس يا راس رنگ تعيين از بعد می کند. ریزش اصطلاحا و می شود کم وار سلسله بصورت ترتيب
را رئوس از ترتيب اين گونه کرد. خواهد پيدا کاهش کاهش هدف تابع مساعد، شرايط در شده، حذف

می ناميم. ریزش ترتیب
کنيم انتخاب را رئوسی چه ما که دارد اهميت بسيار موضوع اين کاهنده مجموعه های يافتن روند در
ساختن برای حقيقت در شود. ايجاد رئوس ساير برای ۱۲ ريزش بيشترين آنها حذف از بعد که بطوری
اين برای باشد. نگهدارندگی  ميزان بيشترين دارای که می شود استفاده رئوسی از کاهنده مجموعه های
ديد. بهتر بتوان آن روی را رئوس نگهدارندگی رابطه که هستيم G گراف روی تعريفی نيازمند منظور

می کنيم. تعريف زير بصورت G روی از را D ۱۳ دورِ بدون جهتدارِ گراف لذا

گراف بگيريد. نظر در را آن  از X مجاز آميزی رنگ و G = (V (G), E(G)) گراف .۴ . ٣ . ۵ تعریف
می کنيم: تعريف زير بصورت را D = (V (D), E(D),W )

V (D) = V (G) (۱

E(D) = {(a, b) ∈ E(G)| a, b ∈ V (D)& a↗ b} (۲

∀ e = (a, b) ∈ E(D), we = xb − xa (۳

e = (a, b) يال با متناظر W بردار از مولفه ای we و a راس با متناظر X بردار از ای مولفه xa آن در که
است. D يال های وزن بردار W و است

است. طوقه چندگانه، يال و دور بدون جهتدار گراف يک D گراف بديهی است فوق تعريف با
بهترين و ،W شده تعريف وزنی بردار به نسبت D جهتدارِ مسير طولانی ترين يافتن بين که است روشن

دارد. وجود تنگاتنگی ارتباط ريزش ترتيب
مسئله همين ولی است سخت -NP مسئله يک کلی بطور گراف ها در بيشينه مسير يافتن مسئله اگرچه
به نسبت خطی زمان با الگوريتم يعنی . [۸] (O(n)) است خطی دور، بون جهتدار گراف های برای
به امر اين دليل دارد. وجود دور بدون جهتدار گراف های در بيشينه مسير يافتن برای ورودی اندازه
می شود. ياد توپولوژیکی۱۴ سازی مرتب عنوان با آن از که است گراف ها اين خاصی ويژگی خاطر
رئوس از ترتيب يک از عبارت است D مثل دوری بدون جهتدار گراف برای توپولوژيکی سازی مرتب
شود. ظاهر v راس از قبل u راس ،(u, v) دار جهت يال هر برای بطوريکه راست خط يک در D

است. رئوس رنگ کاهش همان ريزش، از ۱۲منظور
13Directed Asyclic Graph
14Topological Sorting



۷۱ کاهندگی و نگهدارندگی

يک گراف آن که است پذير امکان گراف يک برای زمانی توپولوژيکی سازی مرتب که است بديهی
.[۸] باشد دور بدون دار جهت گراف

هريک روی و داخل که اعدادی است. گرفته قرار بررسی مورد ريزش ترتيب موضوع (۷ . ۵) شکل در
گراف (۵ . ۷آ) شکل در هستند. رئوس از هريک رنگ و شماره ترتيب، به گرفته اند قرار راس ها از
شده  داده  نشان ۱۵ رنگ مجموع با X = (۱,۲,۳,۱,۴,۱,۲,۱) رنگ آميزی - ۴ يک همراه به G
(۵ . ۷ب) شکل در ،(۴ . ۳ . ۵) تعريف با مطابق ،D دورِ بدون جهتدار و وزندار گراف همچنين است.
و P۲ : ۴ − ۳ − ۵ ، P۱ : ۱ − ۲ − ۳ − ۵ جهتدار مسير سه شکل اين در رويت است. قابل
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D وزندار گراف (ب)
ريزش ترتيب :۷ . ۵ شکل

موقتا را آن ابتدايی راس و انتخاب را P۱ اگر مثلا دارد. وجود ۳ بيشينه طول با P۳ : ۸ − ۷ − ۵
می يابد. کاهش است، آمده مسير در که ترتيبی به ۲,۳,۵ رئوس رنگ که می کنيم ملاحظه کنيم، حذف
به تغييرات اين با اکنون می کنيم. تعيين مجددا را ۱ راس يعنی مسير، ابتدايی راس رنگِ نهايت در
جواب به نسبت هدف تابع در کاهش واحد دو دارای که می رسيم Y = (۲,۱,۲,۱,۳,۱,۲,۱) جواب

است. X
هدف تابع مقدار است، ( (۱-کاهنده نگهدارنده -۱ مجموعه يک واقع در که ۱ راس انتخاب با بنابراين
جواب بازای ديگر که آنجا تا کرد اعمال جديد جواب روی را فرايند همين می توان اکنون شد. کمتر
کنيم بزرگتر را همسايگی اندازه بايد که اينجاست در نباشد. موجود ۱-کاهنده ای مجموعه نظر، مورد
باشند رسيده خود اندازه بزرگترين به همسايگی ها که می کند پيدا ادامه تازمانی کار اين .(k (افزايش
گرفتن نظر در بدون کاهندگی) (يا نگهدارندگی مفهوم از صحبت که باشيد داشته توجه .(k = kmax)

معناست. بی آميزی، رنگ بردار يک
می توان شوند)، هدف تابع کاهش موجب (که خوب ريزش ترتيب های يافتن با فوق توضيحات بنابر
فايده دو مناسب ريزش ترتيب يافتن حقيقت در بخشيد. سرعت را محلی بهينه جواب يافتن فرايندِ
ترتيب ثانيا و کرد استفاده کاهنده مجموعه تکميل در آن راس نخستين از می توان اينکه اول دارد: مهم

می کند. مشخص را کاهنده مجموعه رئوس حذف از بعد رئوس، پيمايش
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نباشد، موجود دهنده) (کاهش خوب ريزش ترتيب و باشد رسيده خود مقدار بيشترين به k وقتی
گير محلی بهينه تله در يا ) است گرفته قرار Nk همسايگی به نسبت محلی بهينه يک در الگوريتم
چنين از خروج برای می شود، طراحی سازی بهينه مسائل برای که روش هايی اغلب در است). افتاده
نمونه ای ) می کنند. ياد محلی بهينه از خروج عنوان با آن از که می شود استفاده مکانيسمی از حالتی
بفرماييد.) ملاحظه [۶] مرجع در می توانيد را مجموع آميزی رنگ مسئله مورد در تکنيک اين از
به نسبت محلی بهينه از خروج برای مکانيسمی داريم قصد بعدی قسمت در فوق توضيحات بنابر

کنيم. معرفی Nk همسايگی های

محلی بهینه از خروج برای آشفتگی مکانیسم ۴ . ٣ . ۵
به منجر باشد، داشته وجود هم اگر يا ندارد وجود ريزشی ترتيب اصلا يا که بگيريد نظر در را حالتی
بار تحميل بجز و نيست ثمر مثمر هم k ميزان افزايش حالات اين در غالبا نمی شود. هدف تابع کاهش
ايجاد نگهدارنده رئوس گراف، در تغييراتی کمترين ايجاد با بايد لذا ندارد. نتيجه ای زمانبر، محاسباتِ
روشی از حالات گونه اين از خروج برای شوند. ايجاد مناسبی ريزش ترتيب های آن تبع به تا کنيم

نهاده ايم. نام آشفتگی مکانیزم آنرا که می کنيم استفاده
موارد اين در است. پايين چگالی با گرافی يا تهی گراف متناظر، D گراف حالات اين در واقع در
ايستايی يک در الگوريتم و می کند حرکت محلی بهينه جواب چند يا دو بين محلی جستجوی الگوريتم
را زمينه می دهيم، X بردار در که تغييری با بايد حالتی چنين از خروج برای می شود. گرفتار رکود و
می کنيم انتخاب را رئوسی يا راس منظور اين برای کنيم. ايجاد مناسب ريزش ترتيب های ايجاد برای
رئوس اين رنگ افزايش با می شوند. موجب رئوس ساير بودن نگهدارنده برای را مزاحمت بيشترين که
الگوريتم ايستايی و رکود از تا داريم ريزش ترتيب های آن تبع يه و نگهدارنده رئوس ايجاد در سعی

کنيم. جلوگيری
ريزش ترتيب های يافتن دنبال به هدف، تابع کاهش برای فعلی جواب روی از مرحله هر در کلی، بطور
روی را انها بودند موجود ترتيب ها اين اگر هستيم. محلی جستجو فرايند در تسريع جهت مناسب
آشفتگی مکانيزم اعمال با اينصورت غير در می آوريم، بدست را جديد جواب و کرده اعمال فعلی جواب
توقف شرايط به رسيدن تا را روال همين و می کنيم گراف در مناسب ريزش ترتيب ايجاد در سعی فوق
گراف شکل اين در می دهد. توضيح را مکانيسم اين عملکرد چگونگی (۸ . ۵) شکل می دهيم. ادامه
رنگ عمودی محور و انديس افقی (محور دوبعدی نمودار يک در X مجاز آميزی رنگ همراه به G
فرض مثال اين در شود. مشخص تر رئوس بودن نگهدارنده رابطه تا است شده ترسيم است) رئوس
۵ . ۱۰آ). (شکل شده است متوقف X = (۱,۲,۲,۲,۲,۱) جواب در جستجو فرآيند و kmax = ۱ کنيد
دارد. وجود X به نسبت کاهنده ای - ۱ مجموعه نه آن تبع به و نگهدارنده ای راس نه حالت اين در
برای است. محلی بهينه N۱ همسايگی به نسبت X جواب که نتيجه می شود (۱ . ۳ . ۵) گزاره بنابر لذا
رئوس ساير بودن نگهدارنده مزاحم که رئوسی بايد محلی) بهينه از (خروج وضعيت اين از خروج
رئوس ۶ و ۱ رئوس اينجا در ۵ . ۸ب). (شکل دهيم افزايش را آنها رنگ و کرده شناسايی را هستند
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آشفتگی ايجاد مکانيسم توضيح :۸ . ۵ شکل

(شکل می شود ايجاد نگهدارنده رئوس ( ۱ مثلا ) آنها از يکی رنگ افزايش با لذا هستند. مزاحم
 Y = (۳,۲,۲,۲,۲,۱) جواب روی را N۱ همسايگی با محلی جستجوی روش اگر اکنون ۵ . ۸ج).
است سراسری بهينه جواب که يافت خواهيم دست X = (۲,۱,۱,۱,۱,۲) بهينه جواب به ببريم، بکار

۵ . ۸د). (شکل

مسئله برای متغیر همسایگی جستجوی روش ۴ . ۵
Nk همسایگی های به نسبت MSC

همسايگی جستجوی روش ترکيبياتی، مسايل حل در ابتکاری فرا الگوريتم های کاربردترين پر از يکی
اين اصلی ايده .[۱۸] شد ارايه ملادنويچ۱۷ و هنسن۱۶ توسط ۱۹۹۷ سال در که است ۱۵(VNS) متغير

15Variable Neighborhood Search
16Pierre Hansen
17Nenad Meladenovic



MSC مسئله برای متغير همسايگی جستجوی روش ۷۴

همسايگی تغيير ايده است. جستجو فرايند در معين اسلوب اساس بر همسايگی تغيير بر مبتنی روش
است: استوار زير اصل سه بر که است محلی بهينه از خروج برای روش، اين در

کمينه ديگر همسايگی نسبت لزوما خاص همسايگی ساختار به نسبت محلی کمينه جواب يک الف)
نيست. محلی

است. همسايگی ساختار هر به نسبت محلی کمينه جواب يک سراسری، کمينه جواب يک ب)

ساختار چند يا يک به نسبت محلی کمينه جواب های بهينه سازی، مسايل از بسياری در ج)
نزديکنند. هم به نسبتا همسايگی

يافت بهتری جواب جستجو اين در اگر می شود. جستجو بزرگتری همسايگی دائما VNS روش در
می شود. آغاز ابتدا از جديد جواب حول جستجو شود

از می شوند. گرفته بکار روش اين پياده سازیِ هنگام در که است مختلفی انواع شامل VNS روش
کاهش متغير همسايگی جستجوی روش ،۱۸(VND) متغير همسايگی کاهش روش به می توان جمله
همسايگی جستجوی روش ،۲۰(SVNS) مورب متغير همسايگی جستجوی روش ،۱۹(RVNS) يافته
زمينه اين در بيشتر مطالعه برای می تواند علاقمند (خواننده کرد. اشاره ... و ۲۱( BVNS) متغير اصلی
در می تواند خاص مسئله يک برای شده بيان روش های از کدام هر اتخاذ کند.) مراجعه [۳۸ ،۱۸] به

باشد. موثر شده ياد مسئله های جواب کيفيت

مورب متغیر همسایگی جستجوی ١ . ۴ . ۵
گاهی باشند. نزديک بهم و شده جمع جا يک در محلی بهينه جواب های که نيست اينطور هميشه
اتفاق اين دارند. فاصله فعلی جواب از يا يکديگر از بهينه نزديک های جواب مسايل برخی در اوقات
برای است. تر محتمل هستند، بزرگی شدنی فضای دارای که گراف ها آميزی رنگ مسائل مورد در
اطلاعات است ممکن زيرا نيست مناسبی کار همسايگی کردن بزرگتر جواب هايی چنين اين پيمايش
می شود اصلاح VNS روش مشکل اين رفع برای برود. دست از فعلی محلی بهينه جواب به مربوط
اين از رساله اين در می کنند. ياد (SVNS) مورب متغير همسايگی جستجوی روش عنوان به آن از که
روش اين کلی ساختار است. شده استفاده MSC مسئله روی متغير همسايگی جستجوی روشِ نوع

شده است. آورده (۱) الگوريتم در مجموع آميزی رنگ مسئله برای
جايگزين ∑(X ′′) − αρ(X,X ′′) عبارت با ( فعلی جواب هدف تابع (مقدار ∑(X ′′) روش اين در
بين متر يک ρ تابع است. پارامتر يک α و X ′′ و X بين فاصله ρ(X,X ′′) آن در که می شود
گسسته فضای در يا اقليدسی فاصله تابع می تواند پيوسته فضای در مثال عنوان به جواب هاست.

18Variable Neighborhood Descent
19Redused VNS
20Skewed VNS
21Basic VNS
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(SVNS) مورب همسای جستجوی روش کل ساختار ١ وریتم ال

k = ۱, ..., kmax برای Nk همسای های ،G گراف مجاورت ماتریس اولیه ده ∑مقدار
(X) یعن آن مقدار همراه به X ابتدایی جواب

Xopt ←− X دهید قرار
یرید. ب نظر در α پارامتر برای مقداری همراه به پایان شرایط) (یا شرط

: دهید انجام نشده برقرار توقف شرط ه تازمانی :١
k ←− ۱ : دهید قرار :٢

: دهید انجام k ≤ kmax ه تازمانی :٣

: ( آشفتگ یا (لرزش آ. :۴
.(X ′ ∈ Nk(X)) کنید.  انتخاب X همسای امین k از را X ′ تصادف جواب

: ( محل (جستجوی ب. :۵
را X ′′ محل بهینه جواب و کرده اعمال X ′ جواب روی را محل جستجوی روش ی

بیاورید. بدست
: جواب) یافتن (بهبود ج. :۶

: آنگاه
∑

(X ′′) <
∑

(Xopt) یعن بود، بهتر Xopt از X ′′ اگر :٧
Xopt← X ′′ :٨∑

(Xopt)←
∑

(X ′′) :٩
شرط پایان :١٠

: جواب) (جابجایی د. :١١
: آنگاه

∑
(X ′′)− αρ(X,X ′′) <

∑
(X) اگر :١٢

X ←− X ′′ :١٣
k ←− ۱ :١۴

وگرنه :١۵
k ← k + ۱ :١۶

شرط پایان :١٧
حلقه پایان :١٨

حلقه پایان :١٩
کنید. چاپ را Xopt جواب :٢٠

p ۲۲ نرم از مذکور مسئله برای اينجا در ما شود. گرفته نظر در همينگ فاصله بولی بردارهای برای
از دسته ای p-نرم می دانيم می کنيم. استفاده ،p = ۱,۲ برای می شود القا نرم اين توسط که متری از و

می شود: تعريف زير بصورت و داده نمايش ||.||p نماد با که است برداری نرم های

||X||p = (|x۱|p + |x۲|p + ...+ |xn|p)
۱
p p ≥ ۱, X ∈ Rn

می شود: تعريف زير بصورت نرم اين اساس بر Y و X تايی n بردار دو هر فاصله همچنين

||(X,Y )||p = (|x۱ − y۱|p + |x۲ − y۲|p + ...+ |xn − yn|p)
۱
p

22norm
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آميزی رنگ مسئله برای را مورب متغير همسايگی جستجوی روش کلی ساختار که (۱) الگوريتم
لرزش : از عبارتند مرحله چهار اين است. اصلی مرحله چهار شامل می دهد، توضيح مجموع
دوم مرحله معمولا جدید. جواب به جابجایی و جواب بهبود محلی، جستجوی آشفتگی، یا
با روش اين می دهد. اختصاص خود به مراحل ساير به نسبت را بيشتری زمان محلی) (جستجوی
اندازه افزايش مقدارِ بيشترين ،kmax مقدار همچنين شروع می شود. مجاز اما تصادفی رنگ آميزی يک

شود. مشخص ابتدا در بايد توقف شرايط ساير همراه به همسايگی ها،
در انتخاب می شود.  p احتمال با آشفتگی يا لرزش استراتژی دو از يکی (۴ (خط نخست مرحله در
کاهش متغير همسايگی يا (V ND) متغير همسايگی کاهش روش از (۵ (خط محلی جستجوی مرحله
در ترتيب به نيز روش ها اين کلی مراحل می کنيم. استفاده تصادفی بصورت هم باز (RV NS) يافته
در بهبودی آيا که می کند بررسی SV NS روش سپس شده اند. داده نشان (۳) و (۲) الگوريتم های
که می گيرد تصميم الگوريتم ،۱۷ الی ۱۱ خطوط در ۶ - ۹)؟ (خط خير يا افتاده است اتفاق جواب
را مذکور گام های SV NS يابد؟ افزايش k مقدار اينکه يا بشود انجام جديد جواب به جابجايی آيا
بيان قبلا که همانطور انجام می دهد. شده واقع بهبودِ آخرين از تکرار تعداد حداکثر به رسيدن تا

(VND) متغیر همسای کاهش روش ٢ وریتم ال

k = ۱, ..., lmax برای Nk همسای های اولیه ده ∑مقدار
(X) یعن آن مقدار همراه به X ابتدایی ∑جواب

(X) مقدار با X جواب : خروج
: دهید انجام است موجود جواب در بهبود ه تازمانی :١

l←− ۱ دهید قرار :٢
: دهید انجام l ≤ lmax ه تازمانی :٣

: ( فعل همسای در (جستجو :۴
.(X ′ ∈ Nl(X))کنید پیدا را X همسای در X ′ جواب بهترین

: ( جابجایی و (بهبود :۵
: آنگاه

∑
(X ′) <

∑
(X) اگر :۶

X ← X ′ :٧
l←− ۱ :٨

وگرنه :٩
l← l + ۱ :١٠

شرط پایان :١١
حلقه پایان :١٢

حلقه پایان :١٣

کيفيت در بهبود برای است. محلی جستجوی مرحله به مربوط روش اين در محاسبات بيشترين شد،
يافتن جهت کاهندگی و نگهدارنگی مفهوم از محلی، جستجوی فاز سرعت افزايش همچنين و جواب ها
و محلی بهينه از خروج برای همچنين شده است. گرفته کمک (۳ . ۳ . ۵ (بخش مفيد ريزشِ های ترتيب

شده است. استفاده (۴ . ۳ . ۵) بخش در شده داده توضيح مکانيسم از جواب ها کيفيت در بهبود
به منتهی متوالی گام چند در را مذکور الگوريتم خروجی ،SV NS روش عملکرد بهتر درک برای
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(RVND)یافته کاهش متغیر همسای روش ٣ وریتم ال

k = ۱, ..., lmax برای Nk همسای های اولیه ده ∑مقدار
(X) یعن آن مقدار همراه به X ابتدایی جواب

کنید. تعیین را توقف شرایط) (یا ∑شرط
(X) مقدار با X جواب : خروج

: دهید انجام نشده است محقق توقف شرایط ه تازمانی :١
l←− ۱ دهید قرار :٢

: دهید انجام l ≤ lmax ه تازمانی :٣
: (لرزش) :۴

کنید. انتخاب Nl(X) از تصادف بصورت را X ′ جواب
: جابجایی) و (بهبود :۵

: آنگاه
∑

(X ′) <
∑

(X) اگر :۶
X ← X ′ :٧
l←− ۱ :٨

وگرنه :٩
l← l + ۱ :١٠

شرط پایان :١١
حلقه پایان :١٢

حلقه پایان :١٣

به ۲۵ و ۲۳ ،۱۱ مرتبه های با queen۵�۵ و myciel۴ ، myciel۳ مسئله نمونه سه برای بهينه جواب
شده است. داده نمايش (۱۱ . ۵) و (۱۰ . ۵) ،(۹ . ۵) شکل های در ترتيب
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بهينه آميزی رنگ در گراف نمايش (ج)

جواب به منتهی متوالی گام سه در myciel۳ مسئله روی SV NS عملکرد خروجی :۹ . ۵ شکل
بهينه

GCP مسئله برای SV NS روش تعمیم ۵ . ۵

(GCP ) معمولی آميزی رنگ مسئله برای را فصل اين در شده بيان روش داريم قصد بخش اين در
معمولی رنگ آميزی مسئله با معمولی آميزی رنگ مسئله بهينه جواب  می دانيم که همانطور ببريم. بکار
اين از يکی حلِ برای که روش هايی است ممکن جهت اين از بنابراين باشد. متفاوت بسيار می تواند
روش از داريم قصد بخش اين در ما اما باشد. نداشته کارايی ديگری برای می شود، ارائه مسئله دو
معمولی آميزی رنگ مسئله برای آنرا و کرده استفاده مجموع آميزی رنگ مسئله حل برای شده ارائه
داشته اشاره ای معمولی رنگ آميزی مسئله به دهيد اجازه آوری ياد جهت منظور اين برای ببريم. بکار

باشيم.
تعداد حداقل يافتن گراف، معمولی آميزی رنگ مسئله در هدف بگيريد. نظر در را G ساده گراف
رياضی مدل باشند. (مجاز) موجه  تخصيص ها اين که بصورتی است رئوس به تخصيص برای رنگ
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بهينه آميزی رنگ در گراف نمايش (د)
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بهينه غير آميزی رنگ (ج)

به منتهی متوالی گام چهار در myciel۴ مسئله روی SV NS عملکرد خروجی :۱۰ . ۵ شکل
بهينه جواب

بود: خواهد زير بصورت (۱ . ۵) بخش نمادگذاری های اساس بر مسئله اين

Min max۱≤i≤n
xi

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E

xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n
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بهينه غير آميزی رنگ (آ)
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بهينه آميزی رنگ در گراف نمايش (ج)

به منتهی متوالی گام سه در queen۵×۵ مسئله روی SV NS عملکرد خروجی :۱۱ . ۵ شکل
بهينه جواب

و است (۱ . ۵) بخش مدل شدنی فضای همان مدل اين شدنی فضای می شود ملاحظه که همانطور
می آيد: در زير بصورت فوق مدل y = max۱≤i≤n xi فرض با است. هدف تابع در فقط تفاوت

Min y

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E

y − xi ≥ ۰ : i = ۱,۲, ..., n
xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n



۸۱ GCP برای SV NS روش تعميم

: داريم y = Y − ۱ متغير تغيير با همچنين

Pg) Min Y − ۱
s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E

Y − xi ≥ ۱ : i = ۱,۲, ..., n
xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n

می خواهيم اکنون بود. خواهد G گراف رنگی عدد ،Pg مسئله بهينه جواب مقدار فوق توضيحات بنابر
دهيم. تعميم رنگی عدد يافتن برای را مجموع آميزی رنگ يافتن برای (۴ . ۵) بخش در شده ارائه روش
از را G′ گراف بگيريد. نظر در را (v۱, v۲, ..., vn) رئوس مجموعه با G ساده گراف منظور اين برای
کنيد. وصل G رئوس تمام به را آن و کرده اضافه G به را vn+۱ راس بسازيد. زير بصورت G روی
G′ گراف برای مجموع آميزی رنگ مسئله رياضی مدل لذا .G′ = G+ vn+۱ دهيد قرار ديگر بعبارت

است: زير بصورت

Min
n+۱∑
i=۱

xi

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E(G′)

xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n+ ۱

بگيريد: نظر در زير بصورت را PM مسئله فوق، مدل هدف تابع در کوچک تغييری با اکنون

PM ) Min

n∑
i=۱

xi +Mxn+۱

s.t.

|xi − xj | ≥ ۱ : ∀(i, j) ∈ E(G′)

xi ≥ ۰, integer : i = ۱,۲, ..., n+ ۱

است واضح است. vn+۱ راس رنگ xn+۱ و است بزرگ کافی قدر به و مثبت عددی M آن در که
شامل PM مسئله شدنی فضای (زيرا است Pg مسئله برای پايين کران يک PM مسئله بهينه جواب که
بياوريم. بدست Pg مسئله برای بهينه نزديک جوابی می خواهيم اکنون است). Pg مسئله شدنی فضای
با می کنيم. اجرا بزرگ) کافی قدر به M (برای PM مسئله روی را SV NS روش منظور اين برای
Pg مسئله برای که يافت دست جوابی به می توان يافته) تغيير SV NS ) مذکور روش در تغييری اندک
طوری بايد ،G′ گراف روی SV NS روش اين اجرای از هرگام در واقع در باشد. داشته کاربرد هم
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از می توان منظور اين برای باشد. بيشتر ديگر رئوس تمام راس از vn+۱ راس رنگ که کنيم عمل
موجه هم Pg مسئله برای خروجی جواب عمل اين با کرد. استفاده vn+۱ راس روی آشفتگی مکانيزم

بود. خواهد
xn+۱ متغير کردن مينيمم سراغ SV NS الگوريتم ،PM مسئله هدفِ تابع در M ضريب وجود بدليل
کمتر رئوس ساير رنگ از که باشد ميزانی به نمی تواند xn+۱ متغير در کاهش ديگر طرف از می رود.
می کند را کاری همان دقيقا PM مسئله روی الگوريتم لذا کرديم). فرض اينطور خودمان (زيرا شود
حاصل است، رفته بکار رئوس رنگ تعداد کردن کمينه همان که Pg مسئله حل از داريم انتظار ما که

شود.
آن خروجی شود، اجرا PM مسئله روی يافته تغيير SV NS روش اگر می شود نتيجه اخير مطالب بنابر
محاسبه همان که Pg مسئله برای بالا کران يک لذا است. شدنی هم Pg مسئله برای که است جوابی
اين کارايی مورد در صحبت البته بدست می آيد. است، معمولی) آميزی رنگ (مسئله گراف رنگی عدد
پياده آن لازمه که کرد مقايسه موجود روش های باساير آنرا بتوان که است پذير امکان زمانی روش
پيشنهاد رساله اين کار ادامه در می تواند موضوع اين است. کامپيوتری برنامه يک قالب در سازی

گردد.



۶ فصل

محاسباتی نتایج و سازی پیاده

۸۳



محاسباتی نتايج و سازی پياده ۸۴

روش، آن کارايی بررسی و سازی پياده مبحث مسئله، يک حل برای روش بيان از بعد عموما
نظر به مناسب بسيار مسئله يک حل برای ابتدا در روشی است ممکن چند هر زيرا است. مهم بسيار
چند روی رايانه ای برنامه يک توسط و پياده سازی رايانه توسط روش آن که زمانی تا ولی برسد،
پياده فرايند در اينکه آورد. ميان به سخنی آن کارايی از عملا نمی توان نشده است، اجرا مسئله نمونه
استفاده ... يا داده ای ساختمان يا نويسی برنامه زبان يا افزار نرم چه از مسئله يک حل روش سازی
هستيم. روبرو آن با روش يک سازی پياده هنگام ما که است چالش هايی و موضوعات جمله از شود
می تواند مناسب نويسی برنامه زبان و کدنويسی نحوه يا داده ساختمان درست انتخاب عدم حقيقت در
بدل کُند بسيار الگوريتم يک به را سريع الگوريتم يک و شود زمانبر محاسبات حجم توليد به منجر

می کند۱. خود درگير را پردازشگر و حافظه از اندازه ای از بيش زمان و فضای که طوری به کند

تجربی نتایج ١ . ۶
اين عملکرد و بپردازيم (۵) فصل در شده ارائه روش کارايی بررسی به داريم قصد فصل اين در ما
منظور اين برای بدهيم. قرار مطالعه مورد ساده گراف های روی مجموع آميزی رنگ يافتن در را روش
گراف های نمونه از مورد ۲۳ استفاده می کنيم. ۲COLOR بنام ای کتابخانه در موجود مسائل نمونه از
با آنها روی ديگر روش های و داشته را تکرار بيشترين متعدد مقالات در که کتابخانه اين معروف

آمده است. (۱ . ۶) جدول در شده اند، مقايسه يکديگر
۴ معلوم مشخصات با رايانه ای روی و شده  پياده سازی ۳ متلب افزار نرم از استفاده با SVNS روش
۱۰ حاصل آمده بدست نتايج لذا است، تصادفی گام های دارای SVNS که آنجايی از شده است. اجرا
همراه به آمده بدست نتايج داشت. شده ارائه روش عملکرد از بهتری ديد بتوان تا است مستقل اجرای
تعداد ،(|V |) رئوس تعداد شامل مشخصات اين شده است. ارائه (۱ . ۶) جدول در گراف ها مشخصات
در ترتيب به (k)گراف راسی قدرت همچنين (∑) رنگی مجموع ،(d = ۲mn

n−۱ ) چگالی ،(|E|) يال ها
شده است. بيان مذکور جدول ۶ الی ۱ ستون های

بهترين است. SVNS الگوريتم اجرای از بعد نتايج به مربوط جزئيات جدول اين ۹ الی ۷ ستون های در
همراه به (Avg.) مختلف اجرا های ميانگين ،(k∗) رفته بکار رنگ های تعداد ،(∑∗) هدف تابع ميزان
شده بيان نتايج بنابر شده است. ارائه ستون ها اين در که است جزئياتی (Std.) جواب ها معيار انحراف
شده گراف رنگی مجموع يافتن به موفق مورد ۲۳ از مورد ۱۹ در SV NS الگوريتم ،(۱ . ۶) جدول در
عمل تقريبی بصورت ديگر مورد ۴ ساير برای رنگی مجموع يافتن در حاليکه در دقيق) (جواب است
روی شده تست مقالات در موجود روش پنج با مقايسه ای نتايج (۱ . ۶) جدول در همچنين کرده است
نمايش مخفف بصورت که روش ها اين داده شده است. نشان گذشته، دهه يک در شده اشاره مسائل

نيست. پيوست در موجود کد های نويسی کد نحوه بودن بهينه معنای به موضوع اين ۱البته
2http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR02/
3MATLAB (R2015a)
42.7 GHz CPU and 4 Gb RAM
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از گراف نمونه ۲۳ روی SVNS الگوريتم اجرای از حاصل محاسباتی نتايج :۱ . ۶ جدول
COLOR کتابخانه

گراف مشخصات SVNS
Instances |V | |E| d

∑
k

∑
∗(k∗) Avg. Std.

myciel3 11 20 0.36 21 4 21 (4) 21.0 0.0
myciel4 23 71 0.28 45 5 45 (5) 45.0 0.0
myciel5 47 236 0.22 93 6 93 (6) 93.0 0.0
myciel6 95 755 0.17 189 7 189 (7) 189.0 0.0
myciel7 191 2360 0.13 381 8 381 (8) 381.4 0.52
anna 138 986 0.05 276 11 276 (11) 276.3 0.48
david 87 812 0.11 237 11 237 (11) 238.6 0.84
huck 74 602 0.11 243 11 243 (11) 243.0 0.0
jean 80 508 0.08 217 10 217 (10) 217.1 0.31
homer 561 1629 0.01 - 10 1163 (13) 1168.5 3.5
queen5.5 25 160 0.53 75 5 75 (5) 75.0 0.0
queen6.6 36 290 0.46 138 7 138 (8) 138.2 0.42
queen7.7 49 476 0.4 196 7 196 (7) 197.4 4.4
queen8.8 64 728 0.36 291 9 294 (9) 301 5.33
games120 120 638 0.09 443 9 443 (9) 445.3 1.56
miles250 128 387 0.05 325 8 329 (8) 333.2 2.1
miles500 128 1170 0.11 ≤709 20 719(20) 728.2 7.03
mug88-1 88 146 0.04 178 4 178 (4) 178.0 0.0
mug88-25 88 146 0.04 178 4 178 (4) 178.0 0.0
mug100-1 100 166 0.03 202 4 202 (4) 202.0 0.0
mug100-25 100 166 0.03 202 4 202 (4) 202.0 0.0
2-insertion-3 37 72 0.11 62 4 62 (4) 62.0 0.0
3-insertion-3 56 110 0.07 92 4 92 (4) 92.0 0.0

مبتنی حريصانه الگورريتم ) MRLF ،[۵۱] ابتکاری) روش (يک EXSCOL : از عبارتند شده اند، داده 
(الگوريتم PGA ،[۲۱] MDS5 ،[۳۱]( گراف معمولی رنگ آميزی برای RLF شده شناخته روش بر
کمتر اساس بر مقايسه مبنای .[۱۱] ترکيبی) محلی جستجوی (الگوريتم HLS و موازی)[۲۷] ژنتيک
درايه های از برخی در ′−′ علامت است. رئوس، رنگ مجموع همان يعنی هدف تابع مقدار بودن

است. نظر مورد اطلاعات به دسترسی عدم دهنده ای (۶ . ۲)نشان جدول
ضخيم تر قلم با که قسمت هايی آمده است. (۲ . ۶) جدول انتهايی ستون در SVNS روش به مربوط نتايج
می شود. دقيق جواب يافتن به موفق SVNS روش آنها بازای که هستند مواردی داده شده اند، نمايش
بدست دقيق جواب (queen8.8-miles250-miles500) مورد سه در فقط می شود ملاحظه که همانطور

می کند. عمل بهتر روش ها ساير از برخی از SVNS روش هم موارد اين در البته نيامده است.



محاسباتی نتايج و سازی پياده ۸۶
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۸۷ پيشنهادات و نتيجه گيری

پیشنهادات و نتیجه گیری ٢ . ۶
همچنان مختلف، علوم زمينه در متعدد مقالات در گراف رنگ آميزی متنوع مدل های وجود عليرغم
مدل به بسيار که آميزی رنگ مسائل جمله از است. پرکاربرد مدل های از يکی کلاسيک رنگ آميزی
مختلف وجوه روی مطالعه رساله اين تلاشِ است. مجموع آميزی رنگ مسئله است، نزديک کلاسيک
ديدگاه دو ميلادی، ۱۹۸۰ دهه در مسئله اين معرفی زمان از کلی بطور است. NP-سخت مسئله اين
اين تعميم موضوع الگوريتمی. رويکرد و تحليلی رويکرد است. داشته وجود مسئله اين با برخورد در
رويکرد اينکه با شده است. پرداخته آن به تحليلی ديدگاه از که است موضوعاتی جمله از نيز مسئله
شده سعی اما الگوريتمی است، يعنی دوم ديدگاه متوجه بيشتر مسئله اين بررسی در رساله اين اصلی

نگيرد. صورت غفلتی تحليلی ديدگاه از مذکور مسئله به پرداختن در
يک بعنوان مسئله اين برای فراابتکاری روش های از يکی دوم، رويکرد با مسئله بررسی راستای در
همسايگی هايی در تغيير اساس بر روش اين است. متغير همسايگی جستجوی روش NP-سخت، مسئله
رياضی مدل در که تغييری با باشند. شده تعريف شدنی فضای مدل مبنای بر قبلا بايد که می شود انجام
يافتن منظور به جستجو فضای پيمايش و همسايگی نوع قطعا داديم، قرار مجموع آميزی رنگ مسئله
رساله اين در که متغيری همسايگی جستجوی روش لذا می گيرد. قرار تغيير دستخوش نيز بهينه جواب

است. جديد همسايگی های اين اساس بر شده ارائه
مسائل برای ابتکاری فرا و ابتکاری روش های سازی پياده هنگام اساسی و مهم چالش های از اما
تله در افتادن ديگری و همسايگی ها حجم افزايش هنگام محاسبات حجم افزايش يکی NP-سخت،

نگهدارندگی بنام جديدی مفهوم از اول چالش با مواجهه در است. آن از خروج مکانيزم و محلی بهينه
بهبود موجب که جواب هايی بررسی از جستجو فرايند در تا است شده استفاده مجموعه ای و راسی
در آشفتگی ايجاد مکانيزم يک از هم دوم چالش مورد در شود. اجتناب نمی شوند، بهينه جواب

است. شده استفاده آن از خروج يا محلی بهينه به ورود ممانعت جهت جواب ها
معمولی رنگ آميزی مسئله با رنگی مجموع مسئله برای رساله اين در شده ارائه روش بين ارتباط ايجاد
چند روی شده ارائه روش کارايی نيز نهايت در است. رساله  اين در مطالعه مورد مباحث جمله از

گرفت. قرار مقايسه و بررسی مورد گراف نمونه
روش روی تغييراتی اعمال با چندگانه مجموع آميزی رنگ مسئله حل برای ابتکاری روش يک ارائه
به توجه با همچنين گردد. تلقی  فعلی پژوهش ادامه در پشنهاد يک بعنوان می تواند فعلی، شده ارائه
شده اند)، معرفی (۴) فصل در (که جمعی و تفاصلی مجموع آميزی رنگ مسائل برای تحليلی رويکرد
می تواند مجموع، آميزی رنگ مسئله برای شده ارائه روش مشابه آن ها برای الگوريتم طراحی و بررسی

گرفت. خواهد انجام رساله اين ادامه در که باشد موضوعاتی ديگر از
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متلب برنامه های ۹۶

افزار نرم از استفاده با SVNS روش کامپیوتری برنامه کد
متلب

1 function X_opt=SVNS_for_MSCP(X,A,k_max,r_max,itr_max,alfa)
2 Adc=cal_adjecency_list(A);
3 X=update_solution([],X,Adc);
4 [V,I]=holder_vertex_value(X,Adc,0);
5 [O,~,~]=value_of_order_falling(V,I,X,Adc);
6 X=update_solution(O{1},X,Adc);
7 X_opt=X;
8 itr=1;
9 tic

10 while itr < itr_max && toc<=1000
11 k=1;
12 while k<=k_max
13 if rand <0.55 %Generate random solution X1 from N_k(X) or

Perturbation Mechanism
14 X1=perturbation1(X,Adc);
15 else
16 X1=Shaking(X,Adc,k);
17 end
18 if rand <0.76 %Executing the local search method

with intial solution X1
19 [X11,~]=Local_search1(X1,Adc,r_max);
20 else
21 X11=Local_search2(X1,Adc,r_max);
22 end
23
24 if sum(X11) < sum(X_opt) %Update the best solution (

optimal solution)
25 X_opt=X11;
26 toc
27 sum(X_opt)
28 end
29 d=rou(X,X11);
30 if sum(X11)-alfa*d< sum(X) % Move to another solution or

increase the size of neighborhood!!!!!
31 X=X11;
32 k=1;
33 else
34 k=k+1;
35 end
36 end
37 itr=itr+1;
38 end
39 end

1 function Adc=cal_adjecency_list(A)
2 n=size(A,2);
3 Adc=cell(1,n);
4 parfor i=1:n
5 Adc{i}=find(A(i,:)==1);
6 end



۹۷

7 end

1 function A=cal_adjecency_mat(Adc)
2 A=zeros(size(Adc,2));
3 for i=1:size(Adc,2)
4 for j=1:size(Adc{i},2)
5 A(i,Adc{i}(j))=1;
6 end
7 end
8 end

1 function k=what_miss(v)
2 if iscell(v)
3 v=cell2mat(v);
4 end
5 v=sort(v(v>0));
6 v(2:end+1)=v(1:end);
7 v(1)=0;
8 s=size(v,2);
9 i=2;

10 while i<=s && v(i)-v(i-1)<=1
11 i=i+1;
12 end
13 k=v(i-1)+1;
14 end

1 function X=update_solution(O,X,Adc)
2 n=size(X,2);
3 itr=0;
4 i=1;
5 ver=1:n;
6 ver(O)=0;
7 v1=ver(ver>0);
8 v=horzcat(O,v1(randperm(size(v1,2))));
9 while itr < n

10 k=what_miss(X(Adc{v(i)}));
11 if X(v(i))<=k
12 itr=itr+1;
13 i=i+1;
14 continue
15 else
16 X(v(i))=k;
17 i=1;
18 itr=0;
19 end
20 end
21 end

1 function [V,I]=holder_vertex_value(X,Adc,k)
2 n=size(X,2);
3 V=cell(1,n);
4 I=cell(1,n);
5 parfor t=1:n
6 V1=Adc{t}(X(Adc{t}) > X(t));
7 d=size(V1,2);
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8 if d==0
9 continue

10 end
11 for i=1:d
12 b=Adc{V1(i)}(X(Adc{V1(i)})==X(t));
13 for j=0:k
14 if size(b,2)==j+1
15 V{t}=horzcat(V{t},V1(i));
16 b=setdiff(b,t);
17 I{t}=unique(horzcat(I{t},b));
18 end
19 end
20 end
21 end
22 end

1 function Y=Shaking(X,Adc,k)
2 a=rand;
3 if a >= 0.75
4 [~,S]=number_of_eight_structure(X,Adc);
5 elseif 0.35<=a && a<0.75
6 [~,S]=value_of_reduction(X,Adc);
7 else
8 [~,S]=number_of_edge_disjoint_2path(X,Adc);
9 end

10 S=S(randperm(k));
11 for i=1:k
12 X(S(i))= what_miss(horzcat(X(Adc{S(i)}),X(S(i))));
13 end
14 Y=X;
15 end

1 function [O,val,H,X]=traveling_vertex_from(S,I,v,X,Adc)
2 [dist,L,~]=graphshortestpath(-S,v,'Method','Acyclic' );
3 t=find(dist==min(dist));
4 L=L{t(1)};
5 O=L;
6 L1=L;
7 val=0;
8 while (size(L1,2)-1)~=0
9 i=size(L1,2);

10 S(L1(i-1),L1(i))=0;
11 [dist,L1,~]=graphshortestpath(-S,v,'Method','Acyclic' );
12 t=find(dist==min(dist));
13 L1=L1{t(1)};
14 for j=1:size(L1,2)
15 if ismember(L1(j),O)
16 continue
17 else
18 O=horzcat(O,L1(j));
19 end
20 end
21 end
22 if size(O,2)<=1
23 val=-inf;
24 H=[];
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25 return
26 end
27 H=O(1);
28 for i=1:size(O,2)
29 H=horzcat(H,I{O(i)});
30 end
31 A=cal_adjecency_mat(Adc);
32 A(O(1),:)=0;
33 A(:,O(1))=0;
34 Adc1=cal_adjecency_list(A);
35 for i=2:size(O,2)
36 h=what_miss(X(setdiff(Adc1{O(i)},I{O(i-1)})));
37 val= val + X(O(i)) - h;
38 X(O(i))= h;
39 end
40 for i=1:size(H,2)
41 h=what_miss(X(Adc{H(i)}));
42 val = val + X(H(i)) - h;
43 X(H(i))=h;
44 end
45 end

1 function [num,I]=number_of_eight_structure(X,Adc)
2 n=size(X,2);
3 add=zeros(1,n);
4 omit=zeros(1,n);
5 for i=1:n
6 a=Adc{i}( X(Adc{i}) > X(i));
7 while size(a,2)
8 b=a(X(a)==X(a(1)));
9 if size(b,2)<=1

10 a=setdiff(a,b);
11 continue
12 end
13 add(i)=add(i) + 1;
14 a=setdiff(a,b);
15 end
16 end
17 for i=1:n
18 a=Adc{i}( X(Adc{i}) > X(i));
19 for j=1:size(a,2)
20 vec=Adc{a(j)}( X(Adc{a(j)})==X(i));
21 if size(vec,2)>=2
22 omit(i) = omit(i) + 1;
23 end
24 end
25 end
26 num=omit-add;
27 [num,I]=sort(num,'descend');
28 end

1 function [num,I]=number_of_edge_disjoint_2path(X,Adc)
2 n=size(X,2);
3 num=zeros(1,n);
4 for i=1:n
5 a=Adc{i}( X(Adc{i}) > X(i));
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6 for j=1:size(a,2)
7 vec=Adc{a(j)}( X(Adc{a(j)})==X(i));
8 if size(vec,2)>= 3
9 continue

10 else
11 num(i)=num(i)+size(vec,2)-1;
12 end
13
14 end
15 end
16 [num,I]=sort(num,'descend');
17 end

1 function [V,I]=value_of_reduction(X,Adc)
2 m=max(X);
3 k=1;
4 V=zeros(1,size(X,2));
5 for i=1:m
6 C=find(X==i);
7 for j=1:size(C,2)
8 a=Adc{j}( X(Adc{j}) > X(j));
9 while size(a,2)

10 b=a(X(a)==X(a(1)));
11 kk=(X(b(1))-X(j))*size(b,2);
12 if V(k)<= kk
13 V(k) = kk ;
14 end
15 a=setdiff(a,b);
16 end
17 k=k+1;
18 end
19 end
20 [V,I]=sort(V,'descend');
21 end

1 function X=perturbation1(X,Adc)
2 a=rand;
3 if a >= 0.85
4 [num,I]=number_of_eight_structure(X,Adc);
5 elseif 0.55<=a && a<0.85
6 [num,I]=value_of_reduction(X,Adc);
7 else
8 [num,I]=number_of_edge_disjoint_2path(X,Adc);
9 end

10
11 I=I(num>0);
12 r=size(I,2);
13 if r==0
14 return
15 else
16 k=randi([1 floor(r/1)],1);
17 I=I(randperm(k));
18 for i=1:k
19 X(I(i))= what_miss(horzcat(X(Adc{I(i)}),X(I(i))));
20 end
21 end
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22 end

1 function [X,key]=Local_search1(X,Adc,r_max)
2 itr=1;
3 while itr<20
4 [Y,key]=generate_random_sol(X,Adc,r_max);
5 if ~key
6 break
7 end
8 if sum(Y)< sum(X)
9 X=Y;

10 itr=1;
11 else
12 itr=itr+1;
13 end
14 end
15 X=Y;
16 end

1 function X=Local_search2(X,Adc,r_max)
2 value=1;
3 while value
4 [~,~,value,Z]=generate_random_reducer_set(X,Adc,r_max);
5 X=Z;
6 end
7 X=update_solution([],Z,Adc);
8 end

1 function [S,O,value,Y]=generate_random_reducer_set(X,Adc,s_max)
2 n=size(X,2);
3 O=cell(1,n);
4 value=0;
5 r=0;
6 S=[];
7 Y=X;
8 while r<=s_max
9 [V,I]=holder_vertex_value(X,Adc,r);

10 [list_O,vec,H,XX]=value_of_order_falling(V,I,X,Adc);
11 if size(vec,2)*size(vec,1)>= 1
12 if rand <0.75
13 S=H{1};
14 O=list_O{1};
15 value=vec(1);
16 Y=XX{1};
17 else
18 t=randi([1,size(vec,2)],1);
19 S=H{t};
20 O=list_O{t};
21 value=vec(t);
22 Y=XX{t};
23 end
24 return
25 else
26 r=r+1;
27 end
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28 end
29 O=cell2mat(O);
30 end

1 function [Z,key]=generate_random_sol(X,Adc,r_max)
2 key=1;
3 [~,O,value,Z]=generate_random_reducer_set(X,Adc,r_max);
4 Z=update_solution(O,Z,Adc);
5 if value==0 && sum(Z)==sum(X)
6 key=0;
7 return
8 end
9 end
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Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی آزاد
Probabilistic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمالی
Polynomial time algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله ای زمان الگوريتم
Non deterministic algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعی غير الگوريتم
Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز
Global optimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری بهينه
Local optimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلی بهينه
Order of falling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ريزش ترتيب
Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق
Neighborhood search . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسايگی جستجوی
Feasible solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدنی جواب
Direction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گذاری. جهت
Automorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودريختی
Vertex transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترايا راس
Holder vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگهدارنده راس
Optimal coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهينه آميزی رنگ
Multicoloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه آميزی رنگ
Vertex coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی آميزی رنگ
Proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آميزی رنگ
Sum coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع آميزی رنگ
Edge coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . يالی آميزی رنگ
Scheduling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانبندی
Scheduling and resource alocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع تخصيص و زمانبندی
Fractional chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری رنگی عدد
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Coloring number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آميزی رنگ عدد
Chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد
Strength of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف قدرت
Reducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذيری کاهش
Reducing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهندگی
Algorithmic bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوريتمی کران
Analytical Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحليلی کران
Interval graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای بازه گراف
Conflict graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برخورد گراف
Partial graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی گراف
Directed acyclic graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور بدون دار جهت گراف
Kneser graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنسر گراف
Chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی مجموع
Difference chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفاضلی رنگی مجموع
Sum chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمعی رنگی مجموع
Indpendent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه
Reducer set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهنده مجموعه
Holder set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگهدارنده مجموعه
Mathematical model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رياضی مدل
Four color problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ چهار مسئله
Perturbation mechanism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشفتگی مکانيزم
Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همريختی
Variable neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغير همسايگی
Neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسايگی

Perfect neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل همسايگی
Edge transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترايا يال
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . يکريختی
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Algorithmic bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوريتمی کران
Analytical Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحليلی کران
Automorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودريختی
Chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد
Chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی مجموع
Coloring number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آميزی رنگ عدد
Conflict graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برخورد گراف
Difference chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفاضلی رنگی مجموع
Directed acyclic graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور بدون دار جهت گراف
Direction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گذاری. جهت
Edge coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . يالی آميزی رنگ
Edge transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترايا يال
Feasible solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدنی جواب
Four color problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ چهار مسئله
Fractional chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری رنگی عدد
Global optimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری بهينه
Holder set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگهدارنده مجموعه
Holder vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگهدارنده راس
Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همريختی
Independent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه
Interval graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای بازه گراف
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . يکريختی
Kneser graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنسر گراف
Local optimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلی بهينه
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Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق
Multicoloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه آميزی رنگ
Neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسايگی

Neighborhood search . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسايگی جستجوی
Non deterministic algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعی غير الگوريتم
Non linear mathematical model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی غير رياضی مدل
Optimal coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهينه آميزی رنگ
Order of falling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ريزش ترتيب
Partial graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی گراف
Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز
Perfect neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل همسايگی
Perturbation mechanism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشفتگی مکانيزم
Polynomial time algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله ای زمان الگوريتم
Probabilistic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمالی
Proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آميزی رنگ
Reducer set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهنده مجموعه
Reducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذيری کاهش
Reducing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهندگی
Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی آزاد
Scheduling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانبندی
Scheduling and resource alocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع تخصيص و زمانبندی
Sequencing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توالی
Strength of graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف قدرت
Sum chromatic sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمعی رنگی مجموع
Sum coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع آميزی رنگ
Variable neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغير همسايگی
Vertex coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی آميزی رنگ
Vertex transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترايا راس
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ت
۶۹ ،۶۷ ريزش، ترتيب

۲۳ ۳ -بعدی، تطابق

ج
۷۳ ،۵۶ متغير، همسايگی جستجوی

۶۵ شدنی، جواب
۶۰ ،۵۹ گذاری، جهت

چ
۸۴ چگالی،

خ
۴۰ خودريختی،

۵۲ ،۷ خوشه،

ر
۶۷ نگهدارنده، راس

۲ آميزی، رنگ
۳۰ ،۱۴ ، بهينه آميزی رنگ

۱۶ چندگانه، آميزی رنگ
۲ راسی، آميزی رنگ

۶۵ مجاز، آميزی رنگ
۲ يالی، آميزی رنگ
۹ يالی، پذيری رنگ

۱۲ مجموع، رنگ آميزی
۹ راسی، رنگپذيری

ز
۱۷ منابع، تخصيص و زمانبندی

ش
۴۶ همريختی، لازم شرايط

ض
۸ دوگراف، دکارتی ضرب

ط
۱۷ ، الکتريکی مدار VLSI طراحی

۱۰۷



نمايه ۱۰۸

ع
۳۱ آميزی، رنگ عد د

۴۱ رنگی، عدد
۵۱ ،۴۱ کسری، رنگی عدد

۳۲ زکرس-ويلف، عدد

ق
۱۲ گراف، راسی قدرت

ک
۲۱ پذيری، کاهش

۶۶ کاهندگی،
۳۴ الگوريتمی، کران

۵۱ پايين، کران
۳۰ تحليلی، کران

گ
۱۰ بازه ای، گراف

۱۷ برخورد، گراف
۳۴ جزئی، گراف

۷۰ دور، بدون جهتدار گراف
۴۰ ترايا، راس گراف

۴۱ کنسر، گراف
۸ مکمل، گراف

۴۱ ترايا، يال گراف

م
۵۸ وقوع، ماتريس

۴۲ تفاضلی، رنگی مجموع
۴۲ جمعی، رنگی مجموع

۸ مستقل، مجموعه
۶۶ ، نگهدارنده مجموعه

۵۸ خطی، غير رياضی مدل
۵۶ ، MSC مسئله رياضی مدل

۵ مرتبه،
۲۰ کردن، تصديق مرحله

۲۰ حدس زدن، مرحله
۲۰ گيری، تصميم مسائل

۲۰ NP-کامل، مسائل
۲ رنگ، چهار مسئله

ن
۶۶ نگهدارندگی،

۷۶ گراف، راس - رنگ نمايش

ه
۴۰ همريختی،

۶۵ کامل، همسايگی
۶ راس، يک همسايگی

۶۳ ،Nk همسايگی

ی
۴۰ يکريختی،

۵۸ کلی، يکهنگه



Abstract

In this thesis, we mainly consider sum coloring problem which is very close to the

classic coloring problem. This problem asks for the minimum possible summation of col-

ors assigned properly to the vertices of a given graph. There are generally two different

approaches dealing with this problem, which are namely analytic approach and algorith-

mic approach. To solve this problem, we introduce a meta-heuristic method, categorized

as in the second approach, which is called variable neighborhood search and is based on

a new structure of neighborhoods. To increase the speed of the neighborhood search pro-

cess, we present some new definitions of holder vertex and set. Tested on 23 commonly

used benchmark instances, our algorithm shows acceptable competitive performance with

respect to recently proposed heuristics.

Moreover, the edge-difference chromatic sum and the edge-sum chromatic sum of

graphs, as two generalizations of the chromatic sum, are introduced. In this regard, we

present some necessary conditions for the existence of homomorphism between two graphs

via these parameters. Furthermore, some upper and lower bounds for these parameters in

terms of the fractional chromatic number, are introduced.

Keywords: vertex sum coloring, variable neighborhood search, holder set, holder and

reducer set, vertex edge-difference chromatic sum, vertex edge-sum chromatic sum, non

homomorphism theorems, fractional coloring, kneser graph.
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