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نامه تعهد
اه دانش ریاض علوم محض ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی امین زهره اینجانب
KdVمرتبه معادله ناوردایی ویژگ های مطالعه ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعت

م شوم: متعهد حجازی رضا سید راهنمایی تحت ، یافته تعمیم پنجم
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
امین زهره

١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



یده چ
تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ناوردایی های ویژگ بررس و تحلیل نامه پایان این اصل هدف
کاهش ارز هم معادلات و کدامند معادله نظر مورد تقارن تبدیلات که معنا این به است. یافته
اولیه هندس مفاهیم بیان با ابتدا کار این برای بود. خواهند صورت چه به معادله این یافته

تقارن گروه بتوانیم ادامه در تا کرد خواهیم مشخص را معادله هندس ساختار نیاز مورد و
ناوردایی های ویژگ کرد خواهیم اشاره آن به که وریتم ال با آوریم.سپس بدست را معادله
ارائه را معادله ارز هم تبدیلات و گروه‐ناوردا جوابهای یافته، کاهش ارز هم معادلات شامل

نمود. خواهیم

KdV معادله ، مرتبه کاهش ، ل تقارن جت، فضای ، ل جبر برداری، میدان کلیدی: کلمات

ز





مطالب فهرست
١ مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان های ١ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل گروه های ١ . ٣
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل جبرهای ۴ . ١

١٣ دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبدیلات و توابع ٢ . ١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ده امتداد ٢ . ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . ها تقارن یافتن و برداری های میدان امتداد ٢ . ٣
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن ۴ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات های تقارن ۵ . ٢

٣١ یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش ٣ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . دادن کاهش و ناوردا ـ گروه جواب های بندی طبقه ٣ . ٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . KdV معادله ناوردای ‐ گروه های جواب ٣ . ٢ . ١

۴٣ مراج
۴۵ انگلیس به فارس واژه نامه
۴٩ فارس به انگلیس واژه نامه
۵٢ نمایه
۵٢ نمایه

ط



مقدمه
به دیفرانسیل معادلات از طبیع پدیده های رفتارهای و ها ویژگ توصیف برای ، کل بطور
در بار اولین برای دیفرانسیل معادلات اصطلاح شود. م استفاده قدرتمند ابزار ی عنوان
، شیم ، فیزی در چه رخدادی هر در است. شده برده ار ب ١ لایبنیتز توسط ١۶٧۶ سال
مختلف های زمان و حالتها در مختلف مقادیر با متغیر چند بین رابطه ای هرگاه و... هندس
شده بیان های حالت با مذکور های زمان در متغیرها تغییرات نرخ مسئله و باشد داشته وجود
تعداد لحاظ از را دیفرانسیل معادلات م کنیم. استفاده دیفرانسیل معادلات از باشد، مطرح

کرد: بندی رده دسته دو به توان م مستقل متغیرهای
ODEمشهورند. معمول دیفرانسیل معادلات به داردکه مستقل متغیر ی تنها که معادلات .١
دیفرانسیل معادلات عنوان به آنها از و دارند مستقل متغیر ی از بیش که معادلات .٢

م شود. یاد PDE جزئ
از که دارد وجود معادله در ظاهرشده مشتقات ارتباط لحاظ از هم ری دی بندی های رده

کرد. اشاره معادله بودن خط غیر یا خط به م توان آنها مهمترین
معادلات از خاص ای دسته حل به بیشتر دیفرانسیل معادلات مطالعه نوزدهم، قرن اواسط تا
ماریوس اینکه تا داشت، اختصاص . . و. ن هم معادلات ، پذیر جدایی معادلات جمله، از
کارآمد روش این امروزه کرد. مطرح دیفرانسیل معادلات حل برای را تقارن روش ٢ ل سوفوس

نامند. م دیفرانسیل معادلات در ل های گروه روش ، بزرگ ریاضیدان این احترام به را
مسئله، مهمترین ش بدون هستیم، مواجه دیفرانسیل معادله دستگاه ی با که هنگام
معادلات بخصوص معادلات، حل برای بسیاری روشهای است. دستگاه آن جوابهای یافتن
که هنگام اما است. معادلات از خاص ای دسته وی جواب هرکدام که است شده ارائه معمول
کرد. ارائه آن برای مدون روش نتوان شاید شویم، م مواجه جزئ معادلات دستگاه ی با

خط معادلات اینکه از مستقل دستگاه، تقارنهای یافتن شرط به ، ل گروههای روش در اما
خواهد بیان نامه پایان این در که وریتم ال بوسیله ، معمول یا است جزئ ، خط غیر یا است
از بسیاری تواند م امر این آوردو بدست را دستگاه جوابهای از وسیع دسته توان م شد،

سازد. برطرف را دیفرانسیل معدلات حل بحث در موجود کمبودهای نقیصه هاو
م ١٧١۶ نوامبر ١۴ به متوف م‐ ١۶۴۶ ژوئیه ١ متولد: لایبنیتس فون ویلهلم گوتفرید Leibniz١
کرد. استفاده x نقطه در y تابع مشتق دادن نشان جهت ∂y

∂x
نماد از که بود کس اولین وی ‐ آلمان

اوست. به منسوب ، (انتگرال) ∫ نماد همانند ریاضیات پرکاربرد نمادهای از بسیاری ابداع همچنین
خاطر به که نروژی ‐ریاض دان م ١٨٩٩ سال به متوف م‐ متولد١٨۴٢ Marius Sophus Lie٢

است. مشهور ل گروه و تقارن زمینه در فعالیت هایش



ک مطالب فهرست
از موضع ل گروه بزرگترین دیفرانسیل، معادلات دستگا ی تقارن گروه از منظور بطورکل
جوابها تواند م و کرده عمل وابسته و مستقل متغرهای شامل فضای روی که است تبدیلات
بندی تقسیم گسسته و پیوسته ، کل دسته دو به گروهها این کند. تبدیل ر دی جوابهای به را

کرد. خواهیم بررس را اول دسته پژوهش این در ما و شوند م
رده کردیم، اشاره آن به بالا در که مطلبی بر علاوه تقارن گروههای ر دی کاربردهای مهمترین از
دیفئومورفیسم تبدیلات کم به باشدکه م دیفرانسیل معادلات دستگاه ی جوابهای بندی
اشاره آن به سوم و دوم فصلهای در که پذیرد، م انجام آمده بدست تقارنهای از تولیدشده

کرد. خواهیم
نظریه چون است. شده تنظیم آمد خواهد ادامه در که صورت به نامه پایان این اصل ساختار

مهم موارد به اول فصل در است، معادلات هندس ساختار مطالعه بر مبتن ل گروههای
فصل کرد. خواهیم اشاره ... و برداری میدان هموار، نگاشت منیفلد، همچون هندسه در
این در جت فضای مهم مفهوم دادیم. اختصاص دستگاه ی ساختارهندس مطالعه به را دوم
مولدهای توسط شده ساخته جبرل اساس بر را تقارن گروه است. شده داده توضیح فصل
فصل در برد. خواهیم پایان به متنوع مثال چند ارائه با را فصل این و کنیم م مطالعه گروه
فصل در شده توصیف روش با و کرده معرف را یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادلات سوم
تقارنها کم به را معادلات مرتبه کاهش روش کنیم. م ارائه را آن تقارنهای جبرل قبل،
استفاده آنها بندی رده و دقیق جوابهای یافتن و KdV معادله کاهش برای آن از و کرده بیان

کنیم. م



١ فصل
مقدمات

قرار استفاده مورد آینده فصول در که اساس نیازهای پیش و تعاریف مفاهیم، فصل این در
نماییم. م تحلیل و بررس اختصار به را گرفت خواهد

منیفلد ١ . ١
را X های مجموعه زیر از τ خانواده باشد. ناته مجموعه ی X کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف

اگر نامند م X روی بر توپولوژی ی
باشد. X و ته مجموعه شامل τ .١

باشد آن در موجود های مجموعه )از نامتناه یا (متناه تعداد هر اجتماع شامل τ .٢
باشد. داشته تعلق τ به τ عضو دو هر اشتراک .٣

. م نامند توپولوژی فضای را (X, τ) زوج
هرگاه: م گوییم ‐بعدی n توپولوژی منیفلد ی را M توپولوژی فضای .١ . ١ . ٢ تعریف

باز زیرمجموعه های به متعلق M به ,pمتعلق q نقطه دو هر یعن باشد، هاسدورف M .١
ه طوری به باشند M در U, V

١



مقدمات ٢
U ∩ V = ∅

باشد. دوم نوع شمارای یعن باشد. داشته شمارا ای پایه M .٢
همسای ی در مشمول آن نقطه هر یعن باشد n بعد از اقلیدس موضع طور به M .٣

نگاشت ی بودن همئومورف از منظور باشد. Rn باز مجموعه زیر ی با همئومورف
باشند. پیوسته وارونش و خودش یعن

شناسیم م همه که منیفلدی تیوب :١ . ١ ل ش

(به مختصات چارت ی (U,φ) زوج به باشد، توپولوژی منیفلد ی M هرگاه .١ . ١ . ٣ تعریف
مجموعه زیر به U از همئومورفیسم ی φ : U → Ũ تابع اگر گوییم. M روی چارت) اختصار

است. Rn از Ũ = φ (U) باز
M روی دوچارت (V, ψ)،(U,φ) و باشد توپولوژی منیفلد ی M کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
را ψ ◦ φ−١ : φ (U ∩ V ) → ψ (U ∩ V ) نگاشت صورت این در .U ∩ V ̸= ∅ ه طوری به باشند،

ی ψ ◦ φ−١ هرگاه نامیم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو ψگوییم. به φ از گذر نگاشت
باشد. دیفئومورفیسم

را M آنها دامنه ی هرگاه چارت هاست از ای خانواده M روی اطلس ی .۵ . ١ . ١ تعریف
بپوشاند.

سازگار به طورهموار ر دی بای Aدر چارت دو هر هرگاه گوییم هموار را A اطلس .۶ . ١ . ١ تعریف
باشند.

ری دی هموار اطلس هیچ در مشمول هرگاه گوییم ماکسیمال را A اطلس .١ . ١ . ٧ تعریف
نباشد.



٣ منیفلد
ماکسیمال اطلس ی به مجهز هرگاه گوییم هموار را M توپولوژی منیفلد .١ . ١ . ٨ تعریف

باشد. هموار
تنها شامل اطلس بوسیله که هموار ساختاری با است هموار nمنیفلد ی Rn .١ . ١ . ١ مثال

نامیم. م استاندارد هموار ساختار را آن که است شده تعیین (Rn, Id) چارت
است. بعدی ‐ n توپولوژی منیفلد ی Sn کره .١ . ١ . ٢ مثال

درایه با m × n های ماتریس فضای دهنده نشان M(m × n,R) کنید فرض .١ . ١ . ٣ مثال
و ها ماتریس جم اعمال تحت mn بعد با برداری فضای ی فضا این باشد. حقیق های
فضای مشابه بطور است. mn‐بعدی منیفلد ی M(m × n,R) بنابراین است. الر اس ضرب
روی ٢mn بعد با برداری فضای ی مختلط، های درایه با های ماتریس فضای M(m× n,C)

است. ‐بعدی ٢mn ی بنابراین و است R
است هموار منیفلد ‐ n ی خود هموار، منیفلد ‐ n ی باز مجموعه زیر هر .۴ . ١ . ١ مثال

های درایه با پذیر وارون n× n های ماتریس مجموعه GL(n,R) عام خط گروه .۵ . ١ . ١ مثال
M(n × n,R) ‐بعدی n٢ فضای از بازی مجموعه زیر زیرا است، بعدی nمنیفلد٢ ی حقیق

است.
هر هرگاه گوییم هموار را N ، M هموار منیفلد دو بین F : M → N نگاشت .١ . ١ . ٩ تعریف
مثل چارت ی درون F (p) یعن آن تصویر و (U,φ) مثل چارت ی درون p مانند M از نقطه

زیر نگاشت ه طوری به باشد (V, ψ)
ψ ◦ F ◦ φ−١ : φ(U) → ψ(V ),

باشد. هموار

F : M → N و باشند بعدی ‐ m و n ترتیب به هموار منیفلد دو M و N اگر .١ . ١ . ١٠ تعریف
n×mژاکوبین ماتریس رتبه با است برابر x = (x١, ..., xm) نقطه در F رتبه باشد، هموار نگاشت

JF =

(
∂F i

∂xj

)
, i = ١, ...,m, j = ١, ..., n,

م دهیم. نمایش rankF با را F رتبه
ی را ψ :M → N پذیر مشتق تابع آنگاه باشند، هموار منیفلد دو M و N اگر .١ . ١ . ١١ تعریف

باشیم: داشته ، ψ دامنه از نقطه هر ازا به هرگاه گوییم وری) ایمرژن(غوطه
rankψ = dimM.



مقدمات ۴
را ψ : M → N پذیر مشتق تابع آنگاه باشند، هموار منیفلد دو M و N اگر .١ . ١ . ١٢ تعریف

باشیم: داشته ، ψ دامنه از نقطه هر ازا به هرگاه گوییم ( (فرورفتگ سابمرژن ی
rankψ = dimN.

برداری میدان های ١ . ٢
مینامیم، a ∈ Rn نقطه ی در مشتق ی را V : C∞(Rn) → R خط نگاشت .١ . ٢ . ١ تعریف

f, g ∈ C∞(Rn) هر برای هرگاه
V (fg) (a) = f (a) · V g (a) + g (a) · V f (a) .

صورت به است خط ر عمل ی که را V راستای در a نقطه در جهت مشتق .١ . ٢ . ٢ تعریف
کنیم: م تعریف زیر

Dv|a : C∞(Rn) → R

Dv|a =
d

dt
|t=٠f(a+ tV ).

مماس فضای را x ∈M نقطه در C∞(M) روی مشتق رهای عمل تمام مجموع .١ . ٢ . ٣ تعریف
دهیم. م نشان TxM با و م گوییم x ∈M نقطه در

است. ایزومورفیسم ی Va → DV |a ضابطه با Rn
a → TaRn نگاشت .١ . ٢ . ١ گزاره

است، ی به ی دهیم نشان آنکه برای است. خط نگاشت Va 7 −→ DV |a وضوح به برهان.
نشان استاندارد های پایه صورت به را Va = V iei|a است. صفر مشتق ی DV |a م کنیم فرض
نشان زیر بصورت است هموار که را مختصاتش ‐امین j که هموار است تابع f دهیم، م

م دهیم:
xj : Rn 7 −→ R,

داریم: اکنون
٠ = DV |a(xj) = V i ∂

∂xi
(xj)|x=a= V i, (١ . ١)

گیریم م نتیجه بنابراین م شود صفر برابر این صورت غیر در ∂xj

∂xi
= ١ آنگاه i = j اگر م دانیم

میدان ی W که کنیم م فرض پوشایی اثبات برای است. صفر برداری میدان ی va که



۵ برداری میدان های
هستند مقداری حقیق توابع V ١, . . . , V n استاندارد بصورت V iei نمایش با باشد. در دلخواه

حقیق تابع f که کنیم م فرض .W = DV |a م دهیم نشان . W (xj) = V i ، (١ . ١) طبق که
داریم: ١ تیلور قضیه بنابر باشد. Rn روی مقدار

(١ . ٢)
f(x) = f(a) +

n∑
i=١

∂f

∂xi
(a)(xi − ai) +

n∑
i,j=١

(xi − ai)(xj − aj)

∫ ١
٠ (١− t)

∂٢f
∂i∂xj

(a+ t(x− a))dt.

بنابراین کنند، م میل صفر سمت به x = a نقطه در (xj − aj)و(xi − ai) هموار تابع دو چون
داریم:

Wf =W (f(a)) +

n∑
i=١

W (
∂f

∂xi
(a)(xi − ai))

= ٠ +

n∑
i=١

∂f

∂xi
(a)(W (xi)−W (ai))

=
n∑

i=١
∂f

∂xi
(a)V i = DV |af.

خط نگاشت x ∈M نقطه هر ازای به باشد. هموار منیفلد ی M کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
f, g ∈ C∞(M) هر برای هرگاه م نامیم، x نقطه ی در مشتق ی را X : C∞(M) → R

X (fg) (x) = f (x)Xg (x) + g (x)Xf (x) .

برداری فضایی مماس فضای هر و است. منیفلد بعد برابر مماس فضای بعد .١ . ٢ . ١ قضیه
است. TxM برای پایه ی { ∂

∂x١ , . . . , ∂
∂xn

} مجموعه ی که است
[٧] برهان.

مشتق بوسیله x = ϕ(t) منحن بر V |x مماس بردار ، موضع مختصات در .۵ . ١ . ٢ تعریف
بر مماس وسیله به x ∈ M, نقطه در M منیفلد بر مماس بردار م شود. مشخص V |x= ϕx

V |x∈ TxM مماس بردار ، M روی V برداری میدان م شود. تعریف x از گذرنده هموار منحن
کند. م تغییر ر نقطه دی به ای نقطه از هموار طور به V |x که است منیفلد از x نقطه ی در

فرم دارای (x١ · · · , xm
) موضع مختصات با x در ξi(x) هموار تابع هر برای برداری میدان
V |x= ξ١ ∂

∂x
+ ξ٢ ∂

∂x٢ + · · ·+ ξm
∂

∂xm
.

است.
انگلیس ریاضیدان ١٧٣١م سال به –متوف ١۶٨۵ متولد سلطنت انجمن عضو Sir Brook Taylor١

است. مشهور ، متناه معادلات محاسبات و تیلور سری و تیلور قضیه علت به که



مقدمات ۶
منحن نقطه هر بر مماس بردار که طوری به x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحن .۶ . ١ . ٢ تعریف

عبارت م شود.به نامیده V برداری میدان از انتگرال منحن باشد، برابر نقطه آن در V مقدار با
ر: دی

dϕ

dε
|x= V |ϕ(x) ∀ε ∈ R,

معادله دستگاه از جوابی x = ϕ(ε) =
(
ϕ١(ε), · · · , ϕm(ε)

) باید ، موضع مختصات در بنابراین
معمول دیفرانسیل

dxi

dε
= ξi(x), i = ١, · · · ,m,

هستند. x در V ضرایب ‐ها εi(x) که باشد

نقطه از که پارامتری ماکسیمال انتگرال منحن برداری میدان V کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
را Ψ و م دهیم نشان Ψ(ε, x) با را آن و نامیده x توسط شده تولید شار را گذرد م M در x

نامیم. م x توسط شده تولید شار
:δ ∈ R هر برای برداری میدان شار خواص

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ (δ + ε, x) , x ∈M , (١ . ٣)

Ψ(٠, x) = x, (۴ . ١)

d

dε
Ψ(ε, x) = V |Ψ(ε,x), (۵ . ١)

نامیده عمل کوچ بینهایت مولد ، V برداری میدان و تبدیلات از پارامتری ی گروه اعلب
داریم: تیلور قضیه از استفاده با م شود.

Ψ(ε, x) = x+ εξ (x) +O
(
ε٢) , (۶ . ١)

از ‐پارامتری ی گروه ,Ψ(εی x)اگر هستند. V ضرایب ξ =
(
ξ١, · · · , ξn

) (۶ . ١) معادله در
بدست ε = ٠ ازاء به (۵ . ١) طبق بر آن کوچ بینهایت مولد آنگاه باشد M روی تبدیلات

م آید:
V |x=

d

dε
Ψ(ε, x) |ε=٠,

عنوان به V برداری میدان توسط شده تولید ‐پارامتری ی گروه یا شار محاسبه معمولا
نماد با که م شود، گرفته نظر در نمایی نگاشت

exp (εV ) ≡ Ψ(ε, x) ,

م شود. داده نمایش



٧ برداری میدان های
داریم: است. مفروض V =

∂

∂x
= ∂x برداری میدان و x مختصات با M = R .١ . ٢ . ١ مثال

exp (εV )x = exp (ε∂x)x = x+ ε,

V = x∂x برداری میدان توسط شده تولید شار همچنین گوییم. انتقالات گروه عمل آن به که
زبرا: دارد. نام مقیاس تبدیلات گروه

exp (εV )x = exp (εx∂x)x = eεx,

است. ل جابجاگر یا کروشه م شود، تعریف برداری میدان های روی که عمل مهمترین
[V,W ] نماد با که آنها ل کروشه ی باشند، M روی برداری میدان دو Wو V اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف
زیر صورت به f :M → N توابع تمام برای که است برداری میدان ی م شودنیز داده نمایش

م شود: تعریف
[V,W ] (f) = V (W (f))−W (V (f)) . (١ . ٧)

: باشیم داشته اگر موضع مختصات در همچنین
V =

m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, W =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,

نوشت: م توان آنگاه
[V,W ] =

m∑
i=١
(
V
(
ηi
)
−W

(
ξi
)) ∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξi
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (١ . ٨)

ل کروشه مفروضند. M روی V, V́ ,W, Ẃ , U برداری های ومیدان c, ć ثوابت .١ . ٢ . ٢ گزاره
کند: م صدق زیر خواص در آنها

: خط دو خاصیت •[
cV + ćV́ ,W

]
= c [V,W ] + ć

[
V́ ,W

]
,

و
[
V, cW + ćẂ

]
= c [V,W ] + ć

[
V, Ẃ

]
,

پادمتقارن •
[V,W ] = − [W,V ] ,

ژاکوبی اتحاد •
[U, [V,W ]] + [W, [U, V ]] + [V, [W,U ]] = ٠,



مقدمات ٨
کرد. ثابت را فوق ام اح سادگ به توان م (١ . ٨)و(١ . ٧) رابطه ی دو به توجه با برهان.

داریم: م گیریم. نظر در را W = x٢ ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
و V = y

∂

∂x
برداری میدان دو .١ . ٢ . ٢ مثال

[V,W ] = V
(
x٢) ∂

∂x
+ V (xy)

∂

∂y
−W (y)

∂

∂x
= xy

∂

∂x
+ y٢ ∂

∂y

ل گروه های ١ . ٣
هندس خواص دارای سویی از اند. گرفته قرار توپولوژی و جبر شاخه دو بین ل گروه  های

کردن پارمتری خاصیت و جبر از گروه (خاصیتهای هستند. جبری خواص دارای سویی از و
هندسه). از پذیر دیفرانسیل منیفلد ی از هایی نقطه وسیله به عناصر

گوییم، ل گروه ی را است گروه جبری ساختار دارای که G هموار منیفلد .١ . ٣ . ١ تعریف
ضربی: نگاشت : هرگاه

m : G×G→ G m(g, h) = gh; g, h ∈ G,

ساز: وارون ونگاشت
i : G×G→ G i(g) = g−١; g ∈ G,

ی را G آنگاه باشند، پیوسته m و i های نگاشت و توپولوژی منیفلد Gی اگر باشند. هموار
نامیم. م توپولوژی گروه

G×G→ نگاشت ه بطوری باشد، گروه ساختار با هموار منیفلد ی G کنید فرض .١ . ٣ . ١ لم
است. ل گروه ی G این صورت در باشد، هموار (g, h) → gh−١ Gبا

[٧] برهان.
است. ل گروه ی جم عمل با Rn .١ . ٣ . ١ مثال

(گروه ماتریس ضرب با اعدادحقیق از صفر غیر دترمینان با ماتریس هایی گروه .١ . ٣ . ٢ مثال
است. ل گروه ی ماتریس ضرب عمل با م شود، داده نمایش GL(n,R) با که عام) خط

زیر نگاشت های تعریف با G١ × . . . ,×Gn آنگاه باشند، ل گروه G١, . . . , Gn اگر .١ . ٣ . ٣ مثال
است. ل گروه ی

(g١, . . . , gn)(h١, . . . , hn) = (g١h١, . . . , gnhn),

و
(g١, . . . , gn)−١ = (g−١١ , . . . , g−١

n ),



٩ ل گروه های
گوییم ل گروه زیر ی را G از H منیفلد زیر باشد. ل گروه ی G کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ تعریف

هرگاه:
باشد. G زیرگروه ی گروه عمل تحت H .١

باشد. ل گروه ی خود H .٢

ل گروه زیر ی H آنگاه باشد، G بسته گروه زیر ی H و ل گروه ی Gهرگاه .١ . ٣ . ١ قضیه
کارتان) (قضیه است. G

م عمل M منیفلد روی بر که است ل گروه ی G مثل تبدیلات گروه ی .١ . ٣ . ٣ تعریف
نگاشت: که شرط این با کند،

ϕ : G×M →M,

(g, p)⇝ g · p,

باشد. هموار است، ذیل های ویژگ دارای که
(g · h) · p = g · (h · p) .١

e · p = p .٢
راست از عمل ترتیب همین به م کند. عمل M روی چپ از G : گوییم م حالت این در
به گویند. تبدیل ی را g باشد، g ∈ G و M روی تبدیلات گروه ی G هرگاه م شود. تعریف
اختصار به کردکه بازنویس توان م ϕg :M →M صورت به را ϕ تبدیل نگاشت gتبدیل هر ازاء

.ϕg = g دهیم: م قرار

این در باشد. p ∈ Mو M منیفلد روی بر تبدیلات گروه ی G کنیم فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف
این نامند. م Gتبدیل تحت p مدار را G تبدیلات گروه pتحت تبدیلات تمام مجموعه صورت

با را مجموعه
G · p = {g · p : g ∈ G} ,

باشند. م M منیفلد از منیفلدی زیر هم مدارها که م شود ثابت دهیم. م نشان

عناصری مجموعه باشد، M منیفلد روی بر تبدیلات گروه ی G کنیم فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
بود خواهد آن از زیرگروه ، کنند م عمل همان عضو صورت به pاز ∈ M هر ازاء به Gکه از

م کنیم: تعریف زیر به صورت را مجموعه این م گوییم. پایدارساز گروه زیر آن به که
Gp = {g ∈ G : g · p = p} ,



مقدمات ١٠
: M منیفلد روی G گروه .۶ . ١ . ٣ تعریف

. Gp = {e} ، p ∈M هر ازاء به اگر کند، م عمل آزاد .١
g ̸= e عضو هر همسای ی در ایزوتروپی های زیرگروه اگر کند، م عمل آزاد موضعا .٢

شوند. بدیه
باشد. داشته مدار ی تنها نقطه هر برای هرگاه کند، م عمل متعدی .٣

باشند. بعد هم ، p ∈M نقطه هر مدارهای تمام هرگاه م کند، عمل منظم نیم .۴
ی دارای p ∈ M نقطه هر بودن، منظم نیم بر علاوه هرگاه کند، م عمل منظم .۵

باشد. همبند p مدار با آن اشتراک که طوری به باشد کوچ دلخواه طور به همسای
تابع کند. م عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه ی G کنیم فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف

g ∈ G و p ∈M هر برای که قسم به I :M → R مانند حقیق
I (g · p) = I (p) ,

نامیم. م ‐ناوردا G تابع ی را
ناوردا گروه عمل تحت که دارد وجود G ل گروه روی بر که خاص برداری های میدان
یا G ل جبر آن به که سازند م نامتناه بعد با برداری فضای ی ها میدان این هستند.

م گویند. G گروه کوچ بینهایت مولدهای مجموعه ی

ل جبرهای ۴ . ١
راست از ضرب g ∈ G گروه عنصر هر برای باشد. ل گروه ی G کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

صورت به
Rg : G→ G,

h→ h · g,

باشد. م Rg−١ = (Rg)
−١ وارون با دیفئومورفیسم ی Rg م شود. تعریف

هرگاه شود م نامیده راست ناوردای ،G روی V برداری میدان .٢ . ۴ . ١ تعریف
∀h, g ∈ G : dRg

(
V |Rg(h)

)
= V |hg.

aV + bW خط ترکیب هر آنگاه باشند، راست ناوردای برداری میدان دو Wو V اگر .١ . ۴ . ١ لم
میدان های تمام ی مجموعه پس است. راست ناوردای برداری میدان ی نیز a, b ∈ R که

م دهند. یل تش را برداری فضای ی راست ناوردای برداری



١١ ل جبرهای
[٧] برهان.

به م کند. عمل خودش روی راست از که باشد ل گروه ی G کنید فرض .٣ . ۴ . ١ تعریف
م شود. گفته G راست ل جبر راست، ناوردای برداری میدان های تمام مجموعه ی

م شوند. تعریف متشابها چپ ل جبر و چپ ناوردای برداری میدان های چپ، از ضرب
هستند. ی چپ و راست ل جبر که کرد اثبات توان م

م دهیم. نشان Gنماد با را G ل جبر معمولا نمادگذاری:
که است [, ] : G × G −→ G خط دو ر عمل با همراه G برداری فضای ل جبر ی حقیقت، در

کند. م صدق ل ی کروشه های ویژگ در و م شود نامیده ل کروشه ی
در م کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات گروه ی G که کنید فرض .١ . ۴ . ١ قضیه
ازاء به اگر تنها و اگر م باشد ناوردا G گروه عمل تحت I : M → R حقیق تابع ، صورت این

باشیم: داشته V ∈ G و p ∈M هر
Vp (I) = ٠,

[۴] برهان.
ی V =

∑n

i=١ ξ
i (x)

∂

∂xi
و بوده پارامتری ی تابع ی u = I(x) هرگاه که نمایید توجه

باشیم: داشته م باید باشد، G تحت ناوردا ی I آنکه برای آنگاه باشد، کوچ بینهایت مولد
داریم: نتیجه در ، V (I) = ٠

n∑
i=١

ξi (x)
∂u

∂xi
= ٠.

بپردازیم: زیر دستگاه حل به I یافتن برای باید اکنون
dx١
ξ١ (x) =

dx٢
ξ٢ (x) = · · · = dxn

ξn (x)
. (١ . ٩)

م شود: نوشته زیر صورت به (١ . ٩) رابطه عموم جوابهای
u١ (x١, . . . , xn

)
= c١, . . . , un−١ (x١, . . . , xn

)
= cn−١ .

م باشند. ci‐ها از مستقل ui‐ها توابع هستندو گیری انتگرال ثوابت ,c١ها . . . , cn−١ که
هستندوهر (١ . ٩) برای تابع مستقل جوابهای u١, . . . , un−١ توابع که م گردد مشاهده بنابراین

باشد. u١, . . . , un−١ برحسب تابع باید (١ . ٩) برای ر دی جواب





٢ فصل
دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل

تبدیلات و توابع ٢ . ١
فرم به دیفرانسیل معادلات دستگاه ی .٢ . ١ . ١ تعریف
∆
(
x, u(n)

)
= ٠,

جواب است. u = (u١, · · · , uq) وابسته متغیر q و x = (x١, · · · , xp) مستقل متغیر p شامل که
آن در که م باشد u = f(x) فرم به تابع دستگاه این

uα = fα(x١, · · · , xp), α = ١, · · · , q,
باشد. م x = (x١, · · · , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابع

به یریم. می نظر در U = Rq روی U و X = Rp روی X مختصات دستگاه دو .٢ . ١ . ٢ تعریف
م U و X وابسته ی و مستقل متغیرهای از ل متش که E = X × U ≃ Rp+q اقلیدس فضای

م شود. گفته ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه با متناظر کامل فضای باشد،
که است g : E → E مانند دیفئومورفیسم E فضای روی نقطه ای تبدیل ی .٢ . ١ . ٣ تعریف

م شود: تعریف زیر صورت به
(x̄, ū) := g. (x, u) = (ξ (x, u) , ψ (x, u)) . (٢ . ١)



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ١۴
گروه ، ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه ی از منظور .۴ . ٢ . ١ تعریف

ه بطوری نموده عمل O مانند E از باز مجموعه ی روی که باشد مثلGم تبدیلات از موضع
م کند. تبدیل ر دی جواب به را ∆ = ٠ دستگاه از جواب هر

گراف با را u = f(x) تابع یرید. ب نظر در را است ل گروه ی که G تبدیلات گروه اکنون
Γf = {(X, f(x)) : X ∈ Ω} ⊂ E,

را تابع گراف روی تبدیل حال گیرد. قرار f تابع تعریف دامنه در Ω مجموعه یرید. ب نظر در
کنیم. م تعریف ذیل صورت به

g.Γf = {(x̄, ū) : (x, u) ∈ Γf} .

کند عمل هموار طور به G ه صورتی در اما باشد، جدید تابع گراف g.Γf که ندارد لزوم البته
که شود م مشاهده دامنه مناسب انتخاب با دارد، نگه ثابت را f گراف ، G همان عنصر و

یعن م دارد. نگه ناوردا را f تابع گراف G همان عنصر حول موضعا تبدیل
g.Γf = Γf̄ .

است. g تبدیل تحت f تابع گراف یافته تبدیل f̄ منظوراز
دوران های گروه G = SO

(٢) اگر .X ≃ U ≃ R بنابراین . p = q = ١ کنیم فرض .٢ . ١ . ١ مثال
داریم: باشد، G از عضوی θ اگر آنگاه باشد. E ≃ R٢ روی

(x̄, ū) = θ. (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ) .

عمل که است واض باشد، Γf گراف با R٢ روی تابع ی u = f(x) کنیم فرض اگر اما
f اگر بنابراین .θ زاویه اندازه به آن گراف دوران جز نیست چیزی f تابع روی G = SO

(٢)
گراف خود θ.Γf آنگاه نباشد، بزرگ خیل |θ| و شود تعریف [a, b] مانند متناه بازه ی روی

بود. خواهد f تابع گراف یافته دوران
است: زیر صورت به f تابع یافته ی تبدیل گراف یافتن برای کل روش ی

م گیریم: نظر در زیر ل ش به را g تبدیل
(x̄, ū) = g. (x, u) = (φg (x, u) , ψg (x, u)) .

آید: م بدست زیر به صورت f گراف مختصات هموارند. تابع دو ψg و φg آن در که
x̄ = φg (x.(f (x)) = φg ◦ (Id× f) (x) . (٢ . ٢)

ū = ψg (x.(f (x)) = ψg ◦ (Id× f) (x) x ∈ Ω.



١۵ تبدیلات و توابع
بازاء است بدیه کرد. حذف (٢ . ٢) از را x باید f یافتن برای است. X روی همان تابع Id

داریم: g = e

φe ◦ (Id× f) = Id.

قضیه از استفاده با و است تکین غیر φ ◦ (Id× f) ژاکوبین e همان عضو نزدی g ی ازاء به
داریم: ضمن تابع

x = [φg (Id× f)]−١ (x̄) , (٢ . ٣)
داریم: f̄ در ٢ . ٣ زین جای با

f̄ = g.f = [ψg ◦ (Id× f)] ◦ [φg ◦ (Id× f)]−١ .

م آید: بدست زیر ل بش f̄ ضابطه  ، φg کردن وارون و x حذف با
ū = f̄

(
x̄) = f

(
φg−١ x̄

))
.

تابع گردیم. م بر ٢ . ١ . ١ مثال به اکنون
f (x) = ax+ b. (۴ . ٢)

: که است واض یرید. ب نظر در را
(x̄, ū) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ) . (۵ . ٢)

داشت: خواهیم ٢ . ٢ دستگاه از x حذف با حال
x =

x̄+ b sin θ

cos θ − sin θ
, (۶ . ٢)

داریم: کرده ذاری جای f̄ در ۵ . ٢ از را x ، θ زاویه تحت ۴ . ٢ تابع یافته تبدیل یافتن برای
ū = f̄ (x̄) =

sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
+

b

cos θ − a sin θ
, (٢ . ٧)

دیفرانسیل معادلات دستگاه ی تقارن مفهوم توان م خوبی به فوق شده تحلیل مثال در
معادلات دستگاه برای تقارن ی G ل گروه از g تبدیل ۴ . ٢ . ١ تعریف بنابر نمود. بررس را
جواب ی خود g.u آنگاه باشد، دستگاه برای جواب ی u = f (x) اگر هرگاه است ∆ = ٠
خطوط کلیه ی که است روشن م گیریم. نظر در را uxx = ٠ دیفرانسیل معادله اکنون است.
در راست خط هر دوران پس است. معادله این برای جوابی ۴ . ٢ ل ش به توابع یعن R٢ در
معادله این برای تقارن گروه ی SO (٢) های دوران گروه لذا است. راست خط ی R٢خود

است.



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ١۶

ده امتداد ٢ . ٢
است. جت فضای دیفرانسیل نظریه معادلات هندس تبیین در مفاهیم ترین اساس از ی

f(x) = f
(
x١, · · · , xp

) ضابطه با f : X → R مانند هموار مقدار حقیق تابع ی .٢ . ٢ . ١ تعریف
دارای تابع این یرید. ب نظر در را

pk =

(
p+ k − ١

k

)
اندیس ی J = (j١, · · · , jk) اگر م باشد. متغیرهایش به نسبت k مرتبه از متمایز جزیی مشتق

صورت به J به نسبت تابع جزیی مشتق آنگاه ، باشد f تابع متغیرهای از چندگانه
∂jf (x) =

∂kf (x)

∂xj١ · · · ∂xjk
,

که آنست بیانگر که م دهیم نشان ♯J ≡ k با را J چندگانه اندیس مرتبه شود. م داده نشان
گرفته ایم. مشتق تابع از بار چند

ضابطه با مقداری q pمتغیره تابع ی f : X → U کنیم فرض اکنون
u = f(x) =

(
f١ (x) , · · · , f q (x)

)
,

مشتقات تمام فضای دهیم، نمایش Ui با را i‐ام مرتبه ی از جزئ مشتقات فضای اگر باشد،
با: است برابر ‐ام n مرتبه تا تابع این جزئ

U (n) := U × U١ × · · · × Un,

با: است برابر U (n) فضای بعد
q + qp١ + qp٢ + · · ·+ qpk = q

(
p+ q

n

)
:= qp(n).

داده نشان u(n) = f (n)(x) یا u(n) = pr(n)f(x) صورت به U (n) در نقطه هر پس زین توجه:
ل ش به متمایز متغیر qp(n) شامل u(n) م گوییم. f تابع ام ـ n مرتبه امتداد آن به که م شود
٠ ≤ k ≤ n ، ١ ≤ jk ≤ p شروط با چندگانه اندیس J = (j١, · · · , jk) و α = ١, · · · , q که است uαJ

باشد. م
مرتبه تا وابسته مشتقات و وابسته مستقل، متغیرهای تمام شامل که فضایی .٢ . ٢ . ٢ تعریف

گوییم. م ام ـ n مرتبه جت فضای را است ام ـ n
امتداد آن، مستقل متغیرهای منهای تابع ی ام ـ n مرتبه جت فضای به ر دی عبارت به

م شود. گفته ام ـ n مرتبه ی تا تابع



١٧ ها تقارن یافتن و برداری های میدان امتداد
نظر در را است وابسته متغیر ی و مستقل متغیر دو شامل که u = f(x, y) تابع .٢ . ٢ . ١ مثال

پس: بیابیم. را J٢ تا بنویسیم دوم مرتبه تا را فوق تابع جزیی مشتقات کافیست یریم. ب
J٢ = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)}

است: زیر صورت به f تابع دوم مرتبه امتداد (٢ . ٢ . ١) مثال در .٢ . ٢ . ٢ مثال
f (٢) (x, y) = {(f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy)}

ها تقارن یافتن و برداری های میدان امتداد ٢ . ٣
معادلات دستگاه تر دقیق بیان به ، جت فضای تعریف به توجه با که است آن زمان اکنون

بپردازیم: دیفرانسیل
‐متغیر q و مستقل ‐متغیر p با ‐ام n مرتبه دیفرانسیل l‐معادله دستگاه ی .٢ . ٣ . ١ تعریف

صورت به ∆ مانند تابع وابسته
∆ : Jn → Rl (٢ . ٨)

ضابطه با
∆ν (x, u

n) = ٠ ν = ١, · · · l (٢ . ٩)
بصورت را آن م توان که است

∆ν (x, u
n) =

(
∆١ (x, un) , · · · ,∆l (x, un)

)
,

باشد. p ≻ ١ اگر ، دارد نام جزئ دیفرانسیل معادلات دستگاه ی (٢ . ٣ . ١) دستگاه نوشت.
م گوییم. معمول دیفرانسیل معادلات دستگاه ی را دستگاه آنگاه باشد، p = ١ اگر

تقارن ۴ . ٢
طور به باشد. مفید دیفرانسیل معادلات تقارن تفهیم در تواند م ساده اشیاء تقارن بررس
ظاهراً را ء ش آن که است تبدیل هندس ء ش ی برای تقارن از منظور گفت توان م تقریبی

کند: م صدق زیر شرایط در که است تبدیل تقارن ذارد. ب تغییر بدون
باشد. ساختار حافظ تبدیل باید .١

باشد. دیفئومورفیسم تبدیل باید .٢
بنگارد. خودش به را نظر مورد ش تبدیل باید .٣



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ١٨

دیفرانسیل معادلات های تقارن ۵ . ٢
م کنیم: تعریف را جبری معادلات دستگاه ی تقارن ابتدا شروع برای

است: زیر صورت به جبری معادلات دستگاه ی .١ . ۵ . ٢ تعریف
Fν (x) = ٠ ν = ١,٢. · · · , l, (٢ . ١٠)

مقدارند. حقیق توابع منیفلد به متعلق نقطه هر ازای به F١(x), · · · , Fl(x) آن در که

ی را کند م عمل M منیفلد روی که G مانند تبدیلات از موضع گروه ی .٢ . ۵ . ٢ تعریف
ببرد. ر دی جواب های به را جواب ها هرگاه گوییم م (٢ . ١٠) معادلات برای تقارن گروه

تبدیلات از موضع گروه ی G و باشند هموار منیفلد دو N و M کنیم فرض .٣ . ۵ . ٢ تعریف
g ∈ G هر برای اگر م گوییم ‐ناوردا G را F : M → N تابع کند. م عمل M روی که باشد

آنگاه: باشد، شده تعریف g.x که بطوری x ∈M ،
F (g.x) = F (x),

مانند هموار تابع (٢ . ٩) معادلات دستگاه از هموار جواب ی از منظو      ر .۴ . ۵ . ٢ تعریف
ه: بطوری است، u = f (x)

∆ν

(
x, f (n)

)
= ٠ ν = ١, · · · , l , (٢ . ١١)

روی که باشد تبدیلات از گروه ی G که کنید فرض : گروه عمل ده امتداد .۵ . ۵ . ٢ تعریف
فضای به م توان را عمل این م کند. عمل O مانند E کامل فضای از باز مجموعه زیر ی
O روی G گروه عمل n‐ام مرتبه امتداد به که داد، تعمیم jn (O) یعن O n‐ام مرتبه جت
گروه، ی عمل امتداد از منظور تر ساده عبارت به م دهیم. نمایش G(n) با را آن و گفته
به فرایند این م باشد. u = f(x) تابع ام ـ n مرتبه تا جزئ مشتقات روی به آن عمل تعمیم
عنوان به g گرفتن نظر در با آنگاه باشد، G گروه از تبدیل ی g :هرگاه که است صورت این

: به صورت O روی آن امتداد ، g : O −→ O به صورت تابع ی
g(n) : Jn (O) −→ Jn (O) ,

تعریف (x٠, u(n)٠
)
∈ Jn (O) دلخواه نقطه هر ازای به g(n) ·(x٠, u(n)٠

)
=
(
x̃٠, ũ(n)٠

ضابطه ی( با
م شود.

نشان اکنون م باشد. جت فضای روی به امتداد قابل گروه ی عمل گذشت، آنچه بنابر
کوچ بینهایت مولدهای آن ها به که داد امتداد م توان هم را برداری میدان های که م دهیم

است. دیفرانسیل معادلات تقارن های یافتن جهت قدم نخستین این و م شود. گفته



١٩ دیفرانسیل معادلات های تقارن
میدان ی V و بوده E = X ×U فضای از بازی مجموعه زیر O که کنید فرض .۶ . ۵ . ٢ تعریف
را V n‐ام مرتبه امتداد ، صورت این در باشد، exp (εV ) پارامتری تک گروه با O روی برداری

کوچ بینهایت مولد آن به که بوده Jn (O) روی برداری میدان ی م دهیم نشان V (n) با که
م شود. گفته [exp (εV )](n) پارامتری تک گروه

که: معناست این به این
V (n)|(x,u(n))=

d

dε
|ε=٠[exp (εV )](n)

(
x, u(n)

)
,

(
x, u(n)

)
∈ J (n) (O) . (٢ . ١٢)

Jn (O) روی هموار تابع F (x, u(n)) و بوده باز مجموعه O ⊂ E که کنید فرض .٧ . ۵ . ٢ تعریف
تابع کامل مشتق دهیم. م نشان DiF

(
x, u(n+١)) با را xi به نسبت F کامل مشتق باشد.

u = F (x) هرگاه که است این مهمش خاصیت و شده تعریف Jn+١ (O) روی که است هموار
داریم: باشد، هموار تابع

DiF
(
x, f (n+١) (x)

)
=

∂

∂xi
[F (x, un)] .

به صریح فرمول م شود، حاصل مشتق ای زنجیره قاعده از مستقیم طور به که زیر لم
م نماید: ارائه مشتق ر عمل ی غالب در کامل مشتق محاسبه منظور

J = (ji, · · · , jk) هرگاه یرید. ب نظر در Jn (O) جت فضای روی را F (x, un) تابع .١ . ۵ . ٢ لم
: آنگاه باشد uαj,i = ∂uαj

∂xi
و بوده چندگانه اندیس ی

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (٢ . ١٣)

داریم: باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R٢ × R گاه هر
DxF =

∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ · · ·

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ · · ·

بالاتر مراتب کامل مشتق ، ترتیب بهمین م باشد. y ، x به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
نمود. بیان ذیل صورت به J = (ji, · · · , jk) چندگانه اندیس به نسبت م توان را

DJ = Dj١Dj٢ · · ·Djk ,

بپردازیم. برداری میدان های امتداد محاسبه نحوه به قضیه ی بیان با تا مهیاست شرایط اکنون
کنید فرض .١ . ۵ . ٢ قضیه

V =

p∑
i=١

ξi (x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα (x, u)
∂

∂uα
, (١۴ . ٢)



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢٠
V n‐ام مرتبه امتداد اینصورت در باشد. O ⊂ E باز مجموعه زیر روی برداری میدان ی

برداری میدان

V (n) = V +

q∑
α=١

∑
J

φα
J

(
x, u(n)

) ∂

∂uαJ
. (١۵ . ٢)

فرمول با (١۵ . ٢) در ϕαJ ضرایب . است شده تعریف Jn (O) روی بر که است

φα
J

(
x, u(n)

)
= DJ

(
φα −

∑p

i=١ ξ
iuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (١۶ . ٢)

هستند. محاسبه قابل
م شود. نامیده برداری میدان مشخصه (١ . ۵ . ٢) در Qα = φα −

∑p

i=١ ξ
iuαi عبارت

[٨] برهان.
بر V = ε(x, u)

∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
کل برداری میدان .E = R × R. کنید فرض .١ . ۵ . ٢ مثال

است: زیر تابع V برداری میدان یرید.مشخصه ب نظر در را M = R٢

Q (x, u, ux) = φ (x, u)− ε (x, u)ux,

معادله در اگر تنها و اگر ناورداست V توسط شده تولید پارامتری ی گروه تحت u = f(x) تابع
برداری میدان ی V دوم مرتبه امتداد کند. صدق φ (x, u) = ε (x, u)ux معمول دیفرانسیل

صورت: به J٢ بر
V (٢) = ε(x, u)

∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
+ φx(x, u(١)) ∂

∂ux
+ φxx(x, u(٢)) ∂

∂uxx
,

م شود. محاسبه زیر صورت به φxx و φx ضرایب که
φx = DxQ+ εuxx = φx + (φu − εx)ux − εuu

٢
x.

φxx = D٢
xQ+ εuxxx = φxx +

(٢φxu − εxx
)
ux +

(
φuu − ٢εxu)u٣

x.

صورت به V = −u ∂
∂x

+x
∂

∂u
کوچ بینهایت مولد از دوم امتداد مثال عنوان به .٢ . ۵ . ٢ مثال

است: زیر
V (٢) = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+
(١ + u٢

x

) ∂

∂ux
+ ٣uxuxx ∂

∂uxx
,

شده اند: محاسبه زیر صورت به ضرایب که
φx = DxQ+ εuxx = φx +Dx (x+ uux)− uuxx = ١ + u٢

x.

φxx = D٢
xQ+ εuxxx = D٢

x (x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxxx.



٢١ دیفرانسیل معادلات های تقارن
م توان زیر دیفرانسیل معادلات دستگاه از گیری انتگرال با را تبدیلات گروه اینصورت در

uxx = q, ux = p م دهیم: قرار سهولت آورد.جهت بدست
dx

dt
= −u ,

du

dt
= x ,

dp

dt
= ١ + p٢ ,

dq

dt
= ٣pq ,

است: زیر صورت به دوران گروه دوم امتداد نتیجه )در
x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,

sin t+ cos t

cos t− p sin t
,

q٣
cos t− p sin t

)
,

کنیم: فرض .٨ . ۵ . ٢ تعریف
∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠, ν = ١, · · · , l,

ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبه ی از دستگاه این باشد، دیفرانسیل معادلات دستگاه ی
آن ژاکوبین

J∆
(
x, u(n)

)
=

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαj

)
m×(p+qp(n))

,

باشد. m رتبه از
زیرا است. ماکسیمال رتبه از ∆ = uxx + uyy = ٠ صورت به لاپلاس معادله .٣ . ۵ . ٢ مثال

صورت به X × U٢ در (x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) متغیرهای ژاکوبین ماتریس
J∆ = (٠, ٠; ٠; ٠, ٠; ١, ٠, ١) ,

است. ١ رتبه از وضوح به که باشد م
چون: نیست. ماکسیمال رتبه از ∆̃ = (uxx + uyy)

٢ = ٠ دیفرانسیل معادله .۴ . ۵ . ٢ مثال
J∆̃ =

(٠, ٠; ٠; ٠, ٢;٠ (uxx + uyy) , ٠,٢ (uxx + uyy)
)
,

(uxx + uyy)
٢ = ٠. ه حالی باشد،در م

: کنیم فرض .٢ . ۵ . ٢ قضیه
∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠, ν = ١, · · · , l,

مانند E از باز مجموعه ی زیر ی روی ماکسیمال رتبه ی از دیفرانسیل معادلات دستگاه ی
بینهایت مولد ی v و کرده عمل O روی که باشد تبدیلات از موضع گروه G اگر Oباشد،

اگر: پذیرد م تقارن گروه ی عنوان به را G، ∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠ آنگاه باشد، آن کوچ

V (n) (∆) = ٠, ∆ = ٠.



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢٢
[۴] برهان.

دیفرانسیل معادلات دستگاه ناوردایی و تقارن های گروه بین ارتباط نحوه ی که قضیه این
معادلات تقارن های پیداکردن برای کارآمد روش ی کندو م بیان را کوچ مولدهای تحت
در با روش این است. معروف دیفرانسیل معادلات ناوردای قضیه به دهد م ارائه دیفرانسیل
تعریف معادله ی کامل فضای روی که برداری میدان از φα (x, u) و ξi (x, u) ضرایب گرفتن نظر
صفر و معادلات دستگاه Vروی (n) دادن اثر با سپس و شده شروع ‐ها φα

j کردن پیدا با و شده
رسید خواهیم خط دیفرانسیل معادلات دستگاه ی به معادلات دوطرف در ضرایب دادن قرار
چند ارائه با ادامه در یافت. خواهیم دست ‐ها φα و ها ξi ضرایب به دستگاه این حل با که

م بریم: پایان به را بخش این مثال
گرما معادله .۵ . ۵ . ٢ مثال

ut = uxx,

این کند. م توصیف میله ی در حرارت)را (توزیع دما اختلاف که است خط ای معادله
میدان پس است دوم مرتبه معادله است. شده تعریف E ≃ R٢ × R کامل فضای روی معادله

صورت به برداری
V = ξ (x, t, u)

∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ φ (x, t, u)

∂

∂u
,

به معادله این دوم مرتبه جت فضای م یابد. امتداد دوم مرتبه وتا شود م تعریف E روی
است: زیر صورت

J (٢) = {(x, t;u;ux, ut;uxx, uxt, utt)} .

م شود: تعریف زیر صورت به (x, t, u) چارت روی کامل مشتقات
Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxxt

∂

∂uxt
+ uxtt

∂

∂utt
,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
+ uxxt

∂

∂uxx
+ uxtt

∂

∂uxt
+ uttt

∂

∂utt
,

با: است برابر V دوم مرتبه امتداد
V (٢) = V + φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt
,

V برداری میدان مشخصه طرف از
Q = φ− ξux − τut,



٢٣ دیفرانسیل معادلات های تقارن
م آوریم. بدست زیر مطابق را φtt، φxt، φxx، φt،φx ضرایب است،

φx = Dx (φ− ξux − τut) + ξuxx + τuxt

= Dxφ− uxDxξ − utDxτ

= φx + (φu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut ,

φt = Dt (φ− ξux − τut) + ξuxt + τutt

= Dtφ− uxDtξ − utDtτ

= φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t ,

φxx = D٢
x (φ− ξux − τut) + ξuxxx + τuxxt

= D٢
xφ− uxD

٢
xξ − utD

٢
xτ − ٢uxxDxξ − ٢uxtDxτ

= φxx +
(٢φxu − ξxx

)
ux − τxxut +

(
φuu − ٢ξxu)u٢

x

− ٢τxuuxut − ξuuu
٣
x − τuuu

٢
xut +

(
φu − ٢ξx)uxx

− ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx − τuutuxx − ٢τuuxuxt ,

φxt = DxDt (φ− ξux − τut) + ξuxxt + τuxtt

= φxt + (φut − ξxt)ux + (φxu − τxt)ut − ξutu
٢
x − τxuu

٢
t

+ (φuu − ξxu − ξut)uxut − ξuuu
٢
xut − τuuuxu

٢
t − ξtuxx

+ (φu − ξx − τt)uxt − ξuuxxut − ٢ξuuxuxt − ٢τuutuxt − τxutt − τuuxutt ,

φtt = D٢
t (φ− ξux − τut) + ξuttt + τuxtt

= φtt +
(٢φut − ξtt

)
ut − ξttux +

(
φuu − ٢τut)u٢

t

− ٢ξutuxut − τuuu
٢
t − ξuuuxu

٢
t +

(
φu − ٢τt)utt

− ٢ξtuxt − ٣τuututt − ξuuxutt − ٢ξuutuxt ,

داریم: گرما معادله بر V (٢) دادن اثر با حال
φt = φxx ,

داشت: خواهیم عبارت این در امتداد ضرایب ذاری جای با و
φt − ξtux + (φu − τt)uxx−ξuuxuxx − τuu

٢
xx = φxx +

(٢φxx − ξxx
)
ux − τxxuxx

+
(
φuu − ٢ξxu)u٢

x − τuuu
٢
xuxx +

(
φu − ٢ξx)uxx

− ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx − τuu
٢
xx − ٢τuuxuxt ,



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢۴
رسیم: م زیر خط PDE دستگاه به و م دهیم قرار هم مساوی را جت مختصات ضرایب حال

τu = τx = τuu = ξuu = ٠ , φuu = ٢ξxu , ξu = ٢τxu + ٣ξu ,

φu − τt = −τxx + φu − ٢ξx , φt = φxx , −ξt = ٢φxu − ξxx ,

م آیند: بدست زیر صورت به φوτوξ مقادیر دستگاه این حل با
ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢,
φ =

(
c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x٢)u+ α (x, t) ,

داریم: V در φ و τ و ξ قراردادن با
V = c١∂x + c٢∂t + c٣u∂u +

(
x∂x + ٢t∂t) c۴ +

(٢t∂x − xu∂u
)
c۵

+
(۴tx∂x + ۴t٢∂t −

(
x٢ + ٢t)u∂u) c۶ + α (x, t) ∂u,

از: است عبارت گرما معادله تقارن گروه های ل جبر مولدهای بنابراین
V١ = ∂x,

V٢ = ∂t,

V٣ = u∂u,

V۴ = x∂x + ٢t∂t,
V۵ = ٢t∂x − xu∂u,

V۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t −
(
x٢ + ٢t)u∂u,

Vα = α (x, t) ∂u,

Vα شدن اضافه با باشد. م گرما معادله ی تقارن گروه بعدی ‐ شش ل جبر V١, · · · , V۶ پس
است. گرما معادله ی برای نامتناه بعد با ل جبر ی آن به

گرما خط معادله ی های تقارن ل جدول
[, ] V١ V٢ V٣ V۴ V۵ V۶
V١ ٠ ٠ ٠ V۶ −V٣ ٢V۵
V٢ ٠ ٠ ٠ ٢V٢ ٢V١ ۴V۴ − ٢V٣
V٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
V۴ −V١ −٢V٢ ٠ ٠ V۵ ٢V۶
V۵ V٣ −٢V١ ٠ −V۵ ٠ ٠
V۶ −٢V۵ ٢V٣ − ۴V۴ ٠ −٢V۶ ٠ ٠



٢۵ دیفرانسیل معادلات های تقارن
{V١, · · · , V۶} های مولد ل کروشه های بین ارتباط و است معروف ل جدول به ۵ . ۵ . ٢ جدول

کند. م تایید را آنها ساختن ل جبر ادعای و دهد م نشان را

بود: خواهد زیر صورت به Vi توسط شده Giتولید پارامتری ی گروه های
G١ : (x, t, u) → (x+ ε, t, u) ,

G٢ : (x, t, u) → (x, t+ ε, u) ,

G٣ : (x, t, u) →
(
x, t, e٢εu

)
,

G۴ : (x, t, u) →
(
eεx, e٢εt, u

)
,

G۵ : (x, t, u) →
(
x+ ٢εt, t, u · exp

(
−εx− ε٢t

))
,

G۶ : (x, t, u) →

(
x

١ − ۴εt ,
t

١ − ۴εt , u
√١ − ۴εt exp

(
−εx٢

١ − ۴εt
))

,

Gα : (x, t, u) → (x, t, u+ α (x, t)) ,

م باشد. تقارن گروه ی Gi گروه هر
آیند. م بدست مشابه طور به گروه ها بقیه و نیم می محاسبه را V۵ با متناظر گروه نمونه برای

dx

dε
= ٠ ⇒ dt = ٠ ⇒ t = c١,

dx

dε
= ٢t⇒ dx = ٢c١dε⇒ x = ٢c١ε+ c٢,

du

dε
= −xu⇒ du

u
= −

(٢c١ε+ c٢
)
dε⇒ lnu = −

(٢c١ε٢ + c٢ε
)
+ ln c٣ ,

⇒ u = c٣ exp
(
−٢c١ε٢ − c٢ε

)
.

بنابراین:
G۵ =

(٢c١ε+ c٢, c١, c٣ exp
(
−٢c١ε٢ − c٢ε

))
,

داریم: ε = ٠ ازای به
G۵ = (x, t, u) = (c٢, c١, c٣) ,

از: است عبارت V۵ با متناظر گروه بنابراین
G۵ =

(٢tε+ x, c١, u exp
(
−٢tε٢ − xε

))
.

جواب این از استفاده با نمونه بعنوان باشد. گرما معادله جواب ی u = f(x) کنیم فرض
مشابه طور به ر دی گروههای با متناظر (جوابهای نیم. می محاسبه را c۶ با متناظر ،جواب



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢۶
( م شوند. محاسبه

داریم:

G۶ : (x, t, u) →

(
x

١ − ۴εt ,
t

١ − ۴εt , u
√١ − ۴εt exp

(
−εx٢

١ − ۴εt
))

,

بنابراین:
t̄ =

t

١ − ۴εt =⇒ t =
t̄

١ + ۴εt̄ ,

x̄ =
x

١ − ۴εt =⇒ x = x̄− ۴ε t̄

١ + ۴εt̄ =⇒ x =
x̄

١ + ۴εt̄ ,

ū = u
√١ − ۴εt exp

(
−εx٢

١ − ۴εt
)

=⇒ ū =
u√١ + ۴εt̄ exp

(
−εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
,

=⇒ u = ū
√١ + ۴εt̄ exp−١

(
−εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
,

داریم: u = f (x, u) در ذاری جای با

ū = u
√١ − ۴εt̄ exp−١

(
−εx̄٢

١ + ۴εt̄
)

= f

(
x̄

١ + ۴εt̄ ,
t̄

١ + ۴εt̄
)

,

=⇒ ū =
١√١ + ۴εt̄ exp

(
−εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
f

(
x̄

١ + ۴εt̄ ,
t̄

١ + ۴εt̄
)

,

خواهد زیر صورت به G۶ متناظر جواب کنیم، ذاری جای x, t, u ترتیب به x̄, t̄, ū جای به اگر
بود:

u =
١√١ + ۴εt exp

(
−εx٢

١ + ۴εt
)
f

(
x

١ + ۴εt ,
t

١ + ۴εt
)
,

م باشند: گرما معادله ی جوابهای نیز زیر توابع بنابراین
u(١) = f (x− ε, t) ,

u(٢) = f (x, t− ε) ,

u(٣) = eεf (x, t) ,

u(۴) = f
(
e−εx, e−٢εt

)
,

u(۵) = e−εx+ε٢
f
(
x− ٢εt, t) ,

u(۶) = ١√١ + ۴εt exp
(

−εx٢
١ + ۴εt

)
f

(
x

١ + ۴εt ,
t

١ + ۴εt
)
,

u(α) = f (x, t) + εα (x, t) ,



٢٧ دیفرانسیل معادلات های تقارن
را معادله جواب ی اگر باشد. تواند م معادله ر دی جواب هر α (x, t)و حقیق عدد هر ε که

. ال و است معادله از ر دی جواب ی حاصل کنیم، جم معادله ر دی جواب ی با
داشت: خواهیم u(۶) در ذاری جای با که u = c ثابت جواب معادله این برای جواب ی

u =
c√١ + ۴εt exp

(
−εx٢

١ + ۴εt
)
,

بدست زیر صورت به c =

√
ε

π
قراردادن با (x٠, t٠) =

(
٠, −١

۴π
)

نقطه در بنیادین جواب ی
آمد: خواهد

u =
١

۴εt exp
(
−x٢
۴t
)
,

ی ضابطه با    KdV معادله .۶ . ۵ . ٢ مثال
ut + uxxx + uux = ٠,

روی معادله این یرید. ب نظر در را است سه مرتبه خط غیر جزئ دیفرانسیل معادله ی که
صورت به آن با متناظر کوچ بینهایت مولد پس است. شده تعریف E ≃ R٢ ×R کامل فضای

است: زیر
V = ξ (x, t, u)

∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ φ (x, t, u)

∂

∂u
,

دهیم. امتداد سه مرتبه تا را V باید ، است سه معادله مرتبه چون
V (٣) = V+φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt

+ φxxx ∂

∂uxxx
+ φxxt ∂

∂uxxt
+ φxtt ∂

∂uxtt
+ φttt ∂

∂uttt
,

صورت به ، V برداری میدان مشخصه ی
Q = φ− ξux − τut,

داریم: ناوردایی قضیه از استفاده با باشد. م
V (٣)(ut + uxxx + uux) = ٠.

است: زیر صورت به ناوردایی شرط بنابراین
φt + φxxx + uφx + uxφ = ٠.

آید: م بدست زیر صورت به φxx، φt، φx ضرایب که
φx = Dx (φ− ξux − τut) + ξuxx + τuxt = Dxφ− uxDxξ − utDxτ,

φt = Dt (φ− ξux − τut) + ξuxt + τutt = Dtφ− uxDtξ − utDtτ,



دیفرانسیل معادلات هندس تحلیل ٢٨
φxxx = D٣

x (φ− ξux − τut) + ξuxxxx + τuxxxt

= D٣
xφ− uxD

٣
xξ − utD

٣
xτ − ٣uxxD٢

xξ − ٣uxtD٢
xτ − ٣uxxxDxξ − ٣uxxtDxτ.

قرار برابر و کردن ساده و ناوردایی درشرط φxx، φt، φx برای مقادیر این ذاری جای با اکنون
داشت خواهیم PDE دیفرانسیل معادلات دستگاه ی متشابه جمله ای های چند ضرایب دادن

از: عبارتند φو τو ξ ضرایب آن حل با که
ξ = c١ + c٣t+ c۴x, τ = c٢ + ٣c۴t, φ = c٣ − ٢c۴u.

مولد در φو τو ξ برای آمده بدست مقادیر ذاری جای با دلخواهند. های ثابت c۴،c٣، c٢ ،c١ که
داشت: خواهیم V کوچ بینهایت

V = (c١ + c٢t+ c۴x)
∂

∂x
+
(
c٢ + ٣c۴t) ∂∂t + (c٣ − ٢c۴u) ∂

∂u

= c١
∂

∂x
+ c٢

∂

∂t
+ c٣

(
t
∂

∂x
+

∂

∂u

)
+ c۴

(
t
∂

∂x
+ ٣t ∂

∂t
− ٢u ∂

∂u

)
.

سوم مرتبه KdV ی معادله ل های تقارن کننده تولید م توان را زیر میدان چهار بنابراین
دانست:

V١ = ∂x,

V٢ = ∂t,

V٣ = t∂x + ∂u,

V۴ = x∂x + ٣t∂t − ٢u∂u.
باشد. KdVم معادله ی بعدی ‐ چهار ل جبر V١, · · · , V پس

[, ] V١ V٢ V٣ V۴
V١ ٠ ٠ ٠ V١
V٢ ٠ ٠ V١ ٣V٢
V٣ ٠ −V١ ٠ −٢V٣
V۴ −V١ −٣V٢ ٢V٣ ٠

{V١, · · · , V۴} های مولد ل کروشه های بین ارتباط و است معروف ل جدول به ۶ . ۵ . ٢ جدول
کند. م تایید را آنها ساختن ل جبر ادعای و دهد م نشان را

بود: خواهد زیر صورت به Vi توسط شده Giتولید پارامتری ی گروه های
G١ : (x, t, u) → (x+ ε, t, u) ,



٢٩ دیفرانسیل معادلات های تقارن
G٢ : (x, t, u) → (x, t+ ε, u) ,

G٣ : (x, t, u) → (x+ tε, t, u+ ε) ,

G۴ : (x, t, u) →
(
xeε, te٣ε, ue−٢ε) .

م باشد. تقارن گروه ی Gi گروه هر
معادله جوابهای نیز زیر توابع آنگاه باشد، معادله های جواب از ی u = f(x, t) اگر مثال برای

اند:
u(١) = f (x− ε, t) ,

u(٢) = f (x, t− ε) ,

u(٣) = f (x− εt, t) + ε,

u(۴) = e−٢εf
(
e−εx, e−٣εt

)
باشد. تواند م حقیق عدد هر ε که کنید توجه





٣ فصل
KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب

یافته تعمیم پنجم مرتبه

بعدها که شد آغاز معادلات مورد در بحث ١ راسل ات اس جان آزمایش های با ١٨٣۴ سال در
لرد نظری تحقیقات گردید. مشهور (KdV اختصار (به ٢ وریس دو‐ ‐ کورتوگ معادلات به
زمینه این در ١٨٩۵ سال در دوریس و کورتوگ و ١٨٧٠ سال در ۴ بوزینس ژوزف و ٣ رایل
به و است عمق کم آبی سطوح روی موج ها، برای ریاض مدل ی KdV معادله یافت. ادامه

عموم صورت
∂u (x, t)

∂t
+ εu (x, t)

∂u (x, t)

∂x
+ µ

∂nu (x, t)

∂xn
,

جهت KdV عموم معادله هستند. مثبت ثابت های µ و ε آن در که م شود، داده نمایش
این قدرتمند حضور همچنین دارد. کاربرد نیز خط غیر ضعیف بطور بلند موج های مطالعه ی
نازک، های لایه افت، ش ، دهنده ل تغییرش های هسته خوشه ها، فیزی در معادلات نوع
معادلات این حل برای است. توجه قابل ابررساناها و نوری فیبر ارتباطات رئولوژی، و رادار
سینوس روش ، tanh از:روش عبارتند آنها مهمترین که است، گردیده ارائه گوناگون روش های

John Scott Russel١
Kortweg - de vries٢

Lord Rayleigh٣
Joseph Boussinesq۴

٣١



یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ٣٢
و گاردنر که هرچند ... و ثابت ضرایب با ات ری بسط روش ن، هم تعادل روش ‐کسینوس،
یابی دست که آنجا از اما داده اند نشان را KdV معادلات جواب های تایی وی وجود ارانش هم
به منجر که روش هایی رو این از است دشوار کاری اغلب معادلات اینگونه دقیق جوابهای به

م گیرند. قرار توجه مورد نیز م شوند معادلات این برای تقریبی جوابهای یافتن
ی ضابطه با KdV معادله

ut = uxxxxx + u٢ux, (٣ . ١)
معادله این یرید. ب نظر در را است پن مرتبه خط غیر جزئ دیفرانسیل معادله ی که
آن با متناظر کوچ بینهایت تقارن مولد است. شده تعریف E ≃ R٢ × R کامل فضای روی

است: زیر صورت به
V = ξ (x, t, u)

∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u
, (٣ . ٢)

دهیم: امتداد زیر صورت به پن مرتبه تا را V باید ، است پن معادله مرتبه چون
V (۵) = V+ηx

∂

∂ux
+ ηt

∂

∂ut
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxt

∂

∂uxt
+ ηtt

∂

∂utt
+ ηxxx

∂

∂uxxx

+ ηxxt
∂

∂uxxt
+ ηxtt

∂

∂uxtt
+ ηttt

∂

∂uttt
+ ηxxxx

∂

∂uxxxx
+ ηxxxt

∂

∂uxxxt

+ ηxxtt
∂

∂uxxtt
+ ηxttt

∂

∂uxttt
+ ηtttt

∂

∂utttt
+ ηxxxxx

∂

∂uxxxxx
+ ηxxxxt

∂

∂uxxxxt

+ ηxxxtt
∂

∂uxxxtt
+ ηxxttt

∂

∂uxxttt
+ ηxtttt

∂

∂uxtttt
+ ηttttt

∂

∂uttttt
,

صورت به ، V برداری میدان مشخصه ی
Q = η − ξux − τut,

باشیم: داشته باید باشد، معادله تقارن ی V اگر ، ناوردایی قضیه از استفاده با باشد. م
V (۵)(∆) = ٠.

داشت: خواهیم ناوردایی شرط اعمال با
V (۵)(∆) = ηt − ηxxxxx − ٢uuxηx − u٢ηx = ٠. (٣ . ٣)

آید: م بدست زیر صورت به ηxxxxx، ηt، ηx امتداد ضرایب که
ηx = Dx (η − ξux − τut) + ξuxx + τuxt = Dxη − uxDxξ − utDxτ,

ηt = Dt (η − ξux − τut) + ξuxt + τutt = Dtη − uxDtξ − utDtτ,

ηxxxxx = D۵
x (η − ξux − τut) + ξuxxxxxx + τuxxxxt

= D۵
xη − uxD

۵
xξ − utD

۵
xτ − ٣uxxxxD۴

xξ − ٣uxtD۴
xτ − ٣uxxxxDxξ − ٣uxxxtDxτ.



٣٣
داریم: اکنون

ηx = −ξuu٢
x − τuuxut + ηuux − ξxux − τxut + ηx ,

ηt = −ξuuxut − τuu
٢
t + ηuut − ξtux − τtut + ηt ,

ηxxxxx =− ٣٠uxτxxuuutuxx − ٣٠u٢
xτxuuuutuxx − ۶٠uxτxuuuxxuxt − ٢٠u٢

xτuuuutuxxx

− ١٠u٣
xτuuuuutuxx − ٣٠u٢

xτuuuuxxuxt − ١٠u٢
xτxxuutuxxx − ١۵uxτuuuutu٢

xx

− ۶٠uxuxxξuuuxxx − ٣٠uxuxxτuuuxxt − ٢٠uxτuuuxtuxxx − ۵uxτuuutuxxxx
− ١٠uxxτuuutuxxx + ηxxxxx − ١٠τxxxuxxt − ۵ξxxxxuu٢

x + ۵uxηxxxxu
− ξxxxxxux − τxxxxxut − ١٠ξxxxuu٣

x + ١٠ηxxxuuu٢
x + ١٠ηxxxuuxx

− ۵ηxxxxuxx + ηuuxxxxx + ηuuuuuu
۵
x − ξuuuuuu

۶
x − ١۵ξuuu٣

xx − ١٠ξuu٢
xxx

− ۵ξxuxxxxx − ۵τxuxxxxt − ۵τxxxxuxt + ۵ηxuuuuu۴
x − ۵ξxuuuuu۵

x + ١۵ηxuuu٢
xx

ηxuuxxxx − ١٠ξxxuxxxx − ١٠τxxuxxxt − ١٠ξxxuuuu۴
x + ١٠ηxxuuuu٣

x − ٣٠ξxxuu٢
xx

+ ١٠ηxxuuxxx − ١٠ξxxxuxxx − ۶ξuuxuxxxxx − ۵τuuxuxxxxt − τuutuxxxxx

− ٢٠ξuuuu٣
xuxxx − ١٠τuuuu٣

xuxxt − τuuuuuu
۵
xut − ١۵ξuuuuu۴

xuxx

+ ١٠u٣
xηuuuuuxx − ۵τuuuuu۴

xuxt + ١٠u٢
xηuuuuxxx − ۴۵u٢

xξuuuu
٢
xx

− ١۵ξuuu٢
xuxxxx − ١٠τuuu٢

xuxxxt + ۵uxηuuuxxxx + ١۵uxηxxxu٢
xx

− ١۵τuuu٢
xxuxt − ١۵uxxξuuxxxx − ١٠uxxτuuxxxt + ١٠uxxηuuuxxx

− ۵uxtτuuxxxx − ١٠uxxxτuuxxxt − ٢٠τxxxuuxuxt − ١٠τxxuuuu٣
xut

− ۶٠ξxxuuu٢
xuxx + ٣٠uxηxxuuuxx − ٣٠τxxuuu٢

xux,t − ٣٠τxxuuxxuxt
− ۴٠ξxxuuxuxxx − ١٠τxxuutuxxx − ٣٠τxxuuxuxxt − ۵٠ξxuuu٢

xuxxx

− ٣٠τxuuu٢
xuxxt − ۵τxuuuuu۴

xut − ۵٠ξxuuuu٣
xuxx + ٣٠u٢

xηxuuuuxx

− ٢٠τxuuuu٣
xuxt + ٢٠uxηxuuuxxx − ٧۵uxξxuuu٢

xx − ١۵τxuuutu٢
xx

− ۵٠uxxξxuuxxx − ٣٠uxxτxuuxxt − ٢٠τxuuxtuxxx − ٢۵ξxuuxuxxxx
− ۵τxuutuxxxx − ٢٠τxuuxuxxxt − ۵τxxxxuuxut − ١٠τxxxuuu٢

xut

− ٣٠ξxxxuuxuxx − ١٠τuuxxxuutuxx ,

بدست زیر مشخصه معادلات دستگاه (٣ . ٣) ناوردایی شرط در فوق ضرایب ذاری جای با حال
آید. م

τu = τx = τtt = ξt = ξu = ٠,
ξx =

١
۵τt,

η = −٢
۵τt.u,



یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ٣۴
از: عبارتند η و τ و ξ مقادیر دستگاه این حل با

ξ =
١
۵c١x+ c٣,

τ = c١t+ c٢,

η = − ٣
١٠c١u,

بینهایت مولد در τ, η, ξ مقادیر ذاری جای با اکنون هستند. ثابت مقادیر c١، c١ ،c٣ ضرایب که
داشت: خواهیم (٣ . ٢) کوچ

V =

( ١
۵c١x+ c٣

)
∂

∂x
+ (c١t+ c٢)

∂

∂t
+

(
− ٣

١٠c١u
)
∂

∂u

=
١
۵c١x

∂

∂x
+ c٣

∂

∂x
+ c١t

∂

∂t
+ c٢

∂

∂t
− ٣

١٠c١u
∂

∂u
,

از: عبارتند معادله این تقارن ل جبر مولدهای بنابراین
X١ =

∂

∂x
,

X٢ =
∂

∂t
,

X٣ =
x

۵
∂

∂x
+ t

∂

∂t
− ٣

١٠u
∂

∂u
,

م معادله تقارن های برای ل جبر ی برداری میدان سه این که م دهد نشان زیر جدول
سازند:

[, ] X١ X٢ X٣
X١ ٠ ٠ ١

۵X١
X٢ ٠ ٠ X٢
X٣ − ١

۵X٣ −X٢ ٠
پارامتری ی گروههای که است لازم فوق تقارنهای تحت معادلات جواب کل فرم یافتن برای

آوریم: بدست زیر صورت به را تقارنها این
exp(εX١) = (x+ ε, t, u) ,

exp(εX٢) = (x, t+ ε, u) ,

exp(εX٣) =
(
xe

ε۵ , teε, ue
−٣١٠ ε
)
,

جوابهای کل فرم زیر توابع آنگاه باشد، معادله های جواب از ی u = f(x, t) اگر بنابراین
م باشند: فوق تقارنهای تحت معادله

u(١) = f (x− ε, t) ,



٣۵ دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش
u(٢) = f (x, t− ε) ,

u(٣) = e−٢εf
(
e−εx, e−٣εt

)
,

باشد. تواند م حقیق عدد هر ε که کنید توجه

دیفرانسیل معادلات مرتبه کاهش ٣ . ١
داد. مرتبه کاهش توان م را KdV معادله آن تحت که داد خواهیم شرح را روش ادامه در
کنیم فرض م گوییم. معادله تقارن گروه تحت یافته کاهش معادلات را آمده بدست معادلات

:
∆
(
x, u(n)

)
= ∆(x, u, ux, · · · , un) = ٠, (۴ . ٣)

خواهیم م .un = dnu⧸dxn آن در ه بطوری باشد n‐ام مرتبه معمول دیفرانسیل معادله ی
(۴ . ٣) معادله مرتبه توان م پارامتری ‐ ی تقارن گروه ی داشتن با ونه چ که دهیم نشان
w = χ (x, u) و y = η (x, u) مختصات دستگاه از استفاده با ابتدا دهیم. کاهش واحد ی را
زنجیره ای قاعده از استفاده با اکنون م نویسیم. V = ∂w صورت به و اصلاح را نظر مورد تقارن
δk مانند تابع ازاء به بنابراین م نویسیم. w yو حسب بر را xبه نسبت u مشتقات مشتق،

داریم:
dku

dxk
= δk

(
y, w,

dw

dy
, . . . ,

dkw

dyk

)
,

معادله ي به (۴ . ٣) معادله در ذاری جای با
∆̄
(
x,w(n)

)
= ∆̄ (y, w,wy, . . . , wn) = ٠, (۵ . ٣)

اما م پذیرد. را آن تقارنهای جبرل پس است ارز هم (۴ . ٣) معادله با چون که رسید، خواهیم
گردد: برقرار زیر شرط باید باشد، (۵ . ٣) معادله برای تقارن ی V آنکه برای

∆̄
(
y, w(n)

)
= ٠,

هرگاه
V (n)

(
∆̄
(
w,w(n)

))
=
∂∆̄

∂w
= ٠

مانند ∆ = ٠ برای ارز هم معادله (۵ . ٣) به توجه با بنابراین
∆̃

(
y,

dw

dy
, . . . ,

dnw

dyn

)
= ٠,



یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ٣۶
آنگاه . z = dw⧸dy دهیم: قرار معادله این در اگر حال م باشد. w از مستقل که دارد وجود

−n)‐ام ١) مرتبه معادله

∆̃

(
y, z,

dz

dy
, . . . ,

dn−١z
dyn−١

)
= ∆̃

(
y, z(n−١)) = ٠,

برای جوابی w =
∫
h(y)dy + c ِآنگاه باشد، معادله این از جوابی z = h(y) اگر م آید. بدست

(۴ . ٣) معادله از جوابی به wوy جای به uو x کردن زین جای با پس بود. خواهد (۵ . ٣) معادله
کرد. خواهیم پیدا دست

دادن کاهش و ناوردا ـ گروه جواب های بندی طبقه ٣ . ٢
دیفرانسیل معادلات از پیچیده دستگاه ی برای دقیق جواب های یافتن اصل هدف اصولا
دستگاه جواب های از دسته آن که م باشد اصل این بر مبتن بنیادی قضیه است. جزیی

ی حل با توان م را م باشد ناوردا ‐پارامتری r تقارن گروه ی تحت که مطالعه مورد
بدست است کمتر اصل دستگاه مرتبه از واحد r آن مرتبه که دیفرانسیل معادلات دستگاه
مستقل متغیرهای تعداد از کمتر ی تقارن گروه پارامترهای تعداد گاه هر بخصوص، آورد.
معادلات دستگاه ی حل با گروه ناوردای جوابهای کلیه آنگاه ، r = p − ١ یعن باشد،
ناوردای های جواب از ای دسته موارد، بعض در حت م شوند. حاصل معمول دیفرانسیل

م باشند. انتظار مورد دقیق های جواب همان حقیقت در پیداشده، گروه

از O باز مجموعه زیر ی روی بر که یرید ب نظر در را ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه
م شود. تعریف E ≃ Rp+q دستگاه کل فضای

ند. می عمل O روی که است موضع تبدیلات از گروه ی G کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
تحت هرگاه م شود گفته ناوردا جواب ی ، دستگاه این از u = f(x) جواب کل طور به
دستگاه ی ‐ناوردای Gجواب ی از منظور ، ر دی به عبارت بماند. ناوردا گروه تبدیلات
Γf = {(x, f (x))} ⊂ O آن گراف ه بطوری u = f (x) مانند جوابی ، جزیی دیفرانسیل معادله

باشد. O از ‐ناوردا G مجموعه زیر ی موضعاً
یرید: ب نظر در را دوبعدی لاپلاس معادله مثال عنوان به

uxx + uyy = ٠,
پارامتری تک دوران گروه تحت u = ln

(
x٢ + y٢) جواب ، این صورت در

SO
(٢) : (x, y, u) 7→ (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ) ,



٣٧ دادن کاهش و ناوردا ـ گروه جواب های بندی طبقه
مولد پارامتری تک گروه از ناوردایی I = I (x, u) هرگاه ١ . ۴ . ١ قضیه به توجه با م باشد. ناوردا

کوچ بینهایت
V =

p∑
i=١

ξi (x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ηα (x, u)
∂

∂uα
.

آنگاه باشد، x =
(
u١, . . . , uq

) و x =
(
x١, . . . , xp

) ترتیب به وابسته و مستقل متغیرهای برای
بود: خواهد صادق زیر اول مرتبه و خط ، ن هم جزیی دیفرانسیل معادله در

p∑
i=١

ξi (x, u)
∂I

∂xi
+

q∑
α=١

ηα (x, u)
∂I

∂uα
= ٠.

کردن زین جای با یعن یافت. را فوق معادله جواب توان م ها مشخصه روش از استفاده با
داریم: زیر معمول دیفرانسیل معادله

dx١
ξ١ (x, u) = · · · = dxp

ξp (x, u)
=

du١
η١ (x, u) = · · · = duq

ηq (x, u)
.

م شود: نوشته ذیل صورت به فوق معادله عموم جواب ، موضع ل ش به
I١ (x, u) = c١, I٢ (x, u) = c٢, · · · Ip−١ (x, u) = cp−١,

از تابع مستقل ناورداهای از کامل مجموعه ، اینصورت در هستند. انتگرال ثوابت ciها که
همچنین شوند. م معرف I١, I٢, · · · , Ip−١ شده ی نتیجه توابع Vتوسط پارامتری تک گروه
به مربوط مشخصه دستگاه از مستقل اول انتگرال های همان واق در آمپه بدست ناورداهای

تقارن گروه به مربوط معادلات دستگاه از زیر عموم هستندوجواب V کوچ بینهایت مولد
م گردد: فراهم

S (x, u) = µ
(
I١ (x, u) .I٢ (x, u) . · · · Ip−١ (x, u)

)
.

معادله در S قراردادن با م کند. صدق V [µ] = ٠ معادله در که است دلخواه تابع µ آن در که
یافت. را اصل معادله مشابه جواب م توان اصل

کل فرم به جزیی دیفرانسیل معادله دستگاه ی
∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠, ν = ١, . . . ,m,

داد: شرح را گروه ناوردای جواب های یافتن شیوه توان م گام هفت در یرید. ب نظر در
بدست را تقارن گروه جبرل کوچ بینهایت مولدهای ٢ . ۵ . ٢ قضیه به توجه با ابتدا .١

م آوریم.
دستگاه ، حالت این در باشد تقارن گروه نظیر مدارهای بعد ١ ≤ s ≤ p که کنیم فرض .٢
است. وابسته مستقل متغیر p−s به گروه ناوردای جواب های یافتن برای یافته کاهش
معادلات دستگاه ی به جزیی دیفرانسیل معادلات دستگاه مرتبه کاهش منظور به

گردد. انتخاب s = p− ١ بابعد مدارهایی م باید معمول دیفرانسیل



یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ٣٨
ل جبر ‐بعدی s زیرجبرهای کم به را G تقارن گروه ‐بعدی s زیرگروه های کلیه .٣
ی با متناظر زیرگروه ها این از هری که است توجه قابل م آوریم. بدست ها تقارن

م شود. تولید G توسط که م باشد گروه ناوردای جواب های از دسته
مانند: م یابیم. G برای تابع مستقل ناورداهای از کامل مجموعه ی .۴

y١ = Ψ١ (x, u) , · · · , yp−s (x, u) = Ψp−s (x, u) ,

ω١ = ϑ١ (x, u) , · · · ,Ψq (x, u) = ϑq (x, u) , (۶ . ٣)
p− s م توان ، است تر کوچ p از G تقارن گروه با متناظر مدارهای بعد s حالت که در .۵
گروه برای ، y١ = Ψ١ (x, u) , · · · , yp−s (x, u) = Ψp−s (x, u) مانند تابع مستقل ناوردای
این، بر علاوه م باشند. O شده تعریف ناوردای خود که یافت ای نقطه تقارن تبدیلات
است موجود G عمل از ω١ = ϑ١ (x, u) , · · · ,Ψq (x, u) = ϑq (x, u) مانند ر دی ناوردای q
مستقل ناورداهای از ‐تایی (p+ q − s) کامل مجموعه ی Ψi بهمراه ناورداهای که
{y = Ψ(x, u) , ω = ϑ (x, u)} با را مجموعه این م سازند. O روی G عمل برای تابع
بعنوان هارا y نظر مورد یافته کاهش دستگاه ساختن منظور به پس زین و داده نشان
م گیریم. نظر در جدید وابسته متغیرهای عنوان به را ωها جدیدو مستقل متغیرهای
حائز نکته اما م یابد. کاهش p − sبه مستقل متغیرهای تعداد ، حالت این در لذا
توابع و u = f (x) ناوردای G جوابهای میان ی به ی تناظر هیچ که است این اهمیت
برای را ضمن تابع قضیه ، تابع دو بین تناظر یافتن برای نیست. موجود v = h(y)

جای به را جدید متغیرهای این م بریم. کار به متغیر p − s با y = Ψ(x, u) دستگاه
نمایش x̂ =

(
xj١ , · · · , xjp−s

) با را باقیمانده متغیر sو x̂ =
(
xi١ , · · · , xip−s

) با y١, · · · , yp−s

و ω متغیرهای حسب بر uو x̂ =
(
xi١ , · · · , xip−s

) به نسبت را دستگاه اکنون دهیم. م
داریم: این صورت در کنیم. م حل x̂ پارامترهای و y

x̂ = γ (x̂, y, ω) , u = µ (x̂, y, ω) . (٣ . ٧)
قاعده و ٣ . ٧ ٣ . ۶و روابط دادن قرار مدنظر و y از تابع عنوان به ω فرض با اکنون

نتیجه: در کنیم. گیری مشتق u از قادریم زنجیره ای
u(n) = µ(n)

(
x̂, y, ω(n)

)
. (٣ . ٨)

م دهیم. قرار ∆(x, un = ٠) دیفرانسیل معادلات دستگاه در را ٣ . ٨ ،٣ . ٧ معادلات .۶
دیفرانسیل معادلات دستگاه ارز هم حاصل معادلات
∆⧸G(y, ω(n)) = ٠. (٣ . ٩)

م باشد. گروه ناوردای جواب های یافتن برای یافته کاهش دستگاه همان که است



٣٩ دادن کاهش و ناوردا ـ گروه جواب های بندی طبقه
ی با متناظر ω = h(y) ، دستگاه این جواب های از هری م کنیم. حل را ٣ . ٩ دستگاه .٧

م گردد: بیان زیر فرمول با که است اصل دستگاه از G‐ناوردا جواب
ϑ(x, u) = h [Ψ(x, u)] .

KdV معادله ناوردای ‐ گروه های جواب ٣ . ٢ . ١
صورت به مولدی سوم، مرتبه KdV معادله های تقارن از ی که دیدیم .٣ . ٢ . ١ مثال

V۴ = x∂x + ٣t∂t − ٢u∂u.
بصورت آن نظیر تبدیل که است

(x, t, u) 7→
(
λx, λ٣t, λ−٢u

)
,

است: ناوردا دو دارای تبدیل این t > ٠ ازای به باشد. م
y = t

−١٣ x , υ = t
٢٣u ,

داریم: مشتق ای زنجیره قاعده اعمال با اکنون
ux =

١
t
υy , uxxx = t−

۵٣υyyy , ut = − ١
٣ t−

۵٣
(
yυy + ٢υ) ,

م یابد. کاهش سوم مرتبه ODE معادله ی به KdV معادله بنابراین
υyyy + υυy −

١
٣yυy −

٢
٣υ = ٠.

تبدیل تحت اما نیست. پذیر ان ام ن مم روش های با معادله این حل
υ = ωy −

١
۶ω٢,

معادله ی به فوق معادله
ωyyy −

١
۶ω٢ωy −

١
٣yωy −

١
٣ω = ٠,

معادله ی به گیری انتگرال بار ی با م شود. تبدیل
ωyy −

١
١٨ω٣ − ٣

٢yω − κ = ٠,
م سازد. را تبدیل این نظیر ناوردای جوابهای آن حل با و است حل قابل که یابد م کاهش

م دهیم. کاهش را پنجم مرتبه KdV معادله شد، بیان بالا در که روش از استفاده با حال



یافته تعمیم پنجم مرتبه KdV معادله ‐ناوردای گروه های جواب ۴٠
X١ =

∂

∂x
تقارن بوسیله معادله مرتبه کاهش •

تا کنیم م حل را زیر دستگاه شد، داده توضیح قبلا که مشخصه ها روش کم به
آید: بدست تقارن این با متناظر ناورداهای

dx

١ =
dt

٠ =
du

٠ ,

ذاری جای با حال آوریم. م بدست را v(y) = u و y = t ناوردای دو دستگاه این حل با
داشت: خواهیم (٣ . ١) معادله در مقادیر این

v́ = ٠, (٣ . ١٠)
(٣ . ١) معادله نتیجه در است. y متغیر به نسبت v تابع مشتق ′ از منظور آن در که

م یابد. کاهش (٣ . ١٠) ODE به X١ تقارن با
جواب لازم، متغیر تغییر اعمال با است. معادله این جواب ی v = ay + b بدیهیست

م آوریم. بدست (٣ . ١) معادله برای را u = at+ b دقیق
X٢ =

∂

∂t
تقارن بوسیله معادله مرتبه کاهش •

دستگاه حل با شد، بیان بالا در که آنچه مشابه
dx

٠ =
dt

١ =
du

٠ ,

ناوردا دو این ذاری جای با آید. م X٢بدست با متناظر v(y) = u و y = x ناوردای دو
رسیم: م زیر ODE به (٣ . ١) معادله در

v
′′′′′

+ vv́ = ٠ , (٣ . ١١)
به دادو کاهش را معادله مرتبه ی م توان (٣ . ١١) معادله از گیری انتگرال بار ی با

معادله
v
′′′′

+
١
٢v٢ = c , (٣ . ١٢)

حل م توان مختلف های روش به را معادله این است. ثابت عدد ی c آن در که رسید
باشیم، داشته مبدا حول را معادله اولیه شرایط اگر مثلا سریها. کم به جمله از کرد،

است: زیر بصورت (٣ . ١٢) معادله جواب ی آنگاه
v (y) = v (٠)+v́ (٠) y+ ١

٢v
′′
(٠) y٢+ ١

۶v
′′′
(٠)y٣− ١

۴٨v(٠)٢y۴− ١
١٢٠v(٠)v́ (٠) y۵+O

(
y۶) ,

آمد. خواهد بدست (٣ . ١) معادله برای جواب ی x به y تغییر با نهایت در که
X٣ تقارن بوسیله مرتبه کاهش •

دستگاه حل با ، X٣ با متناظر نهایت در
dx
x

۵
=

dt

t
=

du

−٣u
١٠

,



۴١ دادن کاهش و ناوردا ـ گروه جواب های بندی طبقه
م آیند: بدست زیر ناورداهای

x =

(
z

y

) ١
۵ , t = z, u (x, t) =

(
z

y

)−٣
١٠ v (y, z) ,

م رسیم. زیر پنجم مرتبه ODE به (٣ . ١) معادله در ناورداها این دادن قرار با
٣١٢۵y۵v′′′′′

+۴٣٧۵٠y۴v′′′′
+ ١٧٢۵٠٠y٣v′′′

+ ٢٠٧٠٠٠y٢v′′

+ ۵v٢yv′
+ ۵۴٧٢٠yv′

+ v
′
+ ٧٢٠v = ٠ .

بسیار معادله این حل است. y متغیر به نسبت v تابع مشتق ′ از منظور آن در که
بحث از که م باشد عددی روشهای و اولیه شرایط از استفاده مستلزم و بوده پیچیده
توان م فوق تقارنهای از مختلف خط ترکیبات با که است ذکر به لازم است. خارج ما

داد. کاهش مختلف صورتهای به را معادله
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Subalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر زیر
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Lie subalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل جبر زیر
Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه زیر
Lie subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل گروه زیر
Submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد زیر
submersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سابمرژن
Left multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ. ضرب
Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمل.
Right action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. عمل
Regular action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم عمل
Effective action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موثر عمل
Semi-regular action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم‐منظم عمل
Nonlinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط غیر
Vector space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری. فضای
Jet space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جت فضای
Total space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل فضای
Chain rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیره ای. قاعده ی
Taylors theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلور قضیه
Lie bracket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل کروشه ی
Tangent bundel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مماس کلاف
Symmetry group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن. گروه
Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل گروه
One-parameter group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری. ی گروه
Jacobian matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبین ماتریس
Dependent variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته متغیر
Local coordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضع مختصات
Orbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدار
Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل.
Functionallay independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع مستقل
Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق
Partial derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی مشتق
Total derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل مشتق
Lie derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل مشتق
Partial differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی. دیفرانسیل معادله
Ordinary differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمول دیفرانسیل معادله ی



۴٧ انگلیس به فارس واژه نامه
Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد
Topological manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی منیفلد
Smooth manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلد
Locally euclidean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدس موضعاً
Infinitesimal generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچ بینهایت مولد
Vector field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان
invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا
Left invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ناوردای
Defferential invariant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل ناوردای
Right invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ناوردای
Smooth map. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار. نگاشت
Inverse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون.
Smooth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار





فارس به انگلیس واژه نامه
Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمل.
Antisymmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن پاد
Atlas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلس
Bijective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوسویی
Bilinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط دو
Chain rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیری. قاعده
Characteristic system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه دستگاه
Connected. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند.
Coordinate chart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختصات چارت
Dependent variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته متغیر
Derivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق.
Diffeomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفئومورفیسم
Differential invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل ناوردای
Dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد
Effective action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤثر عمل
Embedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمبدینگ
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Euler equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر معادلات
Euclidean. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدس
Exponential map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی نگاشت
Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شار
Functionallay independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع مستقل
Fandamental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنیادی.
General linear group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام خط گروه
Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
Group invariant solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه ناوردای های جواب
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Heat equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله
Immersed submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمرژن. منیفلد زیر
Immersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمرژن
Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل.
Infinitesimal generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچ بینهایت مولد
Invariant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا.
Invariant function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا تابع
Inverse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون.
Inversion map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساز وارون نگاشت
Jacobi identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبی اتحاد
Jacobian matrix. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبین ماتریس
Jet space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جت فضای
Laplace equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. معادله
Left invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ. ناوردای
Left multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ. ضرب
Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل جبر
Lie bracket. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل کروشه
Lie derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل مشتق
Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل گروه
Lie series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل سری
Lie subalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل جبر زیر
Lie subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل گروه زیر
Lie symmetry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل تقارن
Local coordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضع مختصات
Euclidean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدس موضعاْ
Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد
Maximal rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال رتبه
Nonlinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خط غیر
One-parameter group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری. ی گروه
Open submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز منیفلد زیر
Orbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدار
Ordinary differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمول دیفرانسیل معادله
Partial differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی. دیفرانسیل معادله
Partial Derivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی مشتق



۵١ فارس به انگلیس واژه نامه
Point transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای. نقطه تبدیل
Prolongation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ده امتداد
Quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری انتگرال
Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رتبه
Regular action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم عمل
right action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست عمل
right- invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ناوردای
Second countable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع شمارای
Semi-regular action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم نیم عمل
Similarity solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشابه جواب های
Smooth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار
Smooth manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلد
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Aabstract

The main goal of this thesis is to analyse the invariance conditions of fifth-order KdV equation.
This is done by finding symmetry transformations and the equivalence reduced equations. For this
purpose firstly, we start with fundamental geometric concepts to clarify the geometric structure
of the considered equation. Then by obtained symmetry group and the amended algorithm the
invariance conditions, reduced forms and group-invariant solutions are given.

Key word: Vector feild, Lie algebra, Jet space, Lie symmetry, reduction of order, KdV equation.
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