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اری... پاس 
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ک
نامه تعهد

ریاض علوم کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی رحیم راویه اینجانب
با پیوسته تاخیری خط های سیستم پایداری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش

م شوم: متعهد طهران احسن حجت راهنمایی تحت ، ورودی تاخیر دو
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
رحیم راویه

١٣٩۶ دی

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
معادلات از سیستم هایی کنترل برای اخیر سال های در که جدید روش پایان نامه، این در

معرف را شده مطرح لامبرت تابع از استفاده با آن ها پایدارسازی و تاخیره تک دیفرانسیل
ویژه مقدار تخصیص وسیله به کنترل کننده طراح برای جدید روش ترتیب این به م کنیم.
مقدارهای از زیرمجموعه ی م توان روش این از استفاده با م شود. ارائه مثال چند همراه به
دیفرانسیل معادلات توسط که سیستم برای داد. انتقال مطلوب موقعیت های به را ویژه
پایداری و م آید بدست لامبرت تابع اساس بر سیستم جواب م شود، داده نشان تاخیری
پسخورد ی سیستم، کنترل پذیری بررس از بعد نباشد، پایدار سیستم اگر م شود. بررس
بسته حلقه سیستم سرانجام، و م شود طراح ویژه مقدارهای تخصیص وسیله به پایدارکننده
معیار از را بماند باق پایدار سیستم اینکه برای زمان تاخیر بازه ادامه در شود. پایدار م تواند
روش از را تاخیره تک سیستم پایداری معیارهای سپس و م نماییم تعیین راث−هورویتز
تاخیر دو با خط سیستم های پایداری نهایت در م کنیم. بررس خط ماتریس نامساوی های
متغیر و ثابت تاخیر دو و ورودی در زمان با متغیر تاخیر دو فصل این در م نماییم. بیان را زمان
مناسب لیاپانوف تابع باید بخش، این در م دهیم. قرار بررس مورد را حالت درمتغیر زمان با
ایجاد لیاپانوف تابع که دهیم نشان سپس و کنیم تعریف زمان تاخیر دو با سیستم های برای را
شرط، دو این برقراری برای م باشد. معین منف آن مشتق همچنین و معین مثبت شده،

زمان تاخیر دو با سیستم های پایداری که م گردند ایجاد (LMIs) خط ماتریس نامساوی های
بررس برای خط ماتریس نامساوی های روش از نیز، پایان نامه این در م کنند. تضمین را

MATLAB نرم افزار با روش این م دهیم. ارائه را مثال هایی و م کنیم استفاده مجانبی پایداری
است. تحلیل قابل

مقدار تخصیص ، زمان تاخیر لامبرت، تابع پایداری، ، خط کنترل سیستم کلیدی: کلمات
ماتریس نامساوی لیاپانوف، تابع تاخیری، دیفرانسیل معادلات پسخورد، کنترل کننده ویژه،

خط

م
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جداول فهرست
a = ١ ،ad = ٢ ،h = ١s با (۶۴ . ٣) سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر ٣ . ١

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K = −١٫١ و
a = ١ ،ad = −١ ،h = ١s با ٣ . ٨٣ سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر ٣ . ٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K = ٠٫٧١٨٣ و
a = ١ ،ad = −١ ،h = ١s با (٣ . ٨٣) سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر ٣ . ٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K = −٣٫۵٩٧٨ و
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف های h١ برای h٢ بالای کران ١ . ۴

ق



١ فصل
پیش نیازها و تعاریف

ریاض پیش نیازهای و تعاریف ١ . ١
ماتریسAم نامند ویژه١ مقدار ی را λ الر اس یرید. ب نظر در An×nرا ماتریس .١ . ١ . ١ تعریف
غیر بردار به سازد. برآورده را AX = λX ه طوری باشد داشته وجود X صفر غیر بردار ی اگر

م نامند. λ ویژه مقدار با متناظر A ماتریس ویژه٢ بردار اینجا در X صفر
نوشت، زیر بصورت م توان را AX = λX معادله

(A− λI)X = ٠, (١ . ١)

مقدار ی λ است. ن هم خط معادلات دستگاه ی (١ . ١) معادله شده، مشخص λ هر برای
ی معادله این باشد. det(A − λI) = ٠ معادله پاس اگر فقط و اگر است A ماتریس از ویژه

م نامند. A ماتریس مشخصه٣ معادله را آن و است n درجه از چندجمله ای

مربع ماتریس های قطری سازی در ویژه بردارهای و ویژه مقادیر مهم کاربردهای از ی
است.

١Eigenvalue
٢Eigenvector
٣Characteristic equation



پیش نیازها و تعاریف ٢
داشته وجود m مانند طبیع عدد هرگاه گویند، پوچ توان۴ را An×n ماتریس .١ . ١ . ٢ تعریف

پوچ را کند صدق Am = ٠ رابطه در که m عدد ترین کوچ حالت این در .Am = ٠ که باشد
.[١] م دهیم نشان m = null(A) نماد با و م گوئیم A ماتریس

کار به را زیر رابطه م توان A ماتریس ۵ پوچ محاسبه برای که م شویم یادآور همچنین
برد،

null(A) = n− rank(A), (١ . ٢)
م دهد. نشان را A ماتریس رتبه rank(A) آن در که

این در که نقطه دو هر بین واصل پاره خط اگر است محدب مجموعه ی .١ . ١ . ٣ تعریف
باشد. داشته قرار مجموعه در نیز، دارند قرار مجموعه

باشد، زیر م لورن سری با تحلیل تابع u(t) کنید فرض پاده۶). (تقریب ۴ . ١ . ١ تعریف

u(t) =

∞∑
n=٠

unt
n, ٠ ≤ t ≤ T (١ . ٣)

زیر بصورت م شود داده نشان [L,M ]u(t) با که [L,M ] مرتبه از u(t) برای پاده تقریب آنگاه
م باشد،

[L,M ]u(t) =
PL(t)

QM (t)
=
p٠ + p١t+ · · ·+ pLt

L

١ + q١t+ · · ·+ qM tM
=

∑L
n=٠ pntn∑M
n=٠ qntn

(۴ . ١)

در ندارند. مشترک عامل هیچ مخرج و صورت به علاوه م گیریم، نظر در q٠ = ١ آن در که
داریم: اینجا

u(t) ≃
L+M∑
n=٠

unt
n, (۵ . ١)

u(t)− [L,M ]u(t) = O(tL+M+١) (۶ . ١)
داریم، (۶ . ١) از

u(t)
M∑
n=٠

qnt
n −

L∑
n=٠

pnt
n = O(tL+M+١) (١ . ٧)

۴Nilpotent
۵Null
۶Pade Approximation



٣ کنترل پیش نیازهای و تعاریف
داریم، را زیر خط جبری سیستم های (١ . ٧) از

uLq١ + · · ·+ uL−M+١qM = −uL+١
uL+١q١ + · · ·+ uL−M+٢qM = −uL+٢
...
uL+M+١q١ + · · ·+ uLqM = −uL+M

(١ . ٨)



p٠ = u٠
p١ = u١ + u٠q٠
...
pL = uL + uL−١q١ + · · ·+ u٠qL

(١ . ٩)

٠ ≤ n ≤ L ،pn ضرایب سپس م کنیم. محاسبه را ١ ≤ n ≤ L ،qn ضرایب همه ابتدا ،(١ . ٨) از
.[٣٩] م آوریم بدست (١ . ٩) از را

کنترل پیش نیازهای و تعاریف ١ . ٢
تبدیل٧ تابع اساس بر سیستم ها تحلیل و مدل سازی ، کلاسی کنترل بر مبتن روش های در
اما م کند. بیان را سیستم خروج و ورودی بین ارتباط تابع این که م گیرد صورت سیستم
از است. حالت٨ فضای پایه اساس بر سیستم مدل سازی مدرن، کنترل بر مبتن روش های در
ورودی−چند چند سیستم های برای آن از استفاده قابلیت مدل سازی، نوع این مزایای جمله

م باشد. زمان١٠ با تغییرپذیر و خط غیر ، خط سیستم های ،٩(MIMO) خروج
است زیر ل ش به حالت فضای معادلات کل صورت

ẋ١(t) = f١(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),
ẋ٢(t) = f٢(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),
...
ẋn(t) = fn(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),

(١ . ١٠)

حالت متغیرهای x١(t), x٢(t), · · · , xn(t) و سیستم ورودی های u١(t), u٢(t), · · · , ur(t) آن در که
بیان زیر ل ش به  م توان را سیستم y١(t), y٢(t), · · · , ym(t) خروج های م باشند. سیستم

٧Transfer Function
٨State Space
٩Multi Input-Multi Output

١٠Time Varying



پیش نیازها و تعاریف ۴
نمود،

y١(t) = g١(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),
y٢(t) = g٢(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),
...
ym(t) = gm(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t),

(١ . ١١)

م کنیم، تعریف

x(t) =


x١(t)
x٢(t)...
xn(t)

 ,u(t) =

u١(t)
u٢(t)...
ur(t)

 ,y(t) =

y١(t)
y٢(t)...
ym(t)



f(x, u, t) =


f١(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)
f٢(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)...
fn(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)

 ,

g(x, u, t) =


g١(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)
g٢(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)...
gm(x١, x٢, · · · , xn;u١, u٢, · · · , ur; t)

 ,

م آیند، در زیر ل ش به (١ . ١١) و (١ . ١٠) معادلات ترتیب این به
ẋ(t) = f(x, u, t),

y(t) = g(x, u, t),

(١ . ١٢)

باشند، t شامل g یا f تابع اگر دارد. نام خروج معادله دوم معادله و حالت معادله اول معادله
است. زمان با متغیر سیستم

م گردد، حاصل زیر بصورت (١ . ١٢) معادله باشند، خط g(x, u, t) و f(x, u, t) توابع ه صورتی در
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t),

(١ . ١٣)

ماتریس D(t) و خروج ماتریس C(t) ورودی، ماتریس B(t) حالت، ماتریس A(t) آن در که
توابع g و f ، کل حالت در م دهد. نشان را خروج و ورودی بین مستقیم ارتباط که است



۵ کنترل پیش نیازهای و تعاریف
نشان را خروج و ورودی حالت، بردارهای ارتباط نحوه که هستند زمان با متغیر غیرخط
زمان از مستقل خط سیستم نشود، وارد صریح t به طور زمان ،g و f توابع در اگر م دهند.

م شود، ساده زیر ل ش به (١ . ١٣) معادله صورت این در است. (١١ زمان (ناوردای
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),

(١۴ . ١)

معادله دوم، معادله و است زمان از مستقل خط سیستم ی حالت معادله اول، معادله
.[۴٠] است سیستم این خروج

توسط اندازه گیری قابل و باشد داشته فیزی تعبیر م تواند سیستم ی در حالت متغیرهای
ریاض کاملا م تواند نیز و جابجایی و فشار سرعت، دما، جریان، ولتاژ، مانند باشد ١٢ ر حس

محاسبات ساده سازی برای فقط آن ها از استفاده علت و باشد نداشته فیزی تعبیر و باشد
باشد. ریاض

حالت فضای معادلات حل ١ . ٢ . ١
یرید، ب نظر در را حالت فضای معادلات کل صورت

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),

آن ها ذاری جای با و آورد بدست اول معادله از را x(t) بردار تا است لازم معادلات این حل برای
یرید، ب نظر در را اول معادله نمود. محاسبه را سیستم خروج دوم، معادله در

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

م باشد، زیر بصورت معادله ای چنین کل پاس
x(t) = eA(t−t٠)x(t٠) + eAt

∫ t

t٠
e−AτBu(τ)dτ, (١۵ . ١)

نیز φ(t) نماد با و م گویند حالت١٣ انتقال ماتریس آن به که است ماتریس نمایی تابع eAt

م دهند، نمایش
x(t) = φ(t− t٠)x(t٠) +

∫ t

t٠
φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

یریم، ب نظر در ن هم بصورت را معادلات ه صورتی در
ẋ(t) = Ax(t),

١١Time Invariant
١٢Sensor
١٣State Transition Matrix



پیش نیازها و تعاریف ۶
بود، خواهد زیر ل ش به ن هم معادله جواب صورت، این در

x(t) = eA(t−t٠)x(t٠) = φ(t− t٠)x(t٠), (١۶ . ١)
سیستم ورودی بدون یا طبیع پاس بیان کننده واق در حالت انتقال ماتریس آن در که

م باشد.
u(t) = ٠ و x(t٠) = x٠ اگر که است ثابت بردار ،xe تعادل نقطه تعادل). (نقطه ١ . ٢ . ١ تعریف

معادله با شده داده سیستم پاس باشد،
ẋ(t) = f [x(t), u(t), t],

ثابت برداری تعادل نقطه که آنجایی از همچنین بود. خواهد x(t) = xe ،t ≥ t٠ کلیه برای
است،

ẋe(t) = ٠ = f(xe, ٠, t), (١ . ١٧)
که کنیم فرض اگر است. (١ . ١٧) معادله به ماندگار حالت ثابت پاس نشان دهنده تعادل نقطه

م آید، بدست زیر معادله از تعادل نقطه است، خط سیستم
Axe = ٠.

.[١] است خط سیستم های برای تعادل نقطه ی همواره مختصات مبدا که است بدیه
منسوب سیستم ها پایداری تحلیل روش های کل ترین از ی لیاپانوف). (پایداری ١ . ٢ . ٢ تعریف
نظر در را زیر حالت دیفرانسیل معادله است. لیاپانوف١۴ نوزدهم، قرن روس دانشمند به

یرید، ب
ẋ(t) = f [x(t), ٠, t], (١ . ١٨)

δ(ε) > ٠ ی و t٠ ی ،ε > ٠ هر به ازای اگر گویند، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه
باشیم داشته t ≥ t٠ هر برای آن گاه ∥x(t٠) − xe∥ < δ(ε) اگر ه به طوری باشد داشته وجود

، بعبارت .∥x(t)− xe∥ < ε

∀ε > ٠ ∃t٠ > ٠, ∃δ > ٠, ∥x(t٠)− xe∥ < δ(ε) t ≥ t٠−−−→ ∥x(t)− xe∥ < ε.

اندازه به اولیه حالت انتخاب با م توان که است آن لیاپانوف مفهوم به پایداری فیزی ویژگ
ر دی بعبارت نمود. جلوگیری تعادل نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به نزدی کاف
اولیه حالت هر از ناش سیستم پاس اگر گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت

.[١] ببینید) را (١ . ١) ل (ش نشود دور xe تعادل حالت از هیچ گاه xe نزدی
١۴Lyapunov



٧ کنترل پیش نیازهای و تعاریف

لیاپانوف و مجانبی پایدار :١ . ١ ل ش
است مجانبی پایدار (١ . ١٨) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه مجانبی). (پایداری ١ . ٢ . ٣ تعریف

اگر،
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار .١

∥x(t٠)− xe∥ < δ اگر ه طوری باشد داشته وجود δ(t٠) > ٠ ی t٠ > ٠ مقادیر کلیه برای .٢
،[١] ببینید.) را (١ . ١) ل (ش آن گاه

lim
t→∞

∥x(t)− xe∥ = ٠,

معمولا مجانبی پایداری آن گاه باشد، دور تعادل نقطه از x(t٠) سیستم اولیه حالت اگر
زیاد انحراف با ، واق در داد. قرار نخواهد اختیار در سیستم پاس رفتار از زیادی اطلاعات
محدوده بزرگترین اندازه دانستن عمل در بنابراین باشد. ناپایدار سیستم که است ن مم

م باشد. لازم مجانبی پایداری
م شود. گفته جذب حوزه مجانبی پایداری محدوده بزرگترین به جذب). (حوزه ۴ . ١ . ٢ تعریف
آغاز مجانبی پایداری های حرکت آن در که است Rn از قسمت آن جذب حوزه ر، دی بعبارت

است. مجانبی پایدار باشد، گرفته سرچشمه جذب حوزه از که حرکت هر یا و م گردد
را (١ . ١٨) حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه سراسری). مجانبی (پایداری ۵ . ١ . ٢ تعریف

،[١] هرگاه گویند فراگیر مجانبی پایداری
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار .١

باشیم، داشته t٠ هر و x(t٠) هر برای .٢
lim
t→∞

∥x(t)− xe∥ = ٠.



پیش نیازها و تعاریف ٨
بصورت نیتز١۵ لیب قاعده ،x به نسبت ∫ β(x)

α(x) G(x, t)dtانتگرال از گرفتن مشتق برای .١ . ٢ . ١ لم
،[٢] م رود ار ب زیر

d

dx

∫ β(x)

α(x)
G(x, t)dt = G(x, β(x))

dβ

dx
−G(x, α(x))

dα

dx
+

∫ β(x)

α(x)

∂G

∂x
dt. (١ . ١٩)

نظر در زمان با تغییرناپذیر و خط سیستم های تنها پایان نامه این طراح و تحلیل در
شد. خواهند گرفته

١۵Leibniz



٢ فصل
خط کنترل سیستم  های

،١ مینورس مانند افرادی توسط برجسته ای کارهای کنترل، نظریه توسعه اولیه مراحل در
کنترل زمینه در مینورس ١٩٢٢ سال در است. شده انجام ران دی و وئیست٣ نای هازن٢،
دیفراسیل معادلات به توجه با را پایداری م توان ونه چ که داد نشان و کرد کار کشت خودکار
تعیین برای ساده ای نسبتا روش وئیست نای ١٩٣٢ سال در کرد. تعیین سیستم توصیف کننده 
کرد. ارائه سینوس ورودی های به باز حلقه پاس اساس بر بسته، حلقه سیستم های پایداری
ابداع بوده توسط که بوده۴ نمودار روش (خصوصا فرکانس پاس روش های ١٩۴٠ دهه ی در
رد عمل شاخص های که کرد فراهم را خط بسته حلقه کنترل سیستم های طراح ان ام شده)
ایوانز۵ ١٩۵٠ دهه ی اول سال های تا ١٩۴٠ دهه ی آخر سال های ط م کردند. برآورد را
و فرکانس پاس روش داد. قرار بررس مورد کامل به طور را ریشه ها هندس ان م روش
چند دستگاه های چون هستند. کلاسی کنترل نظریه اصل هسته ریشه ها، هندس ان م
معادله زیادی تعداد با م شوند، پیچیده تر تدریج به امروزی (MIMO) خروج ورودی−چند

خروج ورودی−ی ی سیستم های به تنها که کنترل کلاسی نظریه م گردد. توصیف

١Minorsky
٢ Hazen
٣Nyquist
۴ Bode
۵Evans

٩



خط کنترل سیستم  های ١٠
کاف توانایی خروج ورودی−چند چند سیستم های این تحلیل برای دارد، اختصاص ۶(SISO)

ندارد.
شده نهاده بنا دیفرانسیل معادلات دستگاه های زمان، حوزه تحلیل پایه بر مدرن کنترل نظریه
اساس بر نظریه این زیرا است، کرده ساده تر را کنترل سیستم طراح مدرن، کنترل است.

م کند. کار واقع کنترل سیستم از مدل

کنترل پذیری ٢ . ١
، زمان ناوردای خط سیستم .٢ . ١ . ١ تعریف

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (٢ . ١)
که u(t) ورودی هرگاه م گیریم. نظر در x(t٠) = x٠ اولیه ی حالت با و t ≥ t٠ به ازای را
t٠ زمان در را x٠ حالت دهد، انتقال صفر حالت به t١ زمان در را x٠ اولیه ی حالت ،t ∈ [t٠, t١]

م باشد. تعادل حالت بیانگر اینجا در صفر حالت است ذکر به لازم . گوییم کنترل پذیر٧
که گیرند قرار مطالعه مورد مسائل باید زیرا دارد، اساس اهمیت سیستم ی کنترل پذیری
نتیجه در م باشد. تعادل حالت به دلخواه، اولیه  حالت ی از سیستم انتقال هدف، آن ها در

است. جواب وجود برای لازم شرط کنترل پذیری،
بصورت را کنترل پذیری ماتریس ،(١۴ . ١) معادله با شده تعریف سیستم برای .٢ . ١ . ٢ تعریف

م شود، تعریف زیر
Q =

[
B A.B · · · An−١.B

]
,

به سیستم x٠ ∈ Rn به ازای هر هرگاه گوییم کنترل پذیر کاملا را (٢ . ١) سیستم .٢ . ١ . ٣ تعریف
باشد. صفرکنترل پذیر حالت

فقط و اگر است کنترل پذیر کاملا (١۴ . ١) معادلات با شده توصیف خط سیستم .٢ . ١ . ١ گزاره
سیستم ر دی بعبارت یا و کند تولید را Rn فضای سیستم، کنترل پذیری ماتریس ستون های اگر

باشد. rank(Q) = n اگر تنها و اگر است کنترل پذیر

کنترل سیستم های پایداری
سیستم دینامی رفتار پیش بین برای سیستم اجزای شناخت کنترل، سیستم ی طراح در
اعمال هنگام که است پایدار صورت در ، زمان ناوردای خط کنترل سیستم ی است. لازم
کنترل سیستم ی برای تعادل حالت برگردد. خود تعادل حالت به آن، به جدید اولیه شرط ی

۶Single-Input Single-Output
٧Controlable



١١ کنترل پذیری
حالت آن در خروج ورودی، نکردن تغییر و اغتشاش عدم صورت در که است حالت ، خط

بماند. باق
خط کنترل سیستم م پردازیم. کنتر ل سیستم های در پایداری ریاض مفهوم بررس به حال

، زمان ناوردای
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (٢ . ٢)

ورودی، بردار با
u(t) = Kx(t), (٢ . ٣)

انتخاب x(t) حالت بردار با متناسب ،u(t) آن در که م گیریم، نظر در را کنترل قانون به موسوم
K ∈ Rm×n و حالت پسخورد با کنترل سیستم ی را کنترل سیستم صورت، این در است. شده

م نامیم. حالت٨ پسخورد ماتریس را
م آید، بدست زیر رابطه ی (٢ . ٣) و (٢ . ٢) معادله دو ترکیب با

ẋ(t) = (A+BK)x(t). (۴ . ٢)
باز حلقه سیستم ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و باز٩ حلقه ماتریس را A ماتریس رابطه این در

گوییم.
ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و بسته١٠ حلقه سیستم ماتریس را A + BK ماتریس همچنین

م نامیم. بسته حلقه سیستم
برخورد آن ها با کنترل سیستم های مطالعه در که را اصطلاحات و تعاریف از برخ ادامه، در

م دهیم. ارائه داشت، خواهیم

را ندارد کنترل عمل روی بر نقش هیچ خروج آن ها در که سیستم هایی .۴ . ٢ . ١ تعریف
.[۴٠] گویند باز حلقه کنترل سیستم های

ورودی هر به ازای پس نم شود، مقایسه مرج ورودی با خروج باز حلقه سیستم های در
دارد. بستگ آن تنظیم به سیستم دقت بنابراین دارد، وجود ثابت کاری شرایط ی مرج
انجام را مطلوب وظیفه نم تواند باز حلقه کنترل سیستم باشد داشته وجود اغتشاش اگر
و ورودی رابطه که برد کار به م توان موقع تنها عمل در را باز حلقه کنترل سیستم دهد.
که کنترل سیستم هر باشد. نداشته وجود خارج یا داخل اغتشاش و بوده معلوم خروج
زمان بندی اساس بر که راهنمایی چراغ های است. باز حلقه م کند، کار زمان بندی اساس بر

م باشند. باز حلقه کنترل سیستم از نمونه ای م کنند، کار
٨State Feedback Matrix
٩Open Loop

١٠Closed Loop



خط کنترل سیستم  های ١٢
م نامیم. بسته حلقه کنترل سیستم های عموماً را پسخوردی کنترل سیستم های .۵ . ٢ . ١ تعریف
به رسیدن و سیستم خطای کاهش برای پسخورد از استفاده بسته حلقه کنترل از منظور

.[۴٠] است پایداری
سیستم ،x٠ اولیه حالت بردار به ازای هر باشد. n× n ماتریس ی A کنید فرض .٢ . ١ . ١ قضیه

، زمان ناوردای خط
ẋ(t) = Ax(t),

x(٠) = x٠,
بصورت، منحصربه فرد جواب ی دارای

x(t) = eAtx٠,

بسته حلقه سیستم جواب ،x٠ اولیه ی حالت بردار انتخاب و قضیه این از استفاده با م باشد،
م آوریم، بدست زیر بصورت را (٢ . ٣) و (٢ . ٢)

x(t) = e(A+BK)tx٠,

آن گاه گیرند قرار مختلط صفحه چپ سمت در بسته، حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام چنانچه
داریم،

lim
t→∞

x(t) = x٠ lim
t→∞

e(A+BK)t = ٠,
م شود برده تعادل حالت به صورت در اولیه حالت هر زمان، گذر با که م کند بیان رابطه این

باشند. منف بسته، حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمام حقیق قسمت که
سیستم ی را (٢ . ٣) و (٢ . ٢) معادلات توسط شده تعریف خط کنترل سیستم .۶ . ٢ . ١ تعریف
باشد. منف بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر همه حقیق قسمت هرگاه م نامیم مجانبی پایدار
این غیر در و پایدار را سیستم باشد صفر یا منف ویژه مقادیر همه حقیق قسمت ه صورتی در

نامیم. ناپایدار را سیستم صورت
شده تعریف خط کنترل سیستم برای ،K پسخورد ماتریس یافتن مسأله .٢ . ١ . ٧ تعریف
مقادیر تخصیص مسأله را باشد مجانبی پایدار سیستم که گونه ای به (٢ . ٣) و (٢ . ٢) توسط

گوییم. ویژه

لیاپانوف ٢ . ٢
خط و غیرخط سیستم های پایداری ،x(t) پاس آوردن بدست بدون لیاپانوف مستقیم روش

است ن مم که مرتبه−بالا سیستم های رفتار تعیین برای لیاپانوف روش م کند. تعیین را
باشند، زمان با تغییرناپذیر یا زمان با تغییرپذیر ، غیرخط یا خط نداشته، یا داشته ورودی



١٣ لیاپانوف
ی انتخاب روش این نیست. لازم دیفرانسیل معادله پاس روش این در است. اعمال قابل

V (x) که وقت لازم دارد. را م شود آزموده پایداری شرایط تعیین برای که V (x) الر اس تابع
ل مش م شود. نامیده لیاپانوف تابع ی م سازد برآورده موفقیت آمیزی به طور را شرایط این

ی موفقیت عدم زیرا است، مناسب لیاپانوف تابع ی تعیین روش این اعمال در اساس
ندارد وجود واقع لیاپانوف تابع ی اینکه بر دلیل پایداری شرایط ساختن برآورده برای تابع
با م شود. پیچیده تر نیست منحصربفرد لیاپانوف تابع که واقعیت این با مسئله این نیست.
گرفته قرار سیستم کنترل مهندسین از بسیاری توجه مورد لیاپانوف روش لات، مش این وجود
برای ن لی م باشد ان پذیر ام مناسب لیاپانوف توابع حدس ساده سیستم های برای است.
باشد. ل مش بسیار است ن مم مناسب لیاپانوف تابع ی کردن پیدا پیچیده سیستم های
م شوند. داده نشان V (x) بصورت و دارند بستگ x = (x١, x٢, · · · , xn) به لیاپانوف توابع
ناپایداری یا مجانبی پایداری پایداری، ،V̇ (x) = dV (x)

dt و V (x) علامت رفتار لیاپانوف روش در
قضایای اینجا در م کنند. تعیین آن معادلات مستقیم حل به نیاز بدون را سیستم تعادل حالت

بود. خواهند پایداری برای کاف شرایط قضایا این م دهیم، ارائه را لیاپانوف پایداری
معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر  است پایدار d

dtx(t) = Ax(t) دیفرانسیل معادله .٢ . ٢ . ١ لم
باشد، برقرار زیر نامساوی که شود یافت ،P

ATP + PA < ٠. (۵ . ٢)
ماتریس نامساوی از خاص فرم که م شود گفته P روی بر لیاپانوف نامساوی فوق، نامساوی به
با که است خط ماتریس نامساوی نخستین این که داد نشان لیاپانوف همچنین است. خط
P م توان ATP + PA = −Q معادله حل و مناسب Q معین مثبت و متقارن ماتریس انتخاب

.[١] کرد پیدا را
سیستم، برای لیاپانوف تابع کل حالت در

ẋ(t) = Ax,

f(٠, t) = ٠,
بصورت،

V (x) = xT (t)Px(t), (۶ . ٢)
ی لیاپانوف تابع ساخت در باشد تاخیر دارای نظر مورد سیستم اگر اکنون م گردد. تعریف

با زیر خط سیستم م دهیم، ارائه را مثال مطلب این درک برای م شود، ایجاد انتگرال
یرید، ب نظر در را ثابت تاخیرهای

ẋ(t) = A٠x(t) +
k∑

i=١
Aix(t− τi),



خط کنترل سیستم  های ١۴
و معین مثبت ماتریس های این صورت در ،٠ < τ١ < τ٢ < · · · < ∞ و A٠, Ai ∈ Rn×n که
تعریف زیر بصورت را لیاپانوف تابع م توان ه طوری دارد وجود ،Pi(i = ٠, ١, · · · , k) متقارن

کرد:
V (xt) = x(t)TP٠x(t) +

k∑
i=١

∫ t

t−τi

x(s)TPix(s)ds.

باشد، برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم معین مثبت را V : Rn → R تابع .٢ . ٢ . ١ تعریف
،x ̸= ٠ هر برای V (x) > ٠ .١

.V (٠) = ٠ .٢
تابع اگر است معین منف V (x) و V (x) ≥ ٠ ، x به ازای هر هرگاه گوییم نیمه معین مثبت را V (x)

باشد. نیمه معین مثبت ،−V (x) هرگاه است نیمه معین منف و باشد معین مثبت −V (x)

یرید، ب نظر در را زیر سیستم لیاپانوف). (اصل ٢ . ٢ . ١ قضیه
ẋ(t) = f(x, t)

f(٠, t) = ٠
باشد پیوسته آن جزئ مشتقات ه به طوری باشد داشته وجود V : R×R+ → R الر اس تابع اگر

باشد، برقرار زیر شرایط و
باشد. معین مثبت V (x, t) .١
باشد. معین منف V̇ (x, t) .٢

.[١] است مجانبی پایداری دارای مبدا تعادل حالت آن گاه
سیستم پایدار ثابت نقطه ی مبدا آن گاه باشد، نیمه معین منف V̇ (x, t) اگر .٢ . ٢ . ١ نتیجه

است. ناپایدار مبدا آن گاه باشد، معین مثبت V̇ (x, t) اگر است.
سیستم برای را مبدا پایداری .٢ . ٢ . ١ مثال

ẋ١ = −x٣٢, ẋ٢ = x٣١ , (٢ . ٧)
کنیم. بررس

بصورت، م تواند V (x) لیاپانوف تابع ی بنابراین است. غیرساده ثابت نقطه ی مبدا حل:
و معین مثبت تابع این شود. گرفته نظر در V (x١, x٢) = x۴١ + x۴٢
V̇ =

∂V

∂x١
ẋ١ +

∂V

∂x٢
ẋ٢

= ۴x٣١ (−x٣٢) + ۴x٣٢(x٣١ ) = ٠,
و دارد قرار x۴١ + x۴٢ = c بسته منحن روی جواب، منحن های بنابراین است. نیمه معین منف

است. پایدار مبدا لذا



١۵ خط ماتریس نامساوی

خط ماتریس نامساوی ٢ . ٣
نامساوی ی حل به منوط آن جواب به دستیابی که م شویم مواجه مسائل به کنترل نظریه در

هستند. ماتریس نامساوی قیود بهینه سازی، مسائل بعض در یا و است ماتریس
م باشد: زیر به فرم محدودیت هر کل حالت در ،١١(LMI) خط ماتریس نامساوی ی

A(x) := A٠ + x١A١ + · · ·+ xNAN < ٠, (٢ . ٨)
تصمیم گیری متغیرهای از بردار ی و بوده نامشخص حقیق بردار x = (x١, · · · , xN ) آن در که
این به فوق رابطه در نامساوی نماد هستند. مشخص متقارن ماتریس های A٠, · · · , AN و

حقیق قسمت دارای ویژه مقدار راست ترین یعن م باشد، معین منف رابطه که معناست
است. منف

نامساوی بصورت بیان قابل باشد، وابسته خود متغیر به که متقارن ماتریس نامساوی هر
است. خط ماتریس

معادلند: زیر نامساوی های .٢ . ٣ . ١ ۴مثال + x١ + ٢x٢ x٢ + x٣ + ٢
x٢ + x٣ + ٢ ٣x٢ + x۴

 > ٠ ⇔

۴ ٢
٢ ٠

+ x١
١ ٠

٠ ٠
+ x٢

٢ ١
١ ٣

+ x٣
٠ ١

١ ٠
+ x۴

٠ ٠
٠ ١

 > ٠

صورت این در باشد A(y) < ٠ ،A(x) < ٠ اگر زیرا است x از محدب محدودیت (٢ . ٨) LMI

که ،A(z) < ٠
z = θx+ (١ − θ)y, ∀θ ∈ [٠, ١],

گرفته نظر در واحد LMI ی بعنوان م تواند LMI محدودیت سیستم که باشید داشته توجه
زیرا م باشند) x متغیر به وابسته ماتریس هایی Aiها اینجا، (در شود،

A١(x) < ٠,
...
AN (x) < ٠,

با، است معادل
A(x) := diag{A١(x), · · · , AN (x)} < ٠,

به فرم ه بل نم شوند ظاهر (٢ . ٨) کانون به فرم LMI موارد از بسیاری در
L(x١, · · · , xN ) < R(x١, · · · , xN ),

١١linear Matrix Inequalitie



خط کنترل سیستم  های ١۶
x١, · · · , xN ماتریس متغیرهای برخ از توابع R(.) و L(.) آن در که م آیند، در نمایش به

.[۴١] م باشند

ماتریس نامساوی خواص ٢ . ٣ . ١
شوند. جواب مجموعه ی به منجر م توانند مختلف LMIهای یعن نیستند تا ی LMIها •

مثال، عنوان Aبه B

C D

 > ٠ ⇔

٠ I

I ٠
A B

C D

٠ I

I ٠
 > ٠ ⇔

D C

B A

 > ٠

ویژگ ی این م باشد. محدب جواب مجموعه ی (٢ . ٨) شدن جواب های مجموعه •
جواب های مجموعه دارای مسائل برای قدرتمندی عددی حل تکنی های زیرا م باشد مهم

دارد. وجود محدب
وجود با که، است این LMIها بودن محدب خاصیت از مهم بسیار نتیجه ی تحدب: •
به را آن م توان ول نم باشد، جبری حل راه دارای کل حالت در (٢ . ٨) معادله اینکه

کرد. پیدا را آن جواب وجود صورت در و نمود حل عددی روش های
م شود آن ها تعریف سادگ باعث خاصیت این م باشند. متقارن LMIها تقارن: خاصیت •
عناصر کردن مشخص تنها و نیست LMI عناصر تمام نمودن مشخص به نیازی زیرا

م کند. کفایت آن پایین یا بالا و اصل قطر روی
چهل دهه در م شود. شناخته کنترل مهندس در LMI اولین بعنوان لیاپانوف پایداری شرط
مسائل برای تنها و دست بصورت آن حل و شد کنترل مهندس واقع مسائل وارد معیار این

م گرفت. انجام کوچ
ATX +XA < ٠, (٢ . ٩)

(٢ . ٨) به فرم را لیاپانوف نامعادله سادگ به  م توان م باشد. معین و متقارن ماتریس X که
کرد، تبدیل

AT (
N∑
i=١

xiEi) + (
N∑
i=١

xiEi)A = x١(E١A+ATE١) + · · ·+ xN (ENA+ATEN ) < ٠.

م باشند. استاندارد بردار نماد Eiها

MATLAB نرم افزار در LMI ابزار جعبه ٢ . ٣ . ٢
به مربوط مسائل حل برای مفید توابع از مجموعه ای MATLAB نرم افزار در LMI ابزار جعبه

م دهد. قرار کاربر اختیار در را LMIها



١٧ خط ماتریس نامساوی
اقدام ابتدا م گردد. حل مرحله دو در MATLAB نرم افزار در LMIها شامل مسئله ی به طور کل
تصمیم گیری متغیرهای تعیین شامل مرحله این م کنیم. مسئله در موجود LMIهای تعریف به
استفاده با مسئله دوم، مرحله در م باشد. متغیرها این اساس بر LMIها تعریف و LMIها در

م گردد. حل عددی به طور موجود حل کننده های از
مشاهده که همان طور م شود، آغاز setlmis([ ]) دستور توسط به سادگ ،LMI ی توصیف
متغیرهای که است لازم آن پس از نم گردد. تعیین پارامتری هیچ تابع این برای م کنید
در را CTXC ،LMI مثال بعنوان گردند. تعریف LMI مسئله مجهول متغیرهای یعن تصمیم
تعریف این است. تصمیم گیری متغیرهای از ماتریس X و ثابت ماتریس ی C که یرید، ب نظر

م گردد، تعریف زیر بصورت lmivar تابع از استفاده با
X=lmivar(type,structure).

متقارن، ماتریس های مانند تصمیم گیری ماتریس فرم چندین تا م دهد اجازه ما به دستور این
انتخاب ماتریس نوع به بسته کنیم. تعریف را ر دی ماتریس های یا مستطیل ماتریس های
و م کنیم تعریف را نوع ابتدا ترتیب، بدین است. مختلف اطلاعات حاوی ساختار شده،

م کنیم. بیان دارد بستگ نوع به که را ساختار سپس
ساختار عنصر است، متقارن و مربع ،X ماتریس که معناست بدان این ،type=1 اگر •
برای −١ و الر اس برای ٠ کامل، بلوک (١برای م کند مشخص را i−ام بلوک ابعاد (i, ١)

صفر). بلوک
.structure=[m,n] که است m× n سایز از مستطیل ،X ماتریس ،type=2 اگر •

گردد، تعریف زیر بصورت lmiterm() دستور با تک تک بصورت LMIها باید بعد گام در
lmiterm(termID,A,B,flag).

اولین م باشد. ١ × ۴ بردار ی termID اول آرگومان است. آرگومان ۴ یا ٣ شامل lmiterm

شده تعریف LMI (اگر م بریم ار ب را شده تعریف LMI کدام که م دهد نشان بردار، این عنصر
از تر کوچ یعن ، منف معین اگر و منف علامت باشد، صفر از بزرگتر یعن باشد مثبت معین
مربوطه LMI موقعیت بردار این در ورودی وسومین دومین م گیرد). مثبت علامت بود صفر
است. درگیر LMI تصمیم گیری متغیر کدام که نشان م دهد چهارم ورودی و م کند بیان را
تصمیم گیری ماتریس های راست و چپ سمت ضرایب ،lmiterm تابع از سوم و دوم آرگومان
و شده داده عبارت تا م دهد اجازه م شود، تنظیم ′s′ روی بر وقت چهارم آرگومان هستند.

.[۴٢] شود ظاهر LMI در آن متقارن
م باشد، LMIها ایجاد منظور به زیر دستور از استفاده نهایی گام

LMIs=getlmis.



خط کنترل سیستم  های ١٨
MATLAB نرم افزار در LMI حل کننده نوع سه کل به طور م رسد، LMIها حل به نوبت اکنون
مسئله حل برای feasp که gevp و feasp ،mincTx از عبارتند که م گیرند قرار استفاده مورد

م گیرد، قرار استفاده مورد زیر بصورت LMIها ان پذیری ام
[tmin,Xfeasp]=feasp(LMIs),

گردد. منف بهینه سازی در باید که است متغیری tmin و تصمیم متغیرهای شامل Xfeasp

دستور با کار این که نمود تبدیل ماتریس فرم به را آن ها بایست متغیرها مشاهده برای اکنون
است، ان پذیر ام زیر

X=dec2mat(LMIs,feasp,X).

خط ماتریس نامعادلات آیا که م گوید ما به نرم افزار شده، نوشته فایل اجرای با این از پس
مشاهده با م توانیم ما و خیر یا م باشند ان پذیر ام موجود پارامترهای به ازای شده نوشته

نماییم. دنبال را خود خواسته های نتایج،
نظیر غیرخط نامساوی های از خاص دسته اینکه بر مبن شد ارائه تئوری هایی ۶٠ دهه در
نامساوی های از دسته این ١٢ شر معروف لم م باشد. LMI بصورت بیان قابل ات ری معادله

م کند. معرف را ماتریس
ه به طوری باشند، شده داده ماتریس های P,Q, S ∈Mn×n کنید فرض شر). مل (م ٢ . ٣ . ١ لم

، خط ماتریس نامساوی آن گاه باشد، S = ST و (معین مثبت) S > ٠ (متقارن)، P = P T

 P Q

QT −S

 < ٠, (٢ . ١٠)

م باشد، زیر رابطه هم ارز
P < ٠, P +QS−١QT < ٠. (٢ . ١١)

.[۴١] گردد تبدیل (٢ . ١٠) LMI به م تواند (٢ . ١١) نابرابری ر، دی عبارت به
نامساوی ی م شوند استفاده بهینه کنترل در وسیع به طور که ات ری معادلات .٢ . ٣ . ٢ مثال

است، زیر رابطه بصورت آن نمایش است. خط ماتریس
ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠,

م باشد، زیر ماتریس معادل رابطه این است، R > ٠ و P = P T > ٠ آن در ATPکه + PA+Q PB

BTP −R

 < ٠.
١٢Schur Lemma



١٩ پایداری آزمون

پایداری آزمون ۴ . ٢
یرید، ب نظر در را زیر سیستم

ẋ = Ax(t), (٢ . ١٢)
لیاپانوف دیدگاه از پایداری به مفروضات به توجه با باشد، نامنفردی ماتریس A کنید فرض

م پردازیم.
ه، به طوری م گیریم نظر در را V (t) لیاپانوف احتمال تابع ی (٢ . ١٢) سیستم برای

V (t) = x(t)TPx(t),

مشتق (٢ . ٢ . ١) قضیه طبق پایداری برای سپس م باشد. معین مثبت و متقارن P ماتریس
م آوریم، بدست را لیاپانوف تابع

V̇ (t) = ẋ(t)TPx(t)+x(t)TPẋ(t) = (Ax(t))TPx(t)+x(t)TP (Ax(t)) = x(t)T (ATP+PA)x(t).

مشتق که است لازم مجانبی پایداری برای لذا کردیم انتخاب معین مثبت را V (t) که آن جایی از
بنابراین، باشد. معین منف لیاپانوف تابع

V̇ (t) = x(t)TQx(t),

Q = −(ATP + PA).

ر دی بیان به باشد. معین مثبت Q ماتریس که است کاف سیستم مجانبی پایداری اثبات برای
باشد، برقرار زیر (LMI) خط ماتریس نامساوی هرگاه است مجانبی پایدار فوق ATPسیستم + PA ٠

٠ −P

 < ٠. (٢ . ١٣)

ماتریس بجای بار این و برده ار ب (٢ . ٣) شرط با (٢ . ٢) سیستم برای را روند همین اکنون
لم به توجه با صورت، این  در م کنیم، زین جای را A + BK بسته حلقه ماتریس A باز حلقه

زیر، نابرابری (٢ . ٣ . ١) شر مل م
(A+BK)TP + P (A+BK) < ٠,

م باشد. (٢ . ٢) سیستم  برای پایداری شرط

پایدارساز کنترل ی تعیین برای H∞ بهینه کنترل ۵ . ٢
یرید، ب نظر در را زیر زمان پیوسته خط سیستم

ẋ(t) = Ax+Bu,

x(٠) = x٠,
(١۴ . ٢)



خط کنترل سیستم  های ٢٠
ابعاد با مشخص ماتریس های B و A م باشد، ورودی متغیر u و حالت متغیر x آن در که

است. پایدارساز کنترل تعیین هدف م باشند. متناسب
J =

∫ ∞

٠ (xTQx+ uTRu)dt,

ماتریس ی Q ∈ Rn×n و م باشند کنترل هزینه تابع uTRu و حالت هزینه تابع xTQxآن در که
هستند. معین مثبت و حقیق ماتریس ی R ∈ Rp×p و متقارن نیمه معین مثبت و حقیق

بدست زیر بصورت برساند حداقل به را J که u ورودی برای مناسب ر کنترل ی .١ . ۵ . ٢ قضیه
،[١] م آید

u(t) = R−١BTPx(t) = Kx(t), K = R−١BTP, (١۵ . ٢)
م آید، بدست زیر ات ری معادله حل از P ماتریس که

ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠, P > ٠, R > ٠.□
نمود، تبدیل زیر LMI به را اخیر نامساوی م توان شر مل م لم از استفاده با اکنون

P > ٠, Q > ٠, R > ٠,ATP + PA+Q PB

BTP −R

 < ٠,

نمود. محاسبه را K بهره ماتریس م توان MATLAB نرم افزار از استفاده با که
م یاشد. (١۴ . ٢) سیستم برای پایدارکننده کنترل ی (١۵ . ٢) کنترل .١ . ۵ . ٢ تذکر

فوق LMI برای را K بهره ماتریس هستند، زیرمفروض بصورت B و A ماتریس .١ . ۵ . ٢ مثال
نمایید. محاسبه

A =

−٢ ١
١ −١

 , B =

١
١


م نماییم، وارد MATLAB نرم افزار در زیر بصورت را بالا در شده بیان LMI

A=[-2,1;1,-1];

B=[1;1];

setlmis([])

P=lmivar(1,[2,1]);

Q=lmivar(1,[2,1]);

R=lmivar(1,[1,1]);

lmiterm([-1 1 1 P],1,1);



٢١ پایدارساز کنترل ی تعیین برای H∞ بهینه کنترل
lmiterm([-2 1 1 Q],1,1);

lmiterm([-3 1 1 R],1,1);

lmiterm([4 1 1 P],A',1,'s');

lmiterm([4 1 1 Q],1,1);

lmiterm([4 1 2 P],1,B);

lmiterm([4 2 2 R],-1,1);

LMIs=getlmis;

[TMIN,XFEAS]=feasp(LMIs);

Q=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q)

P=dec2mat(LMIs,XFEAS,P)

R=dec2mat(LMIs,XFEAS,R)

K=inv(R)*B'*P

بدست زیر بصورت های R و Q ،P ماتریس های MATLAB نرم افزار با فوق LMI حل پس از
م آیند،

P =

 ٠٫۴٢٨۶ −٠٫٠٧١٩
−٠٫٠٧١٩ ٠٫٣٩٣١

 , Q =

 ٠٫٨٨٨٠ −٠٫۵۵٩۵
−٠٫۵۵٩۵ ٠٫۴٢٨٣

 , R = ١٫۴۵٣۴

م گردد. حاصل K = [٠٫٢۴۵۴ ٠٫٢٢١٠] بصورت نیز K بهره ماتریس





٣ فصل
با زمان پیوسته خط سیستم کنترل

زمان تاخیر ی

مقدمه ٣ . ١
انتقال ه های شب جمله از مختلف مهندس تجهیزات در کاربردهایی ه شب کنترل سیستم های
مورد ریاض مدل های از استفاده با کنترل سیستم های معمولا دارند. اطلاعات توزیع و

ریاض پیچیده تر مدل های از استفاده به نیاز سیستم ها دقیق تر تحلیل م گیرند. قرار بررس
مدل ها این شامل م شوند، منتقل کنترل سیستم امتداد در که نال هایی سی اغلب دارد.
تحقیقات از بسیاری اخیر، دهه در م گرداند. پیچیده تر را مدل بررس تاخیرها، این م شوند.
است. گرفته صورت لامبرت تابع از استفاده با شده منتشر تاخیر با سیستم های از که تحلیل
تاخیر با فرآیند مانند، مهندس و طبیع سیستم های از بسیاری در زمان تاخیر سیستم های
هوایی، ، تری ال ، صنعت ، زیست ، بیولوژی سیستم های ، ترافی جریان لات مش انتقال،
و ارتباط ه های شب و هیدرولی ه های شب شیمیایی، فرایند های ، اجتماع اقتصادی،
آن نتیجه در که است فیزی سیستم ی ویژگ زمان تاخیر دارد. کاربرد ر دی موارد بسیاری
یا اطلاعات که زمان هر م افتد. تاخیر به شده، وارد نیروی ی به سیستم پاس یا واکنش
تاخیر انتقال همراه به م شود داده انتقال ر دی ان م به ان م ی از فیزی لحاظ به انرژی

دارد. بستگ انتقال سرعت و فاصله به آن مقدار که م آید وجود به
٢٣



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٢۴
به م شود ناپایداری باعث سیستم ها این در طولان تاخیر های مخصوصا زمان تاخیر وجود
که است موضوع آن ها پایداری مساله و سیستم ها این تحلیل اخیر دهه سه در خاطر همین

است. گرفته قرار محققان توجه مورد
کنترل و تحلیل برای ١ لامبرت کلاسی تابع اساس بر جدید و خاص رویداد ی روی بر ابتدا

م کنیم. تمرکز شده شناخته تاخیر ی با تاخیری خط سیستم های

زمان تاخیر با دیفرانسیل معادلات ٣ . ٢
معادلات دینامی سیستم های از بزرگ و مهم رده ی لاپلاس٣ و کاندورست٢ هجدهم قرن در

کردند. معرف را ۴(DDEs) تاخیری دیفرانسیل
بصورت، ۵(ODE معمول دیفرانسیل معادله

ẋ(t) = f(t, x(t)), (٣ . ١)
متغیر  x(t) ∈ Rn مدل این در که هستند دینامی سیستم های نمایش برای رایج مدل ی
م کند. مشخص زمان به نسبت را حالت تغییر متغیر دیفرانسیل، معادله و م باشد حالت
م آیند) وجود به م افتد اتفاق سیستم اجزای از که تاخیر هایی از (که زمان تاخیر سیستم های
به هم سیستم رفتار سیستم ها، این در شوند. داده نشان معادلات این وسیله به نم توانند

است. وابسته قبل حالت های به هم و فعل حالت های
آن ها در که م گردد استفاده زمان تاخیر با دیفرانسیل معادلات از سیستم ها این نمایش برای
، بعبارت م گویند. تاخیری دیفرانسیل معادلات آن ها به که دارد وجود زمان تاخیر عامل های
معادله ی به تبدیل سیستم معادله دارد، وجود زمان تاخیر که دینامی سیستم ی در

م گردد. تاخیری دیفرانسیل
بصورت، x(t) ∈ Rn برای زمان تاخیر با دیفراسیل معادله کل صورت

ẋ(t) = f(t, x(t), xt), (٣ . ٢)
f : R × Rn × Rn → Rn بصورت تابع ی fو xt = {x(h) : h ≤ t} آن در که م باشد
استفاده منحصر به فرد تاخیر با سیستم ی دادن نشان برای پایان نامه این در که نمایش است.

بصورت، م شود
ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h)), (٣ . ٣)

١Lambert Function
٢Condorcet
٣Laplace
۴Delay Differential Equation
۵Ordinary Differential Equation



٢۵ زمان تاخیر با دیفرانسیل معادلات
دارای سیستم  ها این م دهد. نشان را زمان تاخیر h و است خط تابع ی f آن در که است
عبارت های ایجاد باعث معادله این در زمان تاخیر و جود زیرا م باشند ریشه نامتناه تعداد
آن معادلات این اصل ل مش ، واق در م شود. تاخیری سیستم های مشخصه معادله در نمایی
سیستم ها این تحلیل بنابراین م شوند ویژه مقادیر از نامتناه طیف ی ایجاد باعث که است
تاخیر، بدون سیستم های با مقایسه در پایداری بررس در خصوص به کلاسی روش های با

بود. خواهد پیچیده تر
تقریبی و عددی ، ترسیم روش های از استفاده با و غیر مستقیم به طور اغلب مسائل چنین
است گویا تقریب ی که م شود استفاده پاده تقریب روش از موارد برخ در م شوند. حل
م شود. زین جای کسری عبارت ی مشخصه، معادله در نمایی عبارت بجای روش این در و
شود. اصل سیستم در ناپایداری به منجر م تواند و است محدودیت هایی شامل روش این اما
بدون سیستم ی به تاخیری سیستم تبدیل برای آن ها از که دارد وجود نیز ری دی روش های
برای که زمان است ن مم روش هایی چنین م شود. استفاده آن کردن پایدار سپس و تاخیر
اجرای این بر علاوه شوند. منتظره غیر خطاهای باعث م شوند، برده کار به واقع سیستم ی

است. باز مسأله ی هنوز آن ها مطمئن
شامل مهندس و متنوع علم زمینه های در لامبرت۶ تابع روش از استفاده اخیر، سال های در

بررس برای لامبرت تابع بردن کار به ایده است. کرده پیدا رواج تاخیری سیستم های تحلیل
پایدارسازی برای بخش این در که روش .[۶] م باشد رایت٧ به متعلق تاخیری سیستم های
که م باشد لامبرت تابع از استفاده م شود، برده کار به آن ها کنترل و تاخیری سیستم های

است. تاخیری سیستم های کنترل و آنالیز برای جدید روش
م کنیم. بیان را زمان تاخیر سیستم های از عمل مثال چندین لامبرت، تابع معرف از قبل
ارائه دهد، رخ است ن مم عمل در تاخیر ونه چ اینکه از اجمال نگاه ی خواننده به این

م دهد.
ل (ش یرید ب نظر در زیر بصورت را ساده آونگ ی حرکت معادله آونگ) (مساله .٣ . ٢ . ١ مثال

کنید)، ملاحظه را (٣ . ١)
T (t− h)−mgl sin(θ(t)) = ml٢θ̈(t),

است. قائم راستای با آونگ راستای زاویه θ و ورودی گشتاور T و آونگ جرم m

م تواند غیر  خط مدل که داد نشان م توان است. θ = θ٠ نقطه در آونگ داشتن نگه هدف
شود، تبدیل زیر خط بصورت θ = θ٠ اطراف ∆θ̇(t)در

∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−g

l cos(θ٠) ٠
∆θ(t)

∆θ̇(t)

+

 ٠
−g sin(θ٠)

l

+

 ٠
١

ml٢

T (t− h),

۶Lambert W Function
٧Wright



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٢۶

ساده آونگ :٣ . ١ ل ش
م آوریم: بدست ∆(θ) = θ − θ٠ گرفتن، نظر در با

T (t) =
[
K١ K٢

]∆θ(t)
∆θ̇(t)

+mgl sin(θ٠),

شود، داده نشان زیر بصورت م تواند بسته حلقه سیستم ∆θ̇(t)بنابراین
∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−g

l cos(θ٠) ٠
∆θ(t)

∆θ̇(t)

+

 ٠ ٠
k١
ml٢

k٢
ml٢

∆θ(t− h)

∆θ̇(t− h)

 .

را آن از مقداری که داریم سرمایه مبلغ کنیم فرض ( مدیریت کنترل (مدل .٣ . ٢ . ٢ مثال
زیر بصورت سیستم دارای مدل این کرده ایم. خریداری سهام را مابق و سپرده گذاری

م باشد،
ẋ١(t) = a١x١(t− h)− u(t)− b|u(t)|+ f(t),

ẋ٢(t) = a٢x٢(t− h) + u(t),

هزینه میزان b ∈ (٠, ١) م باشد. a٢ سود با سهام میزان x٢ و a١ سود با فعل سپرده میزان x١
خرید معادل مثبت u که م باشد سهام فروش و خرید میزان u و سهام دلالان به شده پرداخت
فروش و خرید محدودیت بدلیل ،u٠ ≥ |u(t)| شرط و است سهام فروش معادل منف u و سهام
این نشان دهنده سیستم، این در تاخیر م دهد. نمایش را مصرف نرخ f(t) است. برقرار سهام
این هدف اینجا در م شود. برگردانده سود این تاخیر با و نیست لحظه ای سپرده سود که است
دارایی ها مجموع که برسانیم تعادل به طوری را سهام فروش و خرید ،u(٠) با ورودی که است



٢٧ لامبرت تابع

دوش سیستم از ساده طرح :٣ . ٢ ل ش
گردد. ماکزیمم T مشخص دوره ی انتهای در

x١(T ) + x٢(T ) → max .

زندگ در که تاخیری سیستم ی از ساده مثال ی حمام) دوش (سیستم .٣ . ٢ . ٣ مثال
اکثر م شود داده نشان (٣ . ٢) ل ش در که همانطور است. دما کنترل م افتد اتفاق روزمره
سرد خیل یا داغ خیل اوقات گاه آب دمای کرده اند تجربه را آب دمای تنظیم ل مش افراد
کنترل دما تا م کشد طول مدت گاه و است مطلوب حد از خارج اغلب واقع دمای است.
صرف زمان فرد بدن سمت به شیر از آب شدن جاری برای که است آن خاطر به این و شود
،(٣ . ٢) ل ش طبق دارد. بستگ لوله طول و آب فشار به که است تاخیر ی زمان این م شود.
تا م گردد تاخیر ی ایجاد باعث لوله طول چون و م باشد t زمان در دما نشان دهنده T (t)
که م باشد مهم م آید بیرون دوش سر از که آبی دمای بنابراین برسیم، Td مطلوب دمای به

م باشد، زیر بصورت آن تاخیری دیفرانسیل معادله که م دهیم. نمایش T (t− h) با
Ṫ (t) = −K(T (t− h)− Td).

لامبرت تابع ٣ . ٣
لامبرت تابع .[٧] است شده معرف ١٧٨٣ تا ١٧٢٨ سال های در اویلر و لامبرت توسط تابع این
معکوس از شاخه هایی بعبارت م باشد توابع از مجموعه ای ، اریتم ل ضرب یا و ا ام تابع یا

ر، دی بعبارت است. مختلط عدد w و نمایی تابع ew که م باشد f(w) = wew تابع
w = f−١(wew) =W (wew),



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٢٨

Wk = Re(Wk) + iIm(Wk) لامبرت تابع شاخه های تصاویر :٣ . ٣ ل ش
م کند، صدق زیر رابطه در که ω =W (H) تابع هر

W (H)eW (H) = H, (۴ . ٣)
تعداد دارای و H مختلط آرگومان ی با مقدار مختلط تابع، این م شود. نامیده لامبرت تابع
برای و Wk بصورت k اندیس ی با لامبرت تابع شاخه هر ه به طوری است، شاخه نامتناه
نامیده لامبرت تابع اصل شاخه ،W٠ آن در که م شود داده نشان k = −∞, ...,−١, ٠, ١, ...,∞

رابطه، در شاخه ها از ی هر و م شود
Wk(H)eWk(H) = H, (۵ . ٣)

توابع از استفاده با م توانند لامبرت تابع از ر دی شاخه های و اصل شاخه م کند. صدق
نرم افزار این از نیز پایان نامه این در شوند. محاسبه MATLAB مانند افزارهایی نرم در موجود

م کنیم. استفاده محاسبات برای
H آن در که لامبرت تابع از Wk(H) شاخه هر م شود مشاهده (٣ . ٣) ل ش در که همانطور
شاخه هر تصویر همچنین م باشد. خود به مخصوص تصویر دارای است، مختلط مقدار ی
−١ مقدار مینیمم دارای نیز اصل شاخه حقیق قسمت است. متقارن حقیق محور به نسبت

،[٧] داریم ر دی بیان به ببینید). را )۴ . ٣) ل (ش است H = −١
e نقطه در

Re{W٠(H)} ≥ −١. (۶ . ٣)
سپس و ویژه مقدارهای راست ترین تعیین در آن از که لامبرت تابع خصوصیت های از ر دی ی

،[٨] م باشد زیر بصورت م شود استفاده تاخیری سیستم پایداری تعیین
max[Re{Wk(H)}] = Re{W٠(H)}. (٣ . ٧)



٢٩ تاخیری سیستم های

لامبرت تابع از k = −١ و k = ٠ شاخه حقیق مقدارهای :۴ . ٣ ل ش

عبارت های شامل معادلات حل برای آن از استفاده لامبرت، تابع خواص ر دی از همچنین
م باشد. نمایی

م توان آن کم به که است این لامبرت تابع از استفاده اصل مزیت گفت م توان بنابراین
نرم افزار کم به سپس و کرد حل را الر اس خط تاخیری سیستم های مشخصه معادله
ریشه ها موقعیت است، لامبرت تابع محاسبه برای lambertw نام به تابع ی دارای که MATLAB

کرد. مشخص را

تاخیری سیستم های ۴ . ٣
معادلات وسیله به زمان تاخیر شامل خط سیستم های کردیم بیان نیز قبلا که همانطور
ناوردای سیستم ی حالت فضای معادله ه به طوری م شوند داده نشان تاخیری دیفرانسیل

م باشد، زیر بصورت منحصر به فرد تاخیر با خط زمان
ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− h), t > ٠, (٣ . ٨)

تاخیر h > ٠ و است n× ١ حالت بردار ی x(t) هستند، n× n ماتریس های Ad و A آن در که
برداری تابع ی باید باشد، داشته تا ی جواب (٣ . ٨) معادله اینکه برای م دهد. نشان را زمان

که، گونه ای به باشد داشته وجود م باشد، n× ١ که g(t) اولیه
x(t) = g(t), t ∈ [−h, ٠], (٣ . ٩)

اینکه، به توجه با و کرد استفاده لاپلاس تبدیل از م توان (٣ . ٨) معادله حل برای

L(x(t− h)) =

∫ ∞

٠ e−stx(t− h)dt =

∫ h

٠ e−stx(t− h)dt+

∫ ∞

h
e−stx(t− h)dt,



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٣٠
اینکه، از همچنین و م باشد لاپلاس ر عمل L آن در که

٠ < t < h→ −h < t− h < ٠ → x(t− h) = g(t− h),

م آوریم، بدست
L(x(t−h)) =

∫ h

٠
e−stg(t−h)dt+

∫ ∞

٠
e−s(t+h)x(t)dt =

∫ h

٠
e−stg(t−h)dt+e−sh

∫ ∞

٠
e−stx(t)dt,

اینکه، به توجه با
X(s) = L(x(t)) =

∫ ∞

٠
e−stx(t)dt,

داشت، خواهیم x(٠) = x٠ گرفتن نظر در با و
sX(s)− x٠ = AX(s) +Ad

(
e−shx(s) +

∫ h

٠
e−stg(t− h)dt

)
, (٣ . ١٠)

م آوریم، بدست (٣ . ١٠) رابطه کردن ساده با
(sI −A−Ade

−sh)X(s) = x٠ +Ad

∫ h

٠ e−stg(t− h)dt, (٣ . ١١)
،[۴٣] داریم بنابراین

X(s) = (sI −A−Ade
−sh)−١

(
x٠ +Ad

∫ h

٠
e−stg(t− h)dt

)
. (٣ . ١٢)

(٣ . ١٢) رابطه از و لاپلاس تبدیل عکس از استفاده با م تواند سیستم جواب ترتیب به این
آن در که estC فرم به صفر غیر جواب ی فرض با نیز سیستم مشخصه معادله گردد. محاسبه

بصورت، است ثابت ی C و الر اس متغیر ی s
det[sI −A−Ade

−sh] = sn + an−١(e−sh)sn−١ + ...+ a١(e−sh)s+ a٠(e−sh) = ٠, (٣ . ١٣)
aiها و م باشند ویژه مقادیر همان یا مشخصه معادله ریشه های ،s آن در که م آید بدست

نامتناه تعداد دارای معادله این که است واض .[۴۵] هستند e−sh از توابع i = ١, ..., n برای
استفاده مشخصه معادله این از م توان تاخیری سیستم ی پایداری تحلیل برای است. جواب

م پردازیم. آن بررس به بعد بخش های در که کرد

وسیله به تاخیری سیستم های جواب آوردن بدست ۵ . ٣
لامبرت تابع

و تاخیری دیفرانسیل معادلات از سیستم هایی حل برای شده مطرح روش از قسمت، این در
حالت های برای را روش و م کنیم استفاده ر دی خاص حالت های برخ و الر اس حالت برای
نم شوند جابجا تاخیری دیفرانسیل معادلات از سیستم ضرایب ماتریس های آن در که کل تر

م بریم. به کار نیز



٣١ لامبرت تابع وسیله به تاخیری سیستم های جواب آوردن بدست

ن هم سیستم های ١ . ۵ . ٣
الر اس حالت

م گیریم، نظر در را زیر اول مرتبه از و ن هم تاخیری دیفرانسیل معادله
ẋ(t) + ax(t) + adx(t− h) = ٠, h > ٠, t > ٠,
x(t) = g(t), t ∈ [−h, ٠].

(١۴ . ٣)

بصورت، معادله جواب اینکه فرض با
x(t) = estCI , (١۵ . ٣)

x(t) دادن قرار با و است قبول قابل مختلط عدد هر نیز CI و مختلط عدد ی s آن در که باشد
م آوریم، بدست سیستم معادله در

(
sest + aest + ade

s(t−h)
)
CI = ٠ →

(
s+ a+ ade

−sh
)
estCI = ٠. (١۶ . ٣)

م گیریم، نتیجه آنگاه estCI ̸= ٠ چون
(
s+ a+ ade

−sh
)
= ٠, (٣ . ١٧)

داشت، خواهیم esh در (٣ . ١٧) رابطه ضرب با
(s+ a)esh = −ad, (٣ . ١٨)

م آوریم، بدست و کرده ضرب heah در را (٣ . ١٩) رابطه همچنین
(s+ a)he(s+a)h = −adheah, (٣ . ١٩)

تابع ی م کند صدق W (H)eW (H) = H رابطه در که W (H) تابع هر م دانیم که همانطور
داریم، بنابراین است. لامبرت

W (−adheah) = (s+ a)h. (٣ . ٢٠)
م گیریم، نتیجه (٣ . ٢٠) رابطه از

s =
١
h
W (−adheah)− a, (٣ . ٢١)

م آوریم، بدست همچنین و
W (−adheah)eW (−adhe

ah) = −adheah, (٣ . ٢٢)



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٣٢
م دهد. نشان H = −adheah در را لامبرت تابع مقدار W (−adheah) ه به طوری

جواب های همه از خط ترکیب بصورت اول مرتبه دیفرانسیل معادله کل جواب ترتیب این به
،[٩]

xk(t) = eskt = e(
١
h
Wk(−adhe

ah)−a)t, k = ٢±,١±,٠, · · · , (٣ . ٢٣)

بصورت، و

x(t) =

∞∑
−∞

e(
١
h
Wk(−adhe

ah)−a)tCI
k , (٢۴ . ٣)

داد، نشان نیز زیر بصورت م توان را (٢۴ . ٣) رابطه است.

x(t) =

∞∑
−∞

xk(t)C
I
k , t ≥ −h, (٢۵ . ٣)

اینکه، از و

x(t) = g(t) , t ∈ [−h, ٠], (٢۶ . ٣)

م آوریم، بدست

g(t) =

∞∑
−∞

xk(t)C
I
k , t ∈ [−h, ٠], (٣ . ٢٧)

م کنیم، تقسیم قسمت، ٢N به زیر بصورت را [−h, ٠] بازه ابتدا CI
k ضرایب محاسبه برای

[−h, ٠] =
[
− h,−h+

h

٢N
]
∪
[
− h+

h

٢N ,−h+
٢h
٢N

]
∪ ... ∪

[
− h

٢N , ٠
]
,

م آوریم، بدست بازه ها انتهایی و ابتدا نقاط در g(t) تابع مقدار محاسبه با سپس و

g(٠) = ...+ CI
−Nx−N (٠) + CI

−(N−١)x−(N−١)(٠) + ...+ CI
−١x−(٠)١ + CI٠x(٠)٠ + CI١x(٠)١

+ ...+ CI
(N−١)x(N−١)(٠) + CI

NxN (٠) + ...,

g
(
− h

٢N
)
= ...+ CI

−Nx−N

(
− h

٢N
)
+ CI

−(N−١)x−(N−١)
(
− h

٢N
)
+ ...+ CI

−١x−١
(
− h

٢N
)

+ CI٠x٠
(
− h

٢N
)
+ CI١x١

(
− h

٢N
)
+ ...+ CI

(N−١)x(N−١)
(
− h

٢N
)
+ CI

NxN
(
− h

٢N
)
+ ...,

...
g(−h) = ...+ CI

−Nx−N (−h) + CI
−(N−١)x−(N−١)(−h) + ...+ CI

−١x−١(−h) + CI٠x٠(−h) + CI١x١(−h)
+ ...+ CI

(N−١)x(N−١)(−h) + CI
NxN (−h) + ...,



٣٣ لامبرت تابع وسیله به تاخیری سیستم های جواب آوردن بدست
، ماتریس بصورت م توان را معادلات این اکنون

g(٠)
g
(−h٢N

)
g
(−٢h٢N

)
...

g(−h)


︸ ︷︷ ︸

G(h،N)

≈



x−N (٠) · · · xN (٠)
x−N

(−h٢N
)

· · · xN
(−h٢N

)
x−N

(−٢h٢N
)

· · · xN
(−٢h٢N

)
... ... ...

x−N (−h) · · · xN (−h)


︸ ︷︷ ︸

x(h،N)



CI
−N

CI
−(N−١)

CI
−(N−٢)...
CI
N


︸ ︷︷ ︸

C(N)

(٣ . ٢٨)

بصورت، یا
G(h,N) ≈ x(h,N)C(N), (٣ . ٢٩)

(CI
k)

T = (· · · , CI
−N , · · · , CI

−١, CI٠ , CI١ , · · · , CI
N , · · · ) بردار از C(N)تقریبی بردار آن در که نوشت

است). ترانهاده ر عمل ،T اینجا (در م باشد N از بزرگ مقدارهای برای و
بدست م باشد، (٢N + ١)× (٢N + ١) ماتریس ی که x(h,N) ماتریس وارون پذیری فرض با

م آوریم
C(N) ≈ x−١(h,N)G(h,N), (٣ . ٣٠)

آورد، بدست زیر رابطه از م توان را CI
k ضرایب بنابراین

CI
k = lim

N→∞
{x−١(h,N)G(h,N)}k, (٣ . ٣١)

است زیر بصورت که کرد، استفاده CI
k ضرایب محاسبه برای لاپلاس تبدیل از م توان همچنین

،[۵]
CI
k =

x٠ − ad
∫ h٠ e−sktg(t− h)dt

١ − adhe−skh
. (٣ . ٣٢)

ماتریس حالت
م گیریم، نظر در را زیر ن هم تاخیری دیفرانسیل معادله

ẋ(t) +Ax(t) +Adx(t− h) = ٠, h > ٠, t > ٠,
x(t) = g(t), t ∈ [−h, ٠],

(٣ . ٣٣)

هستند. n× n ماتریس های نیز Ad و A و است n× ١ بردارحالت ی x(t) آن در که
ماتریس های آن گاه ،AAd = AdA باشیم داشته ر دی بعبارت یا و شوند Adجابجا Aو ه صورتی در

بصورت، s ماتریس این صورت در شد خواهند جابجا نیز s و A
s =

١
h
W (−Adhe

Ah)−A, (٣۴ . ٣)



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٣۴
بود، خواهد زیر بصورت sk بنابراین و بود خواهد

sk =
١
h
Wk(−Adhe

Ah)−A, (٣۵ . ٣)
بصورت، جواب بنابراین و

x(t) =

∞∑
−∞

e(
١
h
Wk(−Adhe

Ah)−A)tCI
k , (٣۶ . ٣)

م گردد. محاسبه قبل مشابه نیز CI
k و است الر اس حالت برای x(t) فرم مشابه جواب این که

شد نخواهند جابجا نیز s و A بنابراین نم شوند جابجا Ad و A ماتریس های کل حالت در اما
دلیل، همین به

(s+A)hesheAh ̸= (s+A)he(s+A)h, (٣ . ٣٧)
رابطه، در که لامبرت تابع ماتریس از عبارت هایی بصورت جواب نوشتن برای ترتیب این به

W (H)eW (H) = H, (٣ . ٣٨)
معرف گونه  ای به را Q مجهول ماتریس م باشد، n× n ماتریس ی H آن در و م کند صدق

کند، صدق زیر رابطه در که م کنیم
(s+A)he(s+A)h = −AdhQ, (٣ . ٣٩)

م آوریم، بدست را زیر روابط (٣ . ٣٩) و (٣ . ٣٨) رابطه مقایسه با
(s+A)h =W (−AdhQ), (۴٣ . ٠)

و
W (−AdhQ)eW (−AdhQ) = −AdhQ, (۴٣ . ١)

معادله حل با م دهد. نشان H = −AdhQ در را لامبرت تابع مقدار W (−AdhQ) آن در که
م آوریم، بدست s برای (۴٣ . ٠)

s =
١
h
W (−AdhQ)−A, (۴٣ . ٢)

زیر، رابطه در (۴٣ . ٢) رابطه دادن قرار با همچنین
(s+A+Ade

−sh) = ٠,
داشت، خواهیم

W (−AdhQ)eW (−AdhQ)−Ah = −Adh, (۴٣ . ٣)



٣۵ لامبرت تابع وسیله به تاخیری سیستم های پایداری بررس
رابطه در آن دادن قرار با سپس و م کنیم استفاده Q ماتریس محاسبه برای رابطه این از که

م پردازیم. s ماتریس محاسبه به (۴٣ . ٢)
از، خط ترکیب بصورت تاخیری دیفرانسیل معادله کل جواب ترتیب این به
xk(t) = eskt = e

١
h
(Wk(−AdhQk)−A)t, k = ٢±,١±,٠, · · · , (۴۴ . ٣)

بصورت، و
xk(t) =

∞∑
k=−∞

esktCI
k , (۴۵ . ٣)

الر اس حالت در CI
k ضرایب مشابه و است n × ١ بردار ی CI

k بردار اینجا در م آید. بدست
بصورت، (۴۵ . ٣) رابطه در نیز sk ماتریس م شود. محاسبه
sk =

١
h
Wk(−AdhQk)−A, (۴۶ . ٣)

که است لامبرت تابع از شاخه kامین برای آمده بدست Q ماتریس مقدار Qk آن در که م باشد
رابطه، از و MATLAB نرم افزار در fsolve تابع از استفاده و عددی روش های با

Wk(−AdhQk)e
Wk(−AdhQk)−Ah = −Adh, (۴٣ . ٧)

م دهد. نشان را لامبرت تابع ماتریس معادله، این در Wk که م شود محاسبه

تابع وسیله به تاخیری سیستم های پایداری بررس ۶ . ٣
لامبرت

تابع از استفاده با سپس م کنیم بیان پایداری مفهوم بررس برای تعاریف ابتدا بخش، این در
م پردازیم. ماتریس و الر اس حالت دو هر در تاخیری سیستم های پایداری بررس به لامبرت

پایداری ١ . ۶ . ٣
کرد، استفاده زیر تعاریف از م توان سیستم ی پایداری بررس در کل به طور 

،[١٠] هرگاه است مجانبی پایدار ، خط تاخیری سیستم ی .١ . ۶ . ٣ تعریف
lim
t→∞

x(t) = ٠. (۴٣ . ٨)
از کنیم بررس آن مشخصه معادله از استفاده با را تاخیری سیستم پایداری بخواهیم اگر

م کنیم. استفاده زیر تعریف
معادله جواب های همه اگر است مجانبی پایدار ، خط تاخیری سیستم ی .٢ . ۶ . ٣ تعریف

گیرند. قرار مختلط صفحه چپ سمت در سیستم مشخصه



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٣۶
الر اس حالت

را ویژه مقدارهای راست ترین موقعیت که م باشد این لامبرت تابع روش مهم خاصیت ی
ی پایداری آمده بدست نتیجه از سپس و کرد تعیین لامبرت تابع اصل شاخه از م توان

قطب ها راست ترین الر اس حالت برای نمود. تعیین را تاخیری دیفرانسیل معادلات از سیستم
عبارت به م آیند، بدست (k = ٠) لامبرت تابع اصل شاخه از استفاده با ویژه) (مقدارهای

،((٣ . ٧) رابطه به توجه (با داریم ر دی
Re{s٠} = Re{١

h
W٠(adhe−ah) + a} ≥ Re{sk}, ∀k ̸= ٠, (۴٣ . ٩)

کرد. استفاده اصل شاخه از فقط پایداری تعیین برای م توان بنابراین
یرید، ب نظر در را زیر خط الر اس تاخیری سیستم

ẋ(t) = ax(t) + adx(t− h), (۵٣ . ٠)
مجانبی پایدار (۵٣ . ٠) سیستم (٢ . ۶ . ٣) تعریف از م باشند. h > ٠ و a, ad, x(t) ∈ C آن در که
مختلط صفحه چپ سمت در s − a − ade

−sh مشخصه معادله ریشه های اگر تنها و اگر است
گیرند. قرار

عمل زیر بصورت لامبرت تابع از استفاده با مشخصه معادله ریشه های آوردن بدست برای
م کنیم،

s− a− ade
−sh = ٠ ⇐⇒ s− a = ade

−sh ⇐⇒ (s− a)heshe−ah = adhe
−ah,

⇐⇒ (s− a)he(s−a)h = adhe
−ah,

رابطه، از استفاده با
W (H)eW (H) = H,

م آوریم، بدست
(s− a)h =W

(
adhe

−ah
)
⇐⇒ s =

١
h
W (adhe

−ah) + a,

داشت، خواهیم بنابراین
sk =

١
h
Wk(adhe

−ah) + a.

م پردازیم. لم ی بیان به حال
اگر، تنها و اگر است مجانبی پایدار ، خط الر اس تاخیری سیستم .١ . ۶ . ٣ لم

Re
{١
h
W٠(adhe−ah) + a

}
< ٠. (۵٣ . ١)

ریشه های همه میان در ١
hW٠(adhe−ah)+a ،(٣ . ٧) معادله در لامبرت تابع خاصیت به بنا برهان.

ویژه مقدار راست ترین ١
hWk(adhe

−ah)+a, k = ٣±,٢±,١±,٠, · · · ,±∞ یعن مشخصه معادله
م آید. بدست م ح (٢ . ۶ . ٣) تعریف از بنابراین است.



٣٧ لامبرت تابع وسیله به تاخیری سیستم های پایداری بررس
ماتریس حالت

یرید، ب نظر در را زیر تاخیری سیستم
ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− h), t ≥ ٠, h > ٠,
x(t) = g(t), t ∈ [−h, ٠],

(۵٣ . ٢)

دارد. بستگ esk ماتریس همچنین و sk ماتریس ویژه مقدارهای به سیستم این پایداری شرط
sk ماتریس ویژه مقدارهای اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار تاخیری، سیستم ر، دی بعبارت
مقدارهای همه  لیاپانوف مفهوم در معادل به طور یا گیرند، قرار مختلط صفحه چپ سمت در
برای esk یا و sk ماتریس های محاسبه طرف از قرارگیرند. واحد دایره درون esk ماتریس ویژه
تشخیص برای ویژه مقدارهای راست ترین تعیین ه حالی در نیست شدن شاخه نامتناه تعداد
کردیم اشاره که همانطور دارد. بسیاری اهمیت ویژه، مقدار نامتناه تعداد میان در پایداری
لامبرت تابع اصل شاخه از استفاده با قطب ها راست ترین است شده ثابت الر، اس حالت برای
زمان که ، ماتریس حالت برای م تواند همچنین الر اس حالت برای اثبات م آیند. بدست
AAd = AdA باشیم داشته که خاص حالت در یا و باشند ٨ شدن مثلث همزمان Ad و A

مثال های همه در اما ندارد وجود کل حالت برای اثبات تاکنون چه اگر شود. داده تعمیم
که اول شاخه m از استفاده با ویژه مقدارهای راست ترین که است شده مشاهده شده، حل
ویژه مقدارهای Ad ضرایب ماتریس اگر همچنین م آید. بدست م باشد، Ad پوچ m آن در
از استفاده با ویژه مقادیر راست ترین که است شده مشاهده باشد نداشته را صفر چندگانه
مشاهدات این معمولا ندارد وجود کامل اثبات چون و م آیند بدست لامبرت تابع اصل شاخه
از سیستم هایی پایداری تعیین بر علاوه آن از که م شود مطرح زیر مانند حدس ی بصورت
ویژه مقدارهای از مجموعه زیر ی دادن قرار برای همچنین ه بل تاخیری دیفرانسیل معادلات

م کنیم. استفاده نظر مورد موقعیت های در
،[١٠] آن گاه باشد نداشته را صفر چندگانه ویژه مقادیر Ad ضرایب ماتریس اگر حدس:

max[Re{eig(s٠)}] ≥ Re{eig(sk)}, k = −∞, · · · , ٠, · · · ,∞ (۵٣ . ٣)
اینکه، بیان با همچنین

max[Re{eig(s−m)}, · · · , Re{eig(sm)}] ≥ max[Re{eig(sk)}], ∀k (۵۴ . ٣)
که کرد بیان این صورت به را شده مطرح حدس م توان م باشد، m = nullity(Ad) آن در که

آن گاه، باشد صفر Ad پوچ اگر
max[Re{eig(s٠)}] ≥ max[Re{eig(sk)}], ∀k (۵۵ . ٣)

٨Simultaneously Triangularizable



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ٣٨
م توان باشد کامل٩ رتبه یا و باشد نداشته را صفر چندگانه ویژه مقدارهای Ad اگر ر بعبارت دی
برای اول شاخه m همه این صورت غیر در کرد استفاده پایداری تعیین برای اصل شاخه از تنها

شوند. بررس باید سیستم پایداری برای نتیجه ی به رسیدن
راست ترین است شده مشاهده Adباشد، ماتریس برای چندگانه ویژه مقدار ی صفر ه صورتی در

م آیند. بدست k = ±١ یا و (k = ٠) اصل شاخه از استفاده با ویژه مقدارهای
داریم، زیر فرض به احتیاج (۵٣ . ٢) سیستم برای پایداری شرط ی به رسیدن برای همچنین

بصورت، (۵٣ . ٢) خط تاخیری سیستم مشخصه چندجمله  ای .١ . ۶ . ٣ فرض
det
(
sI −A−Ade

−sh
)
=

n∏
i=١
(
s− αi − βie

−sh
)
= ٠, (۵۶ . ٣)

آن، در که است
αi, βi ∈ C, i = ١, · · · , n

م باشند.
است آن کاف و لازم شرط آن مورد در که باشند شدن مثلث همزمان Ad ،A اگر .١ . ۶ . ٣ تذکر
به همزمان را Ad و A که دارد وجود نامنفردی ماتریس آن گاه باشد، پوچ توان AAd −AdA که

آن، در که م کند تبدیل مثلث ماتریس های
αi, βi ∈ C, i = ١, · · · , n

.[۴٣] هستند شده مثلث ماتریس های قطر روی عناصر
AAd = AdAبصورت یعن م شوند Adجابجا ،Aماتریس دو زمان که خاص، حالت در بنابراین

هستند. شدن مثلث همزمان ماتریس دو گفت م توان گردد تبدیل
داریم، i هر برای که است واض ∏n

i=١
(
s− αi − βie

−sh
)
= ٠ اینکه از )همچنین

s− αi − βie
−sh
)
= ٠ → s− αi = βie

−sh → (s− αi)he
(s−αi)h = βihe

−αih,

→ s =
١
h
W
(
βihe

−αih
)
+ αi → sk =

١
h
Wk

(
βihe

−αih
)
+ αi,

زیر بصورت (۵٣ . ٢) سیستم پایداری برای شرط ی باشد برقرار (١ . ۶ . ٣) فرض اگر بنابراین
م آید. بدست

تنها اگر، و اگر است مجانبی پایدار ، خط تاخیری سیستم (١ . ۶ . ٣) فرض به بنا .٢ . ۶ . ٣ لم
Re
{١
h
W٠
(
βihe

−αih
)
+ αi

}
< ٠, (۵٣ . ٧)

شرح کل حالت در را (۵٣ . ٢) تاخیری سیستم پایداری بررس روش زیر وریتم ال همچنین
م دهد.

٩Full Rank



٣٩ زمان تاخیر سیستم های کنترل برای لامبرت تابع وسیله به ویژه مقدار تخصیص

وریتم ال
م آوریم، بدست (۵٣ . ٨) معادله از ،(k = ٠) اصل شاخه برای را Q٠ اول گام

Wk(−AdhQk)e
Wk(−AdhQk)+Ah = Adh. (۵٣ . ٨)

بدست را s٠ و م دهیم قرار (۵٣ . ٩) معادله در را قبل مرحله از آمده بدست Q٠ دوم گام
م آوریم،

sk =
١
h
Wk(−AdhQk)−A. (۵٣ . ٩)

یا هستند منف حقیق قسمت های دارای که م کنیم بررس را s٠ ویژه مقادیر همه سوم گام
خیر.

م شود. تعیین سیستم پایداری ترتیب این به و

برای لامبرت تابع وسیله به ویژه مقدار تخصیص ٣ . ٧
زمان تاخیر سیستم های کنترل

دو در مختلف افراد توسط تاخیری ه شب کنترل سیستم های خصوص در بسیاری تحقیقات
است. گرفته صورت اخیر دهه

تاخیر سیستم های پایداری روی بر چن١٢ و خاریتانو١١ یو١٠، ج مانند افرادی ٢٠٠٣ سال در
معیارهای ٢٠٠۵ سال در لم١۴ جامز و سو١٣ چون ری دی افراد آن از پس .[۴۶] کردند کار زمان
٢٠٠٩ سال در شائو١۵ هانیانگ .[١١] بخشیدند بهبود را تاخیر به وابسته سیستم های پایداری
سال در همچنین و [١٢] آورد بدست تاخیر به وابسته سیستم پایداری برای جدیدی معیارهای
پایدارسازی مسأله یافت. دست جدیدی نتیجه به محدب چندوجه روش از استفاده با ٢٠١۴
قرار بررس مورد [١٣] در متناه طیف تخصیص روش وسیله به تاخیری سیستم های مقاوم
به ویژه مقدارهای از دلخواه و متناه تعداد م شود سع روش این در ه به طوری است گرفته
مطرح [١۴] در نیز عددی پایدارسازی روش ی شوند. داده انتقال نظر مورد موقعیت های

معمول دیفرانسیل معادلات برای کلاسی ویژه مقدار تخصیص روش مشابه که است شده
از استفاده با روش این در م باشد. تاخیری سیستم ی ویژه مقدارهای راست ترین تعیین در

١٠Keqin Gu
١١kharitonov
١٢Chen Ghaong
١٣Xu
١۴James Lam
١۵Hanyong-shao



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۴٠
استفاده با سپس و م شود محاسبه مشخصه معادله از ویژه مقدارهای راست ترین شبیه سازی،
سمت به ویژه مقدارهای ، بهره١۶ در تغییرات به نسبت ویژه مقادیر راست ترین حساسیت از

م کنند. پیدا انتقال مختلط صفحه چپ
استفاده تاخیری، سیستم های پایدارسازی برای روش ی شد اشاره قبل بخش در که همانطور
وسیله به پسخورد١٧ کنترل کننده طراح مسأله بخش، این در م باشد. لامبرت تابع از
تاخیری دیفرانسیل معادلات از خط زمان ناوردای سیستم های برای ویژه مقدار تخصیص
تابع از استفاده با مثال  هایی ادامه، در م گیریم. نظر در را منحصر  بفرد تاخیر ی با و
م کنیم ارائه معادلات این از سیستم ی برای قطب تخصیص و پایداری تعیین برای لامبرت
سیستم ی برای ویژه مقدارهای همه تخصیص معمول دیفرانسیل معادلات برخلاف چون و
دلیل همین به نیست شدن عملا آن نامتناه طیف خاطر به تاخیری دیفرانسیل معادلات از
همچنین شوند. داده انتقال نظر مورد محل های به ویژه مقدارهای راست ترین م شود سع
تاخیری دیفرانسیل معادلات وسیله به که سیستم ی برای پسخورد کنترل کننده طراح در
تعداد ی دادن قرار نتیجه در دارد وجود sk ماتریس نامتناه تعداد چون م شود، داده نشان
برای کلاسی قطب تخصیص روش از استفاده با ویژه مقدارهای از شده انتخاب و متناه
به نشده کنترل ویژه مقادیر سایر شود باعث است ن مم [۴٧] معمول دیفرانسیل معادلات
انتقال م شود) نامیده ١٨(RHP) راست صفحه نیم اصطلاحاً (که مختلط صفحه راست سمت
استفاده سیستم ی کنترل برای لامبرت تابع از آن در که روش این اما .[١۴] کنند پیدا
قوانین پایداری، دادن دست از بدون ، قبل بخش در شده مطرح حدس براساس م شود،

م کند. فراهم را مناسبی کنترل

ویژه مقدار تخصیص ٣ . ٧ . ١
یرید، ب نظر در را زیر خط الر اس تاخیری سیستم

ẋ(t) = ax(t) + adx(t− h), (۶٣ . ٠)
م آید، بدست زیر بصورت لامبرت تابع از استفاده با سیستم این جواب

x(t) =
∞∑
−∞

e(
١
h
Wk(adhe

−ah)+a)tCI
k , (۶٣ . ١)

م باشد sI − a − ade
−sh = ٠ بصورت دادیم نشان که همانطور سیستم این مشخصه معادله

آن، در که
sk = λk =

١
h
Wk(adhe

−ah) + a, k = −∞, · · · ,−١, ٠, ١, · · · ,∞ (۶٣ . ٢)
١۶Gain
١٧Feedback Controller
١٨Right Half Plane



۴١ زمان تاخیر سیستم های کنترل برای لامبرت تابع وسیله به ویژه مقدار تخصیص
پایداری م آید، بدست اصل شاخه از استفاده با ویژه مقدار راست ترین که، آنجایی از م باشد.
مختلط صفحه در مقداری ویژه مقدار راست ترین به م توان بنابراین م گردد. تعیین سیستم
به که نظر مورد ویژه مقدار م کنیم فرض داد. اختصاص را م شود انتخاب دلخواه به که

باشیم، داشته ر به عبارت دی باشد λdesired م شود انتخاب دلخواه
λdesired = λ٠ =

١
h
W٠(adhe−ah) + a, (۶٣ . ٣)

عددی روش های از استفاده با نظر، مورد پارامتر آوردن بدست برای م توان را معادله این
کرد. حل MATLAB نرم افزار در fsolve تابع مانند

پسخورد کنترل کننده طراح ٣ . ٧ . ٢
الر اس حالت

یرید، ب نظر در را زیر الر اس تاخیری دیفرانسیل معادله
ẋ(t) = ax(t) + adx(t− h) + u(t), u(t) = Kx(t), (۶۴ . ٣)

سیستم بصورت، این مشخصه معادله
sI − a− ade

−sh −K = ٠, (۶۵ . ٣)
م توان مشخصه، معادله در نمایی عبارت بجای پاده تقریبات روش از استفاده با م باشد.

نمود، زین جای را زیر کسر
e−sh =

e
−sh٢

e
sh٢

≈
١ − sh٢١ + sh٢

, (۶۶ . ٣)

م آوریم، بدست و م دهیم قرار (۶۵ . ٣) معادله در را (۶۶ . ٣) رابطه
s٢h+ s(٢ − ah−Kh+ adh)− ٢(a+K)− ٢ad = ٠, (۶٣ . ٧)

در با مثال برای آورد. بدست را K کنترل بهره م توان نظر مورد قطب ی برای ترتیب این به
م آید، بدست زیر بصورت (۶٣ . ٧) معادله a = ١ ،ad = ٢ ،h = ١s پارامترهای گرفتن نظر

s٢ − s(١ +K) + ٢ − ٢K = ٠, (۶٣ . ٨)
پایدار قطب دو دارای (۶٣ . ٨) معادله آنکه برای لازم شرط م دانیم چندجمله ای ها تئوری از
مثال این در بنابراین .[٣] نباشند صفر کدام هیچ و هم علامت آن ضرایب که است آن باشد
دو دارای معادله م گیریم نتیجه −١٫١ مساوی K دادن قرار با که K < −١ باشیم داشته باید

است، زیر بصورت پایدار قطب
s١, s٢ = −٫۵٠٠٠ ± ٢٫٠۴٨٨i,
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سیستم معادله در a = ١ ،a٢ = ٢ ،h = ١s پارامترهای همراه به کنترل بهره این دادن قرار با

داشت، خواهیم (۶۴ . ٣)
ẋ(t) = −٠٫١x(t)− ٢x(t− ١),

در نمایی عبارت وجود دلیل به م باشد s+ ٠٫١ + ٢e−s بصورت سیستم این مشخصه معادله
بصورت را مشخصه معادله این جواب های و م کنیم استفاده لامبرت تابع از مشخصه معادله

م کنیم، محاسبه زیر
sk =Wk(−٢e٠٫١)− ٠٫١

م پردازیم مقادیر ویژه محاسبه به MATLAB نرم افزار از استفاده با و k = −١−,٣, ٠, · · · ,٢ برای
م آوریم، بدست و

s٠= ٠٫١۴۴٩ + ١٫٧١٢٨i s−١= ٠٫١۴۴٩ − ١٫٧١٢٨i
s١= −١٫٣۶٠٢ + ٧٫۶٩١۶i s−٢= −١٫٣۶٠٢ − ٧٫۶٩١۶i
s٢= −١٫٩۵۵٠ + ١۴٫٠٠۵۵i s−٣= −١٫٩۵۵٠ − ١۴٫٠٠۵۵i

a = ١ ،ad = ٢ ،h = ١s با (۶۴ . ٣) سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر :٣ . ١ جدول
K = −١٫١ و

است. شده داده نشان نیز (۵ . ٣) ل ش در سیستم این ویژه طیف
ست ش پاده، تقریبات روش از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف

م دهد. نشان را سیستم کردن پایدار بنابراین و نظر مورد موقعیت به قطب انتقال
عبارت تقریب برای م تواند پیشرفته کسری تقریب های یا بالاتر مرتبه پاده تقریب های چه اگر
مسأله دقت در محدودیت هایی روش هایی چنین اما شود استفاده مشخصه معادله در نمایی

.[١۶ ،١۵] شوند اصل سیستم ناپایداری به منجر است ن مم و م کنند ایجاد
برای خط معادله ،λdesired نظر مورد قطب با (۶۴ . ٣) سیستم مشخصه معادله از همچنین

م آید، بدست زیر بصورت K
λdesired − a− ade

−λdesiredh −K = ٠. (۶٣ . ٩)
کردن زین جای با و a = ١ ،ad = −١ ،h = ١s پارامترهای گرفتن نظر در با مثال برای
به کار بردن با سپس م آوریم. بدست را K = ٠٫٧١٨٣ بهره (۶٣ . ٩) معادله در λdesired = −١

م آوریم، بدست (۶۴ . ٣) سیستم برای کنترل بهره این
ẋ(t) = ١٫٧١٨٣x(t)− x(t− ١),

بصورت، سیستم این مشخصه معادله
s− ١٫٧١٨٣ + e−s = ٠,
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پاده تقریب از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف :۵ . ٣ ل ش
رابطه، از را معادله این ریشه های م باشد.

sk =Wk(−e−١٫٧١٨٣) + ١٫٧١٨٣,
MATLAB نرم افزار از استفاده با و k = −۴, · · · , ٠, · · · ,۴ برای به این ترتیب م کنیم. محاسبه
(۶ . ٣) ل ش در سیستم این ویژه طیف م آوریم. بدست (٣ . ٧ . ٢) جدول در را ویژه مقدارهای

s٠= ١٫۴٩٣٨
s١٫٠٠٠−=١ s−١٫٠٠٠−=١

s٢٫١١٧٧−=٢ + ٧٫٣٧۴٣i s−٢٫١١٧٧−=٢ − ٧٫٣٧۴٣i
s٢٫−=٣۶٧۴٩ + ١٣٫٨٢٩۶i s−٢٫−=٣۶٧۴٩ − ١٣٫٨٢٩۶i
s۴=−٣٫٠٢١ + ٢٠٫١٨٩٣i s−۴=−٣٫٠٢١ − ٢٠٫١٨٩٣i

a = ١ ،ad = −١ ،h = ١s با ٣ . ٨٣ سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر :٣ . ٢ جدول
K = ٠٫٧١٨٣ و

−١ مطلوب موقعیت در قطب ها از ی زمان که م شود مشاهده است. شده داده نشان
ویژه مقدار برای چه اگر و م باشد مختلط صفحه راست سمت در قطب راست ترین گیرد قرار
به (۶٣ . ٩) معادله در را آمده بدست بهره که هنگام اما م آید بدست K بهره نظر، مورد
آن ها از برخ و م کنند صدق معادله این در که دارد وجود قطب نامتناه تعداد م بریم  کار
قبل، روش مشابه ترتیب این به هستند. نظر مورد قطب از بزرگتر حقیق قسمت های دارای
انتقال ست ش نیز خط روش از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف
نشان ادامه در م دهد. نشان را سیستم کردن پایدار نتیجه در و نظر مورد موقعیت به قطب
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خط روش از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف :۶ . ٣ ل ش
به دقیقا را قطب راست ترین حقیق قسمت م توان لامبرت تابع از استفاده با که م شود داده

کرد. پایدار را سیستم و داد انتقال نظر مورد موقعیت
یرید، ب نظر در را زیر سیستم

ẋ(t) = ax(t) + adx(t− h) + u(t), u(t) = Kx(t), (٣ . ٧٠)
م باشد، زیر بصورت سیستم این مشخصه معادله

s− a− ade
−sh −K = ٠, (٣ . ٧١)

محاسبه زیر بصورت لامبرت تابع از استفاده با را ویژه مقادیر  همان یا مشخصه معادله ریشه های
م کنیم،

sk =
١
h
Wk

(
adhe

−(a+K)h
)
+ a+K, (٣ . ٧٢)

نظر مورد مقدار ویژه و a = ١ ،ad = −١ ،h = ١s م دهیم قرار (۶۴ . ٣) سیستم معادله در حال
که، م یابیم به گونه ای را K لامبرت تابع از استفاده با و م گیریم نظر در −١ با مساوی را

Re
{
s٠ =

١
h
W٠
(
adhe

−(a+K)h
)
+ a+K

}
= −١,

K = −٣٫۵٩٧٨ ،MATLAB نرم افزار در fsolve تابع از استفاده با معادله این حل با که باشد
م آید. بدست

بود، خواهند زیر بصورت ویژه مقدارهای سایر k = −۴, · · · , ٠, · · · ,۴ برای همچنین
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s٠= −١ − ٢٫١٩٩١i

s١ =−١ + ٢٫١٩٩١i s−١ =−١ − ٢٫١٩٩١i
s٢= −٢٫٠٧١۶ + ٧٫٩٢٠٣i s−٢= −٢٫٠٧١۶ − ٧٫٩٢٠٣i
s٣= −٢٫۶۴٨۶ + ١۴٫١٣٣۶i s−٣= −٢٫۶۴٨۶ − ١۴٫١٣٣۶i
s۴= −٣٫٠١۵٧ + ٢٠٫٣٩٩٩i s−۴= −٣٫٠١۵٧ − ٢٠٫٣٩٩٩i

،ad = −١ ،h = ١s با (٣ . ٨٣) سیستم برای شده محاسبه ویژه مقادیر :٣ . ٣ جدول
K = −٣٫۵٩٧٨ و a = ١

تابع روش از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف :٣ . ٧ ل ش
لامبرت

م دهد. نشان را آمده بدست کنترل بهره با سیستم ویژه طیف نیز (٣ . ٧) ل ش
که م دهد نشان لامبرت، تابع از استفاده با شده طراح پسخورد کنترل کننده با ویژه طیف

است. گرفته قرار نظر مورد موقعیت در دقیقاً ویژه مقدار راست ترین
در هیدرولی آب مخزن سیستم برای خط مدل ی ( هیدرولی (سیستم .٣ . ٧ . ١ مثال

،[۴۴] یرید ب نظر
ẋ(t) =

١
Aρ

(
uin(t− h)− ρgx(t)

R

)
,

g = ١٠ms−٢ آب، ال چ ρ = ١٠٠٠kgm−٣ است، عرض مقط سط A = ١٠m٢ آن در که
لوله هیدرودینامی مقاومت R = ١٠m−١٢ kg

−١٢ زمان، t تاخیر، h = ١s ، گرانش شتاب
داریم قصد مثال این در م باشد. آب تراز سط x(t) و ورودی جریان سرعت uin ، خروج
به را بسته حلقه سیستم قطب های و کنیم طراح uin = Kx(t) مناسب پسخورد کنترل ی
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دهیم. انتقال خاص موقعیت های

تاخیری دیفرانسیل معادلات وسیله به م تواند بسته حلقه سیستم که م کنیم یادآوری ابتدا
شود، داده نشان زیر بصورت و

ẋ(t) = − g

AR
x(t) +

K

Aρ
x(t− h) = −٠٫١x(t)− ٠٫١x(t− ١),

م آوریم، بدست بنابراین
λk =

١
h
Wk

(
K

Aρ
he

g
AR

h

)
− g

AR
, k = −∞, · · · ,−١, ٠, ١, · · · ,∞

شاخه از استفاده با الر اس حالت برای قطب راست ترین که، کردیم ثابت قبل بخش های در
به مخصوص برد دارای لامبرت تابع از شاخه هر همچنین م آید. بدست لامبرت تابع اصل

داریم، مثال این در پس ،Re{W٠(z)} ≥ −١ اصل شاخه برای ه به طوری است خود
Re

{١
h
W٠
(
K

Aρ
he

g
AR

h

)
− g

AR

}
≥ Re

{
− ١
h
− g

AR

}
≥ −١

h
− g

AR
≥ −١٫١,

برای شرایط زیرا کرد انتخاب −١٫١ از کمتر را نظر مورد ویژه مقدار  راست ترین نم توان بنابراین
وجود تاخیری دیفرانسیل معادلات از سیستم هایی برای دلخواه به طور مقدار ویژه تخصیص
در محدودیت سیستم، ضرایب و زمان تاخیر مقدار به توجه با نیز الر اس حالت برای و ندارد
قرار −٠٫۵ موقعیت در را مقدار ویژه راست ترین مثال، برای دارد. وجود مقدار ویژه تخصیص

معادله، حل از م گیریم نظر در که مقدار ویژه ای با متناظر را k و دهیم
λdesired = Re

{١
h
W٠
(
K

Aρ
he

g
AR

h

)
− g

AR

}
,

م آوریم بدست MATLAB نرم افزار در fsolve تابع مانند عددی روش های از استفاده با و
م آید. بدست K = −٢٫۴٢۶١ مثال این برای ه به طوری

ماتریس حالت
ورودی در تاخیر با هایی سیستم

یرید، ب نظر در را ورودی در تاخیر با معمول دیفرانسیل معادلات از زیر سیستم
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− h),

u(t) = Kx(t),

(٣ . ٧٣)

تبدیل زیر بصورت تاخیری دیفرانسیل معادلات از سیستم ی به بسته حلقه سیستم بنابراین
م شود،

ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− h), (٧۴ . ٣)
م دهد. شرح کل حالت در را K بهره آوردن بدست محاسبات روش زیر وریتم ال
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وریتم ال
قرار و م کنیم انتخاب را λdesired نظر مورد ویژه مقدارهای ،i = ١, · · · , n برای اول گام

م دهیم،
λi(s٠) = λi,desired, (٧۵ . ٣)

است. s٠ ماتریس از ویژه مقدار امین i ،λi(s٠) آن در که
م دهیم، قرار (٧۶ . ٣) معادله در را A = A ،Ad = BK جدید ضرایب ماتریس دو دوم گام

Wk(AdhQk)e
Wk(AdhQk)+Ah = Adh, (٧۶ . ٣)

مجهول ماتریس ی K که کنید توجه م آوریم. بدست را Q٠ ماتریس عددی روش به و
م باشد. K مجهول از تابع ی Q٠ و م باشد نامعلوم درایه های همه با و

م دهیم، قرار (٣ . ٧٧) معادله در را آمده بدست Q٠ ماتریس سوم گام
sk =

١
h
Wk(AdhQk) +A, (٣ . ٧٧)

م کنیم. محاسبه K مجهول ماتریس از تابع بصورت را آن ویژه مقدارهای و s٠ سپس
MATLAB نرم افزار در fsolve مانند عددی روش های از استفاده با را (٧۵ . ٣) معادله چهارم گام

م کنیم. حل
،m = ١kg ،l = ٢m پارامترهای با آونگ سیستم آونگ) (سیستم .٣ . ٧ . ٢ مثال

یرید، ب نظر در را h = ٠٫٢s ،θ٠ = ٢٠٠ ،g = ١٠ms−٢∆θ̇(t)
∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−g

l cos(θ٠) ٠
∆θ(t)

∆θ̇(t)

+

 ٠
−g sin(θ٠)

l

+

 ٠
١

ml٢

T (t− h),

،∆(θ) = θ − θ٠ آن در که

T (t) =
[
K١ K٢

]∆θ(t)
∆θ̇(t)

+mgl sin(θ٠),

بصورت، بسته حلقه سیستم شده، داده پارامترهای از استفاده با ∆θ̇(t)بنابراین
∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−۴٫۶٩٨۵ ٠

∆θ(t)
∆θ̇(t)

+

 ٠ ٠
K١۴

K٢۴

∆θ(t− ٠٫٢)
∆θ̇(t− ٠٫٢)

 ,
بصورت، یا ∆θ̇(t)و

∆θ̈(t)

 =

 ٠ ١
−۴٫۶٩٨۵ ٠

∆θ(t)
∆θ̇(t)

+

٠
١۴

[K١ K٢
]∆θ(t− ٠٫٢)

∆θ̇(t− ٠٫٢)
 ,
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K =
[۵٫١٨۴۵ − ۴٫٩١٩٠] پسخورد بردن کار به از بعد سیستم پاس :٣ . ٨ ل ش

زیرا، است کنترل پذیر سیستم این م شود. داده نشان

rank[B
...AB] = ٢,

سیستم قطب های راست ترین که است گونه ای به K =
[
k١ k٢

] کردن پیدا هدف، بنابراین
یرند. ب قرار −١ ± ٢i موقعیت در بسته حلقه

ل ش م آوریم. بدست را k٢ = −۴٫٩١٩٠ ،k١ = ۵٫١٨۴۵ ،MATLAB نرم افزار از استفاده با
م دهد. نشان پسخورد این بردن کار به از بعد را سیستم پاس نیز (٣ . ٨)

حالت متغیر در تاخیر با سیستم هایی
یرید، ب نظر در را حالت متغیر در تاخیر با دیفرانسیل معادلات از زیر سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− h) +Bu(t), (٣ . ٧٨)

م آید، بدست زیر بسته بصورت حلقه سیستم u(t) = Kx(t) +Kdx(t− h) گرفتن نظر در با

ẋ(t) = (A+BK)x(t) + (Ad +BKd)x(t− h), (٣ . ٧٩)

تعیین زیر وریتم ال از استفاده با و مقدار ویژه تخصیص با سیستم این برای Kd,K بهره های
م شوند.
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وریتم ال
قرار و م کنیم انتخاب ،i = ١, · · · , n برای را λi,desired نظر مورد ویژه مقدارهای ابتدا اول گام

م دهیم،

λi(s٠) = λi,desired, (٣ . ٨٠)

است. s٠ از مقدار ویژه امین i ،λi(s٠) آن در که

به (٣ . ٨١) معادله در را A = A + BK ،Ad = Ad + BKd جدید ضرایب ماتریس دو دوم گام
م بریم،   کار

Wk(AdhQk)e
Wk(AdhQk)+Ah = Adh, (٣ . ٨١)

م کنیم. حل اصل شاخه برای و Q٠ آوردن بدست برای را معادله این و
Q٠ و م باشند نامعلوم درایه های همه با و مجهول ماتریس های Kd,K که کنید توجه

م باشد. Kd,K مجهول از تابع ی

م دهیم، قرار (٣ . ٨٢) معادله در را آمده بدست Q٠ ماتریس سوم گام
sk =

١
h
Wk(AdhQk) +A, (٣ . ٨٢)

م کنیم. محاسبه Kd,K مجهول ماتریس از تابع صورت به را آن ویژه مقدارهای و s٠ و

MATLAB نرم افزار در fsolve مانند عددی روش های از استفاده با را (٣ . ٨٠) چهارم معادله گام
.[١٧] م کنیم حل

ورودی و حالت متغیر در تاخیر با  سیستم هایی
یرید، ب نظر در را ورودی و حالت متغیر در تاخیر با دیفرانسیل معادلات از کنترل پذیر سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− h) +Bu(t) +Bdu(t− h), (٣ . ٨٣)

م آید، بدست زیر بصورت بسته حلقه سیستم u(t) = Kx(t) گرفتن نظر در با

ẋ(t) = (A+BK)x(t) + (Ad +BdK)x(t− h), (٨۴ . ٣)

م شود. تعیین زیر وریتم ال از استفاده با و ویژه مقدارهای تخصیص با K بهره



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۵٠

وریتم ال
قرار و م کنیم انتخاب ،i = ١, · · · , n برای را λi,desired نظر مورد ویژه مقدارهای ابتدا اول گام

م دهیم،
λi(s٠) = λi,desired, (٨۵ . ٣)

است. S٠ از مقدار ویژه امین i ،λi(s٠) آن در که
به (٨۶ . ٣) معادله در را A = A + BK ،Ad = Ad + BdK جدید ضرایب ماتریس دو دوم گام

م بریم. کار
Wk(AdhQk)e

Wk(AdhQk)+Ah = Adh, (٨۶ . ٣)
کنید توجه م کنیم. حل اصل شاخه برای و Q٠ آوردن بدست برای را معادله این و
K مجهول از تابع ی Q٠ و م باشد نامعلوم درایه های همه با و مجهول ماتریس K که

م باشد.
م دهیم، قرار (٣ . ٨٧) معادله در را آمده بدست Q٠ ماتریس سوم گام

sk =
١
h
Wk(AdhQk) +A, (٣ . ٨٧)

م کنیم. محاسبه K مجهول ماتریس از تابع صورت به را آن ویژه مقدارهای و s٠ سپس
MATLAB نرم افزار در fsolve مانند عددی روش های از استفاده با را (٨۵ . ٣) چهارم معادله گام

م کنیم. حل

م شود. پایدار بسته حلقه سیستم و م آید بدست K پسخورد کنترل کننده ترتیب این به
یرید، ب نظر در را زیر تاخیری سیستم .٣ . ٧ . ٣ مثال

ẋ(t) =

٠ ٠
٠ ١

x(t) +
−١ −١

٠ −٠٫٩
x(t− h) +

٠
١
u(t) +

١
١
u(t− h), u(t) = Kx(t),

مقدارهای همان یا ویژه مقدارهای راست ترین (K = ٠ مثال (برای پسخورد بردن کار به از قبل
کنترل پذیر، سیستم م باشد h = ٠٫١s که زمان  بنابراین و هستند ٠٫١٠٩٨ و −١٫١١٨٣ ،s٠ ویژه
پسخورد کنترل کننده ی م توان ویژه مقدار تخصیص از استفاده با بنابراین است. ناپایدار
مقدار های K پسخورد انتخاب با و کرد طراح کنترل پذیر سیستم کردن پایدار برای مناسب

داد. انتقال مختلط صفحه در نظر مورد موقعیت های به را ویژه
در ویژه مقدار راست ترین که است گونه ای به K =

[
K١ K٢

] کردن پیدا هدف نیز مثال این در



۵١ پایداری آزمون

K =
[
− ٠٫٠٧۶٠ − ١٫۶۵۴٨] پسخورد بردن کار به از بعد سیستم پاس :٣ . ٩ ل ش

بصورت را حالت پسخورد ماتریس MATLAB نرم افزار از استفاده با که یرد ب قرار −١ موقعیت
م آوریم، بدست زیر

K =
[
−٠٫٠٧۶٠ −١٫۶۵۴٨] , (٣ . ٨٨)

به از بعد را سیستم پاس نیز (٣ . ٩) ل ش م شود. پایدار بسته حلقه سیستم ترتیب این به و
با تاخیره تک سیستم پایداری بیان به اینجا تا م دهد. نشان آمده بدست پسخورد بردن کار

م پردازیم. پایداری آزمون به قضایایی کم به اکنون پرداختیم، لامبرت روش از استفاده

پایداری آزمون ٣ . ٨
حالت متغیر در ثابت تاخیر با سیستم هایی ٣ . ٨ . ١

یرید، ب نظر در را زیر خط زمان تاخیر سیستم
ẋ(t) = A٠x(t) +Adx(t− h), (٣ . ٨٩)

م باشد. ٠ < h <∞ و A٠, Ad ∈ Rn×n که
م گردد. استفاده زمان تاخیر سیستم های در پایداری لات مش بهبود برای لیاپانوف تابع مفهوم

م پردازیم. تاخیری سیستم پایداری برای قضایایی بیان به زیر در
دو ه به طوری باشد داشته وجود V (t, xt) : R× C → R پیوسته تابع کنید فرض .٣ . ٨ . ١ قضیه

زیر، شرط
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W١(|x|) ≤ V (t, xt) ≤W٢(|xt|) .١

V̇ (t, xt) ≤ −W٣(|x|) .٢
است. مجانبی پایدار نواخت ی به طور (٣ . ٨٩) معادله جواب آن گاه باشد، برقرار

م گردد، تعیین زیر بصورت فوق قضیه در W٢ و W١
W١(|x(t)|) = λmin(P٠)|x(t)|٢ ≤ V (t, xt),

W٢(|x(t)|) =
[
λmax(P٠) + hλmax(P١)

]
|x(t)|٢ ≥ V (t, xt),

بخش کوچ ترین λmin(P٠) و هستند متقارن و معین مثبت ماتریس های P٠, P١ ∈ Rn×n

ماتریس مقدار ویژه از حقیق بخش بزرگ ترین λmax(P١) و P٠ ماتریس مقدار ویژه از حقیق
م باشد. P١

P٠, P١ ∈ متقارن و معین مثبت ماتریس اگر است مجانبی پایدار (٣ . ٨٩) سیستم .٣ . ٨ . ٢ قضیه
باشد، برقرار زیر رابطه ه به طوری باشند داشته وجود Rn×n

AT٠ P٠ + P٠A٠ + P١ + P٠AdP
−١١ AT

d P٠ < ٠. (٣ . ٩٠)
باشد، زیر بصورت لیاپانوف تابع V (xt) کنید فرض برهان.

V (xt) = x(t)TP٠x(t) +
∫ t

t−h
x(s)TP١x(s)ds, (٣ . ٩١)

بصورت، (٣ . ٨٩) سیستم پایداری برای کاف شرایط (٣ . ٨ . ١) قضیه طبق
W١(|x(t)|) ≤ V (t, xt) ≤W٢(|xt|) .١

V̇ (t, xt) ≤ −W٣(|xt|) .٢
م شوند، انتخاب زیر بصورت W٢ و W١ توابع که آنجایی  از م باشد،
W١(|x(t)|) = λmin(P٠)|x(t)|٢ ≤ V (t, xt),

V (t, xt) ≤
[
λmax(P٠) + hλmax(P١)

]
|x(t)|٢ =W٢(|xt|),

V (xt) تابع مشتق محاسبه به (٢) شرط اثبات برای است. برقرار وضوح به اول شرط بنابراین
م پردازیم،

V̇ (t) = x(t)T
{
AT٠ P٠+P٠A٠+P١

}
x(t)+x(t)TP٠Adx(t−h)+x(t−h)TAT

d P٠x(t)−x(t−h)TP١x(t−h),

پایداری از اطمینان منظور به م کند، بیان را دو درجه فرم ی بالا، معادله راست سمت
، به عبارت باشد. معین منف باید دو درجه فرم این (٣ . ٨٩) سیستم از مجانبی

V (t)TMV (t) < ٠, (٣ . ٩٢)



۵٣ پایداری آزمون
م کنیم، تعریف زیر را بصورت V (t)

V (t)T =
[
x(t)T x(t− h)T

]
,

م آید، بدست زیر بصورت M ماتریس این صورت در

M =

AT٠ P٠ + P٠A٠ + P١ P٠Ad

AT
d P٠ −P١

 ,
است. شده بازنویس زیر در شده افراز متقارن ماتریس های بوسیله (٣ . ٩٢) نابرابری

م آوریم، بدست (٣ . ٩٢) شرط در (٢ . ٣ . ١) لم اجرای با
AT٠ P٠ + P٠A٠ + P١ < ٠, (٣ . ٩٣)

AT٠ P٠ + P٠A٠ + P١ + P٠AdP
−١١ AT

d P٠ < ٠, (٩۴ . ٣)
ه، به طوری دارد وجود C٣ مثبت و ثابت عدد بنابراین است، مرتبط دوم رابطه که

V̇ (xt) ≤ −C٣(|xt|).

. است کامل اثبات باشد برقرار (٩۴ . ٣) شرط اگر
هرتز٢٠ و (١٩٨١) توسان١٩ از حاصل نتایج اساس بر تحلیل روش قسمت این در اکنون

م گردد. معرف (١٩٨۴)
یرید، ب نظر در را زیر خط زمان تاخیر سیستم

ẋ(t) = A٠x(t) +Adx(t− h), (٩۵ . ٣)
م باشد، زیر بصورت فوق سیستم مشخصه معادله

det
[
sI −A٠ −Ade

−sh
]
= ٠, (٩۶ . ٣)

از برخ برای (٩۶ . ٣) معادله برای موهوم ریشه ی ،s = jω, (ω ≥ ٠) مقدار .٣ . ٨ . ٣ قضیه
زیر، معادله از ریشه ی s = jω اگر، است h ≥ ٠

det
[
sI −A٠ −Ad

(١ − sT

١ + sT

)٢]
= ٠, (٣ . ٩٧)

.[۴٨] باشد ،T نامنف اعداد از بعض برای
١٩Thowsen
٢٠Hertz
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s = jω در (١−sT )٢

(١+sT )٢ معادل e−sh این صورت در  باشد، ٠ ≤ T < ∞ کنید فرض .٣ . ٨ . ١ نتیجه
م شوند، مرتبط هم به زیر رابطه توسط T و h که است

h =
۴
ω
arctan(ωT ) + ٢πm

ω
, (٣ . ٩٨)

.[۴٨] است m = ١±,٠, · · · آن در که

آن گاه باشد، h = h٠ برای (٩۶ . ٣) معادله از موهوم ریشه ی s = jω اگر .٣ . ٨ . ٢ نتیجه
.[۴٨] م باشد نیز h = h٠ + ٢πm

ω در معادله همین برای موهوم ریشه ی s = jω

باشد مجانبی پایدار سیستم اینکه برای تاخیر مقادیر بازه تعیین برای معیاری زیر در اکنون
آن که برای تاخیر مقدار که دارد نام τ−تجزیه روش اصطلاح به عمل این م نماییم. بیان

م گردد. تعیین باشد مجانبی پایدار سیستم

هورویتز راث معیار ٣ . ٨ . ٢
باشند، غیرعددی مشخصه معادله ضرایب از بعض ه صورتی در یا و بالا مرتبه سیستم های در
ن غیرمم حت یا و ل مش بسیار م تواند سیستم پایداری تعیین برای ویژه مقادیر کردن پیدا
راث روش از م توان باشد، شده تعیین سیستم مشخصه معادله اگر حالت چنین در باشد.
آن اثبات در سع اما کرد خواهیم تشریح و بیان را راث معیار قسمت این در نمود. استفاده
مربوط حقیق چندجمله ای های دنباله های به که است اشتوم قضیه بر مبتن آن اثبات نداریم،
نظریه در آن، نتیجه است، زیادی اهمیت حائز جبری نظر از و دارد پیچیده اثبات که م شود

است. برخوردار زیادی اهمیت از کنترل
مشخصه، چندجمله ای

P (s) = sn + a١sn−١ + a٢sn−٢ + · · ·+ an, (٣ . ٩٩)

نتیجه، در و هستند مثبت ضرایب دارای همه است، عامل نوع دو ضرب حاصل

باشند. موجود باید a١, a٢, · · · , an ضرایب تمام .١

باشند. مثبت باید همه .٢



۵۵ پایداری آزمون
بسازیم. وابسته مقادیر و ضرایب از را زیر جدول باید راث معیار برای باشند برقرار (٢) و (١) اگر

م کنیم، عمل زیر بصورت راث آرایه ستون های تعیین برای

اول سطر ١ ١ a٢ a۴ a۶
دوم سطر ٢ a١ a٣ a۵ a٧
سوم سطر ٣ b١ b٢ b٣ b۴
چهارم سطر ۴ c١ c٢ c٣ c۴
پنجم سطر ۵ d١ d٢ d٣ d۴
...
(n+١) سطر · · ·

قرار صفر شوند، درج ضرایب وقت م کنیم. درج P (s) در را sn, sn−٢, · · · ضرایب اول سطر در
.a۶ = a٧ = · · · = ٠ آن گاه ،n = ۵ اگر بنابراین م دهیم،

،b١, b٢, · · · ضرایب تولید برای م کنیم. درج P (s) در را sn−١, sn−٣, · · · ضرایب دوم سطر در
م کنیم: استفاده زیر نتایج از غیره و c١, c٢

b١ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a٢
a١ a٣

∣∣∣∣∣∣ , b٢ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a۴
a١ a۵

∣∣∣∣∣∣ , b٣ = − ١
a١

∣∣∣∣∣∣ ١ a۶
a١ a٧

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

c١ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a٣
b١ b٢

∣∣∣∣∣∣ , c٢ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a۵
b١ b٣

∣∣∣∣∣∣ , c٣ = − ١
b١

∣∣∣∣∣∣a١ a٧
b١ b۴

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

d١ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b٢
c١ c٢

∣∣∣∣∣∣ , d٢ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b٣
c١ c٣

∣∣∣∣∣∣ , d٣ = − ١
c١

∣∣∣∣∣∣b١ b۴
c١ c۴

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

.[۴] م شود ساخته راث آرایه ستون های ترتیب این به

ستون درایه های باید باشد، پایدار (٣ . ٩٩) مشخصه معادله با سیستم آنکه برای .۴ . ٣ . ٨ قضیه
باشد. نداشته علامت تغییر راث اول

چنان را K محدوده است. مفروض زیر مشخصه معادله با تاخیر بدون سیستم .٣ . ٨ . ١ مثال
گردد. پایدار سیستم که بیایید

s۴ + ۴s٣ + ۵s٢ +Ks+ ۴K.



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۵۶
S۴ ١ ۵ ۴K
S٣ ۴ K ٠
S٢ ٢٠ −K

۴ ۴K ٠

S١ ٢٠K −K٢ − ١۶K
٢٠ −K

٠ ٠
S٠ ۴K ٠ ٠

۴ و ١ که آنجایی از باشد، داشته علامت تغییر نباید راث آرایه اول ستون فوق، تعریف طبق
همچنین و است. K < ٢٠ نتیجه، در باشد ٢٠ − K > ٠ باید بنابراین هستند مثبت اعداد
K < ۴ و K > ٠ نیز، قسمت این از بنابراین باشد، برقرار باید نیز ٢٠K − K٢ − ١۶K > ٠

گردد. پایدار تاخیر بدون سیستم تا باشد ٠ < K < ۴ باید نهایت در م گردد. نتیجه

م دهیم. ارائه باشد پایدار سیستم آنکه برای تاخیر بازه تعیین برای وریتم ال اکنون

وریتم ال
چندجمله ای آنکه برای T مقادیر آن راث−هورویتز٢١ استاندارد پایداری آزمون از اول گام
خاص مقادیر این بعد به این از کنید. تعیین را باشد داشته موهوم ریشه های (٣ . ٩٧)

م شود. داده نشان T̂ با T از

گردد. تعیین s = ±jω̂ با (٣ . ٩٧) معادله از مربوط موهوم ریشه های ،T̂ هر برای دوم گام
محدودیت تحت (٣ . ٨ . ٢) نتیجه از استفاده با را ĥ مقادیر مربوطه ω̂ با T̂ هر برای سوم گام

کنید. محاسبه ĥ ≥ ٠

توسط ریشه ان م مسیر کنید. بررس را jω̂ موهوم ریشه های از حرکت مسیر چهارم گام
نقاط از ی در اگر م گردد. تعیین ĥ و s = jω̂ مقدار برای ( dsdh) حقیق بخش علامت

موهوم محور در تنها ریشه ان م باشد، فرد Re( dsdh) ریشه های تعداد و Re( dsdh) = ٠
است. ناپایدار سیستم ĥ از مقدار این برای که م شود دیده

.h = ٠ برای (٩۵ . ٣) سیستم پایداری تحلیل پنجم گام
مراحل و نتایج از را باشد پایدار مجانبی سیستم این که برای تاخیر مقادیر بازه های ششم گام

کنید. دنبال ۵ و ۴
٢١Routh (-Hurwitz)



۵٧ پایداری آزمون
سیستم، ه به طوری h ثابت تاخیر مقادیر همه .٣ . ٨ . ٢ مثال

ẋ١(t) = x٢(t),
ẋ٢(t) = −x١(t)− x٢(t)− x٢(t− h),

کنید. پیدا را باشد مجانبی پایدار
بصورت، فوق سیستم از A١ و A٠ ماتریس

A٠ =

 ٠ ١
−١ −١

 , A١ =

٠ ٠
٠ −١

 ,
م گردد، محاسبه زیر بصورت مشخصه معادله بنابراین م باشند

det(sI −A٠ −A١e−sh) = det

(s ٠
٠ s

−

 ٠ ١
−١ −١

−

٠ ٠
٠ −e−sh

) = ٠,

det
(s −١

١ s+ ١ + e−sh

) = ٠,

، م آید بدست زیر بصورت سیستم مشخصه معادله نهایت در
P (s, e−sh) = s٢ + se−sh + s+ ١ = ٠,

زیر، بصورت (٣ . ٩٧) کم معادله
s٢ + s(

١ − sT

١ + sT
)٢ + s+ ١ = ٠,

s١)٢ + sT )٢ + s(١ − sT )٢ + s(١ + sT )٢ + (١ + sT )٢ = ٠,
T ٢s۴ + ٢T (١ + T )s٣ + (١ + T ٢)s٢ + ١)٢ + T )s+ ١ = ٠,

م گردد، محاسبه زیر بصورت راث آرایه اول ستون و م باشد
S۴ T ٢ (١ + T ٢) ١
S٣ ٢T (١ + T ) ١)٢ + T ) ٠
S٢ T ٢ − T + ١ ١ ٠
S١ ٢(T − ١)٢(١ + T )

T ٢ − T + ١ ٠ ٠
S٠ ١ ٠ ٠

آخر به مانده ی برای بجز هستند مثبت T ∈ (٠,∞) تمام به ازای اول ستون در عناصر همه
در موهوم ریشه جفت ی به منجر که است صفر T = ١ = T̂ به ازای که (s١ ضریب (یعن



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۵٨
را h = π + ٢π|m| و s = j در ریشه ان م از مسیری ω̂ = ١ و T̂ = ١ بنابراین م گردد. s = ±j

م کند. بررس
ds

dh
=

s٢e−sh

٢s+ ١ + e−sh(١ − sh)
, (٣ . ١٠٠)

بدست h = (٢|m| + ١)π و s = j برای م گیریم. کم e−sh بسط از Re[ dsdh] محاسبه برای
م آوریم،

e−sh = e−jh = cosh− j sinh,

Re
[ ds
dh

]
= Re

( s٢e−sh

٢s+ ١ + e−sh(١ − sh)

)
= Re

( s٢ cosh− s٢j sinh
٢s+ ١ + (١ − sh)(cosh− j sinh)

)
,

در م باشند. sinh = ٠ و cosh = −١ بنابراین است، π عدد از فردی ضریب h که است روشن
که، م آوریم بدست نتیجه

Re
[ ds
dh

]
= Re

[
j

−١
٢ + h

]
= ٠,

م کنیم، بررس را ریشه ها تعداد بنابراین
d٢s
d٢h

∣∣∣∣∣
s=j,h=(٢|m|+١)π

=
−١)٢ − j)

(٢ + h)
٢ ,

ریشه های تعداد نتیجه در م باشد، نزول تابع ی بنابراین است شده منف d٢s
d٢h که آنجایی از

آن از اما م شود، دیده موهوم محور در تنها ریشه ان م بنابراین است، (فرد) ی ،Re( dsdh)
مجانبی پایدار h = (٢|m|+ ١)π نقطه در بجز مقداری هر برای سیستم بنابراین نم کند، عبور

.[۴٨] است
معیار این زیرا دارد، محدودی کاربرد خط کنترل سیستم های تحلیل در راث پایداری معیار
م توان ول نم دهد. نشان ناپایدار سیستم ی کردن پایدار یا نسبی پایداری بهبود برای راه

بررس م شود، ناپایداری باعث که مقادیری بررس با را سیستم پارامتر دو یا ی تغییر اثر
م کنیم. بررس را پارامتر ی پایداری گستره معیار این کم به واق در کرد.

حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر با سیستم های ٣ . ٨ . ٣
یرید، ب نظر در را زیر زمان تاخیر سیستم

ẋ(t) = A٠x(t) +Adx(t− h(t, x(t))), t ≥ t٠,
x(t) = φ(t).

(٣ . ١٠١)

زیر، نامساوی اگر است تاخیر از مستقل مجانبی پایدار (٣ . ١٠١) سیستم .۵ . ٣ . ٨ قضیه
µ(A٠)·+ ∥ Ad ∥·< ٠, (٣ . ١٠٢)



۵٩ پایداری آزمون
تعریف زیر بصورت های و است ماتریس اندازه µ(A٠) که باشد برقرار · = ١,٢,∞ به ازای هر

م گردد،

µ(A)١ = maxj
[
Re(ajj) +

∑n
i=١
i ̸=j

|aij |
]
,

µ(A)٢ = ٠٫۵λmax(A
T +A),

µ(A)∞ = maxi
[
Re(aii) +

∑n
j=١
i ̸=j

|aij |
]
.

یرید، ب نظر در را زیر تاخیری خط سیستم .۶ . ٣ . ٨ قضیه
ẋ(t) = Ax(t) +A١x(t− d(t)), t ≥ t٠,
ḋ(t) ≤ d < ١,

(٣ . ١٠٣)

در م گردد. محدود d(t) ∈ [٠, h] بصورت که زمان با متغیر تاخیر و x(t) ∈ Rn آن در که
همه برای نواخت ی بطور (٣ . ١٠٣) سیستم م باشند. n× n ثابت ماتریس های A١ و A اینجا
و P > ٠ ،n× n ماتریس های هرگاه است، مجانبی پایدار ḋ(t) ≤ d < ١ شرط با d(t) تاخیرهای
باشد. برقرار (١٠۴ . ٣) ( خط ماتریس (نامساوی ٢٢LMI ه به طوری باشند داشته وجود Q > ٠

W =

ATP + PA+Q PA١
AT١ P −(١ − d)Q

 < ٠, (١٠۴ . ٣)

م باشد، زیر فرم به (٣ . ١٠٣) سیستم برای لیاپانوف تابع برهان.
V (t, xt) = x(t)TPx(t) +

∫ t

t−d(t)
x(s)TQx(s)ds, (١٠۵ . ٣)

سیستم در V تابع که باشید داشته توجه م باشند. n× n معین مثبت ماتریس های Q و P که
است. وابسته t به d(t) وجود بدلیل (١٠۵ . ٣)

رام یابیم، لیاپانوف تابع مشتق اکنون
V̇ (t, xt) = ٢x(t)TPẋ(t) + x(t)TQx(t)− (١ − ḋ(t))x(t− d(t))TQx(t− d(t)), (١٠۶ . ٣)

م آوریم، بدست و م کنیم زین جای (١٠۶ . ٣) در را (٣ . ١٠٣) رابطه  ẋ(t) عبارت
V̇ (t, xt) ≤ ٢x(t)TPẋ(t) + x(t)TQx(t)− (١ − d)x(t− d(t))TQx(t− d(t)) =

[
x(t)T x(t− d(t))T

]
W

 x(t)

x(t− d(t))

 ≤ −a|x(t)|٢. (٣ . ١٠٧)

.[۴١] م باشد پایدار (٣ . ١٠٣) سیستم (١٠۴ . ٣) نامساوی طبق بنابراین
٢٢Linear Matrix Inequalite



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۶٠
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(٣ . ٨ . ٣) مثال برای حالت متغیر در تاخیر با سیستم رفتار :٣ . ١٠ ل ش
ماتریس های با (٣ . ١٠٣) سیستم .٣ . ٨ . ٣ مثال

A =

−٠٫٢ ٠
٠ −٠٫٩

 , A١ =

−١ ٠
−١ −١

 ,
یرید. ب نظر در را d = ٠٫٣ و

از استفاده با سازد برآورده را فوق قضیه شرایط که Q و P ماتریس های آوردن بدست برای
را (٣ . ١٠) (نمودار م آوریم، بدست زیر بصورت را Q و P ماتریس های MATLAB نرم افزار

ببینید.)
P =

 ٠٫٣٨٠۵ −٠٫٢٨٠٠
−٠٫٢٨٠٠ ٠٫٣٢٩٢

 , Q =

 ٠٫٠۵٨۵ −٠٫١٠۴٠
−٠٫١٠۴٠ ٠٫٣٧۶٣

 ,

یرید، ب نظر در را زیر حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر ی با سیستم
ẋ(t) = Ax(t) +A١x(t− d(t)),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h٢, ٠],
(٣ . ١٠٨)

d(t) و م باشند مشخص و ثابت ، حقیق ماتریس های A١ و A حالت، متغیر x(t) آن در که
م کند، زیرصدق شرایط در که زمان با متغیر تاخیر

٠ ≤ h١ ≤ d(t) ≤ h٢,
ḋ(t) ≤ µ,

(٣ . ١٠٩)



۶١ پایداری آزمون
م باشد. [−h٢, ٠] روی بر پیوسته و حقیق اولیه تابع ی ϕ(t)

این در م باشد. (٣ . ١٠٨) سیستم برای تاخیر به وابسته پایداری جدید معیارهای یافتن هدف،
دارد. نتایج استخراج در مهم نقش که م کنیم معرف را لم ی بخش،

برداری تابع و y > ٠ عدد ،M > ٠ متقارن و معین مثبت ماتریس هر برای .٣ . ٨ . ١ لم
است: برقرار زیر نامساوی ه به طوری دارد وجود w : [٠, y] → Rn

(

∫ y

٠ w(s)ds)TM(

∫ y

٠ w(s)ds) ≤ y(

∫ y

٠ w(s)TMw(s)ds).

که، م شود دیده شر مل م لم از براحت wTبرهان. (s)Mw(s) wT (s)

w(s) M−١

 ≥ ٠,

که، م آوریم بدست بالا نامساوی از y تا ٠ از انتگرال گیری با .٠ ≤ s ≤ y هر ∫برای y٠ wT (s)Mw(s)ds
∫ y٠ wT (s)ds∫ y٠ w(s)ds yM−١

 ≥ ٠.

.[١٨] است کامل اثبات شر مل م از استفاده با
مناسب ابعاد با واحد ماتریس I م پردازیم: برد خواهیم کار به که نماد هایی معرف به ابتدا
X ماتریس که معناست بدین X > ٠ نماد ،X متقارن و حقیق ماتریس برای و م باشد

م گردد. مشخص * نماد با ماتریس ی در متقارن جمله و است معین مثبت
م دهیم. ارائه (٣ . ١٠٨) سیستم برای تاخیر به وابسته پایداری معیار ی اکنون

پایدار شده داده µ و ٠ ≤ h١ ≤ h٢ برای (٣ . ١٠٩) شرایط با (٣ . ١٠٨) سیستم .٣ . ٨ . ٧ قضیه
وجود Zj > ٠، (j = ١,٢) و Qi > ٠، (i = ١,٢,٣) ،P > ٠ ماتریس های اگر است، مجانبی

باشد، برقرار زیر LMIs ه به طوری باشد داشته
ϕ١ = ϕ−

[٠ −I I ٠]T Z٢
[٠ −I I ٠] < ٠, (٣ . ١١٠)

ϕ٢ = ϕ−
[٠ I ٠ −I

]T
Z٢
[٠ I ٠ −I

]
< ٠, (٣ . ١١١)

آن در که

ϕ =


Υ PA١ Z١ ٠
∗ − (١ − µ)Q٣ − ٢Z٢ Z٢ ٠
∗ ∗ −Q١ − Z١ − Z٢ ٠
∗ ∗ ∗ −Q٢ − Z٢


+
[
A A١ ٠ ٠]T (h٢١Z١ + h٢١٢Z٢)

[
A A١ ٠ ٠] ,

(٣ . ١١٢)



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۶٢
با

Υ = PA+ATP +

٣∑
i=١

Qi − Z١,

h١٢ = h٢ − h١.

م کنیم، تعریف زیر بصورت را لیاپانوف تابع برهان.

V (xt) =x(t)
TPx(t) +

∫ t

t−d(t)
x(α)TQ٣x(α)dα+

٢∑
i=١

∫ t

t−hi

x(α)TQix(α)dα

+

∫ ٠
−h١

∫ t

t+s
h١ẋ(α)TZ١ẋ(α)dαds+

∫ −h١

−h٢

∫ t

t+s
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dαds,

(٣ . ١١٣)

را لیاپانوف تابع زمان به نسبت مشتق ادامه در سپس .−٢h ≤ θ ≤ ٠ ،xt = x(t + θ) که
م نماییم، محاسبه

V̇ (xt) ≤ ٢x(t)TP (Ax(t) +A١x(t− d(t))) +
٣∑

i=١
x(t)TQix(t)

−
٢∑

i=١
x(t− hi)

TQix(t− hi)− (١ − µ)x(t− d(t))TQ٣x(t− d(t))

+ (Ax(t) +A١x(t− d(t)))T × (h٢١Z١ + h٢١٢Z٢)(Ax(t) +A١x(t− d(t)))

−
∫ t

t−h١
h١ẋ(α)TZ١ẋ(α)dα−

∫ t−h١

t−h٢
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα,

(١١۴ . ٣)

که، داریم (٣ . ٨ . ١) لم از استفاده با
−
∫ t

t−h١
h١ẋ(α)TZ١ẋ(α)dα

≤ −(x(t)− x(t− h١))TZ١(x(t)− x(t− h١)),
(١١۵ . ٣)

ر، دی طرف از
−
∫ t−h١

t−h٢
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα =

−
∫ t−d(t)

t−h٢
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα−

∫ t−h١

t−d(t)
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα

= −
∫ t−d(t)

t−h٢
(h٢ − d(t))ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα−

∫ t−d(t)

t−h٢
(d(t)− h١)ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα

−
∫ t−h١

t−d(t)
(d(t)− h١)ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα−

∫ t−h١

t−d(t)
(h٢ − d(t))ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα,

کنید، تعریف
β =

(d(t)− h١)
h١٢

,



۶٣ پایداری آزمون
صورت، این در

−
∫ t−d(t)

t−h٢
(d(t)− h١)ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα = −β

∫ t−d(t)

t−h٢
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα

≤ −β
∫ t−d(t)

t−h٢
(h٢ − d(t))ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα,

و
−
∫ t−h١

t−d(t)
(h٢ − d(t))ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα = −(١ − β)

∫ t−h١

t−d(t)
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα

≤ −(١ − β)

∫ t−h١

t−d(t)
(d(t)− h١)ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα,

که، م آوریم بدست (٣ . ٨ . ١) لم بنابر

−
∫ t−h١

t−h٢
h١٢ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dα

≤− (x(t− d(t))− x(t− h٢))TZ٢(x(t− d(t))− x(t− h٢))
− (x(t− h١)− x(t− d(t)))TZ٢(x(t− h١)− x(t− d(t)))

− β(x(t− d(t))− x(t− h٢))TZ٢(x(t− d(t))− x(t− h٢))
− (١ − β)(x(t− h١)− x(t− d(t)))TZ٢(x(t− h١)− x(t− d(t))),

(١١۶ . ٣)

که، داریم (١١۴ . ٣)‐(١١۶ . ٣) روابط ترکیب با

V̇ (xt) ≤ x(t)T
[
PA+ATP +

٣∑
i=١

Qi − Z١ +AT (h٢١Z١ + h٢١٢Z٢)A
]
x(t)

+ ٢x(t)T [PA١ +AT (h٢١Z١ + h٢١٢Z٢)A١]x(t− d(t)) + ٢x(t)TZ١x(t− h١)
+ x(t− d(t))T [−(١ − µ)Q٣ − ٢Z٢ +AT١ (h٢١Z١ + h٢١٢Z٢)A١]x(t− d(t))

+ ٢x(t− d(t))TZ٢x(t− h١) + ٢x(t− d(t))TZ٢x(t− h٢)
− x(t− h١)T (Q١ + Z١ + Z٢)x(t− h١)− x(t− h٢)T (Q٢ + Z٢)x(t− h٢)
− β(x(t− d(t))− x(t− h٢))TZ٢(x(t− d(t))− x(t− h٢))
− (١ − β)(x(t− h١)− x(t− d(t))TZ٢(x(t− h١)− x(t− d(t)))

= ζ(t)Tϕζ(t)− β(x(t− d(t))− x(t− h٢))TZ٢(x(t− d(t))− x(t− h٢))
− (١ − β)(x(t− h١)− x(t− d(t)))TZ٢(x(t− h١)− x(t− d(t)))

= ζ(t)T
[
(١ − β)ϕ١ + βϕ٢

]
ζ(t),

و شده اند داده (٣ . ١١٢) ،(٣ . ١١١) ،(٣ . ١١٠) در بترتیب ϕ ،ϕ٢ ،ϕ١ که
ζ(t) =

[
x(t)T x(t− d(t))T x(t− h١)T x(t− h٢)T

]T
,



زمان تاخیر ی با زمان پیوسته خط سیستم کنترل ۶۴

(۴ . ٣ . ٨) مثال برای سیستم رفتار :٣ . ١١ ل ش
ماتریس های از محدبی دامنه ی که V̇ (xt) از دقیق برآورد ٠ ≤ β ≤ ١ اینکه به توجه با
سیستم (٣ . ١١١) و (٣ . ١١٠) شرایط به توجه با م گردد. استنتاج است، (١ − β)ϕ١ + βϕ٢

.[١٢] است تمام اثبات و است مجانبی پایدار (٣ . ١٠٨)
کنید، بررس را زیر پارامترهای با (٣ . ١٠٨) سیستم پایداری .۴ . ٣ . ٨ مثال

A =

 ٠ ١
−١ −٢

 , Ad =

 ٠ ٠
−١ ١

 ,
MATLAB نرم افزار در LMI دستور توسط پایداری بررس با .h٢ = ١ ،h١ = ٠٫٢ ،µ = ٠٫٣

که، م آوریم بدست

P =

٣٠٩٫٣٧۵٠ ۵٣٫٩١۴٣
۵٣٫٩١۴٣ ١۶٩٫٣۶٧٧

 , Q١ =

 ٠٫٣۴٨٩ −٠٫٢٣٨۴
−٠٫٢٣٨۴ ١٫٣۵١٣

 ,
Q٢ =

٢٩٫١١٠٣ ۶٫٣٩٢٠
۶٫٣٩٢٠ ٣٨٫۴٢١٩

 , Q٣ =

١٢٠٫۵٨٠۴ ٣٠٫۵۵٩۶
٣٠٫۵۵٩۶ ٢۵٩٫۵٧٨٩

 ,
Z١ =

 ٠٫۴۵٨٩ −٠٫٢٣٨۶
−٠٫٢٣٨۶ ١٫٢٨٠٣

 , Z٢ =

۵٧٫٣۶٨٧ ١۵٫٩۶۶٩
١۵٫٩۶۶٩ ۴۶٫٢٩۴٨

 .
است. شده داده نمایش (٣ . ١١) نمودار در سیستم این پایداری



۴ فصل
تاخیر دو با خط کنترل سیستم های

زمان

مقدمه ١ . ۴
زیرا است. داده اختصاص خود به را قبول قابل توجه زمان تاخیر با سیستم سال ها برای

اصل علت تاخیر، زمان اغلب آن که بدلیل هستند. همراه مختلف عمل سیستم های در اغلب
تاخیر با سیستم های برای پایداری بر توجه قابل اثرات اغتشاش و واگرایی است، نوسان
به را آن است تاخیر از اطلاعات شامل پایداری معیار اینکه به توجه با گذاشت. خواهد زمان

تاخیر. به وابسته و تاخیر از مستقل پایداری معیار م کنیم: تقسیم دسته دو
اینجا در است. محافظه کارانه کوچ اندازه با تاخیر های برای تاخیر از مستقل پایداری معیار

است. شده توجه تاخیر به وابسته پایداری به بیشتر
،٢٣] مقالات میان، این در کنید. مراجعه [١٩]−[٢۵] مقالات به تاخیر، به وابسته نتایج برای
سیستم های که است ذکر شایان هستند. زمان با متغیر تاخیر بازه با سیستم هایی [٢۵ ،٢۴
سیستم ها از نوع این برای است. درصنایع گسترده ای کاربردهای دارای تاخیر با مارکوف پرش

.[٢٨ ،٢٧ ،٢۶] کرد مراجعه است شده منتشر تازگ به که نتایج به م توان
نیاز، مورد قدرت و وقت کاهش هزینه، کاهش در خود مزایای بدلیل ه شب کنترل سیستم
میان در است. کرده جلب خود به را زیادی توجه بالا اطمینان قابلیت و ساده راه اندازی و نصب



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ۶۶
سیستم برای H∞ کنترل طراح لات مش مدل سازی، نظریه اساس بر اخیر گزارشات نتایج
ه شب کنترل سیستم های برای حاصل رویداد کنترل و م گردد بررس [٢٩] در ه شب کنترل
برای پایداری تحلیل م گیرد. قرار مطالعه مورد [٣٠] در پویا خروج پسخورد کنترل طریق از
هویجان لم١، جامز توسط ابتدا ٢٠٠٧ سال در ورودی متغیر در زمان تاخیر دو با سیستم های
،[٣١] آمد بدست تاخیر به وابسته پایداری معیارهای و شد انجام ونگ٣ هانگ چنگ و گائو٢
لیاپانوف تابع ی ساخت بوسیله ٢٠٠٨ سال در چن۴ تانگون و بالا افراد توسط زیر تحقیقات
مورد [٣۵ ،٣۴ ،٣٣] در سیستم ها مدل این در پایداری اخیرا .[٣٢] گرفت صورت جدید
زین جای نتایج آوردن بدست با ٢٠١۴ سال در لیو۵ پین−لین [٣٣] در است. گرفته قرار مطالعه
ارائه بدون میاو٩ ژو٨، ژانگ٧، شو۶، ،[٣۴] در ه حالی در م کند معرف کم متغیرهای
آورده اند. بدست را جدیدی پایداری نتایج محدب چندوجه روش از استفاده با ، کم متغیر
با این  بخشید. بهبود را پایداری نتایج انتگرال نابرابری جدید اجرای با ،١٠ ج زیاهوا [٣۵] در
نادیده سهوا است، ضروری شرط ی که لیاپانوف تابع بودن معین مثبت [٣١]−[٣۵] در حال
دو اینجا در دارد. وجود مقالات در بهبود برای روش هایی هم هنوز بنابراین است. شده گرفته
سیستم های رد عمل برای اولیه شرط که آنجایی از و م گیریم نظر در را افزوده ورودی تاخیر
اجرا را انتظار مورد کار های ناپایدار، ه شب کنترل سیستم ی و است پایداری ه، شب کنترل
م شویم. متمرکز افزوده ورودی تاخیر دو با ه شب کنترل سیستم های پایداری روی بر نم کند،

ورودی در زمان با متغیر تاخیر با ۴ . ٢ سیستم هایی
تاخیر دو با ه شب کنترل سیستم معرف ٢ . ١ . ۴

بهره ماتریس با حالت پسخورد ر کنترل و است خط سیستم ی فیزی دستگاه هنگام که
م باشد، زیر بصورت تاخیر دو با ه شب کنترل سیستم داده شود، نشان K

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− d١(t)− d٢(t)),
u(t− d١(t)− d٢(t)) = Kx(t− d١(t)− d٢(t)),

١James Lam
٢Huijun Gao
٣ChanghongWang
۴Tongwen Chen
۵Pin-Lin Liu
۶H.Shao
٧Z.Zhang
٨X.Zhu
٩G.Miao

١٠Xiaohua Ge



۶٧ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی
م آوریم، بدست نتیجه در

ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− d١(t)− d٢(t)), (١ . ۴)
و d١(t) هستند، مشخص حقیق ثابت ماتریس های B و A و حالت بردار x(t) ∈ Rn آن در که

معرف را زیر مفروضات فوق تاخیر دو برای م باشند. ورودی در زمان با متغیر تاخیر دو d٢(t)
م کنیم،

٠ ≤ d١(t) ≤ h١, ٠ ≤ d٢(t) ≤ h٢, (٢ . ۴)
ḋ١(t) ≤ µ١, ḋ٢(t) ≤ µ٢, (٣ . ۴)

به تاخیر بازه کل کردن جدا با م گیریم. نظر در را (١ . ۴) سیستم به وابسته پایداری ابتدا در
ارائه x(t − h) و x(t − h١) حالت از اطلاعات که م سازیم جدید لیاپانوف تابع ی زیربازه ها،

م دهد.
دارای تاخیره تک به نسبت و است وابسته تاخیر دو هر به پایداری، از آمده بدست نتایج
تاخیرها تعداد ه حالتی برای K ماتریس محاسبه دقت بعبارت است. کمتری محافظه کاری
ار ب حالت پسخورد پایداری مسئله برای را پایداری نتایج اکنون م رود. بالاتر است، بیشتر
بدست K حالت بهره ماتریس ر، کنترل برای تاخیر به وابسته شرایط تعیین با که م بریم

باشد. مجانبی پایدار (١ . ۴) سیستم ه به طوری م آید،
است، ماتریس ترانهاده مخفف T م پردازیم: برد خواهیم کار به که نماد هایی معرف به ابتدا
برای است. Eij = Ei − Ej , (i, j = ١, · · · ,۵) و diag{In, In, In, In, In} i−ام سطر پایه Ei و
م باشد. معین مثبت X − Y که معناست بدین X > Y نماد Y و X متقارن و حقیق ماتریس

پایداری تحلیل ٢ . ٢ . ۴
به را K حالت پسخورد ماتریس و م کنیم بیان را پایداری تحلیل لات مش بخش این در
حل برای معمول روش ی باشد. مجانبی پایدار (١ . ۴) سیستم که م کنیم تعیین گونه ای

است. تاخیر ی در d٢(t) و d١(t) تاخیر دو جم ل، مش این
d(t) = d١(t) + d٢(t), (۴ . ۴)

م کند: تغییر زیر بصورت (١ . ۴) سیستم صورت این در
ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− d(t)),

٠ ≤ d(t) ≤ h, ḋ(t) ≤ µ, (۵ . ۴)
خواهند بود: زیر µ بصورت hو که

h = h١ + h٢,
µ = µ١ + µ٢,

(۶ . ۴)



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ۶٨
از م توان که است شده تبدیل زمان تاخیر ی با سیستم ی به تاخیر دو با سیستم اکنون

نمود. استفاده گردید بیان قبل فصل در که پایداری روش های
کنید: توجه شده داده پارامترهای با (١ . ۴) سیستم به .٢ . ١ . ۴ مثال

A =

٠٫١٢ ٠
١ −٠٫٩

 , B =

 ٠٫٢
−٠٫۵

 ,
.µ٢ = ٠٫٢ ،µ١ = ٠٫١ ،h٢ = ٢ ،h١ = ١ و

بصورت، (١ . ۴) سیستم حالت این در
ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− ٣),
h = h١ + h٢ = ١ + ٢ = ٣,

(٧ . ۴)

که لامبرت روش طریق از م توان را K و م گردد تبدیل است تاخیر ی با سیستم که
کرد. محاسبه شد بیان قبل فصل در

مهندس نظر نقطه از ، طرف از نم باشد. مناسبی روش تاخیر ی بصورت تاخیر دو مجموع
مناسبی کار تاخیر ی در آن ها مجموع که باشند داشته متفاوت خواص است ن مم تاخیر دو
خود مقدار ماکزیمم به d١(t) + d٢(t) هنگام که ریاض نظر نقطه از ر، طرف دی از و نباشد
کران از اگر ر دی بعبارت باشیم، داشته همزمان را d٢(t) و d١(t) ماکزیمم نیست نیازی م رسد
استفاده d٢(t) و d١(t) ماکزیمم های از واق در م کنیم استفاده d١(t) + d٢(t) تاخیر برای بالا

است. کمتر h = h١ + h٢ از معمول به طور d(t) ماکزیمم که م نماییم
م دهیم. ارائه تاخیر دو با (١ . ۴) خط کنترل سیستم پایداری برای جدید نتیجه ی اکنون

پارامترهای برای (٣ . ۴) و (٢ . ۴) در شده داده شرایط با (١ . ۴) خط کنترل سیستم .٢ . ١ . ۴ قضیه
،Q٢ = QT٢ ،P = P T متقارن ماتریس های هرگاه است، مجانبی پایدار µ٢ و µ١ ،h٢ ،h١ ،K
ه به طوری باشند داشته وجود Y و Xk ،Zj > ٠, (j = ١,٢) ،Qi > ٠, (i = ١,٣) ،Q۴ = QT۴

باشند: برقرار زیر ( خط ماتریس (نامساوی های LMIsh١
h
P + Z١ −Z١
∗ Z١ + h١Q۴

 > ٠, (٨ . ۴)
P + Z٢ −Z٢

∗ Z٢ + hQ٢

 > ٠, (٩ . ۴)

Ωi =

Z١ Xi

XT
i Z١

 ≥ ٠, (i = ١,٢,٣,۴), (١٠ . ۴)

Ω۵ =

Z٢ Y

Y T Z٢

 ≥ ٠, (١١ . ۴)



۶٩ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی

ϕ− h−١١ MT١ ΩM١ − h−١٢ ET۵۴Z٢E۵۴ < ٠, (١٢ . ۴)

ϕ− h−١١ MT٢ Ω۴M٢ − h−١٢ MT٣ Ω۵M٣ < ٠, (١٣ . ۴)
آن، در که

ϕ =



φ١١ PBK ٠ ٠ ٠
∗ −(١ − µ)Q٣ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ −(١ − µ١)Q١ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ −Q٢ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ Q٢ −Q۴


+



AT

(BK)T

٠
٠
٠


[
h١Z١ + h٢Z٢

]


AT

(BK)T

٠
٠
٠



T

,

φ١١ = PA+ATP +Q١ +Q٣ +Q۴,

Ω =


Z١ X١ X٢
∗ Z١ X٣
∗ ∗ Z١

 ,M١ =


E١٣
E٣٢
E٢۵

 ,M٢ =

E١٣
E٣۵

 ,M٣ =

E۵٢
E٢۴

 , (١۴ . ۴)

.[٣۶] است شده بیان (۶ . ۴) در µ و h
تابع سپس نموده، تقسیم [−h١, ٠] و [−h,−h١] به را [−h, ٠] تاخیر بازه کل ابتدا برهان.

م کنیم: تعریف زیر همانند لیاپانوف
V (t) = x(t)TPx(t) +

∫ t

t−d١(t)
x(α)TQ١x(α)dα+

∫ t

t−d(t)
x(α)TQ٣x(α)dα

+

∫ ٠
−h١

x(t+ α)TQ۴x(t+ α)dα+

∫ −h١

−h
x(t+ α)TQ٢x(t+ α)dα

+

∫ ٠
−h١

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ١ẋ(α)dαds+

∫ −h١

−h

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dαds,

(١۵ . ۴)

کردیم. تعریف d(t) = d١(t) + d٢(t) قبلا که
در x(t − h) همچنین و x(t − h١) حالت از اطلاعات م تواند لیاپانوف تابع که است روشن

دهد. قرار اختیار
معین مثبت بالا در شده ذکر لیاپانوف تابع که م دهیم نشان ابتدا ،(۴.٢.١ قضیه( شرایط تحت

است.
کرد، دریافت را زیر نتایج م توان (٣ . ٨ . ١) لم ∫از ٠

−h١

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ١ẋ(α)dαds ≥

١
h١

∫ ٠
−h١

[x(t)− x(t+ s)]TZ١[x(t)− x(t+ s)]ds, (١۶ . ۴)



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٧٠
ترتیب، همین به ∫و −h١

−h

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dαds ≥

١
h

∫ −h١

−h
[x(t)− x(t+ s)]TZ٢[x(t)− x(t+ s)]ds, (١٧ . ۴)

ر، دی طرف از
x(t)TPx(t) =

١
h

∫ ٠
−h١

x(t)TPx(t)ds+
١
h

∫ −h١

−h
x(t)T px(t)ds, (١٨ . ۴)

بیان زیر شرح به م توان را (١٨ . ۴) تا (١۵ . ۴) از م باشد، Qi > ٠, (i = ١,٣) اینکه به توجه با
نمود:

V (t) ≥ ١
h

∫ ٠
−h١

x(t)TPx(t)ds+
١
h

∫ −h١

−h
x(t)TPx(t)ds+

∫ ٠
−h١ x(t+ s)TQ۴x(t+ s)ds

+

∫ −h١

−h
x(t+ s)TQ٢x(t+ s)ds+

١
h١

∫ ٠
−h١

[x(t)− x(t+ s)]TZ١[x(t)− x(t+ s)]ds

+
١
h

∫ −h١

−h
[x(t)− x(t+ s)]TZ٢[x(t)− x(t+ s)]ds,

=

∫ ٠
−h١

 x(t)

x(t+ s)

T  ١
hP + ١

h١Z١ − ١
h١Z١

∗ ١
h١Z١ +Q۴

 x(t)

x(t+ s)

 ds

+

∫ h١

−h

 x(t)

x(t+ s)

T  ١
hP + ١

hZ٢ − ١
hZ٢

∗ ١
hZ٢ +Q٢

 x(t)

x(t+ s)

 ds,
(١۵ . ۴) لیاپانوف تابع که م رسیم نتیجه این به (٩ . ۴) و (٨ . ۴) شرایط به توجه با صورت این  در

کنیم. محاسبه را لیاپانوف تابع مشتق باید اکنون .V (t) > ٠ بعبارت م باشد معین مثبت
م نماییم، محاسبه را زیر دوگانه انتگرال مشتق ابتدا در

d

dt

∫ ٠
−h١

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ١ẋ(α)dαds =

∫ ٠
−h١

ẋ(t)TZ١ẋ(t)ds−
∫ ٠
−h١

ẋ(t+ s)TZ١ẋ(t+ s)ds,

بدست بنابراین م گردد، محاسبه t + s = u متغیر تغییر با بالا عبارت دوم قسمت انتگرال
م آوریم،

= ẋ(t)Th١Z١ẋ(t)−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds,



٧١ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی
ترتیب، همین به

d

dt

∫ −h١

−h

∫ t

t+s
ẋ(α)TZ٢ẋ(α)dαds = ẋ(t)Th٢Z٢ẋ(t)−

∫ t−h١

t−h
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds,

بصورت، لیاپانوف تابع مشتق بنابراین
V̇ (t) ≤ ٢x(t)TP (AX(t) +BKx(t− d(t)) + x(t)T (Q١ +Q٣ +Q۴)x(t)

+ x(t− h١)T (Q٢ −Q۴)x(t− h١)− x(t− h)TQ٢x(t− h)

− (١ − µ)x(t− d(t))TQ٣x(t− d(t))− (١ − µ١)x(t− d١(t))TQ١x(t− d١(t))
+ [Ax(t) +BKx(t− d(t))]T (h١Z١ + h٢z٢)[Ax(t) +BKx(t− d(t))]

−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds−

∫ t−h١

t−h
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds,

(١٩ . ۴)

م کنیم، بررس (٣ . ٨ . ١) لم بوسیله را هست d(t) ≤ h١ که را حالت ابتدا :(i) حالت
−h١

∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds

= −h١
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds− h١

∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds− h١
∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds

≤ − h١
d١(t)

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)T dsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds− h١

d٢(t)
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)T dsZ١
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)ds

− h١
h١ − d(t)

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)T dsZ١

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds

= −
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)T dsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds− d٢(t)

d١(t)
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)T dsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds

−h١ − d(t)

d١(t)
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)T dsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds

−
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)T dsZ١
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)ds− d١(t)
d٢(t)

∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)T dsZ١
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)ds

−h١ − d(t)

d٢(t)
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)T dsZ١
∫ t−d١(t)

t−d(t)

ẋ(s)ds

−
∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)T dsZ١

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds− d١(t)

h١ − d(t)

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)T dsZ١

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds

− d٢(t)
h١ − d(t)

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)T dsZ١

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds, (٢٠ . ۴)



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٧٢
است، زیر بصورت که (١٠ . ۴) خط ماتریس نامساوی از اکنون

Ω١ =

Z١ X١
XT١ Z١

 ≥ ٠,

که، م آوریم بدست
−d٢(t)
d١(t)

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TdsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds− d١(t)

d٢(t)
∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)TdsZ١

∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)ds

≤ −٢
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TdsX١

∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)ds, (٢١ . ۴)

مشابه، به طور
− h١ − d(t)

d١(t)
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TdsZ١

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)ds− d١(t)

h١ − d(t)

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)TdsZ١

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds

≤ −٢
∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TdsX٢

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds, (٢٢ . ۴)

همچنین، و
− h١ − d(t)

d٢(t)
∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)TdsZ١

∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)ds− d٢(t)

h١ − d(t)

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)TdsZ١

∫ t−d(t)

t−h١

≤ −٢
∫ t−d١(t)

t−d(t)
ẋ(s)TdsX٣

∫ t−d(t)

t−h١
ẋ(s)ds, (٢٣ . ۴)

که، م شود نتیجه (٢٣ . ۴) ال (٢٠ . ۴) روابط از اکنون
(٢۴ . ۴)

−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds ≤ − ١

h١


∫ t
t−d١(t) ẋ(s)ds∫ t−d١(t)
t−d(t) ẋ(s)ds∫ t−d(t)
t−h١ ẋ(s)ds


T 

Z١ X١ X٢
∗ Z١ X٣
∗ ∗ Z١



∫ t
t−d١(t) ẋ(s)ds∫ t−d١(t)
t−d(t) ẋ(s)ds∫ t−d(t)
t−h١ ẋ(s)ds

 ,
م کنیم، محاسبه طرف از

−
∫ t−h١

t−h
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds ≤ − ١

h٢

∫ t−h١

t−h
ẋ(s)TdsZ٢

∫ t−h١

t−h
ẋ(s)ds, (٢۵ . ۴)

م کنیم، تعریف حال
ζ(t) =

[
x(t)T x(t− d(t))T x(t− d١(t))T x(t− h)T x(t− h١)T

]T
,

که، م آوریم بدست (٢۵ . ۴) و (٢۴ . ۴) و (١٩ . ۴) شرایط از اکنون
V̇ (t) ≤ ζ(t)T (ϕ− h−١١ MT١ ΩM١ − h−١٢ ET۵۴Z٢E۵۴)ζ(t),



٧٣ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی
است. معین منف V̇ (t) که، م کند بیان (١٢ . ۴) شرط با رابطه این

که: م آوریم بدست حالت این در م گیریم، نظر در را h١ < d(t) حالت اکنون :(ii) حالت

−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds = −

∫ t

t−d١(t)
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds−

∫ t−d١(t)

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds,

داریم، همچنین

−
∫ t−h١

t−h
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds = −

∫ t−h١

t−d(t)
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds−

∫ t−d(t)

t−h
ẋ(s)TZ٢ẋ(s)ds,

داریم، (١٠ . ۴) شرط از م شود، گرفته مشتق (٢۴ . ۴) مشابه زیر در اکنون

Ω۴ =

Z١ X۴
XT۴ Z١

 ≥ ٠,

−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TZ١ẋ(s)ds ≤ −١

h

∫ t
t−d١(t) ẋ(s)ds∫ t−d١(t)
t−h١ ẋ(s)ds

T Z١ X۴
∗ Z١

∫ t
t−d١(t) ẋ(s)ds∫ t−d١(t)
t−h١ ẋ(s)ds

 ,
اینکه، از و

Ω۵ =

Z٢ Y

Y T Z٢

 ≥ ٠,

م آوریم، بدست را زیر نتیجه

−
∫ t−h١

t−h
ẋ(α)TZ٢ẋ(α) ≤ − ١

h٢

∫ t−h١
t−d(t) ẋ(s)ds∫ t−d(t)
t−h ẋ(s)ds

T Z٢ Y

∗ Z٢

∫ t−h١
t−d(t) ẋ(s)ds∫ t−d(t)
t−h ẋ(s)ds

 ,
که، م آوریم بدست (١٩ . ۴) شرط از اکنون

V̇ (t) ≤ ζT (t)(ϕ− h−١١ MT٢ Ω۴M٢ − h−١٢ MT٣ Ω۵M٣)ζ(t),

(ii) و (i) حالت از درنتیجه است. معین منف لیاپانوف تابع مشتق (١٣ . ۴) شرط تحت بنابراین
است. برقرار قضیه بنابراین است، معین منف V̇ (t) که شد اثبات

حالت معرف و [−h١, ٠] و [−h,−h١] زیربازه دو به [−h, ٠] تاخیر بازه تقسیم با .٢ . ١ . ۴ یادآوری
توجه م شود. ساخته زیربازه هاست به وابسته که (١۵ . ۴) لیاپانوف تابع x(t − h) و x(t − h١)
کمتری محافظه کاری نتایج به است ن مم لیاپانوف تابع زیربازه ها، تقسیم با که باشید داشته
مختلف، حالت دو برای متفاوت متغیرهای معرف با و زیربازه دو با متناظر ، بعبارت شود. منجر

برسد. کمتر محافظه کاری با پایداری معیارهای به دارد قصد که م کنیم برآورد را V̇ (t) تابع



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٧۴
محافظه کارانه نابرابری های از برخ از ساده نتایج استخراج برای اینجا، در .٢ . ١ . ۴ نتیجه
هزینه، در کمتر محافظه کاری با نتیجه ی است. شده استفاده (٣ . ٨ . ١) لم مثال، بعنوان
محقق [٢٧] در پیشرفته نابرابری ی از استفاده با که است برخوردار بیشتری پیچیدگ از
حل برای است، دشوار کاری دست محاسبه با (٢ . ١ . ۴) قضیه بررس هم هنوز البته م گردد.

م گیریم. کم (LMIs) قسمت MATLAB نرم افزار از ل مش این
µ٢ و µ١ ،h٢ ،h١ یرید. ب نظر در را (٣ . ۴) و (٢ . ۴) تاخیرهای با (١ . ۴) سیستم .٢ . ٢ . ۴ قضیه
هرگاه م کند، تضمین را سیستم مجانبی پایداری K حالت پسخورد ر کنترل شده اند، داده
Z̃j > ٠, (j = ،Q̃i > ٠, (i = ١,٣) ،Q̃۴ = Q̃T۴ ،Q̃٢ = Q̃T٢ ،P̄ = P̄ T ،K̂ متقارن ماتریس های

باشند: برقرار زیر LMIs ه به طوری باشند داشته وجود Ỹ و X̃K , (K = ١,٢,٣,۴) ،١,٢)h١
h
P̄ + Z̃١ −Z̃١
∗ Z̃١ + h١Q̃۴

 > ٠, (٢۶ . ۴)
P̄ + Z̃٢ −Z̃٢

∗ Z̃٢ + hQ̃٢

 > ٠, (٢٧ . ۴)

Ω̃i =

 Z̃١ X̃i

X̃T
i Z̃١

 ≥ ٠, (i = ١,٢,٣,۴) (٢٨ . ۴)

Ω̃۵ =

 Z̃٢ Ỹ

Ỹ T Z̃٢

 ≥ ٠, (٢٩ . ۴)
Υi Γ

ΓT Λ

 < ٠, (i = ١,٢) (٣٠ . ۴)

آن، در که
Υ١ = Ψ− h−١١ MT١ Ω̃M١ − h−١٢ ET۵۴Z̃٢E۵۴, (٣١ . ۴)

Υ٢ = Ψ− h−١١ MT٢ Ω̃۴M٢ − h−١٢ MT٣ Ω̃۵M٣, (٣٢ . ۴)

Λ = diag
{
−h−١١ P̄ Z̃−١١ P̄ ,−h−١٢ P̄ Z̃−١٢ P̄

}
, (٣٣ . ۴)

Γ =



P̄AT P̄AT

K̂TBT K̂TBT

٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


, (٣۴ . ۴)



٧۵ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی

Ψ =



Ψ١١ BK̂ ٠ ٠ ٠
∗ −(١ − µ)Q̃٣ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ −(١ − µ١)Q̃١ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ −Q̃٢ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ Q̃٢ − Q̃۴


, (٣۵ . ۴)

Ψ١١ = AP̄ + P̄AT + Q̃١ + Q̃٣ + Q̃۴,

Ω̃ =


Z̃١ X̃١ X̃٢
∗ Z̃١ X̃٣
∗ ∗ Z̃١

 , M١ =


E١٣
E٣٢
E٢۵

 , M٢ =

E١٣
E٣۵

 , M٣ =

E۵٢
E٢۴

 ,
م آید: بدست زیر بصورت ر کنترل باشد، برقرار فوق شرایط اگر بعلاوه،

K = K̂P̄−١. (٣۶ . ۴)
که است بدیه باشد، منفرد P اگر م کنیم، شروع را اثبات (٢ . ١ . ۴) قضیه کم با برهان.
با (٢ . ١ . ۴) قضیه و است نامنفرد P + ε١ ه به طوری دارد وجود کوچ کاف اندازه به ε > ٠
وجود نامنفردی P کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون است. برقرار P + ε١ با P جابجایی

م کنیم: تعریف باشد، برقرار قضیه ه طوری دارد
P̄ = P−١, Z̃i = P−١ZiP

−١, (i = ١,٢),
Q̃j = P−١QjP

−١, X̃j = P−١XjP
−١, j = (١,٢,٣,۴),

Ỹ = P−١Y P−١, J١ = diag
{
P−١, P−١} ,

J = diag
{
P−١, P−١, P−١, P−١, P−١} ,

معادلات از بترتیب J١ بوسیله مناسب تبدیل ی و قضیه صورت در (٣۶ . ۴) و نمادها این با
تبدیل ی انجام با همچنین رسید، خواهیم (٢۶ . ۴)−(٢٩ . ۴) معادلات به (٨ . ۴)−(١١ . ۴)

آوریم، بدست م توانیم (١٢ . ۴)−(١٣ . ۴) معادلات به J بوسیله مناسب
Ψ− ΓΛ−١ΓT − h−١١ MT١ Ω̃M١ − h−١٢ ET۵۴Z̃٢E۵۴ < ٠,
Ψ− ΓΛ−١ΓT − h−١١ MT٢ Ω̃۴M٢ − h−١٢ MT٣ Ω̃۵M٣ < ٠,

و (٣١ . ۴) نمادهای از استفاده با است. شده داده (٣٣ . ۴)−(٣۵ . ۴) در بترتیب Ψ و Γ ،Λ که
م آوریم، بدست (٣٢ . ۴)Υi Γ

ΓT Λ

 < ٠, (i = ١,٢),

است. کامل اثبات نتیجه در است. برقرار (٣٠ . ۴) نامساوی یعن



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٧۶
(٣٣ . ۴) در شده تعریف Λ ،(٣٠ . ۴) نامساوی بودن غیرخط علت که باشید داشته توجه
استفاده با م دهد. نشان را پایداری برای غیرمحدب شدن ل ش ی (٢ . ٢ . ۴) قضیه است.

رساند، حداقل به را ل مش این م توان زیر روش از
min tr

(
PP̄ + Y١Z̃١ + Y٢Z̃٢ + Z١Z̄١ + Z٢Z̄٢

)
,

و (٢٩ . ۴) تا (٢۶ . ۴) نامساوی های Zjبنابر I

I Z̄j

 ≥ ٠,
Yj I

I Z̃j

 ≥ ٠,
Yj P

P Zj

 ≥ ٠(j = ١,٢),
Υi Γ

ΓT Λ̄

 < ٠(i = ١,٢),
P I

I P̄

 ≥ ٠,

قضیه شرایط است. شده داده فوق قضیه در که Γ و Υi ، Λ̄ = diag{−h−١١ Z̄١,−h−١٢ Z̄٢} با
شرط، اگر است شدن (٢ . ٢ . ۴)

min tr
(
PP̄ + Y١Z̃١ + Y٢Z̃٢ + Z١Z̄١ + Z٢Z̄٢

)
= ۵n,

م کنیم، زین جای را روندی (٢ . ٢ . ۴) قضیه بودن غیرخط با مقابله برای .[٣٧] باشد برقرار
نتیجه در باشد، برقرار (P̄ − Z̃i)Z̃

−١
i (P̄ − Z̃i) ≥ ٠ رابطه، اگر که باشید داشته توجه

P̄ Z̃−١
i P̄ ≥ −Z̃i + ٢P̄ , (i = ١,٢),

محافظه کارانه تر کم که م آید بدست زیر نتایج (٢ . ٢ . ۴) قضیه و شرایط این از م گردد. حاصل
است.

µ٢ و µ١ ،h٢ ،h١ یرید. ب نظر در را (٣ . ۴) و (٢ . ۴) تاخیرهای با (١ . ۴) سیستم .٢ . ٣ . ۴ قضیه
سیستم م کند تضمین که دارد وجود K حالت پسخورد ر کنترل بهره ماتریس شده اند، داده
،Q̃i > ٠, (i = ١,٣) ،Q̃۴ = Q̃T۴ ،Q̃٢ = Q̃T٢ ،P̄ = P̄ T ،K̂ ماتریس های اگر است. مجانبی پایدار
باشد، برقرار زیر LMIs ه به طوری باشد داشته وجود Ỹ و X̃k, (k = ١,٢,٣,۴) ،Z̃j > ٠, (j = ١,٢)h١

h P̄ + Z̃١ −Z̃١
∗ Z̃١ + h١Q̃۴

 > ٠,
P̄ + Z̃٢ −Z̃٢

∗ Z̃٢ + hQ̃٢

 > ٠,

Ω̃i =

 Z̃١ X̃i

X̃T
i Z̃١

 ≥ ٠, (i = ١,٢,٣,۴),

Ω̃۵ =

 Z̃٢ Ỹ

Ỹ T Z̃٢

 ≥ ٠,
Υi Γ

ΓT Λ̃

 < ٠(i = ١,٢),



٧٧ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی
و است شده داده (٢ . ٢ . ۴) قضیه در Υi, (i = ١,٢) و Γ که

Λ̃ = diag{h−١١ (Z̃١ − ٢P̄ ), h−١٢ (Z̃٢ − ٢P̄ )},
K = K̂P̄−١ توسط مطلوب کنترل ماتریس ی کنیم، حفظ را فوق شرایط اگر بعلاوه م باشد.

م آید. بدست
م دهیم. ارائه را مثال هایی کنترل، روش این اثربخش دادن نشان برای  
یرید، ب نظر در را زیر در شده داده پارامترهای با (١ . ۴) سیستم .٢ . ٢ . ۴ مثال

A =

−٢ ٠
٠ −٫٠٩

 , B =

−١ ٠
−١ −١

 ,
گردد بررس (٢ . ٣ . ۴) قضیه LMIs شرایط باید µ٢ = ٠٫٢ و µ١ = ٠٫١ ،h٢ = ١ ،h١ = ٠٫۵ برای
تعریف M٣ و M٢ ،M١ باید مثال این حل برای گردد. تعیین مناسب حالت پسخورد ماتریس تا

م باشد. Eijها محاسبه به نیاز که گردد
E١٣ = E١ − E٣ =

[١ ٠ −١ ٠ ٠] ,
E٣٢ = E٣ − E٢ =

[٠ −١ ١ ٠ ٠] ,
E٢۵ = E٢ − E۵ =

[٠ ١ ٠ ٠ −١] ,
M١ =


E١٣
E٣٢
E٢۵

 =


١ ٠ −١ ٠ ٠
٠ −١ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ −١

 ,

م آوریم، بدست  را M٣ و M٢ ماتریس های ترتیب همین به

M٢ =

E١٣
E٣۵

 =

١ ٠ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ −١

 , M٣ =

E۵٢
E٢۴

 =

٠ −١ ٠ ٠ ١
٠ ١ ٠ −١ ٠

 ,
MT٢ Ω̃۴M٢ همچنین و رفته ار ب Υ١ در که ET۵۴Z̃٢E۵۴ و MT١ Ω̃M١ ماتریس محاسبه به اکنون

م پردازیم. است، شده برده ار ب Υ٢ در که MT٣ Ω̃۵M٣ و

MT١ Ω̃M١ =



Z̃١ −X̃١ + X̃٢ −Z̃١ + X̃١ ٠ −X̃٢
∗ ٢Z̃١ − ٢X̃٣ X̃١ − X̃٢ − Z̃١ + X̃٣ ٠ X̃٣ − Z̃١
∗ ∗ ٢Z̃١ − ٢X̃١ ٠ X̃٢ − X̃٣
∗ ∗ ∗ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ Z̃١


,



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٧٨

ET۵۴Z̃٢E۵۴ =



٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Z̃٢ −Z̃٢
٠ ٠ ٠ −Z̃٢ Z̃٢


,

MT٢ Ω̃۴M٢ =



Z̃١ ٠ −Z̃١ + X̃۴ ٠ −X̃۴
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−Z̃١ + X̃T۴ ٠ ٢Z̃١ − X̃T۴ − X̃۴ ٠ X̃۴ − Z̃١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−X̃T۴ ٠ X̃T۴ − Z̃١ ٠ Z̃١


,

MT٣ Ω̃۵M٣ =



٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢Z̃٢ − Ỹ T − Ỹ ٠ Ỹ − Z̃٢ −Z̃٢ + Ỹ T

٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ Ỹ T − Z̃٢ ٠ Z̃٢ −Ỹ T

٠ −Z̃٢ + Ỹ ٠ −Ỹ Z̃٢


.

آخر ماتریس دو نامساوی های ساخت در آن از که م دهیم یل تش را Υ٢ و Υ١ ماتریس سپس
که، م آوریم بدست MATLAB نرم افزار از استفاده با م نماییم. استفاده

K̂ =

−٠٫٨٨٩۴ ٠٫۴٨٧٨
٠٫۴٨٧٨ ١٫۴٠١٣

 , P̄ =

١٢٫٢٨۶٣ −٠٫٠٠۵۶
−٠٫٠٠۵۶ ١١٫٨۴٣٠

 ,
Q̃٢ =

١٫٣١١١ ٠٫٠٢۵١
٠٫٠٢۵١ ٠٫٩٧۵۵

 , Q̃۴ =

−١٫۶٩١٧ −٠٫١٠۴٣
−٠٫١٠۴٣ −٢٫٠٢۵٧

 ,
Q̃١ =

 ٢٫۴٧۶۶ −٠٫٠١۵٨
−٠٫٠١۵٨ ٢٫٩۶۴٣

 , Q̃٣ =

 ۴٫٧۶۶٨ −٠٫٠۴١٢
−٠٫٠۴١٢ ۵٫٧١٩۶

 ,
Z̃١ =

٠٫۵۴٨٩ ٠
٠ ٠٫۵۶٠٢

 , Z̃٢ =

 ۶٫٨١۵٠ −٠٫٠۴٠٢
−٠٫٠۴٠٢ ٩٫٩۶٢۶

 ,
X̃١ =

 ٠٫٨٠٣٣ −٠٫١۶۵۶
−٠٫١۶۵۶ ١٫۵٢۵١

 , X̃٢ =

٠٫٠۶۴٧ −٠٫٠٠٣۵
−٫٠٠٣۵ ٠٫٢٢٩۴

 ,
X̃٣ =

١٫١٩٢٧ ٠٫٠٧٨٣
٠٫٠٧٨٣ ١٫۵٢٣٣

 , X̃۴ =

 ٢٫٨٩٠۶ −٠٫٠۵٨٨
−٠٫٠۵٨٨ ۵٫٣٧۵٩

 ,
Ỹ =

٠٫۵٢٠٧ ٠٫٠١۵٨
٠٫٠١۵٨ ٢٫٧٧١٩

 ,
بدست زیر بصورت K = K̂P̄−١ رابطه از را K حالت پسخورد ماتریس قضیه طبق بنابراین و



٧٩ ورودی در زمان با متغیر تاخیر با  سیستم هایی

(٢ . ٢ . ۴) مثال برای سیستم حالت واکنش :١ . ۴ ل ش
م آوریم،

K =

−٠٫٠٧٢۴ ٠٫٠۴١٢
٠٫٠٣٩٨ ٠٫١١٨٣

 ,
نمودار [٠٫٢ −٠٫١] اولیه شرایط با م باشد. مجانبی پایدار (١ . ۴) سیستم صورت این در

است. شده داده نشان (١ . ۴) ل ش در سیستم واکنش

بصورت: شده داده پارامترهای و (١ . ۴) سیستم در .٢ . ٣ . ۴ مثال

A =

٠٫١٢ ٠
١ −٠٫٩

 , B =

 ٠٫٢
−٠٫۵

 ,
برای (٢ . ٣ . ۴) قضیه در با این حال، است. ناپایدار سیستم باشد، K = ٠ زمان که است روشن

باشد. شدن که م یابیم را LMIs ،µ٢ = ٠٫٢ ،µ١ = ٠٫١ ،h٢ = ٢ ،h١ = ١

P̄ =

١٫١۶۶۵ ١٫۵٨۴٣
١٫۵٨۴٣ ١٧٫٨۶٨٣

 , K̂ =
[
−٠٫٩۶۶٧ −١٫۶٧٧٠] ,

Kوجود = K̂P̄−١ =
[
−٠٫٨٠٧١ حالت[٠٫٠٢٢٣− پسخورد ر کنترل ی ،(٢ . ٣ . ۴) قضیه بنابر

است. مجانبی پایدار (١ . ۴) سیستم ه به طوری دارد
نمودار در بسته حلقه سیستم حالت واکنش یرید، ب نظر در را x٠ =

[٠٫٢ −٠٫١] اولیه شرایط
حلقه سیستم حالت مسیر م شود، دیده ل ش در که همانطور است. شده داده نمایش (٢ . ۴)

است. را هم صفر به بسته



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٨٠

0 20 40 60 80 100 120

time t

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

x

state response

x1
x2

(٢ . ٣ . ۴) مثال برای سیستم حالت واکنش :٢ . ۴ ل ش

حالت متغیر در ثابت تاخیر دو با سیستم هایی ٣ . ۴
م باشد، زیر بصورت حالت متغیر در ثابت تاخیر دو شامل خط سیستم

Σ :


ẋ(t) = A٠x(t) +A١x(t− h١) +A٢x(t− h٢), t > ٠,
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, ٠],

(٣٧ . ۴)

ثابت ماتریس های Ai ها ∈ Rn هستند. زمان تاخیر ثابت های hi ها و حالت بردار x(t) ∈ Rn که
h٢ و h١ برای است. t ∈ [−h, ٠] از افزوده بردار پیوسته تابع نشان دهنده ،ϕ(t) اولیه شرط و

به ازای، (٣٧ . ۴) سیستم ه به طوری م گردد انتخاب h̄٢ و h̄١ بالای کران بترتیب
٠ ≤ h١ ≤ h̄١, ٠ ≤ h٢ ≤ h̄٢,

محافظه کارانه (٣٧ . ۴) سیستم پایداری از اطمینان برای h٢ و h١ دامنه بنابراین، باشد. پایدار
م کند. تضمین را بالا کران تا صفر از پایداری زیرا م باشد،

تاخیر، ی با خط سیستم برای پایداری معیار خاص، حالت در
ẋ(t) = A٠x(t) + (A١ +A٢)x(t− h), (٣٨ . ۴)
م باشد. h١ = h٢ حالت برای تاخیر دو با (٣٧ . ۴) سیستم معادل

م دهد. نشان را h٢ و h١ بین رابطه زیر، در تاخیر به وابسته پایداری معیار
است، مجانبی پایدار Σ سیستم hi ≥ ٠, (i = ١,٢) شده داده الرهای اس برای .٣ . ١ . ۴ قضیه
ماتریس های و Qi = QT

i > ٠, (i = ١,٢) ،P = P T > ٠ متقارن و معین مثبت ماتریس های اگر



٨١ حالت متغیر در ثابت تاخیر دو با سیستم هایی
،Yii = Y T

ii ≥ ٠ ،Xii = XT
ii ≥ ٠ ،Wi = W T

i ≥ ٠ ،(i = ١,٢,٣) متقارن نیمه معین مثبت
Zij ،Yij ،Xij ،(١ ≤ i < j ≤ ٣) و Ti ،Si ،Ni ،(i = ١,٢,٣) ماتریس های و ،Zii = ZT

ii ≥ ٠
باشند، برقرار زیر LMIs ه به طوری باشند داشته وجود

ϕ =


ϕ١١ ϕ١٢ ϕ١٣
ϕT١٢ ϕ٢٢ ϕ٢٣
ϕT١٣ ϕT٢٣ ϕ٣٣

 < ٠, (٣٩ . ۴)

ψ١ =


X١١ X١٢ X١٣ N١
XT١٢ X٢٢ X٢٣ N٢
XT١٣ XT٢٣ X٣٣ N٣
NT١ NT٢ NT٣ W١

 ≥ ٠, (۴٠ . ۴)

ψ٢ =


Y١١ Y١٢ Y١٣ S١
Y T١٢ Y٢٢ Y٢٣ S٢
Y T١٣ Y T٢٣ Y٣٣ S٣
ST١ ST٢ ST٣ W٢

 ≥ ٠, (۴١ . ۴)

ψ٣ =


Z١١ Z١٢ Z١٣ KT١
ZT١٢ Z٢٢ Z٢٣ KT٢
ZT١٣ ZT٢٣ Z٣٣ KT٣
KT T١ KT T٢ KT T٣ W٣

 ≥ ٠, (۴٢ . ۴)

K =


١ h١ ≥ h٢,
−١ h١ < h٢,

(۴٣ . ۴)

و
ϕ١١ = PA٠ +AT٠ P +Q١ +Q٢ +N١ +NT١ + S١ + ST١ +AT٠HA٠ + h١X١١

+ h٢Y١١ + |h١ − h٢|Z١١,
ϕ١٢ = PA١ −N١ +NT٢ + ST٢ − T١ +AT٠HA١ + h١X١٢ + h٢Y١٢ + |h١ − h٢|Z١٢,
ϕ١٣ = PA٢ +NT٣ + ST٣ − S١ + T١ +AT٠HA٢ + h١X١٣ + h٢Y١٣ + |h١ − h٢|Z١٣,
ϕ٢٢ = −Q١ −N٢ −NT٢ − T٢ − T T٢ +AT١ HA١ + h١X٢٢ + h٢Y٢٢ + |h١ − h٢|Z٢٢,
ϕ٢٣ = −NT٣ − S٢ + T٢ − T٣ +AT١ HA٢ + h١X٢٣ + h٢Y٢٣ + |h١ − h٢|Z٢٣,
ϕ٣٣ = −Q٢ − S٣ − ST٣ + T٣ + T T٣ +AT٢HA٢ + h١X٣٣ + h٢Y٣٣ + |h١ − h٢|Z٣٣,
H = h١W١ + h٢W٢ + |h١ − h٢|W٣.

انتخاب را زیر لیاپانوف−کراسوفس تابع یرید. ب نظر در را h١ ≥ h٢ حالت ابتدا در برهان.



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٨٢
،[٣٨] کنید

V (xt) := x(t)TPx(t) +

∫ t

t−h١
x(s)TQ١x(s)ds+

∫ t

t−h٢
x(s)TQ٢x(s)ds

+

∫ ٠
−h١

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW١ẋ(s)dsdθ +

∫ ٠
−h٢

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW٢ẋ(s)dsdθ +

∫ −h٢

−h١

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW٣ẋ(s)dsdθ,

(۴۴ . ۴)
م نماییم، محاسبه را فوق لیاپانوف تابع مشتق اکنون

V̇ (xt) =٢x(t)TP [A٠x(t) +A١x(t− h١) +A٢x(t− h٢)
]

+ x(t)TQ١x(t)− x(t− h١)TQ١x(t− h١)
+ x(t)TQ٢x(t)− x(t− h٢)TQ٢x(t− h٢)

+ h١ẋ(t)TW١ẋ(t)−
∫ t

t−h١
ẋ(s)TW١ẋ(s)ds

+ h٢ẋ(t)TW٢ẋ(t)−
∫ t

t−h٢
ẋ(s)TW٢ẋ(s)ds

+ (h١ − h٢)ẋ(t)TW٣ẋ(t)−
∫ t−h٢

t−h١
ẋ(s)TW٣ẋ(s)ds,

(۴۵ . ۴)

،Si ،Ni، (i = ١,٢,٣) ماتریس هر برای که است روشن لایب−نیتز، نیوتن فرمول از استفاده با
است، برقرار زیر عبارات Ti

٢[x(t)TN١+x(t−h١)TN٢+x(t−h٢)TN٣
]
×
[
x(t)−x(t−h١)−

∫ t

t−h١
ẋ(s)ds

]
= ٠, (۴۶ . ۴)

٢[x(t)TS١+x(t−h١)TS٢+x(t−h٢)TS٣
]
×
[
x(t)−x(t−h٢)−

∫ t

t−h٢
ẋ(s)ds

]
= ٠, (۴٧ . ۴)

(۴٨ . ۴)
٢[x(t)TT١ + x(t− h١)TT٢ + x(t− h٢)TT٣

]
×
[
x(t− h٢)− x(t− h١)−

∫ t−h٢

t−h١
ẋ(s)ds

]
= ٠,

و Zii = ZT
ii ≥ ٠ ،Yii = Y T

ii ≥ ٠ ،Xii = XT
ii ≥ ٠، (i = ١,٢,٣) ماتریس هر برای ، بعبارت

است، برقرار زیر عبارات مناسب ابعاد با Zij ،Yij ،Xij ،(١ ≤ i < j ≤ ٣)
x(t)

x(t− h١)
x(t− h٢)


T 

Λ١١ Λ١٢ Λ١٣
ΛT١٢ Λ٢٢ Λ٢٣
ΛT١٣ ΛT٢٣ Λ٣٣




x(t)

x(t− h١)
x(t− h٢)

 = ٠, (۴٩ . ۴)

م گردد، تعریف زیر بصورت Λij که
Λij = h١(Xij −Xij) + h٢(Yij − Yij) + (h١ − h٢)(Zij − Zij), ١ ≤ i ≤ j ≤ ٣,



٨٣ حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر دو با سیستم هایی
که رابطه این اساس بر آن گاه، کنیم اضافه V̇ (xt) به را (۴۶ . ۴)−(۴٩ . ۴) شرایط چپ سمت اگر

است، برقرار f(t) تابع هر و r ≥ ٠ هر ∫برای t

t−r
f(t)ds = rf(t),

بنویسیم، زیر بصورت م توانیم را V̇ (xt)

V̇ (xt) = ξ١(t)Tϕξ١(t)−
∫ t

t−h١
ξ٢(t, s)Tψ١ξ٢(t, s)ds

−
∫ t

t−h٢
ξ٢(t, s)Tψ٢ξ٢(t, s)ds−

∫ t−h٢

t−h١
ξ٢(t, s)Tψ٣ξ٢(t, s)ds,

(۵٠ . ۴)

آن، در که
ξ١(t) =

[
x(t)T x(t− h١)T x(t− h٢)T

]T
, ξ٢(t, s) =

[
ξ١(t)T ẋ(s)T

]
, (۵١ . ۴)

ϕ < ٠ اگر است. K = ١ ،ψ٣ در که است شده تعریف (٣٩ . ۴)−(۴٢ . ۴) در ψi, (i = ١,٢,٣) و ϕ
Σ بنابراین م باشد. برقرار V̇ (xt) < ٠ عبارت ξ١(t) ̸= ٠ هر برای آن گاه ψi ≥ ٠, (i = ١,٢,٣) و

باشد. برقرار (٣٩ . ۴)−(۴٢ . ۴) LMIs هرگاه است مجانبی پایدار
م کند، تغییر زیر بصورت لیاپانوف تابع باشد، h١ < h٢ اگر اکنون

V (xt) := x(t)TPx(t) +

∫ t

t−h١
x(s)TQ١x(s)ds+

∫ t

t−h٢
x(s)TQ٢x(s)ds+

∫ ٠
−h١

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW١ẋ(s)dsdθ

+

∫ ٠
−h٢

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW٢ẋ(s)dsdθ +

∫ −h١

−h٢

∫ t

t+θ
ẋ(s)TW٣ẋ(s)dsdθ,

(۵٢ . ۴)
م گردد، بازنویس زیر بصورت (۴٨ . ۴) عبارت صورت این در

(۵٣ . ۴)
٢[x(t)TT١ + x(t− h١)TT٢ + x(t− h٢)TT٣

]
×
[
x(t− h٢)− x(t− h١)−

∫ t−h١

t−h٢
ẋ(s)ds

]
= ٠,

حالت، این در که باشید داشته توجه اما م شود اثبات قبل حالت مشابه نیز حالت این سپس
م باشد. K = −١

متغیر در زمان با متغیر تاخیر دو با سیستم هایی ۴ . ۴
حالت

یرید، ب نظر در را حالت متغیر در افزوده زمان تاخیر دو با زیر خط کنترل سیستم

Σ :


ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− d١(t)− d٢(t)),
x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, ٠],

(۵۴ . ۴)



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٨۴
م باشند. حالت متغیر در افزوده تاخیر مولفه دو d٢(t) و d١(t) حالت، متغیر x(t) ∈ Rn که

زیر باشند، شرایط دارای تاخیر دو که کنید فرض
٠ ≤d١(t) ≤ h١ <∞, ٠ ≤ d٢(t) ≤ h٢ <∞,

ḋ١(t) ≤ µ١ <∞, ḋ٢(t) ≤ µ٢ <∞,
(۵۵ . ۴)

م نماییم. بیان زیر قضیه با را فوق سیستم پایداری

کند، صدق (۵۵ . ۴) شرط در که d٢(t) و d١(t) تاخیرهای با (۵۴ . ۴) سیستم .١ . ۴ . ۴ قضیه
M١ ≥ ،Q٣ ≥ Q۴ > ٠ ،Q١ ≥ Q٢ > ٠ ،P > ٠ ماتریس  های هرگاه است مجانبی پایدار
کنند صدق زیر رابطه در که باشند داشته وجود Ni, (i = ١, · · · ,٨) و M٣ ≥M۴ > ٠ ،M٢ > ٠

،[٣١]


Π١١ −N١ +NT٢ −N۵ +NT۶ PAd ATΠ۵۵ N١ ٠ N۵ ٠
∗ Π٢٢ ٠ −N٣ +NT۴ ٠ N٢ N٣ ٠ ٠
∗ ∗ Π٣٣ −N٧ +NT٨ ٠ ٠ ٠ N۶ N٧
∗ ∗ ∗ Π۴۴ AT

d Π۵۵ ٠ N۴ ٠ N٨
∗ ∗ ∗ ∗ −Π۵۵ ٠ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−١١ M١ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−١٢ M٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − h−١٢ M٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−١١ M۴


< ٠

آن، در که

Π١١ = ATP + PA+Q١ +Q٣ +N١ +N۵ +NT۵ ,
Π٢٢ = −(١ − µ١)(Q١ −Q٢)−N٢ −NT٢ +N٣ +NT٣ ,
Π٣٣ = −(١ − µ٢)(Q٣ −Q۴)−N۶ −NT۶ +N٧ +NT٧ ,
Π۴۴ = −(١ − µ١ − µ٢)(Q٢ +Q۴)−N۴ −NT۴ −N٨ −NT٨ ,
Π۵۵ = (h١M١ + h٢M٢ + h٢M٣ + h١M۴).

م باشند.

م نماییم: تعریف زیر بصورت را لیاپانوف−کراسوفس تابع ابتدا برهان.

V (t) = V١(t) + V٢(t) + V٣(t) + V۴(t) + V۵(t),
V١(t) = x(t)TPx(t),

V٢(t) =
∫ t

t−d١(t)
x(s)TQ١x(s)ds+

∫ t−d١(t)

t−d١(t)−d٢(t)
x(s)TQ٢x(s)ds,



٨۵ حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر دو با سیستم هایی
V٣(t) =

∫ ٠
−h١

∫ ٠
β
ẋ(t+ α)TM١ẋ(t+ α)dαdβ +

∫ h١

−h١−h٢

∫ ٠
β
ẋ(t+ α)TM٢ẋ(t+ α)dαdβ,

V۴(t) =
∫ t

t−d٢(t)
x(s)TQ٣x(s)ds+

∫ t−d٢(t)

t−d١(t)−d٢(t)
x(s)TQ۴x(s)ds,

V۵(t) =
∫ ٠
−h٢

∫ ٠
β
ẋ(t+ α)TM٣ẋ(t+ α)dαdβ +

∫ h٢

−h١−h٢

∫ ٠
β
ẋ(t+ α)TM۴ẋ(t+ α)dαdβ,

(۵۶ . ۴)
لیاپانوف تابع مشتق سپس، م باشند. مشخص ماتریس هایی Mi > ٠ ،Qi > ٠ ،P > ٠ که

م آوریم، بدست را (۵۴ . ۴) سیستم برای

V̇١(t) = ẋ(t)TPx(t) + x(t)TPẋ(t)

= [Ax(t) +Adx(t− d١(t)− d٢(t))]TPx(t)
+ x(t)TP [Ax(t) +Adx(t− d١(t)− d٢(t))],

V̇٢(t) = x(t)TQ١x(t)− x(t− d١(t))T (Q١ −Q٢)x(t− d١(t))
+ ḋ١(t)x(t− d١(t))T (Q١ −Q٢)x(t− d١(t))
− (١ − ḋ١(t)− ḋ٢(t))x(t− d١(t)− d٢(t))TQ٢x(t− d١(t)− d٢(t))
≤ x(t)TQ١x(t)− x(t− d١(t))T (Q١ −Q٢)x(t− d١(t))
+ µ١x(t− d١(t))T (Q١ −Q٢)x(t− d١(t))
− (١ − µ١ − µ٢)x(t− d١(t)− d٢(t))TQ٢x(t− d١(t)− d٢(t)),

V̇٣(t) = h١ẋ(t)TM١ẋ(t)−
∫ t

t−h١
ẋ(α)TM١ẋ(α)dα

+ h٢ẋ(t)TM٢ẋ(t)−
∫ t−h١

t−h١−h٢
ẋ(α)TM٢ẋ(α)dα

≤ h١ẋ(t)TM١ẋ(t)−
∫ t

t−h١
ẋ(α)TM١ẋ(α)dα

+

∫ t−d١(t)

t−h١
ẋ(α)TM١ẋ(α)dα+ h٢ẋ(t)TM٢ẋ(t)

−
∫ t−h١

t−h١−h٢
ẋ(α)TM٢ẋ(α)dα−

∫ t−d١(t)

t−h١
ẋ(α)TM٢ẋ(α)dα

≤ h١ẋ(t)TM١ẋ(t)−
∫ t

t−d١(t)
ẋ(α)TM١ẋ(α)dα

+ h٢ẋ(t)TM٢ẋ(t)−
∫ t−d١(t)

t−d١(t)−d٢(t)
ẋ(α)TM٢ẋ(α)dα,

V̇۴(t) ≤ x(t)TQ٣x(t)− x(t− d٢(t))T (Q٣ −Q۴)x(t− d٢(t))
+ µ٢x(t− d٢(t))T (Q٣ −Q۴)x(t− d٢(t))
− (١ − µ١ − µ٢)x(t− d١(t)− d٢(t))TQ۴x(t− d١(t)− d٢(t)),



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٨۶

V̇۵(t) ≤ h٢ẋ(t)TM٣ẋ(t)−
∫ t

t−d٢(t)
ẋ(α)TM٣ẋ(α)dα

+ h١ẋ(t)TM۴ẋ(t)−
∫ t−d٢(t)

t−d١(t)−d٢(t)
ẋ(α)TM۴ẋ(α)dα,

V̇ (t) که م دهیم نشان نهایت در و م باشد ثابت تاخیر قسمت همانند اثبات بعد به اینجا از
است. معین منف قضیه، در شده بیان LMIs شرایط با

یرید، ب نظر در را زیر در شده داده پارامترهای با (۵۴ . ۴) سیستم .١ . ۴ . ۴ مثال

A =

−٠٫٢ ٠
٠ −٫٠٩

 , Ad =

−١ ٠
−١ −١

 ,
شدن که م یابیم را LMI ،µ٢ = ٠٫٢ ،µ١ = ٠٫١ ،h٢ = ١ ،h١ = ٠٫٣ برای (١ . ۴ . ۴) قضیه در

که، م آوریم بدست MATLAB نرم افزار از استفاده با باشد.

P =

 ٠٫۶١۶٣ −٠٫١١٠٣
−٠٫١١٠٣ ٠٫٠٣٠٠

 , N١ =

−٠٫٩٧۴۵ ٠٫١٢٧٣
٠٫١٢٧٣ −٠٫٠٧٢۶

 ,
N٢ =

 ٠٫٢٢۵٨ −٠٫٠٣٠٣
−٠٫٠٣٠٣ ٠٫٠١۵۶

 , N٣ =

−٠٫٣٩٨۶ ٠٫٠٩٠٣
٠٫٠٩٠٣ −٠٫٠٣٠٨

 ,
N۴ =

 ٠٫٢۵٣٧ −٠٫٠۵٧۶
−٠٫٠۵٧۶ ٠٫٠٢٢۴

 , N۵ =

−٠٫۴٧۶۵ ٠٫٠٩۴۴
٠٫٠٩۴۴ −٠٫٠٣۴۴

 ,
N۶ =

 ٠٫۴٧١٨ −٠٫٠٩٣۶
−٠٫٠٩٣۶ ٠٫٠٣۴٣

 , N٧ =

−٠٫١٧۴۶ ٠٫٠٣۶٣
٠٫٠٣۶٣ −٠٫٠١٢٣

 ,
N٨ =

 ٠٫١۶۶٠ −٠٫٠٣۴۶
−٠٫٠٣۴۶ ٠٫٠١٢٠

 , M١ =

 ٠٫۵۵۴۴ −٠٫٠٧٠۶
−٠٫٠٧٠۶ ٠٫٠٣٩۶

 ,

M٢ =

 ٠٫٢٢١٩ −٠٫٠۵١٣
−٠٫٠۵١٣ ٠٫٠١۵٠

 , M٣ =

 ٠٫۴۵٩٣ −٠٫٠٩٢٢
−٠٫٠٩٢٢ ٠٫٠٢٨٠

 ,
M۴ =

 ٠٫۴٢١۴ −٠٫٠٨٨٩
−٠٫٠٨٨٩ ٠٫٠٣١٠

 , Q١ =

 ٠٫٣٨۴٩ −٠٫٠۵۵٩
−٠٫٠۵۵٩ ٠٫٠٢۶١

 ,
Q٢ =

 ٠٫٣٢٣٣ −٠٫٠۵۶۶
−٠٫٠۵۶۶ ٠٫٠٢۶۵

 , Q٣ =

 ٠٫۵٩۴٨ −٠٫١٠٢٢
−٠٫١٠٢٢ ٠٫٠۴١۵

 ,
Q۴ =

 ٠٫٢۴٧۶ −٠٫٠٣٨٠
−٠٫٠٣٨٠ ٠٫٠١٨٩

 ,
نمودار [٠٫٢ −٠٫١] اولیه شرایط با م باشد. مجانبی پایدار (١ . ۴ . ۴) سیستم صورت این در

است. شده داده نشان (٣ . ۴) ل ش در سیستم واکنش



٨٧ حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر دو با سیستم هایی

(١ . ۴ . ۴) مثال برای سیستم رفتار :٣ . ۴ ل ش
که یافت لیاپانوف تابع چندین م توان پس نیست منحصربفرد لیاپانوف تابع که آنجایی از
وجود سیستم پایداری بررس برای ری دی LMIهای بنابراین کنند. حفظ را پایداری شرایط
ر دی قضیه ی قالب در را (۵۵ . ۴) شرایط با (۵۴ . ۴) سیستم برای پایداری شرایط اکنون دارد.

م نماییم. بیان
هرگاه است مجانبی پایدار (۵۵ . ۴) در شده بیان شرایط با (۵۴ . ۴) سیستم .٢ . ۴ . ۴ قضیه
،R١ = RT١ ،Q٢ = QT٢ ≥ Q٣ = QT٣ ≥ ٠ ،Q١ = QT١ ≥ ٠ ،P = P T > ٠ ماتریس های
LMI در که باشند داشته وجود Ni ،Li ،Mi ،Gi ،(i = ١, · · · ,۴) و R٢ = RT٢ ≥ R٣ = RT٣ ≥ ٠

کنند، صدق زیر

Ω١١ Ω١٢ Ω١٣ Ω١۴ L١ M١ N١
∗ Ω٢٢ Ω٢٣ Ω٢۴ L٢ M٢ N٢
∗ ∗ Ω٣٣ Ω٣۴ L٣ M٣ N٣
∗ ∗ ∗ Ω۴۴ L۴ M۴ N۴
∗ ∗ ∗ ∗ −h−١R١ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−١١ R٢ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−١٢ R٣


< ٠, (۵٧ . ۴)

آن، در که
d(t) = d١(t) + d٢(t), h = h١ + h٢, µ = µ١ + µ٢,
Ω١١ = Q١ +Q٢ +G١A+ATGT١ + L١ + LT١ +M١ +MT١ ,
Ω١٢ = ATGT٢ + LT٢ −M١ +MT٢ +N١,
Ω١٣ = G١Ad +ATGT٣ − L١ + LT٣ −N١ +M٣,



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٨٨
Ω١۴ = P −G١ +ATGT۴ + LT۴ +MT۴ ,
Ω٢٢ = −(١ − µ١)(Q٢ −Q٣)−M٢ −MT٢ +N٢ +NT٢ ,
Ω٢٣ = G٢Ad − L٢ −MT٣ −N٢ +NT٣ ,
Ω٢۴ = −G٢ −MT۴ +NT۴ ,
Ω٣٣ = −(١ − µ)(Q١ +Q٣) +G٣Ad +AT

dG٣ − L٣ − LT٣ −N٣ −NT٣ ,
Ω٣۴ = −G٣ +AT

dG
T۴ − LT۴ −NT۴ ,

Ω۴۴ = hR١ + h١R٢ + h٢R٣ −G۴ −GT۴ .
،[٣۵] م باشد زیر بصورت قضیه این اثبات روند در شده برده ار ب لیاپانوف تابع

V (t) = V١(t) + V٢(t) + V٣(t),
V١(t) = x(t)TPx(t),

V٢(t) =
∫ t

t−d(t)
x(s)TQ١x(s)ds+

∫ t

t−d١(t)
x(s)TQ٢x(s)ds+

∫ t−d١(t)

t−d(t)
x(s)TQ٣x(s)ds,

V٣(t) =
∫ t

t−h

∫ t

θ
ẋ(s)TR١ẋ(s)dsdθ +

∫ t

t−h١

∫ t

θ
ẋ(s)TR٢ẋ(s)dsdθ +

∫ t−h١

t−h

∫ t

θ
ẋ(s)TR٣ẋ(s)dsdθ,

[٣١]−[٣۵] مراج از ر دی قضیه های با (٢ . ١ . ۴) قضیه، که م دهیم ارائه را مثال اکنون
م کند. مقایسه

بوسیله فیزی عملیات اینجا در یرید، ب نظر در را (١ . ۴) ه شب کنترل سیستم .٢ . ۴ . ۴ مثال
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

با است، شده داده
A =

−٢ ٠
٠ −٠٫٩

 , B =

١ ٠
٠ ١

 ,
م آید، بدست زیر بصورت منف حالت پسخورد بهره ماتریس

K = −

١ ٠
١ ١

 ,
کنترل، گره به ر حس گره از d١(t) تاخیر ی هستند. درگیر ه شب کنترل سیستم در تاخیر دو
که م شود مشاهده حاضر حال در است. محرک گره به کنترل گره از d٢(t) تاخیر ری دی و

است، زیر بصورت ه شب کنترل سیستم
ẋ(t) = Ax(t) +BKx(t− d١(t)− d٢(t)),

که، است بر این فرض [٣١]−[٣۵] مراج در
ḋ١(t) ≤ ٠٫١, ḋ٢(t) ≤ ٠٫٨,



٨٩ حالت متغیر در زمان با متغیر تاخیر دو با سیستم هایی
بیابیم را d٢(t) از h٢ مجاز بالای کران داریم قصد d١(t) از h١ شده داده بالای کران برای دراینجا

بماند. باق مجانبی پایدار سیستم کند تضمین که
قضیه پایداری معیارهای که است روشن زیر جدول از ٠ ≤ d٢(t) ≤ h٢ و ٠ ≤ d١(t) ≤ h١ برای
قضیه که است ذکر شایان است، محافظه کارانه کمتر مراج و قضایا بقیه به نسبت (٢ . ١ . ۴)

م باشد. ر دی مراج به نسبت کمتری تصمیم متغیر دارای (٢ . ١ . ۴)
روش h١ ١ ١.٢ ١.۵

قضیه۴ . ۴ . ١ h٢ ٠.۴١۵ ٠.٣٧۶ ٠.٢۴٨
[٣٢] h٢ ٠.۵١٢ ٠.۴٠۶ ٠.٢٨٣
[٣٣] h٢ ٠.۵٨٣ ٠.۵١٩ ٠.۴٢١
[٣۴] h٢ ٠.۵٩۵ ٠.۴۶٣ ٠.٣١٢

قضیه۴ . ۴ . ٢ h٢ ٠.٨٧٣ ٠.۶٧٣ ٠.٣٧٣
قضیه۴ . ٢ . ١ h٢ ٠.٩٨٨ ٠.٨٣۶ ٠.۵۶٣

مختلف های h١ برای h٢ بالای کران :١ . ۴ جدول





پیشنهادات
تک سیستم ی به را حالت متغیر در تاخیر دو با تاخیره چند خط سیستم های م توان
استفاده مفید ابزار ی بعنوان تبدیل از روش این در نمود. تبدیل حالت متغیر دو با تاخیره

م گردد.
تاخیره: چند سیستم تبدیل

ẋ(t) = A٠x(t) +A١x(t− τ١ −Q١) +A٢x(t− τ٢ −Q٢) + · · ·+Akx(t− τk −Qk), (۵٨ . ۴)

م باشد، زیر بصورت تاخیر، تک سیستم به
¯̇x(t) = Ā٠x̄(t) + Ā١x̄(t− τk −Qk) + f̄(t), (۵٩ . ۴)

م کنیم، تعریف ابتدا
x̄j := x(t− (j − ١)τ∗ − (j − ١)Q∗),

τk −Qk := kτ∗ − kQ∗,

x̄(t) =



x̄١(t)
x̄٢(t)
x̄٣(t)...
x̄k(t)


=



x(t)

x(t− τ∗ −Q∗)

x(t− ٢τ∗ − ٢Q∗)

...
x(t− (k − ١)τ∗ − (k − ١)Q∗)


,

ẋ(t) = A٠x(t) +A١x(t− τ∗ −Q∗) +A٢x(t− ٢τ∗ − ٢Q∗) + · · ·+Ak−١x(t− (k − ١)τ∗ − (k − ١)Q∗)

+Akx(t− kτ∗ − kQ∗),

...
ẋ(t− (k − ١)τ∗ − (k − ١)Q∗) = A٠x(t− (k − ١)τ∗ − (k − ١)Q∗) +A١x(t− kτ∗ − kQ∗) + · · ·

+Ak−١x(t− (٢k − ٢)τ∗ − (٢k − ٢)Q∗) +Akx(t− (٢k − ١)τ∗ − (٢k − ١)Q∗),

و

x̄(t− τk −Qk) =


x̄١(t− τk −QK)

x̄٢(t− τk −QK)

...
x̄k(t− τk −QK)

 =


x(t− kτ∗ − kQ∗)

x(t− (k + ١)τ∗ − (k + ١)Q∗

...
x(t− (٢k − ١)τ∗ − (٢k − ١)Q∗)

 ,

٩١



زمان تاخیر دو با خط کنترل سیستم های ٩٢
م آیند، بدست زیر بصورت Ā١ و Ā٠ تبدیل ماتریس روابط این از

Ā٠ =



A٠ A١ A٢ · · · Ak−١
٠ A٠ A١ · · · Ak−٢
٠ ٠ A٠ · · · Ak−٣... ... ... ...
٠ ٠ · · · A٠


, (۶٠ . ۴)

Ā١ =



Ak ٠ ٠ · · · ٠
Ak−١ Ak ٠ · · · ٠
Ak−٢ Ak−١ Ak · · · ٠

... ... ... ...
A١ A٢ · · · Ak


, (۶١ . ۴)

نماییم تبدیل تاخیر ی با سیستم ی به را تاخیر چند با سیستم  م توانیم روش این از اکنون
نماییم. محاسبه را آن پایداری معمول روش های از و

روش از حالت متغیر در ثابت تاخیر چند با سیستم هایی پایداری اثبات برای م توان همچنین
در زمان تاخیر چندین با خط سیستم کرد. استفاده خط ماتریس نامساوی های مستقیم

یرید، ب نظر در را زیر حالت متغیر

Σ :


ẋ(t) =

∑m
i=٠Aix(t− hi), t > ٠,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, ٠],
(۶٢ . ۴)

هستند، زمان تاخیر ثابت های hi ≥ ٠, (i = ١,٢, · · · ,m) و h٠ = ٠ آن در که
ثابت ماتریس های Ai ∈ Rn×n, (i = ٠, ١, · · · ,m) و م گردد تعریف h = max{h١, h٢, · · · , hm}

کنید، فرض م باشند.
٠ = h٠ ≤ h١ ≤ h٢ ≤ · · · ≤ hm (۶٣ . ۴)

را پایداری م توان بنابراین گیرد. قرار بررس مورد م تواند نیز فوق سیستم پایداری تحلیل
داد. گسترش نیز تاخیر دو از بیش با سیستم هایی برای

ورودی متغیر در همزمان زمان تاخیر دو با سیستم هایی توان م که است این بعدی پیشنهاد
بماند. باق پایدار سیستم که آورد بدست شرایط و گرفت نظر در را حالت متغیر و
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آ  پیوست
برنامه نویس

% DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,N,Q_initial)

% The argument N and Q_initial are optional

% Find Sk for each branch given A, Ad and h for a DDE system

% x_dot(t) = A*x(t) + Ad*x(t-h)

% Q_initial is the inital condition for Qk

% N is the index of the branches of interest;

function DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,N,Q_initial,thredhold)

options_def = optimset('Display','iter');

if nargin < 3

error('No enough input arguments')

elseif nargin < 4

N = 0; % default is to solve for principal branch

Q_initial = expm(-A*h);

options = options_def;

elseif nargin < 5

Q_initial = expm(-A*h);

٩٩
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options = options_def;

elseif nargin <6

options = options_def;

else

if thredhold~=0 % if the thredhold is specified

options = options_def;

options.TolFun = thredhold;

else

options = options_def;

end

end

dim_Ad = length(Ad); % system order

DDE_Sol = {};

if dim_Ad == 1 % scalar case

if Ad == 0

warning('First order ODE; x = exp(A*t)*x_0')

else

for i = 1: length(N)

DDE_Sol{i}.Sk = lambertw(N(i),Ad*h*exp(-A*h))/h+A;

DDE_Sol{i}.branchID = N(i);

error1 = norm(lambertw(N(i),Ad*h*exp(-A*h))-Ad*h-h*DDE_Sol{i}.Sk);

error2 = norm(DDE_Sol{i}.Sk*eye(length(A))-A-Ad*expm(-DDE_Sol{i}.Sk*h));

DDE_Sol{i}.error = [error1 error2];

end

end

else % matrix case

for i =1: length(N)

[DDE_Sol{i}.Sk,DDE_Sol{i}.Q,error1,error2]=

QS_matrix(A,Ad,h,N(i),Q_initial,options);

DDE_Sol{i}.branchID = N(i);

DDE_Sol{i}.error = [error1 error2];

end

end

% currentQ =DDE_Sol{i}.Q % display the Q for current iteration
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% find Sk and Qk for matrix case

function [S,Q1,error1,error2] = QS_matrix(A,Ad,h,branch_id,Q_initial,options)

if sum(sum(Q_initial == inf))>0

reduced = 1; % Reduced elements for Q

notfixed = Q_initial ~= inf; % find elements not fixed

notfixed = reshape(notfixed,1,[]);

res_Q = reshape(Q_initial,1,[]);

reduced_Q = res_Q(notfixed); % formulate the new vecter of design variables

Q = fsolve(@LambQ,reduced_Q,options,A,Ad,h,branch_id,reduced,notfixed);

else

reduced = 0; % full elements for Q

fixed = 0;

Q = fsolve(@LambQ,Q_initial,options,A,Ad,h,branch_id,reduced,fixed);

end

if reduced ==0

Q1 = Q;

else

% if the reduced Q is used, convert the results back to matrix with

% original dimension

Q1 = zeros(1,length(A)^2);

position = find(notfixed==1);

for k=1:length(position)

Q1(position(k)) = Q(k);

end

Q1 = reshape(Q1,length(A),[]);

end

H = Ad*h*Q1;

W = lambertw_matrix(branch_id,H);

S = W/h+A;

error1 = norm(W*expm(W+A*h)-Ad*h);

error2 = norm(S*eye(length(A))-A-Ad*expm(-S*h));

error = [error1 error2]; % both must be close to zero

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% [CI, uniqueness]= find_CI(S,A,Ad,h)



برنامه نویس ١٠٢
% Find CI_k for the kth branch given A, Ad, h and Sk for this branch

% Important assumption: Any two eigenvalues from different branches are

% distinct !

% When Ad is invertible, S should be a matrix; when Ad is singular, S

% should be a scalar

% If the solution is unique, uniqueness=1; otherwise uniqueness=0

function [CI, uniqueness]= find_CI(A,Ad,h,S,g0,x0)

sys_order = length(A);

% scalar case

if sys_order==1

CI=(x0+Ad*preshape_conv(g0,S,h))/(1+Ad*h*exp(-S*h));

uniqueness = 1;

return

end

% matrix case

if length(S)==sys_order % general case, S is a matrix

E = eig(S);

syms s

L1_num = 1;

for i=1:sys_order

L1_num = L1_num*(s-E(i));

end

char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h));

L1 = diff(L1_num)/diff(char_eqn);

R_matrix = [];

L_matrix = [];

for k =1:sys_order

R1_num = adjugate(eye(sys_order)*E(k) - S);

L1_num = subs(L1,s,E(k));

L2_num = adjugate(E(k)*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-E(k)*h));

L3_num = x0+Ad*preshape_conv(g0,E(k),h); % (x0+Ad*G(Sk))

R_matrix = [R_matrix;R1_num]; % stacked right side

L_matrix = [L_matrix;L1_num*L2_num*L3_num]; % stacked left side

end
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uniqueness = rank(L_matrix)==sys_order;

% for having an unique solution, matrix should have full column rank

CI = pinv(R_matrix)*L_matrix;

elseif sys_order>1 && length(S)==1 % hybrid branch case, S is a scalar

syms s

char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h));

L1 = 1/diff(char_eqn);

L1_num = subs(L1,s,S);

L2_num = adjugate(S*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-S*h));

L3_num = x0+Ad*preshape_conv(g0,S,h);

CI = L1_num*L2_num*L3_num;

uniqueness = (L1_num~=0);

else

error('Dimension of A and S are not compatible');

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% [CN, uniqueness]= find_CN(S,A,Ad,h)

% Find CN_k for the kth branch given A, Ad, h and Sk for this branch

% Important assumption: Any two eigenvalues from

different branches are distinct !

% When Ad is invertible, S should be a matrix;

when Ad is singular, S should be a scalar

% If the solution is unique, uniqueness=1; otherwise uniqueness=0

function [CN, uniqueness]= find_CN(A,Ad,h,S)

E = eig(S);

sys_order = length(A);

% scalar case

if sys_order == 1

CN = 1/(1+Ad*h*exp(-S*h));

uniqueness = 1;

return

end

% matrix case

if length(S) == sys_order % general case, S is a matrix

syms s
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L1_num = 1;

for i=1:sys_order

L1_num = L1_num*(s-E(i));

end

char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h)); % char eqn.

L1 = diff(L1_num)/diff(char_eqn);

R_matrix = [];

L_matrix = [];

for k =1:sys_order

R1_num = adjugate(eye(sys_order)*E(k) - S);

L1_num = subs(L1,s,E(k));

L2_num = adjugate(E(k)*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-E(k)*h));

R_matrix = [R_matrix;R1_num]; % stacked right side

L_matrix = [L_matrix;L1_num*L2_num]; % stacked left side

end

uniqueness = rank(L_matrix)==sys_order;

% for having an unique solution, matrix should have full column rank

CN = pinv(R_matrix)*L_matrix;

% use generalized pseudo inverse to calcuate the solution

elseif sys_order>1 && length(S)==1 % hybrid branch case, S is a scalar

syms s

char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h));

L1 = 1/diff(char_eqn);

L1_num = subs(L1,s,S);

L2_num = adjugate(S*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-S*h));

CN = L1_num*L2_num;

uniqueness = (L1_num~=0);

else

error('Dimension of A and S are not compatible');

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%5

% calculate matrix lambert w function

function W = lambertw_matrix(K,X)

if nargin == 1 % Only calculate principal branches
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X = K;

K = 0;

end

rank_X = rank(X);

dim_X = length(X); % system order

LMW = zeros(dim_X);

[V,D] = jordan(X); % transform to Jordan form

% check superdiagonal terms

super_diag = [];

if dim_X==1;

super_diag = 0;

else

for i = 2:dim_X

super_diag = [super_diag D(i-1,i)];

end

end

% calculate the Lambert W func. for diagnal terms

for i = 1:dim_X

if D(i,i)==0

% use principal branch for 0 eigenvalue

LMW(i,i)=lambertw(0,D(i,i));

% warning('Ad is singular, hybrid branch is used')

else

LMW(i,i)=lambertw(K,D(i,i));

end

end

% calculate the Lambert W func. for other upper triangle terms

if sum(super_diag)==0

flag =0; % all jordan blocks have a size of 1

else

flag =1; % some jordan blocks have a size > 1

block_start = 1; % where an jordan block begins

block_end = 1; % where an jordan block ends

for j=2:dim_X
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if j>=block_end

if super_diag(j-1)==1

block_start = j-1;

if ~isempty(find(super_diag(j-1:end)==0))

block_end = min(find(super_diag(j-1:end)==0))+j-2;

else

block_end = dim_X;

end

for k1 =block_start:block_end

for k2 = k1: block_end

if D(block_start,block_start)~=0

LMW(k1,k2)=der_lambertw(K,D(block_start,block_start),k2-k1)/factorial(k2-k1);

% (k2-k1)th deritive of lambertw(D(i))/(k2-k1)!

end

end

end

end

end

end

end

W = V*LMW*V^-1; % similarity transformation

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Piecewise controllability test for a system of DDEs

% x_dot(t) = A*x(t) + Ad*x(t-T)+B*u(t)

% Check the linear independence of the rows of (sI-A-Ad*exp(-s*h))^-1*B

% Let [C_1(s);C_2(s); ... ;C_n(s)]= (sI-A-Ad*exp(-s*h))B;

%If there exist p1, p2,...,pn, such that

% [C_1(p1) C_1(p2) ... C_1(pn);...;C_n(p1) C_n(p2) ...C_n(pn)] has full

% rank, then C_1(s), C_2(s), ... ,C_n(s) are linearly independent

function contr_flag = pwcontr_test(A,Ad,B,h)

thred = 1e-5;

if nargin < 4

error('No enough input arguments')

end
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dim = length(A); % dimension of the system

syms s

char = s*eye(dim)-A-Ad*exp(-s*h);

contr_gram = char^-1*B;

runs = 10;

% test 10 times. If failed everytime, the system is NOT piecewise controllable;

if passed for a run, the system is piecewise controllable

contr_flag = 0; % default is set to be not piecewise controllable

for j = 1:runs

p = 10*rand(dim,1); % random variable [p1 p2 p3 ... pn]

contr_matrix = [];

for i = 1:dim

contr_matrix = [contr_matrix subs(contr_gram, p(i))];

% formulating the matrix [C(p1) C(p2) .... C(pn)]

end

if det(contr_matrix) > thred

contr_flag =1;

disp('The system of DDEs is piecewise controllable.')

break;

end

end

if contr_flag==0

disp('The system of DDEs is NOT piecewise controllable.')

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Find a feedback gain K to place the rightmost eigenvalue

of the closed-loop at desired place

% contr mode 1: u = -K*x(t)

% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-B*K)*x(t) + Ad*x(t-h)

% contr mode 2: u = -Kd*x(t-h)

% the closed-loop system is x_dot(t) = A*x(t) + (Ad-B*Kd)*x(t-h)

% contr mode 3: u = -K*x(t) - Kd*x(t-h)

% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-B*K)*x(t) + (Ad-B*Kd)*x(t-h)

% observer mode 4: observer gain is L
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% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-L*C)*x(t) + Ad*x(t-h)

% default mode is 1.

% K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,K0,Q_ini,thredhold)

% The arguments contr_mode, K0, Q_ini and thredhold are optional

% pole_desired must be a scalar. For complex values, e.g.,

you can use either -1+i or -1-i.

function K =

place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,K0,Q_ini,thredhold)

options_K_def = optimset('Display','final');

th2 = 0;

[B_row, B_col] = size(B);

if nargin <=5

warning('No enough input arguments.')

elseif nargin ==6

contr_mode = 1;% default mode 1:u(t) = -Kx(t)

K0 = ones(B_col,length(A));

Q_ini = expm(-A*h); % use e^(-Ah) to initialize Q

elseif nargin ==7 % only contr mode is selected

if contr_mode <=2

K0 = ones(B_col,length(A)); Q_ini = expm(-A*h); % mode 1 and 2

elseif contr_mode ==3

K0 = [ones(B_col,length(A)) zeros(B_col,length(A))]; Q_ini = expm(-A*h);

elseif contr_mode ==4

K0 = ones(length(A),B_row); Q_ini = expm(-A*h); % observer mode

else

warning('mode must be <= 4');

end

elseif nargin ==8

Q_ini = expm(-A*h);

elseif nargin ==10

if thredhold(1)~=0

options_K_def.TolFun = thredhold(1);

end

if thredhold(2)~=0
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th2 = thredhold(2);

end

end

if length(pole_desired)>1

warning('Pole_desired is a scalar, please enter either

a real number, or a complex number');

end

K = fsolve(@find_K,K0,options_K_def,A,Ad,B,h,branch,

pole_desired,contr_mode,Q_ini,th2)

functionrtn=find_K(X,A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,

Q_initial,thredhold2)

[B_row, B_col] = size(B);

% calculate the closed-loop system

if contr_mode == 1

K = X; Kd = zeros(B_col,length(A));A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd;

elseif contr_mode ==2

Kd = X; K = zeros(B_col,length(A));A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd;

elseif contr_mode ==3

K = X(:,1:length(A)); Kd = X(:,length(A)+1:end);A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd;

elseif contr_mode ==4

A_cl = A-X*B;Ad_cl = Ad;

end

% can do the assignment for only one branch!

if length(branch)~=1

error('Please select one and only one branch');

end

% find the solution for the closed-loop system

DDE_Sol = find_Sk(A_cl,Ad_cl,h,branch,Q_initial,thredhold2);

% showing the current result

eig_S = eig(DDE_Sol{1}.Sk)

% calcuate the errors of eigenvalues

if isreal(pole_desired)

rtn = (max(real(eig_S))-pole_desired)^2; % match only the real part

else
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real_eig_diff = max(real(eig_S))-real(pole_desired);

imag_eig_diff = max(imag(eig_S(find(real(eig_S)==max(real(eig_S))))))

-abs(imag(pole_desired));

rtn = [real_eig_diff^2;imag_eig_diff^2]; % match both real and imag parts

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% find Sk

B = -A

Q = [X(1) X(2);X(3) X(4)] % result for Qk

D = Ad*h*Q; [v,d] = eig(D); % To compute Sk

W = v*[lambertw(k1,d(1,1)) 0;0 lambertw(k2,d(2,2))]*inv(v);

Sk = 1/h*W-B % result for Sk

%%%%%%%%%%%%%%%%

% find Sk,

a = -0.1; ad = -2; h=1;

DDE_Sol = find_Sk(a,ad,h,0);

Sk = DDE_Sol{0}.Sk;

Sk = eig(DDE_Sol{0}.Sk)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% compute k

function num2

a = -0.1;

ad = -2;

lambda_des = -1; % place the right most pole at -1

k_ini = 2;

h = 1;

options=optimset('Display','iter'); % Option to display output

k = fsolve(@assign_lambert,k_ini,options,a,ad,h,lambda_des)

function F = assign_lambert(k,a,ad,h,lambda_des)

F = real(lambertw(0,ad*h*exp(-(a+k)*h))/h+(a+k))-lambda_des;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

LMIs method

clc



١١١
clear

syms z1 z2 x1 x2 x3

syms t

A=[-2 0;0 -0.9];

B=[-1 0;-1 -1];

h=5.2035;

d=0.3;

setlmis([])

P=lmivar(1,[2,1]);

Q=lmivar(1,[2,1]);

lmiterm([1 1 1 P],P,1,'s');

lmiterm([1 1 1 Q],1,1);

lmiterm([1 1 2 P],1,B);

lmiterm([1 2 1 P],B',1);

lmiterm([1 2 2 Q],(1-d),1);

LMIs=getlmis;

[TMIN,XFEAS]=feasp(LMIs);

P=dec2mat(LMIs,XFEAS,P)

Q=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q)

t=linspace(0,4,500);

x=zeros(2,500);

matA = zeros(2,2,500);

x0 = [0.2;-0.1];

for k=1:500

matA(:,:,k) = expm((A+B)*t(k));

x(:,k) = matA(:,:,k)*x0;

end

plot(t,x);

title('state response')

ylabel('x')

xlabel('time t')

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

A=[0 1;-1 -2];
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A1=[0 0;-1 1];

mu=0.3;

h1=1

h2=1.5

h12=h2-h1;

setlmis([])

P=lmivar(1,[2,1]);

Q1=lmivar(1,[2,1]);

Q2=lmivar(1,[2,1]);

Q3=lmivar(1,[2,1]);

Z1=lmivar(1,[2,1]);

Z2=lmivar(1,[2,1]);

lmiterm([1 1 1 P],1,A,'s');

lmiterm([1 1 1 Q1],1,1);

lmiterm([1 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([1 1 1 Q2],1,1);

lmiterm([1 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([1 1 1 Q3],1,1);

lmiterm([1 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([1 1 1 Z1],(A^2)*(h1^2),1);

lmiterm([1 1 1 Z2],(A^2)*(h12^2),1);

lmiterm([1 1 2 P],1,A1);

lmiterm([1 1 2 Z1],(A*A1)*h1^2,1);

lmiterm([1 1 2 Z2],(A*A1)*h12^2,1);

lmiterm([1 1 3 Z1],1,1);

lmiterm([1 2 1 P],1,A1);

lmiterm([1 2 1 Z1],(A1*A)*h1^2,1);

lmiterm([1 2 1 Z2],(A1*A)*h12^2,1);

lmiterm([1 2 2 Q3],-(1-mu),1);

lmiterm([1 2 2 Z2],-2,1);

lmiterm([1 2 2 Z1],(A1^2)*h1^2,1);

lmiterm([1 2 2 Z2],(A1^2)*h12^2,1);

lmiterm([1 2 2 Z2],1,1);

lmiterm([1 2 3 Z2],1,1);
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lmiterm([1 2 3 Z2],1,1);

lmiterm([1 3 1 Z1],1,1);

lmiterm([1 3 2 Z2],1,1);

lmiterm([1 3 2 Z2],1,1);

lmiterm([1 3 3 Q1],-1,1);

lmiterm([1 3 3 Z1],-1,1);

lmiterm([1 3 3 Z2],-1,1);

lmiterm([1 3 3 Z2],-1,1);

lmiterm([1 4 4 Q2],-1,1);

lmiterm([1 4 4 Z2],-1,1);

lmiterm([2 1 1 P],1,A,'s');

lmiterm([2 1 1 Q1],1,1);

lmiterm([2 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([2 1 1 Q2],1,1);

lmiterm([2 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([2 1 1 Q3],1,1);

lmiterm([2 1 1 Z1],-1,1);

lmiterm([2 1 1 Z1],(A^2)*(h1^2),1);

lmiterm([2 1 1 Z2],(A^2)*(h12^2),1);

lmiterm([2 1 2 P],1,A1);

lmiterm([2 1 2 Z1],(A*A1)*h1^2,1);

lmiterm([2 1 2 Z2],(A*A1)*h12^2,1);

lmiterm([2 1 3 Z1],1,1);

lmiterm([2 2 1 P],1,A1);

lmiterm([2 2 1 Z1],(A1*A)*h1^2,1);

lmiterm([2 2 1 Z2],(A1*A)*h12^2,1);

lmiterm([2 2 2 Q3],-(1-mu),1);

lmiterm([2 2 2 Z2],-2,1);

lmiterm([2 2 2 Z1],(A1^2)*h1^2,1);

lmiterm([2 2 2 Z2],(A1^2)*h12^2,1);

lmiterm([2 2 2 Z2],1,1);

lmiterm([2 2 3 Z2],1,1);

lmiterm([2 2 4 Z2],1,1);

lmiterm([2 3 1 Z1],1,1);
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lmiterm([2 3 2 Z2],1,1);

lmiterm([2 3 3 Q1],-1,1);

lmiterm([2 3 3 Z1],-1,1);

lmiterm([2 3 3 Z2],-1,1);

lmiterm([2 4 2 Z2],1,1);

lmiterm([2 4 4 Q2],-1,1);

lmiterm([2 4 4 Z2],-1,1);

lmiterm([2 4 4 Z2],-1,1);

LMIs=getlmis;

[TMIN,XFEAS]=feasp(LMIs);

P=dec2mat(LMIs,XFEAS,P)

Q1=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q1)

Q2=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q2)

Q3=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q3)

Z1=dec2mat(LMIs,XFEAS,Z1)

Z2=dec2mat(LMIs,XFEAS,Z2)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

A=[-2 0;0 -0.9];

B=[-1 0;-1 -1];

h1=2;

h2=3.2035;

mu1=0.1;

mu2=0.2;

h=h1+h2;

mu=mu1+mu2;

setlmis([])

P=lmivar(1,[2,1]);

Q1=lmivar(1,[2,1]);

Q3=lmivar(1,[2,1]);

Z1=lmivar(1,[2,1]);

Q4=lmivar(1,[2,1]);

Z2=lmivar(1,[2,1]);

Q2=lmivar(1,[2,1]);
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X1=lmivar(1,[2,1]);

X2=lmivar(1,[2,1]);

X3=lmivar(1,[2,1]);

X4=lmivar(1,[2,1]);

Y=lmivar(1,[2,1]);

K=lmivar(1,[2,1]);

lmiterm([-1 1 1 P],h1/h,1);

lmiterm([-1 1 1 Z1],1,1);

lmiterm([-1 1 2 Z1],-1,1);

lmiterm([-1 2 1 Z1],-1,1);

lmiterm([-1 2 2 Z1],1,1);

lmiterm([-1 2 2 Q4],h1,1);

lmiterm([-2 1 1 P],1,1);

lmiterm([-2 1 1 Z2],1,1);

lmiterm([-2 1 2 Z2],-1,1);

lmiterm([-2 2 1 Z2],-1,1);

lmiterm([-2 2 2 Z2],1,1);

lmiterm([-2 2 2 Q2],h,1);

lmiterm([-3 1 1 Z1],1,1);

lmiterm([-3 1 2 X1],1,1);

lmiterm([-3 2 1 -X1],1,1);

lmiterm([-3 2 2 Z1],1,1);

lmiterm([-4 1 1 Z1],1,1);

lmiterm([-4 1 2 X2],1,1);

lmiterm([-4 2 1 -X2],1,1);

lmiterm([-4 2 2 Z1],1,1);

lmiterm([-5 1 1 Z1],1,1);

lmiterm([-5 1 2 X3],1,1);

lmiterm([-5 2 1 -X3],1,1);

lmiterm([-5 2 2 Z1],1,1);

lmiterm([-6 1 1 Z1],1,1);

lmiterm([-6 1 2 X4],1,1);

lmiterm([-6 2 1 -X4],1,1);

lmiterm([-6 2 2 Z1],1,1);
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lmiterm([-7 1 1 Z2],1,1);

lmiterm([-7 1 2 Y],1,1);

lmiterm([-7 2 1 -Y],1,1);

lmiterm([-7 2 2 Z2],1,1);

lmiterm([8 1 1 P],A,1,'s');

lmiterm([8 1 1 Q1],1,1);

lmiterm([8 1 1 Q3],1,1);

lmiterm([8 1 1 Q4],1,1);

lmiterm([8 1 1 Z1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 1 2 K],B,1);

lmiterm([8 1 2 X1],inv(h1),1);

lmiterm([8 1 2 X2],-inv(h1),1);

lmiterm([8 1 3 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 1 3 X1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 1 5 X2],inv(h1),1);

lmiterm([8 2 1 K],B,1);

lmiterm([8 2 1 X1],inv(h1),1);

lmiterm([8 2 1 X2],-inv(h1),1);

lmiterm([8 2 2 Q3],-(1-mu),1);

lmiterm([8 2 2 Z1],-2*inv(h1),1);

lmiterm([8 2 2 X3],2*inv(h1),1);

lmiterm([8 2 3 X1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 2 3 X2],inv(h1),1);

lmiterm([8 2 2 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 2 3 X3],-inv(h1),1);

lmiterm([8 2 5 X3],-inv(h1),1);

lmiterm([8 2 5 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 3 1 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 3 1 X1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 3 2 X1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 3 2 X2],inv(h1),1);

lmiterm([8 3 2 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 3 2 X3],-inv(h1),1);

lmiterm([8 3 3 Q1],-(1-mu1),1);
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lmiterm([8 3 3 Z1],-2*inv(h1),1);

lmiterm([8 3 3 X1],2*inv(h1),1);

lmiterm([8 3 5 X2],-inv(h1),1);

lmiterm([8 3 5 X3],inv(h1),1);

lmiterm([8 4 4 Q2],-1,1);

lmiterm([8 4 4 Z2],-inv(h2),1);

lmiterm([8 5 1 X2],inv(h1),1);

lmiterm([8 5 2 X3],-inv(h1),1);

lmiterm([8 5 2 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 5 3 X2],-inv(h1),1);

lmiterm([8 5 3 X3],inv(h1),1);

lmiterm([8 5 4 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([8 5 5 Q2],1,1);

lmiterm([8 5 5 Q4],-1,1);

lmiterm([8 5 5 Z1],-inv(h1),1);

lmiterm([8 5 5 Z2],-inv(h2),1);

lmiterm([8 1 6 P],1,A');

lmiterm([8 1 7 P],1,A');

lmiterm([8 2 6 -K],1,B');

lmiterm([8 2 7 -K],1,B');

lmiterm([8 6 1 P],1,A');

lmiterm([8 6 2 -K],1,B');

lmiterm([8 7 1 P],1,A');

lmiterm([8 7 2 -K],1,B');

lmiterm([8 6 6 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([8 6 6 P],-2*inv(h1),1);

lmiterm([8 7 7 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([8 7 7 P],-2*inv(h2),1);

lmiterm([9 1 1 P],A,1,'s');

lmiterm([9 1 1 Q1],1,1);

lmiterm([9 1 1 Q3],1,1);

lmiterm([9 1 1 Q4],1,1);

lmiterm([9 1 1 Z1],-inv(h1),1);

lmiterm([9 1 2 K],B,1);
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lmiterm([9 1 3 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([9 1 3 X4],-inv(h1),1);

lmiterm([9 1 5 X4],inv(h1),1);

lmiterm([9 2 1 K],B,1);

lmiterm([9 2 2 Q3],-(1-mu),1);

lmiterm([9 2 2 Z2],-2*inv(h2),1);

lmiterm([9 2 2 Y],inv(h2),1,'s');

lmiterm([9 2 4 Y],-inv(h2),1);

lmiterm([9 2 4 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([9 2 5 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([9 2 5 -Y],-inv(h2),1);

lmiterm([9 3 1 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([9 3 1 -X4],-inv(h1),1);

lmiterm([9 3 3 Q1],-(1-mu1),1);

lmiterm([9 3 3 Z1],-2*inv(h1),1);

lmiterm([9 3 3 X4],inv(h1),1,'s');

lmiterm([9 3 5 X4],-inv(h1),1);

lmiterm([9 3 5 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([9 4 2 -Y],-inv(h2),1);

lmiterm([9 4 2 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([9 4 4 Q2],-1,1);

lmiterm([9 4 4 Z2],-inv(h2),1);

lmiterm([9 4 5 -Y],inv(h2),1);

lmiterm([9 5 1 -X4],inv(h1),1);

lmiterm([9 5 2 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([9 5 2 Y],-inv(h2),1);

lmiterm([9 5 3 -X4],-inv(h1),1);

lmiterm([9 5 3 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([9 5 4 Y],inv(h2),1);

lmiterm([9 5 5 Q2],1,1);

lmiterm([9 5 5 Q4],1,1);

lmiterm([9 5 5 Z1],-inv(h1),1);

lmiterm([9 5 5 Z2],-inv(h2),1);

lmiterm([9 1 6 P],1,A');
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lmiterm([9 1 7 P],1,A');

lmiterm([9 2 6 -K],1,B');

lmiterm([9 2 7 -K],1,B');

lmiterm([9 6 1 P],1,A');

lmiterm([9 6 2 -K],1,B');

lmiterm([9 7 1 P],1,A');

lmiterm([9 7 2 -K],1,B');

lmiterm([9 6 6 Z1],inv(h1),1);

lmiterm([9 6 6 P],-2*inv(h1),1);

lmiterm([9 7 7 Z2],inv(h2),1);

lmiterm([9 7 7 P],-2*inv(h2),1);

LMIs=getlmis;

[TMIN,XFEAS]=feasp(LMIs);

K=dec2mat(LMIs,XFEAS,K)

P=dec2mat(LMIs,XFEAS,P)

Z1=dec2mat(LMIs,XFEAS,Z1)

Q4=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q4)

Z2=dec2mat(LMIs,XFEAS,Z2)

Q2=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q2)

X1=dec2mat(LMIs,XFEAS,X1)

X2=dec2mat(LMIs,XFEAS,X2)

X3=dec2mat(LMIs,XFEAS,X3)

X4=dec2mat(LMIs,XFEAS,X4)

Y=dec2mat(LMIs,XFEAS,Y)

Q1=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q1)

Q3=dec2mat(LMIs,XFEAS,Q3)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clc

clear

A=[-0.2 0;0 -0.9];

Ad=[-1 0;-1 -1];

mu1=0.1;

mu2=0.2;
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h1=1;

h2=2;

setlmis([])

P=lmivar(1,[2,1]);

N1=lmivar(1,[2,1]);

N2=lmivar(1,[2,1]);

N3=lmivar(1,[2,1]);

N4=lmivar(1,[2,1]);

N5=lmivar(1,[2,1]);

N6=lmivar(1,[2,1]);

N7=lmivar(1,[2,1]);

N8=lmivar(1,[2,1]);

M1=lmivar(1,[2,1]);

M2=lmivar(1,[2,1]);

M3=lmivar(1,[2,1]);

M4=lmivar(1,[2,1]);

Q1=lmivar(1,[2,1]);

Q2=lmivar(1,[2,1]);

Q3=lmivar(1,[2,1]);

Q4=lmivar(1,[2,1]);

lmiterm([1 1 1 P],1,A,'s');

lmiterm([1 1 1 Q1],1,1);

lmiterm([1 1 1 Q3],1,1);

lmiterm([1 1 1 N1],1,1);

lmiterm([1 1 1 N5],1,1,'s');

lmiterm([1 1 2 N1],1,1);

lmiterm([1 1 2 -N2],1,1);

lmiterm([1 1 3 N5],-1,1);

lmiterm([1 1 3 -N6],1,1);

lmiterm([1 1 4 P],1,Ad);

lmiterm([1 1 5 M1],A'*h1,1);

lmiterm([1 1 5 M2],A'*h2,1);

lmiterm([1 1 5 M3],A'*h2,1);

lmiterm([1 1 5 M4],A'*h1,1);
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lmiterm([1 1 6 N1],1,1);

lmiterm([1 1 8 N5],1,1);

lmiterm([1 2 1 N1],-1,1);

lmiterm([1 2 1 -N2],1,1);

lmiterm([1 2 2 Q1],-(1-mu1),1);

lmiterm([1 2 2 Q2],(1-mu1),1);

lmiterm([1 2 2 N2],-1,1,'s');

lmiterm([1 2 2 N3],-1,1);

lmiterm([1 1 1 -N4],1,1);

lmiterm([1 2 6 N2],1,1);

lmiterm([1 2 7 N3],1,1);

lmiterm([1 3 1 N5],-1,1);

lmiterm([1 3 1 -N6],1,1);

lmiterm([1 3 3 Q3],-(1-mu2),1);

lmiterm([1 3 3 Q4],(1-mu2),1);

lmiterm([1 3 3 N6],-1,1,'s');

lmiterm([1 3 3 N7],1,1,'s');

lmiterm([1 3 4 N7],-1,1);

lmiterm([1 3 4 -N8],1,1);

lmiterm([1 3 8 N6],1,1);

lmiterm([1 3 9 N7],1,1);

lmiterm([1 4 1 P],1,Ad);

lmiterm([1 4 2 N3],-1,1);

lmiterm([1 4 2 -N4],1,1);

lmiterm([1 4 3 N7],-1,1);

lmiterm([1 4 3 -N8],1,1);

lmiterm([1 4 4 Q2],-(1-mu1-mu2),1);

lmiterm([1 4 4 Q4],-(1-mu1-mu2),1);

lmiterm([1 4 4 N4],-1,1,'s');

lmiterm([1 4 4 N8],-1,1,'s');

lmiterm([1 4 5 M1],Ad'*h1,1);

lmiterm([1 4 5 M2],Ad'*h2,1);

lmiterm([1 4 5 M3],Ad'*h2,1);

lmiterm([1 4 5 M4],Ad'*h1,1);
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lmiterm([1 4 7 N4],1,1);

lmiterm([1 4 9 N8],1,1);

lmiterm([1 5 1 M1],A'*h1,1);

lmiterm([1 5 1 M2],A'*h2,1);

lmiterm([1 5 1 M3],A'*h2,1);

lmiterm([1 5 1 M4],A'*h1,1);

lmiterm([1 5 4 M1],Ad'*h1,1);

lmiterm([1 5 4 M2],Ad'*h2,1);

lmiterm([1 5 4 M3],Ad'*h2,1);

lmiterm([1 5 4 M4],Ad'*h1,1);

lmiterm([1 5 5 M1],h1,1);

lmiterm([1 5 5 M2],h2,1);

lmiterm([1 5 5 M3],h2,1);

lmiterm([1 5 5 M4],h1,1);

lmiterm([1 6 1 N1],1,1);

lmiterm([1 6 2 N2],1,1);

lmiterm([1 6 6 M1],-inv(h1),1);

lmiterm([1 7 2 N3],1,1);

lmiterm([1 7 4 N4],1,1);

lmiterm([1 7 7 M2],-inv(h2),1);

lmiterm([1 8 1 N5],1,1);

lmiterm([1 8 3 N6],1,1);

lmiterm([1 8 8 M3],-inv(h2),1);

lmiterm([1 9 3 N7],1,1);

lmiterm([1 9 4 N8],1,1);

lmiterm([1 9 9 M4],-inv(h1),1);

LMIs=getlmis;

[TMIN,XFEAS]=feasp(LMIs);

P=dec2mat(LMIs,XFEAS,P)

N1=dec2mat(LMIs,XFEAS,N1)

N2=dec2mat(LMIs,XFEAS,N2)

N3=dec2mat(LMIs,XFEAS,N3)

N4=dec2mat(LMIs,XFEAS,N4)

N5=dec2mat(LMIs,XFEAS,N5)
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N6=dec2mat(LMIs,XFEAS,N6)

N7=dec2mat(LMIs,XFEAS,N7)

N8=dec2mat(LMIs,XFEAS,N8)

M1=dec2mat(LMIs,XFEAS,M1)

M2=dec2mat(LMIs,XFEAS,M2)

M3=dec2mat(LMIs,XFEAS,M3)

M4=dec2mat(LMIs,XFEAS,M4)
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Aabstract

In this thesis, we introduce a new method that introduced in recent years to control systems of
single-delay differential equations and to stabilization them using the Lambert function. In this
way, a new method for designing a controller by allocating a eigenvalue is presented, along with
several examples. Using this method, one sub-set of eigenvalues can be transferred to a desirable
position. For a system that is represented by delay differential equations, the system response is
obtained based on the Lambert function and the stability is checked. If the system is not stable, after
reviewing the system controlability, a stabilizing feedback is designed by allocating eigenvalues,
and finally the closed loop system can be stable. In the following, we determine the time delay
interval for the system to remain stable from the Roth-Horwitz criterion, and then we examine
the stability criteria of the single-delay system using the linear matrix inequality method. Finally,
the stability of linear systems two delays is expressed. In this chapter, we examine two delays of
the variable with time at the input and two fixed delay and variable time delay in state variables.
In this section, we must define the suitable Lyapunov function for systems with two delay times,
and then we show that the created Lyapunov function is Positive definit and also its derivative is
Negative definit. To establish these two conditions, linear Matrix Inequalities (LMIs) are created
that guarantee the stability of systems with two time delays. In this thesis, we use the linear ma-
trix inequality method to examine asymptotic stability and give example that can be analyzed by
MATLAB software.

keywords: Linear control system, Stability, Lambert function, Time-delay, Allocation Eigenvalue,
Feedback state controller, Delay differential equations, Lyapunov function, Linear matrix inequal-
ity
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