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චاری ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او نعمت�هاي شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خداي سپاس
خود ضیاي را ما چشم و ده خود هواي را ما دل و ده خود صفاي را ما جان خداوندا نتوانند. گزاردن او حق
مقام در که است طوري معلم منزلت و جایگاه شک بدون به. آن که ده آن خود کرم و فضل از را ما و ده،
معلم، از تجلیل که آن�جا از اما ننگاریم. چیزي ناتوان، دست و قاصر زبان با او، بی�شائبه� زحمات از قدردانی
را تشکر و قدردانی نهایت وظیفه برحسب می�کند تأمین را آفرینش غایت و هدف که است انسانی از سپاس

می�نمایم. تقدیم
در که باغیشنی حسین دکتر آقاي جناب و اقبال نگار دکتر خانم سرکار شایسته و کمالات با استاد دو از
راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صعه�صدر، کمال
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد می�کنم. تشکر گرفتند، برعهده را پایان�نامه این
که آرشی محمد دکتر آقاي جناب و رضازاده نزاکتی احمد دکتر آقاي جناب دلسوز و فرزانه استادان از

دارم. را قدردانی و تشکر کمال شدند، متقبل را پایان�نامه این داوري زحمت
سختی�ها در که برادرانم و خواهران از و بوده�اند هستی�ام مایه پروردگار، از پس که مادرم و پدر از پایان در

می�نمایم. سپاسگزاري بود، من دلگرمی مایه وجودشان و من تکیه�گاه همواره زندگی دشواري�هاي و

رحمانی سمانه
1395 بهمن
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تعهدنامه
صنعتی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوي رحمانی سمانه این�جانب
جملات با ناپارامتري رگرسیون مدل برآوردگر کامل همگرایی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،
می�شوم: متعهد باغیشنی حسین دکتر و اقبال نگار دکتر راهنمایی تحت منفی زبرجمعی وابسته خطاي

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این�جانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�هاي نتایج از استفاده در •

در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا

“دانشگاه نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology“ یا شاهرود“ صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادي تمام معنوي حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آن�ها) بافت�هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده�اند. رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

(یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده�اند. رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است)، شده استفاده

رحمانی سمانه
1395 بهمن

نشر حق و نتایج مالکیت
نرم�افزارها رایانه�اي، برنامه�هاي کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام •
نحو به باید مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق ساخته�شده) تجهیزات و

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی،

نیست. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

چ





چکیده
می�کند. ایفا احتمال و آمار در را مهمی و پایه�اي نقش تصادفی، متغیرهاي وابستگی و استقلال ویژگی�هاي
مختلف نسخه�هاي تا است لازم نیست، برقرار تصادفی متغیرهاي بین استقلال موارد بیشتر در که آن�جا از
منفی زبرجمعی وابستگی خاص به�طور پایان�نامه، این در گیرند. قرار استفاده و مطالعه مورد وابستگی�ها
احتمالی مسائل از بسیاري در می�توان گشتاوري نابرابري�هاي از هستند. ما نظر مورد آن کاربردهاي و (NSD)
استفاده نیستند، محاسبه قابل دقیقشان مقدار که گشتاورهایی براي پایین یا بالا کران�هاي کردن پیدا مانند
و کولموگروف نمایی نابرابري�هاي کرد، استفاده می�توان NSD متغیرهاي براي که نابرابري�هایی جمله از کرد.
سطري آرایه�هاي کامل همگرایی پایان�نامه، این در نابرابري�ها، این از استفاده با می�باشند. روزنتال ماکسیمال
NSD خطاهاي اساس بر را ناپارامتري رگرسیون تابع برآوردگر کامل سازگاري و NSD تصادفی متغیرهاي

می�کنیم. ارزیابی شبیه�سازي مطالعه یک در را نظري نتایج عملکرد و بازگو

نمایی نابرابري روزنتال، ماکسیمال نامساوي منفی، زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي کلیدي: کلمات
کامل. سازگاري کامل، همگرایی کولموگروف،

خ



پیش�گفتار
پدیده�هاي براي واقعی شرایط اغلب در که است قوي ویژگی یک تصادفی متغیرهاي بودن مستقل فرض
وابستگی ساختار گرفتن نظر در بنابراین، وابسته�اند. هم به پدیده یک مشاهدات و نیست برقرار علاقه مورد
رده تصادفی، متغیرهاي براي منفی زبرجمعی وابستگی است. توجه قابل و مهم مسأله�اي مشاهدات، بین
کامل همگرایی می�شود. نیز مستقل تصادفی متغیرهاي شامل که است وابستگی ساختارهاي از بزرگی نسبتاً
کولموگروف نمایی نابرابري مانند گشتاوري نابرابري�هاي کمک به معمولاً، متغیرها، این از حاصل برآوردگرهاي
ناپارامتري رگرسیون مدل یک در را آن�ها کاربرد می�توان که می�شود داده نمایش روزنتال ماکسیمال نابرابري و
شده تدوین زیر صورت به پایان�نامه این مطالب محتواي کرد. بررسی منفی، زبرجمعی وابسته خطاي جملات با

است:

می�پردازیم. داریم، نیاز آن�ها به اصلی نتایج اثبات در که تعاریف برخی بیان به اول فصل در •

وابسته تصادفی متغیرهاي براي را کولموگروف نمایی و روزنتال ماکسیمال نابرابري دو دوم فصل در •
می�کنیم. ارایه منفی زبرجمعی

متغیرهاي همگرایی سپس می�کنیم. مطرح را مستقل تصادفی متغیرهاي همگرایی ابتدا سوم فصل در •
می�کنیم. بیان گوناگون، شرایط تحت را، منفی زبرجمعی وابسته تصادفی

ساده رگرسیونی روش�هاي معرفی به ناپارامتري، و پارامتري رگرسیون یادآوري از پس چهارم، فصل در •
رگرسیون و نادارایا-واتسون هسته روش به رگرسیون تابع برآورد روش دو سپس می�پردازیم. ناپارامتري
نتیجه مطرح�شده قضایاي از استفاده با را آن�ها همگرایی و می�دهیم شرح را موضعی چندجمله�اي

می�گیریم.

(سازگاري) همگرایی در نظري نتایج ارزیابی به شبیه�سازي مطالعه یک از استفاده با پنجم، فصل در •
حالت در موضعی، چندجمله�اي و هسته روش دو از استفاده با ناپارامتري رگرسیون تابع برآوردگر کامل

می�پردازیم. محدود، نمونه حجم

دارد. بر در را شبیه�سازي�ها نتایج بازتولید براي R نرم�افزار در نوشته�شده کدهاي نیز پایان�نامه پیوست •

د
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١ فصل

نیاز مورد مفاهیم و تعاریف

می�پردازیم. داریم، نیاز آن�ها به بعدي فصل�هاي در که مفاهیمی و تعاریف به فصل این در

وابستگی مفاهیم برخی 1.1
جداول و دومتغیره نرمال توزیع مورد در بیش�تر ،(X,Y ) تصادفی متغیرهاي زوج وابستگی به مربوط مسائل
آن�ها واقع در اما هستند، اهمیت داراي موارد این اول درجه در اگرچه گرفتهاند. قرار مطالعه مورد ٢ × ٢
متمرکز مسأله دو پیرامون عمدتاً وابستگی، کلی حالت به مربوط مطالعه می�باشند. وابستگی از ساده�اي نمایش

است: شده

استقلال آزمون (1

وابستگی میزان تخمین و تعریف (2

تعریف�شده تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} و احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنید فرض
و آمار در را مهمی نقش {Xn, n ≥ ١} براي وابستگی یا استقلال رابطه گرفتن نظر در باشد. آن روي
پدیده�ها از بسیاري واقعیت در اما است قوي ویژگی یک تصادفی متغیرهاي استقلال می�کند. ایفا احتمال
وابستگی دیگر رده�هاي از برخی تصادفی، متغیرهاي استقلال مطالعه بر علاوه بنابراین وابسته�اند. یکدیگر به
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نظر در باید نیز مثبت6 وابستگی و منفی5 وابستگی ϕ-آمیخته4، ρ-آمیخته3، m-وابستگی2، ، مارتینگل1 مانند
پلیگارد ،(1984) جانسون ،(2005) گات به ترتیب به می�توان مفاهیم این با بیشتر آشنایی براي شوند. گرفته
از نوع دو به بخش این در ما کرد. مراجعه (1981) سکنا و آلام و (1996) دابهاشی ،(1971) سن ،(1987)
که تصادفی متغیرهاي مجموعه براي منفی8 زبرجمعی وابسته و منفی7 پیوندي جمله از وابستگی ساختارهاي
این به مربوط وابستگی چند ابتدا می�پردازیم. اند، کرده جلب خود به را نویسندگان از بسیاري علاقه اخیراً
(٢٠٠٠) هو و (١٩٨٣) پروشان و جاج از بخش این مطالب می�کنیم. معرفی را است وابستگی ساختار دو

اند. شده استخراج

توسعه�یافته منفی وابسته 1.1.1
وابسته {Xi, ١ ≤ i ≤ n} حقیقی تصادفی متغیرهاي از متناهی مجموعه یک (٢٠٠٩ (لیو، .1.1.1 تعریف
xi هر براي زیر نابرابري دو که به�طوري باشد داشته وجود M > ٠ اگر است، (END) توسعه�یافته9 منفی

باشند: برقرار ١ ≤ i ≤ n حقیقی،

P (X١ > x١, . . . , Xn > xn) ≤ M

n∏
i=١

P (Xi > xi) (1.1)

P (X١ ≤ x١, . . . , Xn ≤ xn) ≤ M
n∏

i=١
P (Xi ≤ xi). (2.1)

زیردنباله هر اگر است، ENDتصادفی متغیرهاي از متناهی دنباله یک .(1983 پروشان، و (جاج .2.1.1 ملاحظه
باشد. END آن از متناهی

دنباله آن�گاه باشند، برقرار M = ١ ازاي به (2.1) و (1.1) نابرابري دو اگر (١٩۶۶ (لهمن، .3.1.1 تعریف
است. (ND) منفی10 وابسته {Xi, ١ ≤ i ≤ n}

1Martingale
2m-dependence
3ρ-mixed
4ϕ-mixed
5Negative dependence
6Positive dependence
7Negative association
8Negatively superadditive dependence
9Extended negatively dependent
10Negatively dependence
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منفی ربعی وابسته 2.1.1
هستند، (NQD) منفی11 ربعی وابستگی داراي Y و X تصادفی متغیرهاي (١٩۶۶ (لهمن، .4.1.1 تعریف

باشیم داشته حقیقی y و x هر براي اگر

P (X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P (X ≤ x)P (Y ≤ y) (3.1)

معادل به�طور یا

F (x, y) ≤ F١(x)F٢(y). (4.1)

می�شود. تبدیل (PQD) مثبت12 ربعی وابستگی به برعکسکنیم را (4.1) و (3.1) روابط نابرابري علامت اگر
است. cov(x, y) ≤ ٠ که می�دهند نشان NQD براي تعریف�شده شرایط

وابسته −j 3.1.1
نامیده j−وابسته ،Xt تصادفی بردارهاي از {Xt, t ≥ ١} مجموعه .(1971 (اسچونفلید، .5.1.1 تعریف
طور به {Xt١ ,Xt٢ , . . . ,Xtp} زیرمجموعه که به�طوري باشد داشته وجود نامنفی و صحیح j یک اگر می�شود،
و {tm}m=١,٢,...,p اندیس مجموعه�هاي که باشد {Xτ١ ,Xτ٢ , . . . ,Xτp} زیرمجموعه هر از مستقل تصادفی

شوند. انتخاب زیر شرایط تحت {τm}m=١,٢,...,p

min
m

{tm} −max
m

{τm} > j

منفی پیوندي 4.1.1
منفی پیوندي وابستگی داراي تصادفی متغیرهاي از برخی این�که فرض تحت احتمال و آمار در مختلفی نتایج
مورد دقت به را آن�ها (١٩٨٣) پروشان و جاج و شده�اند معرفی (١٩٨١) سکنا و آلام توسط هستند، (NA)

داده�اند. قرار مطالعه

براي اگر می�شود، نامیده NA {Xi, ١ ≤ i ≤ n} تصادفی متغیرهاي از متناهی دنباله یک .6.1.1 تعریف
نوشت بتوان {١, ٢, . . . , n} از A٢ و A١ هم از جدا زیرمجموعه� جفت هر

cov (f١(Xi, i ∈ A١), f٢(Xj, j ∈ A٢)) ≤ ٠ (5.1)

باشد. داشته وجود (5.1) در شده تعریف کواریانس و باشند صعودي f٢ و f١ تابع دو هرگاه

است. برقرار نیز (5.1) نابرابري باشند، نزولی f٢ و f١ توابع اگر .(1983 پروشان، و (جاج .7.1.1 نکته
11Negative quadrant dependence
12Positive quadrant dependence
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مختلفی صورت�هاي می�توانند (5.1) رابطه در f٢ و f١ توابع که است این NA وابستگی مزیت�هاي از یکی
کلیت، دادن دست از بدون می�شود. منجر مفید چندمتغیره نابرابري�هاي از بسیاري به نتیجه این و باشند داشته
هر اگر است منفی پیوندي نامتناهی، دنباله یک همچنین .A١ ∪ A٢ = {١, ٢, . . . , n} کرد فرض می�توان

باشد. منفی پیوندي آن از متناهی زیردنباله
وابستگی قبیل از منفی وابستگی دیگر نسخه�هاي براي است. وابستگی از کیفی نسخه یک NA وابستگی
وابسته و دنباله15 در شرطی کاهشی مرتب�ها14، زوج در معکوس منظم منفی13، (پایین) بالا از کنجی متعامد
گوش و ابراهیمی ،(١٩٨٠) رینوت و کارلین ،(١٩٧۵) پاتیل و جاج ،(١٩۶۶) لهمن به دنباله در منفی
از NA نسخه فقط منفی وابستگی�هاي انواع میان در کنید. مراجعه (١٩٨۵) همکاران و بلوك ،(١٩٨١)

است. برخوردار مستقل تصادفی متغیرهاي صعودي توابع ایجاد به نسبت بودن بسته مهم خاصیت
چندجمله�اي، توزیع قبیل از شناخته�شده چندمتغیره توزیع�هاي از تعدادي دادند نشان پروشان(١٩٨٣) و جاج
چندجمله�اي، و دیریکله ترکیب دیریکله17، چندمتغیره، هندسی فوق غیرمتشابه، چندجمله�اي�هاي پیچش16
رتبه�ها، توأم توزیع�هاي و جایگذاري بدون تصادفی نمونه�گیري جایگشتی18، توزیع منفی، وابسته نرمال توزیع

هستند. NA ویژگی داراي
جزئیات براي نیست. برقرار آن عکس اما هستند ND ،NA تصادفی متغیرهاي که کنید توجه .8.1.1 نکته

کرد. مراجعه (١٩٨٣) پروشان و جاج به می�توان بیش�تر

منفی پیوندي تصادفی متغیرهاي ویژگی�هاي
را آن�ها زیر در که شده�اند بیان (١٩٨٣) پروشان و جاج توسط NA تصادفی متغیرهاي براي ویژگی چند

کرده�ایم: فهرست
است. NA معادل NQD تصادفی، متغیرهاي از جفت هر براي (1)

،f٢ ،f١ توابع همچنین و {١, ٢, . . . , n} از مجزا زیرمجموعه�هاي Am ،. . . ،A٢ ،A١ کنید فرض (2)
که دارد این بر دلالت Xn ،. . . ،X٢ ،X١ بودن NA حالت این در باشند. مثبت صعودي fm ،. . .

E

m∏
i=١

fi(Xj, j ∈ Ai) ≤
m∏
i=١

Efi(Xj, j ∈ Ai).

{١, ٢, . . . , n} A٢از A١و هم از جدا زیرمجموعه�هاي براي استکه این ویژگی(٢) از بدیهی یکنتیجه (3)
نوشت می�توان ،xn ،. . . ،x٢ ،x١ حقیقی مقادیر همچنین و

P (X١ > x١, . . . , Xn > xn) ≤ P (Xi > xi, i ∈ A١)P (Xj > xj, j ∈ A٢)

P (X١ ≤ x١, . . . , Xn ≤ xn) ≤ P (Xi ≤ xi, i ∈ A١)P (Xj ≤ xj, j ∈ A٢).

13Negative upper (lower) orthant dependence
14Reverse regular of order two in pairs
15Conditionally decreasing in sequence
16Convolution
17Dirichlet
18Permutation distribution
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است. NA ،NA تصادفی متغیرهاي از بیش�تر یا دوتایی زیرمجموعه یک (4)

است. NA مستقل، تصادفی متغیرهاي از مجموعه یک (5)

،NA تصادفی متغیرهاي از مجموعه یک هم از جدا زیرمجموعه�هاي روي تعریف�شده صعودي توابع (6)
هستند. NA

است. NA ،NA تصادفی متغیرهاي از مستقل مجموعه�هاي اجتماع (7)

را NA تصادفی متغیرهاي کاربردهاي دامنه� (٧) و (۶) ویژگی�هاي .(1983 پروشان، و (جاج .9.1.1 ملاحظه
توزیع�هاي پیچش از که توزیع�هایی بودن NA بررسی براي مثال عنوان به داده�اند. گسترش توجهی قابل به�طور

هستند. NA ساده توزیع�هاي کنیم بررسی است کافی فقط آمده�اند، وجود به ساده نسبتا

است. NA جایگشتی، توزیع یک .(1983 پروشان، و (جاج .10.1.1 قضیه
{X∗

i , ١ ≤ i ≤ n} و NA تصادفی متغیر n {Xi, ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض .(2000 (شائو، .11.1.1 قضیه
صورت این در باشند، هم�توزیع ١ ≤ i ≤ n هر ∗Xبراي

i Xiو که به�طوري باشند، مستقل تصادفی متغیرهاي
ℜ روي f محدب تابع هر براي

Ef

(
n∑

i=١
Xi

)
≤ Ef

(
n∑

i=١
X∗

i

)
. (6.1)

باشد. داشته وجود آن راست سمت امیدریاضی هرگاه است، معتبر (6.1) نابرابري
آن�گاه باشد، نانزولی محدب تابع یک f اگر

Ef

(
max

١≤k≤n

n∑
i=١

Xi

)
≤ Ef

(
max

١≤k≤n

n∑
i=١

X∗
i

)
, (7.1)

باشد. داشته وجود آن راست سمت امیدریاضی که است معتبر مادامی نیز (7.1) نابرابري

مستقل تصادفی متغیرهاي براي شناخته�شده نابرابري�هاي از بسیاري دادن نشان به قادر را ما 11.1.1 قضیه
NA تصادفی متغیرهاي براي که می�کند، کولموگروف20 نمایی نابرابري و روزنتال19 ماکسیمال نابرابري مانند

هستند. برقرار نیز
شائو و (١٩٨٨) بیرکل به (مثبت) وابسته تصادفی متغیرهاي براي گشتاوري نابرابري�هاي مطالعه براي
از مطلوب�تر گشتاوري نابرابري�هاي داراي منفی وابسته دنباله می�رسد نظر به کنید. مراجعه (١٩٩۶) یو و
از دنباله�اي {Xi, n ≥ ١} اگر که کردند اثبات p ≥ ٢ براي (١٩٩۶) وانگ و سو است. مثبت وابسته دنباله

آن�گاه باشد، n هر براي E|Xn|p < ∞ و EXn = ٠ با NA تصادفی متغیرهاي

E|
n∑

i=١
Xi|p ≤ Cp


(

n∑
i=١

EX٢
i

)p/٢

+
n∑

i=١
E|Xi|p


19Rosenthal-type maximal inequality
20Kolmogorov-type exponential inequality
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است. وابسته p به فقط و است مثبت ثابت Cp آن در که
متغیرهاي از دنباله�اي {Xi, n ≥ ١} که زمانی p ≥ ٢ براي را زیر نتیجه (١٩٩٧) همکاران و شائو

کردند: ارائه است، n هر براي E|Xn|p < ∞ و EXn = ٠ با NA تصادفی

Emax
k≤n

|
k∑

i=١
Xi|p ≤ Cp

{
np/٢ max

i≤n

(
EX٢

i

)p/٢
+ nmax

i≤n
E|Xi|p

}
.

منفی پیوندي تصادفی متغیرهاي از مثال�هایی 5.1.1
باشد: برقرار می�تواند NA ویژگی زیر مثال دو براي دادند نشان (١٩٨٣) پروشان و جاج

یک داراي تنها که است چندجمله�اي توزیع داراي تصادفی برداري Z = (Z١, . . . , Zk) کنید فرض *
k∑

i=١
Zi = ١ عبارتی به هستند. صفر اعضا بقیه و می�باشد ١ با برابر Z یک فقط بنابراین است. مشاهده

آن�ها بین کواریانس پس می�کنند. پیدا کاهش یا می�مانند ثابت یا بقیه Zi یک افزایش با پس است.
که آن�جا از است. بدیهی Z براي NA ویژگی که می�شود نتیجه 6.1.1 تعریف از بنابراین است. منفی
NA به (۶) ویژگی به توجه با است، آمده وجود به مستقل جمله�هاي پیچش از عمومی چندجمله�اي

می�بریم. پی Z بودن

جایگذاري) (بدون توپ n شامل نمونه�اي بگیرید. نظر در را متمایز رنگ�هاي با توپ N شامل جعبه�اي **
یک وجود نشان�گر تابع را ،i = ١, . . . , N ،Xi تصادفی متغیرهاي و کرده انتخاب مجموعه این از
نمونه در iام رنگ با توپی اگر است Xi = ١ دیگر عبارت به کنید. تعریف نمونه در iام رنگ از توپ
موجود توپ یک فقط رنگ هر از این�که به توجه با است. Xi = ٠ این�صورت غیر در و باشد موجود
به می�باشد. NA پس است. جایگشتی توزیع داراي (X١, X٢, . . . , Xn) تصادفی بردار پس است،
k∑

i=١
Ni = N پس باشد. موجود جعبه در ،١ ≤ i ≤ k iام، رنگ از توپ Ni کنید فرض کلی، طور

مجموع عنوان به می�توان را Yi آن�گاه باشد، nتایی نمونه در iام رنگ از توپ�هایی تعداد Yi اگر است.
،(۶) ویژگی به توجه با گرفت. نظر در کردیم، تعریف قبل قسمت در که نشان�گري تصادفی متغیر Ni

هستند. NA هم Yiها

نابرابري�ها

تصادفی متغیرهاي براي را گشتاوري نابرابري�هاي می�توان ،NA تصادفی متغیرهاي (٢) ویژگی از استفاده با
کنید. مراجعه (١٩٨٣) پروشان و جاج به بیش�تر اطلاعات براي آورد. دست به NA

m ≤ k که ١ ≤ i ≤ m براي و باشند، NA مثبت تصادفی متغیرهاي Xk ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض
بنابراین .αi ≥ ٠ �باشیم داشته

µα١,α٢,...,αm ≤ µα١µα٢ . . . µαm
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خاص، طور به است. µαi
= E(Xαi

i ) و µα١,α٢,...,αm = E(X
α١
١ , X

α٢
٢ , . . . , Xαm

m ) که

E(X١, X٢, . . . , Xm) ≤
m∏
i=١

E(Xi).

تصادفی متغیر m از دیگري زیرمجموعه� هر جاي�گزین می�تواند Xm ،. . . ،X٢ ،X١ بالا، نابرابري�هاي در
باشد. Xk ،. . . ،X٢ ،X١ از شده انتخاب

منفی زبرجمعی وابستگی 6.1.1
از ضعیف�تر وابستگی نوع این که شد مطرح (٢٠٠٠) هو توسط (NSD) منفی زبرجمعی وابستگی مفهوم
ساختار دهد. نتیجه را NSD می�تواند NA که دادند نشان (٢٠٠۴) واگلاتو و کریستفیدز است. منفی پیوندي
آن از زیرا می�باشد نیز مفیدتر آن از گاهی و است منفی پیوندي ساختار از تعمیمی منفی زبرجمعی وابستگی
پایه بر NSD تصادفی متغیرهاي تعریف کرد. استفاده احتمالی مهم نابرابري�هاي آوردن دست به براي می�توان

است. شده نهاده بنا زبرجمعی توابع

داشته x,y ∈ ℜn هر براي اگر است، زبرجمعی تابع ϕ : ℜn → ℜ تابع .(1977 (کمپرمن، .12.1.1 تعریف
باشیم

ϕ(x ∨ y) + ϕ(x ∧ y) ≥ ϕ(x) + ϕ(y)

و x ∨ y = (x١ ∨ y١, . . . , xn ∨ yn) یعنی است، مولفه�اي می�نیمم ∧ و مولفه�اي ماکسیمم ∨ که
.x ∧ y = (x١ ∧ y١, . . . , xn ∧ yn)

،(١٩٧٧) کمپرمن نیست. انجام�پذیر آسانی به تابع، یک بودن زبرجمعی بررسی تعریف، این به توجه با
این زیر لم داد. نشان می�توان سادگی به را تابع یک نبودن یا بودن زبرجمعی آن توسط که کرد ارائه را روشی

می�کند. بیان را روش

با است معادل ϕ تابع بودن زبرجمعی باشد، پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتق داراي ϕ تابع اگر .13.1.1 لم
∂٢ϕ(x)

∂xi∂xj

≥ ٠ ١ ≤ i ̸= j ≤ n

براي اگر است، منفی زبرجمعی وابسته X = (X١, . . . , Xn) تصادفی بردار .(2000 (هو، .14.1.1 تعریف
باشیم داشته ϕ زبرجمعی تابع هر

E(ϕ(X١, . . . , Xn)) ≤ E(ϕ(X∗
١ , . . . , X

∗
n))

١ ≤ i ≤ n هر ∗Xبراي
i Xiو که به�طوري هستند مستقل تصادفی ∗Xمتغیرهاي

n ،. . . ،X∗
٢ ،X∗

١ آن در که
دارد. وجود رابطه این در ϕ تابع ریاضی امید و هستند هم�توزیع

وانگ از را NSD تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي و NSD تصادفی متغیرهاي دنباله از مفهومی حال
می�کنیم. معرفی (٢٠١۴) همکاران و
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،n ≥ ١ هر براي اگر می�نامیم NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي را {Xn, n ≥ ١} دنباله .15.1.1 تعریف
باشد. NSD ،(X١, . . . , Xn)

هر براي اگر می�نامیم NSD تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�اي نیز را {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} دنباله
باشد. NSD ،{Xni, i ≥ ١} ،n ≥ ١

منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي ویژگی�هاي
می�توان را زیر ویژگی چند NSD تصادفی متغیرهاي براي شده�اند. برگرفته (٢٠٠٠) هو از قسمت این نتایج

کرد: فهرست
برعکس. و هست نیز NSD باشد، NA تصادفی بردار (X,Y ) اگر (1)

از B و A هم از جدا زیرمجموعه�هاي از جفت هر براي آن�گاه باشد، NSD ،(X١, X٢ . . . , Xn) اگر (2)
داریم: حقیقی، xn ،. . . ،x٢ ،x١ هر و {١, ٢, . . . , n}

• P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢, . . . , Xm ≤ xm) ≤
m∏
i=١

P (Xi ≤ xi)

• P (X١ > x١, X٢ > x٢, . . . , Xm > xm) ≤
m∏
i=١

P (Xi > xi)

• P (Xi > xi, i ∈ A,Xj ≤ xj, j ∈ B)−
∏
i∈A

P (Xi > xi)
∏
i∈B

P (Xj ≤ xj)

≥ P (Xi > xi, i ∈ A)−
∏
i∈A

P (Xi > xi)

+ P (Xj ≤ xj, j ∈ B)−
∏
j∈B

P (Xj ≤ xj).

آن�گاه باشند، صعودي توابعی g١, . . . , gn و NSD تصادفی متغیرهاي (X١, X٢, . . . , Xn) اگر (3)
است. NSD نیز (g١(X١), . . . , gn(Xn))

براي نیز (Xπ١ , Xπ٢ , . . . , Xπn) آن�گاه باشند، NSD تصادفی متغیرهاي (X١, X٢, . . . , Xn) اگر (4)
است. NSD نیز {١, ٢, . . . , n} از π = (π١, π٢, . . . , πn) جایگشت هر

هر براي (Xi١ , Xi٢ , . . . , Xim) آن�گاه باشند، NSD تصادفی متغیرهاي ،(X١, X٢, . . . , Xn) اگر (5)
است. NSD نیز ٢ ≤ m < n ،١ ≤ i١ < i٢ < · · · < im

از مستقل و NSD تصادفی بردارهاي Z = (Z١, Z٢, . . . , Zn) و X = (X١, X٢, . . . , Xn) اگر (6)
است. NSD نیز (X١, X٢, . . . , Xn, Z١, Z٢, . . . , Zn) آن�گاه باشند، هم

از مستقل و NSD تصادفی بردارهاي Z = (Z١, Z٢, . . . , Zn) و X = (X١, X٢, . . . , Xn) اگر (7)
است. NSD نیز (X١ + Z١, X٢ + Z٢, . . . , Xn + Zn) آن�گاه باشند، هم

i ̸= j هر براي Xj و Xi و باشد NSD تصادفی متغیرهاي از تصادفی بردار (X١, X٢, . . . , Xn) اگر (8)
هستند. مستقل دوبه�دو Xn ،. . . ،X٢ ،X١ آن�گاه باشند، ناهمبسته
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منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي از مثال�هایی 7.1.1
از خانواده�اي و (٢٠٠٠) هو از را بیضوي�تراز21 توزیع�هاي پارامتري خانواده ابتدا ،NSD مفهوم درك براي
در که می�کنیم معرفی (٢٠١۵) داماسس ال و رامادان از را (FGM) فارلی-گامبل-مورگنسترن22 توزیع�هاي
شناخته�شده چندمتغیره توزیع�هاي از تعدادي که می�دهیم نشان و است، منفی پیوندي معادل NSD ویژگی آن

هستند. NSD ویژگی داراي

تابع براساس بیضوي�تراز توزیع تابع از خانواده�اي F (x,Σ) کنید فرض بیضوي�تراز). (توزیع .16.1.1 تعریف
باشد: زیر احتمال چگالی تابع با g مقدار حقیقی

f(x,Σ) = |Σ|−١/٢g(xτΣx), x ∈ ℜm. (8.1)

نشان (١٩٨٨) سمپسون و بلوك .∫∞
٠ g(t)tm/١−٢dt < ∞ که به�طوري است، بسنده g(·) این�جا در

نرمال خانواده .Σ = (σij) آن در که است، NSD ،F (x,Σ) آن�گاه ،i ̸= j هر براي ،σij ≤ ٠ اگر دادند
کواریانس ماتریس اصلی قطر از خارج عناصر اگر بنابراین است. بیضوي�تراز خانواده از نمونه�اي چندمتغیره

هستند. NSD چندمتغیره، نرمال توزیع�هاي آن�گاه باشند، نامثبت

به حاشیه�اي توزیع�هاي از FGM متغیره دو خطی نمایی توزیع�هاي خانواده .(FGM (توزیع .17.1.1 تعریف
مولفه دو شامل توزیع یک که شد معرفی مورگنسترن(١٩۵۶) توسط اصل در FGM توزیع است. آمده دست

است: زیر توأم تجمعی توزیع تابع داراي FGM توزیع می�کند. توصیف را وابسته

F (x, y) = FX(x)FY (y) [١ + λ(١ − FX(x))(١ − Fy(y))] (9.1)

= (١ − e
−(α١x+

١
٢β١x

٢)
)(١ − e

−(α٢x+
١
٢β٢y

٢)
)[١ + λe

−(α١x+α٢y+
١
٢ (β١x

٢+β٢y
٢)
]

متغیرهاي حاشیه�اي تجمعی توزیع�هاي تابع FY (y) و FX(x) و است x, y ≥ ٠ و |λ| ≤ ١ آن در که
هستند. Y و X تصادفی

می�شود: تعریف زیر صورت به (9.1) رابطه از استفاده با توزیع این توأم چگالی تابع

f(x, y) = fX(x)fY (y)[١ + λ(٢FX(x)− ٢)(١FY (y)− ١]

= (α١ + β١x)(α٢ + β٢y)e
−(α١x+α٢y+

١
٢ (β١x

٢+β٢y
٢)
)

[١ + λ(١ − ٢e
−(α١x+

١
٢β١x

٢)
)(١ − ٢e

−(α٢x+
١
٢β٢y

٢)
)]

آن در که

fX(x) = (α١ + β١x)e
−(α١x+

١
٢β١x

٢)
, FX(x) = ١ − e

−(α١x+
١
٢β١x

٢)

21Elliptically contoured distribution
22Farlie-Gumbel-Morgenstern distribution
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و

fY (y) = (α٢ + β٢y)e
−(α٢x+

١
٢β٢y

٢)
, FY (y) = ١ − e

−(α٢x+
١
٢β٢y

٢)
.

کردند: تعریف زیر F (x) توزیع تابع با را تعمیم�یافته FGM توزیع (١٩٧۵) کاتز و جانسون

F (x) =
n∏

i=١
Fi(xi)

[
١ +

∑
i<j

θij(١ − Fi(xi))(١ − Fj(xj))

]
(10.1)

چگالی تابع که می�کند مشخص طوري را چندمتغیره پارامتر فضاي Θ و است {θij.i ̸= j} ∈ Θ آن در که
θij ≤ ٠ اگر i ̸= j هر براي که دادند نشان (١٩٨٨) سمپسون و بلوك باشد. نامنفی توزیع این احتمال

است. NSD توزیع، این آن�گاه باشد،

r(x) حقیقی خط روي احتمال چگالی تابع یک .(1965 (افرون، .(232 مرتبه پولیاي (فراوانی .18.1.1 تعریف
باشیم داشته z٢ ≥ z١ و x٢ ≥ x١ براي اگر می�شود، گفته (PF٢) 2 مرتبه پولیاي فراوانی تابع r(x١∣∣∣∣∣یک − z١) r(x١ − z٢)

r(x٢ − z١) r(x٢ − z٢)

∣∣∣∣∣ ≥ ٠.

می�باشد: زیر ویژگی�هاي داراي PF٢ تابع

زد مثال می�توان را نرمال چگالی تابع خاص به�طور هستند. PF٢ احتمالی چگالی�هاي از بسیاري (1
که به�طوري

r(x) = (٢πσ٢)−١exp{−١
٢ [(x−m)/σ]٢}

است. σ > ٠ آن در که

می�گیرد. صفر مقدار فاصله از خارج و غیرصفر مقدار فاصله یک روي و است کران�دار PF٢ تابع یک (2

است. دوم و اول مشتق داراي همه�جا تقریباً همچنین و است مقعر24 لگ PF٢ تابع یک (3

صورت این در باشد. PF٢ تابع یک r(x) کنید فرض (4

rab(x) =


r(x)∫ b

a
r(z)

a ≤ x ≤ b

٠ جاها سایر
باشند. +∞ و −∞ ترتیب به می�توانند b یا a آن در که است PF٢ نیز

صورت به که آن�ها پیچش آن�گاه باشند، PF٢ توابع q(x) و r(x) کنید فرض (5

p(x) =

∫ ∞

−∞
r(t)q(x− t)dt

است. PF٢ نیز می�شود، تعریف
23Poly frequency of order 2
24Log-concave



11 وابستگی مفاهیم برخی

بلاك هستند، PF٢ خاصیت داراي منفی دوجمله�اي و گاما دوجمله�اي، پواسون، توزیع توابع که آن�جایی از
می�باشند: NSD ویژگی داراي که گرفتند نظر در را زیر چندمتغیره توزیع�هاي (١٩٨٢) همکاران و

تابع آن�گاه باشد، (p١, . . . .pn) پارامترهاي بردار با چندجمله�اي توزیع داراي X اگر (چندجمله�اي). .1
است: زیر صورت به آن احتمال

P (X١ = x, . . . , Xn = xn) =
N !

x١! . . . xn!

n∏
j=١

p
xj

j

است.
n∑

j=١
xj = N ،xj ≥ ٠ هر براي و

n∑
j=١

pj = ١ ،١ ≤ j ≤ n ،pj ≥ ٠ آن در که

مثبت صحیح پارامترهاي با هندسی فوق توزیع داراي X کنید فرض چندمتغیره). (فوق�هندسی .2
شکل به آن احتمال تابع صورت این در باشد. (N,M١, . . . ,Mn)

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn) =
n∏

j=١

(
Mj

xj

)(
M
N

)
است.

n∑
j=١

Mj = M و
n∑

j=١
xj = N ،١ ≤ j ≤ m ،xj ≥ ٠ آن در که است،

چگالی تابع داراي آن�گاه باشد، (θ١, . . . , θn) پارامترهاي با دیریکله توزیع داراي X اگر (دیریکله). .3
است زیر احتمالی

f(x) =

Γ(
n∑

j=١
θj)

n∏
j=١

Γ(θj)

n∏
j=١

x
θj−١
j

است.
n∑

j=١
xj = ١ ،xj ≥ ٠ براي و θj ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ n براي آن در که

باشد: زیر احتمال تابع داراي X کنید فرض چندجمله�اي). با دیریکله (ترکیب .4

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn) =

Γ(
n∑

j=١
θj)

Γ(N +
n∑

j=١
θj)

n∏
j=١

Γ(xj + θj)

xj!Γ(θj)

این در می�باشد. مثبت صحیح N و است
n∑

j=١
xj = N ،xj ≥ ٠ ،θj ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ n آن در که

است. چندجمله�اي با دیریکله ترکیبی توزیع داراي X صورت
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یک Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض ،n ≤ N براي جایگذاري). بدون تصادفی (نمونه�گیري .19.1.1 مثال
صورت این در باشد. xN ،. . . ،x٢ ،x١ مقادیر با متناهی جامعه یک از جایگذاري بدون تصادفی نمونه
است جایگشتی توزیع یک داراي که می�باشد، XN ،. . . ،X٢ ،X١ از زیرمجموعه یک (X١, X٢, . . . , Xn)

می�باشد. NSD همچنین و
باشد. جامعه یک از تصادفی نمونه یک Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض رتبه�ها). توأم (توزیع .20.1.1 مثال
توزیع داراي Rn ،. . . ،R٢ ،R١ صورت این در باشد، ،١ ≤ i ≤ n ،Xi از رتبه�اي Ri کنید فرض همچنین
X٢ ،R١ رتبه داراي X١ و باشیم داشته را (X١, X٢, X٣) اگر مثال عنوان به است. NSD نیز و جایگشت
X٣ آن�گاه شود عوض (X٣, X٢, X١) صورت به ترتیب زمانی�که باشد، R٣ رتبه داراي X٣ و R٢ رتبه داراي

می�شود. R٣ رتبه داراي X١ و R٢ رتبه داراي X٢ ،R١ رتبه داراي

نابرابري�ها
می�کنیم: اشاره هستند، مفید نابرابري�ها آوردن دست به در که زبرجمعی، توابع نمونه�هاي از برخی به زیر در حال

هستند: زبرجمعی زیر توابع .(٢٠٠٠ (هو، .21.1.1 لم

است. محدب و صعودي f : ℜ → ℜ آن در که ،ϕ١(x) = f(
m

max
k=١

k∑
i=١

xi) (1

ترتیبی آماره x(i) و بود صعودي g : ℜ → ℜ و ١ ≤ k ≤ m آن در که ،ϕ٢(x) =
k∑

i=١
g(x(i)) (2)

می�باشد. iام

نشان�گر تابع یک ١(−∞,t](.) و می�باشد ١ ≤ k ≤ n که ،ϕ٣(x) = −
k∑

i=١
١(−∞,t](−x(n−i+١)) (3

دارد. را 0 مقدار آن خارج در و 1 مقدار فاصله این در یعنی است. (−∞, t] مجموعه از

زبرجمعی شناسه هر در g : ℜn → ℜ که ،ϕ۴(x) = g(x١, x١ + x٢, . . . , x١ + x٢ + . . . , xn) (4
است. محدب و

بردار براي مفیدي نابرابري�هاي می�توانیم شد، گفته که مطالبی اساس بر ϕ زبرجمعی تابع صحیح انتخاب با
می�دهیم. نشان را مسأله این می�کنیم ارائه زیر در که مثالی با آوریم. به�دست است، NSD که X تصادفی

همچنین و تصادفیNSDاست بردار Xیک = (X١, X٢, . . . , Xn) فرضکنید .(2000 (هو، .22.1.1 مثال
،X∗

i
d
= Xi که به�طوري هستند مستقل مولفه�هاي با متناظر تصادفی بردار X∗ = (X∗

١ , X
∗
٢ , . . . , X

∗
n)

داریم: f صعودي و محدب تابع هر براي است. بودن هم�توزیع معناي به d
= نماد می�باشد. ،١ ≤ i ≤ n

E

[
f

(
n

max
k=١

k∑
i=١

Xi

)]
≤ E

[
f

(
n

max
k=١

k∑
i=١

X∗
i

)]
. (11.1)

NAتصادفی متغیرهاي براي را (11.1) رابطه (٢٠٠٠) شائو کنیم. استفاده ϕ = ϕ١ از می�توانیم مثال به�عنوان
جزئی) مجموع ماکسیمم (یا جزئی25 مجموع از گشتاورهایی که است شده داده نشان این�جا در کرد. اثبات نیز

25Partial sum
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این ما به (11.1) رابطه است. شده کران�دار مستقل تصادفی متغیرهاي از استفاده با NSD تصادفی متغیرهاي
نابرابري�هاي مانند مستقل تصادفی متغیرهاي براي شناخته�شده نابرابري�هاي از بسیاري تا می�دهد را امکان

دهیم. تعمیم NSD تصادفی متغیرهاي براي را روزنتال ماکسیمال

کرد. بیان می�توان زیر صورت به را NSD تصادفی متغیرهاي براي کولموگروف، نابرابري (11.1) رابطه از

و صفر میانگین با NSD تصادفی متغیرهاي Xn ،. . . ،X٢ ،X١ کنید فرض .(2000 (هو، .23.1.1 نتیجه
داریم ϵ > ٠ هر براي می�گیریم. نظر در را Sk =

k∑
i=١

Xi ،k ≥ ١ هر براي باشد. متناهی دوم گشتاور

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ϵ

)
≤ ٨

ϵ٢

n∑
i=١

V ar(Xi).

که آن�جایی از برهان.
max

١≤k≤n
|Sk| ≤ max(٠, S١, S٢, . . . , Sn) + max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn)

داریم

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ϵ

)
≤ P (max(٠, S١, S٢, . . . , Sn) >

ϵ

٢) + P (max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn) >
ϵ

٢)

≤ E[max(٠, S١, S٢, . . . , Sn)]
٢

ϵ٢

۴

+
E[max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]

٢

ϵ٢

۴
=

۴
ϵ٢{E[max(٠, S١, S٢, . . . , Sn)]

٢ + E[max(٠,−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢}

≤ ۴
ϵ٢{E[max(S١, S٢, . . . , Sn)]

٢ + E[max(−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢} (12.1)

آورد: دست به می�توان f(x) = x٢ و (11.1) از استفاده با

E

[
max

١≤k≤n
Sk

]٢
≤ E

[
max

١≤k≤n

k∑
i=١

X∗
i

]٢

≤
n∑

i=١
E(X∗

i )
٢

=
n∑

i=١
EX٢

i

=
n∑

i=١
V ar(Xi) (13.1)

می�آوریم: دست به بنابراین هستند. NSD نیز −Xn ،. . . ،−X٢ ،−X١ که میبینیم آسانی به

E[max(−S١,−S٢, . . . ,−Sn)]
٢ ≤

m∑
i=١

EX٢
i =

n∑
i=١

V ar(Xi). (14.1)
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داریم (12.1) رابطه در (14.1) و (13.1) جایگذاري با حال

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| > ϵ

)
≤ ۴

ϵ٢

{
n∑

i=١
V ar(Xi) +

n∑
i=١

V ar(Xi)

}
=

٨
ϵ٢

n∑
i=١

V ar(Xi)

می�شود. کامل برهان و

غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي 2.1
با را o(·) و O(·) غیرتصادفی ترتیب�هاي و op(·) و Op(·) تصادفی ترتیبی نمادهاي (١٩٩٨) دروارت ون

است: کرده بیان زیر صورت به احتمال در همگرایی تعریف به توجه

در را {an, n ≥ ١} ثابت�هاي از دنباله�اي و {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله یک .1.2.1 تعریف
آن�گاه ،n → ∞ وقتی اگر است، Xn = op(an) گوییم بگیرید. نظر

Xn

an

p−→ ٠.

است. احتمال در همگرایی p−→ از منظور آن در که

در را {an, n ≥ ١} ثابت�هاي از دنباله�اي و {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي از دنباله یک .2.2.1 تعریف
باشد داشته وجود n٠(ε) و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر براي اگر است، Xn = Op(an) گوییم بگیرید. نظر

باشیم داشته n > n٠(ε) مقادیر همه ازاي به به�طوري�که

P

(∣∣∣Xn

an

∣∣∣ ≤ K(ε)

)
> ١ − ε.

،bn = o(an) گوییم بگیرید. نظر در را {bn, n ≥ ١} و {an, n ≥ ثابت{١ اعداد از دنباله دو تعریف3.2.1.
هرگاه

lim
n→∞

|bn/an| = ٠.

،bn = O(an) گوییم بگیرید. نظر در را {bn, n ≥ ١} و {an, n ≥ ثابت{١ اعداد از دنباله دو تعریف4.2.1.
n ≥ N(ε) براي به�طوري�که باشند، داشته وجود N(ε) صحیح عدد و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر براي هرگاه

باشیم داشته

|bn| < K(ε)|an|.

به o(an) و O(an) ،op(an) ،Op(an) ترتیب�هاي ،c حقیقی ثابت هر براي بالا، تعاریف از استفاده با
برقراري ،Xn = Op(n

c) همچنین هستند. cano(١) و canO(١) ،canop(١) ،canOp(١) با معادل ترتیب
Xnنیست. = Op(n

c) برقراري معناي به Xnلزوماً = Op(n
c+١) اما می�دهد، نتیجه Xnرا = Op(n

c+١)



15 غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي

غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي ویژگی�هاي برخی :1.1 جدول
ترکیب عملگر جمع عملگر ضرب عملگر

Op(O(na)) = Op(n
a) o(na) + o(nb) = o(nk) o(na)o(nb) = o(na+b) 1

Op(Op(n
a)) = Op(n

a) O(na) +O(nb) = O(nk) O(na)O(nb) = O(na+b) 2
O(O(na)) = O(na) O(na) + o(nb) = O(nk) O(na)o(nb) = o(na+b) 3
O(Op(n

a)) = O(na) op(n
a) + op(n

b) = op(n
k) op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) 4
op(Op(n

a)) = op(n
a) Op(n

a) +Op(n
b) = Op(n

k) Op(n
a)Op(n

b) = Op(n
a+b) 5

o(Op(n
a)) = op(n

a) Op(n
a) + op(n

b) = Op(n
k) Op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) 6
Op(op(n

a)) = Op(n
a) Op(n

a) +O(nb) = Op(n
k) op(n

a)o(nb) = op(n
a+b) 7

O(na) + op(n
b) = Op(n

k) Op(n
a)o(nb) = op(n

a+b) 8
O(na)op(n

b) = op(n
a+b) 9

O(na)Op(n
b) = Op(n

a+b) 9

a جدول این� در است. شده اشاره غیرتصادفی و تصادفی ترتیب�هاي ویژگی�هاي از برخی به 1.1 جدول در
یکی جدول، ستون�هاي از یک هر از نمونه به�عنوان است. شده فرض k = max(a, b) و حقیقی اعدادي b و
در را ترکیب عملگر ستون از سطر سومین مثال، براي دارند. وجود مشابهی برهان بقیه براي و نموده اثبات را

بگیرید: نظر
an = O(O(na)).

داریم ،O نماد تعریف بنابر ،bn = O(na) کنیم فرض ∣∣∣∣اگر bnan
∣∣∣∣ < M. (15.1)

نوشت می�توان ،an = O(bn) به توجه با anbn∣∣∣∣حال
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
an
na

bn
na

∣∣∣∣∣∣∣ < M ′. (16.1)

نتیجه در می�باشد. O(·) تصادفی ترتیب تعریف همان این که (16.1) و (15.1) بنابر طرفی از
an = O(na).

پس cn = O(na) می�کنیم فرض جمع، ستون از هشتم سطر ∣∣∣براي cn
na

∣∣∣ < M.

صورت این در ،dn = op(n
b) کنیم فرض اگر dnnb∣∣∣∣همچنین

∣∣∣∣ < ε.

گفت می�توان ∣∣∣بنابراین en
nk

∣∣∣ = ∣∣∣∣cn + dn
nk

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ cnna
+

dn
nb

∣∣∣∣ < ∣∣∣ cnna

∣∣∣+ ∣∣∣∣dnnb

∣∣∣∣ = M + ε = M ′

که معناست بدان این و
en = cn + dn = Op(n

k).
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می�کنیم فرض نیز ضرب ستون از پنجم ستون براي
fn = Op(n

a) gn = Op(n
b).

گفت: می�توان تصادفی ترتیب�هاي تعریف به بنا طرفی ∣∣∣∣از in
na+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fn.gnna+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fnna

∣∣∣∣ . ∣∣∣gnnb

∣∣∣ < MM ′ = A

مارتینگل 3.1
تعریف بیان به سپس و می�کنیم مطرح (2005) گات از را میدان سیگما و میدان مفهوم ابتدا بخش این در

است. شده تعریف (1939) ویل توسط ابتدا مارتینگل می�پردازیم. آن ویژگی�هاي و مارتینگل

میدان یک A زیرمجموعه�هاي از گردایه�اي باشد. مجموعه یک A ∈ C کنید فرض (میدان26). .1.3.1 تعریف
اگر می�شود، نامیده

است. تهی مجموعه ⊘ که ،⊘ ∈ C الف)
،Bc ∈ C آن�گاه ،B ∈ C اگر ب)

.B ∪D ∈ C آن�گاه ،D ∈ C و B ∈ C اگر ج)
بسته اجتماع و مکمل عمل�هاي تحت که است ناتهی مجموعه�اي ،Aزیرمجموعه�هاي از میدان یک بنابراین،
مجموعه�اي میدان بنابراین است. بسته نیز اشتراك تحت آن�گاه ،(B∩D)c = Bc∪Dc چون همچنین است،
،A١, ..., An ∈ C اگر یعنی است؛ بسته زیرمجموعه�ها، از متناهی اجتماع تحت که Aاست زیرمجموعه�هاي از
صدق میدان تعریف در {⊘, A} یا A زیرمجموعه�هاي تمام از مجموعه�اي مثال، براي .

n∪
i=١

Ai ∈ C آن�گاه
می�کنند.

A زیرمجموعه�هاي از مجموعه�اي به ،A مجموعه روي بر میدان سیگما میدان27). (سیگما .2.3.1 تعریف
بماند. بسته متمم) یا اشتراك اجتماع، (مانند مجموعه�اي جبر از شمارایی تعداد انجام تحت که می�شود گفته
بود. خواهد آن از عضوي هم باز میدان، سیگما اعضاي روي بر جبرها گونه این انجام از شمارایی تعداد یعنی

(Ω,F , P ) احتمال فضاي در تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} اگر (مارتینگل). .3.3.1 تعریف
و

n ≥ ٠ هر براي و باشند F در میدان�ها سیگما از دنباله�اي {Fn, n ≥ ١}

Fn ⊂ Fn+١ (1

باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

E(|Xn|) < ∞ (3
26Field
27σ-field
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E(Xn+١|Fn) = Xn (4

است. مارتینگل یک {(Xn,Fn), n ≥ ١} دنباله آن�گاه

در باشد، A ∈ Fn اگر بنابراین است. برقرار اول شرط است بدیهی ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر
این�صورت

∫
A

Xn+١dP =

∫
A

XndP. (17.1)
آن�گاه شود، گرفته نظر در h > ١ اگر ∫اکنون

A

XndP =

∫
A

Xn+١dP = ... =

∫
A

Xn+hdP

نتیجه در .
E(Xn+h|Fn) = Xn

می�شود. برقرار زیر تساوي ،(17.1) رابطه در A = Ω جایگذاري با .
E(X١) = E(X٢) = . . .

.

کند صدق زیر شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر .( (زیرمارتینگل28 .4.3.1 تعریف
Fn ⊂ Fn+١ (1

باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

E(|Xn|) < ∞ (3

E(Xn+١|Fn) ≥ Xn (4

است. Fn با متناظر زیرمارتینگل Xn آن�گاه
A ∈ Fn هر براي ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≥
∫
A

XndP

h > ١ براي آن�گاه باشد، A = Ω اگر اکنون .
E(Xn+h|Fn) ≥ Xn

و
E(X١) ≤ E(X٢) ≤ ...

.

شرایط در Xn تصادفی متغیر اگر .( (زبرمارتینگل29 .5.3.1 تعریف
28Submartingale
29Supermartingale
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Fn ⊂ Fn+١ (1

باشد اندازه�پذیر Fn در Xn (2

E(|Xn|) < ∞ (3

E(Xn+١|Fn) ≤ Xn (4

است. Fn با متناظر زبر�مارتینگل Xn آن�گاه کند، صدق
A ∈ Fn هر براي ،Fn = σ(X١, X٢, ..., Xn) اگر نیز حالت این ∫در

A

Xn+١dP ≤
∫
A

XndP

،h > ١ براي باشد، A = Ω اگر .
E(Xn+h|Fn) ≤ Xn

و
E(X١) ≥ E(X٢) ≥ ...

.

آماره −U 4.1
F توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهاي Xn و . . . ،X٢ ،X١ کنید فرض آماره30). −U ) .1.4.1 تعریف
داشته وجود h(X١, . . . , Xn) مانند θ براي نااریب برآوردگر یک که به�طوري باشند، θ = θ(F ) پارامتر و

دیگر عبارتی به باشد.
θ = θ(F ) = E (h(X١, . . . , Xn)) m ≤ n.

به U−آماره نام به مطلوب ویژگی�هاي با نااریب برآوردگر یک θ = θ(F ) پارامتر براي (١٩۴٨) هافدینگ
کرد: معرفی زیر صورت

Un =

(
n

m

)−١ ∑
١≤i١<i٢<...,<in≤n

h (Xi١, . . . , Xim)

{١, ٢, . . . , n} مجموعه از (i١, . . . , im) موجود ترکیب (n
m

) روي ∑
١≤i١<i٢<...,in≤m

مجموع آن در که

می�گویند. U−آماره هسته h (Xi١, . . . , Xim) به است.

30−U -Statistics



٢ فصل
احتمالی و گشتاوري نابرابري�هاي

مقدمه 1.2
حل در می�توان آن�ها از بلکه دارند، کاربرد تحقیقاتی کارهاي در تنها نه احتمالی و گشتاوري نابرابري�هاي
که گشتاورهایی براي پایین یا بالا کران�هاي کردن پیدا جمله از دمی احتمال�هاي یا احتمالی مسائل از بسیاري
ممکن حد تا که شود انتخاب طوري باید مناسب نابرابري کرد. استفاده نیستند، محاسبه قابل دقیقشان مقدار
این در می�شود. اعتمادتر قابل نهایی جواب صورت این در باشد. نزدیک دلخواه احتمال یا نظر مورد گشتاور به
کنید. مراجعه (٢٠١١) باي و لین به نیز دیگر موارد براي می�کنیم. اشاره متداول نابرابري چند به ابتدا بخش
مستقل تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض .(1Cr (نابرابري .1.1.2 قضیه
باشد، E|Xi|r < ∞ ،١ ≤ i ≤ n ازاي به که باشد داشته وجود r > ٠ مثبت حقیقی عدد اگر باشند.

آن�گاه

E|
n∑

i=١
Xi|r ≤ Cr

n∑
i=١

E|Xi|r

می�کند: اختیار را زیر مقادیر Cr آن در که

Cr =

{
١ r ≤ ١
٢r−١ r ≥ ١

امید کنید فرض همچنین باشد. ℜ روي محدب تابع یک g(·) کنید فرض ینسن2). (نابرابري .2.1.2 قضیه
1Cr inquality
2Jensen inequality
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صورت این در باشند. داشته وجود g(X) و X تصادفی متغیرهاي ریاضی

g(EX) ≤ Eg(X).

x > ٠ هر براي آن�گاه باشد، E|X| < ∞ ،r > ٠ براي کنید فرض مارکف3). (نابرابري .3.1.2 قضیه

P (|X| ≥ x) ≤ E|X|r

xr
.

روزنتال ماکسیمال نابرابري 2.2
ماکسیمال نابرابري می�شود، مطرح نیز وابسته تصادفی متغیرهاي براي که گشتاوري مهم نابرابري�هاي از یکی

شد: بیان زیر صورت به استقلال حالت در (١٩٧٠) روزنتال توسط بار اولین که می�باشد روزنتال
آن�گاه باشد، تصادفی متغیرهاي مجموع Sn =

n∑
i=١

Xi و تصادفی متغیرهاي Xn ،. . . ،X٢ ،X١ اگر
،. . . ،X٢ ،X١ و ١ < p < ∞ کنید فرض می�کند. ایجاد E|Sn|p گشتاور براي کران یک روزنتال نابرابري

آن�گاه باشند، مستقل تصادفی متغیرهاي Xn

(E|Sn|p)١/p ≤ ٢p max
{
(E|x١|p + ...+ E|xn|p)١/p , E|x١|+ ...+ E|xn|

}
.

بر علاوه اگر که است صورت این به نابرابري این مورد در (١٩٧٠) روزنتال مطالعات از شناخته�شده نتیجه یک
E(Xi) = ٠ ،i ≥ ١ هر براي باشند، مستقل تصادفی Xnمتغیرهاي ،. . . ،X٢ ،X١ و ١ ≤ p < ∞ این�که

آن�گاه باشد،

آن�گاه باشند، +١ یا −١ مقادیر ϵiها ،١ ≤ i ≤ n هر ازاي به اگر .1
(E|ϵ١X١ + ...+ ϵnXn|p)١/p ≤ ٢ (E|X١ + ...+Xn|p)١/p . (1.2)

p < ٢ براي .2
(E|X١ + ...+Xn|p)١/p ≤ ٢ (E|X١|p + ...+ E|Xn|p)١/p

p > ٢ براي و
(E|X١ + ...+Xn|p)١/p ≥ ١

٢ (E|X١|p + ...+ E|Xn|p)١/p .

دارد، وجود است، وابسته p به فقط که B(p) ثابت یک آن�گاه باشد، ٢ < p < ∞ که کنید فرض ادامه در
آن�گاه ،E(Xi) = ٠ ،i ≥ ١ هر براي و باشند مستقل تصادفی Xnمتغیرهاي . . . ،X٢ ،X١ اگر )به�طوري�که

E|
n∑

i=١
xi|p
)١/p

≤ B(p)max


(

n∑
i=١

E|xi|p
)١/p

,

(
n∑

i=١
E|xi|٢

)١/٢
 (2.2)

3Markov inequality
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)و
E|

n∑
i=١

xi|p
)١/p

≥ ١
٢ max


(

n∑
i=١

|xi|p
)١/p

,

(
n∑

i=١
E|xi|٢

)١/٢
 . (3.2)

صورت به را (3.2) و (2.2) نابرابري�هاي (٢٠٠٢) شاراخمیتوف و آیبراجیموف آمده دست به نتایج به توجه با
کرد: بیان زیر کلی

E(|Sn|p) ≤ B(p)max


n∑

i=١
E|Xi|p,

(
n∑

i=١
EX٢

i

)p/٢
 .

(١٩٨۵) همکاران و جانسن توسط m ∈ N ، p = ٢m براي روزنتال نابرابري در B(p) ثابت دقیق مقدار
است: شده داده نشان زیر صورت به

E(|Sn|p) ≤
١۴/۵p
logp

max


n∑

i=١
E|Xi|p,

(
n∑

i=١
EX٢

i

)p/٢
 .

تصادفی متغیرهاي براي موجود نتایج از نمی�توان گشتاورها، کران کردن پیدا براي موارد از بسیاري در
گشتاوري و احتمال نابرابري�هاي تعمیم از باید بنابراین نیست. برقرار استقلال شرط چون برد بهره مستقل

کرد. استفاده وابسته تصادفی متغیرهاي براي
کرد: بیان زیر صورت به را NA تصادفی متغیرهاي براي ماکسیمال نابرابري یک (١٩٩۶) همکاران و سو
١ ≤ i ≤ n ،EXi = ٠ با NA تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض
p به فقط که B(p) مثبت ثابت یک آن�گاه باشد، βp = supnE|Xn|p < ∞ ،p ≥ ٢ براي اگر باشد.

نوشت می�توان صحیح n هر براي که به�طوري دارد وجود است، وابسته

E

(
max

١≤k≤n
|Sk|p

)
≤ B(p)

{
nβp + (nβ٢)

p/٢} .
این�گونه (٢٠١٣) همکاران و لیو را j−وابسته نام به وابستگی از خاصی دسته� در روزنتال نابرابري از دیگري نوع
مطلق قدر ماکسیمم S∗

n و E(|X١|p) < ∞ ،p > ٢ ازاي به و E(X١) = ٠ کنید فرض که کردند بیان
آن�گاه باشد، جزئی مجموع�هاي

E

(
max

١≤k≤n
|S∗

n|p
)

≤ n١/٢

 ٨٧p
logp

n∑
j=١

θj,٢ + ٣(p− ١/٢(١
∞∑

j=n+١
θj,p +

٢٩p
logp

|X٢|١


+ ١/p

٨٧p(p− ١/٢(١

logp

n∑
j=١

j١−١/٢/pθj,p +
٢٩p
logp

|X١|p
 .

H روي که کرد معرفی را Ê زیرخطی ریاضی امید (٢٠١۴) زانگ زیرخطی4). ریاضی (امید .1.2.2 تعریف
H و اندازه�پذیر فضاي یک (Ω,F) که است زیر مطلوب خواص با Ê : H → ℜ̄ := [−∞,∞] تابع یک

است. (Ω,F) روي تعریف�شده حقیقی توابع از خطی فضاي یک
داریم X, Y ∈ H هر براي

4Sub-linear expectations
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است. Ê[X] ≥ Ê[Y ] آن�گاه باشد، X ≥ Y اگر یکنواختی5: (1

.Ê[c] = c ثابت6: حافظ (2

صورت∞−∞+ به Ê[X]+Ê[Y ] که زمانی است، Ê[X+Y ] ≤ Ê[X]+Ê[Y ] بودن: زیرجمعی (3
نباشد. −∞+∞ یا

.λ ≥ ٠ ،Ê[λX] = λÊ[X] مثبت7: همگنی (4
می�شود. نامیده زیرخطی ریاضی امید فضاي یک (Ω,H, Ê) تعریف این در

امید تحت مستقل و منفی وابسته تصادفی متغیرهاي براي روزنتال نابرابري (٢٠١۴) زانگ همچنین
کرد: بیان زیر صورت به را زیرخطی ریاضی

تعریف و باشد (Ω,H, Ê) در تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n} می�کنیم فرض

صورت این در .S٠ = ٠ ،Sk =
k∑

i=١
Xi می�کنیم

هر براي و (Xk+١, . . . , Xn) به منفی وابسته Xk ،١ ≤ k ≤ n− ١ هر براي کنید فرض (1)
آن�گاه باشد. Ê[Xk] ≤ ٠ ،١ ≤ k ≤ n

Ê

[
|max

k≤n
Sk|p

]
≤ ٢٢−p

n∑
k=١

Ê [|Xk|p] ١ ≤ p ≤ ٢

و

Ê

[
|max

k≤n
Sk|p

]
≤ B(p)np/١−٢

n∑
k=١

Ê [|Xk|p] p ≥ ٢.

،١ ≤ k ≤ n هر براي و (Xk+١, . . . , Xn) از مستقل Xk ،١ ≤ k ≤ n− ١ هر براي کنید فرض (2)
داریم p ≥ ٢ براي آن�گاه باشد. Ê[Xk] ≤ ٠

Ê

[
|max

k≤n
Sk|p

]
≤ B(p)


n∑

k=١
Ê [|Xk|p] +

(
n∑

k=١
Ê
[
|Xk|٢])p/٢

 .

Xk+١ یا (Xk+١, . . . , Xn) به منفی Xkوابسته ،١ ≤ k ≤ n−١ هر براي کنید فرض کلی، به�طور (3)
آن�گاه باشد. (X١, . . . , Xk) به منفی وابسته

Ê

[
|max

k≤n
Sk|p

]
≤ B(p)


n∑

k=١
Ê [|Xk|p] +

(
n∑

k=١
Ê
[
|Xk|٢])p/٢

+

(
n∑

k=١
[(Ê|Xk|)− + (Ê|Xk|)+]

)p

.

}
کرد. مراجعه (2014) زانگ به می�توان زیرخطی ریاضی امید تحت وابستگی�ها مورد در بیشتر اطلاع براي
5Monotonicity
6Constant preserving
7Positive homogeneity
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زبرجمعیمنفی برايمتغیرهايتصادفیوابسته نابرابريماکسیمالروزنتال 1.2.2
حالت در و Tn =

∑
١≤i<j≤n

XiXj دوم درجه شکل براي ماکسیمال نابرابري ،(٢٠١٠) همکاران و اقبال

تصادفی متغیرهاي از دنباله یک {Xi; i ≥ ١} آن�ها در که کردند، ثابت Qnرا =
∑

١≤i<j≤n

aijXiXj کلی�تر
است. منفی زبرجمعی وابسته

زیرا باشد، نامنفی تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} می�کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون
و |X| = X+ +X− از استفاده با آن�گاه شود، حذف تصادفی متغیرهاي بودن نامنفی فرض اگر

|Tn| ≤
∑

١≤i<j≤n

|XiXj| =
∑

١≤i<j≤n

|Xi||Xj|

=
∑

١≤i<j≤n

X+
i X

+
j +

∑
١≤i<j≤n

X+
i X

−
j +

∑
١≤i<j≤n

X−
i X

−
j +

∑
١≤i<j≤n

X−
i X

+
j

.X− = max{٠,−X} و X+ = max{X, ٠} که به�طوري است، معتبر ما نتایج همه

با منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي از نامنفی دنباله�اي {Xi; i ≥ ١} کنید فرض .2.2.2 قضیه
ε > ٠ هر براي آن�گاه باشد، r > ١ و i ≥ ١ هر براي E(Xr

i ) < ∞

P

[
max

٢≤k≤n
Tk > ε

]
≤ C

(
r

ε(r − ١)

)r
(

n∑
i=٢

E(Xr
j )

j−١∑
i=١

E(Xr
i )

)
.

کرد بیان زیر صورت به NA تصادفی متغیرهاي براي را روزنتال ماکسیمال نابرابري ،(٢٠٠٠) شائو

میانگین با NA تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n} و p ≥ ١ کنید فرض .3.2.2 قضیه
مستقل تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {X∗

i , ١ ≤ i ≤ n} و ١ ≤ i ≤ n هر براي E|Xi|p < ∞ و صفر
گفت می�توان n ≥ ١ هر براي آن�گاه هستند. هم�توزیع ١ ≤ i ≤ n هر براي Xi و X∗

i که به�طوري باشند

E|
n∑

i=١
Xi|p ≤ E|

n∑
i=١

X∗
i |p

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢E|
n∑

i=١
X∗

i |p

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢٣−p
n∑

i=١
E|Xi|p ١ ≤ p ≤ ٢

و

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢
(

١۵p
lnp

)p
 n∑

i=١
E|Xi|p +

(
n∑

i=١
EX٢

i

)p/٢
 p > ٢.

کردند بیان NSD تصادفی متغیرهاي براي را روزنتال ماکسیمال نابرابري نیز (٢٠١۴) همکاران و وانگ
می�کنیم. اثبات و بیان زیر قضیه قالب در را آن ما که
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با NSD تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n}،p > ١ براي کنید فرض .4.2.2 قضیه
باشد مستقل تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {X∗

i , ١ ≤ i ≤ n} و باشد i ≥ ١ هر براي E|Xi|p < ∞
نوشت می�توان n ≥ ١ هر براي آن�گاه هستند. هم�توزیع i ≥ ١ هر براي Xi و X∗

i که به�طوري

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢E|
n∑

i=١
X∗

i |p

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢٣−p
n∑

i=١
E|Xi|p ١ ≤ p ≤ ٢

و

E

(
max

١≤k≤n
|

k∑
i=١

Xi|p
)

≤ ٢
(

١۵p
lnp

)p
 n∑

i=١
E|Xi|p +

(
n∑

i=١
EX٢

i

)p/٢
 p > ٢.

می�دهیم نشان ابتدا برهان.

E|
k∑

i=١
Xi|p ≤ E|

k∑
i=١

X∗
i |p.

یک ϕ(x١, x٢, . . . , xi, xj, . . . , xn) =
∣∣ n∑
i=١

xi

∣∣p ،p ≥ ٠ براي کنیم ثابت است کافی فقط این�جا در
داریم می�گیریم. مشتق xi به نسبت ϕ تابع از ابتدا است. منفی زبرجمعی تابع

∂|(x١ + x٢ + · · ·+ xi + · · ·+ xn)|p

∂xi

= p

n∑
i=١

xi

|
n∑

i=١
xi|

|
n∑

i=١
xi|p−١ = p(

n∑
i=١

xi)(|
n∑

i=١
xi|)p−٢.

می�شود نتیجه و می�گیریم xj به نسبت را دوم مشتق بار این

∂p(
n∑

i=١
xi)(|

n∑
i=١

xi|)p−٢

∂xj

= p

(|
n∑

i=١
xi|p−٢) + (p− ٢)

(
n∑

i=١
xi)

٢

|
n∑

i=١
xi|

|
n∑

i=١
xi|p−٣


= p

(
(|

n∑
i=١

xi|p−٢) + (p− ٢)(
n∑

i=١
xi)

٢|
n∑

i=١
xi|p−۴

)
.

داریم آخر در

∂٢ϕ(x)

∂xi∂xj

= p

(
(|

n∑
i=١

xi|p−٢) + (p− ٢)(
n∑

i=١
xi)

٢|
n∑

i=١
xi|p−۴

)
≥ ٠.

هو در 3.2.2 قضیه برهان مشابه استدلالی با حال است. منفی زبرجمعی ϕ تابع ،13.1.1 لم طبق بنابراین
می�شود. کامل قضیه برهان (٢٠٠٠)
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کولموگروف نمایی نابرابري 3.2
کولموگروف نمایی نابرابري مانند نابرابري�ها این از برخی است. احتمال در نابرابري�ها از شکل بهترین نمایی نرخ
متغیرهاي براي کولموگروف(١٩۶٣) می�شود. استفاده آن�ها از احتمال و آمار در اغلب و شده شناخته خوبی به
کرد: ارائه را زیر نابرابري ٠ ≤ p ≤ ١ پارامتر با برنولی توزیع از . . . ،X٢ ،X١ هم�توزیع و مستقل تصادفی

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε١)٢ − ε)

} (4.2)

است. ε > ٠ و X̄k =
١
k

k∑
i=١

Xi آن در که
نابرابري این اثبات یافت. (١٩۶٣) هافدینگ در می�توان را نابرابري این به مربوط نتایج و تعمیم تکمیل،
براي زیر شکل به را نابرابري این (١٩٨٧) همکاران و یانگ است. شده ارایه (١٩٨۴) بانجویس توسط

کردند: ساده ٠ ≤ p ≤ ١ و ٠ ≤ ε ≤ ١

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ ٢ exp

{
−٢nε٢} .

(١٩٩۵) همکاران و تورنر است، برنولی تصادفی متغیرهاي از حسابی میانگین یک U−آماره خاصکه حالت در
آن�گاه ،n ≥ ٠ و p+ ε <

١
٢ یا p ≥ ١

٢ ،٠ < p+ ε < ١ اگر ε > ٠ هر براي دادند نشان

P

(
sup
k≥n

|X̄k − p| ≥ ε

)
≤ (١ − ٢ε)nε+١)١/٢ + ٢ε)nε+١/٢.

نه اما مستقل برنولی تصادفی متغیرهاي براي کولموگروف نابرابري دو قضیه یک از استفاده با قسمت این در
می�کنیم. ارائه هم�توزیع لزوماً

با برنولی مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Yi, i ≥ ١} کنید فرض .(٢٠٠٧ (مائوریکو، .1.3.2 قضیه
آن�گاه باشد، Ȳ =

١
k

k∑
i=١

Yi و p̄ =
١
k

k∑
i=١

pi کنید فرض همچنین و است E(Yi) = pi

نوشت می�توان p̄k ≥ ١
٢ +

١
٣ε یا p̄k + ε <

١
٢ و ε < ١

٢ هر براي (1

P

[
sup
k≥n

(Ȳk − p̄k) > ε

]
≤
(

١ − ۴ε٢)n٢ n ≥ ٠.

گفت می�توان p̄k < ١
٢ یا p̄k + ε >

١
٢ و ε < ١ هر براي (2

P

[
sup
k≥n

(Ȳk − p̄k) > ε

]
≤ exp{−n(٢ε٢ +

١
٣ε۴ exp{ε

٢

۴ })} n ≥ ٠.

تحت (١٩٩۵) همکاران و تورنر اصلی قضیه به نسبت واضح�تري کران�هاي 1.3.2 قضیه .2.3.2 ملاحظه
است. کرده ارائه ε و p̄ محدودیت�هاي
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کولموگروف نابرابري از تعمیمی
می�کنیم. بیان را (١٩٩۵) همکاران و تورنر از مقدماتی لم دو ابتدا اصلی، نتیجه اثبات شروع از قبل

مولد تابع که طوري به باشند، مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn;n ≥ ١} کنید فرض .3.3.2 لم
وجود t > ٠ اگر است. ε ≥ ٠ کنید فرض همچنین و باشد موجود i ≥ ١ براي ϕi(t) = E[etXi ] گشتاور

آن�گاه ،E [et(Xi−ε)
]
≤ ١ باشیم داشته i هر براي که به�طوري باشد داشته

P

(
sup
k≥n

X̄k ≥ ε

)
≤ e−tnε

n∏
i=١

ϕi(t).

کنید فرض همچنین و ٠ ≤ p ≤ ١ ،p میانگین داراي برنولی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .4.3.2 لم
داریم t ≥ ٠ براي آن�گاه است. Z = X − p

E [exp(tZ)] ≤ exp(t٢/٨).

تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي جزئی مجموع براي کولموگروف نابرابري مورد در که را اصلی قضیه حال
می�دهیم. ارائه پارامترها، براي محدودیت بدون برنولی،

مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi, i ≥ ١} کنید فرض .(١٩٩۵ همکاران، و (تورنر .5.3.2 قضیه
X̄k =

١
k

k∑
i=١

Xi کنید فرض هم�چنین باشد. ٠ ≤ pi ≤ ١ با pi پارامتر Xiداراي که طوري به باشد برنولی

داریم ،n ≥ ٠ مثبت عدد هر و ε ≥ ٠ ثابت هر براي آن�گاه است. p̄k = ١
k

k∑
i=١

pi و

P

(
sup
k≥n

(X̄k − p̄k) ≥ ε

)
≤ exp{−٢nε٢}.

باشد. n ≥ ١ و ε > ٠ می�کنیم فرض بنابراین است، بدیهی نتیجه باشد n = ٠ یا ε = ٠ اگر برهان.
داریم ٠ ≤ t ≤ ٨ε هر براي 4.3.2 و 3.3.2 لم�هاي از آن�گاه می�گیریم. نظر در را Zi = Xi − pi همچنین

P

(
sup
k≥n

(X̄k − p̄k) ≥ ε

)
≤ exp{−ntε}

n∏
i=١

E [exp{tZi}]

≤ exp{(−ntε) + nt٢/٨}.

کمترین به t = ۴ε در g(t) آن�گاه باشد، g(t) = n{(−tε) + t٢/٨} و ٠ ≤ t ≤ ٨ε می�کنیم فرض
زیرا می�رسد. خود مقدار

g
′
(t) = n(−ε+

٢t
٨ ) = n(−ε+

t

۴) = ٠.

پس می�کند. کمینه را g(t) ،t = ۴ε بنابراین است، مثبت g′′(t) = n

۴ دوم مشتق چون و

P

(
sup
k≥n

(X̄k − p̄k) ≥ ε

)
≤ exp{−٢nε٢}

می�شود. کامل برهان و
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زبرجمعیمنفی وابسته متغیرهايتصادفی براي نماییکولموگروف نابرابري 1.3.2
دوم درجه صورت�هاي از برخی براي را کولموگروف نابرابري (٢٠١١) همکاران و اقبال

Tn =
∑

١≤i<j≤n

XiXj

وزنی دوم درجه صورت�هاي و
Qn =

∑
١≤i<j≤n

aijXiXj

به�طور که است NSD تصادفی متغیرهاي از نامنفی دنباله�اي {Xi, i ≥ ١} آن�ها در که آوردند دست به
است. نامنفی حقیقی اعداد از آرایه یک {aij : ١ ≤ i < j ≤ n} و هستند کران�دار یکنواخت

نامنفی تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi, i ≥ ١} کنید فرض .(2011 همکاران، و (اقبال .6.3.2 قضیه
گفت می�توان x > ٠ هر براي آن�گاه باشد. ،١ ≤ i ≤ n براي ،P (a ≤ Xi ≤ b) = ١ با NSD

(i)

P (Tn − E(Tn) ≥ x) ≤ exp

{
−٢(x− An)

٢

Bn

}

.Bn =
n(n− ٢)(١n− ١)b٢(b− a)٢

۶ و An =
n(n− ١)b(b− a)

٢ آن در که

(ii)

P (Tn − E(Tn) ≤ −x) ≤ exp

−

(
n
٢
)
(b٢ − x+

n∑
i=٣

ai − a٢(٢

٢
n∑

i=٣
(σ٢

i + a٢
i )


.σ٢

i = (i− ٢(١b٢(b٢ − a٢) و ai = (i− ١)b(b− a) آن در که

{Tn − E(Tn), n ≥ ٢} دنباله براي کامل همگرایی نرخ یک می�توانیم قضیه، این از کاربردي به�عنوان
آوریم: دست به زیر صورت به

که به�طوري باشد، مثبت حقیقی اعداد از نانزولی دنباله�اي {γn, n ≥ ١} کنید فرض .7.3.2 نتیجه
α >

٣
٢ هر و x > ٠ هر براي ،(٠ < C < ∞). آن در که xγn − An = Cnα و n → ∞ ،γn → ∞

نوشت می�توان

lim
n→∞

١
γn

(Tn − E(Tn))
c.−→ ٠

آن�گاه ، γn =
(
n
٢
) اگر خاص به�طور است. کامل همگرایی c.−→ از منظور آن در که

lim
n→∞

١(
n
٢
)(Tn − E(Tn))

c.−→ ٠.
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{aij, ١ ≤ i < j ≤ n} که Qn وزنی دوم درجه صورت�هاي براي زیر قضیه در را مشابه نتایج ما حال
می�دهیم. توضیح است، نامنفی حقیقی اعداد از آرایه یک

و NSD نامنفی تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xi, i ≥ ١} کنید فرض .8.3.2 قضیه
x > ٠ هر براي صورت این در باشد. نامنفی حقیقی اعداد از آرایه یک {aij, ١ ≤ i < j ≤ n}

(i)

P (Qn − E(Qn) ≥ x) ≤ exp

{
−٢(x− Cn)

٢

Dn

}

.Dn = b٢(b− a)٢
n∑

j=٢
(

j−١∑
i=١

aij)
٢ و Cn = b(b− a)

n∑
j=٢

j−١∑
i=١

aij آن در که

(ii)

P (Qn − E(Qn) ≤ −x) ≤ exp

−

(b٢
∑

١≤i<j≤n

aij − x+
n∑

i=٣
ci − a١٢a

٢(٢

٢
n∑

i=٣
(σ٢

i + c٢
i )


.σ٢

i = b٢(
i−١∑
j=١

aij)
٢(b٢ − a٢) و ci = b(b− a)

i−١∑
j=١

aij آن در که

این ادامه در است. کرده اثبات NA تصادفی متغیرهاي براي را کولموگروف نمایی نابرابري (2000) شائو
11.3.2 قضیه قالب در NSD تصادفی متغیرهاي به NA تصادفی متغیرهاي تعمیم از استفاده با را نابرابري

می�کنیم. اثبات و بیان
می�پردازیم. قضیه اثبات در گرفتن کمک براي (٢٠٠٠) شائو از لم دو بیان به ابتدا

٠ < α < ١ هر براي آن�گاه باشد، نامنفی زبرمارتینگل {Ti, ١ ≤ i ≤ n} اگر .(2000 (شائو، .9.3.2 لم
گفت می�توان

E max
١≤i≤n

Tα
i ≤ (ET١)

α

(١ − α)
.

داریم x ≥ ٠ هر براي .(2000 (شائو، .10.3.2 لم

ln(١ + x) ≥ x

١ + x
+

x٢

١)٢ + x)٢

(
١ +

٢
٣ ln(١ + x)

)
.

و صفر میانگین با NSD تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {Xi, ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض .11.3.2 قضیه
در .Bn =

n∑
i=١

EX٢
i و Sk =

k∑
i=١

Xi می�کنیم تعریف ،n ≥ ١ هر براي همچنین باشند. متناهی واریانس
نوشت می�توان ٠ < α < ١ و n ≥ ١ ،x > ٠, a > ٠ هر براي صورت این

P

(
max

١≤k≤n
Sk ≥ x

)
≤ P

(
max

١≤k≤n
Xk ≥ a

)
(5.2)

+
١

١ − α
exp

{
− x٢α

٢(ax+Bn)
.

(
١ +

٢
٣ ln

(
١ +

ax

Bn

))}
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و

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| ≥ a

)
(6.2)

+
٢

١ − α
exp

{
− x٢α

٢(ax+Bn)
.

(
١ +

٢
٣ ln

(
١ +

ax

Bn

))}
.

گرفت نتیجه می�توان ویژه به

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| ≥ a

)
(7.2)

+ ۴ exp

{
− x٢

٨Bn

}
+ ۴

(
Bn

xa+Bn

) x
١٢a

.

کافی فقط اول قسمت براي بنابراین می�شود. گرفته نتیجه (5.2) نابرابري از مستقیماً (6.2) نابرابري برهان.
کنیم. اثبات را (5.2) نابرابري است

می�کنیم فرض

t = a−١ ln(١ + xa/Bn), S̃i =
i∑

j=١
min(Xj, a), Ui =

i∑
j=١

Yj, ١ ≤ i ≤ n (8.2)

هر براي min(Xi, a) و Yi به�طوري�که هستند مستقل تصادفی متغیرهاي Yn ،. . . ،Y٢ ،Y١ آن در که
تصادفی متغیرهاي از مجموعه�اي {min(Xi, a), ١ ≤ i ≤ n} که آن�جا از هستند. هم�توزیع ١ ≤ i ≤ n

متغیرهاي براي هم و NA تصادفی متغیرهاي براي هم که (11.1) رابطه از استفاده با بنابراین هستند، NSD
آوریم دست به می�توانیم است، برقرار NSD تصادفی

P (max
١≤i≤n

Si ≥ x) ≤ P (max
١≤i≤n

Xi > a) + P (max
١≤i≤n

S̃i ≥ X)

≤ P (max
١≤i≤n

Xi > a) + e−tαxEexp{tα max
١≤i≤n

S̃i}

≤ P (max
١≤i≤n

Xi > a) + e−tαxE exp{tα max
١≤i≤n

Ui}. (9.2)

می�دهیم قرار
J١ = e−tαxE exp{tα max

١≤i≤n
Ui}, Ti = exp{tUi − (eta − ١ − ta)a−٢Bi}.

بنابراین می�باشد. tYi ≤ ta و EYi ≤ ٠ و است ℜ روي x از ناکاهشی تابعی (e
x − ١ − x)

x٢ که کنید توجه

EetYi = ١ + tEYi + E

(
(etyi − ١ − tYi)

Y ٢
i

Y ٢
i

)
≤ ١ + (eta − ١ − ta)a−٢EY ٢

i = ١ + (eta − ١ − ta)a−٢EX٢
i

≤ exp{(eta − ١ − ta)a−٢EX٢
i }.
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یک {Ti, ١ ≤ i ≤ n} همچنین است. شده گرفته نتیجه ١ +x < ex رابطه از فوق نابرابري در آخر عبارت
نوشت می�توان 10.3.2 لم از استفاده با است. زبرمارتینگل

(xa+Bn)a
−٢ln(١ + xa/Bn)− x/a

≥ (xa+Bn)a
−٢
(

xa

xa+Bn

+
(xa)٢

٢(xa+Bn)٢

(
١ +

٢
٣ ln(١ + xa/Bn)

))
− x/a

=
x٢

٢(xa+Bn)

(
١ +

٢
٣ ln(١ + xa/Bn)

)
داریم ،(8.2) رابطه و 9.3.2 لم از استفاده با بنابراین

J١ = e−tαxE{max
١≤i≤n

Tie
(eta−١−ta)a−٢Bi}α

≤ exp{−tαx+ α(eta − ١ − ta)a−٢Bn}E{max
١≤i≤n

Ti}α

≤ (١ − α)−١ exp{−tαx+ α(e−ta − ١ − ta)a−٢Bn}

= (١ − α)−١ exp{−α(a−١x ln(١ + xa/Bn)

− (xa/Bn − ln(١ + xa/Bn))a
−٢Bn)}

= (١ − α)−١exp{−α((xa+Bn)a
−٢ ln(١ + xa/Bn)− x/a)}

≤ (١ − α)−١ exp

(
− αx٢

٢(xa+Bn)

(
١ +

٢
٣ ln(١ + xa/Bn)

))
. (10.2)

گرفتن نظر در و α =
١
٢ گرفتن با (7.2) نابرابري می�رسیم. (5.2) نابرابري به (9.2) در (10.2) دادن قرار با

داریم می�شود. نتیجه (6.2) از است، Bn > xa یا Bn ≤ xa این�که

۴ exp

{
− x٢

۴(ax+Bn)

(
١ +

٢
٣ ln(١ +

ax

Bn

)

)}
≤ ۴ exp

{
− x٢

۴(ax+Bn)

(
٢
٣ ln(١ +

ax

Bn

)

)}

= ۴ exp

ln(١ +
ax

Bn

)
−

٢
٣

x٢

۴(ax+Bn)


ax ≥ Bn که زمانی

۴(Bn + ax

Bn

)
−

٢
٣

x٢

۴(٢ax) = ۴( Bn

ax+Bn

)

x

١٢a (11.2)

ax < Bn که زمانی
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٢ax < ax+Bn < ٢Bn آنگاه باشد ax < Bn اگر

۴ exp{− ١
۴(ax+Bn)

} ≤ ۴ exp{− ١
۴(٢Bn)

}

= ۴ exp{− ١
٨Bn

}

≤ ۴ exp{− x٢

٨Bn

} (12.2)

می�شود. کامل برهان و رسید (7.2) نابرابري به می�توان (6.2) نابرابري در (12.2) و (11.2) روابط جایگذاري با





٣ فصل
متغیرهاي از سطري آرایه�هاي کامل همگرایی

تصادفی

مقدمه 1.3
همگرایی�هاي مورد در مطالعه براي کنیم. بیان را آن�ها بین رابطه� و تعریف را همگرایی نوع دو است لازم ابتدا در

کنید. مراجعه (٢٠٠۵) گات به همگرایی�ها انواع بین روابط و دیگر

متغیرهاي به احتمال در {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله احتمال1). در (همگرایی .1.1.3 تعریف
باشیم داشته n → ∞ وقتی ،ε > ٠ هر براي هرگاه همگراست، X تصادفی

lim
n→∞

P (|Xn −X| < ε) = ١ (1.3)

می�دهیم. نشان Xn
p−→ X نماد با را آن که

متغیر به همگرا همه�جا تقریباً صورت به را {Xn, n ≥ ١} دنباله همه�جا2). تقریباً (همگرایی .2.1.3 تعریف
آن�گاه n → ∞ وقتی است، X تصادفی

P{ω ∈ Ω : Xn(ω) → X(ω), n → ∞} = ١

1Convergence in probability
2Almost surely
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یا

P{ω ∈ Ω : Xn(ω) ↛ X(ω), n → ∞} = ٠.

می�دهیم. نشان Xn
a.s.−−→ X نماد با را همگرایی این

هر ازاي به هرگاه است، X تصادفی متغیر به همگرا3 کامل به�طور {Xn, n ≥ ١} دنباله .3.1.3 تعریف
باشیم داشته ،n → ∞ وقتی ε > ٠

∞∑
n=١

P (|Xn −X| > ε) < ∞

می�دهیم. نشان Xn
c.−→ X نماد با که

Ω از اندازه�پذیر زیرمجموعه�هاي که باشد پیشامدها از دنباله�اي {An, n ≥ ١} کنید فرض .4.1.3 تعریف
تعاریف از استفاده با هستند.

A∗ = lim inf
n→∞

An =
∞∪
n=١

∞∩
m=n

Am و A∗ = lim sup
n→∞

An =
∞∩
n=١

∞∪
m=n

Am

است.
∞∩

m=n

Am به متعلق nیک حداقل ازاي به ω آن�گاه باشد، lim inf
n→∞

An مجموعه�ي به متعلق ω ∈ Ω اگر
دهد، رخ n زمان در که باشد پیشامدي An اگر خاص، به�طور است. ω ∈ Am ،m ≥ n براي دیگر عبارت به
اگر مشابه به�طور نمی�افتند. اتفاق هرگز خاصیت این در nها برخی که است معنی این به lim inf

n→∞
An آن�گاه

که است،
∞∪

m=n

Am به متعلق n ≥ ١ همه ازاي به ω آن�گاه باشد، lim sup
n→∞

An مجموعه� به متعلق ω ∈ Ω

است ω ∈ Am که به�طوري می�باشد، m ≥ n همیشه زیرا می�کنیم انتخاب بزرگ چقدر را n ما نیست مهم
صورت به مسئله این بیان براي مناسب راه یک است. ω ∈ Am ،m مقادیر از بی�نهایت براي معادل به�طور یا

و باشند داشته وجود هم�زمان پایینی و بالایی حدود اگر که معنی این به است، 4i.o. نماد از استفاده

A = A∗ = A∗ = lim
n→∞

An

نشان ω ∈ {An; i.o.} نماد با را آن که می�دهد رخ بار بی�نهایت An اگر فقط و اگر ω ∈ A∗ آن�گاه
می�دهند.

،
∞∑
n=١

P (An) < ∞ و پیشامدهايΩباشد از دنباله�اي {An, n ≥ ١} اگر بورل-کانتلی5). اول (لم .5.1.3 لم
آن�گاه

P (An; i.o.) = ٠.
3Complete convergence
4Infinitely often
5Borel-kantly
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نوشت می�توان برهان.

P (An; i.o.) = P (lim sup
n→∞

An) = P (
∞∩

m=١

∞∪
n=m

Am) ≤ P (
∞∪

n=m

An)

≤
∞∑

n=m

P (An) m → ∞−−−−−→ lim
m→∞

P (Am) = ٠.

هنگامی�که آن�گاه باشد، ثابت عدد یک C و باشند مستقل تصادفی متغیرهاي . . . ،X٢ ،X١ اگر .6.1.3 قضیه
.Xn

a.s.−−→ C اگر فقط و اگر Xn
c.−→ C ،n → ∞

نتیجه بورل-کانتلی اول لم بنابر و هستند مستقل هم از نیز Xn − C پس مستقل�اند ها Xn چون برهان.
می�گیریم

∞∑
n=١

P (|Xn − C| > ε) < ∞.

می�شود. کامل برهان و P (|Xn − C| > ε i.o) = ٠ بنابراین

(١٩٩٨) همکاران و هو توسط ابتدا مستقل، تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي از کامل همگرایی قضیه
کروگلو توسط صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي براي کامل همگرایی نتیجه شد. مطرح
و منفی وابسته تصادفی متغیرهاي به جزئی صورت به نتیجه این است. آمده به�دست (٢٠٠۶) همکاران و
تعمیم (٢٠١١) همکاران و دهوا و (٢٠٠٧) همکاران و چن توسط صفر میانگین با منفی وابسته همچنین

است. شده داده
مستقل تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�هاي براي کامل همگرایی قضیه (٢٠٠۵) همکاران و سانگ
صورت به است، مثبت صحیح اعداد از دنباله�اي {kn, n ≥ ١} آن در که را {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١}

آوردند. �دست به زیر

و تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه یک {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض .7.1.3 قضیه
باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض همچنین باشند. نامنفی ثابت�هاي از دنباله�اي {an, n ≥ ١}

ε > ٠ هر براي (1
∞∑
n=١

an

kn∑
i=١

P (|Xni| > ε) < ∞.

که طوري به باشند، داشته وجود δ > ٠ و J ≥ ٢ (2
∞∑
n=١

an

(
kn∑
i=١

E(X٢
niI(|Xni| ≤ δ))

)J

< ∞. (2.3)
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باشیم داشته n → ∞ وقتی اگر (3
kn∑
i=١

E(XniI (|Xni| ≤ δ)) → ٠.

ε > ٠ هر براي آن�گاه
∞∑
n=١

anP

(∣∣∣ kn∑
i=١

Xni

∣∣∣ > ε

)
< ∞.

این می�کنیم، اشاره آن به دنباله� براي که اولیه�اي شرایط بر علاوه فصل این در ما اساسی فرضیات از یکی
را تصادفی غلبه مفهوم است لازم بنابراین باشد. داشته تصادفی6 غلبه دنباله این بر X تصادفی متغیر که است

کنیم. بیان این�جا در
تصادفی غلبه تصادفی متغیرهاي از {Xn, n ≥ ١} دنباله بر X تصادفی متغیر .(2006 (وو، .8.1.3 تعریف

باشیم داشته n ≥ ١ و x ≥ ٠ هر براي که به�طوري باشد داشته وجود C مثبت ثابت یک اگر دارد،

P (|Xn| > x) ≤ CP (|X| > x) .

غلبه است تصادفی متغیرهاي از آرایه�اي که {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} بر X تصادفی متغیر مشابه به�طور
داشته n ≥ ١ و i ≥ ١ ،x ≥ ٠ هر براي که به�طوري باشد داشته وجود C مثبت ثابت یک اگر دارد، تصادفی

باشیم

P (|Xni| > x) ≤ CP (|X| > x) .

باشند: زیر چگالی توابع داراي ترتیب به Y و X تصادفی متغیرهاي کنید فرض .9.1.3 مثال

fX(x) =
١√

٢πσ٢
١

e
−
(X − µ١)

٢

٢σ٢
١ , fY (y) =

١√
٢πσ٢

٢

e
−
(Y − µ٢)

٢

٢σ٢
٢ .

شرایط اگر �صورت، این در
µ١ > µ٢ (i

σ٢
١ ≤ σ٢

٢ (ii
دارد. تصادفی غلبه Y بر X آن�گاه باشند، برقرار

متغیرهاي از آرایه�اي که {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} بر X تصادفی متغیر کنید فرض .(2006 (وو، .10.1.3 لم
هستند: برقرار زیر جمله دو b > ٠ و α > ٠ هر براي دارد. تصادفی غلبه است، تصادفی

E|Xni|αI (|Xni| ≤ b) ≤ C١ [E|X|αI (|Xni| ≤ b) + bαP (|X| > b)]

E|Xni|αI (|Xni| > b) ≤ C٢E|X|αI (|X| ≤ b)

هستند. مثبت ثابت�هاي C٢ و C١ آن�ها در که
6Stochastic domination
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وابسته تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�هاي کامل همگرایی 2.3
منفی زبرجمعی

،NA تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي براي را کامل همگرایی قضیه (٢٠٠٧) همکاران و چن اخیرا
صحیح اعداد از دنباله�اي {an, n ≥ ١} آن در که آورده�اند، دست به {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١}

. lim
n→∞

kn = ∞ و است مثبت
با NA تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�اي {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض .1.2.3 قضیه

باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض باشند. مثبت ثابت اعداد از دنباله�اي {an, n ≥ ١} و صفر میانگین
ε > ٠ هر براي (1

∞∑
n=١

an

kn∑
i=١

P (|Xni| > ε) < ∞. (3.3)

که طوري به باشد، داشته وجود J ≥ ١ (2
∞∑
n=١

an

(
kn∑
i=١

EX٢
ni

)J

< ∞. (4.3)

باشیم داشته n → ∞ وقتی اگر (3
kn∑
i=١

EX٢
ni → ٠

ε > ٠ هر براي آن�گاه
∞∑
n=١

anP

(
max

١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

Xni

∣∣∣ > ε

)J

< ∞. (5.3)

گسترش و تعمیم NSD تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي به را 1.2.3 قضیه (٢٠١۴) همکاران و وانگ
می�کنیم. اثبات و بیان را آن ابتدا که داریم نیاز (٢٠١۴) همکاران و وانگ از لم یک به آن اثبات براي ولی دادند
دوم گشتاور و صفر میانگین با NSD تصادفی متغیرهاي از دنباله�اي {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .2.2.3 لم
هر براي آن�گاه باشد. Bn =

n∑
i=١

EX٢
i و Sn =

n∑
i=١

Xi می�گیریم نظر در n ≥ ١ هر براي باشد. متناهی
داریم ،n ≥ ١ و y > ٠ ،x > ٠

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| ≥ y

)
+ ٨

(
٢Bn

٣xy

)x/١٢y
. (6.3)

نوشت می�توان ،11.3.2 قضیه در کولموگروف نابرابري از استفاده با برهان.

P

(
max

١≤k≤n
|Sk| ≥ x

)
≤ ٢P

(
max

١≤k≤n
|Xk| ≥ y

)
+ ۴ exp

{
− x٢

٨Bn

}
+ ۴ exp

{
− Bn

(xy +Bn)

}x/١٢y
.
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می�شود نتیجه بگیریم، فاکتور را x/١٢y عبارت
{

x٢

٨Bn

}
از اگر

exp

{
− x٢

٨Bn

}
=

[
exp

{
− ٣xy

٢Bn

}]x/١٢y
.

n ≥ ١ و y > ٠ ،x > ٠ هر براي ،e−x ≤ ١
(١ + x)

≤ ١
x
که آن�جا از و می�گیریم لگاریتم عبارت این از

داریم

exp

{
− x٢

٨Bn

}
=

[
exp

{
− ٣xy

٢Bn

}]x/١٢y
≤
(
− ٣xy

٢Bn

)x/١٢y
.

می�شود نتیجه و می�کنیم معکوس را آخر عبارت

exp

{
− x٢

٨Bn

}
=

[
exp

{
− ٣xy

٢Bn

}]x/١٢y
≤
(

٢Bn

٣xy

)x/١٢y
. (7.3)

پس ،Bn ≥ ٠ چون دیگر طرف )از
Bn

(xy +Bn)

)x/١٢y
≤
(

Bn

۴xy

)x/١٢y
≤
(

٢Bn

٣xy

)x/١٢y
. (8.3)

است. کامل برهان و می�رسیم (6.3) معادله به کولموگروف نابرابري در (8.3) و (7.3) روابط جایگذاري با

با NSD تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�اي {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض .3.2.3 قضیه
{an, n ≥ ١} کنید فرض همچنین باشد. n ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ kn براي EX٢

ni < ∞ و EXni = ٠
معادله آن�گاه باشند، برقرار 1.2.3 قضیه از ٢ و ١ شرایط می�کنیم فرض باشد. نامنفی ثابت اعداد از دنباله�اي

است. برقرار ε > ٠ هر براي نیز (5.3)

داریم ،y =
ε

١٢J و x = ε جایگذاري و 2.2.3 لم بردن کار به با برهان.

P

(
max

١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

Xni

∣∣∣ > ε

)

≤ ٢P
(

max
١≤i≤kn

|Xni| >
ε

١٢J

)
+ ٨

(
٨J
ε٢

)J
(

kn∑
i=١

EX٢
ni

)J

≤ ٢
kn∑
i=١

P

(
|Xni| >

ε

١٢J

)
+ ٨J+١JJε−٢J

(
kn∑
i=١

EX٢
ni

)J

. (9.3)

یعنی 1.2.3 قضیه نتیجه همان به (4.3) و (3.3) معادله�هاي از استفاده با همچنین
∞∑
n=١

anP

(
max

١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

Xni

∣∣∣ > ε

)
=

∞∑
n=١

anP

(
max

١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

Xni

∣∣∣ > ε

)J

< ∞

است. کامل برهان و می�رسیم



39 منفی زبرجمعی وابسته تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه�هاي کامل همگرایی

لم از استفاده با و (٢٠٠٧) همکاران و چن از ١ قضیه برهان مشابه (٢٠١۴) همکاران و وانگ همچنین
آوردند: دست به زیر صورت به را NSD تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي کامل همگرایی 2.2.3

با NSD تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه یک {Xni, ١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض .4.2.3 قضیه
برقرار زیر شرایط کنید فرض همچنین باشند. مثبت ثابت اعداد از دنباله�اي {kn, n ≥ ١} و صفر میانگین

باشند:
ε > ٠ هر براي (1

∞∑
n=١

an

kn∑
i=١

P (|Xni| > ε) < ∞. (10.3)

که به�طوري δ > ٠ و J ≥ ١ دارند وجود (2
∞∑
n=١

an

(
kn∑
i=١

V ar(XniI(|Xni| ≤ δ))

)J

< ∞ (11.3)

ε > ٠ هر براي آن�گاه
∞∑
n=١

anP

(
max

١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

(Xni − EXniI(|Xni| ≤ δ))
∣∣∣ > ε

)
< ∞. (12.3)

کنید فرض همچنین باشند. برقرار 4.2.3 قضیه شرایط کنید فرض .(٢٠١۴ همکاران، و (وانگ .5.2.3 نتیجه

max
١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

E(XniI(|Xni| ≤ δ))
∣∣∣→ ٠

است. برقرار ε > ٠ هر براي (5.3) رابطه آن�گاه ،n → ∞ که به�طوري

نداریم. نیازي ٣ شرط به و داریم نیاز 1.2.3 قضیه از ٢ و ١ شرایط به فقط ما 3.2.3 قضیه در .6.2.3 ملاحظه

می�کند. صدق نیز n ≥ ١ هر براي kn = ∞ مورد در بالا نتایج همه که کنیم توجه باید .7.2.3 ملاحظه
در که بگیریم نظر در باید البته هستند. همگرا همه�جا تقریبا به�طور

∞∑
i=١

Xni سري�هاي که است شده ثابت
کنیم. استفاده سوپریمم از ماکسیمم جاي به نامتناهی جمع�هاي

NSD سطري تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي موزون مجموع براي کامل، همگرایی از ارائه�شده نتایج
می�شود. نتیجه�گیري

{ani, i ≥ کنید فرض همچنین باشد. β ≥ −١ کنید فرض .(2014 همکاران، و (وانگ .8.2.3 قضیه
از سطري آرایه�اي ،{Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} بر X تصادفی متغیر و ثابت�هاست از آرایه یک که ١, n ≥ ١}

داریم r > ٠ ازاي به که به�طوري دارد، تصادفی غلبه ،NSD تصادفی متغیرهاي

sup
i≥١

|ani| = O(n−r) (13.3)
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داریم ،θ + α

r
< ٢ که به�طوري α و ٠ < θ < ٢ یک براي و

∞∑
i=١

|ani|θ = O(nα). (14.3)

ε > ٠ هر براي آن�گاه باشد، E|X|θ < ∞ و ١ + α + β < ٠ اگر (1)
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

aniXni

∣∣∣ > ε

)
< ∞ (15.3)

و
∞∑
n=١

nβP

(∣∣∣ ∞∑
i=١

aniXni

∣∣∣ > ε

)
< ∞. (16.3)

آن�گاه ،s = θ +
١ + α+ β

r
و β > −١ ،١ + α + β > ٠ اگر (2)

E|X|s < ∞. (17.3)

برقرار (16.3) و (15.3) معادله�هاي آن�گاه باشد، EXni = ٠ است s ≥ ١ وقتی کنید فرض این بر افزون
هستند.

و ١ + α + β = ٠ اگر (3)

E|X|θlog|X| < ∞ (18.3)

هستند. برقرار (16.3) و (15.3) معادله�هاي آن�گاه ،EXni = ٠ ،١ ≤ θ < ٢ وقتی همچنین و
بسنده (15.3) معادله اثبات به فقط بنابراین است. (15.3) معادله برهان به شبیه (16.3) معادله برهان برهان.
عبارت (به باشد ani > ٠ ،n ≥ ١ و i ≥ ١ هر براي می�کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون می�کنیم.
با .(ani = a+ni − a−ni که می�سپاریم خاطر به و می�کنیم استفاده a−niو a+ni از ترتیب به ani جاي به دیگر

که می�کنیم فرض (14.3) و (13.3) شرایط از استفاده

sup
i≥١

ani = n−r,

∞∑
i=١

aθni = nα, n ≥ ١ (19.3)

آن�گاه ١باشد، + α + β < ٠ اگر (1)
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

aniXni

∣∣∣ > ε

)
≤ C

∞∑
n=١

nβE

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

aniXni

∣∣∣θ)

≤ C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|aniXni|θ

= C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

aθni︸ ︷︷ ︸
nα

E|Xni|θ

≤ C

∞∑
n=١

nα+βE|X|θ < ∞.
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شده�اند حاصل روزنتال ماکسیمال نابرابري از استفاده با دوم نابرابري و مارکف نابرابري از استفاده با اول نابرابري
پس است، متناهی E|X|θ چون همچنین است. متناهی

∞∑
n=١

nα+β عبارت پس ،α + β < −١ چون و
می�شود. حاصل نتیجه

می�دهیم قرار می�کنیم. اثبات است، ١ + α + β ≥ ٠ وقتی را نتیجه ادامه، در

X
′

ni =


−١ aniXni < −١
aniXni −١ ≤ aniXni < ١
١ aniXni > ١

نوشت می�توان i ≥ ١ و n ≥ ١ براي عبارتی به

X
′

ni = −I(aniXni < −١) + aniXniI(|aniXni| ≤ ١) + I(aniXni > −١).

دنباله�اي {X ′
ni, i ≥ ١} و شده ثابت n ≥ ١ براي منفی زبرجمعی وابستگی ،(٣) ویژگی از استفاده با بنابراین

می�کند: صدق ε > ٠ هر براي آسانی به که است، NSD تصادفی متغیرهاي از
(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

aniXni

∣∣∣ > ε

)
⊂

n∪
i=١

(
∣∣∣aniXni

∣∣∣ > ١)
∪(

max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

X
′

ni

∣∣∣ > ε

)

می�دهد نتیجه

∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

aniXni

∣∣∣ > ε

)
≤

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniXni| > ١) (20.3)

+
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

X
′

ni

∣∣∣ > ε

)
= I + J.

هستند. J < ∞ و I < ∞ کنیم اثبات است کافی (15.3) معادله اثبات براي رو این از

گفت می�توان تصادفی غلبه ویژگی از استفاده با ابتدا در باشد، ١ + α+ β > ٠ اگر (2)

I =
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniXni| > ١) ≤ C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniX| > ١)

= C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P{ω ∈ Ω, |aniX(ω)| > ١}

= C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P{ω ∈ Ω, |aniI(|X| > ١
ani

)X(ω)| > ١}.
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داریم این�جا در مارکف نابرابري بردن به�کار با همچنین

I ≤ C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

aθniE|X|θIθ
(
|X| > ١

ani

)

= C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

aθni︸ ︷︷ ︸
nα

E|X|θI
(
|X| > ١

ani

)

≤ C
∞∑
n=١

nα+βE|X|θI(|X| > nr︸︷︷︸
sup
i≥١

١/ani = nr

).

یا I((n + ١)r < |X| < (n + ٢)r یا I(nr < |X| < (n + ١)r صورت به را I(|X| > nr) می�توان
پس داد. نمایش

∞∑
k=n

I(kr ≤ |X| < (k + ١)r) صورت به نهایت در و . . .

I ≤ C

∞∑
n=١

nα+β

∞∑
k=n

E|X|θI (kr ≤ |X| < (k + ١)r)

≤ C
∞∑
k=١

k∑
n=١

nα+βE|X|θI (kr ≤ |X| < (k + ١)r) .

با است معادل
k∑

n=١
nα+β این�جا در

k∑
n=١

nα+β = ١α+β + ٢α+β + · · ·+ kα+β ≤ kα+β + kα+β + · · ·+ kα+β︸ ︷︷ ︸
kبار

= k١+α+β.

بنابراین

I ≤ C
∞∑
k=١

k١+α+βE|X|θI (kr ≤ |X| < (k + ١)r) .

نوشت می�توان نشانگر تابع در تعریف�شده بازه� به توجه با

I ≤ C
∞∑
k=١

E|X|θ+(١+α+β)/rI (kr ≤ |X| < (k + ١)r)

داریم ،(17.3) رابطه تبدیلات به توجه با نهایت در و
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniXni| > ١) ≤ CE|X|θ+(١+α+β)/r < ∞. (21.3)

.I < ∞ که گرفت نتیجه می�توان (21.3) از نتیجه در
است. J < ∞ می�کنیم ثابت s < ١ و s ≥ ١ براي ترتیب به اکنون
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داریم ،n → ∞ وقتی می�دهیم نشان ابتدا :s ≥ ١ اول. مورد

max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EX
′

ni

∣∣∣→ ٠. (22.3)

داریم ،10.1.3 لم و EXni = ٠ شرط از استفاده با واقع، در

max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EX
′

ni

∣∣∣ ≤ max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EaniXniI(|aniXni

∣∣∣ ≤ ١)|+
n∑

i=١
P (|aniXni| > ١)

= max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EaniXni[١ − I(|aniXni| ≥ ١)]
∣∣∣+ n∑

i=١
P (|aniXni| > ١)

= max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EaniXni −
j∑

i=١
EaniXniI(|aniXni| > ١)

∣∣∣
+

n∑
i=١

P (|aniXni| > ١)

= max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

ani EXni︸ ︷︷ ︸
٠

∣∣∣+ ∣∣∣ j∑
i=١

EaniXniI(|aniXni| > ١)
∣∣∣ (23.3)

+
n∑

i=١
P (|aniXni| > ١)

= max
١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

EaniXniI(|aniXni| > ١)
∣∣∣+ n∑

i=١
P (|aniXni| > ١)

≤ C
n∑

i=١
E|aniXni|sI(|aniXni| > ١)

≤ C
n∑

i=١
asniE|X|sI

(
|X| > ١

ani

)

≤ C

(
sup
i≥١

ani

)s−θ n∑
i=١

aθniE|X|sI (|X| > nr)

≤ C(n−r)s−θnαE|X|sI (|X| > nr)

≤ Cn−(١+β)E|X|sI (|X| > nr) → ٠. (24.3)

همگرا صفر به پس n → ∞ چون و آمده�اند دست به (17.3) رابطه و (19.3) معادله از ترتیب به آخر جمله دو
داریم ε > ٠ هر براي دهیم نشان است لازم فقط ،J < ∞ اثبات براي همچنین است.

J∗ =
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

(X
′

ni − EX
′

ni)
∣∣∣ > ε

٢

)
< ∞. (25.3)

داریم مارکف، نابرابري از استفاده با

J∗ ≤ C

∞∑
n=١

nβE

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

(X
′

ni − EX
′

ni)
∣∣∣p)
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داریم ،Cr و ینسن نابرابري از استفاده با همچنین و

J∗ ≤ C
∞∑
n=١

nβ

( n∑
i=١

E|X ′

ni|٢

)p/٢

+
n∑

i=١
E|X ′

ni|p


= J١ + J٢. (26.3)

می�کنیم فرض

p > max

(
٢, ١)٢ + β)

r(٢ − θ)− α
, θ +

١ + α + β

r

)

استفاده با می�شود. پیشنهاد α+ β− r(p− θ) < −١ و β− [r(٢ − θ)−α]p/٢ < −١ بر مبتنی که
گفت می�توان ،10.1.3 لم و Cr نابرابري از

J١ = C
∞∑
n=١

nβ

(
n∑

i=١
E|X ′

ni|٢

)p/٢

≤ C
∞∑
n=١

nβ


n∑

i=١
P (|aniX| > ١) +

n∑
i=١

E|aniX|٢I(|aniX| ≤ ١)︸ ︷︷ ︸
است متناهی جمله یک


P/٢

. (27.3)

داریم (19.3) معادله و E|X|s < ∞ مارکف، نابرابري از استفاده با آن�گاه ١باشد، ≤ s < ٢ اگر

J١ ≤ C

∞∑
n=١

nβ

(
n∑

i=١
asniE|X|s

)p/٢

≤ C
∞∑
n=١

nβ

[(
sup
i=١

ani

)s−θ n∑
i=١

aθni

]P/٢

≤ C
∞∑
n=١

nβ
[
n−r(s−θ).nα

]p/٢

= C
∞∑
n=١

nβ−(١+β)p/٢ < ∞. (28.3)

است. شده نتیجه ،١ + β > ٠ که آن�جا از و آمده دست به تبدیلات از استفاده با آخر جمله
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داریم مجدداً (19.3) معادله و E|X|s < ∞ مارکف، نابرابري از استفاده با آن�گاه باشد، s ≥ ٢ اگر

J١ ≤ C
∞∑
n=١

nβ

(
n∑

i=١
a٢
niE|X|٢

)p/٢

≤ C

∞∑
n=١

nβ

[(
sup
i=١

ani

)٢−θ n∑
i=١

aθni

]P/٢

≤ C
∞∑
n=١

nβ
[
n−r(٢−θ).nα

]p/٢

= C
∞∑
n=١

nβ−[r(٢−θ)−α]p/٢ < ∞. (29.3)

است. J١ < ∞ که کردیم اثبات ،(29.3) تا (27.3) معادله�هاي از
دید می�توان تصادفی، غلبه تعریف از استفاده با

J٢ = C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|X ′

ni|p

داریم ،10.1.3 لم از استفاده با مجدداً و

J٢ ≤ C

∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

[E|aniXni|pI(|aniXni| ≤ ١) + P (|aniXni| > ١)]

≤ C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniX| > ١) + C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|aniX|pI(|aniX| ≤ ١)

= J٣ + J۴. (30.3)

است. J٣ < ∞ کردیم اثبات (21.3) معادله از استفاده با
می�دهیم قرار است. J۴ < ∞ می�دهیم نشان ادامه در

Inj =

{
i : (nj)r ≤ ١

ani
< [n(j + ١)]r

}
, n ≥ ١, j ≥ ١. (31.3)

همچنین است.
∞∪
j=١

Inj = N ،n ≥ ١ هر براي و Ink ∩ Inj = ∅ ،k ̸= j براي که می�بینیم آسانی به

J۴ = C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|aniX|pI(|aniX| ≤ ١)

≤ C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

∑
i∈Inj

E|aniX|pI(|aniX| ≤ ١).
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داریم ،(31.3) بازه به توجه با

J۴ ≤ C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rpE|X|pI(|X| ≤ [n(j + ١)]r)

≤ C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rp

n(j+١)∑
k=٠

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

= C

∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rp

٢n∑
k=٠

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

+ C

∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rp

n(j+١)∑
k=٢n+١

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

= J۵ + J۶ (32.3)

است. تعداد ♯ نماد از منظور آن در که
داریم (31.3) بازه از استفاده با

nα =
∞∑
i=١

aθni =
∞∑
j=١

∑
i∈♯

aθni ≥
∞∑
j=١

(♯Inj)[n(j + ١)]−rθ.

می�شود نتیجه m ≥ ١ هر براي آسانی به

nα ≥
∞∑

j=m

(♯Inj)[n(j + ١)]−rθ ≥
∞∑

j=m

(♯Inj)[n(j + ١)]−rθ

[
n(m+ ١)
n(j + ١)

]r(p−θ)

=
∞∑

j=m

(♯Inj)[n(j + ١)]−rθ [n(j + ١)]−r(p−θ) [n(m+ ١)]r(p−θ)

=
∞∑

j=m

(♯Inj)[n(j + ١)]−rp [n(m+ ١)]r(p−θ) .

m ≥ ١ هر براي

∞∑
j=m

(♯Inj)(nj)
−rp ≤ Cnα.n−r(p−θ).m−r(p−θ) = Cnα−r(p−θ).m−r(p−θ). (33.3)

بنابراین

J۵ = C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rp

٢n∑
k=٠

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١).
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داریم نیست، n به وابسته m−r(p−θ) چون و (33.3) رابطه به توجه با

J۵ ≤ C

∞∑
n=١

nβ.nα−r(p−θ)

٢n∑
k=٠

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C
٢∑

k=٠

∞∑
n=١

nα+β−r(p−θ)E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

+ C
∞∑
k=٢

∞∑
n=⌈k/٢⌉

nα+β−r(p−θ)E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١).

بنابراین .α + β − r(p− θ) < −١ داشتیم ذکرشده تبدیلات به توجه با

J۵ ≤ C + C

∞∑
k=٢

k١+α+β−r(p−θ)E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

(p−θ) کردن کم و (١+α+β)/r کردن اضافه با α+β−r(p−θ) < −١ تبدیل از استفاده با دوباره و
داریم ،E|X| توان به هستند) معادل هم با (که

J۵ ≤ C + C
∞∑
k=٢

E|X|p+((١+α+β)/r)−(p−θ)I(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C + CE|X|θ+((١+α+β)/r) = C + CE|X|s < ∞ (34.3)

و

J۶ = C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
j=١

(♯Inj)(nj)
−rp

n(j+١)∑
k=٢n+١

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C

∞∑
n=١

nβ

∞∑
k=٢n+١

∑
j≥(k/n)−١

(♯Inj)(nj)
−rpE|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١).

داریم (33.3) رابطه از استفاده با

J۶ ≤ C
∞∑
n=١

nβ

∞∑
k=٢n+١

nα−r(p−θ)

(
k

n

)−r(p−θ)

E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C
∞∑
k=٢

⌈k/٢⌉∑
n=١

nα+β.k−r(p−θ)E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C

∞∑
k=٢

k١+α+β−r(p−θ)E|X|pI(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C

∞∑
k=٢

E|X|p+((١+α+β)/r)−(p−θ)I(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ CE|X|θ+((١+α+β)/r) = CE|X|s < ∞. (35.3)
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نتیجه می�شود. نتیجه (35.3) و (34.3) ،(32.3) ،(30.3) تا (26.3) معادله�هاي از (25.3) نابرابري بنابراین
می�آید. دست به (25.3) و (21.3) ،(20.3) معادله�هاي از بلافاصله نیز (15.3)

باشد. θ + (١ + α + β)/r = s < p < ١ که به�طوري p > ٠ می�کنیم فرض :s < ١ دوم. مورد
داریم Cr نابرابري و مارکف نابرابري از استفاده با است. α + β − r(p− θ) < −١ پس

J =
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

X
′

ni

∣∣∣ > ε

)

≤
∞∑
n=١

nβE

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

X
′

ni

∣∣∣)P

=
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|X ′

ni|P . (36.3)

می�کنیم. پرهیز جزییات بیان از بنابراین است. J٢ < ∞ برهان فرآیند به شبیه برهان مابقی

می�توان (21.3) معادله فرآیند به شبیه و مارکف نابرابري از استفاده با آن�گاه باشد، ١ + α + β = ٠ اگر (3)
نوشت

I =
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniXni| > ١)

≤ C
∞∑
k=١

k∑
n=١

nα+βE|X|θI(kr ≤ |X| < (k + ١)r)

≤ C

∞∑
k=١

k∑
n=١

n−١E|X|θI(kr ≤ |X| < (k + ١)r)

≤ C

∞∑
k=١

logkE|X|θI(kr ≤ |X| < (k + ١)r)

≤ C
∞∑
k=١

E|X|θlog|X|I(kr ≤ |X| < (k + ١)r).

می�شود نتیجه (18.3) رابطه از استفاده با

I ≤ CE|X|θlog|X| < ∞. (37.3)

و s ≥ ١ موارد هم�چنان و است. J < ∞ دهیم نشان است کافی فقط ،(15.3) معادله اثبات براي همچنین
.s = θ اینجا در می�گیریم. نظر در را s < ١

نتیجه در است، s = θ و ١ + β = −α ≥ ٠ ،١ + α + β = ٠ آن�جایی�که از :s ≥ ١ اول. مورد
مارکف، نابرابري از استفاده با است. J∗ < ∞ دهیم نشان است کافی بنابراین، است. برقرار (23.3) معادله
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داریم ،(37.3) معادله و روزنتال ماکسیمال نابرابري ،Cr نابرابري

J∗ =
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

(X
′

ni − EX
′

ni)
∣∣∣ > ε

٢

)

≤
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

(X
′

ni − EX
′

ni)
∣∣∣٢
)

≤ C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|X ′

ni|٢ (I(|aniX| > ١) + I(|aniX| ≤ ١))

≤ C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

P (|aniX| > ١) + C
∞∑
n=١

nβ

n∑
i=١

E|aniX|٢I(|aniX| ≤ ١).

داریم دوم جمله براي و است متناهی (37.3) رابطه به توجه با اول جمله

J∗ ≤ C + J∗
۵ + J∗

۶ . (38.3)

که کنیم توجه است لازم است. p = ٢ ازاي به ٢ قسمت برهان در J۶ و J۵ همان J∗
۶ و J∗

۵ این�جا، در
داریم J۵ < ∞ اثبات همانند می�باشد. α + β − r(٢ − θ) < −١ و α + β = −١

J∗
۵ ≤ C + CE|X|θ < ∞ (39.3)

داریم J۶ < ∞ اثبات به شبیه و

J∗
۶ ≤ C

∞∑
k=٢

⌈k/٢⌉∑
n=١

n−١.k−r(٢−θ)E|X|٢I(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ C
∞∑
k=٢

log k.k−١.k−r(٢−θ)E|X|٢I(k ≤ |X|١/r < k + ١)

≤ CE|X|θlog|X| < ∞. (40.3)

می�شود. نتیجه (40.3) تا (38.3) معادله�هاي از سریعاً J∗ < ∞ بنابراین،
دهیم نشان باید فقط ما لذا می�باشد. ٢ قسمت برهان در ٢ مورد همانند برهان روند :s < ١ دوم. مورد

داریم (34.3) معادله اثبات مانند واقع در هستند. J۶ < ∞ و J۵ < ∞ که

J۵ ≤ C + CE|X|θ < ∞ (41.3)

داریم (35.3) معادله اثبات مانند و

J۶ ≤ CE|X|θlog|X| < ∞ (42.3)

می�شود. کامل قضیه برهان

را هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهاي براي (١٩۶۵) کاتز و بوم نتایج می�توان قضیه این از استفاده با
داد. تعمیم NSD تصادفی متغیرهاي سطري آرایه�هاي به
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روي بر n ≥ ١ ،i ≥ ١ هر براي EXni = ٠ با X تصادفی متغیر کنید فرض .9.2.3 نتیجه
دارد. تصادفی غلبه است، NSD تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه یک که {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١}

داریم ε > ٠ هر براي آن�گاه باشد، E|X|γt < ∞ اگر است. ١ ≤ t < ٢ و γ > ١ کنید فرض (i)
∞∑
n=١

nγ−٢P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

Xni

∣∣∣ > εn١/t

)
< ∞. (43.3)

داریم: ε > ٠ هر براي آن�گاه باشد، E|X|log|X| < ∞ اگر (ii)
∞∑
n=١

١
n
P

(
max

١≤j≤n

∣∣∣ j∑
i=١

Xni

∣∣∣ > εn

)
< ∞. (44.3)

برهان.
و (13.3) شرایط همچنین است. ani = n−١/t ،i ≤ n اگر و باشد ani = ٠ ،i > n اگر کنید فرض (i)
آسانی به باشد. β = γ − ٢ > −١ ،α = ١ − ١/t < r و است برقرار r = ١/t ،θ = ١ براي (14.3)

که می�بینیم

١ + α + β = ١ + ١ − ١
t
+ γ − ٢ = γ − ١

t
> ٠

همچنین است. مثبت بالا عبارت بنابراین است، ١
٢ <

١
t
≤ ١ و است γ > ١ این�که دلیل به و

١ +
١ + α+ β

r
= ١ +

γ − ١
t

١
t

= ١ + γt− ١ = γt = s.

از بلافاصله (43.3) مطلوب نتیجه و می�باشد s ≥ ١ بنابراین است t ≥ ١ و γ > ١ چون نیز قسمت این در
می�آید. دست به 8.2.3 قضیه ٢ قسمت

و (13.3) شرایط همچنین باشد. ani = n−١ ،i ≤ n اگر و باشد ani = ٠ ،i > n اگر کنید فرض (ii)
داریم است، برقرار β = −١ ،α = ٠ ،θ = ١ ،r = −١ براي (14.3)

١ + α + β = ١ + (−١) = ٠, ١ +
١ + α + β

r
= ١ +

١ − ١
−١ = ١ = s ≥ ١.

می�شود. کامل نتیجه برهان و می�آید به�دست 8.2.3 قضیه ٣ قسمت از بلافاصله (44.3) مطلوب نتیجه بنابراین



۴ فصل

وابسته خطاي جمله با ناپارامتري رگرسیون
منفی زبرجمعی

مقدمه 1.4
تأثیرگذاري نحوه بررسی آن اصلی هدف استکه رگرسیونی تحلیل آماري، مدل�بندي روش�هاي مهمترین از یکی
لحاظ از را رگرسیونی مدل�هاي است. پاسخ متغیر یک بر پیش�بین) یا (توضیحی تبیینی متغیر چند یا یک
پارامتري رگرسیون دسته� دو به می�توان می�کند، تعیین را پاسخ و تبیینی متغیرهاي بین رابطه� که تابعی نوع

کرد. تقسیم ناپارامتري و
زیر صورت به f پارامتري تابع طریق از پاسخ و تبیینی متغیرهاي بین رابطه� پارامتري، رگرسیون در

می�شود: مشخص
yi = f(β′,x′

i) + εi, ١ ≤ i ≤ n (1.4)

خطا جمله εi و است مجهول پارامترهاي از برداري β′ = (β١, . . . , βp) ،x′
i = (xi١, . . . , xip) آن در که

و f پارامتري تابع ،β برآورد صورت در می�شود. گرفته نظر در صفر میانگین با تصادفی متغیر یک که است
می�شود. برآورد ŷ = f(β̂′,x

′
) صورت به مدل بنابراین

صورت به g(·) ناپارامتري تابع طریق از پاسخ و تبیینی متغیرهاي بین رابطه� ناپارامتري، رگرسیون در اما
می�شود: تعیین زیر

yi = g(x′
i) + εi, ١ ≤ i ≤ n
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می�شود. گرفته نظر در مشتق�پذیر و پیوسته تابعی ناپارامتري، روش�هاي اکثر در g(·) نامعلوم تابع آن در که
رگرسیون به مربوط مطالب بهتر فهم براي می�پردازیم. ناپارامتري رگرسیون معرفی به ما فصل این ابتداي در
مطالعه� براي می�شود. پرداخته آموخته�ایم، پارامتري رگرسیون مورد در آنچه از مختصري یادآوري به ناپارامتري،

کنید. مراجعه (١٣٨٩) بقایی�پور و ترابی به می�توانید بیش�تر

پارامتري رگرسیون 2.4
کرد. تقسیم�بندي چندگانه1 و تک�متغیره پارامتري رگرسیون دسته دو به می�توان را پارامتري رگرسیون

یعنی می�شود. سنجیده پاسخ متغیر با تبیینی متغیر یک تنها رابطه مدل، این در تک�متغیره: (1
yi = f(β′, xi) + εi, ١ ≤ i ≤ n.

آن در که زد مثال را چندجمله�اي رگرسیون مدل می�توان مثال عنوان به�
f(xi) = β٠ + β١xi + · · ·+ βqx

q
i , ١ ≤ i ≤ n.

می�شود. بررسی پاسخ متغیر با pتا، مثلاً تبیینی، متغیر یک از بیش رابطه مدل، این در چندگانه: (2
نوشت می�توان بنابراین

yi = f(β′, xi١, . . . , xip) + εi, ١ ≤ i ≤ n.

آن در که برد نام می�توان را چندگانه خطی رگرسیون مثال �عنوان به
f(β′, xi١, . . . , xip) = β٠ + β١xi١ + · · ·+ βpxip, ١ ≤ i ≤ n.

xتبیینی متغیر یک با مدلی یعنی چندجمله�اي، تک�متغیره رگرسیونی مدل تنها قسمت این در کار سادگی براي
،١ ≤ i ≤ n ،(xi, yi)صورت به داده�ها می�دهیم. قرار بررسی مورد را است ارتباط در y پاسخ متغیر یک با که

صورت به مدل و هستند

yi =

q∑
j=٠

βjx
j
i + εi ١ ≤ i ≤ n

دوم توان�هاي کمترین روش از استفاده (β٠, . . . , βq) نامعلوم پارامترهاي برآورد براي راه یک می�شود. نوشته
است: زیر رابطه کردن می�نیمم طریق از خطا

Q =
n∑

i=١

(
yi −

q∑
j=٠

βjx
j
i

)٢

.

زیر صورت به چندجمله�اي2 رگرسیونی مدل می�شوند، معرفی ادامه در که ماتریسی نمادهاي به�کارگیري با
می�شود: بازنویسی

y = Xβ + ε

1Multiple regression
2Polynomial regression
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آن در که

X =


١ x١ x٢

١ . . . xq
١

١ x٢ x٢
٢ . . . xq

٢... ... ... . . . ...
١ xn x٢

n . . . xq
n



y =


y١
...
yn

 β =


β٠
...
βq

 ε =


ε١
...
εn

 .

دست به زیر صورت به نرمال معادلات ماتریسی، نمادهاي به�کارگیري و βjها برحسب Q از مشتق�گیري با
می�آیند:

∂Q

∂β
=



−
∑n

i=١(yj − β٠ + · · ·+ βqx
q
i )...

−
∑n

i=١ x
j
i (yi − β٠ + · · ·+ βqx

q
i )...

−
∑n

i=١ x
q
i (yi − β٠ + · · ·+ βqx

q
i )


= X ′(y −Xβ) = ٠

داریم و

X ′Xβ = X ′y.

می�شود: نتیجه زیر رابطه از یکتا، صورت به مدل نامعلوم پارامترهاي برآورد بنابراین
β̂ = (X ′X)

−١
X ′y

است: زیر صورت به پاسخ برآورد آخر در و

ŷ = Xβ̂

= X (X ′X)
−١

X ′y

= Hy.

تصویر3 ماتریس واقع در که ،H = X (X ′X)−١ X ′ ،n × n ماتریس .ŷ = (ŷ١, . . . , ŷn) که به�طوري
نامیده نیز برازش ماتریس که دارد نام کلاه4 ماتریس Xاست، ماتریس ستون�هاي توسط تولیدشده فضاي روي

می�شود.
3Mapping matrix
4Hat matrix
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ناپارامتري رگرسیون 3.4
یا یک اثر ناپارامتري رگرسیون است. مستقیم صورت به رگرسیون تابع برآورد ناپارامتري، رگرسیون از هدف
بین ارتباط براي را ویژه�اي تابع قبل از این�که بدون می�کند، بررسی پاسخ متغیر روي را تبیینی متغیر چند
زیر گروه دو به تبیینی متغیرهاي تعداد لحاظ از می�توان را ناپارامتري رگرسیون باشد. گرفته نظر در آن�ها

کرد: تقسیم�بندي

صورت به رگرسیونی مدل حالت، این در ساده): ناپارامتري (رگرسیون تبیینی متغیر یک با (1

yi = g(xi) + εi

می�شود. گرفته نظر در

صورت به جمعی مدل یک از می�توان حالت این در جمعی5): ناپارامتري (رگرسیون تبیینی متغیر k با (2

yi = g٠ + g١(xi١) + g٢(xi٢) + · · ·+ gk(xik) + εi

می�شود. گفته جزئی6 رگرسیونی توابع ،١ ≤ j ≤ k (·)gjها، به که طوري به کرد، استفاده
تبیینی متغیر آن در که است ناپارامتري رگرسیون مدل�هاي ساده�ترین از یکی ساده ناپارامتري رگرسیون
که هستند ،١ ≤ i ≤ n ،(xi, yi) صورت به داده�ها مدل، این در می�شود. گرفته نظر در تک�متغیره صورت به

و شده�اند مرتب صعودي صورت به xiها غالباً

g(xi) = E(Yi|Xi = xi).

نام مراجع از برخی در دارد، زیادي کاربرد xi برحسب yi پراکنش نمودار روش، این در که این به توجه با
انواع در که کنید توجه .(1979 (کلولند، است شده گرفته نظر در روش این براي نیز پراکنش7 هموارسازي
در است. داده�ها به مشتق�پذیر نمودار یک برازش هموارسازي، از منظور داده�ها، به نمودار یک برازش روش�هاي
شانس یا تصادف به و می�دهد ارائه را داده�ها ذاتی رفتار که است تابعی g(x) ساده ناپارامتري رگرسیون معادله�

است. x از هموار تابعی که می�دهیم نمایش ĝ(x) با را g(x) برآوردشده� مقدار نیست. وابسته
دوم توان�هاي کمترین روش به چندجمله�اي برازش همیشه گفتیم، پارامتري رگرسیون در که همان�طور
برازش گرفته�اند، قرار آن درون در داده�ها که ناحیه�اي به چندجمله�اي یک تنها روش این در زیرا نیست مناسب
منجر نامطلوبی نتایج به گاهی پیچیده رفتار با داده�ها از زیادي تعداد به معادله یک تنها برازش می�شود. داده

.(1947 همکاران، و (هاردل می�شود
عطف و ناحیه هر در داده�ها به منحنی برازش براي ناحیه چند به داده�ها کردن افراز مفهوم به مشکلات این
برازش روش، ساده�ترین واقع در می�شود. منتهی باشند، مفیدي و مناسب برآوردگرهاي که طوري به آن�ها

5Additive nonparametric regression
6Partial regression
7Scatterplot smoothing
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مقادیر زیرناحیه هر انتهاي در برآوردها که شرط این به است (تکه�اي) پاره�اي8 صورت به منحنی یک معادله�
عبارتند دارند، وجود g(·) برآورد براي ساده ناپارامتري رگرسیون در که روش�هایی انواع کنند. اختیار را یکسانی

از

(10 هسته� (برآوردگر نادارایا-واتسون9 (1

(LOESS) موضعی11 چندجمله�اي (2

اسپلاین12 هموارساز (3

موضعی13 پراکنش هموارسازي (4

به می�توان ناپارامتري رگرسیون مورد در بیش�تر آشنایی براي می�شویم. آشنا اول روش دو با تنها ادامه در
کرد. مراجعه (٢٠٠۶) تاکزاوا و (١٩٩۶) سیمنوف ، (٢٠٠٠) فاکس

نادارایا-واتسون هسته برآوردگر 1.3.4
بهره g(·) بر�آورد براي مستقیم به�طور داده�ها وزنی میانگین از هسته� برآوردگر بر مبتنی رگرسیونی مدل
چگالی تابع fX(x) هرگاه که می�دانیم باشند. پیوسته دو هر پاسخ، و تبیینی متغیرهاي کنید فرض می�گیرد.

کوچک ∆x هر براي آن�گاه باشد. X احتمال

P (x < X < x+∆x) =

∫ x+∆x

x

fX(t)dt =
FX(x+∆x)− FX(x)

∆x
∆x

≈ fX(x)∆x (2.4)

می�باشد. برابر حدوداً معناي به ≈ علامت که
با کوچک ∆y و ∆x هر براي آن�گاه باشد، Y و X توأم چگالی تابع f(x, y) هرگاه ترتیب همین به

نوشت می�توان مشاله استدلال

P (x < X < x+∆x, y < Y < y +∆y) ≈ f(x, y)∆x∆y. (3.4)

آن�گاه باشد، X = x شرط به Y شرطی احتمال چگالی تابع f(y|x) هرگاه هم�چنین

P (y < Y < y +∆y|x < X < x+∆x) ≈ f(y|x)∆y.

8Piecewise
9Nadaraya-Watson regression
10Kernel estimator
11Local polynomial regression
12Spline smoothers
13Locally Scatterplot Smoothing
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است، X = x شرط به Y متغیر ریاضی امید با هم�ارز x مقدار براي g(x) تابع مقدار که نکته این به توجه با
می�شود: نتیجه

g(x) = E(Y |X = x) =

∫ ∞

−∞
yf(y|x)dy =

١
fX(x)

∫ ∞

−∞
yf(x, y)dy. (4.4)

و fX(x) توابع واقع در یا f(y|x) تابع است کافی g(x) تابع برآورد براي که می�دهد نشان (4.4) رابطه
است. 14 هسته� چگالی کارگیري به توابع این برآورد براي روش�ها ساده�ترین از یکی کنیم. برآورد را f(x, y)
زیر صورت به f(x, y) و fX(x) توابع برآوردگرهاي ،(3.4) و (2.4) روابط و گشتاورها روش ایده� از استفاده با

می�آیند: دست به

f̂(x, y) =
١

nhxhy

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

)
ky

(
y − yi
hy

)

f̂X(x) =
١

nhx

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

)
تابع را آن کنند صدق زیر شرایط در اگر و هستند پیوسته و مشتق�پذیر تابع�هایی ky(·) و kx(·) که طوري به

می�نامند: ∫هسته15 ∞

−∞
kx(u)du =

∫ ∞

−∞
ky(u)du = ١ (5.4)

∫ ∞

−∞
ukx(u)du =

∫ ∞

−∞
uky(u)du = ٠ (6.4)

∫ ∞

−∞
u٢kx(u)du < ∞

∫ ∞

−∞
u٢ky(u)du < ∞.

هستند. معروف باند18 پهناي یا هموارسازي17 پارامتر پنجره16، پهناي نام به hy و hx مثبت و ثابت مقادیر
بیشتري جعلی جزئیات و شده ناهموارتر هسته برآورد از حاصل منحنی باند پهناي کردن کوچک ازاي به
جزئیات شدن محو باعث و هموار منحنی آن کردن بزرگ ازاي به و می�گذارد نمایش به واقعی چگالی از را
کلیدي جنبه یک نظر مورد تابع برآورد براي باند پهناي مناسب انتخاب بنابراین می�گردد. چگالی تابع واقعی

دارند: وجود هموارسازي پارامترهاي انتخاب براي روش چند می�شود. محسوب روش این در

ذهنی انتخاب .1
14Kernel density
15Kernel functions
16Window width
17Smoothing parameter
18Bandwidth
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.(١٩٩۵ (کوهاوي، (CV ) متقابل19 اعتبارسنجی معیار .2

.(١٩٧٩ همکاران، و (گلوب (GCV ) تعمیم�یافته20 متقابل اعتبارسنجی معیار .3

گرفت نتیجه می�توان (6.4) و (5.4) روابط در شده بیان معادلات از

١
hx

∫ ∞

−∞
kx

(
x− xi

hx

)
dx =

١
hy

∫ ∞

−∞
ky

(
y − yi
hy

)
dx = ١

١
hx

∫ ∞

−∞
kx

(
x− xi

hx

)
dx = xi

١
hy

∫ ∞

−∞
ky

(
y − yi
hy

)
dx = yi. (7.4)

جایگزین (4.4) رابطه� در را f(x, y) و fX(x) برآوردهاي است کافی ĝ(x) آوردن دست به براي ترتیب این به
بنابراین کنیم.

ĝ(x) =

∫ ∞

−∞
y
f̂(x, y)

f̂X(x)
dy =

∫ ∞

−∞
y

١
nhxhy

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

)
ky

(
y − yi
hy

)
١

nhx

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

) dy

=

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

)∫ ∞

−∞
yky

(
y − yi
hy

)
dy

hy

n∑
i=١

kx

(
x− xi

hx

) (8.4)

می�آوریم دست به h و k(·) با hx و kx(·) کردن جایگزین و (8.4) در (7.4) رابطه کردن جایگزین با
ĝ(x) =

n∑
i=١

ωi(x, h)yi (9.4)

که طوري به

ωi(x, h) =
k(

x− xi

h
)

n∑
k=١

k(
x− xk

h
)

.

روش�هاي بیش�تر دارد. نام نادارایا-واتسون برآوردگر شد، معرفی (8.4) رابطه� در ،g(·) برآورد براي که برآوردگري
(کاي، می�آیند دست به نادارایا-واتسون توسط ارائه�شده برآوردگر از تعمیمی صورت به ناپارامتري رگرسیونی

.(٢٠٠١

هسته توابع انواع
می�کنیم: معرفی را چگالی تابع برآورد در متداول هسته توابع انواع این�جا در

19Cross validation
20Generalized cross validation
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صورت به هسته تابع این ضابطه (یکنواخت): مستطیلی21 هسته تابع (1

k(x) =
١
٢I(|x| < ١)

می�دهد. نمایش را مستطیلی هسته تابع 1.4 شکل است.

مستطیلی هسته تابع منحنی :1.4 شکل

صورت به هسته تابع این ضابطه مثلثی22: هسته تابع (2

k(x) = (١ − |x|)I(|x| < ١)

کرد. مشاهده می�توان 2.4 شکل در را آن منحنی و است

مثلثی هسته تابع منحنی :2.4 شکل

صورت به هسته تابع این ضابطه گوسی23: هسته تابع (3

k(x) =
١√
٢π

exp−١
٢x٢

است. مشاهده قابل 3.4 شکل در آن منحنی و است

گوسی هسته تابع منحنی :3.4 شکل

21Rectangular
22Triangular
23Gaussian
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آن ریاضی ضابطه که است اپانچنیکوف تابع هسته، توابع متداول�ترین از یکی اپانچنیکوف24: هسته تابع (4
صورت به

k(x) =
٣
۴(١ − x٢)I(|x| < ١)

است. مشهود 4.4 شکل در هسته تابع این منحنی است.

اپانچنیکوف هسته تابع منحنی :4.4 شکل

صورت به هسته تابع این ضابطه وزنی): (دو چهارم25 توان هسته تابع (5

k(x) =
١۵
١۶(١ − x٢(٢I(|x| < ١)

است. مشاهده قابل 5.4 شکل در آن منحنی و است

وزنی) (دو چهارم توان هسته تابع منحنی :5.4 شکل

صورت به هسته تابع این ضابطه سه�وزنی26: هسته تابع (6

k(x) =
٣۵
١)٣٢ − x٣(٢I(|x| < ١)

کرد. مشاهده می�توان 6.4 شکل در را تابع این منحنی و است

وزنی سه هسته تابع منحنی :6.4 شکل

24Epanechnikov
25Biguadratic
26Tuesday Weight
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موضعی چندجمله�اي رگرسیون 2.3.4
اکثر مانند نیز روش این در است. ناپارامتري رگرسیونی روش�هاي انواع از یکی موضعی چندجمله�اي رگرسیون
می�کنیم تقسیم زیرناحیه�هایی به گرفته�اند قرار آن در داده�ها که را ناحیه�اي ناپارامتري، رگرسیون روش�هاي
پیوسته زیرناحیه هر انتهاي در نمودارها که به�طوري می�دهیم برازش زیرناحیه هر به را خطی معادله� سپس و
x∗ به x مقادیر وقتی موضعی چندجمله�اي معادله� می�باشد. نادارایا-واتسون روش از تعمیمی روش این باشند.

می�شود: تعریف زیر صورت به است نزدیک

g(x, x∗) = a٠(x
∗) +

p∑
j=١

aj(x
∗)(x− x∗)j (10.4)

می�کند. مشخص را ناحیه و مرز مرکز x∗ آن در که
روش از یعنی شود؛ گرفته نظر در p = ١ که است حالتی روش، این در حالت عمومی�ترین و ساده�ترین

بگیریم. بهره موضعی خطی رگرسیون
می�آیند: دست به زیر رابطه� کردن می�نیمم از {a٠(x

∗), a١(x
∗), . . . , ap(x

∗)} مقادیر

Elocal(x
∗) =

n∑
i=١

(
ω(

xi − x∗

h
)(g(xi, x

∗)− yi)
٢
)

(11.4)

همان ω(
xi − x∗

h
) ،(11.4) رابطه در .g(xi, x

∗) = a٠(x
∗) +

∑p
j=١ aj(x

∗)(xi − x∗)j آن در که
معین را است نظر مد x∗ به مربوط رگرسیونی معادله� وقتی ،(xi, yi) نقطه اهمیت درجه که است هسته� تابع
وزن توابع مختلف انواع می�گیرد. xi = x∗ حالت در را خود مقدار بیش�ترین نامنفی، وزن تابع این می�کند.

از عبارتند گرفت؛ بهره آن�ها از می�توان روش این در که

ω(
xi − x∗

h
) = exp

{
−١

٢(
xi − x∗

h
)٢
}

ω(
xi − x∗

h
) =


(

١ − (
xi − x∗

h
)٢
)٢

(
xi − x∗

h
)٢ ≤ ١

٠ (
xi − x∗

h
)٢ > ١

ω(
xi − x∗

h
) =


(

١ − (
xi − x∗

h
)٢
)٣

(
xi − x∗

h
)٢ ≤ ١

٠ (
xi − x∗

h
)٢ > ١

ω(
xi − x∗

h
) =


(

١ − (
|xi − x∗|

h
)٣
)٣

(
|xi − x∗|

h
)٣ ≤ ١

٠ (
|xi − x∗|

h
)٣ > ١
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.(1999 (لودر، می�شوند نامیده مکعبی30 سه و وزنی29، سه مربعی28، دو گوسی27، ترتیب به وزن توابع این که
کرد: بازنویسی می�توان زیر ساده�تر صورت به را Elocal(x

∗) ماتریسی، نمادهاي از بهره�گیري با
Elocal(x

∗) = (Xa− y)
′
W (Xa− y) (12.4)

می�شوند: تعریف زیر صورت به a و y بردارهاي و W وزن ماتریس ،X طرح ماتریس آن در که

X =


١ (x١ − x∗) . . . (x١ − x∗)p

١ (x٢ − x∗) . . . (x٢ − x∗)p

... ... . . . ...
١ (xn − x∗) . . . (xn − x∗)p

 a =


a٠(x

∗)
...

ap(x
∗)



W =



ω(
x١ − x∗

h
) ٠ . . . ٠

٠ ω(
x٢ − x∗

h
) . . . ٠

... ... . . . ...
٠ ٠ . . . ω(

xn − x∗

h
)


y =


y١
...
yn



می�آید. دست به â = (X
′
WX)−١X

′
Wy رابطه� از a برآوردگر (12.4) رابطه� کمک به

در واقع در است. x∗ از تابعی می�بریم، کار به روش این در که X ماتریس که باشیم داشته توجه باید
در می�شود، داده برازش دارند وجود مدل در که داده�هایی کل به رگرسیونی معادله� چندجمله�اي، رگرسیون
دارند، وجود x∗ همسایگی در که داده�هایی به را رگرسیونی معادله� موضعی، چندجمله�اي رگرسیون در که حالی
صورت کارگیري به با که است â٠(x

∗) با برابر ĝ(x∗, x∗) مقدار (10.4) رابطه� به توجه با می�دهیم. برازش
ستونی بردار e١ آن در که بنویسیم، ĝ(x∗, x∗) = e

′

١
(
(X

′
WX)−١X

′
Wy

صورت( به می�توانیم ماتریسی،
است: زیر صورت به ĝ(x∗, x∗) نمایش دیگر صورت است. عضو p+ ١ با (١, ٠, ٠, . . . , ٠)′

ĝ(x∗, x∗) = q(x∗)
′
y =

n∑
j=١

qj(x
∗)yj (13.4)

می�کند: پیروي زیر رابطه� از q(x∗) آن در که
q′(x∗) = e′١(X

′WX)−١X ′W. (14.4)

می�شود نتیجه و می�کنیم ضرب X در بردار راست سمت از را (14.4) رابطه� طرف دو حال
q′(x∗)X = e′١(X

′WX)−١X ′WX = e′١.

است: برقرار زیر رابطه هستند، یک با برابر همگی ،١ ≤ i ≤ n ها، xi١ این�که به توجه با
n∑

i=١
qi(x

∗) = ١. (15.4)

27Gaussian
28Bisquare
29Triweight
30Tricube
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موضعی، چندجمله�اي رگرسیون روش از حاصل برآورد که می�گیریم نتیجه (15.4) و (13.4) روابط به توجه با
بنابراین باشد، x∗ = xk اگر است. yjها وزنی میانگین همان

ŷk = ĝ(xk, xk) =
n∑

j=١
qj(Xk)yj (16.4)

e′١ بردار مانند X ′ ماتریس ستون kامین حالت این در است. کلاه ماتریس عضو kjامین ،qj(xk) آن در که
کنیم: تعریف زیر صورت به را کلاه ماتریس قطر روي عضو kامین می�توانیم و است

hkk = qk(Xk) =
[
(X

′
WX)−١

]
١١
w(٠).

تعیین براي را GCV و CV مقادیر موضعی، چندجمله�اي رگرسیون روش در کلاه، ماتریس اعضاي به توجه با
می�بریم. کار به بهینه باند پهناي

برازش ارزیابی معیارهاي
معیار دو بخش این در است، لازم برازش درستی ارزیابی براي معیاري مدل برازش روش هر در که آن�جایی از

می�کنیم: معرفی را (MISE) تجمعی32 خطاي دوم توان میانگین و (MSE) خطا31 دوم توان میانگین
میانگین اختلاف طبیعی معیار باشد، نظر مورد نقطه تک یک در برآورد که زمانی خطا: دوم توان میانگین

می�شود: تعریف زیر صورت به که است خطا دوم توان
MSEx(f̂(x)) = E(f̂(x)− f(x))٢.

مناسب معیار ،x مقادیر مجموعه کل در f و f̂ اختلاف ارزیابی براي تجمعی: خطاي دوم توان میانگین
از است عبارت که می�باشد MISE

MISEx(f̂(x)) =

∫ ∞

−∞
E(f̂(x)− f(x))٢dx.

ناپارامتري رگرسیون در نظري نتایج کاربرد 4.4
بازه روي کران�دار تابع یک g(·) آن در که گرفت نظر در را yi = g(xi) + εi مدل (١٩٨۵) گئورجیف
ها εi همچنین می�باشند. ٠ = x٠ < x١ < · · · < xn ≤ ١ صورت به و غیرتصادفی xiها و است [٠, ١]
را g(x) برآورد او است. شده فرض σ٢ از کوچک�تر واریانس و صفر میانگین داراي مستقل تصادفی متغیرهاي

کرد: معرفی زیر صورت به

gn(x) =
n∑

i=١
Wni(x)yi.

همچنین و است گرفته قرار بحث مورد p = ١ بعد براي (١٩٨۶) گربلیکی و گئورجیف توسط برآورد این
شد: معرفی زیر صورت به (١٩٨٨) گئورجیف توسط p ≥ ١ بعد براي رگرسیونی مدل

31Mean squared error
32Mean integral squared error
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مشاهدات (١٩٨٨) گئورجیف باشد. ℜp در فشرده مجموعه یک A و طبیعی عدد یک p کنید فرض
گرفت: نظر در زیر مدل از را پاسخ

y
(n)
i = g(x

(n)
i ) + ε

(n)
i ١ ≤ i ≤ n

کران�دار داده�شده حقیقی�مقدار تابع یک g(·) هستند، رگرسیون طرح نقاط x(n)
١ , . . . , x

(n)
n ∈ A آن در که

،١ ≤ i ≤ n ،E(ε
(n)
i ) = ٠ با هم�توزیع لزوماَ نه ولی مستقل ε(n)١ , . . . , ε

(n)
n تصادفی خطاهاي و A روي

میلر به می�توان بالا برآوردگر ویژگی�هاي مورد در بیش�تر جزئیات براي شده�اند. فرض صفر حول متقارن یا
و هو ،(١٩٩۶) همکاران و ترن ،(١٩٩٢) همکاران و روساس ،(١٩٩٠) فن ،(١٩٨٩) روساس ،(١٩٨٧)

کرد. مراجعه (٢٠١٢) همکاران و یانگ و (٢٠٠۵) جینگ و لیانگ ،(٢٠٠٢) همکاران

رگرسیونی تابع ناپارامتري برآوردگر کامل همگرایی
خطاي مولفه حضور در ناپارامتري رگرسیون تابع برآوردگر کامل سازگاري مورد در می�خواهیم قسمت این در

بگیرید: نظر در را زیر ناپارامتري رگرسیون مدل کنیم. تحقیق کامل، همگرایی از استفاده با NSD

yni = g(xni) + εni, ١ ≤ i ≤ n (17.4)

p ≥ ١ از پیوسته و فشرده مجموعه یک A ⊂ ℜp هستند، A از شناخته�شده طرح نقاط xni آن در که
NSD تصادفی خطاهاي εni و است شده تعریف A روي که است ناشناخته رگرسیون تابع یک g(·) می�دهد،
می�گیریم: نظر در زیر صورت به که است وزنی رگرسیون برآوردگر ،g(·) براي برآوردگر یک همچنین هستند.

gn(x) =
n∑

i=١
Wni(x)yni, x ∈ A ⊂ ℜp (18.4)

توسط وزن تابع است. وزن تابع ،١ ≤ i ≤ n براي Wni(x) = Wni(x; xn١, xn٢, ..., xnn) آن در که
است: شده برآورد زیر صورت به (١٩٧٢) چائو و پریستلی

Ŵni(x) =


xi+١ − xi

hn

k

(
x− xi

hn

)
١ ≤ i ≤ n− ١

٠ جاها سایر
(١٩٨١) لین و چنگ و (١٩٧٩) میلر و گاسر توسط دیگر برآورد یک است. هسته تابع یک k(·) آن در که

است: شده پیشنهاد زیر صورت به

W̃ni(x) =

k

(
x− xi

hn

)
n∑

i=١
k

(
x− xi

hn

) .

می�باشد. NSD خطاهاي اساس بر gn(x) رگرسیون برآوردگر کامل همگرایی مورد در بیشتر ما تحقیقات
می�کنیم. استفاده A روي g تابع پیوستگی نقاط کردن مشخص منظور به c(g) نماد از g(x) تابع هر براي
در باید Wni(x) یعنی g(·) برآوردگر وزن تابع x ∈ A نقطه هر براي است. اقلیدسی نرم نیز ∥ · ∥ از منظور

کند: صدق زیر شرایط
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.
n∑

i=١
Wni(x) → ١ ،n → ∞ که زمانی (A)

.
n∑

i=١
|Wni(x)| ≤ C < ∞ ،n هر براي (B)

.
n∑

i=١
|Wni(x)|.|g(xni − g(x)|I(∥xni − x∥ > a) → ٠ ،n → ∞ که زمانی ،a > ٠ هر براي (C)

می�کنیم. مطرح 1.4.4 قضیه در را gn(x) رگرسیونی برآوردگر کامل سازگاري بالا، فرضیات اساس بر

میانگین با NSD تصادفی متغیرهاي از سطري آرایه یک {εni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض .1.4.4 قضیه
،p ≥ ١ هر براي همچنین و است شده تصادفی غلبه X تصادفی متغیر یک توسط که طوري به باشد صفر

اگر هستند. برقرار (A)− (C) شرایط می�کنیم فرض باشد. E|X|٢p < ∞

sup
i≥١

|Wni(x)| = O(n−١/p)

داریم n → ∞ هرگاه x ∈ c(g) هر براي آن�گاه

gn(x)
c.−→ g(x). (19.4)

دهیم نشان باید ،x ∈ c(g) و ε > ٠ هر ازاي به کامل همگرایی تعریف از استفاده با برهان.
∞∑
n=١

P (|gn(x)− g(x)| > ε) < ∞.

نوشت می�توان E(gn(x)) کردن کم و اضافه با
∞∑
n=١

P (|gn(x)− g(x)| > ε) =
∞∑
n=١

P (|gn(x)− E(gn(x)) + E(gn(x))− g(x)| > ε) .

از بزرگتر آن�ها از یکی حداقل باید باشند، ε از بزرگ�تر می�خواهیم که داریم نامنفی مقدار دو چون این�جا در
بنابراین باشد. ε٢

∞∑
n=١

P (|gn(x)− g(x)| > ε) ≤
∞∑
n=١

P

(
|gn(x)− E(gn(x))| >

ε

٢

)
︸ ︷︷ ︸

(١)

+
∞∑
n=١

P

(
|E(gn(x))− g(x)| > ε

٢

)
︸ ︷︷ ︸

(٢)

.

کافی پس است، معادل همه�جا تقریباً همگرایی با کامل همگرایی چون 6.1.3 قضیه طبق (٢) قسمت براي
a > ٠ و x ∈ c(g) براي (18.4) و (17.4) معادلات از استفاده با .gni(x) a.s.−−→ g(x) دهیم نشان است
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چون

E(gn(x)) =
n∑

i=١
Wni(x)E(yni) =

n∑
i=١

Wni(x)Eg(xni) +
n∑

i=١
Wni(x)E(εni)

داریم پس

E(gn(x)) =
n∑

i=١
Wni(x)g(xni).

امید همچنین می�باشد. ثابت x و است متغیر g(·) تابع فقط زیرا است E(g(xni)) = g(xni) این�جا در
بنابراین است. صفر برابر ε ریاضی

E(gn(x))− g(x) =
n∑

i=١
Wni(x)g(xni)− g(x)

داریم
n∑

i=١
Wni(x)g(x) کردن کم و اضافه با که

E(gn(x))− g(x) =
n∑

i=١
Wni(x)g(xni)−

n∑
i=١

Wni(x)g(x) +
n∑

i=١
Wni(x)g(x)− g(x)

=
n∑

i=١
Wni(x)(g(xni)− g(x)) + g(x)(

n∑
i=١

Wni(x)− ١).

صورت این در

|Egn(x)− g(x)| ≤
n∑

i=١
|Wni(x)||(g(xni)− g(x))| (I(∥xni − x∥ ≤ a)

+ I(∥xni − x∥ > a)) + |g(x)||
n∑

i=١
Wni(x)− ١|

=
n∑

i=١
|Wni(x)||g(xni)− g(x)|I(∥xni − x∥ ≤ a)

+
n∑

i=١
|Wni(x)||g(xni)− g(x)|I(∥xni − x∥ > a)

+ |g(x)||
n∑

i=١
Wni(x)− ١|. (20.4)

δ > ٠ یک ،ε > ٠ هر براي ،x ∈ c(g) آن�جایی�که از می�شود. صفر برابر (A) شرط به توجه با آخر عبارت
در a ∈ (٠, δ) مجموعه اگر است. |g(xni)− g(x)| < ε ،∥x∗ − x∥ < δ هرگاه که طوري به دارد وجود

آوریم دست به می�توانیم آن�گاه باشیم، داشته را (20.4) معادله

|Egn(x)− g(x)| ≤ ε

n∑
i=١

|Wni(x)|+ |g(x)||
n∑

i=١
Wni(x)− ١|

+
n∑

i=١
|Wni(x)||g(xni)− g(x)|I(∥xni − x| > a). (21.4)
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داریم (A)− (C) شرایط و (21.4) معادله از استفاده با بنابراین،

lim
n→∞

Egn(x) = g(x) x ∈ c(g). (22.4)

جاي به صورت این غیر (در .Wni(x) > ٠ که می�کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون ،x ∈ c(g) براي
که می�کنیم توجه و می�کنیم استفاده W−

ni(x) و W+
ni(x) از ترتیب به Wni(x)

Wni(x) = W+
ni(x)−W−

ni(x)

داریم (18.4) معادله در gn(x) از گرفتن ریاضی امید با (١) قسمت در است).
∞∑
n=١

P

(
|gn(x)− E(gn(x))| >

ε

٢

)
=

∞∑
n=١

P

(
n∑

i=١
Wni(x)εni >

ε

٢

)

هر ازاي به پس است. صفر به کامل همگراي ∑n
i=١ Wniεni ،n → ∞ وقتی 8.2.3 قضیه اساس بر که

ε > ٠
∞∑
n=١

P

(
|

n∑
i=١

Wni(x)εni| > ε

)
< ∞. (23.4)

تعریف همچنین و می�بریم کار به r = ١/p و β = ١ − ١/p ≥ ٠ ،θ = ١ ،α = ٠ با را 8.2.3 قضیه حال
در ،x ∈ c(g) براي .s = θ + (١ + α + β)/r = ٢p و ١ + α + β = ٢ − ١/p > ٠ می�کنیم
(17.3) و (14.3) ،(13.3) شرایط که می�بینیم آسانی به می�کنیم. مشخص را ani = Wni(x) ،8.2.3 قضیه

داریم 8.2.3 قضیه (٢) قسمت از استفاده با همچنین هستند. کافی 8.2.3 قضیه در
∞∑
n=١

nβP

(
max

١≤j≤n
|

n∑
i=١

Wni(x)εni| > ε

)
< ∞; ε > ٠

است. کامل قضیه برهان و دارد دلالت (23.4) معادله به که

و نادارایا-واتسون ذکرشده روش دو در gn(x) رگرسیونی برآوردگر سازگاري اثبات براي .2.4.4 نتیجه
هستند. برقرار آن�ها براي (C) تا (A) شرط سه کنیم ثابت است کافی موضعی، چندجمله�اي رگرسیون

هسته برآوردگر براي کامل همگرایی شرایط بررسی

که آن�جایی از

n∑
i=١

k(
x− xi

h
)

n∑
k=١

k(
x− xk

h
)

= ١

است. برقرار بدیهی طور به (A) شرط



67 ناپارامتري رگرسیون در نظري نتایج کاربرد

با صورت این در که نگرفت نظر در را مطلق قدر می�توان Wniها بودن مثبت دلیل به نیز (B) شرط در
زیرا می�دهد. نتیجه را سري این بودن متناهی و می�شود برابر قبلی حالت
n∑

i=١

∣∣∣∣∣∣∣
k(

x− xi

h
)∑n

k=١ k(
x− xk

h
)

∣∣∣∣∣∣∣ = ١.

باشد. کمتر sup
١≤i≤n

|Wni| مرتبه از sup
١≤i≤n

|gni(x)− g(x)| مرتبه که است برقرار (C) شرط زمانی همچنین
آن�گاه ، sup

١≤i≤n

|Wni| = O(n−١/p) و sup
١≤i≤n

|gni(x)− g(x)| = O(n−α) اگر دیگر عبارت به
∞∑
n=١

|Wni(x)||g(xni − g(x)|I(∥xni − x∥ > a) ≤
∞∑
n=١

O(n−١/p)O(n−α)

≤
∞∑
n=١

C١
n−١/p

C٢
n−α

=
∞∑
n=١

C

n−α−١/p

در که شود −α− ١
p
> ٠ یعنی باشد، صفر جملاتش همه� که می�کند میل صفر سمت به سري این زمانی و

است. برقرار (C) شرط آن�گاه شود، α < −١
p
باید این�صورت

موضعی چندجمله�اي ناپارامتري برآوردگر براي کامل همگرایی شرایط بررسی
نظر در را گوسی وزن تابع موضعی، چندجمله�اي رگرسیون روش در کامل همگرایی شرایط بررسی براي

که است واضح (A) شرط اثبات براي می�گیریم.

lim
n→∞

n∑
i=١

exp

(
−١

٢(
xi − x∗

h
)٢
)

= ١

که کند. میل x∗ یعنی خود ماکسیمم سمت به xi که می�گیرند نظر در کوچک آنقدر را h همیشه هسته توابع
می�کند. میل 1 سمت به exp و می�شود صفر توان حالت این در

موضعی چندجمله�اي رگرسیون وزن توابع عبارات همه� چون که بگوییم می�توانیم دوم شرط اثبات براي
بنابراین هستند. متناهی پس می�کنند، میل ١ به و نامنفی

n∑
i=١

∣∣ exp(−١
٢(

xi − x∗

h
)٢
) ∣∣ < C

نیز (C) شرط می�کند. صدق نیز موضعی چندجمله�اي رگرسیون وزن توابع مختلف حالات براي شرط این
می�شود. نتیجه سادگی به نادارایا-واتسون روش مشابه

برقرار نیز وزنی، سه و مربعی دو مانند معرفی�شده، وزن توابع سایر براي (C) تا (A) شرایط .3.4.4 نتیجه
روشن گوسی، وزن تابع براي شرایط برقراري و نمایی تابع بسط به توجه با سادگی به هم آن دلیل هستند.

است.
موضعی، اي چندجمله و نادارایا-واتسون وزن توابع براي ذکرشده شرط سه برقراري به توجه با .4.4.4 نتیجه
است. کامل همگرایی داراي است، NSD تصادفی متغیر آن ε که مدلی در برآوردگرها این که می�گیریم نتیجه





۵ فصل

نظري نتایج ارزیابی

استفاده شبیه�سازي مطالعه از چهارم، فصل در ارایه�شده ناپارامتري برآوردگر نظري نتایج ارزیابی منظور به
ناپارامتري رگرسیون مدل در می�دهیم. ارایه فصل این در را آن نتایج که کردیم

y = g(x) + ε (1.5)

است. NSD تصادفی متغیر یک ،ϵ یعنی خطا، جمله می�کنیم فرض
براي کردیم. استفاده چندمتغیره تی و چندمتغیره نرمال توزیع دو از ϵ خطاي جمله براي مطالعه این در
تی، مقیاس ماتریس و نرمال توزیع کواریانس ماتریس اصلی قطر غیر درایه�هاي باید توزیع دو این بودن NSD
تولید در (مقیاس)، کواریانس ماتریس بودن معتبر از اطمینان براي چندمتغیره توزیع دو این در باشند. منفی

داریم. محدودیت خطا جمله از نمونه
توزیع از n بعد با Σ = (σij) کواریانس ماتریس اصلی قطر غیر درایه�هاي تولید مساله اگر واقع، در
از تابعی به�عنوان ،a ماکسیمم مقدار که است این می�شود مطرح که سوالی باشد، [−a, ٠] فاصله در یکنواخت
با است. ١

n−١ مقدار سوال این پاسخ باشد؟ می�تواند چند هستند، 1 همگی اصلی قطر درایه�هاي که وقتی ،n
این شبیه�سازي�هاي تمام در را چندمتغیره تی و نرمال توزیع�هاي در (مقیاس) کواریانس ماتریس واقعیت، این

گرفتیم: نظر در زیر شکل به فصل
σii = ١, σij = − ١

n− ١ .

نوشته پایان�نامه نویسنده توسط شبیه�سازي کدهاي و شده�اند اجرا R نرم�افزار محیط در شبیه�سازي تمام
شده�اند.
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ناپارامتري رگرسیون تابع هسته برآوردگر 1.5
جمله تحت را کامل همگرایی شرایط ناداریا-واتسون، هسته برآوردگر که رسیدیم نتیجه این به قبل فصل در

واقعی ناپارامتري تابع با را (1.5) مدل نتیجه، این نمونه کوچک ارزیابی براي هست. دارا NSD خطاي
g(x) = sin ٢πx

تابع از و گرفتیم نظر در را n = ٢٠, ۴٠, ٨٠, ١٢٠ نمونه حجم چهار شبیه�سازي در کردیم. شبیه�سازي
کردیم. تولید 4 واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از نیز را x تبیینی متغیر کردیم. استفاده نرمال هسته

گرفتیم. نظر در را چندمتغیره تی و نرمال توزیع دو خطا جمله براي همچنین
گرفتیم. کمک R در MASS بسته از g(x) رگرسیونی تابع برآورد براي هسته روش اجراي منظور به

چندمتغیره نرمال خطاي 1.1.5
نحوه که ،Σ کواریانس ماتریس و صفر میانگین با متغیره n نرمال توزیع از را خطا جمله اول، شبیه�سازي در
و واقعی منحنی همراه به رگرسیون تابع برآوردشده منحنی کردیم. شبیه�سازي شد، تشریح بالا در آن تشکیل

شده�اند. گزارش 1.5 شکل در مختلف، نمونه حجم�هاي براي شبیه�سازي�شده، داده�هاي پراکنش
برآورد اریبی ،40 و 20 کوچک نمونه�هاي حجم براي که است واضح برازش�شده، منحنی�هاي به توجه با
برآوردها و می�شوند نزدیک�تر واقعی مقدار به برازش�شده منحنی�هاي نمونه، حجم افزایش با اما است، بزرگ
کوچک در نظري نتایج برقراري به می�توان مثال این در بنابراین هستند. کوچک�تر حجم�هاي از قبول�تر قابل

کرد. اعتماد نمونه

چندمتغیره تی خطاي 2.1.5
در نتایج کردیم. تولید Σ مقیاس ماتریس با چندمتغیره تی توزیع از را رگرسیون خطاي جمله دوم، مثال در

شده�اند. داده نمایش 2.5 شکل
است کوچک نمونه حجم که زمانی برازش�شده منحنی که می�کنیم ملاحظه نیز 2.5 شکل نمودارهاي در

می�شود. نزدیک�تر واقعی منحنی به می�شود بزرگ�تر نمونه حجم هرچه و دورتر واقعی منحنی از
هسته برآوردگر سازگاري می�شود، بزرگ�تر نمونه حجم هرچه که می�کنید ملاحظه خطا توزیع دو هر براي
کمتر اریبی مشاهدات، کران�هاي در جز به برازش�شده، نمودار و دارد بیشتري نمود ناپارامتري رگرسیون تابع
است. مشهودتر چندمتغیره نرمال خطاي توزیع با رگرسیونی مدل در همواري این دارد. بیشتري همواري و

وجود تبیینی متغیر مشاهدات کران�هاي در هسته روش به رگرسیونی تابع برآورد در همیشگی عیب یک
می�گیرند، قرار مشاهدات کران�هاي در که تبیینی متغیر از نقاطی در رگرسیونی تابع برآورد روشن�تر، به�طور دارد؛
کران اگر (یعنی نیستند محدود سمت آن در که می�گیرد قرار تبیینی متغیر از مشاهداتی تاثیر تحت شدت به
افزایش باعث مساله این برعکس). و می�گیرد قرار نظر مورد نقطه چپ سمت مشاهدات تاثیر تحت باشد بالا

است. معروف کران1 اریبی به هسته روش در مشکل این شد. خواهد نقطه آن در برآورد اریبی
1Boundary bias
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(ب) (آ)

(د) (ج)

برآوردشده منحنی همراه به نرمال خطاي جمله با g(x) = sin ٢πx رگرسیون تابع واقعی منحنی :1.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي هسته روش به

را ایراد این که است ناپارامتري رگرسیون روش�هاي انواع از یکی موضعی چندجمله�اي رگرسیون روش
گرفت. نظر در واتسون نادارایا- رگرسیون روش از تعمیمی را روش این می�توان و می�دهد کاهش

موضعی چندجمله�اي رگرسیون برآوردگر 2.5
همگرایی شرایط که دیدیم نیز موضعی چندجمله�اي رگرسیون روش با ناپارامتري رگرسیون تابع برآوردگر براي
کردیم: شبیه�سازي g(·) براي مختلف تابع دو با را (1.5) مدل حالت، این در هستند. برقرار چهارم فصل کامل

شکل به رگرسیونی تابع اول، مثال در .1
g١(x) =

√
x(١ − x)

sin(٢٫ ١π)
x+ ٠٫ ٢

شد. شبیه�سازي استاندارد یکنواخت توزیع از x تبیینی متغیر آن در که شد، گرفته نظر در

صورت به رگرسیونی تابع دوم، مثال در .2
g٢(x) = x+ ۵ exp(−۴x٢)

شد. تولید [−١, ١] فاصله در یکنواخت توزیع از تبیینی متغیر آن در که شد، گرفته نظر در



نظري نتایج ارزیابی 72

(ب) (آ)

(د) (ج)

برآوردشده منحنی همراه به تی خطاي جمله با g(x) = sin ٢πx رگرسیون تابع واقعی منحنی :2.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي هسته روش به

توزیع دو خطا جمله براي و گرفتیم نظر در را n = ٢٠, ۴٠, ٨٠, ١٢٠ نمونه حجم چهار نیز روش این در
بردیم. کار به را چندمتغیره تی و نرمال

و MASS ،locfit بسته� سه از زیربخش این شبیه�سازي�هاي اجراي و R در روش این اجراي براي
روش�هاي و موضعی، رگرسیون انجام براي نرم�افزاري بسته یک locfit بسته گرفتیم. کمک mvtnorm
قرن اواخر در گوناگون زمینه�هاي در موضعی رگرسیون است. درست�نمایی بر مبتنی رهیافت با هموارسازي
روش�هاي وجود دلیل به عمدتا روش این فعلی محبوبیت گرفت. قرار استقبال مورد ٢٠ قرن اوایل و ١٩
(هموار) منحنی بر زیادي تاثیر روش، این در هموارسازي پارامتر که آن�جایی از است. LOWESS و LOESS
استفاده با را بهینه باند پهناي یک نمونه، حجم اساس بر ،locfit بسته پیش�فرض به�طور دارد، برآوردشده
بسته در پیش�فرض وزن تابع می�کند. کنترل را مناسب همواري و انتخاب همسایگی2 نزدیک�ترین روش از
گرفته نتیجه آن اعتبار و بررسی وزن تابع همین براي 1.4.4 قضیه شرایط که است گوسی وزن تابع ،locfit

شد.

چندمتغیره نرمال خطاي 1.2.5
نرمال خطا جمله که حالتی براي را g٢(x) و g١(x) ترتیب به منحنی�هاي برآورد نتایج 4.5 و 3.5 شکل دو

می�دهند. نشان مختلف، نمونه حجم�هاي حسب بر است، چندمتغیره
2Nearest neighbours
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(ب) (آ)

(د) (ج)

روش به برآوردشده منحنی همراه به نرمال خطاي جمله با g١(x) رگرسیون تابع واقعی منحنی :3.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي LOESS

به و پیاپی به�طور برازش�شده منحنی کوچک، نمونه حجم�هاي براي که می�شود ملاحظه 3.5 شکل در
تغییرات تاثیر تحت شدت به منحنی این که است واضح است. شده حاصل وصل��شده� هم به تکه�هاي صورت
است صفر مشاهده�شده نقاط در باقیمانده�ها دوم توان�هاي مجموع دارد. قرار داده�ها تصادفی اغتشاشات و مکانی
هموارتر برازش�شده منحنی نمونه حجم افزایش با است. شکسته کاملا و ناهموار حاصل برآوردشده منحنی و

می�شود. نزدیک�تر واقعی مقدار به و
رگرسیونی تابع برآورد گرفته�شده، نظر در تابع دو هر براي می�دهد. نتیجه را یکسانی استنباط 4.5 شکل

است. مشهود LOESS روش برآوردگر سازگاري و شده نزدیک واقعی منحنی به نمونه حجم افزایش با

چندمتغیره تی خطاي 2.2.5

رگرسیونی تابع برازش نتایج است، شده شبیه�سازي چندمتغیره تی NSD توزیع از خطا جمله که حالتی براي
شده�اند. داده نمایش 6.5 و 5.5 شکل دو در ترتیب به g٢(x) و g١(x) واقعی تابع دو براي

دست به نرمال حالت مشابه نتایج چندمتغیره، تی NSD خطاي جمله با ناپارامتري رگرسیون مدل براي
داده�شد برازش مدل همواري چندمتغیره، تی خطاي جمله با رگرسیون مدل در که تفاوت این با آمده�اند؛

است. نرمال خطاي با مدل از سریع�تر
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(ب) (آ)

(د) (ج)

روش به برآوردشده منحنی همراه به نرمال خطاي جمله با g٢(x) رگرسیون تابع واقعی منحنی :4.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي LOESS

رگرسیونی مدل خطاي دوم توان میانگین 3.2.5
1.5 جدول کردیم. استفاده MISE معیار از رگرسیونی، تابع براي برآوردشده نمودارهاي کمی ارزیابی براي
نمونه حجم�هاي حسب بر ،g٢(x) و g١(x) تابع دو برآوردهاي براي را MISE معیار محاسبه�شده مقادیر

می�دهد. نشان n = ٢٠, ۴٠, ٨٠, ١٢٠
کاهش g٢(x) و g١(x) تابع دو هر MISEبراي مقادیر نمونه حجم افزایش با می�شود دیده که همان�طور
است. LOESS روش با رگرسیونی تابع برآوردهاي بودن سازگار از حاکی نیز معیار این بنابراین کرده�اند. پیدا

تحقیق آینده و نتیجه�گیري 3.5
ساختار با وابسته تصادفی متغیر یک خطا جمله فرضکردیم ناپارامتري رگرسیون مدل یک در پایان�نامه، این در
تابع براي شرایطی تحت نیز، را ناپارامتري رگرسیون تابع برآوردگر یک کامل سازگاري است. �NSD وابستگی
برآوردگر دو براي مطرح�شده شرایط دادیم نشان همچنین کردیم. بازگو پیشنهادي، برآوردگر در موجود وزن
همگرایی براي است تضمینی نتیجه این هستند. برقرار موضعی چندجمله�اي رگرسیون و هسته ناپارامتري
روش�هاي از که وقتی NSD خطاي جمله با رگرسیون مدل یک در رگرسیونی تابع ناپارامتري برآوردگر کامل
را، نظري نتایج برقراري نیز شبیه�سازي مطالعه از استفاده با می�کنیم. استفاده موضعی چندجمله�اي یا هسته

دادیم. نمایش محدود، نمونه حجم حالت در
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(ب) (آ)

(د) (ج)

روش به برآوردشده منحنی همراه به تی خطاي جمله با g١(x) رگرسیون تابع واقعی منحنی :5.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي LOESS

این خروجی تحقیق آینده به�عنوان را زیر موارد می�توان بیان�شده، شبیه�سازي و نظري مطالب به توجه با
کرد: فهرست پایان�نامه

را مستقل و NA تصادفی متغیرهاي که وابستگی�هاست از بزرگ نسبتا رده یک NSD وابستگی رده •
نیز تصادفی متغیرهاي از رده دو این براي پایان�نامه این در ارایه�شده نتایج بنابراین، می�شود. شامل
تصادفی متغیر نوع دو این با را ناپارامتري رگرسیون مدل در خطا جمله می�توان بنابراین هستند. برقرار
رگرسیون تابع برآوردگر کامل همگرایی بررسی گرفت. نتیجه را مشابه کامل همگرایی نتایج و نظر در
قابل تحقیق، این آینده به�عنوان علاقه مورد موضوع�هاي از یکی وابستگی رده�هاي سایر براي ناپارامتري

است. طرح

روش�هاي سایر براي چهارم، فصل در معرفی�شده ناپارامتري برآوردگر در وزن تابع نظري شرایط بررسی •
باشد. توجه جالب می�تواند نیز همسایگی، نزدیکترین روش مانند وزن�دهی، براي مطرح�شده
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(ب) (آ)

(د) (ج)

روش به برآوردشده منحنی همراه به تی خطاي جمله با g٢(x) رگرسیون تابع واقعی منحنی :6.5 شکل
n = ١٢٠ د) و n = ٨٠ ج) ،n = ۴٠ ب) ،n = ٢٠ آ) براي LOESS

روش در g٢(x) و g١(x) تابع دو برآوردگرهاي براي تجمیع�شده خطاي دوم توان میانگین :1.5 جدول
LOESS

چندمتغیره نرمال خطاي چندمتغیره تی خطاي
نمونه حجم g١ g٢ g١ g٢

٢٠ ٠٫ ۵٠٣ ٨٫ ٣٣۶ ٠٫ ۶۴٠ ٨٫ ۵٢۶
۴٠ ٠٫ ۴٣٨ ٧٫ ٨٠٩ ٠٫ ۶٠۵ ٨٫ ٠٣١
٨٠ ٠٫ ۴٠٣ ٧٫ ۵۵٣ ٠٫ ۵٩۴ ٧٫ ٧٩٠

١٢٠ ٠٫ ٣٩١ ٧٫ ۴۶٨ ٠٫ ۵٩١ ٧٫ ٠٧١
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پیوستآ�

نرم�افزاري �کدهاي

روشهسته به مربوط کدهاي آ�.1
rm(list=ls())
library(MASS)
set.seed(2314)
#####
n = 80
a = -1/(n-1)
M = a*matrix(rep(1,n*n), ncol=n)
diag(M) = rep(1,n)
eigen(M)$values
###
#x = rnorm(n,0,2)
x=rt(n,3)
g = sin(2*pi*x)
gen.data <- function(n){
#epsilon = mvrnorm(1, mu=rep(0,n), Sigma=M)
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epsilon = as.vector(rmvt(1, sigma=M, df=3))
y = g + epsilon
return(y)
}
y = gen.data(n=n)
plot(y~x)

B = 2
out <- list()
esm <- function(B){

for (i in 1:B){
y <- gen.data(n=n)
nonp = ksmooth(x, y, kernel="normal")
xx <- nonp$x
out[[i]] <- nonp$y
}
return(list('xx' = xx, 'out' = out))
}
natije <- esm(B=2)
#####
nonp1 = ksmooth(x, y, kernel="normal")
nonp2 = ksmooth(x, y, kernel="normal")
nonp3 = ksmooth(x, y, kernel="normal")
plot()
lines(nonp1, lty=2)
lines(nonp2, lty=2)
lines(nonp3, lty=2)

lines(natije$xx, (sin(2*pi*(natije$xx))),col="red")
legend("topleft",c("true variable","estimate variable"),lwd=1,lty=c(1,4),col=c("red","black"))

موضعی چندجمله�اي روش به مربوط کدهاي آ�.2
library(MASS)
library(locfit)
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library(mvtnorm)
set.seed(2314)
######
n = 120
a = -1/(n-1)
M = a*matrix(rep(1,n*n), ncol=n)
diag(M) = rep(1,n)
eigen(M)$values
###################
locfit_simdata = function(f,Sig,n,h,deg,xlo,xhi){
x = runif(n,xlo,xhi)
y = f(x) + mvrnorm(1, mu=rep(0,n), Sigma=Sig)
#y = f(x) + as.vector(rmvt(1, sigma=Sig, df=3)) # replace it with mvrnorm
locfitfit = locfit(y~x, alpha=c(0,h), deg=deg, maxk=1000)
alphamat = matrix(0,ncol=2,nrow=30)
alphamat[,2] = (1.2^(seq(30)-30))*2*(xhi-xlo)
gcvs = gcvplot(y~x, alpha=alphamat,deg=deg,maxk=1000)
optband = max(gcvs$alpha[gcvs$values == min(gcvs$values),2])
locfitopt = locfit(y~x,alpha=c(0,optband),deg=deg,maxk=1000)
xg = seq(xlo,xhi,length=1000)
plot(x,y,xlab="x",ylab="y",pch=16,cex=0.5,col=rgb(0.7,0.7,0.7),
main="Local fitting of nonparametric function f")
lines(xg,f(xg),col=2,lwd=3)
# lines(xg,predict(locfitfit,newdata=xg),col=3,lwd=3)
lines(xg,predict(locfitopt,newdata=xg),col=4,lwd=3)
legend(xhi,min(y),legend=c(expression(f),
paste("estimate using gcv optimal h = ",round(optband,3))),
col=c(2,4),lwd=2,bty="n",cex=.7,yjust=0,xjust=1)
# mtext(paste("degree=",deg,", n=",n,",sigma=",sigma,sep=""),line=1,
# adj=0,cex=1.3)
list(y=y)
}
par(mfrow=c(2,1))
f1 = function(x){sqrt(x*(1-x))*sin((2.1*pi)/(x+0.2))}
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y1=locfit_simdata(f1,Sig=M,n=n,h=0.2,deg=1,xlo=0,xhi=1)
f2 = function(x){x + 5*exp(-4*x^2)}
y2=locfit_simdata(f2,Sig=M,n=n,h=0.2,deg=1,xlo=-1,xhi=1)
########################
#### computing mise of estimators
fit.x <- seq(0,1,length.out=120)
fit.x
deg=1
h=0.2
locfitfit = locfit(y1$y~x, alpha=c(0,h), deg=deg, maxk=1000)
predict(locfitfit,fit.x)
g.hat <- predict(locfitfit,fit.x)
g.real <- f1(fit.x)
mean((g.hat-g.real)^2)

fit.x <- seq(0,1,length.out=120)
fit.x
locfitfit = locfit(y2$y~x, alpha=c(0,h), deg=deg, maxk=1000)
predict(locfitfit,fit.x)
g.hat <- predict(locfitfit,fit.x)
g.real <- f2(fit.x)
mean((g.hat-g.real)^2)



Abstract

Independence and dependence properties of random variables play a basic role in statistics
and probability. In most situations, the random variables are not independent. Hence, we
should study and use the different measures of dependence between random variables. In
this thesis, particularly, we focus on negatively superadditive-dependence (NSD) structure
and its applications. Moment inequalities could be used in many applications of proba-
bility, e.g. finding lower or upper bounds for moments which their exact values are not
known. Two useful moment inequalities for NSD random variables are Rosenthal-type
maximal and Kolmogorov-type exponential inequalities. In this thesis, by using the men-
tioned inequalities, we re-introduce the complete convergence of arrays of row-wise NSD
random variables and the complete consistency for the estimator of nonparametric regres-
sion model based on NSD errors. Then, we examine the performance of theoretical results
by a simulation study.

Keywords: Negatively superadditive-dependent random variables, Rosenthal-type maxi-
mal inequality, Kolmogrov-type exponential inequality, complete convergence, complete
consistency.
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