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චاری ণپاس໋�
پروردگارا!

نه و اسارت برای حلقه�ای نه و تکبر و غرور فزونی برای باشد نردبانی نه اندکم دانش تا کن مدد مرا
دیگران و خود زندگی ساختن متفاوت و انسانیت برای باشد گامی بلکه تجارت، برای دستمایه�ای

می�کنند. قویتر مرا آنها زیرا متنفرند من از که کسانی از سپاس
می�کنند. بزرگتر مرا قلب آنها زیرا دارند دوست مرا که کسانی از سپاس

از سپاس است، سوخته و ساخته من دوری با و ریخته فراق اشک�های من نبود از که مادرم از سپاس
زندگی�ام پشتیبان و یار همواره که همسرم از سپاس و می�ماند همراهم شکیبایی و صبر با همواره که پدرم

داشته�اند. دوست مرا همیشه که برادرانم و خواهران از سپاس و است
و کمک�ها برای راد جعفری نادر دکتر آقای جناب دلسوزم راهنمای استاد از که می�دانم لازم برخود
آقای جناب از وهمچنین داشته�اند عرضه من به پایان�نامه این رسیدن ثمر به در که راهنمایی�هایشان
و فرموده زحمت قبول که مقدس شعرباف رحیمی صادق دکتر آقای جناب و علیشاهی میثم دکتر
و سرافرازی همواره برایشان و باشم داشته قدردانی و تشکر نهایت گرفته�اند، برعهده را تحقیق این داوری

خواستارم. متعال خداوند از را سربلندی
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چൊیده
ازای به هرگاه نامیم رومی احاطه�گر تابع یک را f : V → {٠,١,٢} تابع باشد. گراف یک G کنید فرض
احاطه�گر تابع وزن .f(u) = ٢ که باشیم داشته u ∈ N(v) مانند راسی f(v) = ٠ شرط با v راس هر
داده نشان γR(G) با که G گراف رومی احاطه�گر عدد .w(f) =

∑
v∈V f(v) با است برابر f رومی

گراف یک در .G گراف روی رومی احاطه�گر توابع وزن�های درمیان وزن کوچکترین با است برابر می�شود
شرط با v راس هر برای هرگاه نامیم {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک را f : V → {٠,١,٢} تابع G
v راس همسایه�های روی f مقادیر مجموع f(N(v)) آن در که f(N(v)) ≥ ٢ باشم داشته f(v) = ٠
احاطه�گری عدد .w(f) =

∑
v∈V f(v) از است عبارت f {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک وزن است.

و G گراف روی {٢}-رومی احاطه�گر توابع میان در وزن مینیمم از است عبارت G گراف {٢}-رومی
می�دهیم. نشان γ{R٢}(G) نماد با را آن

خورشید گراف�های و دورها مسیرها، ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری عدد برای دقیقی مقدار پایان�نامه این در
GP (n, k) یافته تعمیم پترسن گراف�های رنگین�کمانی احاطه�گری عدد برای کران�هایی و می�دهیم، ارائه را
می�پردازیم، گراف�ها روی رومی احاطه�گری عدد مقدار و رومی احاطه�گری مطالعه به سپس می�دهیم. ارائه
بررسی به همچنین می�دهیم. ارائه را رنگین�کمانی احاطه�گری و رومی احاطه�گری اعداد برای کران�هایی و
ارائه پارامترها این اساس بر گراف�ها برای دسته�بندی�هایی و می�پردازیم پارامترها این بنیادی خواص
عدد نظیر آن پارامترهای سایر با را گراف یک {٢}-رومی احاطه�گری عدد بین رابطه پایان در می�دهیم.

می�آوریم. بدست کمانی رنگین احاطه�گری عدد و رومی احاطه�گری عدد احاطه�گری،

کمانی، رنگین احاطه�گری رومی، احاطه�گری ٢-احاطه�گری، احاطه�گری، عدد احاطه�گری، کلیدی: کلمات
{٢}-رومی احاطه�گری ضعیف، رومی احاطه�گری
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١ فصل

تعاریف و مقدمات

١



می�کنیم. بیان را داریم، نیاز آن�ها به بعد فصل�های در که مفاهیمی و تعاریف از بعضی فصل این در
هستند. [١٢] و [٢٠] مراجع از برگرفته فصل این تعاریف تمام

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

یک V (G) آن در که است (V (G), E(G),Ψ(G)) سه�تایی یک ١ یکگراف از منظور .١.١.١ تعریف
هر به که است وقوع تابع Ψ(G) و یال�ها از مجموعه�ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهی مجموعه

می�کند. متناظر را G رأس�های از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت یک G یال
به را v١ ،e گویند آن�گاه ΨG(e) = v١v٢ قسمی�که به باشند آن رأس�های v٢ و v١ و یال یک e اگر
صورت به خلاصه به�طور را گراف پس این از نامند. e انتهای دو را رأس دو این و می�کند وصل v٢

می�دهیم. نشان G = (V,E)

می�شود. داده نمایش n یا n(G) با و می�باشد G گراف رئوس تعداد G گراف ٢ مرتبه .٢.١.١ تعریف

و رأس�ها از v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله یک ،k طول به ٣ گشت یک .٣.١.١ تعریف
باشد. یال یک ei = vi−١vi ،i = ١, . . . , k هر ازای به طوریکه به یال�هاست،

گراف یک در را مسیر یک باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتی ۴ یکمسیر .۴.١.١ تعریف
هر ازای به طوریکه به می�گیریم، نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز رأس�های از مرتبی فهرست صورت به

می�دهیم. نشان Pn با را رأسی n مسیر یک باشد. یال یک ei = vi−١vi ،i = ١, . . . , n

رأس و ابتدایی رأس آن در که است یک حداقل طول به بسته�ای گشت ۵ دور یک .۵.١.١ تعریف
نشان Cn با را رأسی n دور یک نداریم. دیگری تکراری رأس هیچ و هستند منطبق یکدیگر بر انتهایی

می�دهیم.

است. یک طول به دوری ۶ طوقه .۶.١.١ تعریف

بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ که است گرافی ٧ ساده یکگراف .٧.١.١ تعریف
نباشد. موجود یال یک از

است واقع آن�ها بر v که می�باشد G گراف یال�های تعداد G گراف در v رأس ٨ درجه .٨.١.١ تعریف
و ∆(G) با را G گراف رئوس درجات میان در درجه بزرگترین می�دهیم. نمایش dG(v) با را آن و

می�دهیم. نمایش δ(G) با را درجه کوچکترین

١Gragh
٢Order
٣Walk
۴Path
۵Cycle
۶Loop
٧Simple graph
٨Degree



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١

را w ∈ V − S رأس یک دراین�صورت باشد. V از زیرمجموعه یک S کنید فرض .٩.١.١ تعریف
باشد داشته وجود گونه�ای به v ∈ S رأس یک اگر می�نامیم S مجموعه به نسبت ٩ خصوصی همسایه�ی

.N(w) ∩ S = {v} ،w رأس هر برای که

تمام درجه اگر باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم ١٠ منتظم را G گراف .١٠.١.١ تعریف
نامیم. k–منتظم را گراف آن��گاه باشد، k رئوس

به یک تابع هرگاه گوییم ١١ یکریخت را G′
= (V

′
, E

′
) و G = (V,E) گراف دو .١١.١.١ تعریف

.f(u)f(v) ∈ E(G
′
) آن�گاه uv ∈ E(G) اگر که باشد موجود f : V (G) → V (G

′
) پوشای و یک

یکریخت زیر شکل گراف�های مثال برای می�دهیم. نشان G ∼= G
′ نماد با را G′ و G یکریخت گراف دو

هستند.

...... ......

.G′ و G یکریخت گراف�های :١.١ شکل

v رأس ١٢ باز همسایگی را باشند مجاور v رأس با که G گراف رئوس از مجموعه�ای .١٢.١.١ تعریف
با و نامیده v رأس ١٣ بسته همسایگی را N(v) ∪ {v} همچنین می�دهیم. نمایش N(v) با و نامیده

می�دهیم. نمایش N [v]

گراف باشند، شده متصل یکدیگر به یال یک توسط متمایز رأس دو هر آن در که گرافی .١٣.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Kn با را رأسی n کامل گراف یک می�شود. نامیده ١۴ کامل

Y و X مجموعه زیر دو به آن رأس�های مجموعه که است گرافی ١۵ بخشی دو گراف .١۴.١.١ تعریف
با بخشی دو گراف یک باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G یال�های تمام سر یک که شود، افراز چنان
نامیده کامل بخشی دو گراف باشد، شده وصل Y رأس هر به ،X رأس هر آن در که ،Y و X بخش�های
Km,n با را Y و X بخش�های با کامل بخشی دو گراف آنگاه ،|Y | = n و |X| = m اگر می�شود.

می�دهیم. نمایش

مشترک رأس یالی دو هیچ که یال�هاست از زیرمجموعه�ای G گراف در ١۶ یکتطابق .١۵.١.١ تعریف

٩Private neighbour
١٠Regular graph
١١Isomorphic
١٢Open neighbourhood
١٣Closed neighbourhood
١۴Complete graph
١۵Bipartite graph
١۶Matching



۴ تعاریف و مقدمات .١

دوبخشی گراف� :٢.١ شکل

،M گوئیم آنگاه باشد M یال�های از یکی روی رأسی x و باشد G در تطابق یک M اگر باشند. نداشته
کامل تطابق یک را M آنگاه شود اشباع M تطابق توسط G گراف از رأس هر اگر می�کند. اشباع را x

می�نامیم.

داده نشان G با را G گراف ( مکمل یا ) ١٧ متمم باشد، رأسی n گرافی G کنید فرض .١۶.١.١ تعریف
و اگر هستند مجاور G در v و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (G) می�کنیم، تعریف صورت بدین و

نباشند. مجاور G در اگر فقط

آن متمم و G گراف :٣.١ شکل

١٧Complementary



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١.١

و نامیم G گراف برای رأسی ١٨ آمیزی رنگ یک را f : V (G) −→ A ̸= ∅ تابع .١٧.١.١ تعریف
x مجاور رأس دو هر برای هرگاه نامیم، مجاز را f آمیزی رنگ می�نامیم. رنگ�ها مجموعه را A همچنین

.f(x) ̸= f(y) ،y و
عدد .|f(V (G))| = k که باشد موجود f مجاز آمیزی رنگ یک هرگاه نامیم، پذیر k-رنگ را G گراف
می�دهیم. نشان χ(G) با را آن و باشد پذیر k-رنگ ،G که k مقدار مینیمم از است عبارت Gگراف رنگی
می�دهند. تشکیل مستقل مجموعه ،G گراف مجاز آمیزی رنگ یک در رنگ هم رأس�های که شود توجه

و V (H) ⊆ V (G) بطوریکه است H مانند گرافی G گراف از ١٩ زیرگراف یک .١٨.١.١ تعریف
.E(H) ⊆ E(G)

Hزیرگرافی هرگاه می�دهیم، G|Vنمایش (H)| با و Gنامیده القایی زیرگراف Hرا٢٠ .١٩.١.١ تعریف
.xy ∈ E(H) آنگاه ،xy ∈ E(G) اگر y و x رأس دو هر برای و باشد G از

می�نامیم. ٢١ جنگل را دور فاقد گراف یک .٢٠.١.١ تعریف

دور فاقد همبند گراف دیگر عبارت به می�نامیم. ٢٢ درخت یک را همبند جنگل یک .٢١.١.١ تعریف
درخت�ها و جنگل�ها لذا می�دهند تشکیل دور چندگانه یال�های و طوقه که آنجایی از می�نامیم. درخت را

هستند. ساده گراف�هایی

با درخت هر می�نامیم. ٢٣ برگ یا آویخته رأس را درخت یک درجه�ی از رأس یک .٢٢.١.١ تعریف
دارد. برگ یک رأس دو حداقل

رئوس مجموعه دارد. نام پشتیبان باشد، داشته قرار برگ یک همسایگی در که رأسی .٢٣.١.١ تعریف
قرار برگ دو حداقل همسایگی در که رأسی همچنین می�دهند. نمایش S(T ) با را Tدرخت در پشتیبان

دارد. نام قوی پشتیبان رأس باشد، داشته

زوج�های از مجموعه�ای آن یال�های مجموعه که است درختی ٢۴ جهت�دار درخت .٢۴.١.١ تعریف
باشد. مرتب

ریشه نام به رأس یک ورودی درجه که است جهت�دار درختی ٢۵ ریشه�دار درخت .٢۵.١.١ تعریف
است. صفر غیر رأس�ها سایر ورودی درجه و صفر

دارد. یک درجه از رأس n− ١ و n− ١ درجه از رأس یک ،K١,n−١
٢۶ ستاره گراف .٢۶.١.١ تعریف

می�دهند. نشان Sn−١ با را ستاره گراف است. درخت یک از خاصی نوع ستاره گراف

١٨Coloring
١٩Subgraph
٢٠Induced subgraph
٢١Forest
٢٢Tree
٢٣Leaf
٢۴Directed tree
٢۵Rooted tree
٢۶Star graph



۶ تعاریف و مقدمات .١

ستاره گراف�های :۴.١ شکل

بالاترین از رأس دو که است ستاره دو از متشکل درختی T ∗ ٢٧ ستاره زوج گراف .٢٧.١.١ تعریف
شده�اند. وصل هم به یال یک توسط درجه

٢ | V (H) | مرتبه از گرافی می�شود، داده نمایش cor(H) با که H گراف یک ٢٨ تاج .٢٨.١.١ تعریف
که می�سپاریم بخاطر همچنین می�آید. بدست H گراف از رأس هر به برگ یک کردن اضافه با که است

است. همسایه برگ یک دقیقا با که پشتیبان رأس یا است برگ یک یا cor(H) از رأس هر

G در آن�ها بین مسیر یک حداقل که هستند G گراف از رأس دو v و u کنیم فرض .٢٩.١.١ تعریف
و u بین فاصله است. v به u از مسیر کوتاه�ترین طول ،G گراف در v و u بین ٢٩ فاصله است. موجود

می�دهیم. نشان d(u, v) با مختصر طور به یا و dG(u, v) با را G گراف در v

v رأس ٣٠ مرکز از خروج باشد. آن از دلخواه رأسی v و همبند گرافی G کنیم فرض .٣٠.١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان e(v) با را

e(v) = max
x∈V (G)

d(v, x).

G ٣١ شعاع را G رئوس همه�ی ازای به مرکز از خروج کوچکترین G همبند گراف در .٣١.١.١ تعریف
قطر را رئوس همه�ی ازای به مرکز از خروج بزرگترین همچنین می�دهیم. نشان rad(G) با و می�نامیم

می�دهیم. نشان diam(G) با و گوییم G ٣٢

ماتریسی می�دهیم نشان A مختصرا یا A(G) با که را Gگراف ٣٣ مجاورت ماتریس .٣٢.١.١ تعریف
دارند. وجود vj viو رأس دو بین که است یال�هایی تعداد ai,j آن در که است A = [ai,j]n×n صورت به

٢٧Double star
٢٨Corona
٢٩Distance
٣٠ Eccentricity
٣١Radius
٣٢Diameter
٣٣Adjacency matrix



٧ احاطه�گری .٢.١

G[S] طوریکه به است V از S مانند مجموعه�ای زیر ،G ساده گراف از ٣۴ یکخوشه .٣٣.١.١ تعریف
w(G) با و می�نامیم گراف آن خوشه�ای عدد را Gگراف کامل زیرگراف بزرگترین مرتبه باشد. کامل گراف

می�دهیم. نشان

حذف از حاصل گراف باشد. v ∈ V و e ∈ E و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .٣۴.١.١ تعریف
G− v نماد با را v رأس حذف از حاصل گراف همچنین می�دهیم. نشان G− e نماد با را G از e یال

می�دهیم. نشان

تعداد G از آن حذف با که باشد رأسی v ∈ V و گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .٣۵.١.١ تعریف
مینیمم گراف، یک ٣۵ رأسی همبندی می�نامیم. برشی رأس را v دراین�صورت یابند افزایش G مؤلفه�های
را گراف یک می�گردد. تبدیل K١ به یا و می�شود ناهمبند گراف یا آن�ها حذف با که است رئوسی تعداد

باشد. k حداقل آن رأسی همبندی هرگاه گوییم رأسی k-همبند

،u, v ∈ S رأس دو هر برای هرگاه نامیم ٣۶ ٢-بسته�بندی را رأس�ها از S یکمجموعه تعریف١.١.٣۶.
ρ٢(G) با و است ٢-بسته�بندی یک اندازه ماکزیمم G گراف در ٢-بسته�بندی عدد .N [u]∩N [v] = ∅

می�دهیم. نشان

نامیم. ٣٧ وتری گراف را نباشد ۴ حداقل طول به دوری هیچ شامل که گرافی .٣٧.١.١ تعریف

جدید رأس افزودن و uv یال حذف از است عبارت uv یال کردن تقسیم زیر از منظور .٣٨.١.١ تعریف
که درختی می�شود. تقسیم زیر بار یک حداکثر گراف یک در یال هر .wv و uw جدید یال دو با همراه w

می�شود. نامیده ٣٨ سالم عنکبوت می�آید، بدست ستاره یال�های تمام کردن تقسیم زیر با

است. شده زیرتقسیم یال t− ١ حداقل با K١,t ستاره یک ٣٩ زخمی عنکبوت .٣٩.١.١ تعریف

احاطه�گری ٢.١

همچون مختلف زمینه�های در آن زیاد کاربردهای دلیل به گراف�ها در احاطه�گری مفهوم اخیر، درسال�های
داشته چشمگیری رشد و قرار�گرفته زیادی محققین توجه مورد الکترونیکی شبکه�های و کامپیوتر علوم

است.

حداقل هرگاه می�نامیم ۴٠ رأسی پوشش یک را G گراف رأس�های از S مجموعه زیر .١.٢.١ تعریف
یک اندازه مینیمم G گراف رأسی پوششی عدد باشد. مجموعه آن در G یال هر پایانی نقاط از یکی

می�شود. داده نشان β(G) با و است رأسی پوشش
٣۴Clique
٣۵Connected vertex
٣۶2-Packing
٣٧Chordal graph
٣٨healthy spider
٣٩wounded spider
۴٠Vertex covering



٨ تعاریف و مقدمات .١

از یکی روی حداقل رأس هر هرگاه می�نامیم یالی پوشش یک را یال�ها از S مجموعه� .٢.٢.١ تعریف
پوشش یک اندازه مینیمم برابر و می�دهیم نشان β′(G) با را G ۴١ یالی پوشش عدد باشد. یال�ها این

است. یالی

هرگاه می�نامیم رأسی ۴٢ مستقل یکمجموعه را G گراف یک رأس�های از S مجموعه .٣.٢.١ تعریف
ماکزیمم می�شود داده نشان α(G) با که را G گراف استقلال عدد نباشند، مجاور S از رأسی دو هیچ

است. رأسی مستقل مجموعه یک اندازه

S از یالی دو هیچ هرگاه می�نامیم ۴٣ یالی مستقل مجموعه یک را یال�ها از S مجموعه .۴.٢.١ تعریف
را G یالی استقلال عدد و است تطابق همان یالی مستقل مجموعه یک لذا باشد. نداشته مشترک رأس

است. تطابق ماکزیمم به مربوط عدد همان که می�دهیم، نشان α′(G) با

رأس هیچ نتوان هرگاه می�نامیم ۴۴ ماکسیمال مستقل مجموعه یک را S مجموعه .۵.٢.١ تعریف
باشد. مستقل نیز S ∪ {v} طوریکه به کرد اضافه S به را v مانند جدیدی

هر برای هرگاه نامیم، ۴۵ احاطه�گر مجموعه یک را G گراف رئوس از S زیرمجموعه .۶.٢.١ تعریف
کوچکترین باشد. داشته قرار S از رأس یک همسایگی در یا و باشد S در رأس آن یا ،v ∈ V رأس
می�دهیم. نمایش γ(G) با را آن و نامیده G گری احاطه عدد را G گراف در احاطه�گر مجموعه یک اندازه

می�دهیم. نشان γ(G)-مجموعه با اختصار به را γ(G) اندازه از احاطه�گر مجموعه یک

S از رأسی دو هیچ هرگاه گوییم ۴۶ مستقل احاطه�گر مجموعه را S احاطه�گر مجموعه .٧.٢.١ تعریف
داده نشان i(G) با و است مجموعه�ای چنین اندازه کوچکترین G مستقل احاطه�گری عدد نباشند. مجاور

می�شود.

رأسی G[S] هرگاه می�نامیم (TDS) ۴٧ کلی احاطه�گر مجموعه را S احاطه�گر مجموعه .٨.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان γt(G) با را احاطه�گری این به مربوط عدد باشد نداشته تنها

حداقل V −S رأس هر اگر است ۴٨ ٢-احاطه�گری مجموعه یک S ⊆ V مجموعه زیر .٩.٢.١ تعریف
با و نامیم G گراف ٢-احاطه�گری عدد را مجموعه�ای چنین اندازه مینیمم باشد. S در همسایه دو دارای

می�دهیم. نشان γ٢(G)

۴١Edge covering
۴٢independent set
۴٣independent edge
۴۴Maximal independent set
۴۵Dominating set
۴۶Independent dominating set
۴٧Total dominating set
۴٨2-domination



٩ احاطه�گری .٢.١

اگر است G در (RDF ) ۴٩ رومی احاطه�گری تابع یک f : V → {٠,١,٢} تابع .١٠.٢.١ تعریف
RDF یک وزن باشد. f(v) = ٢ با v رأس یک حداقل با مجاور f(u) = ٠ که u ∈ V رأس هر
روی رومی احاطه�گری عدد را تابعی چنین وزن مینیمم و است f(V (G)) =

∑
u∈V (G) f(u) مقدار f

می�دهیم. نشان γR(G) با و نامیم G گراف

رأس این هرگاه نامیم f به نسبت ۵٠ بی�دفاع رأس را f(v) = ٠ با v رأس یک .١١.٢.١ تعریف
نباشد. f(w) > ٠ با w رأس با مجاور

رأس هر هرگاه نامیم (WRDF ) ۵١ ضعیف رومی احاطه�گری تابع را f تابع یک .١٢.٢.١ تعریف
ضابطه با f ′ = (V ′

٠, V
′
١, V

′
٢) تابع که طوری به باشد f(w) > ٠ با w رأس یک مجاور f(v) = ٠ با v

نداشته بی�دفاع رأس ،f ′(u) = f(u) ،u ∈ V − {v, w} برای و f ′(w) = f(w)− ١ و f ′(v) = ١
می�دهیم. نشان γr(G) با و نامیم ضعیف رومی احاطه�گری عدد را تابعی چنین وزن مینیمم باشد.

که v ∈ V رأس هر برای اگر است. تابع یک f : V (G) → P ({١,٢}) کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
(٢RDF ) ۵٢ ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع یک f آنگاه ،

∪
u∈N(v) f(u) = {١,٢} ،f(v) = ∅

آن وزن و است G از

w(f) =
∑

v∈V (G)

| f(v) |

نشان γr٢(G) با و نامیده G گراف ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری عدد را تابعی چنین وزن مینیمم است.
می�دهیم.

رأس هر برای اگر باشد. تابع یک f : V (G) → P ({١,٢, . . . , k}) کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف
-k احاطه�گری تابع یک f آنگاه ،

∪
u∈N(v) f(u) = {١,٢, . . . , k} ،f(v) = ∅ که v ∈ V

چنین وزن مینیمم است. w(f) =
∑

v∈V (G) |f(v)| آن وزن و است G از (kRDF ) ۵٣ رنگین�کمانی
می�دهیم. نشان γrk(G) با و نامیده G گراف k-رنگین�کمانی احاطه�گری عدد را تابعی

رأس هر هرگاه نامیم ۵۴ {٢}-رومی احاطه�گری تابع را f : V → {٠,١,٢} تابع .١۵.٢.١ تعریف
f(u) = ٢ با u ∈ N(v) رأس یک یا که معناست بدان این .f(N(v)) ≥ ٢ ، f(v) = ٠ با v ∈ V

تابعی چنین وزن موجودند. f(x) = f(y) = ١ با x, y ∈ N(v) رأس دو حداقل یا است، موجود
γ{R٢}(G) با و نامیم {٢}-رومی احاطه�گری عدد را وزن مینیمم و است f(V ) =

∑
v∈V f(v) مجموع

می�دهیم. نشان

۴٩Roman domination function
۵٠undefended vertex
۵١Weak roman domination function
۵٢2-rainbow domination function
۵٣k-rainbow domination function
۵۴Roman {2}-domination function



١٠ تعاریف و مقدمات .١

وجود صورت در (PDS) ۵۵ احاطه�گر جفت یکمجموعه را S احاطه�گری مجموعه .١۶.٢.١ تعریف
گراف در احاطه�گری جفت عدد باشد. P٢ مسیر یک S توسط شده القاء زیرگراف در مولفه هر هرگاه نامیم
است. G گراف در احاطه�گری جفت مجموعه یک اندازه مینیمم می�شود، داده نشان γPr(G) با که G

۵۵Paired-domination set



٢ فصل

٢-احاطه�گری

١١



است. شده اتخاذ [٧] ،[٢] ،[١] مراجع از فصل این در تعاریف و قضایا تمام

گراف�ها در رنگین�کمانی احاطه�گری ١.٢

احاطه�گری در که گراف�ها در دکارتی حاصلضرب از احاطه�گری-جفت عدد برای بالا کران بخشیک این در
برای احاطه�گری-جفت عدد محدوده تعیین در کران این از می�کنیم. تعیین می�شود، استفاده رنگین�کمانی
عدد خصوص در مقدماتی نتایج از بعضی بخش این در می�شود. استفاده دور�ها حاصلضرب از بعضی
ابتدا می�کنیم. شروع γpr(G□H) در بدیهی بالای کران یک با می�کنیم. معرفی را احاطه�گری-جفت
،n > ۴ اگر مثال، برای نیست. برقرار γpr(G□H) ≤ γpr(G)γpr(H) کلی حالت در که کنید توجه

داریم آنگاه
γpr(Kn□Kn) ≥ n , γpr(Kn) = ٢.

داریم ،H و G تنها رأس بدون گراف دو هر برای [١] .١.١.٢ گزاره
γpr(G□H) ≤ min{γpr(G) | V (H) |, γpr(H) | V (G) |}.

vi و ui ،i هر برای آن در که باشد γpr(G)-مجموعه یک {u١, v١, . . . , uk, vk}کنید فرض برهان.
همه�ی مجموعه دراین�صورت باشد. V (H) = {١,٢, . . . , h} و (γpr(G) = ٢k همچنین ) مجاورند،
دو (با G□H برای PDS یک ١ ≤ j ≤ h و ١ ≤ i ≤ k آن در که (vi, j) و (ui, j) شکل به رأس�ها

.γpr(G□H) ≤ ٢kh = γpr(G) | V (H) | داریم همچنین است، ((vi, j) و (ui, j) رأس

داریم ∆ درجه ماکزیمم و n مرتبه از G = (V,E) تنها رأس بدون گراف هر برای [١] .٢.١.٢ گزاره

γpr(G) ≥ ٢⌈ n

٢∆⌉.

دراین�صورت است، γpr(G)-مجموعه یک S کنید فرض برهان.
n− | S |=| V \ S |=| ∪v∈S(N(v) ∩ (V \ S)) |≤| S | (∆− ١)

است. حاصل مطلوب پایین کران پس است زوج γpr(G) چون .γpr(G) =| S |≥ n/∆ همچنین

در احاطه�گری-جفت عدد برای دیگری پایین کران که می�آید بدست نتیجه یک ٢.١.٢ گزاره از
داریم. گراف�ها در دکارتی حاصلضرب

.γpr(G□H) ≥ ٢
⌈

|V (G)||V (H)|
٢(△(G)+△(H))

⌉
داریم H Gو گراف�های از جفت هر برای [١] .٣.١.٢ گزاره

است. بدیهی گزاره این اثبات ٢.١.٢ گزاره به توجه با برهان.

مجموعه -γpr(H) ،k به آن رأس�های مجموعه که H گراف هر و G گراف هر برای [١] .۴.١.٢ قضیه
.γpr(G□H) ≤ ١

k
| V (H) | γrk(G) داریم باشند، افراز قابل



١٣ گراف�ها در رنگین�کمانی احاطه�گری .١.٢

k در V (H) از S١, S٢, . . . , Sk و وزن، مینیمم با G برای kRDF یک f تابع کنید فرض برهان.
،i ∈ {١,٢, . . . , k} هر برای که کنید توجه باشند. V (H) افراز در موردنظر γpr(H)-مجموعه

γpr(H) =| Si |=
١
k
| V (H) | .

که می�کنیم تعریف Dv ⊆ {v} × V (H) مجموعه زیر یک ،v ∈ V (G) هر برای
Dv =

∪
i∈f(v)

({v} × Si).

که Si مشابه مجموعه�های شامل Dv صورت این درغیر است، تهی همچنان نیز Dv آنگاه ،f(v) = ∅ اگر
برای PDS یک D که می�دهیم نشان .D =

∪
v∈V (G) Dv کنید فرض است. f(v) سرتاسر مسیر�های i

{v}×Si مجموعه یک حداقل شامل Dv آنگاه ،f(v) ̸= ∅ اگر .v ∈ V (G) کنید فرض است. G□H

{v}×V (H) از دلخواه رأس (v, x) و ،f(v) = ∅ کنید فرض است. {v}×V (H) احاطه�گری از پیش
داریم احاطه�گریk-رنگین�کمانی تعریف از استفاده با باشد. x ∈ Sj jها، از بعضی برای که ∪باشد،

u∈N [v]

f(u) = {١,٢, , . . . , k}

.(u, x) ∈ Du ⊂ D همچنین ،j ∈ f(u) طوریکه به است موجود u ∈ NG(v) رأس یک بنابرین
یک D که می�گیریم نتیجه لذا است، G گراف برای احاطه�گری یک (u, x) ∈ D وسیله به (v, x) پس
PDS یک D پس است، کامل تطابق یک G[D] که D تعریف به توجه با است. احاطه�گری مجموعه

همچنین و داریم را | D |=
∑

v∈V (G) | Dv |=
∑

v∈V (G) | f(v) | وضوح به لذا است.

γpr(H) =
١
k
| V (H) |

∑
v∈V (G)

| f(v) |= ١
k
| V (H) | γrk(G).

است. کامل اثبات و

می�آوریم. بدست را زیر نتیجه ٣.١.٢ گزاره و ٢.۵.٢ قضیه از

به .γpr(G□(Kk□K٢)) ≤ ٢γrk(G) = ٢γ(G□Kk) داریم ،G گراف هر برای [١] .۵.١.٢ نتیجه
.γpr(G□C۴) ≤ ٢γr٢(G) ویژه

بالا کران یک ابتدا می�شویم. متمرکز ۴ دور با دورها حاصلضرب در احاطه�گری-جفت عدد در حال
می�کنیم. تعیین را دور یک در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری عدد برای

.γr٢(Cn) ≤
⌊
n
٢
⌋
+
⌈
n
۴
⌉
−
⌊
n
۴
⌋
داریم ،n ≥ ٣ برای [١] .۶.١.٢ گزاره

به g : V (Cn) −→ P ({١,٢}) همچنین باشد، {v١, v٢, . . . , vn, v١} دور Cn کنید فرض برهان.
شود: تعریف زیر صورت

.g(vi) = {١} آنگاه ،i ≡ ١(mod۴) اگر •

اگر درحالی�که .g(vi) = ∅ صورت این غیر در و g(vi) = {٢} آنگاه ،i ≡ ٣(mod۴) اگر •
،١ ≤ i ≤ n− ١ برای کنید فرض ،n ≡ ٢(mod۴) اگر و f = g کنید فرض ،n ≇ ٢(mod۴)
،n ≇ ٢(mod۴) اگر است. Cn برای ٢RDF یک f آنگاه ،f(vn) = {٢} و f(vi) = g(vi)



١۴ ٢-احاطه�گری .٢

،n ≡ ٢(mod۴) اگر که حالی در .w(f) =
⌈
n
٢
⌉
=

⌊
n
٢
⌋
+
⌈
n
۴
⌉
−
⌊
n
۴
⌋
با است برابر f وزن آنگاه

مینیمم دارای که γr٢(Cn) تعریف به توجه با بنابرین .w(f) = (n+٢)
٢ =

⌊
n
٢
⌋
+
⌈
n
۴
⌉
−

⌊
n
۴
⌋

داریم. را γr٢(Cn) ≤ w(f) است وزن

است. حاصل نتیجه لذا

داریم همچنین .γpr(Cn□C۴) = ٢γr٢(Cn) داریم ،n ≥ ٣ برای [١] .٧.١.٢ گزاره

γpr(Cn□C۴) =


٢
⌈
n

٢

⌉
اگر n ≇ ٢(mod۴)

n+ ٢ اینصورت غیر در
.

نتیجه یک عنوان به پس .γpr(Cn□C۴) ≥ ٢
⌈
n
٢
⌉
که درمی�یابیم گزاره٣.١.٢ مفهوم از استفاده با برهان.

.γpr(Cn□C۴) = ٢⌈n
٢⌉ ،n ≇ ٢(mod۴) حالت در که می�گیریم نتیجه ،۵.١.٢ نتیجه و ٣.١.٢ گزاره از

با مرتبه هم γpr(Cn□C۴) که است معنی بدین آرگومان این .n ≡ ٢(mod۴) که کنید فرض حال
در PDS مینیمم یک D کنید فرض همچنین و γpr(Cn□C۴) = n کنید فرض است. n + ٢ یا n
زمانی را این می�دهد. پوشش را رأس ٨ دقیقا D در مجاور رأس دو که می�بینیم است. γpr(Cn□C۴)

ممکن غیر این که باشد، D در رأس یک دقیقا مجاور γpr(Cn□C۴) در رأس هر که آورد بدست می�توان
.γpr(Cn□C۴) = n+ ٢ حالت این در لذا است،

درخت�ها در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری ١.١.٢

را دلخواه درخت یک در γr٢-مجموعه یک تعیین برای خطی الگوریتم یک می�خواهیم قسمت این در
نشانه با برگ یک زنی برچسب با است. مینیمم ٢RDF آنگاه باشد، مسیر یک T اگر کنیم. معرفی
سوم رأس همچنین می�کنیم( زنی برچسب متناوبی صورت به ترتیب همین به ٠ نشانه با دوم رأس ،١
دیگری همسایه�ی یا برگ اگر و می�دهیم)، ادامه همچنان و ١ پنجم رأس دوباره سپس می�گذاریم، ٢ را
را γr٢(Pn) = ⌊n

٢⌋+ ١ حالت این در که می�کنیم، اضافه دیگری نشانه یک آن به دلخواه به باشیم داشته
فوق الگوریتم از که است موجود دلخواه درخت�های در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری برای الگوریتمی داریم.
الگوریتم این انتخابی، برگ یک کردن ریشه�دار برای باشد، مسیر یک T اگر حقیقت (در می�شود. نتیجه

می�دهد.) نمایش را کار توصیف
دلخواه درخت یک در T)γr٢-مجموعه ) تعیین برای خطی الگوریتم معرفی بخش این در کلی هدف
در رنگ تک مدل را آن که می�کنیم، معرفی را احاطه�گری از دیگری نوع هدف، این برای است. T

است. رنگین�کمانی احاطه�گری از مختصری این کل در می�نامیم. رنگین�کمانی احاطه�گری
عدد یک رأس هر برای که تابعی f : V −→ {٠,١,٢} و گراف Gیک = (V,E) کنید فرض

می�کنیم: تعریف زیر صورت به v ∈ V برای را آن وزن می�کند، تعیین {٠,١,٢} از انتخابی
f [v] =

∑
u∈N [v]

f(u)

صورت، این غیر در f [v] ≤ ١ و f(v) = ٠ اگر می�نامیم f به نسبت بد رأس یک را v ∈ V رأس
،f(v) = ٠ و f به نسبت با خوب رأس یک v اگر کنید توجه می�نامیم. f نسبت با خوب رأس را v
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تابع یک را f آنگاه باشد، f به نسبت خوب رأس یک T درخت از رأس هر اگر .f [v] ≥ ٢ آنگاه
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f در w(f) وزن می�نامیم. G در ضعیف احاطه�گری-{٢}

w(f) =
∑
v∈V

f(v).

نمایش γw٢(T ) با را آن که می�نامیم T ضعیف احاطه�گری-{٢} عدد را T W٢DFدر یک وزن مینیمم
می�نامیم. T)γw٢-تابع ) را γw٢(T ) وزن با T در W٢DF یک می�دهیم.

داریم. را γr٢(T ) = γw٢(T ) ،T درخت هر برای [١] .٨.١.٢ گزاره

باشد. T)γr٢-تابع ) یک g و T = (V,E) کنید فرض برهان.
لذا .fg(v) =| g(v) | ،v ∈ V هر برای که باشد تابعی fg : V → {٠,١,٢} کنید فرض همچنین
.γw٢(T ) ≤ w(fg) = γr٢(T ) که است w(fg) = w(g) = γr٢(T ) وزن با T برای W٢DF یک fg
تابع حال باشد. تابع -γw٢(T ) یک f کنید فرض .γw٢(T ) ≥ γr٢(T ) که دهیم نشان است کافی حال

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را gf : V → P ({١,٢})

،gf (v) = ϕ آنگاه ،f(v) = ٠ اگر •

،gf (v) = {١,٢} آنگاه ،f(v) = ٢ اگر •

باشد: داشته می�تواند حالت دو انتخابی صورت به gf (v) آنگاه ،f(v) = ١ اگر •

gf (v) = {٢} یا gf (v) = {١} (١)

ماکزیمم
∪

u∈N [v] gf (u) = {١,٢} یا gf (v) ̸= ∅ یا یک هر برای v رأس�های از تعدادی (٢)
را ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری gf با که رأس�هایی تعداد که می�دهد نشان (٢) حالت است.

است. ماکزیمم می�دهد پوشش

gfیک (که
∪

u∈N [v] gf (u) = {١,٢} یا gf (v) ̸= ∅ یا v ∈ V (G) رأس هر برای که می�بینیم
است.) T ٢RDFدر

است، f به نسبت خوب رأس v چون ندارد. را gf به نسبت خاصیت این v رأس که کنیم فرض برعکس
وزن با v همسایه همه نیست، f از کمتر ٢ وزن با v از همسایه�ای ،f(v) = ٠ که می�گیریم نتیجه پس
دست از بدون داریم. ١ دقیقا وزن با y و x مثال عنوان به آن�ها از تا دو حداقل و ،f از کمتر ١ حداکثر
حاصل Tx کنید فرض .gf (z) = {١} که می�فهمیم f(z) = ١ با v از z همسایه هر مساله کلیت دادن
می�کنند تغییر ٢ به ١ها همه Tx(که درخت زیر یک تغییر بیکرومات یک انجام است. x شامل T − v از
Tx در z رأس هر می�کنیم. تعریف را g′f : V → P ({١,٢}) تابع کنید فرض همچنین برعکس)، و
ازاین�رو

∪
u∈N [v] g

′
f (u) = {١,٢} آنگاه باشد، gf از کمتر دریافت این اگر دارد را مطلوب خاصیت

T در ٢RDF یک gf نتیجه در ماست. gf انتخاب خلاف این و . g′f (y) = {١} و g′f (x) = {٢}
.γr٢(T ) ≤ w(gf ) = w(f) = γw٢(T ) همچنین و است

مثال برای نیست. برقرار لزوما باشد دور یک گراف اگر فوق گزاره در که کنید توجه
γr٢(C۶) = ۴ > ٣ = γw٢(C۶).
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گراف�ها در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری ٢.٢

٢-رنگین�کمانی احاطه�گری مسئله در پیچیدگی ١.٢.٢

اثبات برای نتیجه دو از است. NP-کامل وتری، گراف�های به محدود احاطه�گری مسئله که می�دانیم
می�کنیم. استفاده ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری مسئله

است. NP-کامل ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع [٢] .١.٢.٢ قضیه

f : V (G) → تابع اگر زیرا است. NP ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع که کنید توجه ابتدا برهان.
تابع که کرد بررسی می�توان چندجمله��ای زمان در سادگی به بگیریم، نظر در را k وزن با P ({١,٢})
بررسی f(u) = ∅ با u رأس هر برای که است ملاحظه (قابل خیر. یا هست ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری

می�شود.) ظاهر رنگ�هایی چه u همسایگی در که می�شود
عدد هر برای طوریکه به می�سازیم G از G′ گراف یک باشد، دلخواه گراف G گراف که کنید فرض
G اگر فقط و اگر باشد، k+ | V (G) | وزن با رنگین�کمانی ٢ احاطه�گری تابع یک G′ k مثبت صحیح
هر به برگ یک کردن اضافه با G از G′ که کنید فرض لذا باشد. k اندازه از احاطه�گری مجموعه یک

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را G′ پس باشد. آمده بدست G از رأس
V (G′) = V (G) ∪ {u١, u٢, . . . , un} , E(G′) = E(G) ∪ {viui | i = ١,٢, . . . , n}.

آنگاه vi ∈ D ،i هر برای اگر باشد. k اندازه با G از احاطه�گری مجموعه یک D که کنید فرض
احاطه�گری تابع وضوح به آنگاه باشد، n + k وزن با تابع یک ، f(ui) = {٢} و f(vi) = {١}
و ،f(uj) = {٢} با uj همسایه یک V (G) \D از vj رأس هر ، لذا داریم. را G′ از ٢-رنگین�کمانی
از ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع یک f که کنید فرض دارد. را f(vi) = {١} با vi ∈ D همسایه یک
،k مثبت صحیح عدد برای پس بود. خواهد w(f) > nپس باشد، احاطه�گر باید برگ هر چون باشد. G′

،f(ui) = {١,٢} هرگاه بطوریکه باشد آمده بدست f از که باشد تابعی f کنید′ فرض .w(f) = n+ k

-٢ احاطه�گری تابع نیز f ′ که است بدیهی باشد. f ′(vi) = f(vi) ∪ {١} و f ′(ui) = {٢} آنگاه
{١} ⊆ f(vi) که است زمانی از کمتر f ′ وزن i هر (برای w(f ′) ≤ w(f) و است G′ از رنگین�کمانی

.( f(ui) = {١,٢} و
D که می�کنیم ادعا .f ′(vi) ̸= ∅ که طوری به باشد، V (G) رأس�های از مجموعه یک D که کنید فرض
vj ∈ V (G)رأس یک پس نباشد، G احاطه�گری مجموعه D کنید فرض باشد. G از احاطه�گری مجموعه
f ′ چون .f ′(vi) = ∅ اگر است vj مجاور vi ∈ V (G) رأس هر و f(vj) = ∅ طوریکه به دارد وجود
است. f ′ ترکیب با تناقض در که ،f ′(uj) = {١,٢} نتیجه در است G′ ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع
طوریکه به باشد D از vi رأس�های مجموعه D′ کنید فرض است. G احاطه�گری مجموعه یک D درنتیجه

داریم. را f ′(uj) ̸= ∅ ،vj /∈ D′ که j هر برای وضوح به .f(vi) = {١,٢}
حداکثر D اندازه لذا .w(f ′) ≥ ٢ | D′ | +(| D | − | D′ |) + (n− | D′ |) = n+ | D | بنابراین
ویژه به و ،γr٢(G′) ≤ n+ k k مثبت صحیح عدد هر برای اگر تنها و اگر γ(G) ≤ k بنابراین است. k

.γr٢(G′) = γ(G) + n
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-٢ احاطه�گری تابع یک درنظرگرفتن با و ، بسازیم G از را G′ چندجمله�ای زمان در می�توانیم
از f ′ ترکیب با لذا بسازیم. چندجمله�ای زمان در G احاطه�گری مجموعه یک می�توانیم G′ رنگین�کمانی
است. احاطه�گر مجموعه کدام که کرد تعیین می�توان ناتهی وزن با V (G) رأس�های همه انتخاب با و f

است. NP-کامل ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع که است معنی بدین این و

زمانی احاطه�گری مسئله لذا باشد، وتری G که است وتری زمانی G′ که می�گیریم نتیجه بالا اثبات از
باشند. وتری گراف�ها که است NP-کامل

گراف�های به محدود که است NP-کامل زمانی ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع [٢] .٢.٢.٢ نتیجه
باشد. وتری

دو گراف�های به محدود که است NP-کامل زمانی ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع [٢] .٣.٢.٢ نتیجه
باشند. بخشی

ها گراف بندی دسته ٣.٢

دورها و مسیرها ١.٣.٢

.γr٢(Pn) =
⌊
n
٢
⌋
+ ١ [٢] .١.٣.٢ گزاره

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f : V (Pn) → P{١,٢} تابع برهان.
می�دهیم قرار ١ ≤ i ≤ n− ١ طوریکه به i هر برای n ≡ (mod۴)٢یا٠ اگر

f(vi) =


{١} i ≡ ١(mod۴)اگر

{٢} i ≡ ٣(mod۴)اگر

∅ درغیراینصورت

.

داریم f(vi) = ∅ به�طوریکه vi رأس هر برای .f(vn) = {١} می�دهیم قرار vn برای و
f(vi−١) ̸= f(vi+١) , | f(vi−١) |=| f(vi+١) |= ١.

در است ∅ میان، در یکی صورت به رأس�ها روی f چون است، Pn رأس�های روی ٢RDF یک f لذا
بنابراین می�شود. تعریف ،vn رأس استثناء به عضوی تک مجموعه یک نتیجه

w(f) =
n

٢+ | f(vn) |=
n

٢ + ١.

١ ≤ i ≤ n طوریکه به i هر برای n ≡ (mod۴)٣یا١ اگر .w(f) =
⌊
n
٢
⌋
+١ پس است زوج n چون و

می�دهیم قرار

f(vi) =


{١} i ≡ ١(mod۴)

{٢} i ≡ ٣(mod۴)

∅ درغیراینصورت

.
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یک و ∅ میان در یکی صورت به رأس�ها روی و است ٢RDF یک f قبل حالت مشابه نیز اینجا در
درنتیجه .f(vn) ̸= ∅ و f(v١) ̸= ∅ و فرد عددی n دیگر طرف از می�شود، تعریف عضوی تک مجموعه
مانند γr٢-تابع هر می��دهیم نشان .γr٢(Pn) ≤

⌊
n
٢
⌋
+ ١ پس .w(f) = n−١

٢ + ١ =
⌊
n
٢
⌋
+ ١ داریم

وجود vi مانند V (Pn) از رأسی اگر است. | h(v) |≤ ١ شرط دارای v ∈ V (Pn) هر برای ،Pn روی h
h(vi−١) = h(vi+١) = ∅ ،h بودن γr٢-تابع و مسیر تعریف از آنگاه ،h(vi) ̸= ∅ بطوریکه باشد داشته
نخواهد بهینه h اینصورت غیر در چون باشد مسیر انتهایی رأس نمی�تواند vi که داریم (توجه داریم. را
هر درجه (یعنی می�کند رنگین�کمانی احاطه��ی را vi−١ و vi+١ رأس�های فقط vi رأس چون حال بود.)

کرد تعریف زیر صورت به مذکور رأس�های روی را h می�توان بنابراین است)، ٢ رأس
h(vi−١) = {١} , h(vi) = ∅ , h(vi+١) = {٢}.

γr٢-تابع یک f اگر داریم. را | h(vi) |≤ ١ ،Pn از vi رأس هر و Pn روی h γr٢-تابع هر برای پس
برای و w(g) < w(f) که می�کنیم تعریف طوری را Pn روی g مانند ٢RDF یک می�توان پس نباشد
همه درجه چون دراین�صورت اما .g(vi) = g(vi+١) = ∅ که باشیم داشته vi رأس یک باید منظور این
تناقض این و w(f) ≤ w(g) بنابراین داریم. را g(vi−١) = g(vi+٢) = {١,٢} است، ٢ رأس�ها

است. Pn رأس�های روی γr٢-تابع یک f لذا است،

.γr٢(Cn) =

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
داریم ،n ≥ ٣ برای [٢] .٢.٣.٢ گزاره

می�کنیم تعریف آن روی زیر صورت به را f و گرفته نظر در v١v٢, . . . , vnv١ صورت به را Cn دور برهان.

f(vi) =


{١} i ≡ ١(mod۴)

{٢} i ≡ ٣(mod۴)

∅ درغیراینصورت

.

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را g : V (Cn) −→ P{١,٢} تابع n ≡ ٢(mod۴) اگر اینک
می�دهیم قرار vn رأس هر برای و .g(vi) = f(vi) می�دهیم قرار ١ ≤ i ≤ n− ١ طوریکه به i هر برای
g لذا g(vi−١) ̸= g(vi+١) و | g(vi−١) |=| g(vi+١) |= ١ آنگاه ،g(vi) = ∅ اگر g(vn) = {٢}
و n

٢ =

⌊
n

٢

⌋
داریم n ≡ ٢(mod۴) چون w(g) =

n

٢ + ١ و است Cn رأس�های روی ٢RDF یک

.w(g) =
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
بنابراین

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
= ١

i هر برای می�کنیم تعریف زیر صورت به را g : V (Cn) −→ P{١,٢} تابع ،n ̸= ٢(mod۴) اگر
است. ٢RDF یک g اینجا در قبل حالت مشابه و g(vi) = f(vi) می�دهیم قرار ١ ≤ i ≤ n بطوریکه

،n عدد بودن فرد امکان و g تابع تعریف به توجه با

.
⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
= ٠ و

⌈
n

٢

⌉
=

⌊
n

٢

⌋
آن�گاه ،n ≡ ٠(mod۴) اگر •

.
⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
= ١ و

⌈
n

٢

⌉
=

⌊
n

٢

⌋
+ ١ داریم آن�گاه ،n ≡ (mod۴)٣یا١ اگر •
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داریم n هر ازای به نتیجه در .w(g) =
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
داریم n ̸= ٢(mod۴) برای بنابراین

.γr٢(Cn) ≥
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
دهیم نشان است کافی حال .γr٢(Cn) ≤

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
رأس یک حداقل آنگاه باشد، Cn برای ( γr٢-تابع بهینه(یک ٢-رنگین�کمانی احاطه�گر تابع یک f اگر
است، Cn−x برای ٢RDF یک f |Cn−x دراین�صورت .f(x) = ∅ بطوریکه دارد وجود x ∈ V (Cn)

،١.٣.٢ گزاره به بنا و .γr٢(Pn−١) ≤ γr٢(Cn) بنابراین می�باشد، Pn−١ همان Cn − x دیگر طرف از

حالت هر در و �گرفته نظر در را زیر حالات ۴ پیمانه به n مقدار به توجه با .γr٢(Cn) ≥
⌊
n− ١
٢

⌋
+ ١

می�کنیم. ثابت را حکم
دراین�صورت ،n = ۴k بطوریکه دارد وجود k ∈ Z پس n ≡ ٠(mod۴) اول ⌋حالت

n− ١
٢

⌋
+ ١ =

⌊
٢k − ١

٢

⌋
+ ١ = ٢k⌈

n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
= ٠ ⇒

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
= ٢k.

داریم فوق روابط از

γr٢(Cn) ≥
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
دراین�صورت ،n = ۴k + ١ بطوریکه دارد وجود k ∈ Z پس n ≡ ١(mod۴) دوم ⌋حالت

n− ١
٢

⌋
+ ١ = ٢k + ١⌈

n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
= k + ١− k = ١ ⇒

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
= ٢k + ١.

داریم فوق روابط از

γr٢(Cn) ≥
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
.

دراین�صورت ،n = ۴k + ٣ بطوریکه دارد وجود k ∈ Z پس n ≡ ٣(mod۴) سوم ⌋حالت
n− ١
٢

⌋
+ ١ = ٢k + ٢⌈

n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
= k + ١− k = ١ ⇒

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
= ٢k + ٢.

داریم فوق روابط از

γr٢(Cn) ≥
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
γr٢-تابع یک f کنید فرض می�کنیم عمل زیر صورت به n ≡ ٢(mod۴) حالت در حکم اثبات برای

آنگاه ،f(x) = {١,٢} که باشد داشته وجود Cn از x چون رأسی اگر باشد. Cn برای

w(f) = ١+ γr٢(Pn−٣) = ٢
⌊
n− ٣
٢

⌋
+ ١ = ٢+

⌊
۴k − ١

٢

⌋
+ ١

= ٢+ (٢k − ١) + ١ =
n

٢ + ١ =

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−
⌊
n

۴

⌋
.
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،Cn از v و u مجاور رأس دو هر ازای به آنگاه ،f(v) ≤ ١ باشیم داشته v ∈ Cn هر ازای به اگر و
دیگر، طرف از و w(f) ≥ n

٢ نتیجه در می�شوند. برده تهی غیر مقدار به f تحت آن�ها از یکی حداقل

دارند وجود مشترک همسایه�ی یک با y و x رأس دو آنگاه ،w(f) = dn
٢ باشیم داشته اگر nها این برای

درنتیجه .w(f) ≥ n

٢ + ١ پس است. تناقض f برای ٢RDF این و f(x) = f(y) ̸= ∅ طوریکه به
داریم n ≡ ٢(mod۴) برای

w(f) ≥
⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
.

است. ثابت حکم لذا

را کلی احاطه�گری عدد مجموع γt اینجا در n ≥ ٣ برای γr٢(Cn) = γt(Cn) ملاحظه قابل طور به
می�کند. مشخص

خورشید�ها ٢.٣.٢

Sn نماد با را آن و نامیم ١ خورشید را (n ≥ ٣) رأس ٢n روی وتری گراف یک .٣.٣.٢ تعریف
و W = {w١, w٢, . . . , wn} مجموعه دو به افراز قابل آن رأس�های مجموعه هرگاه می�دهیم، نمایش
تنها و اگر باشد wj مجاور ui رأس و مستقل مجموعه�ای W طوریکه به باشد، U = {u١, u٢, . . . , un}

. i ≡ j + ١(mod n) یا i = j اگر
یک چپ سمت زیر شکل در گوییم. کامل خورشید را حاصل گراف آنگاه باشد، کامل گراف U اگر

است. S۴ کامل خورشید رأست سمت شکل و است S۴ خورشید

داریم. را γr٢(Sn) = n ،n ≥ ٣ برای [٢] .۴.٣.٢ گزاره

١sun
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می�کنیم: تعریف زیر ضابطه با را f : V (Sn) → P ({١,٢}) کنید فرض برهان.
می�دهیم قرار i ≡ ٠(mod٢) اگر و f(wi) = {١} می�دهیم قرار i ≡ ١(mod٢) اگر زوج nهای برای
i ≡ ٠(mod٢) اگر فرد، nهای برای می�دهیم. اختصاص را ∅ ،U رأس�های بقیه به و f(wi) = {٢}
،٣ ≤ i ≤ n − ٢ برای i ≡ ١(mod٢) اگر و f(wi) = {٢} می�دهیم قرار ،٣ ≤ i ≤ n − ١ برای
را ∅ رأس�ها بقیه به و f(un) = {١,٢} می�دهیم قرار un رأس�های برای ،f(wi) = {١} می�دهیم قرار
٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع f لذا است Sn روی ٢RDF یک f دراین�صورت می�دهیم. اختصاص

.γr٢(Sn) ≤ w(f) = n که است معنی بدین این است. Sn در
نظر در Sn روی γr٢-تابع یک را f منظور این برای .γr٢(Sn) ≥ n دهیم نشان است کافی حال
f(wi) ̸= ∅ طوریکه به باشد wi رأس�های از مجموعه�ای ،W زیرمجموعه W ′ می�کنیم فرض می�گیریم.

.γr٢(Sn) ≥
∑n

i=١ | f(wi) |≥ n آنگاه ،W ′ = W اگر .W ′′ = W \W ′ می�دهیم قرار و
است). ٢RDF یک f داریم(چون f(N(w))را = {١,٢} ، w ∈ W ′′ رأس هر برای غیراینصورت، در

داریم: متمایز j و i برای خورشید گراف تعریف از
W ′′ از رأس هر داریم(یعنی را N(wi) ⊂ U ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به چون .| N(wi)∩N(wj) |≤ ١

این�رو از .
∑

u∈U | f(u) |≥| W ′′ | بنابراین شود) احاطه U رأس�های وسیله به باید
γr٢(Sn) ≥| W ′ | +

∑
u∈U

| f(u) |≥| W ′ | + | W ′′ |=| W |= n.

یافته تعمیم پترسن گراف ٣.٣.٢

،(n ≥ رأس(٣ ٢n روی است گرافی P (n, k) یافته توسعه پترسن گراف ،١ ≤ k ≤ n−١ هر ازای به
طوریکه به

V (P (n, k)) = {ui, vi : ٠ ≤ i ≤ n− ١}

و
E(P (n, k)) = {uiui+١, uivi, vivi+k : ٠ ≤ i ≤ n− هستند١ n پیمانه به .{اندیس�ها

شود، گنجانده هم به نسبت k و n بودن اول شرط P (n, k) پترسن یافته توسعه گراف تعریف در اگر
می�شود. داده نمایش GP (n, k) نماد با که می�آید بدست یافته توسعه پترسن گراف�های از دسته�ای آنگاه
گراف دراین�صورت .k < n طوریکه به باشند اولی هم به نسبت طبیعی اعداد k و n ≥ ٣ کنید فرض

می�شود: تعریف زیر صورت به GP (n, k) ٢ یافته تعمیم پترسن
u١, u٢, . . . , un ،Cn رأس�های کنید فرض باشند. n طول به مجزا دور دو C ′

n ، Cn کنید فرض
،C ′

n رأس�های کنید فرض همچنین و .unu١ همراه به i = ١, . . . , n − ١ که uiui+١ آن یال�های و
GP (n, k) گراف است. n پیمانه به i+ k و ،i = ١, . . . , n که vivi+k آن یال�های و v١, v٢, . . . , vn
مثال عنوان به می�آید. بدست i = ١, . . . , n که ui, vi یال�های کردن اضافه با C ′

n و Cn اجتماع از
می�شود. دیده زیر شکل در که است مشهور پترسن گراف GP (۵,٢) پترسن گراف

٢Generalized Petersen graphs
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پترسن گراف� :١.٢ شکل

.γr٢(GP (n, k)) ≤ n داریم: GP (n, k) یافته تعمیم پترسن گراف برای [٢] .۵.٣.٢ گزاره

k مقدار به توجه با کنیم. پیدا GP (n, k) برای n وزن با ٢RDF یک است کافی اثبات برای برهان.
می�گیریم. نظر در را زیر کلی حالت دو

برای می�کنیم: تعریف زیر ضابطه با را f : V (GP (n, k)) → P ({١,٢}) تابع باشد. فرد k اول حالت
ui ∈ V GP (n, k) هر

f(ui) =

∅ باشد فرد i اگر

{١} باشد زوج i اگر
.

vi ∈ V GP (n, k) هر برای

f(vi) =

{٢} باشد فرد i اگر

∅ باشد زوج i اگر
.

.f(uj+١) = {١} و f(vj) = {٢} آنگاه است)، فرد j (لذا f(uj) = ∅ ،uj ∈ Cn اگر دراین�صورت
آنگاه است)، زوج j (بنابراین f(vj) = ∅ با vj ∈ C ′

n اگر و
∪

x∈N [uj ]
f(x) = {١,٢} بنابراین

پیمانه به j + k چون دیگر طرف از است. فرد j+ k پس است، زوج j و فرد k چون و f(uj) = {١}
j+k زوج، nهای برای آنگاه ،j+k ≥ n اگر و .f(vj+k) = {٢} آنگاه ،j+k < n اگر پس است n
w(f) = n با GP (n, k) برای ٢RDF یک f نتیجه در .f(vj+k) = {٢} پس است فرد n پیمانه به

داریم.
این در است. فرد n نتیجه در هستند اول یکدیگر به نسبت k و n چون باشد. زوج k دوم حالت
علاوه به� .f(ui) ̸= ∅ اگر تنها و اگر f(vi) = ∅ ،i هر برای که می�کنیم تعریف گونه�ای به را f حالت
به .f(ui) = {١} آنگاه ،f(ui) ̸= ∅ اگر و باشد. f(vi) = {٢} آنگاه ،f(vi) ̸= ∅ اگر می�کنیم فرض
تعریف در و می�شود، حاصل w(f) = n است فرد n اینکه و GP (n, k) تعریف به توجه با ترتیب این
می�شوند. مشخص f مقدار فوق توضیحات به توجه با و کنیم تعیین f(vi) ،i هر برای که است کافی f
صورت به را f ،i/k ≤ d با i برای .d = ⌊n/k⌋ کنید فرض باشد. n و ١ بین عدد یک i که کنید فرض
باشد فرد i اگر وتنها اگر f(vi) = {٢} مجموعه آنگاه باشد، زوج ⌊(i−١)/k⌋ اگر می�کنیم: تعریف زیر
f(vi) = {٢} مجموعه آنگاه باشد، فرد ⌊(i− ١)/k⌋ اگر .(f(vk) = ∅ و f(v١) = {٢} مثال (برای
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در f مقدار تعریف برای .( f(v٢k) = {٢} و f(vk+١) = ∅ مثال (برای باشد. زوج i اگر تنها و اگر
داشت: خواهیم حالت سه اندیس�ها طول با رأس�ها

.n ≡ ٣(mod۴) (١)

یک f پس .f(vdk+٢) = {٢} و f(vdk+١) = f(vdk+٣) = ∅ مجموعه و n = dk + ٣ لذا
است. ٢RDF

باشد. فرد d . n ≡ ١(mod۴) (٢)

است. ٢RDF یک f بنابراین .f(vn) = ∅ و n = dk + ١ لذا

،f(vn) = ∅ جایگذاری با حالت این در . n = dk + ١ آنگاه باشد. زوج d . n ≡ ١(mod۴) (٣)
رأس سه f(vn) = {٢} جایگذاری با دیگر طرف از ندارد. f(x) = {٢} با همسایه�ای vn

تعریف از استفاده با می�کند. تغییر {٢} به f مقدار آنگاه vdk, vdk+١, v١ داشت خواهیم را متوالی
f(x) = {١} با همسایه�ای un اما داریم. را f(ui) = ∅ ،Cn در آن همسایه�های همه�ی برای f
و است vk−١ مجاور vdk که کنید توجه .f(vn) = {٢} ازاین�رو و f(vdk) = ∅ نتیجه در ندارد.
نیز دیگر رأس�های همه�ی برای است. ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری vdk ازاین�رو f(vk−١) = {٢}

است. ٢RDF f که داد نشان می�توان ترتیب همین به

یک لذا است. بسته یافته تعمیم پترسن گراف�های از دسته�هایی برای کران این که باوریم این بر
: است شده ثابت G دلخواه گراف یک در احاطه�گری عدد برای ذیل پایین کران با ادعا این برای استدلال

γ(G) ≥ ⌈ |V (G)|
١+∆(G)

⌉t.

برای بنابراین داریم. را γ(GP (n, k)) ≥ ⌈n
٢⌉ نامساوی یافته تعمیم پترسن گراف�های برای ازاین�رو

به داشت. خواهیم را w(f) ≥ n ،x ∈ V (GP (n, k)) هر برای | f(x) |∈ {٠٫ ٢} با f ٢RDF هر
می�کنیم. معرفی γr٢(GP (n, k)) برای کلی پایین کران علاوه

.γr٢(GP (n, k)) ≥
⌈۴n

۵
⌉
داریم k < n که اولی هم به نسبت k و n عدد هر برای [٢] .۶.٣.٢ گزاره

فرض می�کنیم. تعریف را H = GP (n, k) تابع و اول هم به نسبت k و n اعداد کنید فرض برهان.
u ∈ هر برای پس .S = {x ∈ V (H) : f(x) ̸= ∅} و باشد وزن مینیمم با H در ٢RDF یک f کنید
u ∈ V (H) \S در رأس�ها همه برای فوق مقدار از استفاده با داریم. را | f(N(u)) |≥ ٢ ،V (H) \S
هر چون .

∑
u∈V (H)\S | f(N(u)) |≥ ٢(| V (H) | − | S |) ≥ ٢(| V (H) | −γr٢(H)) داریم

وزن هر فوق نامساوی چپ سمت در لذا است، وصل V (H) \ S از رأس سه حداقل به S از رأس
γr٢(H) که می�دانیم طرفی از .γr٢(H) ≥ ٢

۵ | V (H) |= ۴
۵n بنابراین می�شود، شمارش بار سه حداقل

.γr٢(H) ≥
⌈۴n

۵
⌉
داریم فوق روابط از لذا است صحیح عدد
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از زیادی دسته�های برای پایینی کران�های می�توان فوق قضیه از استفاده با که می�بینیم ادامه در
GP (n, k) در ٢RDFهایی مختلف فرد اعدا برای حال آورد. بدست یافته تعمیم پترسن گراف�های
و Cn = {u١, . . . , un} رأس�های مقدار اول ردیف در که می�کنیم استفاده ردیف دو از می�کنیم. معرفی
فوقانی موقیت در ui i هر برای بطوریکه می�دهیم قرار را C ′

n = {v١, . . . , vn} رأس�های دوم ردیف در
به یک هر که می�شود( استفاده ∅, {١}, {٢} از ٢RDFها مقدار که کنید توجه باشد. گرفته قرار vi

می�بینیم: را نمونه ۵ لذا است، فرد n و است زوج k چون می�شود). داده نمایش ٠,١,٢ با ترتیب

n ≡ ١(mod١٠) :
١٠٠١٠٢٠٠٢٠ . . .١٠٠١٠٢٠٠٢٢١
٠٢٢٠٠٠١١٠٠ . . .٠٢٢٠٠٠١١٠٠٠٢٢
n ≡ ٣(mod١٠) :
١٠٠١٠٢٠٠٢٠ . . .١٠٠١٠٢٠٠٢٠١٠٠
٠٢٢٠٠٠١١٠٠ . . .٠٢٢٠٠٠١١٠٠٠٢٢
n ≡ ۵(mod١٠) :
١٠٠١٠٢٠٠٢٠ . . .١٠٠١٠٢٠٠٢٠١٠٠١١
٠٢٢٠٠٠١١٠٠ . . .٠٢٢٠٠٠١١٠٠٠٢٢٠٠
n ≡ ٧(mod١٠) :
١٠٠١٠٢٠٠٢٠ . . .١٠٠١٠٢٠٠٢٠١٠٠١٠٢٠
٠٢٢٠٠٠١١٠٠ . . .٠٢٢٠٠٠١١٠٠٠٢٢٠٠١١
n ≡ ٩(mod١٠) :
١٠٠١٠٢٠٠٢٠ . . .١٠٠١٠٢٠٠٢٠١٠٠١٠٢٠٠٢
٠٢٢٠٠٠١١٠٠ . . .٠٢٢٠٠٠١١٠٠٠٢٢٠٠٠١١٠.

داریم را γr٢(GP (n,٢)) = ⌈۴n۵ ⌉ ،n ≡ ٩(mod١٠) و n ≡ ٣(mod١٠) برای که باشید داشته توجه
داریم. را γr٢(GP (n,٢)) =

⌈۴n
۵
⌉
+ ١ دیگر فرد nهای برای و

گراف برای ویژه به ۵.٣.٢ قضییه از بالای کران�های یافته تعمیم پترسن گراف�های برای دیگر طرف از
آورد. بدست می�توان GP (۵,٢) پترسن

.γr٢(GP (۵,٢)) = ۵ [٢] .٧.٣.٢ گزاره

وزن با GP (۵,٢) برای ٢RDF ،f تابع یک نمی�توانیم که دهیم نشان است کافی اثبات برای برهان.
رأس هر برای که کنید فرض ابتدا دارد. وجود fای تابع چنین کنید فرض لذا بسازیم. w(f) = ۴
به دارند وجود v ∈ V (C ′

۵) و u ∈ V (C۵) مجاور رأس دو پس .| f(v) |≤ ١ ،v ∈ V (GP (۵,٢))
.f(v) = ∅ و f(u) = ∅ طوریکه

با v و u که می�بینیم تصویر در (که هستند. احاطه�گر v و u چگونه می�دهد نشان که دارد وجود راه دو
برای که کنید فرض حال نیست. ٢RDF یک f که می�بینیم حالت دو هر در اما می�شود) مشخص ٠
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نمی�شود، داده پوشش v با که C۶ القایی دور لذا .f(v) = {١,٢} ، GP (۵,٢) در v رأس�های از بعضی
.(٧.٣.٢ شکل به توجه (با دارد. وجود

دهد. پوشش را دور که آورد بدست ۴ حداقل وزن با ٢RDF یک نمی�توان که دید می�توان لذا

اول حالت :٢.٢ شکل

دوم حالت :٣.٢ شکل
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گراف�ها در رومی احاطه�گری و ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری ۴.٢

-γR(G)یک آن از می�توان یعنی است یکγR(G)-تابع (G)γr٢-تابع، گرافGهر هر برای که می�دانیم
گراف هر برای آیا که کنیم بررسی می�توانیم γr٢(G)

γR(G)
≤ ١ لذ�ا و γr٢(G) ≤ γR(G) پس آورد، پدید تابع

در و است مثبت سوال این پاسخ خیر. یا دارد وجود بالا کران یک γR(G)/γr٢(G) قسمت برای G
می�شود. داده نشان زیر قضیه

داریم. را γR(G)/γr٢(G) ≤ ٣
٢ ،G گراف هر برای [٧] .١.۴.٢ قضیه

با u رأس�های مجموعه Ai کنید فرض i = ١,٢ هر برای و (G)γr٢-تابع، یک f کنید فرض برهان.
.A١ ∩A٢ ̸= ∅ آنگاه باشد، {١,٢} برچسب دارای G از رأس یک اگر بوضوح باشد. i ∈ f(u) شرط
بنابرین .| A١| ≤ |A٢ | که کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون .γr٢ = |A١|+ |A٢| همچنین

می�کنیم تعریف زیر ضابطه با را g : V (G) → {٠,١,٢} تابع .|A١| ≤ |A١|+|A٢|
٢ = γr٢(G)

٢

g(x) =


٠ اگر f(x) = ∅

١ اگر f(x) = {٢}

٢ اگر ١ ∈ f(x)

.

یعنی است، G در RDF یک g نتیجه در است G برای ٢RDF یک f چون
γR(G) ≤ w(g) = ٢|A١|+ |A٢|.

.γR(G) ≤ ٢|A١|+ |A٢| = |A١|+ |A١|+ |A٢| ≤ ٣
٢γr٢(G) داشت خواهیم نتیجه در

.γR(T ) ≤ ٢(|V (T )|+١)
٣ آنگاه باشد، تقسیم زیر درخت یک T اگر [٧] .٢.۴.٢ لم

برای فوق رابطه باشد n ≥ ٣ اگر وضوح به می�کنیم. استفاده T در n مرتبه روی استقرا از برهان.
n′ مرتبه با T ′ زیرتقسم درخت هر برای همچنین و n ≥ ۵ کنیم فرض لذا است. برقرار n = ٣
درخت T کنید فرض .γR(T ′) ≤ ٢(n′+١)

٣ باشیم داشته یعنی باشد برقرار فوق رابطه n′ < n که
قطری مسیر یک حال است. ۴ حداقل طول به زوج قطر T که کنید توجه باشد. n مرتبه با زیرتقسیم
کنید توجه باشد. داشته را ممکن درجه ماکزیمم u٢ که می�گیریم نظر در را u٠ − u١ − · · · − udiamT

کنیم فرض ابتدا .dT (ui) = ٢ رأسی چنین برای و می�باشد، فرد i هر برای تقسیم زیر رأس یک ui که
در t(t,K١است. ≥ ٣) ستاره از زیرتقسیم درخت یک T آنگاه diam(T ) = ۴ اگر .dT (u٢) ≥ ٣ که
قبول قابل حاصل نتیجه بنابراین .γR(T ) = ٢t + ١ ≤ ٢(٢t+٢)

٣ و ٢t + ١ مرتبه با T حالت این
T درخت از که می�گیریم نظر در را Tu۴ و Tu٣ درخت زیر diam(T ) ≥ ۶ که کنید فرض لذا است.
که است. ستاره یک از تاج یک Tu٣ وضوح به .u٣ ∈ V (Tu٣) که می�آید بدست u٣u۴ یال حذف با
مرتبه با تقسیم زیر درخت یک Tu۴ چون همچنین .γR(Tu٣) = ١ + dT (u٢) و n(Tu٣) = ٢dT (u٢)
که است بدیهی حال .γR(Tu۴) ≤ ٢(|V (Tu۴)|+١)

٣ داریم Tu۴ در استقرا فرض به بنا پس n(Tu۴) ≥ ٣
فرض حال داریم. را γR(T ) ≤ ٢(|V (T )|+١)

٣ جایگذاری، با پس .γR(T ) ≤ γR(Tu۴) + γR(Tu٣)

که می�آیند، بدست u۵u۶ یال حذف با T از که درخت�هایی زیر Tu۶ و Tu۵ و ،dT (u٢) = ٢ که کنید
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از u۴ شاید بجز Tu۵ رأس هر که می�کنیم انتخاب را قطری مسیر ،dT (u٢) = ٢ چون .u۵ ∈ V (Tu۵)

همچنین باشد. داشته را u۴ از چهار یا دو فاصله u۵ جز به Tu۵ در برگ هر همچنین باشند. دو یا یک درجه
از Tu۵ آنگاه دارند. را u۴ از چهار و دو فاصله ترتیب به که Tu۵ در برگ�ها از عددی r و k کنید فرض
،diam(T ) = ۶ اگر حال γR(Tu۵) = ٢k+٢+r همچنین و ،r ≥ ٠ و k ≥ ١ که ۴k+٢r+٢ مرتبه
.γR(T ) = ٢k+ ٢+ r+ ١ ≤ ٢(|V (T )|+١)

٣ چون بود. خواهد | {u۶} | مرتبه با درخت یک Tu۶ آنگاه
است. قبول قابل نتیجه بنابراین

n(Tu٣) ≥ ٣ مرتبه با تقسیم زیر درخت زیر یک Tu۶ دراین�صورت ،diam(T) ≥ ٨ که کنید فرض حال
γR(T ) ≤ γR(Tu۵) + وضوح به .γR(Tu۶) ≤ ٢(|V (Tu۶)|+١)

٣ ،Tu۶ روی استقرا فرض با بود. خواهد
.γR(T ) ≤ ٢(|V (T )|+١)

٣ لذا .γR(Tu۶)

. γR(T )
γr٢(T )

≤ ۴
٣ داریم: را زیر کران T درخت هر برای [٧] .٣.۴.٢ قضیه

آنگاه ،n ∈ {١,٢,٣} اگر وضوح به می�کنیم. استفاده T درخت n مرتبه روی استقرا از برهان.
فوق رابطه و n ≥ ۴ کنیم فرض لذا است. برقرار فوق رابطه حالت این در پس .γR(T ) = γr٢(T )

n مرتبه با T درخت برای را فوق رابطه بنابراین باشد. برقرار n′ < n که n′ مرتبه با T ′ درخت هر برای
{١,٢} مقدار با برگی که باشد توابعی از یکی f که فرضکنید T)γr٢-تابع�ها، ) همه بین در می�کنیم. ثابت
به باشد u رأس�های از مجموعه�ای V٢ کنید فرض لذا دارد. وجود تابعی چنین وضوح به باشد. نداشته
.V١ = V (T ) − (V٢ ∪ V٠) و f(u) = ∅ که uایی رأس�های مجموعه V٠ ،f(u) = {١,٢} طوریکه
.f(b) ̸= ∅ هم و f(a) ̸= ∅ هم یا و f(a) = f(b) = ∅ یا که باشند T از مجاور رأس دو b و a همچنین
پس باشند. آمده بدست T درخت از ab یال حذف با که باشند درخت�هایی زیر Tb و Ta کنید فرض
f |V (Tb) همچنین و است، Ta برای ٢RDF یک می�دهیم نشان f |V (Ta) با که را V (Ta) در f تحدید
دیگر طرف از .γr٢(Ta) + γr٢(Tb) ≤ w(f |V (Ta)) = γr٢(T ) لذا است. Tb برای ٢RDF یک
به بنا لذا دارد n از کمتر مرتبه�ای Tb و Ta هر چون .γR(T ) ≤ γR(Ta) + γR(Tb) که است بدیهی
نامساوی�های از بنابراین داریم. را ٣γR(Tb) ≤ ۴γr٢(Tb) و ٣γR(Ta) ≤ ۴γr٢(Ta) استقرا، فرض

داشت خواهیم را زیر نامساوی فوق

٣γR(T ) ≤ ٣γR(Ta) + ٣γR(Tb)

≤ ۴γr٢(Ta) + ۴γr٢(Tb) ≤ ۴γr٢(T ).

هستند. مستقل می�کنند تعیین را ناتهی و تهی مجموعه که رأس�هایی از مجموعه�ای که کنید فرض حال
در همسایه یک اما dT (a) = ٢ یا dT (a) ≥ ٣ یا بطوریکه باشد V٠ در رأس یک a کنید فرض لذا
در

∪
u∈N(a) f(u) = {١,٢} بطوریکه a همسایه یک b که کنید فرض حالت این در باشد. داشته V٢

برای فوق در که روابطی از بااستفاده دارد. وجود bرأس چنین یک که است واضح باشد. T −abدرخت
درجه x ∈ V٠ رأس هر ازاین�رو می�آوریم. بدست را ٣γR(T ) ≤ ۴γr٢(T ) شد، ثابت T − ab درخت
V١ در همسایه دو و ٢ درجه x یا و است V٢ از رأس یک به متصل برگ یک یا x پس دارد. ٢ حداکثر
چون که هستند برگ�هایی x همسایه�های همه لذا .x ∈ V٢ که کنید فرض و V٢ ̸= ∅ که کنید فرض دارد.
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است. x مرکز به ستاره یک T که می�گیریم نتیجه است مستقل مجموعه�ای یک i = ١,٢,٠ برای ،Vi هر
برگ�های همه هنچنین V٢و = ∅ که کنیم فرض می�توانیم ازاین�رو است. برقرار نتیجه نیز حالت این در
کنید توجه باشند. مستقل مجموعه�های V١ ،V٠و دو درجه V٠ از رأس هر یعنی باشند. وابسته V١ به T
زیر رأس�های مجموعه می�توان را V٠ مجموعه بنابراین داریم. را γr٢(T ) =| V١ | ،V٢ = ∅ چون که
درخت یک T بنایراین باشد. شده گرفته نتیجه n(T ′) =| V١ | مرتبه با T ′ درخت یال�های از که تقسیم
و γR(T ) ≤ ٢(n+١)

٣ قبل لم از استفاده با حال .| V١ |= n+١
٢ = γr٢(T ) ، | V٠ |= n−١

٢ و تقسیم زیر
. γR(T )
γr٢(T )

≤ ۴
٣ ازاین�رو

.γr٢(G) ≤ ٣n
۴ آنگاه ،n ≥ ٣ مرتبه از همبند گراف یک G اگر [١٨] .۴.۴.٢ قضیه

.γR(G) ≤ ۴n
۵ آنگاه ،n ≥ ٣ مرتبه از گراف یک G اگر [۴] .۵.۴.٢ قضیه

باشد، برگ یک u و G گراف یک در دو درجه از پشتیبان رأس v کنید فرض [٧] .۶.۴.٢ گزاره
.f(v) = ∅ و | f(u) |= ١ طوریکه به دارد وجود f (G)γr٢-تابع یک دراین�صورت

اگر وضوح به باشد. (G)γr٢-تابع یک f و باشد G در v رأس همسایه دومین w کنید فرض برهان.
تعریف G در را h مانند دیگری (G)γr٢-تابع می�توان بنابراین .f(v) = {١,٢} آنگاه ،f(u) = ∅
که � باشند طوری h(u) و h(w) ،h(v) = ∅ و h(x) = f(x) آنگاه ،x /∈ {u, v, w} اگر بطوریکه کرد

.| f(u) |=| f(w) |= ١ و f(u) ∪ f(w) = {١,٢}
مشابه طور به مستقل�اند. مجموعه�های f(w) و f(v) دراین�صورت f(u) ̸= ∅ که کنید فرض حال
و h(x) = f(x) آنگاه ،x /∈ {u, v, w} اگر بطوریکه کرد تعریف را h -تابع γr٢(G) یک می�توان

و f(u) ∪ f(w) = {١,٢} که باشند طوری h(u) و h(w) ،h(v) = ∅
است. کامل اثبات و ،| f(u) |=| f(w) |= ١

آنگاه باشد پشتیبان s و برگ l با n ≥ ٣ مرتبه با درخت یک T اگر [٧] .٧.۴.٢ قضیه

γr٢(T ) ≤
(٢n+ l + s)

۴ .

آنگاه ،n = ٣ اگر می�کنیم. استفاده T درخت n مرتبه روی استقرا از برهان.

γr٢(T ) = ٢ <
(٢n+ l + s)

۴ =
٩
۴ .

n′ مرتبه با T ′ درخت هر که کنید فرض و n ≥ ۴ کنید فرض لذا است. برقرار رابطه حالت این در پس
یعنی می�کند صدق مطلوب رابطه در پشتیبان s′ و برگ l′ با ٣ ≤ n′ < n که

γr٢(T
′) ≤ (٢n′ + l′ + s′)

۴ .

،K١,p ستاره برای چون می�کنیم. ثابت n مرتبه با T درخت برای حال است. برقرار استقرا فرض لذا
حال دارد. ٣ حداقل طول به قطری T که می�کنیم فرض پس داریم، را γr٢(T ) ≤ (٢n+l+s)

۴ نامساوی
کنید فرض هستند. ٣ حداقل درجه از یک هر که باشد v و u مجاور رأس دو شامل T کنید فرض
باشند. آمده بدست uv یال حذف از و v و u شامل ترتیب به که T از درختی زیر T (v) و T (u)

مشابه صورت به و باشد. T (u) پشتیبان تعداد و بر�گ�ها تعداد مرتبه، ترتیب به n١, l١, s١ کنید فرض
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و l١ + l٢ = l پس n١, n٢ ≥ ٣ چون و n١ + n٢ = n وضوح به باشند. T (v) برای n٢, l٢, s٢
γr٢(T (u)) ≤ (٢n١+l١+s١)

۴ ازاین�رو می�کنند صدق فرضاستقرا در T (v) و T (u) بنابراین .s١+s٢ = s

یک f٢ مشابه طور به و T)γr٢-تابع (u)) یک f١ کنید فرض داریم. را γr٢(T (v)) ≤ (٢n٢+l٢+s٢)
۴ و

می�کنیم تعریف زیر ضابطه با را V (T ) برای ٢RDF یک باشند. T)γr٢-تابع (v))
f(x) = می�دهیم قرار x ∈ V (T (v)) اگر و f(x) = f١(x) می�دهیم قرار x ∈ V (T (u)) اگر

همچنین و است T برای ٢RDF یک f وضوح به .f٢(x)

γr٢(T ) ≤ w(f١) + w(f٢) ≤
(٢n١ + l١ + s١)

۴ +
(٢n٢ + l٢ + s٢)

۴ =
(٢n+ l + s)

۴ .

می�گیریم. نظر در ٢ حداکثر درجه از را ٣ حداقل درجه از رأس هر همسایه�های پس این از
است. پشتیبان u١ وضوح به می�گیریم. درنظر را P : u٠−u١−· · ·−udiam(T ) قطری مسیر یک حال
ازاین�رو .γr٢(T ) ≤ (٢n١+l١+s١)

۴ لذا ،٣ ≤ γr٢(T ) ≤ ۴ آنگاه ،diam(T ) = ٣ اگر که کنید توجه
می�گیریم: نظر در را زیر حالت .diam(T ) ≥ ۴ می�کنیم فرض

حذف با T از که درخت یک T ′ .dT (u٢) = ٢ که کنید فرض قبل مانند لذا dT (u١) ≥ ٣ اول حالت
همچنین ،s′ = ٢ و l′ ≥ ٣ ،n ≥ ۶ آنگاه ،n′ = ٢ اگر باشد. آمده بدست u١ برگ�های همه و u٢ و u١

بود. خواهد γr٢(T ) = ۴ < (٢n+l+s)
۴

T)γr٢-تابع ′) f ′ اگر s′ ≤ s و l′ ≤ l − ١ ،n′ = n − ٢− | lu١ | که n′ ≥ ٣ کنید فرض ازاین�رو
می�کنیم تعریف زیر ضابطه با را V (T ) برای f ٢RDF یک آنگاه باشد، دلخواه

f(u١) = {١,٢} می�دهیم قرار ،x ∈ lu١ ∪{u٢} اگر و f(x) = f ′(x) می�دهیم قرار ،x ∈ V (T ′) اگر
که می�دهد نشان این که .f(x) = ∅ و

γr٢(T ) = w(f) ≤ w(f ′) + ٢.

.γr٢(T ) ≤ (٢n′+l′+s′)
۴ + ٢ < (٢n+l+s)

۴ لذا می�کنیم استفاده T ′ روی استقرا از
.dT (u٢) ≥ ٣ که کنیم فرض ابتدا ،dT (u١) = ٢ دوم حالت

اول، حالت طبق بگیرید. نظر در را u′
٠ − u′

١ − u′
٢ · · · − udiam(T ) قطری مسیر از u′

٠ و u′
١ رأس دو

آمده بدست u١ و u٠ حذف با T از که ختی در T ′ کنید فرض .dT (u′
١) = ٢ که کرد فرض می�توان

-γr٢(T ′) یک قبل گزاره کمک با .s′ = s − ١ و l′ = l − ١ ،n′ = n − ٢ ≥ ٣ لذا باشد.
و f ′(u′

٠) ∪ f ′(u٢) = {١,٢} که f ′(u′
١) = ∅ و f ′(u٢) ̸= ∅ ،f ′(u′

٠) ̸= ∅ بطوریکه f ′ تابع
اگر می�کنیم تعریف زیر ضابطه با V (T ) برای f ٢RDF تابع یک .| f ′(u′

٠) |=| f ′(u٢) |= ١
{٢} یا و {١} یا f(u٢) به وابسته f(u٠) و ،f(u١) = ∅ و f(x) = f ′(x) می�دهیم قرار ،x ∈ V (T ′)

با .γr٢(T ) ≤ w(f) = w(f ′) + ١ که می�دهد نشان این .f(u٠) ∪ f(u٢) = {١,٢} بطوریکه است
می�آوریم. بدست را γr٢(T ) ≤ (٢n′+l′+s′)

۴ + ٢ = (٢n+l+s)
۴ نامساوی ،T ′ روی استقرا کمک

،dT (u٢) ≥ ٣ چون است. u٢ شامل فرد به منحصر قطری مسیر یک P که کرد فرض می�توان حال
یک همسایه�هاشان همه و u٢ و u١ از حاصل درخت زیر بنابراین .dT (u٣) = ٢ و پشتیبان یک u٢ پس
فرض .γr٢(S) = ٣ که کنید توجه است. ۵ حداکثر مرتبه از و می�نامیم S را آن که است دوسر ستاره

باشد. S رأس�های همه حذف با T از حاصل درخت یک T ′ کنید
ترتیب به آنگاه ،n′ = ١ یا ٢ اگر .n′ = n − ۴− | lu٢ |≥ ١ پس ،diam(T ) ≥ ۴ چون
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است. قبول قابل نتیجه و است، γr٢(T ) = ۴ یا ۵
.n′ ≥ ٣ که کنید فرض همچنین

علاوه به .γr٢(T ) ≤ γr٢(T
′) + γr٢(S) همچنین .s′ ≤ s − ١ و l′ ≤ l− | Lu٢ | وضوح به

در می�آوریم. بدست را γr٢(T ) ≤ (٢n′+l′+s′)
۴ + ٣ ≤ (٢n+l+s)

۴ نامساوی ،T ′ استقرا فرض به بنا
T از که است درختی زیر T ′ کنید فرض آنگاه ،dT (u٣) ≥ ٣ اگر .dT (u٢) = ٢ که کنید فرض نهایت
لذا .s′ = s − ١ و l′ = l − ١ ، n′ = n − ٣ ≥ ٣ پس باشد. آمده بدست u٢ و u١،u٠ حذف با
،dT (u٣) = ٢ اگر است. برقرار نتیجه T ′ استقرا فرض به بنا علاوه به داریم. را γr٢(T ) ≤ γr٢(T

′)+٢
.n′ = n−٢ ≥ پس٣ باشد. آمده بدست u١ و u٠ حذف با T از که است درختی T ′ که کنید فرض آنگاه
پس .n′ ≥ ۴ که کنید فرض لذا است. قبول قابل نتیجه و است، P۵ مسیر یک T آنگاه ،n′ = ٣ اگر
یک می�کند. صدق ۶.۴.٢ گزاره در که باشد T)γr٢-تابعی ′) یک f ′ کنید فرض حال .s′ = s و l′ = l

f ′(u٢) به وابسته f(u١) = ∅ ،x ∈ V (T ′) اگر می�کنیم تعریف زیر ضابطه با V (T ) برای f ٢RDF

می�دهد نشان این .f(x) = f ′(x) می�دهیم قرار ،f(u٠) ∪ f(u٢) = {١,٢} که f(u٠) = {٢}یا{١}
است. برقرار نتیجه T ′ در استقرا فرض به بنا لذا .γr٢(T ) ≤ γr٢(T

′) + ١ که

آنگاه باشد، پشتیبان s و برگ l و n ≥ ٣ مرتبه با درخت یک T اگر [٧] .٨.۴.٢ نتیجه

γR(T ) ≤
(٢n+ l + s)

٣ .

را زیر رابطه ٧.۴.٢ قضیه کمک با همچنین و ٣
۴γR(T ) ≤ γr٢(T ) ،٣.۴.٢ قضیه کمک با برهان.

می�آوریم بدست
٣
۴γR(T ) ≤ γr٢(T ) ≤

(٢n+ l + s)

۴ .

پس

γR(T ) ≤
(٢n+ l + s)

٣ .

داریم. را γr٢(G) + γ(G)
٢ ≤ n ،n ≥ ٣ مرتبه با G همبند گراف هر برای [٧] .٩.۴.٢ گزاره

.γr٢(G) + (δ − ١)ρ(G) ≤ n آنگاه باشد، n مرتبه با همبند گراف یک G اگر [٧] .١٠.۴.٢ گزاره

مجموعه R و n ≥ ٣ که کنید فرض لذا است. برقرار نتیجه n ∈ {١,٢} اگر که است بدیهی برهان.
.B = V (G)− (A ∪R) و A = N(R) ،G بسته�بندی ماکزیمم

.| B |= n− | A ∪R |≤ n− (δ + ١) | R | و | A |≥ δ | R | وضوح به
می�کنیم تعریف زیر صورت به V (G) در f ،٢RDF یک حال

f(x) =


{١,٢} x ∈ R

∅ x ∈ A

{٢}یا{١} x ∈ B

.
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که است معنی بدین این
γr٢(G) ≤ w(f) = ٢ | R | + | B |

=⇒ γr٢(G) ≤ ٢ρ(G) + n− (δ + ١)ρ(G)

=⇒ γr٢(G) + (δ − ١)ρ(G) ≤ n.

است. کامل اثبات و

داریم ،G وتری مجزا همبند گراف هر برای [٧] .١١.۴.٢ نتیجه
γr٢(G) + (δ − ١)γ(G) ≤ n.

اندازه�ی به می�توان n مرتبه با G گراف یک در γr٢(G) + γR(G)
٢ − n تفاضل [٧] .١٢.۴.٢ گزاره

باشد. بزرگ دلخواه

P١۴, P٢۴, . . . , Pm۴ همچنین .m = ٢(k+١) و باشد مثبت صحیح یکعدد k ≥ ١ فرضکنید برهان.
کنید فرض باشد. Pi۴ برای پشتیبان یک xi کنید فرض ،١ ≤ i ≤ m برای باشد. P۴ مسیر کپی m که
هر مجاور ،i = ١,٢, . . . ,m برای که o رأس یک کردن اضافه با P١۴, P٢۴, . . . Pm۴ از درخت یک T

.γr٢(T )+ γR(T )
٢ − | V (T ) |= k لذا ،γR(T ) = γr٢(T ) = ٣m که است بدیهی باشد. xi رأس

گراف�ها در رومی احاطه�گری ۵.٢

V از مرتب افراز (V٠, V١, V٢) کنید فرض f : V → {٠,١,٢} تابع و G = (V,E) گراف برای
تابع بین دراین�صورت .| Vi |= ni و Vi = {v ∈ V | f(v) = i} ،i = ٠,١,٢ ازای به که باشد،
می�نویسیم: لذا دارد. وجود یک به یک تناظر V از (V٠, V١, V٢) مرتب افراز و f : V → {٠,١,٢}

f = (V٠, V١, V٢).

که ،V٢ ≻ V٠ اگر است G گراف روی (RDF ) رومی احاطه�گری تابع یک f = (V٠, V١, V٢) تابع
تابع یک وزن که ،V٠ ⊆ N [V٢] می�دهد پوشش را V٠ مجموعه V٢ مجموعه که است معنی بدین ≻
با را رومی احاطه�گری عدد .f(V ) =

∑
v∈V f(v) = ٢n٢ + n١ از است عبارت f رومی احاطه�گری

f = (V٠, V١, V٢) تابع یک و Gاست از رومی احاطه�گری تابع یک وزن مینیمم و می�دهیم نشان γR(G)

.f(V ) = γR(G) اگر است γR-تابع یک

.γ(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) داریم ،G گراف هر برای [٨] .١.۵.٢ گزاره

.G = Kn اگر تنها و اگر γ(G) = γR(G) ،n مرتبه با G گراف هر برای [٨] .٢.۵.٢ گزاره

دراین�صورت باشد. γR-تابع ،f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض [٨] .٣.۵.٢ گزاره

است. یک حداکثر درجه ماکزیمم دارای V١ شده القا گراف زیر ،G[V١] (الف)

ندارد. وجود V٢ و V١ بین یالی هیچ (ب)
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است. مجاور V١ از رأس دو با حداکثر V٠ از رأس هر (ج)

است. G[V٠ ∪ V٢] در γ-مجموعه یک V٢ (د)

دو حداقل v ∈ V٢ رأس هر ازای به دراین�صورت باشد. H = G[V٠ ∪ V٢] کنید فرض (ه)
است. موجود ( خصوصی H(همسایگی − pn

w ∈ V٠ که w مانند باشد H − pn خارجی همسایه�ی یک دقیقا و G[V٢] در تنها رأس v اگر (و)
.N(w) ∩ V١ = ∅ آنگاه باشد، داشته

.C = {v ∈ V٠ :| N(v)∩V٢ |≥ ٢} و باشد G[V٢] در ناتنها رئوس تعداد برابر k١ کنید فرض (ی)
.n٠ ≥ n٢ + k١ + c دراین�صورت .| C |= c کنید فرض

که باشد G تنهای رأس فاقد گراف در γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض [٨] .۴.۵.٢ گزاره
دراین�صورت است. مینیمم n١ آن در

است. رأسی پوشش یک V٠ ∪ V٢ و مستقل V١ (الف)

.V٠ ≻ V١ (ب)

است. یک٢-بسته�بندی V١ دیگر عبارت به است، مجاور V١ از رأس یک حداکثر با V٠ رأس هر (ج)

باشد. داشته V٠ در w٢ و w١ ،H − pn خارجی همسایه�ی دو دقیقا v ∈ G[V٢] کنید فرض (د)
دنباله�ی از رئوسی (y١, w١, v, w٢, y٢) طوریکه به ندارند وجود y١, y٢ ∈ V١ رئوس دراین�صورت

باشند. P۵

است. صادق زوج درخت�های برای کران این و n٠ ≥ ٣n
٧ (ه)

داریم. را γR(G) ≥ ٢n
∆+١ ،∆ درجه ماکزیمم و n مرتبه با G گراف هر برای [٨] .۵.۵.٢ گزاره

داریم. را γR(G) ≤ n٢+ln((١+δ(G))/٢)
١+δ(G)

رأس، n با G گراف هر برای [٨] .۶.۵.٢ گزاره

انتخابی ر�أس هر که می�کنیم، انتخاب را رأس�ها از A مجموعه بگیرید، درنظر را G گراف یک برهان.
،A مجموعه اندازه که داریم انتظار می�دهیم). نشان P با را رأس (آخرین است P احتمال با مستقل
لذا نمی�شوند. احاطه A توسط که باشند رأس�هایی ،B = V − N [A] کنید فرض باشد. nP برابر
احتمال می�کنیم. محاسبه را B اندازه حال است. G برای RDF یک f = (V − (A ∪ B), B,A)

این نباشد. v همسایه A در رأسی هیچ و نباشد A در v که است این احتمال برابر باشد B در v اینکه
پس ،deg(v) ≥ δ(G) و e−x ≥ ١− x ،x ≥ ٠ هر برای چون −١)است. P )١+deg(v) برابر احتمال
است، ne−P (١+δ(G)) حداکثر B اندازه بنابراین .Pr(v ∈ B) ≤ e−P (١+δ(G)) که گرفت نتیجه می�توان
را بالا کران است. ٢nP + ne−P (١+δ(G)) حداکثر آن اندازه و می�دهیم نشان E[f(V )] با را f وزن و
این (که باشد کمترین P = ln(١+ δ(G))/١)/(٢+ δ(G)) که می�کنیم مینیمم زمانی E[f(V )] برای
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P برای مقدار این جایگزینی با و می�شود). داده نشان انتگرال و دیفرانسیل حساب کمک با �سادگی به
داریم

E[f(V )] ≤ n
٢+ ln((١+ δ(G))/٢)

١+ δ(G)
.

همین حداکثر با RDF باید لذا گرفتیم، نظر در n٢+ln((١+δ(G))/٢)
١+δ(G)

حداکثر را f [V ] وزن چون این�رو از
است. K٢ از کپی n

٢ مجزای اجتماع G نتیجه در باشد. وزن

γR(G) ≤ γ(G) + ٢ با گراف�هایی ١.۵.٢

پایین کران که می�دانیم ٢.۵.٢ گزاره از اما .γ(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) که می�دانیم ١.۵.٢ گزاره از
.γR(G) ≥ γ(G) + ١ آنگاه باشد، همبند گراف G اگر لذا باشد. G = Kn که می�آید بدست زمانی
زیر گزاره�های در که داریم، ویژه ترکیب یک γ(G) + ٢ و γ(G) + ١ وزن و γR-تابع با G همبند گراف

می�شود. داده نشان

یک اگر تنها و اگر γR(G) = γ(G) + ١ آنگاه باشد، n مرتبه با همبند گراف G اگر [٨] .٧.۵.٢ گزاره
باشیم. داشته n− γ(G) درجه با v ∈ V رأس

، V٢ = {v} اگر باشد. داشته n − γ(G) درجه با v ∈ V رأس یک G که کنید فرض برهان.
f = (V٠, V١, V٢) و G از γ-مجموعه یک V١ ∪ V٢ آنگاه ،V٠ = V − V١ − V٢ و V١ = V −N [v]

،G همبند گراف برای لذا γR(G) ≥ γ(G) + ١ چون است. f(V ) = γ(G) + ١ وزن با RDF یک
است. G برای γR-تابع یک f

داریم حالت دو γ(G) + ١ وزن با f = (V٠, V١, V٢) رومی احاطه�گری تابع یک برای برعکس
،| V٢ |= ٠ و | V١ |= γ(G) + ١ (١)
.| V٢ |= ١ و | V١ |= γ(G)− ١ (٢)

،(١) حالت در داشت. خواهیم را | V١ | + | V٢ |< γ(G) γ(G) + ١ وزن از دیگر ترتیب هر برای
رأس، n با G همبند گراف یک برای ،ORE قضیه از استفاده با .V١ = V آنگاه ،| V٢ |= ٠ چون

.γ(G) ≤ n
٢

کرد بررسی می�توان پس .n ≤ ٢ که است معنی بدین این .n = γ(G) + ١ ≤ n
٢ + ١ لذا

کنید فرض ،(٢) حالت در دارد. ١ درجه با رأس یک P٢ و ،γR(P٢) = ٢ = γ(P٢) + ١ که
| V٢ |= ١ و | V١ |= γ(G) − ١ با ،γ(G) + ١ وزن با G برای γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢)

لذا ،{v} ≻ V٠ و نیست، موجود {v} و V١ مجاور G از یالی ازاین�رو باشد.
deg(v) =| V٠ |= n− | V١ | − | V٢ |= n− γ(G).

تنها و اگر γR(T ) = γ(T ) + ١ آنگاه باشد، بیشتر یا رأس دو با درخت یک T اگر [٨] .٨.۵.٢ گزاره
باشد. زخمی عنکبوت یک T اگر
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کنید فرض همچنین و باشد آن ابتدایی رأس v و است زخمی عنکبوت یک T کنید فرض برهان.
باشند. آن انتهایی رأس�های مجموعه S = {w : d(v, w) = ٢}

،V٠ = V − S − {v} اگر همچنین می�دهد. تشکیل T برای γ-مجموعه یک {v} ∪ S وضوح به
بنابراین، است. f(V ) = γ(T ) + ١ با RDF یک f = (V٠, V١, V٢) آنگاه ،V٢ = {v} و V١ = S

است. γR-تابع یک f
اثبات در باشد. γ(T ) + ١ وزن با T برای γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض برعکس
لذا .V٢ = {v} کنید فرض .| V٢ |= ١ و | V١ |= γ(G) − ١ یا و T = P٢ یا قبل گزاره
(ج) قسمت ٣.۵.٢ گزاره با دارد را مقدار کمترین f در | V١ | ازاین�رو .| N(v) |=| v٠ |= n− γ(T )

است. متصل V١ رأس یک حداقل به V٠ رأس هر
از تعداد هر پس ندارند وجود V٢ و V١ بین یالی و است مستقل V١ است همبند T چون حال
از بخشی به نمی�تواند V٠ در رأسی هر به�علاوه باشد. V٠ رأس�های از بخشی مجاور باید V١ رأس�های
یک V٠ آنگاه باشیم، داشته را حالت این اگر باشد. سالم عنکبوت یک نمی�تواند T لذا باشد. وصل V١

و می�دهد تشکیل T برای γ-مجموعه
deg(v) =| V٠ |<| V٠ | +١ =| V١ | + | V٢ |=| V٠ | + | V١ | + | V٢ | − | V٠ |= n− γ(T ).

است. زخمی عنکبوت یک T پس است. تناقض این که

اگر تنها و اگر γR(G) = γ(G) + ٢ آنگاه باشد، n مرتبه با همبند گراف یک G اگر [٨] .٩.۵.٢ گزاره

باشد. نداشته n− γ(G) درجه با رأسی G (١)

که باشد داشته طوری را w و v رأس دو G یا باشد داشته n− γ(G)− ١ درجه با رأس یک G یا (٢)

| N [v] ∪N [w] |= n− γ(G) + ٢.

،V٠ = N(v) و n−γ(G)−١ درجه با vیکرأسG اگر .γR(G) > γ(G)+١ که می�دانیم (١) برهان.
و f(V ) = γ(G) + ٢ با RDF یک f = (V٠, V١, V٢) آنگاه ،V٢ = {v} و V١ = V = N [v]

است. γR-تابع یک ازاین�رو
V٠ = و ،| N [v] ∪ N [w] |= n − γ(G) + ٢ که باشیم داشته طوری را w و v رأس دو اگر (٢)
f = (V٠, V١, V٢) آنگاه ،V٢ = {v, w} و ،V١ = V − (N [v]∪N [w]) ،N [v]∪N [w]−{V,W}

است. γR-تابع یک لذا f(V ) = γ(G) + ٢ با RDF یک
حالت سه دراین�صورت داریم γ(G) + ٢ وزن با f = (V٠, V١, V٢) RDF یک کنید فرض برعکس

داشت خواهیم
| V٢ |= ٠ و | V١ |= γ(G) + ٢ (١)
| V٢ |= ١ و | V١ |= γ(G) (٢)
.| V٢ |= ٢ و | V١ |= γ(G)− ٢ (٣)

وزن با دیگری رومی احاطه�گر تابع نمی�توانیم که داریم γR-تابع یک fای چنین برای حالت این در
،(١) حالت در ندارد. n − γ(G) درجه از رأسی G که است معنی بدین این باشیم داشته γ(G) + ١
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معنی بدین این ،n = γ(G) + ٢ ≤ n
٢ + ٢ ،Ore قضیه کمک با لذا .V١ = V آنگاه ،| V٢ |= ٠ اگر

چنین برای که دید می�توان کمتر یا رأس ۴ در همبند گراف�های روی ساده آنالیز یک با .n ≤ ۴ که است
است. γR(G) = γ(G) + ١ گراف�هایی

| V١ |= با γ(G) + ٢ وزن با G برای γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض ،(٢) حالت در
،v ≻ V٠ و ندارد، وجود v و V١ بین G از یالی چون .V٢ = {v} کنید فرض باشد. | V٢ |= ١ و γ(G)

می�دهد نشان این لذا
deg(v) =| V٠ |= n− | V١ | − | V٢ |= n− γ(G)− ١.

| V١ |= با γ(G) + ٢ وزن با G برای γR-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض ،(٣) حالت در
و نیست w یا v و V١ مجاور یالی چون .V٢ = {v, w} کنید فرض باشد. | V٢ |= ٢ و γ(G) − ٢

که می�دهد نشان این ،{v, w} ≻ V٠

| N [v] ∪N [w] |= n− | V١ |= n− (γ(G)− ٢) = n− γ(G) + ٢.

آنگاه ،γR(G) = γ(G) + ٢ و همبند گراف یک G اگر [٨] .١٠.۵.٢ نتیجه
٢ ≤ rad(G) ≤ ۴ و ٣ ≤ diam(G) ≤ ٨.

اگر تنها و اگر γR(T ) = γ(T ) + ٢ آنگاه ،n ≥ ٢ مرتبه با درخت یک T اگر [٨] .١١.۵.٢ گزاره
زیر: شرایط تحت

نیست. وصل دیگری درخت ابتدایی رأس به P٢ رأس دو از یک هیچ آنگاه باشد، P٢ یک درخت اگر (١)
نیستند. انتهایی رئوس دو هر w و v (٢)

باشد برقرار زیر حالات دو از یکی
باشد سالم عنکبوت یک T (١)

.w ∈ V (T٢) و v ∈ V (T١) مجاور تنها یال یک با T٢ و T١ زخمی عنکبوت جفت یک T (٢)

رنگین�کمانی و رومی احاطه�گری اعداد در کران�هایی ۶.٢

ضعیف رومی احاطه�گری ١.۶.٢

G گراف هر برای [۵] .١.۶.٢ قضیه

γt(G) ≤ γR(G) آنگاه تنها، رأس بدون G اگر •

γ(G) ≤ γr(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) •

γ(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) •

γr(G) ≤ γS(G) •
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γr(G) = γS(G) آنگاه باشد، آزاد پنجه G اگر •

.γR(G) ≤ ٣γr٢(G)
٢ •

،G گراف هر برای [۵] .٢.۶.٢ قضیه
γ(G) ≤ γr(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

.γr(G) ≤ γr٢(G) که دهیم نشان است کافی ١.۶.٢ قضیه به توجه با برهان.
می�کنیم تعریف زیر صورت به G در g = (V٠, V١, V٢) تابع یک باشد. G در ٢RDF یک f کنید فرض

که

g(u) =


٢ | f(u) |= ٢ اگر

١ | f(u) |= ١ اگر

٠ f(u) = ∅ اگر

.

.g(v) = ٠ که باشد رأسی v کنید فرض است. G برای WRDF یک g که می�کنیم ادعا
g′(u) = ،g′(v) = ١ با را g′ = (V٠, V١, V٢) تابع آنگاه باشد، داشته V٢ در u مانند همسایه�ای v اگر
تعریف باشد، نداشته بی�دفاع رأس که g′(w) = g(w) ،w ∈ V \ {V, U} هر برای و g(u)− ١ = ١
که است رأس�هایی مجموعه که A ⊆ V٠ کنید فرض آنگاه باشد، نداشته V٢ در همسایه�ای v اگر می�کنیم.
و f(v′) = {١} بطوریکه دارد v′′ و v′ مانند همسایه دو v بنابراین باشند. نداشته V٢ در همسایه�ای

.f(v′′) = {٢}
است. V١ از همسایه دو دارای A مجموعه از رأس هر همچنین V١ به متعلق v′′ و v′ لذا

w ∈ V \{v, v′} هر برای و g′(v′) = g(v′)−١ = ٠ ،g′(v) = ١ با را g′ = (V ′
٠, V

′
١, V

′
٢) تابع حال

می�کنیم. تعریف ندارد، بی�دفاع رأس که g′(w) = g(w)

که است معنی بدین این لذا است، γr٢(G) وزن دارای G در WRDF یک g حالت دو هر در بنابراین

γr(G) ≤ γr٢(G).

.i(G) ≤ n
٢ ، G آزاد پنجه و تنها رأس بدون گراف هر برای [۵] .٣.۶.٢ گزاره

آنگاه باشد، غیربدیهی و همبند آزاد، پنجه گراف G اگر [۵] .۴.۶.٢ قضیه
γS(G) = γr(G) ≤ ٣

٢γt(G).

شده داده نشان ١.۶.٢ قصیه در وهمبند آزاد پنجه گراف�های برای γS(G) = γr(G) تساوی برهان.
باشد. γt(G) مجموعه یک D کنید فرض ،γr(G) ≤ ٣

٢γt(G) که می�دهیم نشان است.
و V \D ̸= ∅ که کنیم فرض اگر همچنین است. برقرار نتیجه لذا و G = K٢ آنگاه ،V \D = ∅ اگر

است. D از حاصل زیرگراف از مینیمم مستقل احاطه�گری مجموعه یک A
.| A |≤ |D|

٢ که می�دهد نشان ٣.۶.٢ گزاره ندارد، تنها رأس G[D] و است آزاد پنجه G چون
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رأسی هر جای به ٠ D\Aو در رأس هر جای به ١ ،A در رأس هر جای به ٢ جایگزینی Gبا در f تابع یک
u ∈ V \D کنید فرض است. G WRDFدر یک f که می�کنیم ادعا می�کنیم. تعریف نیست، D در که
f ′(x) = f(x)−١ = ١ ،f ′(u) = ١ با fرا ′ تابع آنگاه باشد، داشته x مانند ،A در همسایه یک u اگر
می�کنیم. تعریف ندارند، f ′ به نسبت بی�دفاع رأس که f ′(z) = f(z) ،z ∈ V \ {u, x} هر برای و
کنید فرض دارد. y ∈ D \ A در همسایه�ای u ازاین�رو ندارد. A در همسایه�ای u که می�کنیم فرض پس
،f ′(u) = ١ با که است تابعی f ′ کنید ′uyفرض /∈ E که کنید توجه است. y همسایه یک y′ ∈ A

رأس یک G که کنید فرض می�شود. تعریف f ′(z) = f(z) ،z ∈ V \ {u, y} هر برای و f ′(y) = ٠
است معنی بدین این است. D در w همسایه تنها y و w ̸= y وضوح، به دارد. f ′ نسبت w بی�دفاع
را {y′, y, w, u} لذا .wu /∈ E لذا است f ′ به نسبت بی�دفاع رأس w چون همچنین ،wy′ /∈ E که

است. تناقض یک که داشت خواهیم
برای WRDF یک f که است معنی بدین این و ندارد f ′ نسبت با بی�دفاع رأس G که می�گیریم نتیجه
که می�گیریم، نظر در فرمان گراف را G .γr(G) ≤ ٢ | A | + | D \A |≤ ٣

٢ | D | بنابراین است. G
.γr(G) = ٣ و γt(G) = ٢ یک هر برای

فرمان گراف k اجتماع از که است دقیق Gk(k ≥ ٢) آزاد پنجه گراف�های برای مجانبی بطور کران این
یک فرمان گراف هر در دو درجه رأس از یال یک به�علاوه می�آید، بدست Kk+١ کامل گراف یک و مجزا
به وابسته P٢ یکمسیر و ١+Kkندارد، در مشترک همسایه فرمان گراف همچنین ١+Kkاست، مجزا رأس
،γt(G) = ٢k+٢ و است همبند Gk آزاد پنجه گراف لذا است. ١+Kkموجود باقیمانده رأس به یال یک

.γr(G) = ٣k + ١

آنگاه باشد، همبند {K١,٣, K١,٣+e} آزاد گراف یک G اگر [۵] .۵.۶.٢ قضیه
γS(G) = γr(G) ≤ γt(G).

است. برقرار نتیجه آنگاه ،| V |= ٢ اگر است. γt(G) مجموعه یک D کنید فرض برهان.
و D در رأس هر به ١ جایگذاری با را G در f تابع V \D ̸= ∅ بنابراین .| V |≥ ٣ که کنید فرض لذا
همسایه�های ترتیب به v, w و u ∈ V \D کنید فرض می�کنیم. تعریف نیست، D در که رأسی هر به ٠
و f ′(v) = f(v) − ١ = ٠ ،f ′(u) = ١ با شده تعریف تابع f ′ کنید فرض است. D در v و u

پس دارد. y مانند بی�دفاع رأس یک f ′ که کنید فرض باشد. z ∈ V \ {u, v} هر برای f ′(z) = f(z)

باشد. D در y فرد به منحصر همسایه v و yu /∈ E ، y ̸= u ، y ∈ V \D
نتیجه است. تناقض که می�آید بدست K١,٣+e از یا K١,٣ از w, u, v, y رئوس پس .yw /∈ E ویژه به
بنابراین است. G برای WRDF یک f همچنین نیست. بی�دفاع f ′ به نسبت y رأس که می�گیریم
G (٢−n)-منظم گراف زوج nهای برای است. دقیق کران این که می�بینیم .γr(G) ≤| D |= γt(G)

این برای لذا می�گیریم، درنظر را می�آید بدست کامل تطابق یک یال�های حذف با Kn کامل گراف از که
.γr(G) = γt(G) = ٢ گراف

.γs(G) ≤ n
٢ آنگاه ،δ(G) ≥ ٢ با n مرتبه با همبند گراف یک G ̸= C۵ اگر [۵] .۶.۶.٢ قضیه

.γr(G) ≤ γs(G) ≤ γ٢(G) ،G گراف هر برای [۵] .٧.۶.٢ قضیه
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که دهیم نشان است کافی لذا می�شود. داده نشان ٣.۶.٢ قضیه از γr(G) ≤ γs(G) نامساوی برهان.
،V \D = ∅ اگر است. G ٢-احاطه�گری مجموعه مینیمم یک D که می�کنیم فرض .γs(G) ≤ γ٢(G)

و V \D ̸= ∅ کنید فرض بنابراین است. برقرار نتیجه و است G موردنظر احاطه�گری مجموعه D آنگاه
حداکثر V \D رأس هر چون باشد. u همسایه یک v ∈ D همچنین و نیست D در که باشد رأسی u
D بنابراین است. G برای احاطه�گری مجموعه یک D − {v} ∪ {u} مجموعه دارد D در همسایه دو
.γr(G) ≤ γs(G) ≤| D |= γ٢(G) که است معنی بدین این و است. G موردنظر احاطه�گری مجموعه
بدست یکبار دقیقا یال هر تقسیم زیر با K١,p ستاره از که است K∗

١,p ستاره تقسیم زیر برای کران این
.γr(K∗

١,p) = γs(K
∗
١,p) = γ٢(K

∗
١,p) = p+ ١ گراف، این برای می�آید.

عدد یک k و δ(G) ≥ ١ درجه مینیمم با n مرتبه با گراف یک G کنید فرض [١١] .٨.۶.٢ قضیه
.γk(G) ≤ n

δ(G)+١(k ln(δ(G) + ١) + ١) دراین�صورت ، δ(G)+١
ln(δ(G)+١) ≥ ٢k اگر باشد. صحیح

استفاده با زیر نتیجه است. برقرار δ(G) ≥ ٨ برای δ(G)+١
ln(δ(G)+١) ≥ ٢k شرط k = ٢ برای که می�بینیم

می�شود. داده نشان ٨.۶.٢ و ٧.۶.٢ قضیه از

دراین�صورت باشد، δ(G) ≥ ٨ درجه مینیمم با رأسی n گراف یک G کنید فرض [۵] .٩.۶.٢ نتیجه

γs(G) ≤ γ٢(G) ≤ n

δ(G) + ٢)١ ln(δ(G) + ١) + ١).

٢-رنگین�کمانی احاطه�گری ٢.۶.٢

.γr٢(T ) ≥ γt(T ) آنگاه باشد، غیربدیهی درخت T اگر [۵] .١٠.۶.٢ قضیه

می�کنیم. اثبات T درخت ،n مرتبه روی استقرا از استفاده با برهان.
مرتبه با T ′ درخت هر برای و ،n ≥ ۴ کنید فرض .γr٢(T ) = γt(T ) = ٢ آنگاه ،n ∈ {٢,٣} اگر
برای چون باشد. T)γr٢-تابع ) f و n مرتبه با درختی T کنید فرض .γr٢(T ′) ≥ γt(T

′) ،n′ < n

طول به قطری T که می�کنیم فرض لذا داریم، را γr٢(T ) ≥ γt(T ) = ٢ جفت ستاره�های و ستاره�ها
اگر می�کند. تعیین را f از کمتر تهی مجموعه یک T رأس�های مجموعه v٠ کنید فرض دارد. ۴ حداکثر
دو شامل V٠ کنید فرض .V٠ ̸= ∅ که می�کنیم فرض ازاین�رو .γr٢(T ) ≥ n ≥ γt(T ) آنگاه ،V٠ = ∅

باشد. v ، u مانند مجاور رأس
به متعلق v و Tu به متعلق u که باشند، uv یال حذف از حاصل درخت�های زیر Tv و Tu کنید فرض
V \ V٠ در همسایه یک v و u هر است. T)γr٢-تابع ) یک f و هستند V٠ در v و u ازاین�رو .Tv

ترتیب به f |V (Tv) و f |V (Tu) هر همچنین است. نابدیهی Tv و Tu هر که است معنی بدین این دارند.
اجتماع این بر علاوه .γr٢(Tu) + γr٢(Tv) ≤ γr٢(T ) پس هستند. Tv و Tu برای ٢RDF یک هر
در .γt(T ) ≤ γt(Tu) + γt(Tv) است، T برای TDS یک Tv و Tu کامل احاطه�گری مجموعه دو هر

داریم لذا می�کند صدق استقرا فرض در Tv و Tu نتیجه
γr٢(T ) ≥ γr٢(Tu) + γr٢(Tv) ≥ γt(Tu) + γt(Tv) ≥ γt(T ).
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اینصورت غیر در است مستقل مجموعه یک V٠ می�کنیم فرض بنابراین است. برقرار موردنظر رابطه لذا
است. بیشتر یا برگ دو مجاور T از x مانند پشتیبان رأس یک که کنید فرض حال است. برقرار نتیجه
.γt(T ) = γt(T

′) وضوح به است. آمده بدست x مجاور برگ حذف با T از که درختی T ′ کنید فرض
متعلق برگ�ها این همه و f(x) = {١,٢} که فرضکرد می�توان مسئله کلیت دادن دست از بدون همچنین
.γr٢(T ′) ≤ γr٢(T ) که است معنی بدین این است T ′ برای ٢RDF یک f |V (T ′) ازاین�رو باشند. V٠ به
رأس هر که می�کنیم فرض بعد به این از می�آید. بدست مطلوب نامساوی T ′ استقرا فرض بنابه به�علاوه
یک P := u٠, u١, . . . , ud و diam(T ) = d کنید فرض است. برگ یک دقیقا مجاور T پشتیبان
نشان حال .dT (u١) = ٢ و T برگ یک u٠ بنابراین است. ud ،T ریشه است. T قطری مسیر
مجموعه یک V٠ که کنید توجه .f ∗(u١) = ∅ بطوریکه دارد وجود f ∗ T)γr٢-تابع ) یک که می�دهیم
.f ∗ = f آنگاه ،f(u١) = ∅ اگر .f ∗(u٢) ̸= ∅ و f ∗(u٠) ̸= ∅ داریم لذا است، f از کمتر مستقل
می�دهد نشان این است، T)γr٢-تابع ) یک f آنگاه ،| f(u١) |= ١ اگر .| f(u١) |≥ ١ که کنید فرض
می�توانیم باشد لازم اگر غیراینصورت در ،| f(u٢) |≤ ١ ،f رساندن حداقل به با | f(u٠) |= ١ که
یک اینصورت در f(u٠) ∪ f(u٢) = {١,٢} همچنین دهیم تغییر را f(u٠) بگیریم درنظر f(u١) = ∅
فرض آنگاه | f(u٢) |= ١ اگر است. تناقض یک که داشت خواهیم f از کمتر وزنی با T از ٢RDF

که کنید
f ∗(u١) = ∅ , f ∗(u٠) = {١,٢} \ f(u٢).

.x ∈ V \ {u٠, u١} هر برای f ∗(x) = f(x) و ،(f ∗(u٠) ∪ f ∗(u٢) = {١,٢} که (درمی�یابیم
هر برای و f ∗(u٢) = {١,٢} \ f ∗(u٠) ،f ∗(u١) = ∅ پس f(u٢) = ∅ که می�کنیم فرض لذا
.f(u٠) = ∅ آنگاه ،f(u١) = {١,٢} که | f(u١) |= ٢ اگر .f ∗(x) = f(x) ،x ∈ V \ {u١, u٢}
مجموعه یک و u١ به ∅ جایگذاری با را f وزن می�توان درغیراینصورت .f(u٢) = ∅ که داریم همچنین
،f ∗(u١) = ∅ که می�کنیم فرض کرد. تبدیل f(u٠) ∪ f(u٢) = {١,٢} بطوریکه u٠ به ١ اندازه از
در .f ∗(x) = f(x) ،x ∈ V \ {u٠, u١, u٢} هر برای و f ∗(u٢) = {٢} ،f ∗(u٠) = {١}
داریم. را | f ∗(u٢) |≥ و١ | f ∗(u١) |≥ ١ ،f ∗(u١) = ∅ با T)γr٢-تابع ) یک f ∗ حالت�ها همه�ی
فرض آنگاه ،

∪
x∈A f ∗(x) = {١,٢} یا f ∗(u٣) ̸= ∅ اگر .A = N(u٣) \ {u٢} کنید فرض

.A ̸= ∅ و است غیربدیهی درخت یک T ′ ،diam(T ) ≥ ۴ لذا .T ′ = T − {u٠, u١, u٢} کنید
همچنین و | f ∗(u٢) |= ١ که می�دهد نشان این است. T ′ برای ٢RDF یک f ∗ |V (T ′) پس
و u١ کردن اضافه با T از TDS یک به می�توان γt(T-مجموعه ′) هر به�علاوه γt(T ) ≤ γt(T

′) − ٢
T ′ استقرا فرض کردن اضافه و نامساوی این با .γ − t(T ) ≤ γt(T

′) + ٢ بنابراین داد، گسترش u٢
که می�کنیم فرض پس این از است. مطلوب این که ،γr٢(T ) ≤ γt(T ) داریم
f ∗(u٣) = ∅ یا

∪
x∈A

f ∗(x) ̸= {١,٢}.

f ∗(x) |≠ ∅ ،x ∈ A هر برای لذا است، f ∗ |V (T ′)= f |V (T ′) و f از کمتر مستقل مجموعه V٠ پس
برای که می�کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون لذا .

∪
x∈A f ∗(x) ̸= {١,٢} به�علاوه داریم. را

و f ∗(u٢) = {٢} که درمی�یابیم f ∗ کردن مینیمم با ،A ̸= ∅ پس . f ∗(x) = {١} ،x ∈ A هر
وتری u٣ که کنید فرض .f ∗(u۴) = {١} همچنین و u۴ ∈ A که باشید داشته توجه .f ∗(u٠) = {١}
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ریشه یا برگ همسایه یک دقیقا با پشتیبان رأس یک است، برگ یک y ،u٠ انتخاب با است. y مانند
که است برگ�هایی از یک هر در درخت زیر یک که u٢ ریشه�دار درخت زیر در ایزومتری درخت زیر یک
و کرده تغییر f ∗(y) = {٢} به f ∗(y) = {١} که فهمید می�توان حالت سه هر در دارند. y از ٢ فاصله
که آوریم بدست T برای ٢RDF یک که است لازم y برای نزولی صورت به مجدد گذاری برچسب با
فرض پس است. مطلوب نتیجه باشد، T ′ = T − {u٠, u١, u٢, } اگر هم باز

∪
x∈A f ∗(x) = {١,٢}

.T ′ = T − {u٠, u١, u٢, u٣} که کنید فرض حالت این در .dT (u٣) = ٢ که نباشد، وتری u٣ که کنید
و است غیربدیهی T ′ که می�کنیم فرض پس است. برقرار نتیجه و T = P۵ آنگاه باشد، بدیهی T ′ اگر
f ∗(u١) = ∅ ،f ∗(u٢) = {٢} که می�دانیم است. T ′ در ٢RDF یک f ∗ |V (T ′) که باشید داشته توجه
هر پس . γr٢(T ′) ≤ γr٢(T ) − ٢ همچنین و f ∗(T ′) ≤ f ∗(T ) − بنابراین٢ .f ∗(u٠) = {١} و
داشت خواهیم و داد گسترش u٢ و u١ کردن اضافه با T برای TDS یک به می�توان γt(T-مجموعه ′)

که داشت خواهیم نامساوی این به T ′ استقرا فرض کردن اضافه با دوباره . γt(T ) ≤ γt(T
′) + ٢ که

است. تمام اثبات و γr٢(T ) ≥ γt(T )

n ≥ ٣ برای [۵] .١١.۶.٢ گزاره

.γr٢(Cn) =

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
•

.γt(Cn) =

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
•

باشد، k ≥ ١ برای C۴k دور بدون همبند غیربدیهی کاکتوس گراف یک G اگر [۵] .١٢.۶.٢ قضیه
آنگاه

γr٢(G) ≥ γt(G).

حداکثر G که کنید فرض لذا است. تمام اثبات ١١.۶.٢ گزاره با آنگاه باشد، درخت یک G اگر برهان.
که کنیم فرض بنابراین است. تمام اثبات نیز ١١.۶.٢ گزاره با آنگاه ،G = Cn اگر باشد. دور یک
کاکتوس گراف�های همه�ی بین نباشد. برقرار نتیجه که کنیم فرض می�گیریم نظر در فرضخلف .G ̸= Cn

هر f کنید فرض دارد. را یال یک اندازه مینیمم G کنید فرض γr٢(H) < γt(H) طوریکه به H
C کنید فرض شود. f از کمتر تهی مجموعه جایگزین رئوس از مجموعه یک V٠ و باشد (G)γr٢-تابع

یا بطوری�که هستند C در y و x مانند مجاور رأس دو که کنید فرض همچنین است. G از دور یک
باشد G گسترانده گراف G′ کنید فرض باشند. ناتهی مجموعه�های دو هر یا تهی مجموعه�های دو هر
همچنین و G از کمتر یال�های با کاکتوس درخت یک G′ است. آمده بدست xy یال حذف از که
TDS هر و است G′ برای ٢RDF یک f به�علاوه می�کند. صدق γr٢(G

′) ≥ γt(G
′) رابطه در G′

همچنین و γt(G) ≤ γt(G
′) و γr٢(G

′) ≤ γr٢(G) بنابراین است. G برای TDS یک G′ برای
نتیجه لذا است. γr٢(G) < γt(G) فرض با تناقض در که ،γr٢(G) ≥ γr٢(G

′) ≥ γt(G
′) ≥ γt(G)

یک C که است معنی بدین این هستند. V \ V٠ و V٠ در متبادل طور به C در رأس�ها همه که می�گیریم
و ،u ∈ V٠ بطوریکه باشد C از رأس هر u کنید فرض دارد. رأس ۴ حداقل C همچنین و زوج، دور
مانند رأس یک حداکثر که کنید فرض .v, w ∈ V \ V٠ لذا هستند. C در همسایه دو w و v کنید فرض



۴١ رنگین�کمانی و رومی احاطه�گری اعداد در کران�هایی .۶.٢

بدست uw یال حذف با که G گسترانده گراف G′ کنید فرض می�شود. f از کمتر {١,٢} جایگزین v

و γr٢(G
′) ≥ γr٢(G) ،γr٢(G′) ≥ γt(G

′) رابطه در که کاکتوس گراف یک G′ این از بعد می�آید.
که ،γr٢(G) ≥ γr٢(G

′) ≥ γt(G
′) ≥ γt(G) که می�دهد نشان این می�کند. صدق γt(G) ≥ γt(G

′)

است. تناقض این
دارد f از کمتر مشابه جایگزینی w و v که کنید فرض .| f(v) |=| f(w) |= ١ که کنید فرض لذا
بطوریکه دارد z مانند دیگری همسایه u پس .f(v) = f(w) = {٢} یا f(v) = f(w) = {١} که
می�آید، بدست uw یال حذف با که G گسترانده گراف G′ قبلی حالت در f(z) ∪ f(v) = {١,٢}
یکی که دارد C در همسایه دو ،u ∈ V٠ ∩ V (C) هر می�کنیم فرض پس است. تناقض یک این که
به C در متوالی رأس ۴ هر ،f رساندن حداقل به با می�شود. {٢} جایگزین دیگری و {١} جایگزین
می�شوند. X = {٢} یا X = {١} که ،X, ∅, {١,٢} \X, ∅ یا ∅, X, ∅, {١,٢} \X جایگزین ترتیب
که می�گیریم نتیجه بنابراین است. تناقض این که است، بخش�پذیر ۴ به که است مرتبه�ای C بنابراین

.γr٢(G) ≥ γt(G)





٣ فصل

سایر با {٢}-رومی احاطه�گری بین رابطه
پارامترها

۴٣



مقدمه ١.٣

و شد معرفی کانادا ویکتوریا دانشگاه اساتید توسط ٢٠٠۴ سال در گراف�ها در رومی احاطه�گری عدد
شده ارائه گراف�ها در رومی احاطه�گری عدد ویژگی�های و خواص خصوص در متعددی مقالات تاکنون
رومی احاطه�گری توابع بررسی در و تیمی کار یک در همکاران و شلالی پروفسور ٢٠١۵ سال در است.
برای که دادند نشان و پرداختند توابع گونه این خواص استخراج و {٢}-رومی احاطه�گر توابع معرفی به
فصل این تعاریف و قضایا تمام می�باشند. رومی احاطه�گر توابع همان توابع این گراف�ها از بسیاری

هستند. [۶] مرجع از برگرفته

احاطه�گری پارامتر�های به وابسته نامساوی�های از دنباله یک ٢.٣

احاطه�گری، شامل احاطه�گری پارامترهای دیگر و {٢}-رومی احاطه�گری عدد کران�های بخش این در
از زنجیر یک می�کنیم. معرفی را ضعیف رومی احاطه�گری عدد و ٢-احاطه�گری رومی، احاطه�گری
f : تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض می�کنیم. مشخص را پارامتر پنج شامل نامساوی�ها
باشد. i ∈ {٠,١,٢} برای Vi = {v | f(v) = i} که G = (V,E) گراف در V (G) −→ {٠,١,٢}

داریم ،G گراف هر برای .١.٢.٣ قضیه

.γ(G) ≤ γr(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) [١۴] (١)

.γ(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G) [١٩] (٢)

.γ(G) ≤ γ{R٢}(G) ≤ γR(G) داریم ،G گراف هر برای [۶] .٢.٢.٣ گزاره

کران است. برقرار بالا کران لذا است، {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک رومی احاطه�گری تابع هر برهان.
احاطه�گری مجموعه یک {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک در V١ ∪ V٢ مجموعه زیرا است بدیهی پایین

است.

رأس�های می�توانیم {٢}-رومی احاطه�گری تابع وزن مینیمم یک در می�گیریم. نظر در را P۵ مسیر
٢ ،P۵ احاطه�گری عدد می�دانیم اما می�کنیم. مشخص ٣ وزن با تابع یک برای ١,٠,١,٠,١ مقدار با

داریم. را زیر گزاره لذا است. ۴ ،P۵ رومی احاطه�گری عدد درحالی�که است،

مسیرها برای نامساوی این که ،γ(G) < γ{R٢} < γR(G) داریم ،Gگراف هر برای [۶] .٣.٢.٣ گزاره
است. امکان�پذیر

است. ضعیف رومی احاطه�گری تابع یک {٢}-رومی احاطه�گری تابع هر که می�دهیم نشان ادامه در

.γr(G) ≤ γ{R٢}(G) داریم ،G گراف هر برای [۶] .۴.٢.٣ گزاره
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توجه با باشد. γ{R٢}(G) وزن با G گراف یک {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک f کنید فرض برهان.
احاطه�گری تابع یک f که دهیم نشان باید ندارد. وجود بی�دفاع رأس {٢}-رومی احاطه�گری تعریف به

.f(v) = ٠ که v ∈ V٠ کنید فرض است. ضعیف رومی
،f ′(v) = ١ با را f ′ جدید تابع پس باشد. داشته f(u) = ٢ با u ∈ N(v) همسایه یک v اول. حالت

ندارند. بی�دفاع رأس برگ�ها اینصورت غیر در می�کنیم تعریف f ′(w) = f(w) و f ′(u) = ١
با y و x همسایه دو دارای اما باشد، نداشته f(u) = ٢ با u ∈ N(v) همسایه v دوم. حالت
تعریف f ′(w) = f(w) و f ′(x) = ٠ ،f ′(v) = ١ با را f ′ جدید تابع لذا باشد. f(x) = f(y) = ١
همسایه این پس نیست، بی�دفاع x رأس همانا ندارند. بی�دفاع رأس برگ�ها اینصورت غیر در می�کنیم،

است. f ′(v) = f ′(y) = ١ بعلاوه است. f ′(v) = ١، v
یک حداقل w لذا f ′(w) = f(w) چون است. f ′(w) = ٠ با رأس یک w ̸= x کنید فرض
رومی احاطه�گری تابع یک f پس نیست. بی�دفاع رأس w لذا دارد f ′ از کمتر مثبت مقدار با همسایه

است. ضعیف

از .γr(G) = γ{R٢}(G) = ٢ مثال برای بگیرید، نظر در را n ≥ ٣ برای G = K١,n−١ ستاره
داریم Kn غیربدیهی کامل گراف برای لذا است. برقرار γr(G) < γ{R٢}(G) دیگر طرف

γr(Kn) = ١ < γ{R٢}(Kn) = ٢.

می�بینیم بنابراین مقایسه�اند. قابل غیر ٢-احاطه�گری عدد و رومی احاطه�گری که می�بینیم [١٠] مرجع در
است. G گراف هر برای ٢-احاطه�گری عدد بالای کران {٢}-رومی احاطه�گری عدد که

داریم. را ،γ{R٢}(G) ≤ γ٢(G) ،G گراف هر برای [۶] .۵.٢.٣ گزاره

جایگزینی با G در f تابع یک است. G از ٢-احاطه�گری مینیمم مجموعه یک D کنید فرض برهان.
مجموعه یک D وضوح به می�کنیم. تعریف ، V −D در رأس هر به ٠ مقدار و D در رأس هر به ١ مقدار
١ مقدار آن همسایه�ی دو حداقل به و می�دهیم ٠ مقدار V − D در رأس هر به است. ٢-احاطه�گری

که است معنی بدین این است، G در {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک f این�رو از می�دهیم.
γ{R٢}(G) ≤ f(V ) =| D |= γ٢(G).

احاطه�گری٢-رنگین�کمانی عدد برای بالایی کران احاطه�گری{٢}-رومی عدد که می�دهیم نشان ادامه در
است.

.γ{R٢}(G) ≤ γr٢(G) داریم ،G گراف هر برای [۶] .۶.٢.٣ گزاره

می�کنیم تعریف زیر ضابطه با را G در g تابع ،G در f ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع هر برای برهان.

g(u) =


٢ f(u) = {١,٢} اگر

١ f(u) = {١} یا اگر{٢}

٠ f(u) = ∅ اگر

.
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.γ{R٢}(G) ≤ γr٢(G) همچنین و است {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک g که است واضح لذا

داریم ،G گراف هر برای [۶] .٧.٢.٣ قضیه
γ(G) ≤ γr(G) ≤ γ{R٢}(G) ≤ γr٢(G) ≤ γR(G) ≤ ٢γ(G).

کران�ها و مسیرها ٣.٣

گراف هر در حقیقت در می�دهیم. نشان ٧.٢.٣ قضییه نامساوی�های در را پارامترها مقدار بخش این در
نظر در را ١.٣ شکل در را G گراف مثال برای دارند. مجزایی مقدار شده ذکر پارامترهای همه برای

بگیرید.

..v .

w

. z.

y

.

x

.

a

.

c١

.

c۶

.

c٢

.

c۵

.

c٣

.
c۴

.

b

.

s

.

r

.

t

. u

G گراف :١.٣ شکل

آورد. بدست می�توان را پارامتر�ها مقدار گراف این برای

.γ(G) = ۶ آنگاه ،S = {w, y, s, t, c١, c۴} اگر •

.γr(G) = ٨ آنگاه ،V٠ = V − V١ ،V٢ = ∅ ،V١ = {w, y, a, s, t, c١, c٣, c۵} اگر •

.γ{R٢}(G) = ٩ آنگاه ،V٠ = V − V١ ،V٢ = ∅ ،V١ = {v, x, z, r, s, u, c١, c٣, c۵} اگر •

V − (V{١} ∪ رئوس تمام به و V{١,٢} = {t, c١, c۴} ،V{٢} = {x} ،V{١} = {v, z, r} اگر •
.γr٢(G) = ١٠ آنگاه دهیم، ∅ مقدار V{٢} ∪ V{١,٢})

.γR(G) = ١١ آنگاه ،V٠ = V − (V١ ∪ V٢) ،V٢ = {c١, c۴, w, y, t} ،V١ = {r} اگر •

.٢γ(G) = ١٢ •

برای را {٢}-رومی احاطه�گری عدد ابتدا کنیم. مقایسه باهم را پارامتر ۵ این می�توانیم نیز مسیرها برای
می�کنیم. تعیین مسیرها
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طوریکه به دارد وجود f = (V٠, V١, V٢) (G){R٢}γ-تابع، یک ،G گراف هر برای [۶] .١.٣.٣ قضیه
باشد. داشته V٢ مجموعه به نسبت V٠ در بسته همسایه ٣ حداقل V٢ از رأسی یا و V٢ = ∅ یا

باشد. |V٢| اندازه با تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض (G){R٢}γ-تابع�ها، همه�ی میان برهان.
y ∈ V٢ رأس یک اگر .V٢ ̸= ∅ که کنید فرض لذا است. تمام اثبات آنگاه ،V٢ = ∅ اگر وضوح به
به y به و کرد کم f مقدار از می�توان آنگاه باشد، نداشته V٢ مجموعه به نسبت V٠ در همسایه�ای
همسایه یک حداقل V٢ از رأس هر بنابراین است. تناقض یک این که داد، ١ مقدار ٢ مقدار جای
V٠ در خصوصی همسایه دو حداکثر x ∈ V٢ رأس یک که کنید فرض حال دارد. V٠ در خصوصی
V١و ∪ {x, a}،f ′ = (V٠ − {a} آنگاه باشد، داشته a ∈ V٠ خصوصی همسایه یک فقط x اگر دارد.
f انتخاب با این که ،f از کمتر رأس ٢ تعداد با γ{R٢}(G) تابع یک f ′ وضوح به .V٢ − {x})
با G در f ′′ تابع یک دارد. v و u مانند V٠ در خصوصی همسایه دو x بنابراین است. تناقض در
رأس ٢ با γ{R٢}(G) تابع یک f ′′ این�رو از .f ′′ = ({x} ∪ V٠ − {u, v}, V١ ∪ {u, v}, V٢ − {x})

است. درتناقض f انتخاب با هم باز این که بود خواهد f از کمتر لذا و f ′ از کمتر

.γ{R٢}(G) = γ٢(G) داریم ،∆(G) ≤ ٢ با G گراف هر برای [۶] .٢.٣.٣ نتیجه

سه V٢ رأس هر یا V٢ = ∅ بطوریکه باشد γ{R٢}(G) تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض برهان.
یک V١ همچنین و V٢ = ∅ که می�گیریم نتیجه لذا ∆(G) ≤ ٢ چون دارد. V٠ در خصوصی همسایه
۵.٢.٣ گزاره از را تساوی و ،γ٢(G) ≤ γ{R٢}(G) این�رو از است. G برای ٢-احاطه�گری مجموعه

می�گیریم. نتیجه

.γ٢(Cn) =

⌈
n

٢

⌉
و γ٢(Pn) =

⌈
(n+ ١)

٢

⌉
که می�بینیم [٩] مرجع در

داریم Cn دورهای و Pn مسیرهای از دسته�ای برای [۶] .٣.٣.٣ نتیجه

γ{R٢}(Pn) =

⌈
(n+ ١)

٢

⌉
, γ{R٢}(Cn) =

⌈
n

٢

⌉
.

می�دهیم نشان مسیرها برای را ٧.٢.٣ قضیه زنجیر نامساوی پارامتر ۵ حال

γ(Pn) =

⌈
n

٣

⌉
•

γr(Pn) =

⌈
٣n
٧

⌉
•

γ{R٢}(Pn) =

⌈
(n+ ١)

٢

⌉
•

γr٢(Pn) =

⌈
(n+ ١)

٢

⌉
•

γR(Pn) =

⌈
٢n
٣

⌉
•
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آنگاه باشد، ∆(G) = ∆ درجه ماکزیمم و n مرتبه از همبند گراف یک G اگر [۶] .۴.٣.٣ قضیه

γ{R٢}(G) ≥ ٢n
(∆ + ٢) .

لذا و γ{R٢}(G) ≥ ٢n
(∆+٢) که می�گیریم نتیجه قبل نتیجه از استفاده با .∆ ≤ ٢ کنید فرض ابتدا برهان.

در که باشد (G){R٢}γ-تابع یک f = (V٠, V١, V٢) و ∆ ≥ ٣ که کنیم فرض پس است. برقرار نتیجه
.V ′′

٠ = V٠−V ′
٠ و V ′

٠ = {x ∈ V٠ : N(x)∩V٢ ̸= ∅} کنید فرض می�کند. صدق ٣.٣.٣ نتیجه شرایط
طرف از .| V ′

٠ |≤ ∆ | V٢ | لذا باشد، داشته V٠ در همسایه ∆ حداقل می�تواند V٢ از رأس هر چون
نتیجه در دارد V ′′

٠ در همسایه ∆ حداکثر V١ رأس هر و V١ در همسایه دو حداقل V ′′
٠ از رأس هر دیگر

داریم بنابراین .٢|V ′′
٠ | ≤ ∆|V١|

n = |V ′
٠|+ |V ′′

٠ |+ |V١|+ |V٢| ≤ ∆|V٢|+
∆|V١|
٢ + |V١|+ |V٢|

= (∆ + ١)|V٢|+
(∆ + ١)|V١|

٢ ≤ (∆ + ١)|V٢|+
(∆ + ١)|V١|

٢ + |V٢|

= (∆ + ٢)(|V٢|+
|V١|
٢ ) = (∆ + ٢)γ{R٢}(G)

٢

است. کامل اثبات لذا .γ{R٢}(G) ≥ ٢n)
(∆+٢) همچنین

کاکتوس گراف�های و خت�ها در ۴.٣

کنید توجه می�گیریم. نظر در را γr(G) ≤ γ{R٢}(G) ≤ γr٢(G) ،٧.٢.٣ قضیه نامساوی دنباله بین از
داشته مجاور برگ دو حداقل دارای پشتیبان یک یا برگ یک رأس هر برای که باشد درختی T اگر که
دو لذا است. T برگ�های پشتیبان رئوس تعداد آن در s که ،γr(T ) = γ{R٢}(T ) = ٢s آنگاه باشد،
نشان داد. خواهیم نشان مسیرها برای بعد بخش در ندارند، درخت�ها برای تساوی به نیازی پارامتر

است. برقرار درخت�ها برای γr٢(G) و γ{R٢} بین تساوی که داد خواهیم

مشترک رأس یک آن دور دو هر و باشد همبند اگر است کاکتوس یک G گراف یک .١.۴.٣ تعریف
باشند. داشته

تفاضل لذا است. برقرار کاکتوس گراف�های فرعی خانواده یک برای تساوی که دید خواهیم ادامه در
مشخص با که Pk مسیر یک و C۶ دور k از که G گراف در که همانطور می�تواند γr٢(G)− γ{R٢}(G)

با و باشند نداشته مشترک رأس آن دور دو هر که مسیر از رأس یک با دور دو هر از رأس یک کردن
وضوح به لذا باشد. بزرگ کافی اندازه به باشد، آمده بدست مسیر یال هر کردن تقسیم بار یک دقیقا

.γr٢(G) = ۴k و γ{R٢}(G) = ٣k

.γ{R٢}(T ) = γr٢(T ) داریم ، T درخت هر برای [۶] .٢.۴.٣ قضیه

.γ{R٢}(T ) ≥ γr٢(T ) دهیم نشان است کافی .γ{R٢}(T ) ≤ γr٢(T ) داریم ،۶.٢.٣ گزاره به بنا برهان.
اثبات در تعریف طبق را V ′′

٠ و V ′
٠ مجموعه�های باشد. γ{R٢} تابع یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض



۴٩ کاکتوس گراف�های و خت�ها در .۴.٣

کنید توجه .V ′′
٠ = V٠ − V ′

٠ و V ′
٠ = {x ∈ V٠ : N(x) ∩ V٢ ̸= ∅ که در�نظر�بگیرید ،۴.٣.٣ قضیه

A٢ و A١ مجزا مجموعه دو شامل V١ که می�کنیم ادعا دارد. V١ در همسایه دو حداقل V ′′
٠ رأس هر که

H گراف زیر باشد. داشته A٢ در همسایه یک و A١ در همسایه یک V ′′
٠ رأس هر طوریکه به می�باشد

همه حذف با که H گسترانده جنگل F کنید فرض درنظر�بگیرید. را V ′′
٠ ∪ (N(V ′′

٠ ) ∩ V١) از حاصل
گرافی R کنید فرض است. آمده بدست V١ در رأس�هایی به V ′′

٠ در رأس هر مجاور یال دو جز به یال�ها
همسایه�ای V (R) از y و x رأس دو و V (R) = N(V ′′

٠ )∩ V١ می�شود. تعریف صورت این به که است
T چون است. F در y مجاور هم و x مجاور هم v ∈ V ′′

٠ رأس یک یا xy ∈ E(T ) اگر هستند R در
گراف یک این�رو از و است جنگل یک R که می�دهد نشان این لذا است، جنگل یک F و درخت یک
است، مستقل مجموعه یک Ai هر چون که می�بینیم می�باشد. A٢ و A١ مجموعه بخش دو با بخشی دو
تابع یک حال می�کند. ثابت را ادعا این و باشد، Ai یک در همسایه دو این که ندارد R در رأسی V ′′

٠ لذا
می�کنیم: تعریف زیر صورت به G در g

.g(u) = {١,٢} می�دهیم قرار آنگاه ،f(u) = ٢ اگر •

. g(u) = ∅ می�دهیم قرار آنگاه ،f(u) = ٠ اگر •

.g(u) = {١} می�دهیم قرار آنگاه ،u ∈ V١ − (A١ ∪ A٢) اگر •

بنابراین است. G در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع یک g و w(g) = w(f) پس
γr٢(T ) ≤ w(g) = w(f) = γ{R٢}(T ).

.γr٢(Cn) =

⌊
n

٢

⌋
+

⌈
n

۴

⌉
−

⌊
n

۴

⌋
داریم n ≥ ٣ ازای به Cn مسیر برای [۶] .٣.۴.٣ گزاره

دراین�صورت باشد، زوج دور k(G) دارای کاکتوس یک G کنید فرض [۶] .۴.۴.٣ قضیه
γ{R٢}(G) ≥ γr٢(G)− k(G).

یک G اگر است. برقرار نتیجه ٢.۴.٣ قضییه با و k(G) = ٠ آنگاه باشد، درخت یک G اگر برهان.
هیچ G که کنید فرض لذا است. برقرار نتیجه ٣.۴.٣ گزاره و ٣.٣.٣ نتیجه با آنگاه باشد، Cn دور
صدق قضیه حکم در که زوج دور k(G) با کاکتوس گراف�های همه بین نباشد. حالات این از یک
یک f = (V٠, V١, V٢) کنید فرض باشد. کمتری یال�های و رئوس تعداد شامل G کنید فرض نمی�کند
دورها بعضی در بطوریکه باشند داشته وجود y و x مانند مجاور رأس دو اگر و باشد (G){R٢}γ-تابع

وضوح به .H = G − xy آنگاه می�گیرند، را ٠ مقدار دو هر یا و می�گیرند را مثبت مقدار دو هر یا
تابع هر پس .γr٢(G) ≤ γr٢(H) همچنین و بود خواهد H در {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک f
قضیه شرط در H لذا است. G در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری تابع یک H در ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری
که می�دهد نشان این ، k(G) ≥ k(H) لذا .γ{R٢}(H) ≥ γr٢(H)− k(H) همچنین و می�کند. صدق
همه نتیجه در است. تناقض که ،γ{R٢}(G) ≥ γ{R٢}(H) ≥ γr٢(H)− k(H) ≥ γr٢(G)− k(G)

فرد دور شامل G که است معنی بدین این هستند. V١ ∪ V٢ و V٠ در تناوبی طور به دورها در رئوس



۵٠ پارامترها سایر با {٢}-رومی احاطه�گری بین رابطه .٣

کنید فرض کلیت دادن دست از بدون باشند. زوج دور یک در مجاور رأس دو v و u کنید فرض نیست.
باشد. آمده بدست uv یال حذف با که G گسترانده زیرگراف F کنید فرض .f(v) > ٠ و f(u) = ٠ که
همچنین و است F در {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک f ′ = (V٠ − {u}, V١ ∪ {u}, V٢) تابع آنگاه
F چون حال .γr٢(G) ≤ γr٢(F )k(G) = k(F ) + ١ وضوح به لذا .γ{R٢}(F ) ≤ γ{R٢}(G) + ١

پس می�کند، صدق γ{R٢}(F ) ≥ γr٢(F )− k(F ) رابطه در
γ{R٢}(G) + ١ ≥ γ{R٢}(F ) ≥ γr٢(F )− k(F ) ≥ γr٢(G)− k(G) + ١.

است. کامل اثبات لذا است. تناقض که γ{R٢}(G) ≥ γr٢(G)− k(G) بنابراین

.γ{R٢}(G) = γr٢(G) آنگاه باشد زوج دور بدون کاکتوس گراف یک G اگر [۶] .۵.۴.٣ نتیجه

می�شود. ثابت ۶.٢.٣ گزاره و ۴.۴.٣ قضیه از استفاده با برهان.

پیچیدگی ۵.٣

کرد، محاسبه خطی الگوریتم با درخت هر برای می�توان را ٢-رنگین�کمانی احاطه�گری عدد که آنجایی از
درخت�ها از دسته�هایی برای سادگی به می�توان را {٢}-رومی احاطه�گری عدد ٢.۴.٣ قضیه به بنا لذا

می�گیریم. نظر در را {٢}-رومی احاطه�گری تابع به مربوط مسائل حال کرد. محاسبه

{٢}-رومی احاطه�گری تابع ١.۵.٣

.k ≤| V | مثبت صحیح عدد و G = (V,E) گراف ورودی:

دارد؟ k حداکثر وزن با {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک G آیا .١.۵.٣ مسئله
٣-پوشش NP-کامل، مسئله کردن محدود با که است NP-کامل مسئله این که می�دهیم نشان

می�کنیم. اثبات را آن R٢D به دقیق

دقیق ٣-پوشش ٢.۵.٣

.X عضوی ٣ زیرمجموعه�های از C خانواده یک و | X |= ٣q با X متناهی مجموعه ورودی:

C ′ از عضو یک دقیقا در X از عضو هر به�طوریکه داریم C از C ′ زیرخانواده یک آیا .٢.۵.٣ مسئله
باشد؟ واقع

است. بخشی دو گراف�های برای NP-کامل مسئله یک R٢D .٣.۵.٣ قضیه

کنیم بررسی چندجمله�ای زمان در می�توانیم ازاین�رو است، NP از عضو یک R٢D وضوح به برهان.
می�توانیم که می�دهیم نشان حال است. R٢D یک k حداکثر وزن با f : V → {٠,١,٢} تابع یک که
و اگر است راه�حل یک آن�ها از یکی که چنان کنیم تبدیل R٢D از G نمونه یک به X٣C از نمونه هر



۵١ پیچیدگی .۵.٣

C = {C١, C٢, . . . , Ct} و X = {x١, x٢, . . . , x٣q} کنید فرض باشد. دیگری راه�حل دیگری اگر تنها
باشد. X٣C از دلخواه نمونه یک

برای .W = {w١, w٢, . . . , x٣q} کنیم فرض می�گیریم. نظر در را wi رأس یک xi ∈ X هر برای
اضافه با C۶ : aj − bj − cj − dj − ej − fj − aj دور یک از که می�سازیم Hj گراف یک Cj ∈ C هر

می�آید. بدست ujvj ،djuj ،ajdj یال�های و vj و uj رأس دو کردن

.. ej. cj.

fj

.

bj

.

aj

.

dj

.

uj

.

vj

.Hj گراف� :٢.٣ شکل

،xi ∈ Cj اگر می�سازیم. زیر صورت به G گراف یک حال .Y = {a١, a٢, . . . , at} کنید فرض
.k = ۴t + q کنید فرض است. دوبخشی گراف یک G وضوح به می�کنیم. اضافه را ajwi یال آنگاه
تابع هر برای کنید توجه باشد. آمده بدست V (Hj) رأس�های همه با G از زیرگرافی H کنید فرض
آنگاه ،f(aj) ̸= ٠ اگر و f(V (Hj)) = ۴ آنگاه ،f(aj) = ٠ اگر G در f {٢}-رومی احاطه�گری
باشد. C ′ حل�ها راه از یکی X٣C از C و X کنید فرض .f(V (H)) ≥ ۴t این�رو از .f(V (Hj)) = ۵
برای می�دهیم. نسبت wi هر به را ٠ مقدار می�سازیم. k وزن با G در f {٢}-رومی احاطه�گری تابع یک
نسبت Hj باقیمانده رئوس به را ٠ مقدار و ،vj به را ١ مقدار و dj و aj به را ٢ مقدار Cj ∈ C ′ هر
Hj بافیمانده رئوس به را ٠ مقدار ،vj و fj ،dj ،bj به را ١ مقدار Cj ∈ C ′ اگر همچنین می�دهیم.
با ajها تعداد همچنین و است q آن اصلی عدد پس دارد وجود C ′ چون که کنید توجه می�دهیم. نسبت
X٣C برای راه�حل یک C ′ اینرو از هستند. همسایه دارای {w١, w٢, . . . , w٣q} در که است q ،٢ وزن
احاطه�گری تابع یک f که است بدیهی لذا است. ٢ مقدار با رأس یک مجاور W در رأس هر است.

است. f(V ) = ۵q + ۴(t− q) = k وزن با {٢}-رومی
g(V (H)) ≥ چون دارد. k حداقل وزن با g احاطه�گری{٢}-رومی Gیکتابع فرضکنید برعکس،
معنی بدین این باشد. W ∩ V٠ ̸= ∅ باید لذا ،| W |= ٣q چون حال .g(W ) ≤ q دراین�صورت ،۴t
به�وضوح، .s =| y ∩ v١ | و r =| Y ∩ V٢ | کنید فرض .Y ∩ (V٢ ∪ V١) ̸= ∅ که است
بود. خواهد r+s ≤ q پس ،k = ۴t+q چون .g(V (H)) = ۵(r+s)+۴(t−r−s) = ۴t+r+s

aj هر واقع در .W ⊂ V٠∪V١ پس نیست، V٢ به Wمتعلق از رأسی هیچ است Wمستقل که آنجایی از
کنید فرض باشد. داشته همسایه Y ∩V٢ در Wمی�تواند ∩V٠ از رأس ٣r حداقل ،W در همسایه ٣ دقیقا



۵٢ پارامترها سایر با {٢}-رومی احاطه�گری بین رابطه .٣

Y ∩V١ در همسایه ٢ Wحداکثر ′ از رأس هر واقع در باشد. نداشته Y ∩V٢ در Wهمسایه�ای ′ ⊂ W∩V٠

.| W ′ |≤ ٣(| Y ∩ V١ |)
٢ که می�گیریم نتیجه لذا باشد. Wداشته ′ در را همسایه حداقل Y از رأس هر و

پس ،g(W ) =| W ∩ V١ |≥ ٣q− ٣r−⌊٣s٢ ⌋ ≥ ٣q− ٣r− ٣s
٢ نتیجه در .| W ′ |≤ ⌊٣s٢ ⌋ ازاین�رو

که داریم حال .g(V (G)) ≤ k = ۴t+ ٢q

۴t+ q ≥ g(V (G)) = g(V (H)) + g(W ) ≥ r + s+ ۴t+ ٣q − ٣r − ٣s
٢

همچنین ،٣r+q ≥ ۴r+s ≥ ۴qپس ،r+s ≤ q چون .۴r+s ≥ ۴q آن در که ٢r+ s
٢ ≥ ٢q همچنین

C ′ = {CJ : g(aj) = ٢} درنتیجه .W ′ = ∅ و W ⊂ V٠ وهمچنین ،s = ٠ ،r = q ازاین�رو .r ≥ q

است. C برای دقیق پوشش یک



۵٣ پیچیدگی .۵.٣

باز مسائل ٣.۵.٣

است. شده داده ارائه تحقیق برای باز مسئله چند پایان در

γr(G) = که باشیم داشته طوری می�توان را درخت�ها) حداکثر (با G گراف�های آیا .۴.۵.٣ مسئله
.γ{R٢}(G)

.γr٢(G) = γ{R٢}(G) زوج دور بدون کاکتوس گراف�های و درخت�ها برای که می�دانیم .۵.۵.٣ مسئله
یافت؟ پارامتر دو بین تساوی برای گراف�ها از دسته�ای می�توان آیا

نمونه، (برای γ(G)؟ = γ{R٢}(G) که داریم طوری را G گراف که داد نشان می�توان آیا .۶.۵.٣ مسئله
داریم.) را γ(C۴) = γ{R٢}(C۴) = ٢ ،C۴ دور یک
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Aabstract

let G be a graph. A function f : V (G) → {0, 1, 2} is a Roman dominating function
(RDF) on G if every vertex u ∈ V , with f(u) = ∅, is adjacent to at least one vertex
v with f(v) = 2. The weight of an RDF is the value f(V (G)) =

∑
u∈V (G) f(u). The

Roman domination number γR(G) is the minimum weight of an RDF on G. A Roman
2-dominating function f : V → {0, 1, 2} has the property that for every vertex v ∈ V

with f(v) = ∅, f(N(v)) ≥ 2. The weight of a Roman 2-dominating function is the sum
f(V ) =

∑
v∈V f(v), and the minimum weight of a Roman 2-dominating function f is the

Roman 2-domination number, denoted γ{R2}(G).
In Thesis, we present some results on the 2-rainbow domination number of some graphs.

Moreovere, we determine the 2-rainbow domination number in generalized peterson graphs.
So, we study Roman domination in graphs and present several bounds. Then, we study
Roman 2-domination number of a graph and investigate the relation of this parameter with
other parameters of graphs.

keywords: domination, domination number, 2-domination, Roman domination, rainbow
domination, 2-rainbow domination, weak Roman domination, 2-domination, Roman {2}-
domination.
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