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آراست. عقل زیور به را آدمی خود، بیکران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از می�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
بهره�های پژوهش، پیشبرد راستای در ایشان راهنمایی از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه ایرانمنش

هستم. ایشان والای منش و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان
من سپاس ویژه به اینک، تا نخستین از استادانم، برتمامی خداوند بیکرانه�ی سلام و درود چنین هم
زیره، احمد دکتر هاشمی، ابراهیم دکتر آقایان جناب ریاضی، دانشکده محض گروه بزرگوار اساتید تقدیم
تحصیلات دوره در هم و کارشناسی دوره در هم که باد، جعفری حیدر سید دکتر و شریفی کامران دکتر
به سمنان دانشگاه علمی هیات عضو غفاری، علی دکتر آقای جناب از اند. بوده من راهنمای تکمیلی

دارم. را تشکر کمال ایشان ارزشمند نظرات و رساله این داوری مسئولیت پذیرش خاطر
آنها های تشویق و ها حمایت بدون که عزیزم خانواده همیشگی لطف از که می�دانم لازم خود بر
از می�کنم تشکر چنین هم باشم داشته را تشکر کمال بود ناممکن برایم زندگی از مرحله این به رسیدن

بودند. دلگرمی�ام و یاور ها سال این طول در که دوستانم تمامی

ی ما س ه
۱۳۹۵ ور

د



ھد
صنعتی دانشگاه آنالیز رشته ریاضی علوم دانشکده دکتری دانشجوی سلیمانی فاطمه اینجانب
تحت مدولی فضاهای و باناخ جبرهای برخی در تقریب تئوری عنوان با رساله نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد منش ایران مهدی دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی ما س ه
۱۳۹۵ ور

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ه�



ده چ
عملگرهای جبر مانند مدولی فضاهای و باناخ جبرهای برخی در را تقریب تئوری داریم قصد رساله این در
به که آن از پس راستا، این در دهیم. قرار مطالعه مورد مدولی هیلبرت فضای و ∗C-جبرها هیلبرتی،
گیرد، می قرار بحث مورد تقریب نظریه در معمولا که مسائلی تمام کردیم، اشاره فضاها این از مقدماتی
بررسی مورد فضاها این در را تقریبی، هم و همزمان تقریب یکتایی، نقطه، دورترین تقریب، بهترین از اعم
استفاده خطی فوق های تابعک و مشتق تکنیک دو از مذکور، نقاط برای مشخصه�ی ارائه در داده�ایم. قرار
دست هدف این به دارد، مشتق مقادیر با آن که ارتباطی و عملگرها عددی برد مفهوم کمک به و کرده�ایم
دادیم. گسترش ∗C-جبرها فضای در را نتایج این از بسیاری گلفند-نیمارک قضیه از استفاده با و یافتیم
تعمیمی به سپس و نمودیم مطرح مدولی فضاهای و فازی عملگرهای جبر در را تقریب نظریه ادامه، در
پذیری تقریب بحث در نتایجی به پایان، در پرداخته�ایم. باناخ ٢-جبر فضای در تقریب بهترین نتایج از

می�پردازیم. مستقیم جمع و تانسوری شبه فضای از خاص مجموعه�های برخی
باناخ. جبر -٢ فازی، عملگرهای هیلبرتی،∗C-جبر، عملگرهای تقریب، نظریه : کلیدی کلمات

و
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پیشگفتار

این به که افرادي جمله از گرفت. قرار بسیاري ریاضیدانان توجه مورد تقریب نظریه بیستم قرن اواسط از
اشاره [28]3 داش و [22] 2 چنی ،[100] 1 سینگر به میتوان پرداختند نرمدار مختلف درفضاهاي نظریه
و [50]مطرح 4 هولمز توسط بار اولین براي هیلبرتی عملگرهاي فضاي در تقریب بهترین مسئله نمود.
سال در سپس آورند. بدست را دلخواه عملگر یک از مثبتی تقریب 1972 سال در ایشان یافت. گسترش
پیش البته دادند. نشان را فشرده عملگرهاي جبر بودن پذیر تقریب [56]6 سکراتون و 5 وارد با 1973
بولدین بودند. داده نشان را هرمیتی عملگرهاي مجموعه پذیري تقریب [36] 8 فان و هافمن7 این از
10 ردهاي فضاهاي در را نرمال و مثبت مجموعههاي پذیري تقریب 1980 و 1973 سال در [20 ،19]9
∥T −U∥ مقدار کردن حداقل قضیه 2010 و 1989 سال در 11 ماهر داد. قرار بررسی مورد p-نرم و نرم
اقدامات از دیگر برخی داد[83]. نشان یکانی عملگرهاي براي را T عملگر بودن نرمال و مثبت فرض با
خوبی به که تقریب، بهترین برعکس یافت. [98 ،50 ،31 ،7] منابع در میتوان را رابطه این در شده انجام
اما است. یافته توسعه کمتر و دشوار کمی دورپذیري مطالعه است، شده واقع گسترش و مطالعه مورد
بپردازند. موضوع این به نیز زیادي افراد اخیراً که شده باعث باناخ فضاهاي هندسه در مسئله این اهمیت
ارائه دور نقاط براي مشخصههایی خطی توابع از استفاده با 1965 سال در [41] سینگر و 12 فرانچتی
1978 سال از و پرداخت محدب یکنواخت فضاهاي در نظریه این به [5]13 آسپلاند 1966 سال در دادند.
نتایج پرداختند. کلاسیک فضاهاي در مبحث این به [94] 15 خلیل و [68]14 کاپور چون افرادي بعد به
کرد. مشاهده [112 ،75 ،27 ،13 ،9 ،3] منابع در میتوان یکتایی و دورپذیري خصوص در را بیشتري
[40]17 فوري و فرانچتی بوسیله ابتدا که است 16 تقریبی هم شده، مطرح مباحث از دیگر یکی
را نظریه این همکارانش و [96]19 رائو آن متعاقب شد. نامگذاري سینگر و [93]18 پاپینی توسط و ارائه
مشخصهي و یکتایی وجود، قبیل از سوالاتی به نظریه این از اعظمی قسمت دادند. توجهی قابل توسیع
توسط که است همزمان تقریب اخیر بحثهاي دیگر از .[111 ،91 ،83]) میپردازد( تقریب هم بهترین

([91 ،4] کنید است(نگاه شده ارائه آن از مختلفی تعاریف ریاضیدانان
است: زیر صورت به رساله این فصلهاي محتواي

در نیاز مورد قضایاي و مفاهیم بر مختصري مرور اول بخش است. بخش سه شامل اول فصل
تقریب نظریه از مقدماتی مباحث به دوم بخش در داشت. خواهد ∗C-جبرها و هیلبرتی عملگرهاي
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خواهد استفاده آنها از آتی هاي فصل در که آنالیز قضایاي مهمترین به پایانی بخش در و پرداختیم
میپردازیم. شد

جبر زیرفضاهاي برخی پذیري تقریب ، است [59 ،58] مقالات با مرتبط که رساله این دوم فصل در
براي مشخصههایی به بار اولین عملگرها، عددي برد کمک به و نمودهایم اثبات را هیلبرتی عملگرهاي
در را دیگري نتایج خطی فوق توابع بوسیله چنین هم یافتیم. دست محدب مجموعههاي تقریب نقاط
بسته زیرمجموعههاي برخی یکه گوي پذیري دور جدید نتایج برخی ادامه، در کردیم. اثبات زمینه این
وجود و مییابیم دست تقریب هم نقاط براي مشخصه بحث به آخر، بخش در میکنیم. ارائه را فضا این

میکنیم. ثابت فضاها این در را نقاط این
میتوان را نتایجی کمتر است، آمده بدست تقریب نظریه زمینه در تاکنون که نتایجی مجموعه در
مدولی فضاهاي و ∗C-جبرها در تقریب نقاط مشخصه بحث بخصوص و نظریه این به که یافت مقالات در
نتایجی که کرد اشاره میتوان [98]21 ریفل و [95]20 پدرسن چون افرادي به البته باشد. پرداخته
عملگرهاي فضاي در آمده بدست نتایج کمک به ما کردهاند. بیان فضاها این در تقریب مورد در را
هم نمودهایم. ارائه سوم فصل در فضاها این در را مشخصههایی [88]22 نیمارك گلفند- قضیه و هیلبرتی
نامتناهی بعد با باناخ جبرهاي در دادیم نشان نمودهایم، اثبات [62] در که احکامی از استفاده با چنین

نیستند. (2.2.1 (تعریف چبیشف شبه که دارند وجود مجموعههاي
توسط (که فازي هیلبرتی عملگرهاي فضاي در را تقریب نظریه دوم، فصل نتایج به باتوجه ادامه در
به نتایج انتقال براي اي پایه کار این دادیم. تعمیم است) شده تعریف [53] ساحلی و نظري حسنخانی،
خطی، عملگرهاي چون مفاهیمی ابتدا است. فازي محیطهاي به کاربردي و تابعی آنالیز از آمده دست
فازي نرم به توجه با سپس کرده مطرح دادهایم انجام [61] در آنچه به مشابه را عملگرها عددي برد

پرداخت. خواهیم تقریب به مربوط قضایاي از صریحی اثبات به عملگرها
جابجایی، ∗C-جبر یک روي داخلی ضرب ∗C-مدول به را تقریب بهترین نظریه پنجم، فصل در
ضرب توسط که مخروطی نرم به نسبت فضا این در محدب مجموعه زیر هر دادیم نشان و داده گسترش
تصویر تابع ویژگیهاي برخی چنین هم است. تقریب عنصر یک داراي تنها میشود، تعریف آن داخلی

گرفت. قرار بررسی مورد 23

که مفهومی کرد. خواهیم بیان را باناخ 2-جبر در تقریب نظریه از بیشتري قضایا ششم، فصل در
تاحدودي [101] او همکاران و [74]25 لعل توسط و شد معرفی صدیقی[85] و 24 محمد توسط ابتدا

بود. گرفته قرار بررسی مورد
بالا به رو و 26 پایین به رو مجموعههاي پذیري تقریب بحث در که نتایجی به رساله، آخر فصل در
در میپردازیم. نیستند، مستقیم جمع و تانسوري شبه جدید فضاي در محدبی مجموعههاي لزوماً 27که
رو و پایین به رو شبه −Im جدید مجموعههاي مشبکه، فضاهاي متناهی تعداد از مستقیم جمع فضاي
از بالا به رو و پایین به رو مجموعههاي با مجموعهها این ارتباط به چنین هم نمودهایم. معرفی را بالا به

پرداختهایم. ایزومورفیسم نگاشتهاي طریق
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1 فصل

مقدمات

∗C-جبرها و باناخ جبرهاي 1.1
مفاهیم ابتدا است. شده آورده قضایا) و تعاریف از (اعم آینده فصول براي نیاز مورد اطلاعات بخش این در
و توپولوژيها برخی به ادامه در و نموده معرفی را گلفند-نیمارك نمایش و طیف ، ∗C-جبرها جبر،
نظریه از تعاریفی به سپس میپردازیم. مدولی هیلبرت فضاي و هیلبرتی عملگرهاي فضاي جبرهاي زیر
استاندارد مراجع عنوان به [100 ،88 ،25] کتابهاي کرد. خواهیم اشاره مهم قضایاي برخی و تقریب

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد
ضرب و اسکالر ضرب با همراه است برداري فضاي یک ،F میدان روي A جبر یک .1.1.1 تعریف

،a, b, c ∈ A و α ∈ F هر ازاي به که طوري به A× A→ A, (a, b) → ab

،a(bc) = (ab)c (1

،a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc (2

.α(ab) = (αa)b = a(αb) (3
میگویند. 1 جایی جابه جبر یک را A ،ab = ba ،a, b ∈ A هر ازاي به که حالتی در

یک را (A, ||.||) صورت این در باشد. A روي نرم یک ||.|| و F میدان روي جبر یک A کنید فرض
میگویند. نرمدار جبر

A روي a −→ a∗ خطی مزدوج نگاشت از است عبارت Aمفروض جبر روي 2 برگشت .2.1.1 تعریف
∗ یک یا برگشت جبر یک را (A, ∗) زوج .(ab)∗ = b∗a∗ ،a∗∗ = a ،a, b ∈ A هر براي که قسمی به

نامیم. 3 -جبر
الحاق خود را S آنگاه ،S = S∗ که طوري به S∗ = {a∗ : a ∈ S} و A از مجموعه زیر یک S اگر

میگویند. A از جبر زیر -∗ یک را A از B الحاق خود جبر زیر یک مینامند. 4

Adjointable 4 *-algebra 3 Involution 2 Commutative 1
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مقدمات .1

براي که طوري به ∥.∥ نرم همراه به A جبر - ∗ یک از است عبارت باناخ، جبر - ∗ یک .3.1.1 تعریف
،a, b ∈ A هر

∥a∥ = ∥a∗∥, ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥,

مینامند. یکدار باناخ جبر - ∗ یک را A باشد، یکدار A جبر اگر باشد. تام فضاي نرم این به نسبت A و

،a ∈ A هر براي که طوري به A باناخ جبر - ∗ یک از است عبارت باناخ جبر - C∗ یک .4.1.1 تعریف

∥aa∗∥ = ∥a∥٢.

از متشکل C(X) صورت این در باشد. فشرده هاسدروف توپولوژیک فضاي X کنید فرض .5.1.1 مثال
است. جبر - C∗ یک ∗ : f → f برگشت با مختلط، پیوسته توابع

تعریف چنین را a ∈ A 5 عنصر طیف باشد. e ضربی همانی با باناخ جبر A کنیم فرض .6.1.1 تعریف
میکنیم:

σ(a) := {λ ∈ F : a− λe /∈ A−١)}.

است. A پذیر معکوس عناصر مجموعه A−١ که

میکنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان r(a) نماد با را a عنصر 6 طیفی شعاع چنین هم

r(a) := sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

تمام مجموعهي است. τ : A −→ F صفر غیر همریختی ، A جبر روي 7 کاراکتر یک .7.1.1 تعریف
مینامند. A روي کاراکترهاي فضاي را آن و داده نشان Ω(A) نماد با را A باناخ جبر روي کاراکترهاي

و هاسدورف فضاي Ω(A) آنگاه باشد، جایی جابه یکدار باناخ جبر A کنید فرض [88] .8.1.1 قضیه
.σ(a) = {τ(a) : τ ∈ Ω(A)} ،a ∈ A هر براي و است فشرده

صورت این در باشد، جایی جابه یکدار باناخ جبر A کنید فرض ([88] 1.3.4 قضیه ) .9.1.1 قضیه

A→ C(Ω(A)), a→ â.

. â(τ) = τ(a) ضابطهي با گلفند تبدیل â آن در که است. همریختی یک
واقع در کنیم. می استفاده گلفند تبدیلات تمام از متشکل مجموعهي براي Â نماد از رساله، این در

Â = {â : a ∈ A}.

صورت: این در باشد، جبر - ∗ یک A کنید فرض .10.1.1 تعریف

Character 7 Spectrum radius 6 Specterum 5
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∗C-جبرها و باناخ جبرهاي .1.1

.a = a∗ اگر گویند، 8 هرمیتی یا الحاقی خود را a ∈ A عنصر .1
به توجه با مطلب این .a = b+ ic که موجود چنان b, c ∈ A هرمیتی اعضاي a ∈ A هر براي

میآید: بدست ذیل تساوي دو

b =
a+ a∗

٢ , c =
a− a∗

٢i .

.aa∗ = a∗a اگر گویند، 9 نرمال را a ∈ A عنصر .2

.p٢ = p = p∗ اگر مینامند، 10 تصویر یک را p ∈ A عنصر .3

.aa∗ = a∗a = ١ اگر گویند، 11 یکانی را a ∈ A عنصر .4

a گاه هر گوییم، 12 مثبت عنصر یک را a ∈ A باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .11.1.1 تعریف
نمایش A+ با را A مثبت عناصر همه مجموعه .a ≥ ٠ مینویسیم و σ(a) ⊆ [٠,∞] هرمیتی،

میدهیم.

صورت این در باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض ([88] 2.2.5 (قضیه .12.1.1 قضیه

.A+ = {a∗a : a ∈ A} (1

.∥a∥ ≤ ∥b∥ آنگاه ٠ ≤ a ≤ b اگر (2

هرگاه مینامند، مثبت را τ : A→ C خطی تابعک باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .13.1.1 تعریف
.τ(a) ≥ ٠ ،a ∈ A+ هر براي

13 حالت یک را τ : A → C مثبت خطی تابعک باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .14.1.1 تعریف
.∥τ∥ = ١ هرگاه مینامند،

خودش به X از کراندار خطی هاي نگاشت تمام مجموعه باشد، نرمدار فضاي X اگر .15.1.1 تعریف
جمع، اعمال با B(X) که داد نشان میتوان میدهیم. نشان B(X) با و نامیم می X بر عملگرهاي را

میباشد. زیر عملگري نرم همان آن، نرم که است نرمدار جبر یک عملگرها ترکیب و اسکالر ضرب

∥u∥ = sup
x ̸=٠

∥u(x)∥
∥x∥

= sup
∥x∥≤١

∥u(x)∥, (u ∈ B(X)).

بگیریم نظر در هیلبرت فضاي را H اگر بود. خواهد باناخ جبر یک B(X) آنگاه باناخ فضاي X اگر و
است. -جبر C∗ یک زیر قضیه به توجه با B(H)

صورت این در .T ∈ B(H) و هیلبرت فضاي یک H کنید فرض ([88] 2.3.1 (قضیه .16.1.1 قضیه
که شود می یافت چنان B(H) در T ∗ مانند یکتا عنصر

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, (∀ x, y ∈ H).

State 13 Positive 12 Unitary 11 Projection 10 Normal 9 Hermitian 8
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مقدمات .1

حقیقت در این گرفت. نظر در B(H) از جبري زیر عنوان به میتوان را ∗C-جبر هر که دید خواهیم
شد. خواهد اشاره آن به ادامه در که است نیمارك گلفند- قضیه همان

این در باشد. -جبر C∗ یک A کنید فرض : 14 [88]گلفند-نیمارك) 3.4.1 (قضیه .17.1.1 قضیه
است. یکریخت H روي هیلبرتی عملگرهاي از ∗C-جبري زیر با A صورت

نمایش یک است، فوق یکریختی نگاشت π و هیلبرت فضاي همان H آن در که (H, π) زوج به
میگویند. A براي گلفند-نیمارك

که x هر ازاي به هرگاه گویند، 15 جزئی ایزومتري یک را T : H → H عملگر .18.1.1 تعریف
ماکسیمال یک را T عملگر ،T ∗T = I یا TT ∗ = I اگر علاوه به .∥T (x)∥ = ∥x∥ ،T (x) ̸= ٠

میگویند. جزئی ایزومتري

روي پیوسته خطی عملگر یک T کنید فرض :16 قطبی) [88]نمایش 1.2.5 (قضیه .19.1.1 قضیه
.T = u|T | که است موجود چنان u مانند جزئی ایزومتري یک آنگاه باشد. H هیلبرت فضاي

است: زیر بصورت مختلط اعداد از اي مجموعه زیر T عملگر یک 17 عددي برد .20.1.1 تعریف

W (T ) := {⟨Tx, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = ١}.

است، بیضوي قرصی T عددي برد آنگاه باشد. بعدي دو فضاي یک روي عملگر یک T اگر .21.1.1 مثال
میباشد. T ویژه مقادیر آن هاي کانون که

میشود: تعریف زیر صورت به T عملگر به نسبت F ∗T عملگر عددي برد مشابه طور به

W (F ∗T ) := {λ ∈ C : λ = lim
n→∞

⟨xn, F ∗T (xn)⟩, {xn} ∈ ZT}.

آن در که
ZT := {{xn} : xn ∈ H, ∥xn∥ = ١, lim

n→∞
∥T (xn)∥ = ∥T∥}.

فشرده و محدب مجموعهاي ،T عملگر به نسبت F ∗T عملگر عددي برد ([81] 2.1 (لم .22.1.1 قضیه
است. مختلط اعداد صفحه در

زیر صورت به B(H) روي Px نرم نیم x ∈ H هر براي .(18 عملگرها قوي (توپولوژي .23.1.1 تعریف
میشود: تعریف

Px(T ) = ∥Tx∥, (T ∈ B(H)).

این در همگرائی مینامند. عملگرها قوي توپولوژي را {Px}x∈H خانوادهي توسط شده القا توپولوژي
.∥Tnx− Tx∥ → ٠ ، x ∈ Hهر براي اگر تنها و اگر Tn s.o.t−→ T باشد: می زیر صورت به توپولوژي

rang 17 Gelfand representation 16 Partial isometry 15 Gelfand-Naimark 14

Strong topology 18 Numerical
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∗C-جبرها و باناخ جبرهاي .1.1

به B(H) روي Px,y نرم نیم x, y ∈ H هر براي .(19 عملگرها ضعیف (توپولوژي .24.1.1 تعریف
میشود: تعریف زیر صورت

Px,y(T ) = |⟨Tx, y⟩|, (T ∈ B(H)).

در همگرائی مینامند. عملگرها ضعیف توپولوژي را {Px,y}x,y خانوادهي توسط شده القا توپولوژي
باشیم داشته ،x, y ∈ H هر براي اگر تنها و اگر Tn w.o.t−→ T باشد: می زیر صورت به توپولوژي این

.|⟨Tnx, y⟩| → |⟨Tx, y⟩|

که {Pv} خانوادهي توسط شده القا توپولوژي .(20 عملگرها ستاره ضعیف (توپولوژي .25.1.1 تعریف
توپولوژي را میشود تعریف زیر صورت به B(H) روي Pv و (16.1.2 تعریف (ر.ج.ك v ∈ L١(H)

مینامند. عملگرها ستاره ضعیف
Pv(T ) = |trac(Tv)|, (T ∈ B(H)).

صورت این در باشد. B(H) از محدبی زیرمجموعه C کنید فرض ([88] 4.2.7 (قضیه .26.1.1 قضیه
باشد. ضعیف بسته مجموعه یک C اگر تنها و اگر است قوي بسته مجموعه یک C

مجموعه زیر روي عملگرها ضعیف توپولوژي و ستاره ضعیف توپولوژي ([26] 20.1 (گزاره .27.1.1 قضیه
سازگارند. B(H) کراندار هاي

است. ضعیف فشرده مجموعه یک B(H) فضاي یکه گوي ([88] 4.2.4 (قضیه .28.1.1 قضیه
یکA-مدول E مانند داخلی ضرب -مدولی Aیک باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .29.1.1 تعریف

زیر: اسکالر ضرب با همراه چپ
λ(ax) = (λa)x = a(λx), (x ∈ E, a ∈ A, λ ∈ C).

و α, β ∈ C ، a ∈ A هر ازاي به که طوري به ،(x, y) → ⟨x, y⟩ ضابطه با E × E → A نگاشت و
،x, y, z ∈ E

،⟨αx+ βz, y⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨z, y⟩ (1

،⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩ (2

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ (3

.⟨x, x⟩ ≥ ٠, ⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠ (4
یا هیلبرت یکA-مدول را باشد، تام ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥ ١

٢ نرم به نسبت که داخلی ضرب -مدول Aیک
نامند. می A جبر روي 21 هیلبرت ∗C-مدول یک

هر ازاي به که ⟨, ⟩ داخلی ضرب با A صورت این در باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .30.1.1 مثال
است. هیلبرت یکA-مدول ،⟨a, b⟩ = ab∗ ،a, b ∈ A

Hilbert-module 21 Weak topology 19
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مقدمات .1

تقریب تئوري 2.1
را [100] منبع از برگرفته تقریب دورترین و تقریب بهترین(نزدیکترین) قضایاي و مفاهیم بخش این در

میکنیم. معرفی
این در باشد. X از غیرتهی مجموعه زیر یک A و x ∈ X نرمدار، خطی فضاي یک X کنید فرض

: که صورتی در نامیم، A در x 22 تقریب بهترین عنصر را y ∈ A صورت

∥ x− y ∥= d(x,A).

عبارت به میکنیم، استفاده A در xتقریب بهترین عناصر تمام نمایشمجموعه براي PA(x) از همچنین
دیگر:

PA(x) := {a ∈ A |∥ x− a ∥= d(x,A)}.

ازاي به که صورتی در گویند، 23 پذیر تقریب را X از A تهی غیر مجموعه زیر یک .1.2.1 تعریف
.PA(x) ̸= ∅ ،x ∈ X

مجموعه باشد، عضوي تک PA(x) ، x ∈ Xهر ازاي به که را A پذیر تقریب مجموعه .2.2.1 تعریف
باشد، فشرده و غیرتهی مجموعه یک PA(x) ،x ∈ Xهر براي اگر چنین هم میشود. نامیده 24 چبیشف

میگویند. 25 چبیشف شبه را A مجموعه
X از غیرتهی مجموعه زیر یک A و x ∈ X باناخ، فضاي X کنید فرض ( [28] 2.7 (قضیه .3.2.1 لم

برقرارند: زیر احکام α ∈ R و x, y ∈ X هر ازاي به صورت این در باشد.
.PA+y(x+ y) = PA(x) + y (1)

.PαA(αx) = αPA(x) (2)
فضاي زیر یا فشرده زیرمجموعهي یک A و باناخ فضاي X کنید فرض ([28] 2.11 (لم .4.2.1 قضیه

است. پذیر تقریب A صورت این در باشد. X از بسته البعد متناهی
در باشد. چبیشف فضاي زیر یک G و باناخ فضاي X کنید فرض ([100] 3.1 گزاره ) .5.2.1 قضیه

.Ĝ = {x ∈ X : ٠ ∈ PG(x)} آن در که X = G⊕ Ĝ صورت این
yعنصر بر (27 (بیرخوف 26 متعامد x گوییم .x, y ∈ X و باناخ فضاي X کنید فرض .6.2.1 تعریف

: که صورتی در x⊥By مینویسم و است

∥ x+ αy ∥≥∥ x ∥, (∀ α ∈ R).

صورت دراین .g٠ ∈ G و x ∈ X \G باناخ، فضاي X کنید فرض ([100] 1.4 (لم .7.2.1 لم
.x− g٠ ⊥B G اگر فقط و اگر است g٠ ∈ PG(x)

Orthogonal 26 Quasi-Chebichv 25 Chebichv 24 Proximinal 23 Best approximation 22

Birkhoff 27

6



مهم قضایاي برخی .3.1

صورت این در .x ∈ X و X از کرانداري مجموعه A نرمدار، فضاي یک X کنید فرض .8.2.1 تعریف
میکنیم: تعریف زیر صورت به را x از A مجموعه انحراف

SA(x) = sup
g∈A

∥x− g∥.

که: صورتی در نامند، A در x 28 دور نقطه را y صورت این در y ∈ A کنید فرض

∥ x− y ∥= SA(x).

میدهیم: نشان FA(x) با A در x از نقاط دورترین مجموعهي

FA(x) = {a ∈ A | ∥ x− a ∥= SA(x)}.

نرمدار فضاي در نقطه دورترین نگاشت ،x→ FA(x) ضابطه با FA : X → ٢A نگاشت .9.2.1 تعریف
،x ∈ X هر ازاي به که صورتی در گویند، 29 پذیر دور را A تهی غیر کراندار مجموعه میشود. نامیده

.FA(x) ̸= ∅

مهم قضایاي برخی 3.1
میکنیم. اشاره رساله این در آنالیزي کاربرد پر قضایاي ترین مهم به بخش این در

صورت این در باشد. نرمدار خطی فضاي X کنید فرض 30 الاغلو: 3.1[25])باناخ (قضیه .1.3.1 قضیه
است. ستاره ضعیف فشرده مجموعه یک X∗ در بسته یکه گوي

یک f ، X نرمدار فضاي از فضایی Mزیر هرگاه هان-باناخ:31 [25])قضیه 6.2 (قضیه .2.3.1 قضیه
توسیع X بر F مانند کراندار و خطی تابع یک به توان می را f آنگاه باشد، Mبر کراندار و خطی تابع

.∥ F ∥=∥ f ∥ که قسمی به داد

مجموعههاي تمام اشتراك را K محدب پوسته ،X از K مانند مجموعه زیر یک براي .3.3.1 تعریف
میدهند. نشان Co(K) نماد با و کرده تعریف K شامل محدب

و بسته مجموعه از 32 فرین مجموعه زیر یک را X از B تهی غیر مجموعه زیر یک .4.3.1 تعریف
که: صورتی در مینامند، K محدب

باشد. K در محدب و بسته مجموعه زیر یک B (1

.x, y ∈ B کند ایجاب ٠ < λ < ١ و x, y ∈ K براي λx+ (١− λ)y ∈ B رابطه (2

نمایش ext(K) نماد با را فرین نقاط تمام مجموعهي مینامند. فرین نقطه را a آنگاه B = {a} اگر
میدهیم.

Extremal 32 Hana-Banach 31 Banach-Alaoglu 30 Remotal 29 Farthest point 28
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مقدمات .1

توپولوژیک، برداري فضاي یک X کنید فرض .(33 کرین-میلمن ([25] 7.4 (قضیه .5.3.1 قضیه
صورت این در باشد، X در محدبی و فشرده ناتهی مجموعه زیر یک K و X نقاط کننده جدا X⋆

.Co(ext(K)) = K

قسمی به x ∈ X Xو از محدب و کراندار مجموعه زیر یک B کنید فرض ([68] 2.3 (لم .6.3.1 قضیه
است. B از فرین نقطه یک FB(x) صورت این در باشد. یکتا FB(x) که

جزئی ایزومتري ماکسیمال عملگرهاي ،B(H) یکه گوي فرین نقاط ([51] 136 مسئله ) .7.3.1 قضیه
هستند.

که صورتی در گوییم، محدب تابع را f : X −→ R مقدار حقیقی تابع .8.3.1 تعریف

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y), (∀ x, y ∈ X, λ ∈ [٠,١]).

صورت این در باشد. X فضاي روي محدب تابع یک f کنید فرض ([54] ∮ ٧.D (لم .9.3.1 قضیه
: نگاشت

t 7→ f(x٠ + tx)− f(x٠)

t
,

است. ٠ < t ∈ R بروي نانزولی نگاشتی
در گویند، (پایینی) بالایی پیوستهي نیمه تابع را f : X −→ R مقدار حقیقی تابع .10.3.1 تعریف
باشد. باز ({x ∈ X : f(x) > α}) {x ∈ X : f(x) < α} مجموعه α ∈ R هر ازاي به که صورتی

صورت: این در .x٠ ∈ X و f : X −→ R کنید فرض ([69] 2 (لم .11.3.1 قضیه
، xi → x٠ دنباله هر ازاي به اگر فقط و اگر است بالایی پیوستهي نیمه دنباله x٠ نقطه در f (١)

. lim sup f(xi) ≤ f(x٠)

،xi → x٠ دنباله هر ازاي به اگر فقط و اگر است پایینی پیوستهي نیمه x٠ نقطه در f (٢)
.f(x٠) ≤ lim inf f(xi)

X روي بالایی پیوستهي نیمه تابع یک x 7→ lim supy 7→x f(y) ضابطه با ϕ : X → R تابع (٣)
است.

ضعیف پایینی پیوستهي نیمه نگاشت یک هیلبرتی عملگرهاي نرم تابع ([51] 21 (مسئله .12.3.1 قضیه
است.

روي ضعیف، پایینی پیوستهي نیمه تابع هر : یافته34 تعمیم وایرشتراس [69] .13.3.1 قضیه
میکند. اختیار را خود مینمم مقدار ضعیف فشرده مجموعه

که صورتی در مینامند، f : X → X نگاشت ثابت نقطهي یک را x ∈ X نقطه .14.3.1 تعریف
دیگر: عبارت به میدهیم، نمایش F (f) با را f ثابت نقاط تمام مجموعهي .f(x) = x

F (f) = {x ∈ X : f(x) = x}.

Weierstrass 34 Krein-Milman 33

8



مهم قضایاي برخی .3.1

انقباضی f نگاشت باشد. خودش روي به X از نگاشتی f و نرمدار فضاي Xکنید فرض .15.3.1 تعریف
،x, y ∈ X هر براي که قسمی به باشد، موجود ٠ ≤ k ≤ ١ که اي k صورتی در میشود، نامیده

.||fx− fy|| ≤ k||x− y||

فشرده محدب مجموعه زیر یک C باناخ، فضاي یک X کنید فرض ([99] 3.1 (قضیه .16.3.1 قضیه
C در ثابت نقطه یک حداقل داراي T صورت این در باشد. پیوسته نگاشت یک T : C → C و X از

است.
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2 فصل

هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري

کراندار خطی توابع تمام از متشکل که B(H) هیلبرتی عملگرهاي جبر در را تقریب نظریه فصل این در
دادهایم. قرار مطالعه مورد است H هیلبرت فضاي روي

تقریب بهترین تئوري 1.2
مواردي در میکنیم. ثابت را B(H) مجموعههاي زیر از برخی پذیري تقریب وجود ابتدا بخش این در
پرداخته نقاط این مشخصههاي بیان به نیز ادامه در نمودهایم. مشخص دقیقاً را تقریب بهترین عناصر هم

شد.
میدان F که است شده فرض دلخواه بعد با F میدان روي هیلبرت فضاي یک H فصل، این طول در

میشود). قید مسئله در صورت این غیره میباشد(در مختلط یا اعدادحقیقی

B(H) مجموعههاي زیر برخی پذیري تقریب 1.1.2
BW صورت این در باشد، B(H) از ضعیف بسته محدب مجموعه زیر Wیک کنید فرص .1.1.2 قضیه
مجموعه یک W آنگاه باشد، فضا زیر یک W اگر علاوه به است. پذیر تقریب مجموعه W یکه گوي

است. پذیر تقریب

12.3.1 قضیه به بنا نرم تابع اینکه از .Tn w.o.t−→ T که قسمی به BW در اي دنباله Tn فرضکنید برهان.
بسته مجموعه یک W چون .∥T∥ ≤ lim inf ∥Tn∥ = ١ لذا است، ضعیف بطور پایینی پیوستهي نیم
است. ضعیف بسته مجموعه یک BW که میدهد نشان این .T ∈ BW که میشود نتیجه است، ضعیف
نیز BW پس است، ضعیف فشرده مجموعه یک ،28.1.1 قضیه به بنا B(H) یکه گوي اینکه به توجه با
روي را خود مینمم نرم تابع ،13.3.1 وایرشتراس قضیه به بنا لذا میباشد. ضعیف فشرده مجموعه یک
مجموعه یک BW بنابراین میکند. اختیار f ∈ B(H) هر ازاي به BW − f ضعیف فشرده مجموعه

است. پذیر تقریب
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هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .2

PW (f) ⊆ ٢∥f∥BW ، f ∈ B(H) هر ازاي به میکنیم ثابت باشد، B(H) از فضایی زیر W اگر
صورت این در .∥w∥ > ٢∥f∥ که قسمی به باشد موجود wاي ∈ PW (f) کنید فرض .

d(f,W ) ≤ ∥f∥ < ∥w∥ − ∥f∥ ≤ ∥w − f∥ = d(f,W ),

اینکه از .d(f,٢∥f∥BW ) ≤ d(f,W ) و PW (f) ⊆ ٢∥f∥BW بنابراین است. ممکن غیر این و
نتیجه در d(f,٢∥f∥BW ) ≥ d(f,W ) پس ٢∥f∥BW ⊆ W

d(f,٢∥f∥BW ) = d(f,W ).

قسمت به بنا BW و P٢∥f∥BW
(f) = ٢∥f∥PBW

(
f

٢∥f∥) چون .PW (f) = P٢∥f∥BW
(f) بنابراین

این .PW (f) ̸= ∅ ،f ∈ B(H) هر براي نتیجه در .PBW
(
f

٢∥f∥) ̸= ϕ لذا است، پذیر تقریب اول
است. پذیر تقریب W که میدهد نشان

پذیر Wتقریب صورت این در باشد، B(H) از قوي بسته فضاي زیر Wیک کنید فرض .2.1.2 نتیجه
است.

نتیجه ،1.1.2 قضیه از آن پذیري تقریب بنابراین است. ضعیف بسته W ،26.1.1 قضیه به بنا برهان.
میشود.

Wیعنی ′ 1 گر جا جابه صورت این در باشد، B(H) از بسته زیرفضاي Wیک کنید فرص .3.1.2 مثال

W ′ = {q ∈ B(H) : qw = wq, ∀w ∈ W},

است. پذیر تقریب
این در باشد، B(H) از ستاره ضعیف بسته محدب مجموعه زیر یک W کنید فرص .4.1.2 نتیجه

است. پذیر تقریب BW صورت

قویتر ستاره ضعیف توپولوژي اینکه از .Tn w∗
−→ T که بقسمی BW در اي دنباله Tn کنید فرض برهان.

مجموعه W چون .∥T∥ ≤ lim inf ∥Tn∥ = ١ نتیجه در Tn w.o.t−→ T لذا است، ضعیف توپولوژي از
ستاره ضعیف بسته مجموعه یک BW که میدهد نشان این .T ∈ BW لذا است، ستاره ضعیف بسته
کراندار هاي مجموعه زیر روي ضعیف توپولوژي و ستاره ضعیف توپولوژي ،27.1.1 قضیه به بنا است.
پذیر تقریب BW ،1.1.2 قضیه مشابه بنابراین است. ضعیف بسته مجموعه یک BW پس هستند، موافق

است.

زیر صورت به Alg(ℓ) صورت این در باشد. H زیرفضاهاي از گردایه یک l کنید فرض .5.1.2 تعریف
میشود: تعریف

Alg(ℓ) := {T ∈ B(H) : T (H) ⊆ K, ∀ K ∈ l}.

Commutant 1
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تقریب بهترین تئوري .1.2

زیر صورت به را B 2 پایا مشبکه فضاي زیر باشد. B(H) از تهی غیر مجموعه زیر یک B کنید فرض
میگیرند: نظر در

Lat(B) := {M ⊆ H :M is subspace, TM ⊆M, ∀ T ∈ B}.

را N : L٢(µ) → L٢(µ) عملگر باشد، C فضاي روي -متناهی اندازه یک µ کنید فرض .6.1.2 مثال
صورت این در .B = {N,N∗} دهید قرار کنید. تعریف Nf = zf ضابطه با

Lat(B) = {L٢(µ |△) : △ is a Borel set}.

میکنیم: تعریف زیر صورت به را x⊗ y : H → H عملگر ،x, y ∈ H کنید فرض .7.1.2 تعریف

(x⊗ y)(z) = ⟨z, y⟩x, (∀ z ∈ H).

صورت: این در باشد، H زیرفضاهاي از گردایهاي ℓ کنید فرض .8.1.2 قضیه

است. B(H) در پذیر تقریب مجموعه یک Alg(ℓ) (1

است. H در پذیر تقریب مجموعه یک BY صورت این در Y ∈ LatAlg(ℓ) اگر (2

قضیه به بنا بنابراین است. ضعیف بسته فضاي زیر یک Alg(ℓ) ، [55] 23.2 گزاره به بنا (1 برهان.
است. پذیر تقریب مجموعه یک W ،1.1.2

اینکه از .f = x ⊗ s میدهیم قرار . s ∈ BY و x ∈ H ، Y ∈ LatAlg(ℓ) کنید فرض (2
،g ∈ BAlg(ℓ) هر ازاي به که هست اي g٠ ∈ PBAlg(ℓ)

(f) یک است، پذیر تقریب BAlg(ℓ)

نتیجه در .y ∈ BY که g = y ⊗ s میدهیم قرار .∥f − g٠∥ ≤ ∥f − g∥

∥x− g٠(s)∥ = ∥(x⊗ s)(s)− g٠(s)∥

≤ ∥f − g٠∥ ≤ ∥f − g∥ = sup
t∈BH

∥f(t)− g(t)∥

= sup
t∈BH

∥(x⊗ s)(t)− y ⊗ s(t)∥ = sup
t∈BH

∥⟨t, s⟩(x− y)∥

= sup
t∈BH

|⟨t, s⟩|∥x− y∥

≤ ∥x− y∥ sup
t∈BH

∥t∥∥s∥

= ∥x− y∥,

براي لذا .∥g٠(s)∥ ≤ ١ و g٠(s) ∈ Y ،5.1.2 تعریف به بنا .∥x− g٠(s)∥ ≤ ∥x− y∥ بنابراین
است. H در پذیر تقریب مجموعه یک BY که میدهد نشان این .g٠(s) ∈ PBY

(x) ، x ∈ H

Invariant lattic 2
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هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .2

میدهیم قرار باشد. B(H) از مجموعه زیر یک Y کنید فرض

KY = {t ∈ H : ∃ g ∈ Y s.t. ∥g(t)∥ = ∥g∥}.

صورت این در باشد. متناهی KY که قسمی به B(H) از فضایی زیر یک Y کنید فرض .9.1.2 قضیه
است. پذیر تقریب مجموعه یک BY

یک KY اگر بنابراین است. B(KY ) بروي Y از نشاننده ایزومتري یک g −→ g|KY
نگاشت برهان.

ایزومتري به توجه با و میباشد البعد متناهی فضاي یک B(KY ) صورت این در باشد، متناهی مجموعه
میباشد. پذیر تقریب لذا و است فشرده مجموعه یک BY نتیجه در است. چنین نیز Y

واقع در میکنیم استفاده هرمیتی عملگرهاي تمام براي ℑ(H) نماد از ما رساله این در

ℑ(H) = {u ∈ B(H) : u = u∗}.

دیگر عبارت به میدهیم نشان ϱ(H) با را مثبت عملگرهاي تمام مجموعهي همچنین

ϱ(H) = {f ∈ B(H) : ⟨f(x), x⟩ ≥ ٠, ∀x ∈ H}.

رابطه یک مخروط این کمک به است. B(H) از بسته محدب مخروط یک ϱ(H) ،[54] 3.5 گزاره به بنا
شود: می تعریف زیر نحو به ℑ(H) روي ترتیبی

u ≤ v ⇔ v − u ∈ ϱ(H) ⇔ ⟨v(x), x⟩ ≥ ⟨u(x), x⟩.

بگیرید: نظر در را زیر ضابطه با φ : B(H) → R نگاشت اینک

φ(f) = inf{λ ≥ ٠ : ff ∗ ≤ λidH}, (f ∈ B(H)). (1.2)

.φ(f) = ∥f∥٢ صورت این در f ∈ B(H) کنید فرض .10.1.2 لم

داشت خواهیم (1.2) تعریف به توجه با برهان.

φ(f) = inf{λ ≥ ٠ : ff ∗ ≤ λidH}

= inf{λ ≥ ٠ : ⟨ff ∗(x), x⟩ ≤ λ⟨x, x⟩ = λ∥x∥٢, x ∈ H}

= inf{λ ≥ ٠ : ⟨ff ∗(
x

∥x∥
),

x

∥x∥
⟩ ≤ λ, x ∈ H}

= sup{⟨ff ∗(h), h⟩ : ∥h∥ = ١}

= ∥ff ∗∥ = ∥f∥٢.
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تقریب بهترین تئوري .1.2

رو مجموعه یک را X از W مجموعه زیر باشد. مرتب فضاي یک X کنید فرض [86] .11.1.2 تعریف
.x ∈ W که کند ایجاب x ≤ w که w ∈ W و x ∈ X هر که صورتی در 3میگویند، پایین به

W صورت این در باشد. ℑ(H) از بسته پایین به رو مجموعه زیر یک W کنید فرض .12.1.2 قضیه
است. ℑ(H) در پذیر تقریب مجموعه یک

،ε هر براي اینفیمم تعریف به بنا .infw∈W ∥f − w∥ = r و f ∈ ℑ(H)\W کنید فرض برهان.
داشت خواهیم 10.1.2 لم به توجه با اینک .∥f −wε∥ ≤ r+ ε که قسمی به دارد وجود اي wε ∈ W

∥f − wε∥٢ = φ(f − wε) ≤ (r + ε)٢

⇒ (f − wε)
٢ ≤ (r + ε)٢idH

⇒ f − wε ≤ (r + ε)idH

⇒ f − (r + ε)idH ≤ wε

بسته مجموعه یک W چون .f − (r + ε)idH ∈ W پس است، پایین به رو مجموعه یک W اینکه از
نشان این .w٠ ∈ PW (f) نتیجه در و ∥f − w٠∥ = r بنابراین .w٠ = f − ridH ∈ W لذا است،

است. پذیر تقریب مجموعه یک W که میدهد
این در .f ∈ ℑ(H)\W و ℑ(H) از بسته پایین به رو مجموعه زیر Wیک کنید فرض .13.1.2 قضیه

صورت
d(f,W ) = min{λ > ٠ : f − λidH ∈ W}.

این در λ ∈ A اگر .r = d(f,W ) و A := {λ > ٠ : f − λidH ∈ W} کنید فرض برهان.
قضیه اثبات روند در دیگر طرفی از .r ≤ min(A) بنابراین .r ≤ ∥f − (f − λidH)∥ = λ صورت
نتیجه در .min(A) ≤ r لذا و r ∈ A بنابراین ،f − ridH ∈ PW (f) ⊆ W که شد داده نشان قبل

.r = min(A)

مجموعه یک Wرا مجموعه باشد. X مرتب فضاي از مجموعه زیر Wیک کنید فرض .14.1.2 تعریف
.x ∈ W کند ایجاب x ≥ w که w ∈ W و x ∈ X هر که صورتی در میگوییم، 4 بالا روبه

W صورت این در باشد. ℑ(H) از بسته بالاي به رو مجموعه زیر یک W کنید فرض .15.1.2 نتیجه
است. ℑ(H) در پذیر تقریب مجموعه یک

میشود. نتیجه ،12.1.2 قضیه از پذیري تقریب است، پایین به رو W−مجموعهاي اینکه از برهان.
متعامد ي پایه یک {eα}α∈I و H روي کراندار خطی عملگر یک T کنید فرض [88] .16.1.2 تعریف

میکنیم. تعریف زیر صورت به را T 5 اشمیتی - هیلبرت نرم صورت این در باشد. H براي

∥T∥٢ = (
∑
α∈I

∥Teα∥٢)
١
٢ .

Hilbert-Schmidt 5 Upward 4 Downward 3
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-اشمیت هیلبرت عملگرهاي تمام مجموعهي مینامیم. -اشمیت هیلبرت را T عملگر ∥T∥٢ <∞ هرگاه
میدهیم. نشان (L٢(H), ∥.∥٢) نماد با را H روي

اگر باشد. -اشمیت هیلبرت عملگرهاي عملگر یک |T | ١٢ هرگاه مینامیم، 6 اثر ردهاي از را T عملگر
میکنیم: تعریف زیر صورت به را ∥T∥١ گاه آن اثر، ردهاي از عملگري T

∥T∥١ = ∥|T |
١
٢٢∥٢ =

∑
α∈I

⟨|T |eα, eα⟩.

میدهیم. نشان (L١(H), ∥.∥١) نماد با را اثر ردهاي از عملگرهاي تمام مجموعهي

میکنیم: تعریف زیر صورت به B(H) عناصر روي را اثر نگاشت

trac(T ) =
∑
α∈I

⟨Teα, eα⟩, (T ∈ B(H)).

داریم فوق تعریف به توجه با
∥T∥١ = trac(|T |).

: آنگاه v ∈ L١(H) و u ∈ B(H) اگر [88] 2.4.16 قضیه به بنا

| trac(vu) |=| trac(uv) |≤ ∥u∥∥v∥١. (2.2)

برابراست q از 7 دیفرانسیل صورت این در q ∈ L١(H) کنید فرض ([54] ∮ ۶.D (لم .17.1.2 تعریف
با

∂∥q∥١ = {h ∈ B(H) : ∥q∥١ + trac((f − q)h) ≤ ∥f∥١, f ∈ L١(H)}. (3.2)

گزارههاي آنگاه h ∈ ∂∥q∥١ اگر باشد. البعد متناهی هیلبرت فضاي یک H کنید فرض .18.1.2 قضیه
اند. درست زیر

،trac(qh) = ∥q∥١ (1

.∥h∥ ≤ ١ (2

بدست (1) رابطه (3.2) رابطه در f = ٢q ،f = ٠ مقادیر دادن قرار با ،h ∈ ∂∥q∥١ کنید فرض برهان.
نرم تعریف به توجه با و L١(H)∗ = L١(H) لذا است، البعد متناهی فضاي یک H اینکه از میآید.

.∥h∥ = max∥f∥١≥١ trac(fh) ≤ ١ شود می نتیجه

.∂∥q∥١ ̸= ϕ صورت این در .q ∈ L١(H) و البعد متناهی فضاي یک H کنید فرض .19.1.2 لم

Differential 7 Trace-class 6
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.u∗q =| q | که قسمی به دارد وجود u مانند یکانی ایزومتر عملگر یک 19.1.1 قضیه به بنا برهان.
(2.2) رابطه به توجه با f ∈ L١(H) هر براي اینک . trac(u∗q) = trac(| q |) = ∥q∥١ بنابراین

داریم

∥q∥١ + trac((f − q)u∗) = ∥q∥١ + trac(fu∗)− trac(qu∗)

= trac(u∗f) ≤ ∥f∥١.

.∂∥q∥١ ̸= ϕ بنابراین u∗ ∈ ∂∥q∥١ ،17.1.2 تعریف به توجه با

میشود تعریف زیر صورت به W 8 ساز پوچ صورت این در .W ⊆ L١(H) کنید فرض

W⊥ := {q ∈ B(H) : trac(qw) = ٠, (∀ w ∈ W )}.

قسمی به L١(H) از Wزیرفضایی و البعد متناهی هیلبرت فضاي یک H که کنید فرض .20.1.2 قضیه
هر براي و است پذیر تقریب مجموعه یک W آنگاه .h ∈ W⊥ و L١(H) = W⊕ < h > که

،f ∈ L١(H) \W

w٠ = f − trac(hf)

∥h∥١
g, (g ∈ ∂∥h∥١).

است. W از f تقریب بهترین عنصر

مجموعه یک W ،4.2.1 قضیه به بنا لذا میباشد، البعد متناهی فضاي زیر یک W اینکه از برهان.
قضیه به توجه با g ∈ ∂∥h∥١ کنید فرض است. تهی مخالف ∂∥h∥١ لم19.1.2، به بنا است. پذیر تقریب

داریم 18.1.2

trac(hw٠) = trac(h(f − trac(hf)

∥h∥١
g))

= trac(hf)− trac(hf)

∥h∥١
trac(gh)

= trac(hf)− trac(hf) = ٠.

و w٠ ∈ (W⊥)⊥ =W بنابراین

∥f − w٠∥ = ∥trac(hf)
∥h∥١

g∥ ≤ | trac(hf) |
∥h∥١

.

داریم (2.2) به بنا اینک

∥f − w٠∥ ≤ | trac(hf) |
∥h∥١

=
| trac(h(f − w) |

∥h∥١

≤ ∥h∥١∥f − w∥
∥h∥١

≤ ∥f − w∥.

است. تقریب بهترین عنصر یک w٠ لذا
Annihilator 8
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صورت این در باشد. n بعد با البعد متناهی فضاي یک H که کنید فرض .21.1.2 نتیجه

A = {q ∈ B(H) : trac(q) = ٠},

.w٠ = f − trac(f)

n
I ∈ PA(f) ، f ∈ B(H) هر براي و است پذیر تقریب زیرفضایی

یک w کنید فرض منظور بدین .B(H) = L١(H) = A⊕ < I > که میدهیم نشان ابتدا برهان.
trac(h) = ٠ صورت این در h = w − trac(w)

trac(I)
I میدهیم قرار باشد. B(H) از دلخواهی عنصر

بنابراین .A⊕ < I >⊆ B(H) طرفی از . B(H) ⊆ A⊕ < I > لذا و w ∈ A⊕ < I > بنابراین
زیرفضایی A ،20.1.2 قضیه به بنا لذا .I ∈ ∂∥I∥١ و ∥I∥١ = n اینکه از .B(H) = A⊕ < I >

است. تقریب بهترین عنصر یک w٠ و پذیر تقریب

تکنیکمشتق از استفاده با تقریب نقاط مشخصههایی 2.1.2
میدهیم. ارائه تقریب نقاط براي مشخصهاي نرم، مشتقات روش کمک به بخش این در

بگیرید. نظر در را زیر تعاریف .f, g ∈ B(H) کنید فرض

τ١(f, g) = lim sup
t→٠+

∥f + tg∥ − ∥f∥
٢t .

τ٢(f, g) = lim sup
t→٠+

∥f + tg∥٢ − ∥f∥٢

٢t .

صورت این در .f, g ∈ B(H) کنید فرض .22.1.2 لم

−τ٢(f,−g) ≤ minReW (g∗f) ≤ maxReW (g∗f) ≤ τ٢(f, g).

داریم 20.1.1 تعریف به بنا صورت این در .{xn} ∈ Zf کنید فرض برهان.

∥f + tg∥٢ ≥ lim
n→∞

∥f(xn) + tg(xn)∥٢

= lim
n→∞

(∥f(xn)∥٢ + t٢∥g(xn)∥٢ + ٢tRe⟨f(xn), g(xn)⟩)

= ∥f∥٢ + t٢ lim
n→∞

∥g(xn)∥٢ + ٢t lim
n→∞

Re⟨f(xn), g(xn).

داریم t > ٠ براي بنابراین
∥f + tg∥٢ − ∥f∥٢

t
≥ t lim

n→∞
∥g(xn)∥٢ + ٢ lim

n→∞
Re⟨f(xn), g(xn)⟩.

داریم lim sup گرفتن با صورت این در t→ ٠+ اگر

τ٢(f, g) ≥ lim
n→∞

Re⟨f(xn), g(xn)⟩.

.τ٢(f, g) ≥ maxReW (g∗f) بنابراین
میآید. بدست نیز نامساوي دیگر طرف −g با g کردن جایگزین با

18
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اگر باشند. B(H) به متعلق g٠ و f, h کنید فرض .23.1.2 لم

maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠)) ≥ ٠, (4.2)

.∥f − g٠∥ ≤ ∥f − h∥ آنگاه

که قسمی به Zf−g٠ از اي دنباله {xhn}n∈N چنین هم باشد. برقرار (4.2) نامساوي کنید فرض برهان.
بنابراین .limn→∞Re⟨(f − g٠)(x

h
n), (g٠ − h)(xhn)⟩ ≥ ٠

∥f − h∥ ≥ lim
n→∞

∥f(xhn)− h(xhn)∥٢

= lim
n→∞

∥f(xhn)− g٠(x
h
n) + g٠(x

h
n)− h(xhn)∥٢

= lim
n→∞

(∥f(xhn)− g٠(x
h
n)∥٢ + ∥g٠(xhn)− h(xhn)∥٢)

+ ٢Re⟨(f − g٠)(x
h
n), g٠(x

h
n)− h(xhn)⟩)

≥ lim
n→∞

∥f(xhn)− g٠(x
h
n)∥٢ = ∥f − g٢∥٠,

.∥f − h∥ ≥ ∥f − g٠∥ لذا

.g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \ U ،B(H) از بسته محدب مجموعه زیر یک U کنید فرض .24.1.2 قضیه
معادلند. زیر گزارههاي صورت این در

.g٠ ∈ PU(f) (1

،h ∈ U هر براي (2

maxReW ((h− g٠)
∗(f − h)) ≤ ٠. (5.2)

داریم h ∈ U هر و t = ١ براي صورت این در .g٠ ∈ PU(f) کنید فرض .(١) → (٢) برهان.
قضیه به بنا لذا است، محدب تابع یک ١

٢∥.∥
٢ اینکه از .∥f − h + t(h − g٢∥(٠ − ∥f − h∥٢ ≤ ٠

تقسیم با بنابراین است. غیر-نزولی تابع یک φ(t) = ∥f−h+t(h−g٠)∥٢−∥f−h∥٢
٢t ضابطه با φ تابع ،9.3.1

به توجه با اینک .τ٢(f − h, h− g٠) ≤ ٠ داشت خواهیم ،t → ٠+ که زمانی lim sup گرفتن و t بر
شد. خواهد نتیجه (5.2) رابطه ،22.1.2 لم

کنید فرض حال .g٠ = ٠ میکنیم فرض مسئله کلّیت به خللی شدن وارد بدون .(٢) → (١)
که قسمی به دارد وجود h١ ∈ U \ {٠} صورت این در .g٠ /∈ PU(f) ولی باشد برقرار (5.2) رابطه

داشت خواهیم ٠ < λ ≤ ١ که hλ = λh١ براي (5.2) رابطه بردن کار به با .∥f − h١∥ < ∥f∥

maxReW (h∗λ(f − hλ)) = maxReW (λh∗١(f − λh١)) ≤ ٠.

بنابراین .٠ < λ اینکه از
maxReW (h∗١(f − λh١)) ≤ ٠.
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لذا

maxReW (−h∗١(f − λh١)) ≥ minReW (−h∗١(f − λh١))

= −maxReW (h∗١(f − λh١)) ≥ ٠.

22.1.2 لم به بنا

τ٢((f − λh١),−h١) ≥ maxReW (h∗١(f − λh١)) ≥ ٠.

لذا میباشد. بالایی پیوسته نیم تابع یک τ٢ تابع ،11.3.1 قضیه به بنا

τ٢(f,−h١) ≥ lim sup
λ→o+

τ٢((f − λh١),−h١) ≥ ٠.

توجه با اینک .∥f−t٠h٢∥١−∥f∥٢
٢t٠ ≥ ٠ که قسمی به t٠ مانند کوچکی مثبت عدد وجود میکند ایجاب این

ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض یک که ∥f∥ ≤ ∥f − h١∥ ، φ بودن نزولی غیر به
میشود.

اگر .g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \ U ، B(H) از اي بسته محدب مجموعه زیر U کنید فرض .25.1.2 لم
آنگاه maxReW ((h− g٠)

∗(f − h)) ≥ ٠ ،h ∈ U هر براي

maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠)) ≥ ٠.

که قسمی به باشد داشته وجود اي h ∈ U کنید فرض برهان.

maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠) = −δ < ٠.

وجود G مانند بازي مجموعه است، H روي پیوسته تابع یک Re⟨(f − g٠)(x), (g٠−h)(x)⟩ اینکه از
و Zf−g٠ ⊆ G که طوري به دارد

max
x∈G

Re⟨(f − g٠)(x), (g٠ − h)(x)⟩ < −δ.

داریم ε > ٠ هر براي که طوري به دارد وجود ٠ < ε٠ بنابراین

Xf−g٠(ε٠) = {{xn}n∈N ∈ H : lim
n→∞

∥(f − g٠)(xn)∥ ≥ ∥f − g٠∥ − ε} ⊆ G.

{xn}n∈N ∈ Xf−g٠(ε٠) هر براي و

maxRe lim
n→∞

⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩ < − δ

٢ .

.ε١ ≤ ١
٢ε٠ و D = Xf−g٠(ε٠) میدهیم قرار

کنید فرض
ht = th+ (١− t)g٠, s.t. ٠ < t < ١.
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،٠ < t ≤ t٠ هر براي که طوري به دارد وجود t٠ > ٠ بنابراین .t→ ٠ وقتی ht → g٠ اینکه از

∥ht − g٠∥ ≤ ε١.

اینک

t
δ

٢ − t٢∥h− g٢∥٠ < lim
n→∞

Re⟨(f − g٠)(xn), t(h− g٠)(xn)⟩ − t٢∥(h− g٠)(xn)∥٢

= lim
n→∞

[Re⟨(f − (th+ (١− t)g٠), (ht − g٠)(xn)⟩]

= lim
n→∞

Re⟨(f − ht)(xn), (ht − g٠)(xn)⟩.

داریم {xn}n∈N ∈ D و کوچک t > ٠ هر براي لذا

lim
n→∞

Re⟨(f − ht)(xn), (ht − g٠)(xn)⟩ > ٠. (6.2)

{xn}n∈N ∈ Zf−ht هر براي طرفی از

lim
n→∞

∥(f − g٠)(xn)∥ = lim
n→∞

∥(f − ht)(xn)− (g٠ − ht)(xn)∥

≥ ∥f − ht∥ − ∥g٠ − ht∥

≥ ∥f − g٠∥ − ٢ε١
≥ ∥f − g٠∥ − ε٠.

داریم (6.2) به توجه با اینک .Zf−ht ⊆ D که میدهد نتیجه این

٠ < min
{xn}∈D

lim
n→∞

Re⟨(f − ht)(x), (ht − g٠)(x)⟩

≤ min
{xn}∈Zf−ht

lim
n→∞

Re⟨(f − ht)(xn), (ht − g٠)(xn)⟩

= max
{xn}∈Zf−ht

lim
n→∞

Re⟨(f − ht)(xn), (ht − g٠)(xn)⟩

= maxReW ((ht − g٠)
∗(f − ht)).

میشود. ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا است. مسئله فرض با تناقض یک این اما

.g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \ U ، B(H) از اي بسته محدب مجموعه زیر U کنید فرض .26.1.2 قضیه
معادلند. زیر هاي گزاره صورت این در

.g٠ ∈ PU(f) (1

،h ∈ U هر براي (2

maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠)) ≥ ٠. (7.2)
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،h ∈ U هر براي ،24.1.2 قضیه بنا صورت این در .g٠ ∈ PU(f) کنید فرض .١ → ٢ برهان.

maxReW ((h− g٠)
∗(f − h)) ≤ ٠.

داشت. خواهیم را (7.2) رابطه ،25.1.2 لم به بنا اینک
است. بدیهی اثبات ،23.1.2 لم به بنا .٢ → ١

.g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \U ، B(H) از بسته محدب مجموعه زیر یک U کنید فرض .27.1.2 نتیجه
معادلند. زیر گزارههاي صورت این در

.g٠ ∈ PU(f) (1

،h ∈ U هر براي (2

maxReW ((h− g٠)
∗(f − h)) ≤ maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠)). (8.2)

است. بدیهی 26.1.2 و 24.1.2 قضایا به بنا اثبات .١ → ٢ برهان.
وجود اي h١ ∈ U ،24.1.2 قضیه به بنا .g٠ /∈ PU(f) اما باشد برقرار (2) رابطه کنید فرض .٢ → ١

که قسمی به دارد

maxReW ((h١ − g٠)
∗(f − h١)) > ٠, (9.2)

که میکند ایجاب این
∥f − h١∥ < ∥f − g٠∥, (∗).

داریم (9.2) و (8.2) توجه با

maxReW ((f − g٠)
∗(g٠ − h١)) > ٠.

داشت خواهیم 23.1.2 لم به بنا اینک

∥f − g٠∥ < ∥f − h١∥.

میشود. ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا است. (∗) با تناقض یک این که

این در .g٠ ∈M و f ∈ B(H) \M ،B(H) از بسته فضاي زیر یک M کنید فرض .28.1.2 نتیجه
اند: معادل زیر هاي گزاره صورت

.g٠ ∈ PM(f) (1

،h ∈M هر براي (2

minReW (h∗(f − g٠)) ≤ ٠ ≤ maxReW (h∗(f − g٠)). (10.2)
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است. بدیهی 26.1.2 قضیه به بنا اثبات برهان.
هاي گزاره صورت این در باشد. B(H) از بسته محدب مجموعه زیر یک U کنید فرض .29.1.2 نتیجه

معادلند. زیر
است. چبیشف U مجموعه (1

،h ̸= g٠ ∈ U هر براي و f ∈ B(H) هر براي اگر (2
maxReW ((h− g٠)

∗(f − h)) < ٠. (11.2)

f ∈ B(H) هر براي تعریف به بنا صورت این در باشد. چبیشف U کنیم فرض .(١) → (٢) برهان.
،h ̸= g٠ ∈ U هر ازاي به که قسمی به است موجود g٠ مانند یکتایی تقریب عنصر

∥f − h+ t(h− g٢∥(٠ − ∥f − h∥٢ < ٠.

شد. خواهد حاصل (11.2) رابطه 22.1.2 لم و t بر تقسیم با بنابراین
صورت این در نباشد. چبیشف مجموعه یک U ولی باشد، برقرار (2) رابطه کنیم فرض .(٢) → (١)

داریم 26.1.2 قضیه به بنا .g٠ ̸= g١ ∈ PU(f) که قسمی به دارد وجود g١اي
maxReW ((g١ − g٠)

∗(f − g١)) ≥ ٠.

است. (2) رابطه فرض با متناقض این اما
نظر در را (z١, z٢) → (−z٢, z١) ضابطه با f : H → H نگاشت ،H = C٢ کنید فرض .30.1.2 مثال

.PU(f) = {٠} صورت این در .U = Co(I) دهیم می قرار بگیرید.
میکنیم. اقدام روش دو از مطلب این درستی دادن نشان براي

داریم λ ∈ C هر براي چون اول: روش
∥f − λI∥ ≥ r(f − λI) = sup{| − λ± i|} ≥ ١.

.PU(f) = {٠} لذا .∥f − ٠∥ = ١ طرفی از ،infλ ∥f − λI∥ ≥ ١ بنابراین
نرمال f − λI ،λ ∈ R براي چون میدهیم. نشان را مطلب این فوق قضیه از استفاده با دوم: روش

لذا هستند،
W ((h− g٠)

∗(f − h)) = W (((λ− λ٠)I)(f − λI))

= (λ− λ٠)con(σ(f − λI))

= (λ− λ٠)con({−λ± i}).

maxReW ((h− باشیم داشته λ ∈ [٠,١] هر براي اگر فقط و اگر g٠ = λ٠I ∈ PU(f)قبل قضیه به بنا
.PU(f) = {٠} لذا .λ٠ = ٠ که است برقرار زمانی تنها نامساوي این اما .g٠)∗(f − h)) ≤ ٠

تقریب بهترین مشخصهي براي دیگر اثباتی عملگر، دو بودن متعامد مشخصهي به توجه با ادامه در
میدهیم. ارائه زیرفضاها
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g بر ( بیرخوف متعامد( f صورت این در .f, g ∈ B(H) کنید فرض ([17]3.1 (قضیه .31.1.2 لم
.limn→∞⟨f(xgn), g(xgn)⟩ = ٠ که قسمی به {xgn} ∈ Zf باشد داشته وجود اگر فقط و اگر است

این در .g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \ U ،B(H) از بسته فضاي زیر یک U کنید فرض .32.1.2 قضیه
اند: معادل زیر گزارههاي صورت

.g٠ ∈ PU(f) (1
،h ∈ U هر براي (2

minReW (h∗(f − g٠)) ≤ ٠ ≤ maxReW (h∗(f − g٠)). (12.2)

براي 31.1.2 لم به بنا اینک .f − g٠ ⊥B U ،7.2.1 لم به بنا g٠ ∈ PU(f) اینکه از .١ → ٢ برهان.
که قسمی به دارد وجود {xhn}n∈N ∈ H ،h ∈ U

lim
n→∞

∥f − g٠(x
h
n)∥ = ∥f − g٠∥,

و .limn→∞Re⟨f(xhn) − g٠(x
h
n), h(x

h
n)⟩ = ٠ لذا .limn→∞⟨f(xhn) − g٠(x

h
n), h(x

h
n)⟩ = ٠ و

.minReW (h∗(f − g٠)) ≤ ٠ ، h ∈ U هر براي که میکند ایجاب این
است. 28.1.2 نتیجه به مشابه اثبات .٢ → ١

است. شده تبدیل تساوي به نامساوي این که میپردازیم حالتی به ادامه در

هر براي صورت این در باشد. پذیر مشتق f نقطه در نرم تابع و f ∈ B(H) کنید فرض .33.1.2 لم
.ReW (g∗f) = τ٢(f, g) ، g ∈ X

نقطه در نرم تابع فرض به بنا .limt→٠
∥f+tg∥+∥f∥

٢ = ∥f∥ لذا است، پیوسته نرم تابع اینکه از برهان.
،g ∈ X هر براي بنابراین .limt→٠

∥f+tg∥−∥f∥
t

= β کرد فرض میتوان لذا است، پذیر مشتق f

lim
t→٠

∥f + tg∥٢ − ∥f∥٢

٢t = lim
t→٠

∥f + tg∥ − ∥f∥
t

.
∥f + tg∥+ ∥f∥

٢
= ∥f∥τ١(f, g) = ∥f∥β.

.ReW (g∗f) = τ٢(f, g) ،22.1.2 لم به بنا .−τ٢(f,−g) = τ٢(f, g) و موجود τ٢(f, g) لذا

نرم تابع و g٠ ∈ U ،f ∈ B(H) \ U ،B(H) از بسته فضاي زیر یک U کنید فرض .34.1.2 نتیجه
اند: معادل زیر هاي گزاره صورت این در باشد. پذیر مشتق f − g٠ در

.g٠ ∈ PU(f) (1
،h ∈ U هر براي (2

ReW (h∗(f − g٠)) = ٠. (13.2)

است. بدیهی نتیجه 33.1.2 لم و 24.1.2 قضیه به بنا برهان.
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صورت به و inf(W ) نماد با Wرا مجموعه مقدار اینفیمم .W ⊆ B(H) کنید فرض .35.1.2 تعریف
کنیم. می تعریف زیر

inf(W ) = inf
٠8g

inf
∥x∥=١

∥g(x)∥. (14.2)

این در .g٠ ∈ W و f ∈ B(H) \W ،B(H) از بستهاي فضاي زیر W کنید فرض .36.1.2 قضیه
اند: معادل زیر عبارات صورت

.g٠ ∈ PW (f) (1
λ ∈ C,٠ ̸= h ∈ W هر براي (2

∥k∥٢ + λ٢ inf(W )٢ ≤ ∥k + λh∥٢,

.k = f − g٠ که

دنبالهي h ∈ W هر براي 28.1.2 نتیجه به بنا .g٠ ∈ PW (f) کنید فرض .١ → ٢ برهان.
لذا .limn→∞Re⟨f(xhn), h(xhn)⟩ ≥ ٠ که قسمی به است موجود {xhn}n∈N ∈ Zf

∥f + λh∥٢ ≥ lim
n→∞

∥f(xhn) + λh(xhn)∥٢

= lim
n→∞

[∥f(xhn)∥٢+ | λ |٢ ∥h(xhn)∥٢ + ٢Reλ⟨f(xhn), h(xhn)⟩].

بنابراین

∥f + λh∥٢ ≥ ∥f∥٢+ | λ |٢ lim
n→∞

∥h(xhn)∥٢ ≥ ∥f∥٢ + λ٢ inf(W )٢.

بدیهی ،h→ ٠ اگر اینک .∥k∥٢ ≤ ∥k+λh∥٢ ،h9 ٠ و λ ∈ C هر براي دوم قسمت به بنا .٢ → ١
میدهیم قرار .∥k∥٢ ≤ ∥k + λh∥٢ ،h ∈ W براي بنابراین .∥k∥٢ = limh→٠ ∥k + λh∥ که است

.g٠ ∈ PW (f) نتیجه در .∥f − g٠∥ ≤ ∥f − q∥ لذا .q = h− g٠ و λ = −١

.g٠ ∈ PW (f) و f ∈ B(H) \W ،B(H) از بسته فضاي زیر یک W کنید فرض .37.1.2 نتیجه
است. W در f تقریب بهترین نقطه تنها g٠ آنگاه inf(W ) ̸= ٠ اگر

داریم 36.1.2 قضیه به بنا ،q = g٠−g١ ̸= ٠ و λ = −١ براي .g١ ̸= g٠ ∈ PW (f) که فرض برهان.

∥f − g٢∥٠ = ∥f − g٢∥١ < ∥f − g٢∥١ + λ٢ inf(W )٢

≤ ∥f − q∥ = ∥f − g١ − (g٠ − g٢∥(١

= ∥f − g٢∥٠,

است. W در f تقریب بهترین نقطه تنها g٠ لذا است. ممکن غیر این اما
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محتمل مخروطی صورت این در باشد. X از محدبی مجموعه زیر C کنید فرض [55] .38.1.2 تعریف
میکنیم: تعریف زیر صورت به را x ∈ C نقطه در 9

fC(x) = {y ∈ X : ∃ t > ٠, x+ λy ∈ C,٠ < λ ≤ t}.

مشتق f در B(H) نرم تابع و f ∈ B(H) ،B(H) از فضاي زیر یک C کنید فرض .39.1.2 قضیه
صورت این در .ReW (h∗ff) ≤ −δ که طوري به باشد موجود hf ∈ fC(f) و پذیر

d(f, C) ≤ min{∥f∥, δ−١∥f∥٢}.

وجود میکند ایجاب این .τ٢(f, hf ) ≤ −(δ − ε) ،ε ∈ (٠, δ) هر براي 22.1.2 لم به بنا برهان.
بنابراین .∥f + thf∥٢ − ∥f∥٢

t
≤ −(δ − ε) که کوچکی کافی بقدر t > ٠

∥f − (f + thf )∥ = t ≤ ∥f∥٢ − ∥f + thf∥٢

δ − ε
.

ثابت حکم صورت این در .ε → ٠ اگر حال .d(f, C) ≤ ∥f∥٢

δ − ε
لذا .f + thf ∈ C اینکه از

میشود.

تابعکها از استفاده با تقریب نقاط مشخصهي 3.1.2
هر ازاي به که صورتی در مینامیم. خطی فوق تابع یک را ψ : X → R نگاشت .40.1.2 تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط ،α ≥ ٠ و x, y ∈ X

ψ(x+ y) ≥ ψ(x) + ψ(y), ψ(αx) = αψ(x).

برقرار زیر شرایط که صورتی در میگوییم، 10 حالت فوق یک را ϕ : X → R نگاشت .41.1.2 تعریف
باشد.

،∥ϕ∥ = ١ (1
باشد، خطی فوق نگاشت ϕ (2

.ϕ(x) ≥ ٠ ، x ≥ ٠ هر براي (3

g بر ( بیرخوف متعامد( f صورت این در .f, g ∈ B(H) کنید فرض ([17]3.3 (نتیجه .42.1.2 لم
که قسمی به باشد موجود B(H) روي اي φ حالت اگر فقط و اگر است
.φ(g∗(f − g٠)) = ٠ و φ((f − g٠)

∗(f − g٠)) = ∥f − g٢∥٠.

احکام صورت این در .g٠ ∈ U و f ∈ B(H)\U از بسته فضاي زیر یک U کنید فرض .43.1.2 قضیه
معادلند: زیر

Upper state 10 Probable cone 9
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.g٠ ∈ PU(f) (1
: که قسمی به است موجود B(H) روي φ حالت فوق (2

φ((f − g٠)
∗(f − g٠)) = ∥f − g٢∥٠, (15.2)

، g ∈ U هر براي و
φ(g∗(f − g٠)) ≤ ٠. (16.2)

بنا بنابراین .f − g٠⊥Bg ،g ∈ U هر براي صورت این در .g٠ ∈ PU(f) کنید فرض .١ → ٢ برهان.
که قسمی به دارد وجود φg حالت یک 42.1.2 لم به

.φg(g∗(f − g٠)) = ٠ و φg((f − g٠)
∗(f − g٠)) = ∥f − g٢∥٠

نشان بگیرید. نظر در را φ(h) = infg∈U Re φ
g(h) ضابطه با φ : B(H) −→ R نگاشت اینک

داریم α ∈ R+ براي است. حالت فوق یک φ میدهیم
φ(αh) = inf

g∈U
Re φg(αh) = α inf

g∈U
Re φg(h) = αφ(h),

،h, k ∈ B(H) هر براي چنین هم
φ(h+ k) = inf

g∈U
Re φg(h+ k)

≥ inf
g∈U

Re φg(h) + inf
g∈U

Re φg(k) = φ(h) + φ(k).

چنین هم .∥φ∥ = ١ و مثبت φ لذا .∥φg∥ = ١ = φg(idH) و مثبت نگاشت φg چون
φ((f − g٠)

∗(f − g٠)) = ∥f − g٢∥٠.

داریم g ∈ U هر براي
φ(g∗(f − g٠)) ≤ Reφg(g∗(f − g٠)) = ٠.

میشود. اثبات اول قسمت لذا
.٢ → ١

∥f − g٢∥٠ = φ((f − g٠)
∗(f − g٠))

≤ −φ((g − g٠)
∗(f − g٠)) + φ((f − g٠)

∗(f − g٠))

≤ −φ((g − f)∗(f − g٠))− φ((f − g٠)
∗(f − g٠))

+ φ(f − g٠)
∗(f − g٠))

= −φ((g − f)∗(f − g٠))

≤ | − φ((g − f)∗(f − g٠))| ≤ ∥φ∥∥(g − f)∗∥∥f − g٠∥

≤ ∥f − g∥∥f − g٠∥.

.g٠ ∈ PU(f) دیگر عبارت به .∥f − g٠∥ ≤ ∥f − g∥ بنابراین
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نقطه دورترین تئوري 2.2
را مجموعهها برخی پذیري دور ابتدا کرد. خواهیم ارائه را نقطه دورترین به مربوط مباحث بخش این در

پرداختهایم. دور نقاط مشخصه بیان به سپس و دادهایم قرار بررسی مورد

یگه گوي پذیري دور 1.2.2
گوي که صورتی در ،X از بسته فضاي زیر یک Y و نرمدار فضاي یک X کنید فرض .1.2.2 تعریف

است. یکه پذیرگوي دور Y گوییم باشد، دورپذیر مجموعه یک Y یکه

دور Y صورت این در باشد. B(H) از ستاره ضعیف بسته فضاي زیر یک Y کنید فرض .2.2.2 قضیه
است. یکه پذیرگوي

که limn→∞ ∥Tn − T∥ = r که قسمی به BY در Tn دنباله و T ∈ B(H) کنید فرض برهان.
و Tnk دنباله زیر میشود نتیجه است، ستاره ضعیف فشرده مجموعه یک BY اینکه از .SBY

(T ) = r

توپولوژي از قویتر ستاره ضعیف توپولوژي اینکه از .Tnk w∗
−→ A که قسمی به دارد وجود A ∈ BY

،x, y ∈ H هر براي که میکند ایجاب این .Tnk − T
w.o.t−→ A− T لذا است، ضعیف

lim
nk→∞

| < (Tnk − T )x, y > | = | < (T − A)x, y > |

≤ ∥(T − A)x∥∥y∥.

،nk ≥ Nk٠ هر براي که قسمی به Nk٠ وجود کند می ایجاب این

| < (Tnk − T )x, y > | ≤ ∥(T − A)x∥∥y∥.

نتیجه در

sup
∥y∥=١

| < (Tnk − T )x, y > | ≤ ∥(A− T )x∥

sup
∥x∥=١

∥(Tnk − T )x∥ = ∥Tnk − T∥ ≤ ∥A− T∥

r = lim
nk→∞

∥Tnk − T∥ ≤ ∥A− T∥.

است. یکه پذیرگوي دور Y لذا .A ∈ FBY
(T ) بنابراین

دور یک W صورت این در باشد، B(H) از قوي بسته فضاي زیر یک W کنید فرض .3.2.2 نتیجه
است. یکه پذیرگوي

است. 2.1.2 نتیجه به مشابه اثبات برهان.

این در باشد. یکتایی و تهی غیر مجموعه یک FBB(H)
(T ) و T ∈ B(H) کنید فرض .4.2.2 قضیه

است. جزئی ایزومتري ماکسیمال عملگر یک FBB(H)
(T ) صورت
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نقاط ،7.3.1 قضیه به بنا است. BB(H) از فرین نقطه یک FBB(H)
(T ) ،6.3.1 قضیه به بنا برهان.

ماکسیمال عملگري FBB(H)
(T ) نتیجه در هستند. جزئی ایزومتري ماکسیمال عملگرهاي BB(H) فرین

است. جزیی ایزومتري

میکنیم: تعریف زیر صورت به را B(H, Y ) باشد. H از بستهاي فضا زیر Y کنید فرض

B(H, Y ) := {q ∈ B(H) : q(H) ⊆ Y }. (17.2)

گزاره صورت این در باشد. H البعد متناهی فضاي از بسته فضاي زیر یک Y کنید فرض .5.2.2 قضیه
برقرارند: زیر هاي

.SBB(H;Y )
(f) = supt∈BH

SBY
(f(t)) ،f ∈ B(H) هر براي (آ)

و FBY
f(t٠) ̸= ∅ که قسمی به باشد داشته وجود t٠ ∈ BH اگر تنها و اگر FBB(H;Y )

(f) ̸= ∅ (ب)
.SBB(H;Y )

(f) = SBY
(f(t٠))

داریم f ∈ B(H) و t ∈ BH هر براي صورت این در .g ∈ BBB(H,Y )
کنید فرض (آ) برهان.

z ⊗ داریم ، z ∈ BY هر ازاي به دیگر طرفی از .supg∈BB(H,Y )
∥f(t) − g(t)∥ ≤ SBY

(f(t))

که دهد می نتیجه این .SBY
(f(t)) ≤ supg∈BB(H,Y )

∥f(t) − g(t)∥ بنابراین .t ∈ BB(H,Y )

لذا .SBY
(f(t)) = supg∈BB(H,Y )

∥f(t)− g(t)∥

SBB(H;Y )
(f) = sup

g∈BB(H,Y )

sup
t∈BH

∥f(t)− g(t)∥

= sup
t∈BH

sup
g∈BB(H,Y )

∥f(t)− g(t)∥

= sup
t∈BH

SBY
(f(t)).

که طوري به دارد وجود g٠ ∈ BB(H,Y ) مانند عنصري بنابراین .FBB(H,Y )
(f) ̸= ∅ کنید فرض (ب).

که قسمی به t٠ ∈ BH کنید فرض .∥f − g٠∥ = SBB(H,Y )
(f)

∥f(t٠)− g٠(t٠)∥ = ∥f − g٠∥ = sup
t∈BH

SBY
(f(t))

≥ SBY
(f(t٠))

≥ ∥f(t٠)− g٠(t٠)∥.

که باشد موجود t٠ ∈ BH اگر برعکس. .FBY
f(t٠) ̸= ∅ لذا .g٠(t٠) ∈ FBY

f(t٠) بنابراین
که طوري به است موجود y٠ ∈ BY صورت این در .FBY

f(t٠) ̸= ∅ و SBB(H,Y )
(f) = SBY

(f(t٠))

که است آشکارا y٠ ⊗ t٠ ∈ BB(H,Y ) اینکه از .∥f(t٠)− y٠∥ = SBY
(f(t٠))

∥f − y٠ ⊗ t٠∥ ≥ ∥f(t٠)− y٠∥ = SBY
(f(t٠)) = SBB(H,Y )

(f).

.FBB(H,Y )
(f) ̸= ∅ لذا ،y٠ ⊗ t٠ ∈ FBB(H,Y )

(f) اینکه از
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صورت این در باشد. H البعد متناهی فضاي از بسته فضاي زیر یک Y کنید فرض .6.2.2 نتیجه
است. یکه گوي پذیر دور مجموعه یک B(H, Y )

t٠ ∈ BH ،f ∈ B(H) هر براي لذا است، فشرده مجموعهاي BH و پیوسته SBY
نگاشت چون برهان.

مجموعه BY لذا است، فشرده BY دیگر طرفی از .supt∈BH
SBY

(f(t)) = SBY
(f(t٠)) که دارد وجود

نتیجه در .FBB(H,Y )
(f) ̸= ∅ ،5.2.2 قضیه به بنا لذا .FBY

(f(t٠)) ̸= ∅ بنابراین است. دورپذیر اي
است. یکه گوي پذیر دور مجموعه یک B(H, Y )

دورترین نقطه مشخصهي 2.2.2
این در .g′ ∈ B و f ∈ B(H) \ B ،B(H) از کرانداري مجموعه زیر B کنید فرض .7.2.2 قضیه

اند: درست زیر هاي گزاره صورت
.g٠ ∈ FB(f) آنگاه . minReW ((g٠ − h)∗(f − h)) ≤ ٠ ،h ∈ B هر براي اگر (1

.maxReW ((g٠ − h)∗(f − g٠)) ≤ ٠ ،h ∈ B هر براي صورت این در ،g٠ ∈ FB(f) اگر (2

باشد. برقرار minReW ((g٠ − h)∗(f − h)) ≤ ٠ نامساوي ،h ∈ B هر براي کنید فرض (1 برهان.
لذا .limn→∞Re⟨(f − h)(xhn), (g٠ − h)(xhn)⟩ ≤ ٠ که دارد وجود {xhn}n∈N بنابراین

∥f − g٢∥٠ ≥ lim
n→∞

∥(f − g٠)(x
h
n)∥٢

= lim
n→∞

∥(f − h)(xhn)− (g٠ − h)(xhn)∥٢

= lim
n→∞

[∥(f − h)(xhn)∥٢ + ∥(g٠ − h)(xhn)∥٢

− ٢Re⟨(f − h)(xhn), (g٠ − h)(xhn)⟩]

≥ lim
n→∞

∥(f − h)(xhn)∥٢ = ∥f − h∥٢.

.g٠ ∈ FB(f) دیگر عبارت به .∥f − h∥ ≤ ∥f − g٠∥ ،h ∈ B هر براي بنابراین
که قسمی به باشد داشته وجود {xg٠n }n∈N ∈ Zf−g٠ و g٠ ∈ FB(f) کنید فرض (2

lim
n→∞

Re⟨(f − g٠)(x
g٠
n ), (g٠ − h)(xg٠n )⟩ > ٠.

داریم صورت این در

∥f − g٢∥٠ = ∥(f − g٠)(x
g٠
n )∥٢ < lim

n→∞
Re⟨(f − g٠)(x

g٠
n ), (f − h)(xg٠n )⟩

≤ lim
n→∞

|⟨(f − g٠)(x
g٠
n ), (f − h)(xg٠n )⟩|

≤ ∥(f − g٠)(x
g٠
n )∥∥(f − h)(xg٠n )∥

≤ ∥f − g٠∥∥f − g∥.

حکم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض یک این که .∥f − g٠∥ < ∥f − h∥ که میدهد نشان این
میشود. ثابت
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نباشد. برقرار است، ممکن قبل قضیه هاي قسمت عکس که میدهیم نشان زیر هاي مثال آوردن با

اگر .f = ١
٢I و همانی نگاشت I که B = {٠, I} ⊆ B(H) ،H = R کنید فرض .8.2.2 مثال

.minReW (I∗f) > ٠ اما I ∈ FB(f) صورت این در ،g٠ = I و h = ٠

و g٠ =
٣
٢I دهیم می قرار . B = {٣٢I,−I} ⊆ B(H) و H = R کنید فرض .9.2.2 مثال

.g٠ /∈ FB(f) اما maxReW ((g٠ − h)(f − g٠)) ≤ ٠ اینکه وجود با .h = −I

دورترین نقطه یک را g′ عنصر باشد B(H) از بسته کراندار مجموعه یک B کنید فرض .10.2.2 تعریف
که قسمی به ،c > ٠ باشد داشته وجود h ∈ B هر براي اگر نامیم، 2 مرتبه از نقطه

∥f − g′∥٢ ≥ ∥f − g∥٢ + c∥g − g′∥٢.

اگر .g٠ ∈ B و f ∈ B(H) \ B ،B(H) از کرانداري مجموعه زیر یک B کنید فرض .11.2.2 قضیه
که باشد داشته وجود Kf > ٠

minReW ((g٠ − h)∗(f − h)) < −Kf∥h− g٢∥٠, (h ∈ B). (18.2)

است. 2 مرتبه از نقطه دورترین نقطه یک g٠ صورت این در

است. 15.2.2 قضیه اول قسمت مشابه اثبات برهان.

اگر .g٠ ∈ B و f ∈ B(H) \B ،B(H) از کرانداري مجموعه زیر یک B کنید فرض .12.2.2 نتیجه
.FB(f) = {g٠} صورت این در نماید. صدق (18.2) شرایط در که باشد داشته وجود Kf > ٠

عنصر یک g١ کنید فرض اینک است. f براي دورترین نقطه یک g٠ ،15.2.2 قضیه به بنا برهان.
نقطه یک g٠ ،11.2.2 قضیه به بنا .||f − g١|| = ||f − g٠|| بنابراین باشد. f براي دیگري دورترین

لذا است. 2 مرتبه از دورترین

||f − g٢||١ = ||f − g٢||٠ ≥ ||f − g٢||١ +Kf ||g١ − g٢||٠

⇒ Kf ||g١ − g٢||٠ = ٠

⇒ g١ = g٠.

.FB(f) = {g٠} بنابراین

همزمان دورترین نقاط 3.2.2
مینماییم. ثابت است، باناخ نرمدار فضاي یک X که کلی حالت براي را قضیهاي ما ابتدا، بخش این در

میکنیم. بیان عملگرها جبر بحث در را نتایجی سپس
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مجموعه یک S و X از زیرمجموعهاي W نرمدار، خطی فضاي یک X کنید فرض .13.2.2 تعریف
میکنیم: تعریف باشد، X از کراندار

S(W,S) := sup
s∈S

inf
ω∈W

∥s− w∥.

هرگاه: میشود، نامیده W از S همزمان تقریب دورترین یک s٠ ∈ S عنصر

inf
ω∈w

∥s٠ − w∥ = S(W,S).

صورت به و میشود داده نمایش FS(W ) با W از S همزمان هاي تقریب دورترین تمامی مجموعه
میشود: تعریف زیر

FS(W ) := {s ∈ S : inf
ω∈w

∥s− w∥ = S(W,S)}.

قسمی Xبه از فشرده مجموعهي زیر Wیک و کراندار مجموعهي زیر یک S کنید فرض .14.2.2 قضیه
هستند. درست زیر گزارههاي صورت این در . s٠ ∈ S و W ∩ S = ∅ که

که قسمی به باشد موجود w٠ ∈ PW (s٠) اگر (1

τ١(w٠ − s, s− s٠) ≥ ٠, (s ∈ S). (19.2)

.s٠ ∈ FS(W ) آنگاه
اشت. شده معرفی 2.1.2 بخش ابتدا در که است نگاشتی همان τ١ آن در که

که قسمی به دارد وجود w٠ ∈ PW (s٠) آنگاه ،s٠ ∈ FS(f) اگر (2

τ١(w٠ − s٠, s− s٠) ≥ ٠, (s ∈ S). (20.2)

.s٠ ∈ FS(W ) آنگاه τ١(w٠ − s٠, s− s٠) ≥ ∥s− s٢∥٠ اگر علاوه به

کوچک، t ≥ ٠ برخی براي کند می ایجاب این باشد. برقرار (19.2) نامساوي کنید فرض برهان. (1
،t = ١ براي لذا است، نزولی نا تابع یک τ١ اینکه از .∥w٠ − s + t(s − s٠)∥ ≥ ∥w٠ − s∥

لذا .sups∈S ∥s− w٠∥ = ∥s٠ − w٠∥ که معناست بدان این .∥w٠ − s٠∥ ≥ ∥w٠ − s∥

sup
s∈S

inf
w∈W

∥s− w∥ ≤ inf
w∈W

sup
s∈S

∥s− w٠∥

≤ sup
s∈S

∥s− w٠∥ = ∥s٠ − w٠∥

= inf
w∈W

∥s٠ − w∥

≤ sup
s∈S

inf
w∈W

∥s− w∥.

.infw∈W ∥s٠ − w∥ = sups∈S infw∈W ∥s− w∥ بنابراین
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فشرده مجموعه W چون .infw∈W ∥s٠ − w∥ = S(W,S) لذا .s٠ ∈ FS(W ) کنید فرض (2
که قسمی به است موجود w٠ ∈ W پس است،

∥s٠ − w٠∥ = inf
w∈W

∥s٠ − w∥.

داریم s ∈ S هر براي لذا .s٠ ∈ FS(W ) اینکه از .w٠ ∈ PW (s٠) بنابراین

∥w٠ − s٠ − (s− s٠)∥ − ∥w٠ − s٠∥ ≤ ٠.

،s ∈ S هر براي لذا است، نزولی نا تابع یک τ١ چون

τ١(w٠ − s٠, s٠ − s) ≤ ٠.

،s ∈ S هر براي دیگر عبارت به یا

τ١(w٠ − s٠, s− s٠) ≥ ٠.

آنگاه τ١(w٠ − s٠, s− s٠) ≥ ∥s− s٢∥٠ اگر اینک است. (20.2) رابطه همان این

٠ ≤ τ١(w٠ − s٠, s− s٠)− ∥s− s٢∥٠ ≤ τ١(w٠ − s, s− s٠).

.s٠ ∈ FS(W ) اول قسمت به بنا بنابراین

فشرده، مجموعه یک W ⊆ B(H) و کراندار مجموعه یک B ⊆ B(H) کنید فرض .15.2.2 قضیه
اند. درست زیر عبارات صورت این در .b٠ ∈ B و W ∩B = ∅

که قسمی به باشد موجود g٠ ∈ PW (b٠) اگر (1

maxReW (h− b٠)
∗(g٠ − h)) ≥ ٠. (h ∈ B). (21.2)

.b٠ ∈ FB(W ) آنگاه
که قسمی به است موجود g٠ ∈ PW (b٠) صورت این در .b٠ ∈ FB(W ) اگر (2

maxReW ((b٠ − h)∗(g٠ − b٠)) ≤ ٠ (h ∈ B). (22.2)

برهان.
،22.1.2 لم به بنا باشد. برقرار (21.2) رابطه که قسمی به باشد موجود g٠ ∈ PW (b٠) کنید فرض (1
به توجه با بنابراین .τ١(g٠ − h, h− b٠) ≥ ٠ که میکند ایجاب این .τ٢(g٠ − h, h− b٠) ≥ ٠ داریم

.b٠ ∈ FB(W ) ،14.2.2 قضیه
است. اول قسمت به شبیه نیز قسمت این اثبات (2
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تقریب هم تئوري 3.2
g◦ ∈ G نقطه باشد. Xاز تهی غیر مجموعه زیر G و نرمدار فضاي یک X کنید فرض .1.3.2 تعریف

: که صورتی در میشود گفته 11 x تقریب هم نقطه یک

∥ g◦ − g ∥≤∥ x− g ∥, (∀ g ∈ G).

میدهیم: نمایش RG(x) نماد با را میباشد x از تقریب هم نقاط تمام شامل که را مجموعهاي

RG(x) := {g′ ∈ G : ∥g′ − g∥ ≤∥ x− g ∥, ∀ g ∈ G}.

صورت این در .x ∈ X و g٠ ∈ G ،X از فضایی زیر G کنید فرض ([40] 2 (نتیجه .2.3.2 لم
.G⊥Bx− g٠ اگر فقط و اگر g٠ ∈ RG(x)

در باشد. H از تهی غیر زیرفضاي Y و هیلبرت فضاي یک H کنید فرض ([40] 1 لم ) .3.3.2 قضیه
.RY (x) = PY (x) ،x ∈ H هر براي صورت این

مجموعه یک B(H, Y ) صورت این در باشد. H از بسته فضاي زیر یک Y کنید فرض .4.3.2 قضیه
است. پذیر تقریب هم

لذا است، خطی PY (x) چون بگیرید. نظر در x → RY (x) ضابطه با را ϕ : H → Y نگاشت برهان.
نگاشت اینک میباشد. خطی نگاشتی نیز ϕ ،3.3.2 قضیه به بنا

Φ : B(H) −→ B(H, Y ),

h ∈ B(H, Y ) کنید فرض بگیرید. نظر در را شود می تعریف Φ(f) = ϕof ،f ∈ B(H) هر براي که
، x ∈ H هر براي صورت این در باشد. دلخواه عملگر یک

∥h(x)− ϕof(x)∥ = ∥PY (h(x))− PY (f(x))∥ ≤ ∥h(x)− f(x)∥.

لذا
∥h− ϕof∥ ≤ ∥f − h∥.

بنابراین
∥h− Φ(f)∥ ≤ ∥f − h∥.

است. پذیر تقریب هم مجموعه یک B(H, Y ) نتیجه در .Φ(f) ∈ RB(H,Y )(f) پس
به S متعامد مکمل مجموعهي باشد. B(H) از ناتهی فضاي زیر یک S کنید فرض .5.3.2 تعریف

میشود: تعریف زیر صورت

S⊥ = {g ∈ B(H) : g∗h = ٠, ∀ h ∈ S}.

میگویند. 12 متعامدپذیر مکمل را S مجموعهي .B(H) = S ⊕ S⊥ که حالتی در
Complementable 12 Co-approximation 11
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یک S صورت این در باشد. پذیر متعامد مکمل چبیشف زیرفضاي یک S کنید فرض .6.3.2 قضیه
است. پذیر تقریب هم مجموعه

دارد وجود g١ ∈ S⊥ و h١ ∈ S شود می نتیجه B(H) = S⊕S⊥ از .f ∈ B(H) کنید فرض برهان.
.PS(g١) = {٠} لذا .B(H) = S ⊕ Ŝ ،5.2.1 قضیه به بنا است. چبیشف S چون .f = h١ + g١ که

بگیرید: نظر در را زیر نگاشت اینک

PS : B(H) → S, f → PS(f).

،h ∈ S براي لذا است. انقباضی نگاشت یک PS

∥h− h١∥ = ∥PS(h− h١ − g١)∥

= ∥PS(h− f)∥

≤ ∥h− f∥.

است. پذیر تقریب هم مجموعه یک S بنابراین

تقریب هم نقاط مشخصهي 1.3.2
،g٠ ∈ RB(f) اگر .g٠ ∈ B و f ∈ B(H)\B ،B(H) از بسته فضاي Bیکزیر فرضکنید .7.3.2 لم

که قسمی به دارد وجود {xhn}n∈N ∈ Zh−g٠ ي دنباله h ∈ B هر براي آنگاه

lim
n→∞

⟨h(xhn), (f − g٠)(x
h
n)⟩ = ٠.

،{xh١n }n∈N ∈ Zh١ هر ازاي به که قسمی به باشد موجود h١ ∈ B کنید فرض برهان.

lim
n→∞

⟨h١(xh١n ), (f − g٠)(x
h١
n )⟩ ̸= ٠.

A بنابراین نیست. ٠ شامل و محدب مجموعه یک A اینکه از .A =W ((f − g٠)
∗h١) دهیم می قرار

راست صفحه نیم در که کرد فرض میتوان دوران، از استفاده با بود. خواهد صفحه نیم یک در مشمول
که دارد وجود c > ٠ لذا دارد. وجود A مجموعه و ٠ نقطه بین کننده جدا خط یک بنابراین دارد. قرار

کنید فرض . Re z ≥ c > ٠ ، z ∈ Aهر براي

S = {x ∈ H : ∥x∥ = ١, Re⟨h١(x), (f − g٠)(x)⟩ ≤
١
٢c}.

دنبالهاي کنید فرض صورت، این غیر در .ϱ < ∥h١∥ بایست می تعریف به بنا .ϱ = supt∈S ∥h١(t)∥ و
باشد. نیز S به متعلق که باشد موجود {xh١n }n∈N ∈ Zh١ مانند

همگرا که کرد فرض میتوان لذا است. C از کراندار دنبالهاي {⟨h١(xh١n ), (f − g٠)(x
h١
n )⟩} چون

میدهیم قرار است.
λ٠ = lim

n→∞
⟨h١(xh١n ), (f − g٠)(x

h١
n )⟩.

35



هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .2

است. تناقض یک این که Re(λ٠) ≤ ١
٢c صورت این در

یکه گوي در عنصري یک x کنید فرض .µ = min{ c

∥f − g٢∥٠
,
∥h١∥ − ϱ

∥f − g٠∥
} میهیم قرار اینک

گیریم: می نظر در را حالت دو باشد. H
صورت این در .x ∈ S اگر اول: حالت

∥h١(x)− µ(f − g٠)(x)∥ ≤ ∥h١(x)∥+ µ∥f − g٠∥

< ϱ+
∥h١∥ − ϱ

∥f − g٠∥
∥f − g٠∥

= ∥h١∥.(∗)

داشت خواهیم لذا .µ٢∥(f − g٠)(x)∥٢ − cµ < ٠ اینکه از .x /∈ S اگر دوم: حالت
∥h١(x)− µ(f − g٠)(x)∥٢ = ∥h١(x)∥٢ + µ٢∥(f − g٠)(x)∥٢

− ٢µRe⟨h١(x), (f − g٠)(x)⟩

≤ ∥h١(x)∥٢ + µ٢∥(f − g٠)(x)∥٢ − cµ

< ∥h٢∥١.(∗∗)

فرض با متناقص این ،2.3.2 لم به بنا .∥h١+µ(f − g٠)∥ < ∥h١∥ شود می نتیجه (∗), (∗∗) رابطه از
.g٠ ∈ RB(f)

این در .g٠ ∈ W و f ∈ B(H) \W ،B(H) از بسته فضاي زیر یک W کنید فرض .8.3.2 قضیه
هستند: معادل زیر گزارههاي صورت

.g٠ ∈ RW (f) (1
،h ∈ W هر براي (2

minReW ((f − g٠)
∗h) ≤ ٠. (23.2)

که باشد دنبالهاي {xg−g٠n } ∈ Zg−g٠ و W از دلخواهی عنصر یک g کنید فرض .(٢) → (١) برهان.
صورت این در کند. صدق (23.2) شرط در

∥f − g∥٢ ≥ ∥(f − g)(xg−g٠n )∥٢

= ∥(f − g٠)(x
g−g٠
n )∥٢) + ∥(g − g٠)(x

g−g٠
n )∥٢

− ٢Re⟨(g − g٠)(x
g−g٠
n ), (f − g٠)(x

g−g٠
n )⟩

≥ ∥(g − g٠)((x
g−g٠
n ))∥٢ = ∥g − g٢∥٠.

.g٠ ∈ RW (f) دیگر عبارت به ،∥f − g∥ ≥ ∥g − g٠∥ بنابراین
که دارد وجود {xhn}n∈N ∈ Zh ،7.3.2 لم به بنا .g٠ ∈ RW (f) کنید فرض .(١) → (٢)

lim
n→∞

⟨(f − g٠)(x
h
n), h(x

h
n)⟩ = ٠.

.minReW ((f − g٠)
∗h) ≤ ٠ بنابراین
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تقریب هم تئوري .3.2

میدهیم. ارائه تقریب هم نقاط براي دیگر مشخصهاي ادامه در
این در .g٠ ∈ U و f ∈ B(H) \ U ،B(H) از بسته فضاي زیر یک U کنید فرض .9.3.2 نتیجه

هستند: معادل زیر گزارههاي صورت
.g٠ ∈ RU(f) (1

، h ∈ U هر براي (2
τ٢(h, (g٠ − f)) ≥ ٠. (24.2)

برهان.
لم به بنا اینک است. برقرار (23.2) نامساوي ،8.3.2 قضیه به بنا .g٠ ∈ RU(f) اینکه از .(١) → (٢)

میشود. نتیجه (24.2) نامساوي ،22.1.2
به دارد وجود t٠ > ٠ یک لذا باشد. برقرار (24.2) رابطه h ∈ U هر براي کنید فرض .(٢) → (١)

ضابطه با φ اینکه از .∥h+t٠(g٠−f)∥٢−∥h∥٢
٢t٠ ≥ ٠ که قسمی

φ(t) =
∥h+ t(g٠ − f)∥٢ − ∥h∥٢

٢t , (25.2)
دهیم می قرار .∥h − (f − g٢∥(٠ − ∥h∥٢ ≥ ٠ ، t = ١ ازاي به لذا است. نانزولی نگاشت یک

.g٠ ∈ RU(f) دیگر عبارت به .∥f − g∥ ≥ ∥g − g٠∥ بنابراین .h = g − g٠

f ∈ B(H) نقطه هاي تقریب بهترین جزء g١ ،g٢ نقطه دو که هنگامی میشویم یادآور اینجا در
اتفاق این است ممکن هستند، تقریب هم ها آن که هنگامی اما .∥f − g١∥ = ∥f − g٢∥ لاجرم باشند،

دهد. رخ نیز تساوي این است ممکن زیر شرایط مانند شرایطی در اما نیفتد.
هر براي اگر باشند. G تقریب هم g٢ و g١ ،B(H) از مجموعه زیر یک G کنید فرض .10.3.2 گزاره

،g ∈ G\{gi}

maxReW ((f − g)∗(gi − f)) ≥ ٠. (26.2)
.∥f − g١∥ = ∥f − g٢∥ آنگاه

{xg١−fn }n∈N اي دنباله بنابراین باشد. درست (26.2) رابطه g ∈ G\{gi} هر براي کنید فرض برهان.
نتیجه در .limn→∞⟨(g١ − f)(x

g١−f
n ), (f − g٢)(x

g١−f
n )⟩ ≥ ٠ که است موجود Zg١−f در

∥f − g٢∥٢ ≥ ∥g١ − g٢∥٢ ≥ lim
n→∞

∥g١ − g٢(x
g١−f
n )∥٢

= lim
n→∞

∥(f − g٢)(x
g١−f
n ) + (g١ − f)(xg١−fn )∥٢

= lim
n→∞

∥(f − g٢)(x
g١−f
n )∥٢ + ∥(g١ − f)(xg١−fn )∥٢

+٢ Re⟨(g١ − f)(xg١−fn ), (f − g٢)(x
g١−f
n )⟩

≥ lim
n→∞

∥(f − g١)(x
g١−f
n )∥٢ = ∥f − g١∥.
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هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .2

.∥f − g١∥ = ∥f − g٢∥ لذا نمود. اثبات را نامساوي دیگر طرف میتوان مشابه طور به

هم یک g٠ ∈ B و f ∈ B(H) \ B ،B(H) از بسته فضاي زیر یک B کنید فرض .11.3.2 گزاره
،g ∈ B\{g٠} هر براي اگر .f تقریب

minReW ((f − g)∗(f − g٠)) ≤ ٠. (27.2)

است. f تقریب بهترین یک g٠ آنگاه

در {xf−g٠n }n∈N صورت دراین باشد. برقرار (27.2) نامساوي g ∈ B هر براي کنید فرض برهان.
که است موجود Zf−g٠

lim
n→∞

⟨(f − g٠)(x
f−g٠
n ), (f − g)(xhn)⟩ ≤ ٠.

بنابراین
∥f − g∥٢ ≥ ∥g − g٠∥

≥ lim
n→∞

∥(g − g٠)(x
f−g٠
n )∥٢

= lim
n→∞

∥(f − g٠)(x
f−g٠
n )∥٢ + ∥(f − g)(xf−g٠n )∥٢

−٢ Re⟨(f − g٠)(x
f−g٠
n ), (f − g)(xf−g٠n )⟩

≥ lim
n→∞

∥(f − g٠)((x
f−g٠
n ))∥٢ = ∥f − g٢∥٠.

است. f تقریب بهترین g٠ دیگر عبارت به ،∥f − g∥ ≥ ∥f − g٠∥ ،g ∈ B هر براي لذا
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3 فصل

فضاهاي و باناخ جبرهاي در تقریب تئوري
مدولی

بیان به اول، بخش در میکنیم. مطرح مدولی فضاهاي و جبرها -C∗ در را تقریب نظریه فصل این در
جبرهاي در را تقریب نقاط یکتایی شبه عدم و وجود دوم بخش در و میپردازیم تقریب نقاط مشخصهي

کردیم. خواهیم بیان مدولی فضاهاي و جبرها -C∗ باناخ،

تقریب نقاط مشخصههاي 1.3
قضیه و شد اثبات هیلبرتی عملگرهاي جبر مورد در که قضایایی کمک به داریم قصد بخش این در

نماییم. بیان ∗C-جبري فضاي تقریب مورد در را نتایجی گلفند-نیمارك
هر براي باشد. A براي گلفند-نیمارك نمایش (π,H) و ∗C-جبر یک A کنید فرض .1.1.3 تعریف
میدهیم. WA(aنشان

∗b) نماد با و میکنیم تعریف زیر صورت به را a به نسبت a∗bعددي برد a, b ∈ A

WA(a
∗b) := {λ ∈ C : λ ∈ W (π(a∗b)) = W (π(a)∗π(b))}. (1.3)

در .b٠ ∈ B و a ∈ A \B ،A ∗C-جبر از بسته محدب مجموعه زیر یک B کنید فرض .2.1.3 نتیجه
،b ∈ B هر براي اگر تنها و اگر b٠ ∈ PB(a) صورت این

maxReWA((b− b٠)
∗(a− b)) ≤ ٠ ≤ maxReWA((b٠ − b)∗(a− b٠)). (2.3)

،1.1.3 تعریف به بنا صورت این در باشد. برقرار (2.3) نامساوي b ∈ B هر براي که کنید فرض برهان.
داریم π(b) ∈ π(B) هر براي

maxReW (π(b− b٠)
∗π(a− b)) ≤ ٠ ≤ maxReW (π(b٠ − b)∗π(a− b٠)).

که شود می نتیجه است ایزومتري یک π اینکه از .π(b٠) ∈ Pπ(B)(π(a)) ،27.1.2 نتیجه به بنا
.b٠ ∈ PB(a)
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مدولی فضاهاي و باناخ جبرهاي در تقریب تئوري .3

کراندار اساسی طور به توابع فضاي در تقریب بهترین مشخصهي به قضیه، این از کاربردي عنوان به
میپردازیم.

: نگاشت باشد. X روي بورل مثبت اندازه یک µ و پذیر اندازه فضاي یک X کنید فرض

π : L∞(X,µ) → B(L٢(µ))

f −→Mf ,

یک (π, L٢(µ)) زوج بگیرید. نظر در را میشود تعریف Mf (h) = foh ،h ∈ L٢(µ) هر براي که
است. L∞(X,µ) براي گلفند نمایش

در .f ∈ L∞(X,µ)\B و L∞(X,µ) از بسته محدب مجموعه زیر یک B کنید فرض .3.1.3 نتیجه
،g ∈ B هر براي اگر تنها و اگر g٠ ∈ PB(f) صورت این

max
hi∈ZMf−g

Re

∫
((f − g)ohi)(x)((g − g٠)ohi)(x)dµ ≤ ٠.

است. بدیهی 2.1.3 نتیجه به بنا اثبات برهان.

عبارات صورت این در .b٠ ∈ B و a ∈ A \B ،A از بسته فضایی زیر یک B کنید فرض .4.1.3 نتیجه
اند: معادل زیر

.b٠ ∈ RB(a) (1
،b ∈ B هر براي (2

minReWA((a− b٠)
∗b) ≤ ٠. (3.3)

است. 2.1.3 نتیجه مشابه اثبات برهان.

این در .g٠ ∈ G و f ∈ L∞(X,µ) \G ،L∞(X,µ) از فضایی زیر یک G کنید فرض .5.1.3 نتیجه
اند: معادل زیر عبارات صورت

.g٠ ∈ RG(f) (1
،g ∈ G هر براي (2

min
hi∈ZMg

Re

∫
(gohi(x))((f − g٠)ohi(x))dµ ≤ ٠. (4.3)

است. بدیهی 4.1.3 نتیجه به بنا اثبات برهان.

این در .m٠ ∈ M و a ∈ A \M ، A ∗C-جبر از بسته فضاي زیر یک M کنید فرض .6.1.3 قضیه
معادلند: زیر احکام صورت

.m٠ ∈ PM(a) (1
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تقریب نقاط مشخصههاي .1.3

: که قسمی به است موجود A روي φ حالت فوق (2

φ((a−m٠)
∗(a−m٠)) = ∥a−m٢∥٠, (5.3)

φ(m∗(a−m٠)) ≤ ٠, (∀ m ∈M). (6.3)

میدهیم قرار باشد. A براي گلفند-نیمارك نمایش یک (π,H) و m٠ ∈ PM(f) کنید فرض برهان.
به بنا اینک .g٠ ∈ PU(f) لذا است. ایزومتري یک π چون .U = π(M) و g٠ = π(a٠) ،f = π(b)

داریم h ∈ U هر براي که قسمی به است موجود B(H) از φ حالت فوق ،43.1.2 قضیه

φ((f − g٠)
∗(f − g٠)) = ∥f − g٢∥٠, φ(h(f − g٠)) ≤ ٠.

میکنیم: تعریف را زیر ضابطه با ψ : A −→ R نگاشت

ψ(x) = φ(π(x)), (∀ x ∈ A).

میکند. صدق (6.3) و (5.3) شرایط در ψ که است بدیهی

میکنیم. بیان هیلبرتی مدولی فضاهاي در را تقریب بهترین مشخصهي ادامه در
E صورت این در باشد. A ∗C-جبر روي A-مدول یک E کنید فرض ([18] 3.4 (قضیه .7.1.3 لم
نمایش در نظر مورد فضاي H هستند( هیلبرت فضاهاي H,K که است B(H,K) در نشاندن قابل

که قسمی به دارد وجود l مانند ایزومتري یک دیگر عبارت به میباشد) A براي گلفند

l : E −→ B(H,K),

است. برقرار زیر رابطه h١, h٢ ∈ H و e١, e٢ ∈ E براي که

⟨l(e١)h١, l(e٢)h٢⟩ = ⟨h١, π(⟨(e١), e٢⟩)h٢⟩.

.b ∈ E \M و E از مدول زیر یک M ،A ∗C-جبر روي یکA-مدول E کنید فرض .8.1.3 نتیجه
که قسمی به است موجود ψ : A→ R حالت فوق صورت این در ،m٠ ∈ PM(b) اگر

ψ(⟨b−m٠, b−m٠⟩) = ∥b−m٢∥٠, (7.3)

،m ∈M هر براي و

ψ(⟨m, b−m٠⟩) ≤ ٠. (8.3)

m ∈ M هر براي و کند صدق (7.3) شرط در که قسمی به باشد موجود ψ حالت فوق اگر برعکس. و
باشد برقرار زیر تساوي

ψ(⟨m, b−m٠⟩) = ٠. (9.3)

.m٠ ∈ PM(b) آنگاه
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مدولی فضاهاي و باناخ جبرهاي در تقریب تئوري .3

از باشد. 7.1.3 لم در شده تعریف نگاشت l : E −→ B(H,K) و m٠ ∈ PM(f) کنید فرض برهان.
موجود {xmn }n∈N دنبالهاي l(M) در l(m) هر براي ،42.1.2 قضیه به بنا ،l(m٠) ∈ Pl(M)(l(b)) اینکه

و ∥l(b−m٠)∥ = limn→∞ ∥l(b−m٠)(x
m
n )∥ که قسمی به است

lim
n→∞

⟨l(b−m٠)(x
m
n ), l(m)(xmn )⟩ = ٠.

بگیرید. نظر در را زیر نگاشت اینک
φn : A −→ R

φn(a) = ⟨π(a)(xmn ), xmn ⟩.

و φm به همگرا φn دنباله آلاغلو قضیه به بنا لذا .φn ∈ BA∗ اینکه از
φm(⟨m, b−m٠⟩) = lim

n→∞
⟨l(b−m٠)(x

m
n ), l(m)(xmn )⟩ = ٠.

چنین هم
φm(⟨b−m٠, b−m٠⟩) = lim

n→∞
⟨l(b−m٠)(x

m
n ), l(b−m٠)(x

m
n ⟩)

= lim
n→∞

∥l(b−m٠)(x
m
n )∥٢ = ∥b−m٢∥٠.

قضیه اثبات شبیه اینک بگیرید، نظر در را ψ(a) = infm∈M φm(a) ضابطه با ψ : A −→ R نگاشت
میکند. صدق (9.3) و (7.3) شرایط در که است، Aروي حالت فوق یک ψ که داد نشان میتوان ،43.1.2
این در میکند. صدق (9.3) و (7.3) شرایط در که باشد موجود ψ حالت فوق کنید فرض . برعکس

داریم صورت
∥b−m٢∥٠ = ψ(⟨b−m٠, b−m٠⟩)

= |ψ(⟨b−m+m−m٠, b−m٠⟩|

≤ |ψ(⟨b−m, b−m٠⟩)|+ |ψ(⟨m−m٠, b−m٠⟩)|

≤ ∥(b−m)∥∥(b−m٠)∥.

.m٠ ∈ PM(b) لذا
میشود، نامیده 1 نرمینگ N ⊆ BX∗ مجموعه باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض .9.1.3 تعریف

،x ∈ X هر براي اگر
∥ x ∥= sup{| ϕ(x) |: ϕ ∈ N}.

دلخواه مجموعه یک E ،X از فضاي زیر یک Y باناخ، فضاي یک X کنید فرض [87] .10.1.3 قضیه
داشته وجود ε > ◦ هر براي اگر تنها و اگر y◦ ∈ PY (x) صورت این در .x ∈ X \ Y و X∗ از نرمینگ

که طوري به λ١, λ٢, ...λn و φ١, φ٢...φn ∈ E باشد
n∑
i=١

| λi |≤ ١,

Norming 1
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باناخ جبرهاي در تقریب نقاط یکتایی شبه .2.3

|
n∑
i=١

λiϕi(y) |< ε ∥ y ∥, (y ∈ Y ).

و
|∥ x− y◦ ∥ −

n∑
i=١

λiλiϕi(x− y◦) |< ε.

نگاشت .ϕ ∈ A∗ و y ∈ E ،A ∗C-جبر روي یکA-مدول E کنید فرض

ϕ~ y : E −→ C

(ϕ~ y)(x) = ϕ(⟨x, y⟩), (∀ x ∈ E).

است. E∗ به متعلق

.x ∈ E \M و E از مدول زیر یک M ،A ∗C-جبر روي یکA-مدول E کنید فرض .11.1.3 قضیه
y١, y٢, ...yn ∈ BE ،ϕ١, ϕ٢, ....ϕn ∈ BA∗ ،ε > ٠ براي اگر تنها و اگر m٠ ∈ PM(x) صورت این در

و ∑n
i=١ | λi |≤ ١ که قسمی به باشند موجود λ١, λ٢, ...λn ∈ C و

|
n∑
i=١

(ϕi ~ yi)(m) |< ε∥m∥, (m ∈M).

و
|

n∑
i=١

(ϕi ~ yi)(x−m٠)− ||(x−m٠)|| |< ε.

مجموعه دهیم نشان است کافی ،10.1.3 قضیه به بنا برهان.

N = {ϕ~ y : ϕ ∈ BA∗ , y ∈ BE},

داشت: خواهیم نرم تعریف به بنا منظور بدین است. BE∗ در نرمینگ

sup{| ψ(x) |: ψ ∈ N} = sup{| (ϕ~ y)(x) |: ϕ ∈ BA∗ , y ∈ BE}

= sup{| ϕ(⟨x, y⟩) |: ϕ ∈ BA∗ , y ∈ BE}

= sup{||⟨x, y⟩||, ||y|| ≤ ١}

= ||x||.

باناخ جبرهاي در تقریب نقاط یکتایی شبه 2.3
z ∈ A عنصر باشد. A از بسته سره زیرفضاي یک B و باناخ فضاي یک A کنید فرض .1.2.3 تعریف

باشد. B مجموعه از z تقریب بهترین ٠ که صورتی در شود، می نامیده 2 مینیمال
Minimal 2
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استفاده Ah = {a ∈ A : a = a∗} مجموعه براي Ah نماد از ما ∗C-جبر، یک A کنید فرض
میکنیم.

این در باشد. مینیمال a ∈ Ah و A از یکدار جبر زیر یک B کنید فرض ([98]6.2 (قضیه .2.2.3 لم
.ϕ(ab+ b∗a) = ٠ ،b ∈ B هر براي و ϕ(a٢) = ∥a∥٢ که است موجود چنان ϕ حالت نگاشت صورت

دارد وجود صورت این در .|PM(a)| ≥ ١ و a ∈ Ah و A از جبر زیر یک M کنید فرض .3.2.3 لم
است. هرمیتی که اي m٠ ∈ PM(a)

m٠+m∗
٠

٢ یعنی m٠ نمایش در حقیقی قسمت که میدهیم نشان .m٠ ∈ PM(a) کنید فرض برهان.
منظور بدین میباشد. نظر مورد هرمیتی عنصر

∥a− m٠ +m∗
٠

٢ ∥ = ∥a+ a∗

٢ − m٠ +m∗
٠

٢ ∥

≤ ∥a−m٠
٢ ∥+ ∥a

∗ −m∗
٠

٢ ∥

≤ ∥a−m∥.

.m٠ +m∗
٠

٢ ∈ PM(a) ∩ Ah بنابراین

معادل زیر گزارههاي صورت این در باشد. A از پذیر تقریب جبر زیر Mیک کنید فرض .4.2.3 قضیه
اند:

است. چبیشف شبه M (1
در ناهمگراي دنباله زیر حاوي x٠ − xn ∈M که قسمی به A از {xn} دنبالهي و x٠ ∈ A نقطه (2

،m ∈M هر براي که قسمی به نباشند، موجود A روي φ حالت فوق نگاشت و A

φ(x∗nxn) = ∥xn∥٢ (10.3)

φ(m∗xn) ≤ ٠. (11.3)

x٠ − xn ∈ M که A از {xn} دنبالهي و x٠ ∈ A ، φ حالت فوق کنید فرض .١ ⇒ ٢ برهان.
میدهیم قرار نمایند. صدق (11.3) ،(10.3) شرط در که باشند موجود A در ناهمگراي دنباله زیر حاوي
M بودن چبیشف شبه فرض با تناقض این اما .gn ∈ PM(x٠) ،6.1.3 قضیه به بنا ،gn = x٠ − xn

است.
، x ∈ A هر براي است پذیر تقریب M چون نباشد. چبیشف شبه M که کنید فرض .٢ ⇒ ١
زیر یک داراي که قسمی به gn ∈ PM(a) و هرمیتی عنصر یک a ∈ A کنید فرض .PM(x) ̸= ∅
میدهیم تشکیل آنگاه a ̸= a∗ (اگر میباشند. هرمیتی نیز gn ،3.2.3 لم به بنا باشد. ناهمگرا دنباله

درقالب تقریب بهترین عنصر داراي عنصر این .M٢(A) جبر در X =

٠ a∗

a ٠

 هرمیتی عنصر

44
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ϕn حالت تابع ،n ∈ N هر براي 2.2.3 لم بستن کار به با است.) m ∈ M که M٠ =

٠ m∗

m ٠


که قسمی به است موجود

ϕn((a− gn)
٢) = ∥a− gn∥٢,

ϕn((a− gn)(g)
∗ + g(a− gn)) = ٠.

φ که نشان میتوان ،43.1.2 قضیه شبیه بگیرید، نظر در را φ(h) = infn∈N Re φn(h) نگاشت اینک
داریم ،i, n ∈ N هر براي اینک است. حالت فوق یک

ϕn((a− gi)
٢) = ϕn((a− gn + gn − gi)(a− gn + gn − gi)

∗)

= ϕn((a− gn)(a− gn)
∗) + ϕn((gn − gi)(gn − gi)

∗)

+ ϕn((a− gn)(gn − gi)
∗ + (gn − gi)(a− gn)

∗)

≥ ϕn((a− gn)(a− gn)
∗) = ∥a− gn∥٢ = ∥a− gi∥٢.

دیگر طرفی از
ϕn((a− gi)

٢) ≤ ∥ϕn∥∥a− gi∥٢ = ∥a− gi∥٢.

داریم n ∈ N هر براي بنابراین

φ((a− gn)(a− gn)
∗) = φ((a− gn)

٢) = ∥a− gn∥٢.

چون

φ(g∗(a− gn)) ≤ Re φn(g
∗(a− gn)) =

١
٢(φn((a− gn)g

∗ + g(a− gn)
∗) = ٠.

فرض با متناقض این که است (11.3) ،(10.3) شرایط داراي φ لذا .φ(g∗(a − gn)) ≤ ٠ بنابراین
است. (2) قسمت

چبیشف ناشبه مجموعههاي وجود
که دارند وجود مجموعههاي نامتناهی بعد با یکدار باناخ جبرهاي در دهیم نشان داریم قصد ادامه در

هستند. 4 ناچبیشفگون و 3 چبیشف ناشبه

و Ω(X) ̸= ∅ اگر است (N) خاصیت داراي X باشد. باناخ جبر یک X کنید فرض .5.2.3 تعریف
.∥x∥ < ∥y∥ که کند ایجاب |τ(x)| ≤ |τ(y)| رابطه x, y ∈ X, τ ∈ Ω(X) هر براي

Non Pseudo-Chebyshev 4 Non Quasi-Chebyshev 3
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خود X̂ ، (N ) خاصیت با البعد نامتناهی یکدار باناخ جبر یک X کنید فرض ([44]2.1 (لم .6.2.3 لم
کند: صدق زیر شرط در و الحاق

inf{r(x) : x ∈ A, ∥x∥ = ١} > ٠, (12.3)

برقرارند: زیر احکام آنگاه
که قسمی به است موجود X از {xn} دنبالهاي یک (1)

{τ(xn) : τ ∈ Ω(X)} ⊆ [٠,١].

Ω(X) از مجزا دو به دو مجموعههاي از دنبالهاي یک An = {(̂xn)
−١
{١} مجموعهي n ∈ N هر براي

است.
زیر ضابطه با X روي Tn نگاشت (2)

Tn : X −→ X, x −→ xnx, (13.3)

میشوند: تعریف زیر صورت به En آن در که نیستند En در ثابتی نقطهي هیچ داراي

En = {x ∈ X : ٠ ≤ τ(x) ≤ ١, τ ∈ Ω(X), τ(x) = ١, (τ ∈ An)}. (14.3)

در و الحاق خود X̂ ،(N ) خاصیت با نامتناهیالبعد یکدار باناخ جبر یک X کنید فرض .7.2.3 قضیه
باشد. می چبیشف ناشبه مجموعه یک داراي X صورت این در کند. صدق (12.3) شرط

ها نگاشت En و Tn چنین هم باشد. چبیشف شبه X از ناتهی مجموعه زیر هر کنید فرض برهان.
داراي X و |τ(xn)| ≤ ١ = τ(e) اینکه از باشند. (14.3) و (13.3) در شده تعریف هاي مجموعه و

،x, y ∈ X هر براي چون .∥xn∥ ≤ ١ ،n ∈ N هر براي که میشود نتیجه است، (N) خاصیت

∥Tn(x)− Tn(y)∥ = ∥xn(x− y)∥ ≤ ∥xn∥∥x− y∥ ≤ ∥x− y∥.

نسبت پایایی محدب هاي مجموعه En ،n ∈ N هر براي است. X روي انقباضی خاصیت داراي Tn لذا
اینک باشند. می فشرده فرض به بنا و محدب مجموعه یک PEn(x) ،x ∈ X هر براي هستند. Tn به
y ∈ En چون .y ∈ PEn(٠) که کنید فرض است. Tn براي پایا مجموعهي یک PEn(٠) میدهیم نشان
که میشود نتیجه ،g ∈ En هر براي لذا اند، انقباضی نگاشت Tn اینکه از است. En به متعلق Tny لذا

∥Tny − ٠∥ = ∥Tny − Tn٠∥ ≤ ∥y − ٠∥ ≤ ∥g − ٠∥.

طرفی از پایاست. Tn نگاشت به نسبت PEn(٠) مجموعهي لذا است. PEn(٠) به متعلق Tny بنابراین
اینکه از ایست. پیوسته نگاشت Tn لذا اند، پیوسته باناخ جبرهاي در ضربی عملگر نگاشت چون دیگر
لذا .PEn(٠) ∩ F (Tn) ̸= ∅ ، n ∈ N هر براي 16.3.1 قضیه به بنا است، پیوسته نگاشت I − Tn

ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در قبل لم دوم قسمت با این اما .En ∩ F (Tn) ̸= ∅
میشود.
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،x ∈ X هر براي اگر گویند، چبیشفگون مجموعه یک Xرا Wاز ناتهی مجموعهي زیر تعریف8.2.3.
ناچبیشفگون یک Wرا مجموعه صورت این غیر در باشد. البعد متناهی و ناتهی مجموعهي یک PW (x)

مینامیم.

خود X̂ ، (N ) خاصیت با جابجایی البعد نامتناهی یکدار باناخ جبر یک X کنید فرض .9.2.3 قضیه
میباشد. ناچبیشفگون مجموعه یک داراي X صورت این در کند. صدق (12.3) شرط در و الحاق

و ها نگاشت En و Tn چنین هم باشد. چبیشفگون X از ناتهی مجموعه زیر هر کنید فرض برهان.
مجموعه En ،n ∈ Nهر براي که میدهیم نشان ابتدا باشند. (14.3) و (13.3) شده تعریف مجموعههاي

،x ∈ En هر براي است. کرانداري

٠ < β = inf{r(x) : x ∈ X, ∥x∥ = ١}

≤ r(
x

||x||
) = sup |τ( x

||x||
)| = ١

∥x∥
sup

τ∈Ω(X)

| τ(x) | .

قضیه به بنا است. x ∈ X هر براي کرانداري مجموعه PEn(x) نتیجه در و کراندار En بنابرابن
نشان را تناقض میتوان ،7.2.3 قضیه شبیه اینک هستند. فشرده PEn(x) مجموعه 5 بولزانو-وایرشتراش

داد.

این در باشد. البعد نامتناهی C(S) و فشرده هاسدروف توپولوژیک فضاي S کنید فرض .10.2.3 نتیجه
است. ناچبیشفگون و چبیشف ناشبه مجموعههاي داراي C(S) صورت

،x ∈ C(S) هر براي منظور بدین است. (N) خاصیت داراي C(S) میدهیم نشان ابتدا برهان.
داشت خواهیم |x(s)| ≤ |y(s)| ،s ∈ S هر براي که قسمی به y ∈ C(S) اگر و σ(x) = x(S)

چنین هم .∥x∥ ≤ ∥y∥

r(x) = sup
λ∈σ(x)

|λ| = sup
s∈S

|x(s)| = ∥x∥, (15.3)

،7.2.3 قضیه شرایط در C(S) اینکه از .inf{r(x) : x ∈ X, ∥x∥ = ١} = ١ > ٠ ،(15.3) بنا لذا
است. ناچبیشفگون و چبیشف ناشبه مجموعههاي داراي C(S) لذا میکند، صدق

جابجایی جبر زیر یک شامل البعد، نامتناهی ∗C-جبر هر : 6 گاساوارا قضیه [92] .11.2.3 قضیه
است. البعد نامتناهی

حداقل داراي A اگر تنها و اگر است نامتناهیالبعد A باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .12.2.3 قضیه
باشد. کراندار چبیشف ناشبه مجموعه یک

مانند البعد نامتناهی جابجایی جبر زیر یک شامل A ،11.2.3 قضیه به بنا ،dim(A) = ∞ اگر برهان.
مجموعه یک داراي B ،10.2.3 نتیجه به توجه با اینک .B ≃ C(Ω(A)) گلفند قضیه به بنا است. B

است. صادق نیز A براي مطلب این درنتیجه است. چپیشف ناشبه
Gasawara 6 Bolzano Weierstrass 5
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قضیه به بنا .A از بسته و کراندار مجموعه یک W و dim(A) < ∞ که کنید فرض برعکس.
تناقضی این که است. فشرده و غیرتهی PW (a) ،a هر براي بنابراین است. Wفشرده بولزانو-وایرشتراش

.dim(A) = ∞ لذا میکند. ایجاب A در چپیشف ناشبه مجموعهاي وجود فرض با را

حداقل داراي A اگر تنها و اگر است نامتناهیالبعد A باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .13.2.3 قضیه
باشد. ناچبیشفگون مجموعه یک

است. 12.2.3 قضیه شبیه اثبات برهان.

تنها و اگر است نامتناهیالبعد E باشد. A ∗C-جبر روي یکA-مدول E کنید فرض .14.2.3 نتیجه
باشد. کراندار چبیشف ناشبه مجموعه یک حداقل داراي E اگر

به بنا هستند. هیلبرتی فضاي H,K که است B(H,K) در نشاندن قابل E ،7.1.3 لم به بنا برهان.
است. بدیهی اثبات ،12.2.3 قضیه

تنها و اگر است نامتناهیالبعد E باشد. A ∗C-جبر روي یکA-مدول E کنید فرض .15.2.3 نتیجه
باشد. ناچبیشفگون مجموعه یک حداقل داراي E اگر

است. 14.2.3 نتیجه شبیه اثبات برهان.
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4 فصل

هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري
فازي

مقدماتی ابتدا میکنیم. بررسی فازي مقادیر با هیلبرتی عملگرهاي جبر در را تقریب نظریه فصل این در
مینماییم. منعکس را تقریب نظریه در آمده بدست نتایج سپس میکنیم، بیان را فازي مباحث از

مقدمات 1.4
زیر صورت به X از A مجموعهي زیر مشخصه تابع باشد، دلخواه مرجع مجموعه یک X کنید فرض

میشود: تعریف

µA(x) =

 ١ اگر x ∈ A

٠ اگر x /∈ A

یک صورت این در دهیم، توسعه [٠,١] بازه به {٠,١} عضوي دو مجموعه از را مشخصه تابع برد اگر
عضویت تابع را تابع این میدهد. نسبت را [٠,١] بازه از عددي x ∈ X هر به که داشت خواهیم تابعی
مجموعه یک دیگر A مجموعه که داشت توجه بابد میدهیم. نشان µA(x) با و مینامیم، A مجموعه
اختیار [٠,١] بازه از پیوسته بطور تواند می آن اعضاء عضویت درجه که مجموعهاي بلکه نیست معمولی
که اش عضویت تابع با X از A فازي مجموعه زیر یک باشد، غیرتهی مجموعه یک X اگر بنابراین شود.
x ∈ X تمام ازاي به را [٠,١] بین مقادیر µA(x) که شود می مشخص شود، می داده نشان µA(x) با
x آنگاه µA(x) = ٠ اگر و است. A به متعلق x صورت این در µA(x) = ١ اگر بنابراین گیرد. می

است. ٠٫ ۶ با برابر A در عضویت مقدار µA(x) = ٠٫ ۶ اگر و نیست. A به متعلق
.α ∈ (٠,١] و فازي مجموعههاي زیر تمام شامل مجموعهي F و حقیقی اعداد میدان R کنید فرض
[η]α = [η−α , η

+
α ] صورت به و مینامیم، η -برش α را {t ∈ R : η(t) ≥ α} مجموعه η ∈ F هر براي

میدهیم. نمایش

داراي که صورتی در میشود، نامیده فازي عدد یک R از η مانند فازي مجموعه زیر یک .1.1.4 تعریف

49



فازي هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .4

باشد: زیر شرایط
.η(t٠) = ١ که طوري به باشد موجود t٠ ∈ R یک اگر (N١)

باشد. بسته بازه [η]α ،α ∈ (٠,١] هر براي (N٢)
باشد. کراندار sup η = {t ∈ R : η(t) > ٠} (N٣)

حقیقی عدد یک r حقیقی عدد هر میدهیم. نشان F (R) با را فازي حقیقی اعداد همه مجموعه
میکند: تعریف زیر صورت به فازي

r̃(t) =

 ١ اگر t = r

٠ اگر t ̸= r

η ∈ F (R) صورت این در باشد. R از فازي مجموعه زیر یک η کنید فرض ([53] 2.4 (لم .2.1.4 لم
کند: صدق زیر شرایط در η اگر فقط و اگر

.η(x٠) = ١ که باشد موجود x٠ ∈ R دیگر عبارت به باشد، نرمال η (آ)
η دیگر عبارت به .η(αx+ (١−α)y) ≥ min{η(x), η(y)} ،α ∈ (٠,١) هر و x, y ∈ R براي (ب)

باشد، محدب فازي تابع یک
باشد. بسته آن هاي -برش αدیگر عبارت به باشد، بالایی پیوسته نیمه η (ت)

.limt→+∞ η(t) = ٠ ،limt→−∞ η(t) = ٠ (ث)

تعریف زیر صورت به F (R) × F (R) روي − و ⊕,⊖,× عملگرهاي حسابی عملیات .3.1.4 تعریف
میشوند:

.(η ⊕ γ)(t) = supt=s+hmin{η(s), γ(h)} آ)

.(η × γ)(t) = supt=s×hmin{η(s), γ(h)} ب)

.(η ⊖ γ)(t) = supt=s−hmin{η(s), γ(h)} ت)
.(η
γ
)(t) = supt= s

h
min{η(s), γ(h)} ث)

عدد یک η صورت این در ،η(t) = ٠ ،t < ٠ هر براي اگر .η ∈ F (R) کنید فرض .4.1.4 تعریف
واقع در میدهیم. نشان F+(R) نماد با را مثبت فازي اعداد تمام مجموعه میشود. نامیده مثبت فازي

.η−α ≥ ٠ ، α ∈ (٠,١] هر براي

این در .[γ]α = [γ−α , γ
+
α ] ،[η]α = [η−α , η

+
α ] و η, γ ∈ F (R) کنید فرض ([66] 2.1 (لم .5.1.4 لم

صورت
.[η ⊕ γ]α = [η−α + γ−α , η

+
α + γ+α ] (1

.[η ⊖ γ]α = [η−α − γ+α , η
+
α − γ−α ] (2

.[η ⊗ γ]α = [η−α γ
−
α , η

+
α γ

+
α ] (3

.[ ١̃
η
]α = [ ١

η+α
, ١
η−α

] ،η−α > ٠ براي (4

50



مقدمات .1.4

به باشند R ناتهی بازههاي از خانواده یک [aα, bα] و α ∈ (٠,١] کنید فرض ([66] 2.2 (لم .6.1.4 لم
که قسمی

aα٢]؛ , bα٢ ] ⊆ [aα١ , bα١ ] ،٠ < α١ ≤ α٢ براي آ)
.[limk→∞ aαk , limk→∞ bαk ] = [aα, bα] ،α به همگرا (٠,١] به متعلق {αk} دنباله هر براي (ب)

.−∞ < aα ≤ bα < +∞ ،α ∈ (٠,١] هر براي (ث)
یک ،[aα, bα] اگر برعکس. و است. η براي α-برش یک کنندهي مشخصه [aα, bα] خانوادهي آنگاه

مینماید. صدق (ث) تا (آ) شرایط در صورت این در باشد. فازي عدد یک براي α-برش

،α ∈ (٠,١] هر براي که صورتی در میشود، نامیده η به همگرا F (R) {ηn}در دنبالهي .7.1.4 تعریف
.limn→∞ |ηn − η|α+ = ٠

یک .[η]α = [η−α , η
+
α ], [δ]α = [δ−α , δ

+
α ] و η, δ ∈ F (R) کنید فرض ([66] 2.2 (لم .8.1.4 تعریف

میشود. تعریف F (R) روي بر زیر صورت به ترتیبی رابطه
.η+α ≤ δ+α ،η−α ≤ δ−α ،α ∈ (٠,١] هر ازاي به اگر تنها و اگر است η ≤ δ

به باشد، موجود η که صورتی در میگویند، کراندار بالا از را F (R) از A مجموعه زیر .9.1.4 تعریف
میشود. تعریف نیز A مجموعه پایین کران مشابه طور به .ν ≤ η ، ν ∈ A هر براي که قسمی

فازي حقیقی عدد یک اختصاص با را فازي نرم ایده [37]2 فلبین و [67]1 کاتسراس ،1984 سال در
فازي نوع از فازي نرم این به مربوط متریک که طوري به کردند معرفی خطی فضاي از عنصر هر براي
را فازي نرم از دیگر تعریف یک [21]5 موردسن و 4 چنگ ،1994 سال در است. [66]3 کالوا متریک
است. [72]7 میچلک و 6 کراموسیل نوع با متناسب آن از فازي متریک تعریف این طبق دادند. ارائه
از نوع این توپولوژیکی مختلف خواص مطالعه به [73 ،100 ،13] مانند دیگر مقالات رسد می نظر به

میپردازد. فازي خطی نرمدار فضاهاي

نگاشتهایی L;R : [٠,١]×[٠,١] → [٠,١] ،Rروي برداري Xیکفضاي فرضکنید تعریف10.1.4.
||.|| : نگاشت صورت این در .R(١;١) = ١ ، L(٠;٠) = ٠ و مولفه دو هر در نا-نزولی و متقارن
،r ∈ R و x, y ∈ X هر ازاي به که صورتی در میشود، نامیده X روي فازي نرم یک X → F+(R)

کند: صدق زیر شرایط در
،inf٠<α≤١ ∥x∥−α > ٠ آنگاه x ̸= ٠ اگر (F١)

،x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠̃ (F٢)

،∥rx∥ = r̃∥x∥ (F٣)

،s+ t ≤ ||x+ y∥−١ و s ≤ ||x∥−١ , t ≤ ||x∥−١ که قسمی به ،s, t ∈ R هر براي (F۴)

||x+ y||(s+ t) ≥ L(||x∥(s), ||x∥(t)).

Michelek 7 Kramosil 6 Mordeson 5 Cheng 4 Kaleva 3 Felbin 2 Katsaras 1

51



فازي هیلبرتی عملگرهاي جبر در تقریب تئوري .4

،s+ t ≥ ||x+ y∥−١ و s ≥ ||x∥−١ , t ≥ ||x∥−١ که قسمی به ،s, t ∈ R هر براي

||x+ y||(s+ t) ≤ R(||x∥(s), ||x∥(t)).

میشود. نامیده نرمدار فازي خطی فضاي یک (X; ||.||;L;R) چهارتایی

گرفته نظر در R(s, t) = max(s, t) ،L(s, t) = min(s, t) ،s, t ∈ [٠,١] هر براي که حالتی در
است. برقرار زیر قضیه میشود،

: با است معادل (X; ||.||) فازي نرمدار فضاي در F۴ شرط ([110] 2.4 (لم .11.1.4 قضیه

||x+ y∥ ≤ ∥x∥ ⊕ ∥y∥.

x ∈ X به همگرا xn ∈ X دنباله باشد. نرمدار فازي فضاي یک (X, ∥∥) کنید فرض .12.1.4 تعریف
.limn→∞ ||xn − x∥+α = ٠ ،α ∈ (٠,١] هر براي اگر

هر براي اگر میشود، نامیده فازي محدب نگاشت یک f : X −→ F (R) نگاشت .13.1.4 تعریف
:λ ∈ (٠,١) و x, y ∈ X

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λ̃f(x) + ˜(١− λ)f(y).

کراندار عملگر T : X → X نگاشت باشد. فازي نرمدار فضاي یک X کنید فرض .14.1.4 تعریف
.∥Tx∥ ≤ k̃∥x∥ که قسمی به باشد موجود k > ٠ ،x ∈ X هر براي اگر میشود، نامیده فازي

باشد. فازي کراندار عملگر یک T : X → X نگاشت کنید فرض ([53] 5.3 (تعریف .15.1.4 تعریف
میشود: تعریف زیر صورت به عملگري نرم

[||T ||]α = [sup
β<α

sup
∥x∥−β ≤١

∥Tx∥−β , inf{η
+
α : ∥Tx∥ ≤ η∥x∥}],

صورت این در باشد. فازي کراندار عملگر T : X → X نگاشت کنید فرض ( [53] 5.5 (لم .16.1.4 لم
.∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥ ،x ∈ X براي

است. باناخ جبر یک X روي کراندار خطی توابع تمام فضاي .17.1.4 نتیجه

است. بدیهی قبل لم به بنا اثبات برهان.

ضرب فضاي از دار معنی تعریف که بودند کسانی اولین [34]10 هامولی و 9 ابید ،[15]8 بیسواس
توسط فازي هیلبرت فضاي از متفاوتی تعاریف [70]12 کامار و 11 کوهلی از بعد دادند. ارائه فازي داخلی
شده ارائه تعریف به ما اینجا در . ([107 ،106 ،84 ،48 ،34] رج.ك است( شده معرفی مختلف افرادي

میپردازیم. ساحلی و حسنخانی توسط
Kumar 12 Kohli 11 Hamouly 10 Abyed 9 Biswas 8
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داخلی ضرب یک باشد. R روي برداري فضاي یک X کنید فرض ([53] 3.1 (تعریف .18.1.4 تعریف
شرایط داراي r ∈ R و x, y, z ∈ X هر ازاي به که است F (R) به X ×X از نگاشتی ،X روي فازي

باشد: زیر
،x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠̃ آ)

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ب)
،⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ ⊕ ⟨y, z⟩ ت)

،⟨rx, y⟩ = r̃⟨x, y⟩ ث)
.inf٠<α≤١⟨x, x⟩−α > ٠ ،x ̸= ٠ براي ج)

میشود: تعربف زیر صورت به فازي نرم یک ،X روي فازي داخلی ضرب کمک به

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩. (1.4)

به است. برقرار کوشی-شوارتز نامساوي ،∥.∥ نرم با X فازي داخلی ضرب فضاي در [53] .19.1.4 لم
دیگر عبارت

|⟨x, y⟩ ≤ ∥x∥ × ∥y∥, ∀ x, y ∈ X.

اصلی نتایج 2.4
عملگرهاي تمام مجموعه باشد. ⟨ , ⟩ داخلی ضرب با فازي هیلبرت فضاي یک (H, ⟨ , ⟩) کنید فرض

میدهیم. نمایش FB(H) نماد با را H روي فازي کراندار خطی
تعریف زیر صورت به را ηxn فازي مجموعه .f, g ∈ FB(H) و H از دنبالهاي {xn} کنید فرض

میکنیم:

[ηxn ]α := [sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β , limn→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α
∥xn∥−٢

α

]α. (2.4)

حدود ،α ∈ (٠,١] هر براي و ∥xn∥−α ≤ ١ که قسمی به H در دنبالهاي {xn} کنید فرض .1.2.4 لم
است. فازي حقیقی عدد یک ηxn صورت این در باشد. موجود ،(2.4) در شده تعریف

شود می نتیجه است فازي حقیقی عدد یک ⟨⟩ اینکه از . ١
∥xn∥−α

≥ ١ xn∥−α∥پس ≤ ١ چون برهان.
،β ∈ (٠, α) و α ∈ (٠,١] هر براي که

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ ⟨f(xn), g(xn)⟩+β ≤ ⟨f(xn), g(xn)⟩+α ≤ ⟨f(xn), g(xn)⟩+α
∥xn∥−٢

α

.

داریم β روي سوپرمم و حد گرفتن با اینک

sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α
∥xn∥−٢

α
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⇓

ηxnα
− ≤ ηxnα

+.

است. ناتهی بازه یک [ηxn ]α = [ηxnα
−, ηxnα

+] ،α ∈ (٠,١] هر براي بنابراین
داریم ⟨⟩ فازي عدد براي 6.1.4 لم (آ) قسمت به بنا .٠ < α١ ≤ α٢ کنید فرض (آ)

sup
β<α١

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ sup
β<α٢

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β .

لذا .limn→∞⟨f(xn), g(xn)⟩+α٢ ≤ limn→∞⟨f(xn), g(xn)⟩+α١ و ∥xn∥−
٢

α١
≤ ∥xn∥−

٢
α٢

چون

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α٢
∥xn∥−٢

α٢

≤ lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α١
∥xn∥−٢

α١

⇓

[ηxnα٢
−, ηxnα٢

+] ⊆ [ηxnα١
−, ηxnα١

+].

بنابراین باشد. α به همگرا و (٠,١] در افزایشی دنباله یک {αk} کنید فرض (ب)

lim
k→∞

ηxnαk

+ = lim
k→∞

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α
∥xn∥−٢

αk

= lim
k→∞

limn→∞⟨f(xn), g(xn)⟩+αk

∥ limn→∞ xn∥−٢
αk

=
⟨limn→∞ f(xn), limn→∞ g(xn)⟩+α

∥ limn→∞ xn∥−٢
α

= lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩+α
∥xn∥−٢

α

.

لذا .αk ≤ α اینکه از پایین، کران اثبات براي .limk→∞ ηxnαk

+ = ηxnα
+ نتیجه در

sup
k

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β , (∗).

که قسمی به دارد وجود β٠ < αیک صورت این در .ϵ > ٠ کنید فرض

sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β − ϵ ≤ lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β٠ .

به دارد وجود β٠ ≤ αk٠ ≤ α یک لذا است. α به همگرا و (٠,١] در افزایشی دنباله یک {αk} چون
که قسمی

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β٠ ≤ sup
β<αk٠

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β

≤ sup
k

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ,

نتیجه در

sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β − ϵ ≤ sup
k

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β .
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داشت خواهیم ،ϵ→ ٠ اگر اینک

sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ sup
k

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β , (∗∗).

داریم (∗∗) و (∗) رابطه از

lim
k→∞

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β = sup
k

sup
β<αk

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β

= sup
β<α

lim
n→∞

⟨f(xn), g(xn)⟩−β .

بنابراین .limk→∞ ηxnαk

− = ηxnα
− دیگر عبارت به

[ lim
k→∞

ηxnαk

−, lim
k→∞

ηxnαk

+] = [ηxnα
−, ηxnα

+].

لذا است. موجود ηxn برش -α بازه در پایین و بالا حدود α ∈ (٠,١] هر براي فرض به بنا (ت)

−∞ < ηxnα
− ≤ ηxnα

+ < +∞.

است. فازي عدد ηxn ،6.1.4 لم همان به بنا نتیجه در

تعریف زیر صورت به را FZT مجموعه صورت این در .T ∈ FB(H) کنید فرض .2.2.4 تعریف
: میکنیم

FZT := {{xn} : xn ∈ H, lim
n→∞

∥xn∥ = ١̂, sup
β<α

lim
n→∞

∥Txn∥−β = ||T ||−α}.

میدهیم، نمایش FW (fg) نماد با که را g عملگر به نسبت f عملگر فازي عددي برد .3.2.4 تعریف
میکنیم: تعریف زیر صورت به

FW (fg) := {ηxn : {xn} ∈ FZf}. (3.4)

دارد وجود H در {xn} دنبالهي عملگرها نرم اساس بر زیرا است. تهی غیر FW (fg) مجموعهي
و βα = limn→∞⟨f(xn), g(xn)⟩−α دنبالههاي چون طرفی از است. {xn} ∈ FZf که قسمی به
همگرا βα, κα به که است موجود nkα دنبالهي زیر لذا هستند، کراندار κα = limn→∞

⟨f(xn),g(xn)⟩+α
∥xn∥−

٢
α

میدهیم قرار هستند.

[ηxnkα ]α := [sup
β<α

lim
nkα→∞

⟨f(xnkα
), g(xnkα

)⟩−β , lim
nkα→∞

⟨f(xnkα
), g(xnkα

)⟩+α
∥xnkα

∥−٢
α

].

است. تهی غیر FW (fg) لذا .ηxnkα ∈ FW (fg) ،1.2.4 لم به بنا

است. کراندار بالا از FW (fg) صورت این در .f, g ∈ FB(H) کنید فرض .4.2.4 نتیجه
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کوشی لم و (2.4) رابطه از ،β < α و α ∈ (٠,١] هر براي ،ηxn ∈ FW (fg)کنید فرض برهان.
که میشود نتیجه -شوارتز

⟨f(xn), g(xn)⟩−β ≤ |⟨f(xn), g(xn)⟩|−β ≤ ||⟨f(xn)||−β ||g(xn)||
−
β .

داد نشان میتوان مشابه طور به .ηxnα − ≤ (∥f∥⊗ ∥g∥)−α ،β < α روي سوپرمم و حد گرفتن با اینک
∥f∥ ⊗ ∥g∥ پس .ηxn ≤ ∥f∥ ⊗ ∥g∥ ،ηxn ∈ W (fg) هر براي لذا .ηxnα + ≤ (∥f∥ ⊗ ∥g∥)+α که

است. کراندار بالا از FW (fg) لذا است. FW (fg) براي بالایی کران یک

پور واعظ اخیر سالهاي در کرد. معرفی فازي متریک در تقریب -بهترین t مفهوم [105]13 ورامانی
بردند. بکار فازي نرمدار فضاهاي در را مفهوم این [104] کریمی و

بهترین نظریه رابطه این کمک به باشد، F (R) روي (8.1.4) جزیی ترتیب رابطه ≤ کنید فرض
میسازیم. مطرح را تقریب

اینفیمم باشد، کراندار پایین از A اگر .F (R) از ناتهی مجموعه زیر یک A کنید فرض .5.2.4 تعریف
میشود تعریف زیر صورت به inf(A) آن

[inf(A)]α = [sup
β<α

inf
η∈A

η−β , inf
η∈A

η+α ].

میشود: تعریف طور این sup(A) آن سوپرمم باشد، کراندار بالا از A اگر همچنین

[sup(A)]α = [sup
η∈A

η−α , inf
β<α

sup
η∈A

η+β ].

داراي µ = lim supn→∞ un صورت این در فازي، اعداد از دنباله یک {un} کنید فرض .6.2.4 تعریف
است زیر شکل به نمایش

[µ]α = [lim sup
n→∞

u−nβ
, inf
β<α

lim sup
n→∞

u+nβ
],

بگیرید نظر در را زیر فازي مشتق .tm → ٠+ که قسمی به tm ∈ R و f, g ∈ FB(H) کنید فرض

τ٢(f, g) := lim sup
tm→٠+

∥f + tmg∥٢ − ∥f∥٢

٢t̃m
.

اگر .g٠ ∈ U ،f ∈ FB(H) \ U ،FB(H) از محدب مجموعه زیر یک U کنید فرض .7.2.4 قضیه
τ٢(f −h, h− ،h ∈ U هر براي صورت این در .∥f − g٠∥−α = infh∈U ∥f −h∥−α ،α ∈ (٠,١] براي

.g٠)−α ≤ ٠

داریم ،5.1.4 لم به بنا .k, l ∈ FB(H) کنید فرض .١ → ٢ برهان.

∥b+ l

٢ ∥٢ ≤ [∥ b٢∥ ⊕ ∥ l٢∥]
٢ ≤ ∥b∥٢ ⊕ ∥l∥٢

٢̃
.

Veeramani 13
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داشت خواهیم استقرا کمک به

∥
b١ + ...+ b٢k

٢k
∥٢ ≤

∥b٢∥١ ⊕ ...⊕ ∥b٢k∥٢

٢̃k
.

صورت این در .b٢k−n = ... = b٢k = l و b١ = ... = bn = b کنید فرض اینک

∥nb+ (٢k − n)l

٢k
∥٢ ≤ ñ∥b∥٢

٢̃k
⊕

˜(٢k − n)∥l∥٢

٢̃k
.

قسمی به است موجود λ ∈ (٠,١] لذا است. [٠,١] چگال مجموعه یک A = { n
٢k : k ∈ K} اینکه از
بنابراین . ñ˜٢k → λ̃ که

∥λb+ (١− λ)l∥٢ ≤ λ̃∥b∥٢ ⊕ ˜(١− λ)∥l∥٢. (4.4)

زیرا است. نا-نزولی نگاشت یک ϕ(t) = ∥tg∥٢
t̃

ضابطه با ϕ نگاشت است. محدب فازي تابع یک ∥.∥٢ لذا
داریم (4.4) رابطه از .٠ < s ≤ t که s, t ∈ R هر براي .l = ٠ فرض با

(∥sb∥٢ ≤ s̃

t
∥tb∥٢ ⊕

˜(t− s)

t
∥٢∥٠.

میتوان φ(t) = ∥f+tg∥٢−∥f∥٢
t̃

نگاشت مورد در روش این کاربردن با .ϕ(s) ≤ ϕ(t) لذا .∥٠∥ = ٠̃ از
است. نا-نزولی نگاشت یک نیز φ داد نشان

داریم ،t = ١ هر براي لذا ،∥f −h∥+α ≥ ∥f −h∥−α چون .∥f −h∥−α ≥ ∥f − g٠∥−α فرض به بنا

∥f − h+ t(h− g٠)∥−
٢

α − ∥f − h∥+٢
α ≤ ٠.

.τ٢(f − h, h− g٠)
−
α ≤ ٠ داشت خواهیم lim sup گرفتن و tm تقسیم با بنابراین

به g٠ ∈ U و f ∈ FB(H) \ U ،FB(H) از محدب مجموعه زیر یک U کنید فرض .8.2.4 قضیه
،h ∈ U هر براي اگر .Zf−g٠ = {{xn}, {−xn}} که قسمی

supFW ((f − g٠)(g٠ − h))−α ≥ ٠, (α ∈ (٠,١]). (5.4)

.∥f − g٠∥−α = infh∈U ∥f − h∥−α صورت این در

داریم ،α ∈ (٠,١] براي صورت این در باشد. برقرار (5.4) نامساوي h ∈ U هر براي کنید فرض برهان.

sup
β<α

lim
n→∞

⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−β ≥ ٠. (6.4)

.limn→∞⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−β ≥ ٠ ،β ∈ (٠,١] هر براي کند می ایجاب (6.4) رابطه
صورت این در .limn→∞⟨(f −g٠)(xn), (g٠−h)(xn)⟩−β٠ < ٠ که قسمی به باشد موجود β٠ اگر زیرا

داریم λ ∈ (٠, β٠] هر براي

lim
n→∞

⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−λ ≤ lim
n→∞

⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−β٠ < ٠.
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لذا
sup
λ<β٠

lim
n→∞

⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−λ < ٠.

نتیجه در .limn→∞⟨(f − g٠)(xn), (g٠ − h)(xn)⟩−β ≥ ٠ لذا است. (6.4) رابطه با متناقض این اما
داشت: خواهیم

∥f − h∥−٢
α ≥ sup

β<α
lim
nk→∞

∥f(xnk
)− h(xnk

)∥−٢

β

= sup
β<α

lim
nk→∞

∥f(xnk
)− g٠(xnk

) + g٠(xnk
)− h(xnk

)∥−٢

β

= sup
β<α

[ lim
nk→∞

∥f(xnk
)− g٠(xnk

)∥−٢

β + ||g٠(xnk
)− h(xnk

)∥−٢

β

+ ٢⟨(f − g٠)(xnk
), g٠(xnk

)− h(xnk
)⟩−β ]

≥ sup
β<α

lim
nk→∞

∥f(xnk
)− g٠(xnk

)∥−٢

β = ∥f − g٠∥−
٢

α .

.∥f − h∥−α ≥ ∥f − g٠∥−α ،h ∈ U براي که میشود نتیجه فوق نامساوي از
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5 فصل

مخروطی ∗C-مدول فضاي در تقریب بهترین

توسط که مخروطی نرم گرفتن نظر در با داخلی ضرب -مدول C∗ فضاي در را تقریب تئوري فصل این در
داخلی ضرب فضاي در آمده بدست نتایج برخی و دادیم گسترش میشود، تعریف فضا این داخلی ضرب

داد. خواهیم تعمیم فضاها این در را

مخروطی نرمدار فضاي 1.5
میکنیم. بیان را پایه مفاهیم برخی بخش این ابتداي در

یکمخروط P مانند مجموعه زیر یک باشد، توپولوژیکی برداري فضاي Xیک فرضکنید تعریف1.1.5.
که: صورتی در میشود، نامیده

،P ̸= {٠} و بسته مجموعه یک P (1)
،αP ⊆ P, P + P ⊆ P ،α ∈ R+ هر براي (2)

.P ∩ −P = {٠} (3)

به P مخروط به نسبت X روي جزئی ترتیب رابطه یک باشد. مخروط یک P ⊆ X کنید فرض
میشود: تعریف زیر صورت

x ≤ y ⇔ y − x ∈ P.

مینامند. مخروطی فضاي را (X,P ) زوج

مخروطی فضاي یک (A,P ) و F میدان روي برداري فضاي یک X کنید فرض [2] .2.1.5 تعریف
ازاي به که صورتی در میشود، نامیده X روي مخروطی A-نرم یک ||.||A : X → A نگاشت باشد.

باشد. دارا را زیر خواص α ∈ F و x, y ∈ X

.||x||A = ٠A ⇔ x = ٠X و ||x||A ≥ ٠A (1)
،||αx||A = |α||x||A (2)
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.||x+ y||A ≤ ||x||A + ||y||A (3)
میگویند. مخروطی A-نرمدار فضاي را (X, ||.||A) صورت این در

.x ∈ X و X از دنبالهاي {xn} مخروطی، A-نرمدار فضاي یک (X, ||.||A) کنید فرض .3.1.5 تعریف
||xn−x||A ≤ ،n ≥ N٠ براي که قسمی به باشد، N٠موجود ∈ N ،A به متعلق ٠ < c هر براي اگر (آ)

میدهیم. نمایش lim xn = x با را آن و است x به همگرا {xn} دنباله صورت این در .c
براي که قسمی به باشد، موجود N٠ ∈ N ،c > ٠ هر براي اگر میشود، نامیده کوشی {xn} دنباله (ب)

.||xn − xm||A ≤ c ،n,m ≥ N٠

آن در کوشی دنباله هر که صورتی در گوییم، تام مجموعه یک را X از C مجموعه زیر چنین هم
باشد. C از عنصري به همگرا

داخلی ضرب ∗C-مدول فضاي در تقریب بهترین 2.5
باشد. A جبر -C∗ روي (29.1.1 تعریف ك ج. (ر. داخلی ضرب مدول -Aیک (X, ⟨ , ⟩) کنید فرض

میکنیم: تعریف زیر صورت به را |x| مطلق قدر ،x ∈ X هر ازاي به

|x| = ⟨x, x⟩
١
٢ .

تعریف زیر صورت به را A 1 گروه مرکز صورت این در باشد، گروه یک A کنید فرض .1.2.5 تعریف
میکنیم:

Z(A) = {x ∈ A : xy = yx, ∀ y ∈ A}.

این در باشد، A جبر -C∗ روي مدول هیلبرت -C∗ یک X کنید فرض ([71] 2 قضیه ) .2.2.5 قضیه
است: برقرار زیر مثلثی نامساوي .|x|, |y| ∈ Z(A) که x, y ∈ X هر براي صورت

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

صورت این در باشد. A جایی جبرجابه -C∗ روي مدول هیلبرت -C∗ Xیک کنید فرض .3.2.5 نتیجه
نگاشت

|.| : X → A, x→ |x|, (x ∈ X).

میکند. تعریف (A,A+) مخروطی فضاي به نسبت X روي مخروطی نرم یک

A فرض به بنا میکند. صدق مخروطی نرم دو و یک شرایط در |.| نگاشت که است بدیهی برهان.
نامساوي در ،2.2.5 قضیه به بنا مطلق قدر نگاشت بنابراین .Z(A) = A لذا است، جایی جابه جبر یک

میکند. تعریف X فضاي روي مخروطی نرم یک |.| نتیجه در مینماید. صدق مثلثی

Center group 1
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P = {f ∈ A : f(s) ≥ ٠} ،A = C(S) فشرده، هاسدروف فضاي یک S کنید فرض .4.2.5 مثال
صورت این در بگیرید. نظر در را ⟨f, g⟩ = fg ضابطه با ⟨.⟩ : X ×X → A داخلی ضرب با X = A و

میکند. تعریف P مخروط به نسبت X روي مخروطی نرم یک |.| نگاشت
A ∗C-جبر روي داخلی ضرب مدول -Aیک X کنید فرض : الاضلاع متوازي قانون .5.2.5 قضیه

صورت این در .x, y ∈ X و
|x+ y|٢ + |x− y|٢ = ٢|x|٢ + ٢|y|٢.

داشت: خواهیم داخلی، ضرب خواص و مطلق قدر تعریف به بنا برهان.
|x+ y|٢ = ⟨x+ y, x+ y⟩

= ⟨x, x⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩

= ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩∗ + ⟨y, y⟩

= |x|٢ + ٢Re⟨x, y⟩+ |y|٢, (∗).

داد نشان توان می مشابه طور به
|x− y|٢ = |x|٢ − ٢Re⟨x, y⟩+ |y|٢, (∗∗).

میشود. حاصل نتیجه (∗∗) و (∗) تساوي دو جمع از
جایی جابه ∗C-جبر روي داخلی ضرب مدول -A یک X کنید فرض ([6] 2.6 (نتیجه .6.2.5 قضیه

.x|y| = y|x| آنگاه |x|+ |y| = |x+ y| اگر .x, y ∈ X و A
نظر در A جایی جابه ∗C-جبر روي مدول هیلبرت -C∗ یک عنوان به X فضاي مباحث ادامه در

است. شده گرفته
از x تقریب A-بهترین یک را w٠ نقطه باشد. X از زیرمجموعه یک W کنید فرض .7.2.5 تعریف
مجموعهي .d(x,W ) = infw∈W |x−w| که |x−w٠| = d(x,W ) که صورتی در Wنامیم، مجموعه
پذیر A−تقریب Wرا مجموعه همچنین میدهیم. نشان PAW (x) نماد با را نقاط این تمامی از متشکل

.PAW (x) ̸= ∅ ،x ∈ X هر براي که صورتی در مینامیم،
یک K صورت این در باشد، X فضاي از تام محدب مجموعه زیر یک K کنید فرض .8.2.5 قضیه

است. پذیر A−تقریب مجموعه
به توجه با .|x− ym| → d(x,K) که قسمی به K از دنبالهاي {ym} و x ∈ X کنید فرض برهان.

داریم n,m ∈ N هر ازاي به الاضلاع متوازي قانون
|yn − ym|٢ = |(x− yn)− (x− ym)|٢

= ٢(|x− ym|٢ + |x− yn|٢)− |٢x− (ym + yn)|٢

= ٢(|x− ym|٢ + |x− yn|٢)− ۴|x− ١
٢(ym + yn)|٢.

داریم نتیجه در و (yn + ym)/٢ ∈ K لذا است، محدب مجموعه یک K چون
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|yn − ym|٢ ≤ ٢(|x− ym|٢ + |x− yn|٢)− ۴d(x,K)٢.

است، همگرا صفر به n,m→ ∞ وقتی فوق رابطهي راست سمت پس |x− ym| → d(x,K) اینکه از
مانند عنصري به {yn} دنباله لذا است، تام مجموعه یک K اینکه از است. کوشی {yn} دنباله نتیجه در
K لذا است. دلخواه عنصري x چون است. K در x تقریب A-بهترین ،y بنابراین است. همگرا y ∈ K

است. پذیر A−تقریب مجموعه یک

هر ازاي به صورت این در باشد، X از تام محدب مجموعه زیر یک K کنید فرض .9.2.5 قضیه
است. فرد به منحصر تقریب A-بهترین ،x ∈ X \K

مجموعه یک K چون .|x− y٢| = |x− y١| = d(x,K) لذا .y١, y٢ ∈ PAK(x) کنید فرض برهان.
داشت خواهیم مثلثی نامساوي به بنا .(y١ + y٢/(٢ ∈ K لذا است، محدب

d(x,K) ≤ |x− ١
٢(y١ + y٢)|

= |١٢(x− y١) +
١
٢(x− y٢)|

≤ ١
٢ |x− y١|+

١
٢ |x− y٢| = d(x,K).

نتیجه در
|١٢(x− y١) +

١
٢(x− y٢)| =

١
٢ |x− y١|+

١
٢ |x− y٢|.

داریم ،6.2.5 قضیه به بنا

(x− y٢)|x− y١| = (x− y١)|x− y٢|.

برداري فضاي یک X چون .(y١ − y٢)|x− y١| = ٠ میشود نتیجه |x− y١| = |x− y٢| تساوي از
.y١ = y٢ میکند ایجاب x ̸= y١ لذا است،

براي صورت این در .y٠ ∈ K و X از تام محدب مجموعه زیر یک K کنید فرض .10.2.5 قضیه
.y٠ ∈ PAK(x) اگر تنها و اگر Re⟨x− y٠, y − y٠⟩ ≤ ٠ ،y ∈ Kهر

٠ ≤ و y ∈ K هر ازاي به است، محدب مجموعه یک K چون .y٠ ∈ PAK(x) کنید فرض برهان.
داشت خواهیم لذا است. K به متعلق yλ = λy + (١− λ)y٠ عنصر λ ≤ ١

٠ ≥ |x− y٢|٠ − |x− yλ|٢

= |x− y٢|٠ − |x− y٠ − λ(y − y٢|(٠

= −٢Reλ⟨x− y٠, y٠ − y⟩ − λ٢|y − y٢|٠.

بنابراین
Re⟨x− y٠, y٠ − y⟩+ λ|y − y٢|٠ ≥ ٠.
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.Re⟨x− y٠, y − y٠⟩ ≤ ٠ که میدهد نتیجه ،λ→ ٠ اینک
صورت این در .Re⟨x− y٠, y − y٠⟩ ≤ ٠ اگر برعکس.

|x− y٢|٠ − |x− y|٢ = |x− y٢|٠ − |x− y٠ + y٠ − y|٢

= −|y − y٢|(٠ − ٢Reλ⟨x− y٠, y٠ − y⟩ ≤ ٠.

.y٠ ∈ PAK(x) میکند ایجاب این .|x− y٠| ≤ |x− y| لذا

S مخروطی دوگان صورت این در باشد. Xاز تهی غیر مجموعهاي زیر S کنید فرض .11.2.5 تعریف
میکنیم: تعریف زیر صورت به را

S٠ := {x ∈ X : Re⟨x, y⟩ ≤ ٠, ∀ y ∈ S}.

چنین هم
S⊥ := S٠ ∩ (−S)٠ = {x ∈ X : ⟨x, y⟩ = ٠, ∀ y ∈ S}.

برقرارند: زیر احکام صورت این در باشد. X از تهی غیر مجموعهاي زیر S کنید فرض .12.2.5 لم
است. X از زیرفضا یک S⊥ و بسته مخروطی مجموعه زیر یک S٠ (1)

.S٠ = (S)٠, S⊥ = (S)⊥ (2)
.(S − y)٠ = S٠ ∩ y⊥ آنگاه باشد، X از مخروطی مجموعه زیر یک S اگر (3)

.M⊥ =M٠ آنگاه باشد، X از فضاي زیر یک M اگر (4)

برهان.
: داریم y ∈ S هر براي پس .xn → x و xn ∈ S٠ کنید فرض (1)

Re⟨x, y⟩ = lim
n→∞

Re⟨xn, y⟩ ≤ ٠.

صورت این در .α, β ≥ ٠ کنید فرض حال است. بسته S٠ لذا و x ∈ S٠ نتیجه در

Re⟨αx+ βy, z⟩ = αRe⟨x, z⟩+ βRe⟨y, z⟩ ≤ ٠,

⇒ αx+ βy ∈ S٠.

،x ∈ S٠ کنید فرض .S٠ ⊆ (S)٠ میکنیم ثابت .(S)٠ ⊆ S٠ میشود نتیجه S ⊆ S اینکه از (2)
ایجاب این .Re⟨x, y⟩ = limn→∞Re⟨xn, y⟩ ≤ ٠ لذا .yn → y که قسمی به yn ∈ S و y ∈ S

.S٠ = (S)٠ نتیجه در .S٠ ⊆ (S)٠ بنابراین .x ∈ (S)٠ که میکند
مقادیر کردن اختیار با .Re⟨x, s − y⟩ ≤ ٠ ،s ∈ S هر ازاي به اگر فقط و اگر x ∈ (S − y)٠ (3)
لذا .Re⟨x, s⟩ ≤ ٠ ، s ∈ S هر براي بنابراین .⟨x, y⟩ = ٠ که میدهد نتیجه S = ٠, S = ٢y

.x ∈ S٠ ∩ y⊥
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.M⊥ =M٠ ∩ (−M)٠ =M٠ میکند ایجاب این .M = −M لذا است، زیرفضا M چون (4)

صورت این در باشد، X از پذیر تقریب مخروطی مجموعه زیر یک C کنید فرض .13.2.5 نتیجه
.x− y٠ ∈ (C − y٠)

٠ اگر فقط و اگر y٠ ∈ PAC(x)

است. بدیهی 11.2.5 تعریف و 10.2.5 قضیه به بنا اثبات برهان.

عبارات صورت این در Xباشد. از پذیر تقریب مخروطی مجموعه زیر Kیک کنید فرض .14.2.5 قضیه
اند. معادل زیر

.y٠ ∈ PAK(x) (1
.x− y٠ ∈ K٠ ∩ y⊥٠ (2

نتیجه و 12.2.5 لم سوم قسمت به بنا صورت این در .y٠ ∈ PAK(x) کنید فرض .١ → ٢ برهان.
.x− y٠ ∈ K٠ ∩ y⊥٠ داشت خواهیم ،13.2.5
است. اول قسمت به مشابه اثبات .٢ → ١

y٠ ∈ PAM(x) صورت این در باشد. X از پذیري تقریب زیرفضاي یک M کنید فرض .15.2.5 نتیجه
.x− y٠ ∈M⊥ اگر فقط و اگر

است. بدیهی قبل قضیه و 12.2.5 لم چهارم قسمت به بنا اثبات برهان.

صورت این در باشد، X از پذیر تقریب مخروطی مجموعه زیر یک W کنید فرض .16.2.5 گزاره
.PAW (PAW (x)) = PAW (x) ، x ∈ X هر براي یعنی است، توان خود PAW تابع (1)

،x, y ∈ X هر براي (2)

Re⟨x− y,PAW (x)− PAW (y)⟩ ≥ |PAW (x)− PAW (y)|٢.

.Re⟨x− y,PAW (x)− PAW (y)⟩ ≥ ٠ (3)
.∥ x− y ∥≥∥ PAW (x)− PAW (y) ∥ (4)

برهان.
است. بدیهی اثبات (1)

داریم x, y ∈ X هر براي (2)

Re[⟨x− PAW (x),PAW (x)− PAW (y)⟩ + ⟨PAW (x)− PAW (y),PAW (x)− PAW (y)⟩

+ ⟨PAW (y)− y,PAW (x)− PAW (y)⟩]

= Re⟨x− y,PAW (x)− PAW (y)⟩.

میشود. حاصل نتیجه لذا است. منفی نا اول عبارت سوم و اول جمله ،10.2.5 قضیه به بنا
است. بدیهی دوم قسمت به بنا (3)
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داشت خواهیم ،10.2.5 قضیه به بنا (4)

|PAW (x)− PAW (y)|٢ = Re⟨PAW (x)− PAW (y),PAW (x)− PAW (y)⟩

≤ Re⟨x− y,PAW (x)− PAW (y)⟩+ ٠

≤ ∥x− y∥ |PAW (x)− PAW (y)|.

بنابراین
∥PAW (x)− PAW (y)∥٢ ≤ ∥x− y∥ ∥PAW (x)− PAW (y)||.

که میکند ایجاب این
∥PAW (x)− PAW (y)∥ ≤ ∥x− y∥.

: صورت این در باشد، X از پذیري تقریب مخروط یک W کنید فرض .17.2.5 گزاره
است. فرد به منحصر تجزیه این .x = PAW (x) + PAW ٠(x) ، x ∈ X هر براي (1)

.|x|٢ = |PAW (x)|٢ + |PAW ٠(x)|٢ (2)
.∥x∥ ≥ ∥PAW (x)∥ (3)

برهان.
و a٠ ∈ W ٠ ،14.2.5 قضیه به بنا صورت این در .a٠ = x − PAW (x) و x ∈ X کنید فرض (1)

داریم y ∈ W ٠ هر ازاي به لذا .a٠ ⊥ (x− a٠)

Re⟨x− a٠, y⟩ = Re⟨PAW (x), y⟩ ≤ ٠.

یگانگی. اثبات براي .x = PAW (x) + PAW ٠(x) نتیجه در .x − a٠ ∈ PAW ٠(x) ،14.2.5 قضیه به بنا
داریم a ∈ W هر براي .y ⊥ z و y ∈ W, z ∈ W ٠ که x = y + z کنید فرض

Re⟨x− y, a⟩ = ⟨z, a⟩ ≤ ٠,

و
⟨x− y, y⟩ = ⟨z, y⟩ = ٠.

میشود. ثابت نیز z = PAW ٠(x) مشابه طور به .y = PAW (x) که میشود نتیجه ،14.2.5 قضیه از
که میشود نتیجه اول قسمت به بنا (2)

|x|٢ = |PAW (x) + PAW ٠(x)|٢

= |PAW (x)|٢ + |PAW ٠(x)|٢ + ٢Re⟨PAW (x),PAW ٠(x)⟩

= |PAW (x)|٢ + |PAW ٠(x)|٢.
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.∥x∥ ≥ ∥PAW (x)∥ نتیجه در .|x| ≥ |PAW (x)| دوم قسمت به بنا (3)

برقرارند: زیر احکام صورت این در Xباشد. از پذیر تقریب فضاي زیر Mیک کنید فرض .18.2.5 گزاره
است. 1 نرم با خطی تابع یک PAM (1)

.⟨PAM(x), x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ X هر براي (2)

برهان.
M⊥ اینکه از .x − PAM(x), y − PAM(y) ∈ M⊥ ،15.2.5 نتیجه به بنا .x, y ∈ X کنید فرض (1)

داریم اسکالر اعداد α, β هر براي لذا است، زیرفضا

αx+ βy − [αPAM(x) + βPAM(y)] = α(x− PAM(x)) + β(y − PAM(y)) ∈M⊥.

که میکند ایجاب ،9.2.5 قضیه است، Mبه متعلق αPAM(x) + βPAM(y) چون

PAM(αx+ βy) = αPAM(x) + βPAM(y).

است. خطی PAM بنابراین
از .∥ PAM ∥< ١ و کراندار PAM بنابراین .∥ PAM(x) ∥≤∥ x ∥ ،17.2.5 گزاره دوم قسمت به بنا

.∥ PAM ∥= ١ نتیجه در .∥ PAM ∥≥ ١ بنابراین .PAM(y) = y ،y ∈M هر براي دیگر طرفی
که میکند ایجاب ،15.2.5 نتیجه ،x ∈ X هر براي (2)

⟨PAM(x), x− PAM(x)⟩ = ٠ ⇒ ⟨PAM(x), x⟩ = ⟨PAM(x),PAM(x)⟩.

.⟨PAM(x), x⟩ ≥ ٠ بنابراین

و K ⊆ M که قسمی به X از محدبی مجموعه زیر K فضا، زیر یک M کنید فرض .19.2.5 قضیه
برقرارند: زیر احکام صورت این در .x ∈ X

PAM(PAK(x)) = PAK(x).

d(x,K)٢ = d(x,M)٢ + d(PAM(x), K)٢.

هر ازاي به لذا .K ⊆ M چون است. بدیهی ،16.2.5 گزاره اول قسمت به توجه با اول عبارت برهان.
بنابراین .x− PAM(x) ∈M⊥ ،15.2.5 نتیجه به بنا .y ∈M ، y ∈ K

|x− y|٢ = |x− PAM(x)|٢ + |PAM(x)− y|٢. (1.5)

|PAM(x)−y|٢ عبارت مینیم اگر فقط و اگر میآید بدست زمانی y مقادیر روي چپ سمت عبارت مینیم
موجود PAK(PAM(x)) اگر فقط و اگر است موجود PAM(x) که میکند ایجاب مطلب این بیفتد. اتفاق

میشود. ثابت نیز دوم قسمت (1.5) رابطه به بنا باشد.
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6 فصل

باناخ 2-جبر در تقریب تئوري

بار اولین که 2-نرمدار فضاي در را باناخ جبر و نرمدار هاي فضاي با مشابه قصایاي و تعاریف فصل، این در
نویسندگان از بسیاري کنون، تا زمان آن از میکنیم. بیان را شد معرفی 1963 سال در [45]1 گهلر توسط
توپولوژیکی همکارانشساختارهاي و [49]5 گوناوان ، [30] 4 دیمینی ،[38]3 چو ،[43 ،42]2 فرس نظیر،
این در را نرمدار فضاي در مطرح مفاهیم از بسیاري و دادهاند ارائه را فضاها این از مختلفی هندسی و

.([82 ،78 ،77] ك ج. ر. ) کردهاند. مطرح جدید فضاي

مقدمات 1.6
میپردازیم. کردهایم، اثبات باناخ 2-جبر بحث در که قضایا برخی و مقدماتی تعاریف به بخش این در

نگاشت باشد. یک از بزرگتر بعد با برداري فضاي یک X کنید فرض [45] .1.1.6 تعریف
بگیرید: نظر در زیر خواص با را X ×X روي مقدار حقیقی ∥., .∥

باشند. خطی وابسته z و x اگر تنها و اگر ∥x, z∥ = ٠ و ∥x, z∥ ≥ ٠ ، x, z ∈ X هر براي آ)
،∥x, z∥ = ∥z, x∥ ب)

.∥αx, z∥ = |α|∥x, z∥ ،α ∈ R هر براي ث)
.∥x+ x

′
, z∥ ≤ ∥x, z∥+ ∥x′

, z∥ ج)
∥., .∥ که صورتی در میشود. نامیده نرمدار -2 فضاي (X, ∥., .∥) و 2-نرم یک ∥., .∥ صورت این در

میشود. نامیده نرمدار -2 شبه فضاي یک X نباشد، دارا را (آ) شرط

یک زیر شده، تعریف نرم با H صورت این در باشد. هیلبرت فضاي یک H کنید فرض .2.1.6 مثال
است. 2-نرمدار فضاي

∥x, y∥ = |det

⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩

⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

 |
١
٢ .

Gunawan 5 Diminnie 4 Cho 3 Freese 2 Gahler 1
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صورت این در باشد. ∥.∥٢ و ∥.∥١ نرم شبه دو با برداري فضاي یک X کنید فرض .3.1.6 مثال
است. 2-نرمدار شبه فضاي یک زیر شده تعریف نرم با (X, ∥., .∥)

∥x, y∥ = ∥x∥١∥y∥٢, (x, y ∈ X).

میکنیم. بیان را فضاها این در توپولوژي مفاهیم برخی ادامه در

صورت این در باشد. ثابت b ∈ X و 2-(شبه)نرمدار فضاي یک (X, ∥., .∥) کنید فرض .4.1.6 تعریف
قسمی به باشد موجود N٠ ∈ N یک ε > ٠ هر براي اگر میشود، نامیده کوشی -b ،{xn} دنباله (آ)

.∥xn − xm, b∥ ≤ ε ، m,n ≥ N٠ براي که
که قسمی به باشد موجود x ∈ X و N٠ ∈ N ،ε > ٠ هر براي اگر است، b-همگرا ،{xn} دنباله (ب)

.∥xn − x, b∥ ≤ ε ، n ≥ N٠ براي
باشد. همگرا آن b-کوشی دنباله هر که صورتی در است، b-باناخ فضاي یک X (ث)

نگاشت باشد. ثابت b ∈ X و (شبه)نرمدار -2 فضاي یک (X, ∥., .∥) کنید فرض .5.1.6 تعریف
a, c, b ∈ X براي هرگاه میشود، نامیده X× < b > روي نگاشتb-خطی یک T : X× < b >→ F

باشد. برقرار زیر شرایط α ∈ F و
،T (a+ c, b) = T (a, b) + T (c, b) (1
.T (αa, b) = T (a, αb) = αT (a, b) (2

به باشد Mموجود > ٠ حقیقی عدد اگر میگویند، کراندار نگاشت یک را T b-خطی نگاشت همچنین
میشود: تعریف زیر صورت به نرمی ،T b-خطی نگاشت هر ازاي به .|T (x, b)| < M∥x, b∥ که قسمی

∥T∥ = sup{∥T (x, b)∥ : ∥x, b∥ ≤ ١}.

نمودهایم. استفاده A× < b > روي b-خطی هاي نگاشت تمام مجموعه براي X∗
b نماد از ما

.KerbT = {a ∈ A : T (a, b) = ٠} همچنین
مینامیم. نرمدار 2-جبر یک را X آنگاه باشد. جبر یک X فضاي ،1.1.6 تعربف در اگر

یک A گوییم باشد. ثابت b ∈ A و (شبه)نرمدار 2-جبر یک (A, ∥., .∥) کنید فرض .6.1.6 تعریف
کند: صدق زیر شرط در و b-باناخ فضاي یک A اگر است، b به نسبت باناخ) (شبه باناخ 2-جبر

∥xy, b∥ ≤ ∥x, b∥ ∥y, b∥, (∀ x, y ∈ A).

b = و a = (a١, a٢, a٣) ∈ R٣ هر ازاي به صورت این در .A = R٣ کنید فرض .7.1.6 مثال
میگیریم. نظر در را زیر نرم ،(b١, b٢, b٣)

∥a, b∥ = ((a١b٢ − a٢b١)
٢ + (a١b٣ − a٣b١)

٢ + (a٣b٢ − a٢b٣)
٢)

١
٢ .

است. b = (١,٠,٠) به نسبت باناخ 2-جبر یک R٣ فوق نرم با
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مقدمات .1.6

حداکثر داراي که I روي کراندار توابع تمام ي مجموعه ζ(I) ،I = [٠,١] کنید فرض .8.1.6 مثال
زیر نرم با و است اي نقطه ضرب و جمع به نسبت جبر یک ζ(I) فضاي باشند. ناپیوستگی نقاط شمارا

∥f, g∥ = sup
x,y∈I

|f(x)g(y)− f(y)g(x)|, (f, g ∈ ζ(I)).

اگر است. 2-نرمدار فضاي یک

b(x) =

 ١ x = ١
٠ x ̸= ١.

است. b به نسبت باناخ جبر -2 یک (ζ(I), ∥., .∥) آنگاه

مورد باناخ 2-جبر فضاي در را است شده ثابت باناخ جبر فضاي در این از پیش که قضایا ادامه، در
میدهیم. قرار مطالعه

a ∈ A اگر باشد. e یکه عنصر با b به نسبت باناخ 2-جبر یک (A, ∥., .∥) کنید فرض .9.1.6 قضیه
.r(a) = limn ∥an, b∥

١
n و r(a) ≤ ∥a, b∥ آنگاه

است. [101] 3.2 قضیه به مشابه اثبات برهان.

باشد. کراندار -خطی bنگاشت یک T و b نسبت یکدار باناخ 2-جبر یک A کنید فرض .10.1.6 تعریف
، x, y ∈ A هر براي اگر میشود، نامیده A× < b > روي یکb−همومورفیسم را T نگاشت

T (xy, b) = T (x, b)T (y, b).

بخش این در است. صفر غیر هموفورفیسم −b یک A باناخ 2-جبر روي b-کارکتر یک از منظور
مجموعه است ممکن کنیم. می استفاده A× < b > روي کارکترهاي -b تمام براي Ωb(A) نماد از

باشد. تهی Ωb(A)

یکه گوي صورت این در باشد. ثابت z ∈ X و 2-نرمدار فضاي یک X کنید فرض [52] .11.1.6 قضیه
است. ستاره ضعیف فشرده مجموعه یک X∗

z بسته

بگیرید نظر در را زیر ضابطه با âb نگاشت ،a ∈ A کنید فرض

âb : Ω
b(A) −→ C, τ −→ τ(a, b).

بنابراین است، ستاره ضعیف فشرده مجموعه 11.1.6 قضیه به بنا {τ ∈ Ωb(A) : |τ(a, b)| ≥ ε} چون
.âb ∈ C٠(Ω

b(A))

است اسکالري λ که λa عنصر براي ،a′ نماد از ما .(a, b′) ∈ A× < b > کنید فرض .12.1.6 تعریف
.a′

= λa دیگر عبارت به کنیم. می استفاده شود، می ظاهر b′ = λbنمایش در که
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صورت این در باشد. b به نسبت یکدار باناخ 2-جبر یک A کنید فرض .13.1.6 قضیه

A× < b >→ C٠(Ω
b(A)), (a, b

′
) → â′

b.

دیگر عبارت به است. 2-نرم کاهنده نگاشت یک

∥â′
b∥ ≤ ∥a, b′∥.

صورت این غیر در .τ(a, b) ∈ σ(a) میدهیم نشان ابتدا .a ∈ A و τ ∈ Ωb(A) کنید فرض برهان.
a− τ(a, b)e ∈ Kerbτ طرفی از است، پذیر وارون عنصري a− τ(a, b)e آنگاه τ(a, b) /∈ σ(a) اگر
لذا .τ(a, b) ∈ σ(a) بنابراین نیست. پذیري وارون عنصر شامل و ماکسیمال ال ایده یک Kerbτ اما

داشت خواهیم اینک .|τ(a, b)| ≤ r(a) ≤ ∥a, b∥

∥â′
b∥ = sup

τ∈Ωb(A)

|τ(λa, b)| ≤ |λ|r(a) ≤ ∥a, λb∥ = ∥a, b,∥.

در باشد. نیز ∗C-جبر یک A علاوه به و b به نسبت باناخ 2-جبر یک A کنید فرض .14.1.6 تعریف
مینامیم. -جبر C∗-2 یک را A ،∥a∗a, b∥ = ∥a, b∥٢ که صورتی

نگاشت باشد. خطی یکb-نگاشت τ و b به نسبت باناخ -جبر C∗-2 یک A کنید فرض .15.1.6 تعریف
.τ(a, b) ≥ ٠ ، a ≥ هر٠ براي که صورتی در میشود، نامیده مثبت τ

صورت این در باشد. باناخ -جبر C∗-2 روي کراندار b-خطی نگاشت یک τ کنید فرض .16.1.6 قضیه
.∥τ∥ = ∥τ+∥+ ∥τ−∥ و τ = τ+ − τ− که دارند وجود b-خطی هاي نگاشت

است. [88] 3.3.10 قضیه به مشابه اثبات روند ،13.1.6 قضیه به توجه با برهان.

باناخ 2-جبر در تقریب بهترین 2.6
g٠ ∈ G صورت این در .G ⊆ X و x ∈ X 2-نرمدار، خطی فضاي یک X کنیم فرض .1.2.6 تعریف

که صورتی در نامیم، G در x تقریب -بهترین b را

∥x− g٠, b∥ = dG(x, b). (1.6)

.dG(x, b) := inf ∥
g∈G

x− g, b∥ آن در که
استفاده زیر شکل Gبه در xتقریب b-بهترین عناصر تمام نمایشمجموعه براي PbG(x) از چنین هم

میکنیم:

PbG(x) := {w ∈ G : ∥x− g٠, b∥ = dG(x, b)}. (2.6)
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و g٠ ∈ G ،X از زیرفضاي یک G 2-نرمدار، فضاي یک (X, ∥., .∥) کنید فرض [97] .2.2.6 قضیه
که قسمی به باشد موجود f ∈ X∗

b اگر تنها و اگر g٠ ∈ PbG(x) صورت این در .x ∈ X \G+ < b >

.∥f∥ = ١ و f(x− g٠) = ∥x− g٠, b∥ ،f |G×<b> = ٠

z ∈ A عنصر باشد. A از بسته سره زیرفضاي یک B و باناخ فضاي یک A کنید فرض .3.2.6 تعریف
باشد. z نقطه به نسبت تقریب -بهترین b ، ٠ اگر میشود، نامیده مینیمال -b ،

و A از یکدار جبر زیر یک C ،b به نسبت یکدار باناخ -جبر C∗-2 یک A کنید فرض .4.2.6 قضیه
که قسمی به است موجود مثبت b-کراندار خطی تابع آنگاه باشد، مینیمال عنصر یک a اگر .a ∈ Ah

-b خطی تابع و a ∈ Ah اگر برعکس. .φ(ac+ c∗a, b) = ٠ ،c ∈ C هر براي و φ(a٢, b) = ∥a٢, b∥
.φ(ac+ c∗a, b) = ٠ ،c ∈ C براي و φ(a٢, b) = ∥a٢, b∥ که قسمی به باشد، موجود φمثبت کراندار

است. مینیمال عنصر a صورت این در
.∥a, b∥ = ١ که کرد فرض میتوان اسکالر یک ضرب با . باشد مینیمال عنصر یک a کنید فرض برهان.
قرار .ψ(a, b) = ١ و ψ|C+<b> = ٠ که قسمی به است، موجود ψ ∈ A∗

b تابع ،2.2.6 قضیه به بنا
داریم e ∈ C فرض با ( 16.1.6 قضیه در ψ نمایش مثبت هاي نگاشت ) ψ = ψ+−ψ−

٢ میدهیم

٠ = ψ(e, b) =
ψ+(e, b)− ψ−(e, b)

٢ ,

اینکه از .∥ψ+∥ = ∥ψ−∥ = ١ نتیجه در .ψ+(e, b) = ψ−(e, b) بنابراین
ψ+(a, b)− ψ−(a, b)

٢ = ١.

داشت خواهیم اینک .ψ−(a, b) = −١ و ψ+(a, b) = ١ که میدهد نتیجه ،∥a, b∥ = ١ و

ψ−((a+ e)٢, b) = ψ−(a
٢ + e+ ٢a, b)

= ψ−(a
٢, b) + ψ−(e, b) + ٢ψ−(a, b)

= ψ−(a
٢, b)− ١.

داریم است نا-مثبت مقدار راست طرف و نامنفی مقدار تساوي چپ طرف اینکه از

ψ−((a+ e)٢, b) = ٠, ψ−(a
٢, b) = ١ = (ψ−(a, b))

٢,

داد نشان میتوان مشابه طور به

ψ+((a+ e)٢, b) = ٠, ψ+(a٢, b) = ١ = (ψ+(a, b))٢.

داریم کوشی-شوارتز لم به بنا

ψ+((a− e)c, b) ≤ ψ٢
+((a− e), b)ψ٢

+(c, b)

= (ψ+(a, b)− ψ+(e, b))
٢ψ٢

+(c, b)

= (ψ٢
+(a, b)− ٢ψ+(e, b) + ١)ψ٢

+(c, b) = ٠,
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قرار داد. نشان میتوان نیز ψ− براي مشابه طور به را مطلب این . ψ+(ac, b) = ψ+(c, b) بنابراین
و φ(a٢, b) = ١ که است پیدا ،φ = ψ++ψ−

٢ میدهیم

φ(ac, b) =
ψ+(ac, b) + ψ−(ac, b)

٢ =
ψ+(c, b)− ψ−(c, b)

٢ = ٠.

براي بنابراین .φ(c∗a, b) = ٠ لذا است. هرمیتی عنصر a اینکه از .φ(ac, b) = ٠ ،c ∈ C هر براي لذا
،c ∈ C هر

φ(ac+ c∗a, b) = ٠.

φ(a٢, b) = ∥a٢, b∥ که قسمی به باشد موجود φمثبت کراندار خطی −b تابع و a ∈ Ah اگر برعکس.
صورت این در .φ(ac+ c∗a, b) = ٠ ،c ∈ C براي و

∥a− c, b∥٢ ≥ φ((a− c)(a− c)∗, b)

= φ(a٢, b) + φ(c٢, b)− φ(ac+ c∗a, b)

= ∥a, b∥٢ + φ(c٢, b)

≥ ∥a, b∥٢.

میشود. کامل اثبات و مینیمال عنصر یک a بنابراین

نقطه دورترین مشخصهي 3.6
از قبل ولی بپردازیم. داخلی ضرب مدول -2 فضاي در نقطه دورترین بحث به داریم قصد بخش این در
میپردازیم. یافتیم، دست 2-نرمدار فضاي در نقطه دورترین بحث در که کلی نتایج و تعاریف به ابتدا آن

نقطه .x ∈ X و X از کراندار مجوعه یک G و 2-نرمدار فضاي یک X کنید فرض .1.3.6 تعریف
که صورتی در میگوییم، x تا G مجموعه از نقطه b-دورترین را g٠ ∈ G

∥x− g٠, b∥ = fG(x, b) = sup
g∈G

∥x− g, b∥.

میدهیم. نشان FG(x, b) نماد با را نقاط این تمامی مجموعه

x, z هر براي باشد. X از کراندار مجوعه یک G و 2-نرمدار فضاي یک X کنید فرض .2.3.6 نتیجه
برقرارند: زیر احکام X از

.| fG(x, b)− fG(z, b) |≤ ∥x− z, b∥ (1
.∥x− z, b∥ ≤ fG(x, b) + fG(z, b) (2

داشت خواهیم b-دورترین تعریف به بنا .y ∈ FG(z, b) کنید فرض (1 برهان.

fG(x, b) ≥ ∥x− y, b∥ = ∥x− z + z − y, b∥ ≥ ∥x− z, b∥ − ∥z − y, b∥,
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لذا
fG(x, b)− fG(z, b) ≥ ∥x− z, b∥.

داریم y با x پارامتر تغییر با اینک

fG(z, b)− fG(x, b) ≥ ∥x− z, b∥.

.| fG(x, b)− fG(z, b) |≤ ∥x− z, b∥ بنابراین
میباشد. اول قسمت شبیه اثبات (2

- y٠ نگاشت صورت این در .x٠, y٠ ∈ X و 2-نرمدار فضاي یک X کنید فرض [79] .3.3.6 قضیه
.f(x٠, y٠) = ∥x٠, y٠∥ و ∥ f ∥= ١ که قسمی به است موجود f خطی

صورت این در .x ∈ X \ G+ < b > و X از کراندار مجموعه یک G کنید فرض .4.3.6 قضیه
که قسمی به باشد موجود p خطی -b نگاشت اگر تنها و اگر g٠ ∈ FG(x, b)

p(x− g٠, b) = sup
g∈G

∥x− g, b∥, ∥p∥ = ١. (3.6)

صورت این در باشد. موجود کند، صدق (3.6) شرایط در که خطی -b تابع کنید فرض برهان.

∥x− g٠, b∥ = ∥x− g٠, b∥∥p∥

≥ | p(x− g٠, b) |= sup
g∈G

∥x− g, b∥

≥ ∥x− g, b∥.

قسمی به دارد وجود p مانند b-خطی تابع یک 3.3.6 قضیه به بنا .g٠ ∈ FG(x, b) کنید فرض برعکس.
که

∥p∥ = ١, p(x− g٠, b) = ∥x− g٠, b∥ = sup
g∈G

∥x− g, b∥.

شد. ثابت حکم لذا

صورت این در .x ∈ X \ G+ < b > و X از کراندار مجموعه یک G کنید فرض .5.3.6 قضیه
هستند: معادل زیر عبارات

. g٠ ∈ FG(x, b) آ)
کند صدق زیر شرایط در که است موجود p خطی -b تابع ب)

| p(x− g٠, b) |= sup
g∈G

∥x− g, b∥, ∥p∥ = ١, (4.6)

| p(x− g٠, b) |≥| p(x− g, b) | . (5.6)
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و کند صدق زیر (4.6) شرط در که است موجود خطی -b تابع ث)

p(g٠ − g, b)p(x− g٠, b) ≤ ٠. (6.6)

داشت خواهیم لذا میکند. ایجاب را (4.6) رابطه 4.3.6 قضیه .g٠ ∈ FG(x, b) کنید فرض برهان.

| p(x− g٠, b) |= sup
g∈G

∥x− g, b∥ ≥ ∥x− g, b∥ ≥| p(x− g, b) |,

میکند. اثبات را (5.6) رابطه این که
این در کند. صدق (5.6) ،(4.6) شرایط در که باشد، موجود خطی -b تابع کنید فرض (ث) ⇒ (ب)

صورت:

|p(x− g٠, b)|٢ ≥ |p(x− g, b)|٢

= |p(x− g٠, b)|٢ + |p(g٠ − g, b)|٢ − ٢p(g٠ − g, b)p(x− g٠, b)

≥ |p(x− g٠, b)|٢ + ٢p(g٠ − g, b)p(g٠ − x, b),

.p(g٠ − g, b)p(x− g٠, b) ≤ ٠ که میافتد زمانی اتفاق این
است. بدیهی 4.3.6 قضیه به بنا اثبات (آ) ⇒ (ث)

میپردازیم. داخلی ضرب 2-مدول فضاي در نقاط این مشخصه به ما ادامه در

A-مدول یک X داخلی ضرب ∗C-مدول -2 یک باشد. ∗C-جبر یک A کنید فرض .6.3.6 تعریف
است. زیر خواص با ⟨., .|.⟩ : X ×X ×X → A A-مقدار نگاشت و اسکالر ضرب با همراه چپ

باشند. خطی وابسته x, z ⇔ ⟨x, x|z⟩ = ٠ و ⟨x, x|z⟩ ≥ ٠ ، x, z ∈ X هر براي ا)
،⟨x, x|z⟩ = ⟨z, z|x⟩ ب)

،⟨αx, x|z⟩ = α⟨x, x|z⟩ ،α ∈ A هر براي ج)
.⟨x+ x

′
, y|z⟩ = ⟨x, y|z⟩+ ⟨x′

, y|z⟩ د)

میشود: تعریف زیر صورت به X فضاي روي 2-نرم یک فوق داخلی 2-ضرب کمک به

∥x, z∥ = ∥⟨x, x|z⟩∥
١
٢ , (∀ x, z ∈ X).

قابل داخلی 2-ضرب خواص به توجه با که است، شوارتز کوشی- نامساوي فضا این در مهم قضایا از
واقع در میباشد. اثبات

|⟨x, y | z⟩| ≤ ∥⟨x, x|z⟩∥⟨y, y | z⟩.

،X از کراندار مجموعه زیر یک G داخلی، ضرب ∗C-مدول -2 یک X کنید فرض .7.3.6 قضیه
.y٠ ∈ FG(x, b) صورت این در .Re⟨x− y, y٠ − y|b⟩ ≤ ٠ ،y ∈ G هر براي اگر .y٠ ∈ G و x ∈ X
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داریم فرض به بنا صورت این در باشد. دلخواه عنصري y ∈ G کنید فرض برهان.

⟨x− y, x− y|b⟩ = Re⟨x− y, x− y٠ + y٠ − y|b⟩

= Re⟨x− y, x− y٠|b⟩+Re⟨x− y, y٠ − y|b⟩

≤ Re⟨x− y, x− y٠|b⟩+ ٠

≤ ∥⟨x− y, x− y|b⟩∥⟨x− y٠, x− y٠|b⟩.

.y٠ ∈ FG(x, b) دیگر عبارت به ،∥x− y, b∥ ≤ ∥x− y٠, b∥ بنابراین
R شعاع با محدب ً b-قویا مجموعه یک را X 2-نرمدار فضاي از G مجموعه زیر .8.3.6 تعریف

که قسمی به باشد موجود X از A١ مانند مجموعهاي زیر که صورتی در میگوییم،

G = ∩a∈A١B
b
R(a),

.Bb
r(a) = {y ∈ X : ∥x− a, b∥ ≤ r∥} آن در که

حقیقی اعداد میدان روي X داخلی ضرب -2 فضاي در را دورترین نقاط یکتایی مسئله ما ادامه در
میکنیم. اثبات R

تنها و اگر است R شعاع با محدب ً b-قویا مجموعه یک X از G تهی غیر مجموعه زیر .9.3.6 قضیه
.⟨ap, p⟩ = supa∈G⟨a, p⟩ و ||p, b|| = ١ که قسمی به G = ∩||p,b||=١B

b
R(ap −Rp) اگر

است. [109] 3.3 گزاره مشابه اثبات برهان.
نامساوي صورت این در باشد. X از R شعاع با ًمحدبی b-قویا مجموعه زیر G کنید فرض .10.3.6 لم

: است برقرار ∥p١, b∥, ∥p٢, b∥ = ١ و ⟨ai, pi⟩ = supa∈G⟨a, pi⟩ که a١, a٢ هر ازاي به زیر

∥a١ − a٢, b∥٢ ≤ R⟨a١ − a٢, p٢ − p١|b⟩.

داریم 9.3.6 قضیه به بنا است، محدب ً b-قویا مجموعه یک G مجموعه چون برهان.

G ⊆ Bb
R(a١ −R

p١
∥p١, b∥

) ∩Bb
R(a٢ −R

p٢
∥p٢, b∥

).

که میکند ایجاب این

∥a٢ − a١ +R
p١

∥p١, b∥
, b∥٢ ≤ R٢, ∥a١ − a٢ +R

p٢
∥p٢, b∥

, b∥٢ ≤ R٢.

بنابراین

∥a٢ − a١ +R
p١

∥p١, b∥
, b∥٢ = ⟨a٢ − a١ +R

p١
∥p١, b∥

, a٢ − a١ +R
p١

∥p١, b∥
|b⟩

= ⟨a٢ − a١, a٢ − a١|b⟩+ ⟨R p١
∥p١, b∥

, R
p١

∥p١, b∥
|b⟩

+ ٢⟨a٢ − a١, R
p١

∥p١, b∥
|b⟩

≤ R٢.
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لذا
∥a١ − a٢, b∥٢ ≤ ٢R⟨a١ − a٢,−p١|b⟩, (∗).

که داد نشان توان می مشابه طور به

∥a١ − a٢, b∥٢ ≤ ٢R⟨a١ − a٢, p٢|b⟩, (∗∗).

میشود. حاصل نتیجه (∗∗) (∗)و نامساوي دو طرفین جمع با

بگیرید. نظر در را زیر مجموعه X 2-نرمدار فضاي در G مجموعه هر براي

T br (G) = {x ∈ X : fG(x, b) > r}.

هر براي صورت این در باشد. X از R شعاع با محدب قویاً مجموعه زیر G کنید فرض .11.3.6 قضیه
است برقرار زیر نامساوي x١, x٢ ∈ T br (G)

∥fb(x١)− fb(x٢), b∥٢ ≤
r

r −R
∥x١ − x٢, b∥, (7.6)

.fb(xi) ∈ FG(xi, b) ،i = ١,٢ براي و r > R که
که کنید فرض برهان.

ai = fb(xi), pi =
١
r
(fb(xi)− xi), (i = ١,٢).

داشت خواهیم ،10.3.6 لم به بنا

∥fb(x١)− fb(x٢), b∥٢ ≤ R⟨fb(x١)− fb(x٢), p٢ − p١|b⟩

= R⟨fb(x١)− fb(x٢),
١
r
(fb(x٢)− x٢)−

١
r
(fb(x١)− x١), |b⟩

=
R

r
∥fb(x١)− fb(x٢), b∥٢ −

R

r
⟨fb(x١)− fb(x٢), x٢ − x١|b⟩.

داریم شوارتز کوشی- نامساوي به بنا

(١− R

r
)∥fb(x١)− fb(x٢), b∥٢ ≤

R

r
∥fb(x١)− fb(x٢), b∥∥x١ − x٢, b∥.

میکند. ایجاب را (7.6) رابطه این و

.b /∈< G > و x ∈ T br (G) ،X از R شعاع با محدب قویاً مجموعه زیر G کنید فرض .12.3.6 نتیجه
دارد. وجود x نقطه به نسبت G از نقطه یکb-دورترین حداکثر صورت این در

است. بدیهی 11.3.6 قضیه به بنا اثبات برهان.
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7 فصل

و تانسوري شبه فضاهاي در تقریب تئوري
مستقیم جمع

مجموعههاي روي تقریب تئوري بحث در شده مطرح قضایاي بتوانند که هستند شرایطی دنبال به محققان
1 ربینو و سینگر چون افرادي راستا، این در بدهند. گسترش نیز نامحدب مجموعههاي روي را محدب
پرداختند. RI فضاي در بالا به رو و پایین به رو مجموعههاي آن از پس و نرمال مجموعههاي معرفی به
قصد فصل این در ساخت. مطرح اي مشبکه فضاي در را مجموعهها این محبی دکتر بعد سالهاي در
X, Y از حاصل X � Y تانسوري شبه فضاي در تقریب تئوري بررسی به مباحث، این ادامه در داریم
جمع فضاي در نظریه این به سپس بپردازیم. است مشبکه فضاي یک ،Y و باناخ جبر یک ،X آن در که

میپردازیم. اي مشبکه فضاي متناهی تعدادي مستقیم

تانسوري شبه فضاي در تقریب تئوري 1.7
میپردازیم. [86 ،22] منابع از برگرفته تعاریف برخی به بخش این ابتداي در

باشد. X با متناظر دوگان فضاي X∗ و باناخ فضاهاي Y,X کنید فرض .1.1.7 تعریف
: بگیرید نظر در زیر ضابطه با را A : X∗ −→ Y عملگر

A(φ) = Σn
i=١φ(xi)yi, (ϕ ∈ X∗). (1.7)

فضاي روي متفاوتی عملگرهاي xi ∈ X و yi ∈ Y ، n با متناظر شد، خواهد مشاهده که طور همان
هم برد. خواهیم کار به را Σn

i=١xi ⊗ yi عبارت عملگرها این تمایز جهت ما شد. خواهند تعریف X∗

میشود: تعریف زیر صورت به ارزي هم رابطه یک عملگرها این به توجه با چنین
کنند. تعریف را یکسانی عملگر عبارت دو این اگر فقط و اگر Σn

i=١xi ⊗ yi ∼ Σm
i=١ai ⊗ bi

نماد با را آن و نامیده تانسوري فضاي را ارزي هم این از شده ایجاد ارزي هم کلاسهاي تمام مجموعه
میدهند. نمایش X ⊗ Y

Rubinov 1
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میشود: تعریف زیر صورت به فضا این روي جمع عمل

Σn
i=١xi ⊗ yi + Σm

i=n+١xi ⊗ yi = Σm
i=١xi ⊗ yi

است: برقرار زیر روابط α ∈ R و u, v ∈ Y ،x ∈ X هر ازاي به چنین هم

x⊗ (u+ v) = x⊗ u+ x⊗ v,

αx⊗ y = x⊗ αy,

٠⊗ x = ٠.

میتوان که هاي نرم مهمترین از اما دارد وجود متفاوت هاي نرم کردن تعریف امکان تانسوري فضاي در
صورت به که عملگرهاست، نرم همان است، ارزي هم کلاس عناصر شکل از مستقل و کرد اشاره آن به

میشود: تعریف زیر

λ(Σn
i=١xi ⊗ yi) = sup{∥ Σn

i=١ϕ(xi)yi ∥: ϕ ∈ X∗, ∥ ϕ ∥= ١}. (2.7)

داریم ،x⊗ y خاص حالت در که داشت توجه باید

λ(x⊗ y) = sup{∥ ϕ(x)y ∥: ϕ ∈ X∗, ∥ ϕ ∥= ١}

= sup{| ϕ(x) | ∥ y ∥: ϕ ∈ X∗, ∥ ϕ ∥= ١}

= ∥ x ∥∥ y ∥ .

تمام مجموعه X× و حقیقی اعداد میدان روي باناخ جبر یک X که کنید فرض .2.1.7 تعریف
α, β ∈ R و x, y ∈ X هر براي اگر ϕ ∈ X× دیگر عبارت به باشد. X روي جبري همومورفیسمهاي

باشیم داشته را زیر شرایط
ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y),

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

فضاي حالت این در ×Xکنیم. جایگزین را X∗ فضاي یعنی ،(1.7) در شده تعریف عملگرهاي قلمرو اگر
مینامیم. تانسوري شبه فضاي را همومورفیسمها توسط شده ایجاد ارزي هم کلاسهاي تمام از متشکل

درواقع کنیم. می استفاده فضا این براي X � Y نماد از ما

X � Y := {Σn
i=١xi ⊗ yi : X

× → Y | xi ∈ X, yi ∈ Y ; n ∈ N}.

کنیم: می تعریف زیر شکل به X � Y فضاي روي را زیر نرم چنین هم

∥Σn
i=١xi ⊗ yi∥� = sup

ϕ∈X×
∥

n∑
i=١

ϕ(xi)yi∥. (3.7)
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و z =
∑n

i=١ xi ⊗ yi برداري، فضاي یک Y باناخ، جابجایی جبر یک X کنید فرض .3.1.7 نتیجه
.∥z∥ ≥ ∥zo∥� صورت دراین .zo = ∑n

i=١ xi � yi

داشت خواهیم X× ⊆ X∗ اینکه از برهان.

∥z٠∥� = sup
ϕ∈X×

∥
n∑
i=١

ϕ(xi)yi∥

≤ sup{∥
n∑
i=١

ϕ(xi)yi∥, ∥ϕ∥ = ١, ϕ ∈ X∗}

= ∥z∥.

ازاي به و مرتب فضاي X که صورتی در گوییم، 2 مشبکه فضاي یک را X برداري فضاي .4.1.7 تعریف
باشند. موجود X در sup{x, y} و inf{x, y} مقادیر x, y ∈ X عنصر دو هر
است. مشبکه فضاي یک قاموسی ترتیب با Rn اقلیدسی فضاي .5.1.7 مثال

مشبکه فضاي یک ،X فشرده توپولوژیک فضاي روي پیوسته توابع تمام C(X) فضاي .6.1.7 مثال
است.

در مینامند، قوي یکه عنصر یک را 1X ∈ X عنصر مرتب، فضاي یک X کنید فرض .7.1.7 تعریف
.x ≤ λ.1X که طوري به باشد موجود λیک ،x ∈ Xهر براي که صورتی

| x | ،x ∈ X هر ازاي به صورت این در باشد. مشبکه فضاي یک X کنید فرض [86] .8.1.7 تعریف
میکنیم: تعریف زیر صورت به را x+, x− و

| x |= sup{x,−x}.

x+ = sup{x,٠}, x− = inf{x,٠}.

یکه عنصر کمک به میتوان فضا این روي باشد. 1X یکه عنصر با مشبکه فضاي یک X کنید فرض
کرد: تعریف را زیر نرم قوي

∥ x ∥= inf{λ ≥ ٠ : | x |≤ λ1X}, (x ∈ X). (4.7)

نامساوي شرط در که میدهیم نشان اینک میکند. صدق نرم دوم و اول شرایط در ∥.∥ که است بدیهی
(4.7) تعریف و مطلق قدر خواص به بنا صورت این در ،x, y ∈ X کنید فرض میکند. صدق نیز مثلث

داشت: خواهیم

|x+ y|1X ≤ |x|1X + |y|1X
≤ (∥x∥+ ∥y∥)1X
⇒ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Lattice 2
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میشود: گرفته نظر در زیر صورت به r شعاع و x مرکز به گوي فوق، نرم به توجه با همچنین

B(x, r) = {y ∈ X : −r1X ≤ y − x ≤ r1X}. (5.7)

تمام فضاي L∞(S,
∑
, µ) صورت این در باشد. پذیر اندازه فضاي (S,∑, µ) کنید فرض .9.1.7 مثال

زیر نرم با ،1(s) = ١ ،s ∈ S هر براي که 1 یکه عنصر با S روي کراندار اساسی طور به توابع

∥x∥ = ess sup
s∈S

|x(s)|, (x ∈ L∞(S,
∑

, µ)).

است. مشبکه نرمدار فضاي یک

یعنی نرم گراف K و ∥.∥ نرم با نرمدار فضاي یک Y که X = R × Y کنید فرض .10.1.7 مثال
قوي یکه عنصر با بسته محدب مخروط یک K که است بدیهی .K := {(λ, x) : λ > ∥x∥}
براي اینک میشود. تعریف X روي K توسط ،1.1.5 تعریف به بنا جزیی رابطه یک است، 1 = (١,٠)

داریم (c, y) ∈ X هر

p(c, y) = inf{λ ∈ R : (c, y) ∈ λ1}
= inf{λ ∈ R : (λ,٠)− (c, y) ∈ K}

= inf{λ ∈ R : (λ− c,−y) ∈ K}

= inf{λ ∈ R : λ− c ≥ ∥ − y∥} = c+ ∥y∥.

بنابراین

∥(c, y)∥ = max{p(c, y), p(−(c, y))}

= max{c+ ∥y∥,−c+ ∥y∥} = |c|+ ∥y∥.

است. مشبکه نرمدار فضاي یک X لذا

فضاهاي نرم به توجه با و نماییم تعریف X � Y فضاهاي روي جزیی رابطه یک داریم قصد ادامه در
11.1.2 تعریف ك ج. (ر. بالا به رو و پایین به رو مجموعههاي با مرتبط پذیري تقریب قضایاي مشبکه

کنیم. بیان فضا این در را (

رابطه یک میتوان فضا این ترتیب کمک به باشد، مشبکه فضاي یک Y کنید فرض .11.1.7 تعریف
کرد: تعریف زیر صورت به X � Y روي جزیی ترتیب

n∑
i=١

xi � yi ≤
m∑
i=١

ai � bi ⇔
n∑
i=١

ϕ(xi)yi ≤
m∑
i=١

ϕ(ai)bi, (∀ϕ ∈ X×).

کرد: بیان نیز زیر شکل به میتوان را (4.7) شده تعریف نرم چنین هم

∥z∥� = sup
ϕ∈X×

inf{λ : |
n∑
i=١

ϕ(xi)yi| ≤ λ١Y }.
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ازاي به صورت این در باشد. eX همانی عنصر با یکدار باناخ جبر یک X کنید فرض .12.1.7 لم
.ϕ(eX) = ١ ،٠ ̸= ϕ ∈ X×هر

داشت: خواهیم ϕ ∈ X× و eX = eXeX اینکه از برهان.

ϕ(eX) = ϕ(eXeX) = ϕ(eX)ϕ(eX).

.ϕ(eX) = ١ بنابراین

مشبکه فضاي یک ،Y و eX همانی عنصر با باناخ یکدار جابجایی جبر یک ،X کنید فرض .13.1.7 لم
.∥eX � ١Y ∥� = λ(eX ⊗ ١Y ) = ١ صورت این در باشد. ١Y عنصر با

داریم بنابراین .ϕ(eX) = ١ ،12.1.7 لم به بنا .ϕ ∈ X× کنید فرض برهان.

∥eX � ١Y ∥� = sup
ϕ∈X×

∥ϕ(eX)١Y ∥ = ∥١Y ∥ = ١.

چنین هم

λ(eX ⊗ ١Y ) = sup{∥ϕ(eX)١Y ∥, ∥ϕ∥ = ١, ϕ ∈ X∗}

= ∥١Y ∥ sup{∥ϕ(eX)∥, ∥ϕ∥ = ١, ϕ ∈ X∗}

= ∥١Y ∥∥eX∥ = ١.

گزاره صورت این در باشد. X � Y از بسته پایین به رو مجموعه زیر یک U کنید فرض .14.1.7 گزاره
برقرارند. زیر هاي

،ε > ٠ براي صورت این در .z = ∑m
i=١ xi � yi ∈ U اگر (1)

z − εeX � ١Y ∈ intU.

.intU = {w =
∑m

i=١ ai � bi ∈ X�Y : ∃ε > ٠ s.t. w+ εeX � ١Y ∈ U} (2)

بنابراین باشد. z − εeX � ١Y از باز همسایه یک N و z ∈ U کنید فرض .(1) اثبات:

N := {
n∑
i=١

ai � bi ∈ X � Y : ∥
n∑
i=١

ai � bi − (z − εeX � ١Y )∥� < ε}.

داریم (1.7) و (5.7) به بنا

|
n∑
i=١

ϕ(ai)bi −
m∑
i=١

ϕ(xi)yi − ε١Y | ≤ ε١Y , (∀ ϕ ∈ X×).

داشت: خواهیم 11.1.7 تعریف به توجه با

N := {
m∑
i=١

ai � bi ∈ X � Y :
m∑
i=١

ai � bi − ٢εeX � ١Y ≤ z ≤
m∑
i=١

ai � bi}.
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در .N ⊆ U بنابراین .∑m
i=١ ai � bi ∈ U لذا است، بسته و پایین به رو مجموعه یک U چون

.∑m
i=١ xi � yi − εeX � ١Y ∈ intU نتیجه

که طوري به است موجود ε٠ > ٠ صورت این در .z =
∑m

i=١ xi � yi ∈ intU کنید فرض .(٢)
که باشد موجود ε > ٠ اگر برعکس. .z+ ε٠eX � ١Y ∈ U لذا است. U از اي مجموعه زیر B(z, ε٠)

و z = z + εeX � ١Y − εeX � ١Y ∈ intU داریم اول قسمت به بنا آنگاه ،z + εeX � ١Y ∈ U

میکند. کامل را اثبات این
U صورت این در باشد. X � Y از بسته و پایین به رو مجموعه زیر یک U کنید فرض .15.1.7 قضیه

است. X � Y در پذیر تقریب مجموعه یک
ایجاب این .r = d(z, U) و X � Y \U از دلخواهی عنصر z =

∑m
i=١ xi � yi کنید فرض برهان.

که قسمی به است موجود U از ∑n
i=١ u

ε
i � vεi عنصر ε > ٠ هر براي که میکند

∥z −
n∑
i=١

uεi � vεi ∥� < r + ε.

داشت خواهیم نرم تعریف به بنا

|
m∑
i=١

ϕ(xi)yi −
n∑
i=١

ϕ(uεi )v
ε
i | ≤ (ε+ r)١Y , ∀ϕ ∈ X×.

لذا

− (r + ε)١Y ≤
n∑
i=١

ϕ(uεi )v
ε
i −

m∑
i=١

ϕ(xi)yi ≤ (r + ε)١Y . (6.7)

داریم صورت این در .∑m+١
i=١ u٠i � v٠i = z − reX � ١Y کنید فرض

∥z −
m+١∑
i=١

u٠i � v٠i ∥ = r = d(z, U).

داریم (6.7) به بنا
m+١∑
i=١

u٠i � v٠i − εeX � ١Y = z − (r + ε)eX � ١Y ≤
n∑
i=١

uεi � vεi .

که گرفت نتیجه توان می ∑n
i=١ u

ε
i � vεi ∈ U و است پایین به رو مجموعه یک U اینکه از

m+١∑
i=١

u٠i � v٠i − εeX � ١Y ∈ U.

و ∑m+١
i=١ u٠i � v٠i ∈ U لذا ایست بسته مجموعه U چون

m+١∑
i=١

u٠i � v٠i ∈ PU(
m∑
i=١

xi � yi).
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در .z = ∑m
i=١ xi� yi و X � Y از بسته پایین به رو مجموعه زیر یک U کنید فرض .16.1.7 گزاره

.r = d(z, U) آن در که z٠ = z − reX � ١Y که است موجود z٠ = minPU(z) صورت این
،3.2.7 قضیه به بنا .z٠ = z− reX�١Y و z /∈ U کنید فرض است. بدیهی نتیجه z ∈ Uاگر برهان.
می ایجاب این z ≥ z٠ ،z ∈ B(z, r) هر براي و ∥z − z٠∥� = r ،13.1.7 لم بر بنا .z٠ ∈ PU(z)
دلخواهی عنصر ź ∈ PU(z) که کنید فرض اینک است. B(z, r) مجموعه عضو کوچکترین z٠ که کند
عنصر کوچکترین z٠ نتیجه در ź ≥ z٠ بنابراین .ź ∈ B(z, r) و ∥z − ź∥� = r صورت این در باشد.

است. PU(z) مجموعه
.z =

∑m
i=١ xi � yi ∈ X � Y و بسته پایین به رو مجموعه زیر یک U کنید فرض .17.1.7 نتیجه

صورت این در
d(z, U) = min{λ ≥ ٠ : z − λeX � ١Y ∈ U}.

.z − ٠eX � ١Y صورت این در z ∈ U اگر .A = {λ ≥ ٠ : z − λeX � ١Y } میدهیم قرار برهان.
بنا .z− λeX � ١Y ∈ U که باشد دلخواهی عنصر λ > ٠ و z /∈ U اگر .minA = ٠ = d(z, U) لذا

داریم ،13.1.7 لم بر

λ = ∥z − (z − λeX � ١Y )∥� ≥ d(z, U) = r.

داشت خواهیم نتیجه در و r ∈ A بنابراین .z − reX � ١Y ∈ U ،16.1.7 گزاره به بنا دیگر طرفی از
.minA = r

مستقیم جمع فضاي در تقریب تئوري 2.7
مشبکه فضاهاي مستقیم جمع در پایین به رو Im-شبه مجموعههاي 1.2.7

نرمدار
یکه عنصر با مشبکه فضاهاي از خانواده یک (Xi)i∈I و ها اندیس از متناهی مجموعه یک I کنید فرض
براي کردهایم. استفاده Xi مشبکه فضاهاي از مستقیم جمع فضاي براي ∑i∈I Xi نماد از ما باشند. ١i

میکنیم: تعریف زیر بصورت را جمع عمل ،x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈
∑

i∈I Xi هر

x+ y = (xi + yi)i∈I .

میگیریم: نظر در فضا این روي را زیر نرم و برده کار به y = (١i)i∈I ∈
∑
i∈I
Xi عنصر براي را ١⊕ نماد ما

∥x∥ := max
i∈I

∥xi∥i, (∀x ∈
∑
i∈I

Xi). (7.7)

میکنیم: تعریف زیر نحو به را زیر جزئی ترتیب رابطه چنین هم

x ≤ y ⇔ xi ≤ yi, (∀i ∈ I). (8.7)
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زیر مجموعههاي .x = (xi)i∈I ∈
∑

i∈I Xi و I از زیرمجموعه یک Im = {i١, i٢, ...im} کنید فرص
بگیرید: نظر در را

(
∑
i∈I

Xi)
Im
x :=

{
y = (yi)i∈I ∈

∑
i∈I

Xi : xi ≥ yi; i ∈ Im, xi ≤ yi; i /∈ Im
}
,

(co
∑
i∈I

Xi)
Im
x :=

{
y = (yi)i∈I ∈

∑
i∈I

Xi : xi ≤ yi; i ∈ Im, xi ≥ yi; i /∈ Im
}
,

میکنیم استفاده میشود، تعریف زیر صورت به که y = (yi)i∈I عنصر براي ،١Im⊕ نماد از ما

yi =

 ١ اگر i ∈ Im

−١ اگر i ∈ I \ Im.
(9.7)

میکنیم: تعریف زیر صورت به را coPrIm(x) نماد چنین هم

(coPrIm(x))i =

 xi اگر i ∈ Im

٠ اگر i ∈ I \ Im
(10.7)

در میشود، نامیده پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک ،U ⊆
∑

i∈I Xi مجموعه .1.2.7 تعریف
.(∑i∈I Xi)

Im
u ⊆ U ، u ∈ U هر براي که صورتی

این در .x ∈
∑

i∈I Xi و بسته پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرص .2.2.7 گزاره
هستند: درست زیر عبارات صورت

.x− ε١Im⊕ ∈ intU ، ε > ٠ هر براي صورت این در .x ∈ U اگر (1)
(2)

intU = {x ∈
∑
i∈I

Xi : ∃ε > ٠ s.t. x+ ε١Im⊕ ∈ U}.

دیگر عبارت به باشد. x− ε١Im⊕ از همسایگی یک N و x ∈ U کنید فرض .(١) برهان.

N := {y ∈
∑
i

Xi : ∥y − (x− ε١Im⊕ )∥ ≤ ε}.

کنید فرض
N١ := {y ∈

∑
i∈I

Xi : xi − ٢ε ≤ yi ≤ xi, (∀i ∈ Im)},

N٢ := {y ∈
∑
i∈I

Xi : xi ≤ yi٢ε+ xi, (∀i ∈ I\Im)},

داشت: خواهیم ترتیبی، رابطه و نرم تعریف به بنا

N = N١ ∩N٢.
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میشود نتیجه است، پایین به رو ،شبه −Im مجموعه زیر یک U که این و (∑i∈I Xi)
Im
u تعریف به بنا

.x− ε١Im⊕ ∈ intU بنابراین .N ⊆ U

بنابراین B⊕(x, ε٠) ⊆ U که قسمی به دارد وجود ε٠ > صورت٠ این در .x ∈ intU کنید فرض .(٢)
قسمت به بنا x+ ε١Im⊕ ∈ U که قسمی به باشد موجود ε > ٠ کنید فرض برعکس. .x+ ε٠١Im⊕ ∈ U

میکند. کامل را اثبات این که ،x = (x+ ε١Im⊕ )− ε١Im⊕ ∈ intU ،(1)

صورت این در i∈I∑باشد. Xi از بسته پایین به رو شبه مجموعه زیر یک U کنید فرص .3.2.7 قضیه
است. ∑i∈I Xi در پذیر تقریب مجموعه U

که کند می ایجاب این .r = d(x٠, U) = infu∈U ∥x٠ − u∥ و x٠ ∈
∑

i∈I Xi کنید فرض برهان.
تعریف به بنا بنابراین .∥x٠ − uε∥ ≤ ε که قسمی به است موجود uε مانند عنصري ε > ٠ هر براي

داریم 7.7 نرم

∥(x٠)i − (uε)i∥i ≤ r + ε, (∀i ∈ I).

داریم Xi مشبکه فضاهاي نرم به توجه با

− (r + ε)١i ≤ (uε)i − (x٠)i ≤ (r + ε)١i, (∀i ∈ I). (11.7)

که شود می نتیجه (11.7) از
x٠ − r١⊕ − ε١⊕ ≤ uε.

.∥x٠ − u٠∥ = r چون .u٠ = x٠ − r١⊕ ∈ U لذا است، بسته و پایین به رو مجموعه یک U اینکه از
است. پذیر تقریب مجموعه یک U لذا .u٠ ∈ PU(x٠) بنابراین

.x =
∑m

i=١ xi � yi و ∑i∈I Xi از بسته پایین به رو مجموعه زیر یک U کنید فرض .4.2.7 گزاره
.r = d(x, U) آن در که u٠ = x− r١⊕ که است موجود u٠ = minPU(x) صورت این در

قضیه به توجه با .u٠ = x − r١⊕ و x /∈ U کنید فرض است. بدیهی نتیجه ،x ∈ Uاگر برهان.
کوچکترین u٠ که کند می ایجاب این .y ≥ x− r١⊕ ،y ∈ B(x, r) هر براي .u٠ ∈ PU(x) ،3.2.7
صورت این در باشد. دلخواهی عنصر ý ∈ PU(x) که کنید فرض اینک است. B(x, r) مجموعه عضو
PU(x) مجموعه عنصر کوچکترین u٠ نتیجه در ،ý ≥ u٠ بنابراین .ý ∈ B(x, r) و ∥x − ý∥ = r

است.

،i ∈ I هر براي که Tm(x) = y ضابطه با نگاشتی Tm :
∑

i∈I Xi →
∑

i∈I Xi کنید فرض

yi = (١Im⊕ )ixi, (12.7)

،i ∈ I هر براي که (coT )m(x) = y ضابطه با (coT )m :=
∑

i∈I Xi →
∑

i∈I Xi و

yi = −(١Im⊕ )ixi. (13.7)
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هستند. ایزومورفیسم (12.7) و (13.7) ضابطه با شده تعریف (coT )m و Tm نگاشتهاي .5.2.7 لم
است. بدیهی اثبات برهان.

و Tm و باشد ∑i∈I Xi از بسته پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .6.2.7 قضیه
مجموعه یک Tm(U)صورت این در باشند. (12.7) و (13.7) ضابطه با شده تعریف نگاشتهاي (coT )m

است. بالا به رو مجموعه یک (coT )m(U) و پایین به رو
نامساوي h ∈ Tm(U) براي اگر تنها و اگر است پایین به رو مجموعه یک Tm(U) تعریف، به بنا برهان.
ایزومورفیسم نگاشت یک Tm که این از .h ∈ Tm(U) کنید فرض .x ∈ Tm(U) کند ایجاب x ≤ h

به بنا .xi ≤ hi ،i ∈ I هر براي لذا x ≤ h چون .Tm(w) = h که قسمی به دارد وجود w ∈ U است،
داریم (12.7) ضابطه xi ≤ wi اگر i ∈ Im

−xi ≥ wi اگر i ∈ I \ Im.

متعلق ui = (١Im⊕ )ixi که u = (ui)i∈I لذا است، پایین به رو شبه −Im مجموعه یک U چون
مشابه طور به است. پایین به رو مجموعه یک Tm(U) و x = Tm(u) ∈ Tm(U) بنابراین است. U به

است. بالا به رو مجموعه یک ،(coT )m(U) که داد نشان میتوان
براي اگر مینامیم، بالا به رو شبه −Im مجموعه زیر یک را U ⊆

∑
i∈I Xi مجموعه .7.2.7 تعریف

.(co∑i∈I Xi)
Im
u ⊆ U ،u ∈ U ∑هر

i∈I Xi از بسته ( بالا به رو (یا پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .8.2.7 گزاره
r′′ = نیز و r′ = d(Tm(U), Tm(x)) ،r = d(U, x) ،x ∈

∑
i∈I Xi هر براي که طوري به باشد.

.r = r′ = r′′ صورت این در .d((coT )m(U), (coT )m(x))
برهان.

∥Tm(x)− Tm(u)∥ = max
i∈I

∥
(
Tm(x)

)
i
−

(
Tm(u)

)
i
∥i

= max{max
i∈Im

∥xi − ui∥i, max
i∈I\Im

∥ui − xi∥i}

= max
i∈I

∥xi − ui∥i

= ∥x− u∥.

داد. نشان میتوان را دیگر تساوي مشابه طور به .r = r′ داریم ،u روي اینفیمم گرفتن با
r = و x ∈

∑
i∈I Xi بسته، پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .9.2.7 گزاره

.um = x− r١Im⊕ ∈ PU(x) صورت این در .d(U, x)
بنا لذا است. پایین به رو مجموعه یک Tm(U) ،6.2.7 قضیه به بنا x ∈

∑
i∈I Xi کنید فرض برهان.

این به توجه با .w٠ = Tm(x)− r١⊕ که است موجود w٠ = minPTm(U)

(
Tm(x)

) ،4.2.7 گزاره به
.um = T−١

m (w٠) ∈ PU(x) بنابراین است، ایزومورفیسم نگاشت یک ،5.2.7 لم به بنا Tm که
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همان Tm و x ∈
∑

i∈I Xi ، پایین به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .10.2.7 گزاره
برقرارند: زیر عبارات صورت این در باشد. (12.7) نگاشت

.PU(x) = {u ∈ U : Tm(u) ∈ PTm(U)

(
Tm(x)

)
} (1

.d(U, x) = min{λ ≥ ٠ : Tm(x)− λ١⊕ ∈ Tm(U)} (2
ایزومورفیسم نگاشت یک ،5.2.7 لم به بنا Tm که این به توجه با و 9.2.7 ، 8.2.7 گزارههاي به بنا برهان.

است. بدیهی اثبات است،

مجموعههاي با آن ارتباط و مثبت پایین به رو Im-شبه مجموعههاي 2.2.7
پایین به رو شبه

بگیرید. نظر در را زیر مجموعههاي
(
∑
i∈I

Xi)+ := {y|y = (yi)i∈I ∈
∑
i∈I

Xi : yi ≥ ٠, (∀ i ∈ I)}.

((
∑
i∈I

Xi)
Im
x )+ := (

∑
i∈I

Xi)+
∩

(
∑
i∈I

Xi)
Im
x .

صورتی در مینامیم، مثبت پایین به رو شبه −Im یک را V ⊆ (
∑

i∈I Xi)+ مجموعه .11.2.7 تعریف
.((∑i∈I Xi)

Im
v )+ ⊆ V ،v ∈ V هر براي که

پایین به رو شبه −Im مجموعههاي تمام اشتراك .V ⊆ (
∑

i∈I Xi)+ کنید فرض .12.2.7 تعریف
میدهیم. نمایش V∗ نماد با را آن و مینامیم، V مجموعه پایین به رو شبه −Im پوسته را V شامل

این در .V ⊆ (
∑

i∈I Xi)+ مجموعه پایین به رو شبه −Im پوسته V∗ کنید فرض .13.2.7 گزاره
برقراراند. زیر عبارات صورت

.V∗ = {x ∈
∑

i∈I Xi : coP
Im(x), x+ ∈ V } (1)

.V = V∗
∩
(
∑

i∈I Xi)+ (2)
یک A که میدهیم نشان ابتدا .A = {x ∈

∑
i∈I Xi : coPr

Im(x), x+ ∈ V } کنید فرض برهان.
که قسمی به x ∈

∑
i∈I Xi و a ∈ A کنید فرض است. پایین به رو شبه −Im مجموعه xi ≤ ai اگر i ∈ Im

xi ≥ ai اگر i ∈ I \ Im, (∗)

به بنا .y′
= x+ و y = coPrIm(x) دهیم می قرار .coPrIm(a) , a+ ∈ V لذا a ∈ A اینکه از

داریم (10.7)

yi =

 ٠ اگر i ∈ Im

xi اگر i ∈ I \ Im.

87



مستقیم جمع و تانسوري شبه فضاهاي در تقریب تئوري .7

داشت خواهیم (∗) رابطه و 8.1.7 تعریف به بنا چنین هم

y
′

i =

 x+i ≤ a+i اگر i ∈ Im

x+i ≥ a+i اگر i ∈ I \ Im.

که میشود نتیجه این از .x+, y ∈ V لذا است، مثبت پایین به رو شبه −Im مجموعه یک V چون
فرض اینک .V∗ ⊂ A لذا V ⊆ A اینکه از است. پایین به رو شبه −Im مجموعه یک A لذا .x ∈ A

یک V∗ چون .x+i ≥ xi ،i ∈ Iهر براي دیگر طرفی از .x+ ∈ V ⊆ V∗ صورت این در .x ∈ A کنید
.A = V∗ نتیجه در .A ⊆ V∗ بنابراین x ∈ V∗ لذا است، پایین به رو شبه −Im مجموعه

. است بدیهی اول قسمت به بنا (٢).

صورت این در .x ∈ X+ و y ∈ X مشبکه، فضاي یک X کنید فرض .14.2.7 لم

∥x− y∥ ≥ ∥x− y+∥.

لذا x ∈ X+ اینکه از .y = y+ + y− شکل به نمایشی داراي y ،8.1.7 تعریف به توجه با برهان.
داشت: خواهیم مطلق قدر تعریف به بنا .x− y = x− (y+ + y−) و x = x+

|x− y| = (x− y)+ − (x− y)−

= x− y+ − y− ≥ x− y+

= |x− y+|

⇒ ∥x− y∥ ≥ ∥x− y+∥.

این در .V ⊆ (
∑

i∈I Xi)+ مجموعه پایین به رو شبه −Im پوسته V∗ کنید فرض .15.2.7 گزاره
.d(V, x) = d(V∗, x) ، x ∈ (

∑
i∈I Xi)+ هر براي صورت

14.2.7 لم به توجه با اینک .d(V, x) ≥ d(V∗, x) ،x هر براي لذا V ⊆ V∗ که است آشکار برهان.
داریم v ∈ V∗ هر براي

∥x− v∥ = max
i∈I

∥xi − vi∥i

= max{max
i∈Im

∥xi − vi∥i, max
i∈I\Im

∥xi − vi∥i}

≥ max{max
i∈Im

∥xi − v+i ∥i, max
i∈I\Im

∥xi − v+i ∥i}

= ∥x− v+∥ ≥ d(V, x).

. d(V∗, x) = d(V, x) نتیجه در .d(V∗, x) ≥ d(V, x) بنابراین

صورت این در باشد. بسته بالاي به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .16.2.7 قضیه
است. پایین به رو مجموعه یک coTm(U) و بالا به رو مجموعه یک Tm(U)
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نامساوي h ∈ Tm(U) براي اگر تنها و اگر است بالا به رو مجموعه یک ،Tm(U) تعریف به بنا برهان.
نگاشت یک 5.2.7 لم به بنا Tm که این از h ∈ Tm(U) کنید فرض .x ∈ Tm(U) کند ایجاب x ≥ h

،i ∈ I هر براي لذا x ≥ h چون .Tm(w) = h که قسمی به دارد وجود w ∈ U است، ایزومورفیسم
داریم (12.7) ضابطه به بنا .xi ≥ hi xi ≥ wi اگر i ∈ Im

−xi ≤ wi اگر i ∈ I \ Im.

U به متعلق ui = (١Im⊕ )ixi که u = (ui)i∈I لذا است. بالا به رو شبه −Im مجموعه یک U چون
میتوان مشابه طور به است. بالا به رو مجموعه یک Tm(U) و x = Tm(u) ∈ Tm(U) بنابراین است.

است. پایین به به رو مجموعه یک ،(coT )m(U) که داد نشان

این در .x ∈
∑

i∈I Xi و بسته بالاي به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .17.2.7 نتیجه
صورت

PU(x) = {u ∈ U : Tm(u) ∈ PTm(U)(Tm(x))}.

بدیهی اثبات میباشد، ایزومورفیسم نگاشت یک Tm ،5.2.7 لم به بنا اینکه و 8.2.7 گزاره به بنا برهان.
است.

و x ∈
∑

i∈I Xi بسته، بالاي به رو شبه −Im مجموعه زیر یک U کنید فرض .18.2.7 نتیجه
.um = x+ r١Im⊕ ∈ PU(x) صورت این در .r = d(U, x)

یک −Tm(U) اینکه از است. بالا به رو مجموعه یک Tm(U) ،16.2.7 قضیه به بنا اثبات برهان.
که است موجود u٠ = maxPTm(U)(Tm(x)) ،9.2.7 گزاره توجه با لذا است. پایین به رو مجموعه

.um = T−١
m (u٠) ∈ PU(x) داشت خواهیم ،17.2.7 نتیجه به توجه با .u٠ = Tm(x) + r١Im⊕
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پیشنهادات و نظرات

فیزیککوانتمی در مسئله این اهمیت به توجه با میباشد. تانسورها بحث ریاضیات در اخیر مباحث از یکی
در هرچند شود. انجام راستا این در درخوري پژوهشی اقدامات که و....میطلبد دیفرانسیل هندسه و
به رو مجموعههاي براي باناخ جبرهاي از تانسوري شبه فضاي در را تقریب تئوري رساله، این هفتم فصل
داراي جبري تانسورهاي فضاي در بحث این لیکن دادهایم، قرار بررسی مورد ( [60] مقاله (مطابق پایین

گیرد. قرار بررسی مورد این از پس میتواند که است بسیاري باز مسائل
است. شده داده تعمیم فازي نرمدار فضاي به نرمدار فضاي از بسیاري مفاهیم اخیر سالهاي در همچنین
کاربرد توابع تقریب و مهندسی علوم در که است فازي نرمدار فضاي در تقریب نظریه مسائل این جمله از
ارائه با لذا دارد. توجهی قابل تاثیر آن اغتشاشهاي حذف و تصویر کیفیت بردن بالا در نیز و داشته
جمله از نمود. طرح را بیشتري جدید مباحث میتوان مختلف فازي نرمدار فضاهاي در موضوع این
با مشابه بتوان نیز آنها در میدهد احتمال نویسنده که است فازي ∗C-جبرهاي جدید فضاهاي این

رسید. جالبی نتایج به نرمدار، فضاي در تقریب قضایاي نظیر و ∗C-جبرها
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Aabstract

In this thesis, we shall study approximation theory in some Banach algebras (such as :
operator algebras, C∗-algebras and Hilbert module spaces). For this purpose, after that
we give some preliminary results and definitions about these spaces, examined all the
most important issues approximation theory: best approximation, farthest point, unique-
ness, co-approximation and simultaneous approximation. A technique of derivation and
a technique of linear operators which used to express the characteristics of these points.
In order to, we use numerical range of operators and its relations to derivative values.
Also we extend to C∗-algebras some results by using of the Gelfand-Naimark theorem.
In the following, we introduce the approximation theory in fuzzy algebra operators and
module spaces. Then we present some results as generalization of well-known theorems
of approximation theory in the setting of 2-Banach algebras. In the end, we give some
results on the proximinality of particular subsets in quasi tensor product and direct sum
spaces.

Keywords: Approximation theory, Hilbert operators, C∗-algebra, Fuzzy operators,

2-Banach algebra.
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