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به... تقدیم

نمایم تجربه را ایستادگ ، زندگ عرصه در ونه چ تا آموخت من به عالمانه که پدرم پاک روح به تقدیم
برسم، توانای به تا رفت توانش بود، رن همه برایش وجودم که عشق و فداکاری �کران ب دریای مادرم، به و
سرمایه رویش روشنای و کلامش گرم اهش، ن فروغ که او بمانم. سپید روی تا گرفت سپیدی مویش
بر محبت و عشق از مالامال دل با و �نهم م زمین بر ادب زانوی گرامیش وجود برابر در است. من زندگان

�زنم... م بوسه دستانش



اری... پاس
یاری دوستان محبت�بار، لبخندهای پاس به گویم ر ش را خود پروردگار که �دانم م خود بر نخست
لیاقت که �خواهم م او از و کرده�ام دریافت او رحمت از که را آنچه همه و محبت و عشق رسان،

که کند ارزان من بر را استاد از ر تش

نداد،... یاد من به استاد حیف! دانستن، و ن استاد قدر

را ر تش کمال منتشان ب �های راهنمای �خاطر به زیره احمد دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از
دارم،

دارم، سبز روزگاری و سربلندی آرزوی گرانقدر استاد این برای و

و تقدیر نمودند، یاری مهم امر این در مرا که دوستان تمام و خانواده از �دانم م لازم هم�چنین
کنم. ر تش

ی و ش یده
ور۱۳۹۵



ھد
علوم ده دانش محض ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی وه ش حمیده اینجانب
رال انت ر عمل ارزی ت بررس عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعت اه دانش ریاض

�شوم: م متعهد زیره احمد دکتر راهنمای تحت ستاره�گون، تواب از رده�ای زیر برای

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش�گران، ر دی پژوهش�های نتای از استفاده در •

یا مدرک نوع هی دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه �جا هی در امتیازی

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود اه دانش

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصل نتای آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
�گردد. م رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده

دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

ی و ش یده
ور۱۳۹۵

ر ق و ج تا ت مال
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
�باشد. م شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این

�باشد. نم مجاز منب ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای و اطلاعات از استفاده •



یده چ
رال انت رهای عمل از بعض واحد، دیس بر شده تعریف تحلیل تواب برای نامه پایان این در

اه آن باشد، محدب f تاب اگر ساندر ال لم با مطابق �کنیم. م تعریف تواب این روی بر را

ساندر ال ر عمل از یافته�ای تعمیم رهای عمل همچنین است. ستاره�گون G(z)تاب =
∫ z

٠
f(u)

u
du

باشند. ارز ت رها عمل این آن طبق که �کنیم م بررس را شرایط و معرف را
رال انت ر عمل ستاره�گون، تواب ارز، ت تواب ، تحلیل تواب کلماتکلیدی:



پایان از ج قالات ت
اول مقاله .١

دوم مقاله .٢

سوم مقاله .٣



فهرستمطالب

١ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف و نماد�گذاری ١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S∗رده�ی ٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C رده�ی ٣.١

١٣ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Jγ١,...,γn رال انت ر عمل ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . Jγ١,...,γn رال انت ر عمل ارزی ت ١.١.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Jγ,β رال انت ر عمل ٢.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . Jγ,β رال انت ر عمل ارزی ت ١.٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fα١,...,αn رال انت ر عمل ٣.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . Fα١,...,αn رال انت ر عمل بودن ستاره�گون ١.٣.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Iγ,αi

(f, g) رال انت ر عمل ۴.٢

٣٧ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . �ارز ت تواب و p-ظرفیت تواب بین ارتباط ١.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fp

α١,...,αn,β
رال انت ر عمل ١.١.٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tγ رال انت ر عمل ٢.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f١, f٢, . . . , fn رال انت ر عمل ٣.٣

۵١ مراج

۵٣ فارس به لیس ان واژه�نامه

چ



فصل١

مقدمات مفاهیم و نیازها پیش

اعداد مجموعه �باشد. م آینده فصل�های در نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم و تعاریف شامل فصل این
�دهیم. م نمایش C با را مختلط

تعاریف و نماد�گذاری ١.١

�شود. م نامیده میدان ی ،C در D همبند و باز مجموعه هر تعریف١.١.١.

z٠ همسای ی در هرگاه گوییم تحلیل z٠ ∈ D در را f : D −→ C تاب .٢.١.١ تعریف
باشد. پذیر مشتق

ت تاب f اگر بنابراین �نامیم. م ارز ت را باشد ی به ی که تحلیل تاب تعریف٣.١.١.
مخالف مشتق ارز، ت تاب تحلیل نظر از .z١ = z٢ �دهد م نتیجه f(z١) = f(z٢) باشد، ارز

ارد. �ن م ساده خم�های بر را ساده خم�های ارز، ت تاب هندس نظر از و دارد صفر

برای ر دی خواص و خواص این ترکیب ون چ جهت در فراوان تحقیقات و مطالعات
سیلورمن ابتدا در است. گرفته انجام باشند، داشته تحلیل یا هندس سرشت که قضایای اثبات
کامل شرح با و نامید S رده�ی را �باشند م ارز ت و باز،تحلیل ه�ی ی دیس در که توابع رده�ی

پرداخت. مربوط قضایای بررس به رده این زیررده�های از

UR = {z ∈ C : |z| < R} دیس در تابع f(z) فرضکنیم (لمشوارتز).[٩] تعریف١.١.۴.
در باشد، f تاب m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و باشد

این�صورت:
|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR).



٢ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

که �شود م برقرار زمان تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین
f(z) = eiθ

M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که

D در است شده تعریف D میدان در که را U(x, y) پیوسته و مقدار حقیق تاب تعریف١.١.۵.
D تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب نسب مشتقات دارای هرگاه گویند همساز

باشند. زیرصادق معادله در

∂٢U

∂x٢
+
∂٢U

∂y٢
= ٠

است. مشهور لاپلاس معادله به معادله این

و �باشند م ارز ت و تحلیل |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) تواب همه� رده� تعریف١.١.۶.
دارای S در f(z) تاب پس �دهیم. م نمایش S با �کند م صدق f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط در

است: زیر توان نمایش

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . (|z| < ١).

.g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S اه آن ،f(z) ∈ S اگر .٧.١.١ لم

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√
f(z٢)

z٢
�نویسیم م ،

√
f(z٢) جای به .٨.١.١ ملاحظه

�کند. م �معن ب را
√
f(z٢) = e

(
١
٢ ) log f(z

٢)

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + . . . کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z

√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١.١)

g(٠) = ٠ و �باشد م تحلیل واحد دیس بر g(z) تاب �گیریم)، م نظر در را √· اصل (شاخه�ی
�پردازیم. م ارزی ت اثبات به حال است. g′(٠) = ١ و

f چون و f(z٢١) = f(z٢٢) این�صورت در z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
یعن g(z١) = g(z٢) اگر

�شود م ملاحظه (١.١) از .z١ = −z٢ یا z١ = z٢ یعن ،z٢١ = z٢٢ داریم �باشد، م ی به ی
در فرض با که �دهد م نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تاب g(z) که

�شود. م اثبات g(z) ارزی ت و z١ = z٢ پس است. تناقض

[٢١] .|a٢| ≤ ٢ اه آن ،f(z) ∈ S اگر .٩.١.١ قضیه



٣ تعاریف و نماد�گذاری .١.١

اه آن باشد حقیق α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٩.١.١، در کوئب١). (تاب .١٠.١.١ مثال

لذا . g(z) = z
(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)

z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

�رسیم: م زیر تاب به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴
حقیق محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < قرص١ تاب این است. معروف کوئب تاب به که

ارد. �ن م است، شده بریده −∞ تا −١۴ از منف

اه آن ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). .١١.١.١ قضیه
.|c| ≥ ١

۴

متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تاب پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · �دانیم م برهان.
�باشد. م S به

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

: طرف از .|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ قضیه٩.١.١داریم به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داریم: لذا است. |a٢| ≤ پس٢ ،f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

اه: آن z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .١٢.١.١ لم
Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|

در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای �توان م پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
لذا: f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت. نظر

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

١Koeb



۴ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

داریم: حقیق قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.

اه: آن ،f(z) ∈ S اگر .١٣.١.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

خودش بر را واحد قرص و پوشاست و ی به ی ، تحلیل ω =
z + z٠
١+ z̄٠z

تاب �دانیم م برهان.

ت و تحلیل (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z̄٠z

) = b٠ + b١z+ b٢z
٢ تاب لذا ارد. �ن م
داریم: است، ارز

g(٠) = b٠ = f(z٠)

b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠))

تاب این�که به توجه با نیست، S به متعلق پس �باشد نم نرمالیزه g(z) چون

: یعن |b٢
b١
| ≤ ٢ قضیه٩.١.١، بنابر لذا �گیرد، م قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ٢

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

�دهیم: م قرار است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است، واق ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
یعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

�دانیم: م ١٢.١.١ لم به بنا

Re
zf ′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|

: یعن
٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢



۵ تعاریف و نماد�گذاری .١.١

پس
٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

�گیریم: م رال انت r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال
log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

داریم: لذا و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

: نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب مشتق .١۴.١.١ مثال

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣

تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تاب این مورد در ،١٣.١.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا
�شود. م

: اه آن ،f(z) ∈ S اگر .١۵.١.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)

با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ١٣.١.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

�گیریم: م رال انت خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم خط ی

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

r

(١+ r)٢
≤ اه آن باشد، |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

موجود z تا ٠ از ه ی دایره�ی داخل c مسیر ١١.١.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z)| < ١
۴ اگر و |f(z)|

این�صورت: در �پوشاند م را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

:١٣.١.١ قضیه�ی به بنا طرف از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥
∫ r

٠

١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم: لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.
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قضیه�ی بالای کران k(z) =
z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب برای .١۶.١.١ مثال

�شود. م تعیین z = −r در پایین کران و z = r در ١۵.١.١

برای اه آن باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n [٢١]اگر (لیتلوود٢) .١٧.١.١ قضیه

.|an| ≤ en ،nهر

باشد، داشته حقیق ضرایب و S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تاب اگر .١٨.١.١ قضیه
.|an| ≤ n ،n هر برای اه آن

�دهیم: م قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از رال�گیری انت و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

رابطه�ی به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

�شود م (٢.١)نتیجه رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان �توان م استقرای روش به و
که

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

: (٠ < θ < π,٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ �دهیم م نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

دارد. ثابت جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته تابع θ به نسبت υ(reiθ)چون
: لذا

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r → ١ با و �آید م بدست |anrn| ≤ nr رابطه ، (٣.١) (۴.١)در زین جای با
�گردد. م

٢Littlewood’s



٧ S∗رده�ی .٢.١

S∗رده�ی ٢.١

نقطه هر که مستقیم خط پاره هرگاه گوییم، ستاره�گون٣ z٠ به نسبت را D میدان تعریف١.٢.١.
هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تاب یرد. ب قرار D در �کند م وصل z٠ به را D از
زیر این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود اشته ن میدان بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه

�شود. م داده نشان S∗ با S رده�ی

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٢.١ لم
ارد. بن ستاره�گون میدان بر را |z| < r < ١

f(z) تاب در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای اه آن باشد، w ∈ D اگر باشد.
صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیل |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تاب لذا �باشد) م

.|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون �کند. م
|z١| < فرض١ با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در �کنیم. م انتخاب را w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون

داریم: ٠ < t < فرض١ با دلخواه t برای و
|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

و Dr در ها w١ همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr tω١در که است معن بدان این ول
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها همه�ی

به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه اه آن باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر س، ع بر
�باشد. نم D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای، برای

باشد. w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که �کنیم م انتخاب را |z| < r < ١ قرص این
ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z) پس نیست. Dr به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون

ارد. �ن نم

اگر: تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

میدان ی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ٢.٢.١ لم به توجه با برهان.
w = f(reiθ)تا w = ٠ از شعاع بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد. ستاره�گون
صعودی اکیدا θ به نسبت که است تابع arg f(reiθ) که است معن بدان این و باشد Dr در باید

کند. قط نقطه دو در حداقل را Dr مرز �بایست م شعاع بردار این�صورت غیر در زیرا است،

arg f(reiθ) = ول �شود. م مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تاب ی پس

بنابراین: ،Im log f(reiθ)

٣Starlike
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∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در = z

(١− z)٢
کوئب تاب مثال٢.١.۴.

همچنین: و است شده بریده −∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که �باشد م ω

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}
.

برای اگر است. تحلیل f(z) = ١ +
∑∞

n=١ anz
n ،|z| < ١ برای کنیم فرض .۵.٢.١ قضیه

.|an| ≤ ٢ ،n هر برای اه آن ،Ref(z) > ٠ ،|z| < ١

.|an| ≤ n ،n هر برای اه آن باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٢.١ قضیه

تاب f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن �توان م لذا است. تحلیل |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

�دانیم: م ٩.١.١ قضیه�ی بر بنا .Re {P (z)} > پس٠ f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای طرف از
|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)

داریم: و(١.۶) از(١.۵)

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anz
n)

�رسیم: م زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و
(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)

لذا برد (٨.١)به�کار در را مثلث نامساوی �توان م (٧.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n− ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ �یابیم م در فوق رابطه�ی از
: این�صورت در .|ak| ≤ k

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا �باشد م برقرار |an| ≤ n رابطه لذا و



٩ C رده�ی .٣.١

هرگاه: �شود م نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تاب تعریف٧.٢.١.

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

�دهیم. م نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این

اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) اه آن

C رده�ی ٣.١

را Dاز نقطه دو هر که مستقیم خط پاره هرگاه گوییم، محدب۴ را D میدان .١.٣.١ تعریف
یرد. ب قرار D در �کند م وصل به�هم

میدان ی بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تاب .٢.٣.١ تعریف
�دهیم. م نشان C با را S رده�ی زیر این شود، اشته ن محدب

قرص هر f(z) اگر تنها اگرو f(z) ∈ C این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D f(z)و ∈ C �کنیم م فرض ابتدا برهان.
(٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید �کنیم. م انتخاب Dr در را w٢، w١ نقاط f(z)باشد.
به�طوری� هستند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم tw١ + (١ − t)w٢،

. ω٢ = f(z٢) و ω١ = f(z١) که
g(z) = تاب تحت |z| < ١ تصویر اه آن |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون

تحلیل |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تاب لذا است. واق D در tf
(
(
z١
z٢
)z

)
+ (١ − t)f(z)

شوارتز لم موجب به �کند، م صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است
به�ویژه: .|h(z)| ≤ |z|

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)

ول tw١ + (١− t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ای نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون
پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < قرص١ در �بایست م نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٩.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢ خط
۴Convex
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دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو اه آن نباشد C رده�ی در f(z) اگر س، برع
شامل Dr تصویرش که �کنیم م انتخاب |z| < r < ١ مانند قرص این ندارد. قرار D در نقطه
در �تواند نم �کند، م وصل به�هم را نقطه دو این که خط پاره Dr ⊂ D چون باشد. نقطه دو این

�کند. نم تصویر محدب میدان ی بر را |z| < rقرص f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr

در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیل |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه
اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ C این�صورت

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

میدان ی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ C قضیه�ی٣.٣.١، بر بنا برهان.
بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تاب که است معن بدان این هندس نظر از باشد. محدب
حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θافزایش با مرز، این بر مماس و ارد �ن م ساده مرز ی

با: است برابر �سازد م حقیق محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای �دانیم م �کند. م
π

٢ + θ + arg f ′(z)

�گردد: م مشخص زیر شرط با محدب تاب لذا
∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و
١+

∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

و f(٠) = ٠ شرط دو با D در تحلیل تاب ی f کنیم فرض ساندر۵) (ال .۵.٣.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ C این�صورت در .f ′(٠) = ١

این�صورت: در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تاب اگر تنها و اگر است مثبت و تحلیل Dدر چب سمت تاب لذا

،n هر برای این�صورت در باشد. C در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

.|an| ≤ ١

بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تاب ۵.٣.١ قضیه به توجه با برهان.

.|an| ≤ ١ نتیجه در و n|an| ≤ n ،nهر برای ۶.٢.١ قضیه�ی
۵Alexander
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.|c| ≥ ١
٢ اه آن f(z) ̸= c و |z| < ١ برای f(z) ∈ C اگر .٧.٣.١ قضیه

نقطه� دو است، ارز ت |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کم تاب �دهیم م نشان ابتدا برهان.
این�صورت: در �کنیم م انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)−g(z١) =
(
(c− f(z٠))

٢−(c− f(z١))
٢
)
=

(
f(z٠)−f(z١)

)(
f(z٠)+f(z١)−٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین �باشد. م ارز ت f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی �تواند نم لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠

است. S در زیر نرمال تاب g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ · · · چون �شود. م ثابت g(z) ارزی ت لذا و

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

پوشش قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c

٢ ، |z| < در١ بعلاوه

.|c| ≥ ١
٢ یا و | c٢ | ≥

١
۴ �یابیم م در

داریم: |z| = r < ١ برای اه آن ،f(z) ∈ C اگر .٨.٣.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢

قرص و پوشاست و ی به ی ، تحلیل ،|z٠| < ١ که w =
z + z٠
١+ z̄٠z

) تاب �دانیم م برهان.

تاب پس ارد، �ن م خودش بر را واحد

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢

بنابراین: است. ارز ت و تحلیل |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠)

b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
.

تاب این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا �باشد نم نرمالیزه g(z) تاب چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

:۶.٣.١ قضیه�ی به بنا پس دارد وجود نیز C در لذا �گیرد م قرار Sدر
١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ١



١٢ مقدمات مفاهیم و نیازها پیش .١

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

�گیریم: م رال انت r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

لذا:
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

داریم: |z| = r < ١ برای اه آن f(z) ∈ C اگر .٩.٣.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم. |z| = r < ١ برای ٨.٣.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

�گیریم: م رال انت خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط ی با

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

اگر و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

٢ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

٢ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از ه ی دایره�ی داخل c مسیر پوشش قضیه�ی طبق |f(z)| < ١
٢

این�صورت: در �پوشاند م را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

قبل: قضیه�ی بر بنا طرف از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

١+ r

داریم: لذا
r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)
.



فصل٢

برای ارزی ت �های مح بررس
رال انت ر�های عمل

مورد در را ارزی ت های مح و �کنیم م معرف را جدید رال انت ر عمل چند فصل، این در
�کنیم. م بررس رها عمل این

Jγ١,...,γn رال انت ر عمل ١.٢

در که گوییم f(z) = z + a٢z
٢ + . . . ل ش به تواب از رده�ای را A (قرارداد) تعریف١.١.٢.

�باشند. م تحلیل U = {z ∈ C; |z| < ١} باز ه�ی ی دیس

به�صورت را (α ̸= ٠) که α مختلط عدد و f ∈ A برای Hα(z) رال انت ر عمل تعریف٢.١.٢.
�کنیم. م تعریف زیر

Hα(z) =

{
١
α

∫ z

٠
u−١(f(u))

١
αdu

}α

(z ∈ U) (١.٢)

مطالعه و بررس f ∈ S∗ برای را S رده به متعلق Hα(z) رال انت ر عمل انو٢ م و میلر١
کرده�اند[١١].

رال انت ر عمل (γj ̸= ٠) ،γj مختلط عدد و fj ∈ A ،j = ١,٢, . . . , n برای تعریف٣.١.٢.

١Miller
٢Mocanu



١۴ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

�کنیم. م تعریف زیر صورت به را Jγ١,...,γn

Jγ١,...,γn(z) =

{(
١
γ١

+
١
γ٢

+ . . .+
١
γn

)∫ z

٠
u−١(f١(u))

١
γ١ . . . (fn(u))

١
γn du

} ١
١
γ١

+ ١
γ٢

+...+ ١
γn

(٢.٢)

�باشد. م Hα(z) رال انت ر عمل یافته تعمیم فوق، رال انت ر عمل

به�دست Hα(z) رال انت ر عمل γ١ = α و f١ = f ،n = ١ دهیم قرار (٢.٢) رابطه در اگر
�آید. م

اگر .f ∈ A و Reα > ٠ مختلط، عدد α کنیم فرض [١۶ ،١۵] .۴.١.٢ لم

١− |z|٢Reα

Reα

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (٣.٢)

رال انت ر عمل اه آن

Fα(z) =

[
α

∫ z

٠
uα−١f ′(u)du

] ١
α

(۴.٢)

است. S رده به متعلق

اگر .f(٠) = ٠ با U در تحلیل تابع f کنیم فرض [١٠ کاراتئودوری)[٢، (لم .۵.١.٢ لم
که باشد موجود M > ٠ مقدار

Ref(z) ≤M (۵.٢)

اه آن

(١− |z|)|f(z)| ≤ ٢M |z| (z ∈ U) (۶.٢)

Jγ١,...,γn رال انت ر عمل ارزی ت ١.١.٢

Mjاعداد و Reγj ̸= ٠ که مختلط اعداد γj ،j = ١,٢, . . . , n برای کنیم فرض .۶.١.٢ قضیه

،b =
∑n

j=١Re
١
γj
> ٠ مثبت، حقیق

fj(z) = z + a٢jz
٢ + a٣jz

٣ + . . . , fj ∈ A.

zf∣∣∣اگر ′
j(z)

fj(z)
− ١

∣∣∣ ≤Mj (z ∈ U, j = ١,٢, . . . , n) (٧.٢)



١۵ Jγ١,...,γN رال انت ر عمل .١.٢

و
n∑

j=١

Mj

|γj|
≤ ٣

√
٣

٢ b (٠ < b < ١) (٨.٢)

یا
n∑

j=١

Mj

|γj|
≤ ٣

√
٣

٢ (b ≥ ١) (٩.٢)

است. S رده به متعلق (٢.٢) در شده تعریف Jγ١,γ٢,...,γn رال انت ر عمل اه آن

داریم: برهان.

Jγ١,...,γn(z) =


 n∑

j=١

١
γj

∫ z

٠
u
∑n

j=١
١
γj

−١
(
f١(u)

u

) ١
γ١
· · ·

(
fn(u)

u

) ١
γn

du


١∑n

j=١
١
γj

(١٠.٢)

�گیریم. م نظر در را است تحلیل U در که g تاب fj ∈ A ،j = ١,٢, . . . , n برای

g(z) =

∫ z

٠

(
f١(u)

u

) ١
γ١
· · ·

(
fn(u)

u

) ١
γn

du (١١.٢)

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را p تاب

p(z) =
zg

′′(z)

g′(z)
(z ∈ U) (١٢.٢)

�آوریم: م به�دست (١٢.٢) و (١١.٢) طبق و p(٠) = ٠

|p(z)| ≤
n∑

j=١

١
|γj|

∣∣∣zf ′
j(z)

fj(z)
− ١

∣∣∣ (z ∈ U) (١٣.٢)

داریم: (١٣.٢) و (٧.٢) از

|p(z)| ≤
n∑

j=١

Mj

|γj|
(١۴.٢)

داریم: ۴.١.١ لم از استفاده با

|p(z)| ≤
n∑

j=١

Mj

|γj|
|z| (z ∈ U) (١۵.٢)



١۶ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

داریم: (١۵.٢) و (١٢.٢) از

١− |z|٢b

b

∣∣∣zg′′(z)
g′(z)

∣∣∣ ≤ ١− |z|٢b

b
|z|

n∑
j=١

Mj

|γj|
(z ∈ U) (١۶.٢)

داریم: b ∈ (٠,١) برای

١− |z|٢b ≤ ١− |z|٢ (z ∈ U)

�آوریم: م دست به� (١۶.٢) طبق حال

١− |z|٢b

b

∣∣∣zg′′(z)
g′(z)

∣∣∣ ≤ (١− |z|٢)
b

|z|
n∑

j=١

Mj

|γj|
(١٧.٢)

که آنجای از

max
|z|⩽١

{
(١− |z|٢)|z|

}
=

٢
٣
√
٣

(١٨.٢)

داریم: b ∈ (٠,١) برای (١٧.٢) و (٨.٢) طبق

١− |z|٢b

b

∣∣∣zg′′(z)
g′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (١٩.٢)

�کنیم: م تعریف b ∈ [١,∞) برای

١− |z|٢b

b
≤ ١− |z|٢

داریم: (١۶.٢) از استفاده با و

١− |z|٢b

b

∣∣∣zg′′(z)
g′(z)

∣∣∣ ≤ (
١− |z|٢

)
|z|

n∑
j=١

Mj

|γj|
(٢٠.٢)

داریم: b ∈ [١,∞) برای (٢٠.٢) و (١٨.٢) ،(٩.٢) روابط طبق

١− |z|٢b

b

∣∣∣zg′′(z)
g′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (٢١.٢)

�آوریم: م به�دست (١١.٢) از

g′(z) =

(
f١(z)

z

) ١
γ١
. . .

(
fn(z)

z

) ١
γn

داده Jγ١,...,γn رال انت ر عمل �گیریم م نتیجه ۴.١.٢ لم طبق و (٢١.٢) ،(١٩.٢) از استفاده با و
است. S رده به متعلق (٢.٢) در شده



١٧ Jγ١,...,γN رال انت ر عمل .١.٢

،f ∈ A و Re١
α
> ٠ ،Reα ̸= ٠ مختلط عدد α کنیم فرض .٧.١.٢ نتیجه

f(z) = z + a٢١z
٢ + a٣١z

٣ + . . . .

zf∣∣∣اگر ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ٣
√
٣

٢ |α|Re١
α

(٠ < Re
١
α
< ١) (٢٢.٢)

zf∣∣∣یا ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ٣
√
٣

٢ |α| (Re
١
α

≥ ١) (٢٣.٢)

است. S رده به متعلق Hα رال انت ر عمل اه آن

.n = ١ و b = Re
١
α
،f١ = f ،γ١ = α دهیم قرار قضیه١.٢.۶ در برهان.

اگر f(z) = z + a٢١z
٢ + a٣١z

٣ + . . . ،f ∈ A کنیم فرض .٨.١.٢ zf∣∣∣نتیجه ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ٣
√
٣

٢ (z ∈ U) (٢۴.٢)

است. S رده به متعلق زیر به�صورت شده داده ساندر ال رال انت ر عمل اه آن

G(z) =

∫ z

٠

f(u)

u
du

�شود. م حاصل نتیجه ۶.١.٢ قضیه در n = و١ f١ = f ،γ١ = ١ دادن قرار با برهان.

مطالعه از بعد �شود. م (٢.٢)بیان رال انت ر عمل �ارزی ت برای ری دی شرایط زیر، قضیه در
است. ۶.١.٢ قضیه از بهبودی واق در ٩.١.٢ قضیه که یافت خواهیم در ذیل قضیه

،Reγj ̸= ٠ و مختلط اعداد γj ،j = ١,٢, . . . , n برای کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه

و z ∈ U هر برای اگر fj(z) = z + a٢jz
٢ + a٣jz

٣ + . . . ،fj ∈ A ،b =
∑n

j=١Re
١
γj

> ٠
θ ∈ [٠,٢π)

Re

{
eiθ

(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١

)}
≤

|γj|Re
١
γj

۴ j = ١, . . . , n, b ∈ (٠,١) (٢۵.٢)

یا

Re

{
eiθ

(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١

)}
≤ |γj|

۴n j = ١, . . . , n, b ∈ [١,∞) (٢۶.٢)

است. S رده به متعلق Jγ١,γ٢,...,γn رال انت ر عمل اه آن



١٨ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

�کنیم م تعریف برهان.

h(z) =

∫ z

٠

(
f١(u)

u

) ١
γ١
. . .

(
fn(u)

u

) ١
γn

du (٢٧.٢)

داریم: است. تحلیل U در h تاب

zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
j=١

{
١
γj

(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١

)}
(٢٨.٢)

تاب

ψj(z) = eiθ
(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١

)
(j = ١ . . . n, θ ∈ [٠,٢π)) (٢٩.٢)

که �کنیم م مشاهده و �گیریم م نظر در را
Ψj(٠) = ٠ j = ١ . . . n

�آوریم: م به�دست b ∈ (٠,١) برای ۵.١.٢ لم و (٢۵.٢) طبق

|Ψj(z)| ≤
|z||γj|Re ١

γj

١)٢− |z|)
(٣٠.٢)

داریم: b ∈ [١,∞) برای ۵.١.٢ لم و (٢۶.٢) طبق

|Ψj(z)| ≤
|z||γj|

٢n(١− |z|)
(٣١.٢)

داریم: (٣٠.٢) و (٢٨.٢) از

١− |z|٢b

b

∣∣∣∣zh′′(z)h′(z)

∣∣∣∣ ≤ (١− |z|٢b)|z|
١)٢− |z|)

(z ∈ Ub ∈ (٠,١)) (٣٢.٢)

�که آنجای از

١− |z|٢b ≤ ١− |z|٢ (z ∈ U, b ∈ (٠,١))

داریم: (٣٢.٢) طبق

١− |z|٢b

b

∣∣∣∣zh′′(z)h′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U, b ∈ (٠,١)) (٣٣.٢)

داریم: b ∈ [١,∞) برای

١− |z|٢b

b
≤ ١− |z|٢ (z ∈ U)



١٩ Jγ١,...,γN رال انت ر عمل .١.٢

�آوریم: م به�دست (٣١.٢) و (٢٨.٢) از

١− |z|٢b

b

∣∣∣∣zh′′(z)h′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ b ∈ [٠,∞) (٣۴.٢)

داریم: (٢٧.٢) از

h′(z) =

(
f١(z)

z

) ١
γ١
. . .

(
fn(z)

z

) ١
γn

متعلق Jγ١,γ٢,...,γn رال انت ر عمل که �گیریم م نتیجه ۴.١.٢ لم و (٣۴.٢) ،(٣٣.٢) از استفاده با
است. S رده به

f ∈ A ،b = Re
١
α
> ٠ ،Reα ̸= ٠ مختلط، عدد α کنیم فرض .١٠.١.٢ نتیجه

f(z) = z + a٢١z
٢ + a٣١z

٣ + . . .

θ ∈ [٠,٢π) و z ∈ U هر برای اگر

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤

|α|Re١
α

۴ (b ∈ (٠,١)) (٣۵.٢)

یا

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤ |α|

۴ (b ∈ [١,∞)) (٣۶.٢)

است. S رده به متعلق Hα(z) رال انت ر عمل اه آن

.n = ١ و f١ = f ،γ١ = α دهیم قرار ٩.١.٢ قضیه در برهان.

اگر f(z) = z + a٢١z
٢ + a٣١z

٣ + . . . ،f ∈ A کنیم فرض .١١.١.٢ نتیجه

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤ ١

۴ (z ∈ U, θ ∈ [٠,٢π)) (٣٧.٢)

است. S رده به متعلق زیر به�صورت شده داده ساندر ال رال انت ر عمل اه آن

G(z) =

∫ z

٠

f(u)

u
du (٣٨.٢)

G ∈ S که �شود م نتیجه ٩.١.٢ قضیه در n = ١ و f١ = f ،γ١ = ١ زین جای با برهان.



٢٠ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

Jγ,β رال انت ر عمل ٢.٢

رال انت ر عمل که شرایط فصل، از بخش این در

Jγ,β =

{
١
γ

∫ z

٠
u−β(f(u))

١
γ
+β−١du

}γ

برای جدیدی شرایط شده انجام بحث به توجه با ادامه، در و �کنیم م مرور را �گیرد م قرار S رده در
آورد. خواهیم به�دست کردیم، معرف را آن قبل بخش در که Hα ر عمل
شد. خواهد حاصل (١.٢) رال انت ر عمل γ = α و β = ١ دادن قرار با

ر عمل β = ٠ دادن قرار با و �آید م به�دست ساندر ال رال انت ر عمل β = ١ و ١
γ
= ١ اگر هم�چنین

داشت. خواهیم را Jγ,٠ =
{

١
γ

∫ z

٠ (f(u))
١
γ
−١du

}γ

رال انت

Jγ,β رال انت ر عمل ارزی ت ١.٢.٢

f(z) = z+ a٢z
٢+ a٣z

٣+ . . . ،f ∈ A ،Re١
γ
> ٠ مختلط اعداد γ کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه
β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π) ،z ∈ U هر برای اگر

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤

|γ|Re١
γ

۴(١+ |γ||β − ١| (٠ < Re
١
γ
< ١) (٣٩.٢)

یا

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤ |γ|

۴(١+ |γ||β − ١| (Re
١
γ
≥ ١) (۴٠.٢)

است. S رده به متعلق Jγ,β رال انت ر عمل اه آن

�گیریم: م نظر در را Jγ,β رال انت ر عمل برهان.

Jγ,β =

{
١
γ

∫ z

٠
u

١
γ
−١

(
f(u)

u

) ١
γ
+β−١

du

}γ

�کنیم: م تعریف

g(z) =

∫ z

٠

(
f(u)

u

) ١
γ
+β−١

(۴١.٢)

داریم: است، تحلیل U در g تاب

zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)
(۴٢.٢)



٢١ Jγ,β رال انت ر عمل .٢.٢

تاب

ψ(z) = eiθ
(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)
(z ∈ U, θ ∈ [٠,٢π)) (۴٣.٢)

که �کنیم م مشاهده و �گیریم م نظر در را
Ψ(٠) = ٠

�آوریم: م به�دست Re١
γ
∈ (٠,١) برای ۵.١.٢ لم و (٣٩.٢) طبق

|Ψ(z)| ≤
|z||γ|Re١

γ

١)٢− |z|)(١+ |γ||β − ١|) (z ∈ U, β ∈ C) (۴۴.٢)

داریم: Re١
γ
∈ [١,∞) برای ۵.١.٢ لم و (۴٠.٢) طبق

|Ψ(z)| ≤ |z||γ|
١)٢− |z|)(١+ |γ||β − ١| (z ∈ U, β ∈ C) (۴۵.٢)

داریم: (۴۴.٢) و (۴٢.٢) از

١− |z|٢Re ١
γ

Re١
γ

∣∣∣∣zg′′(z)g′(z)

∣∣∣∣ ≤ (١− |z|٢Re ١
γ )|z|

١)٢− |z|)
(z ∈ U,Re

١
γ
∈ (٠,١)) (۴۶.٢)

:Re١
γ
∈ (٠,١) برای چون

١− |z|٢Re ١
γ ≤ ١− |z|٢ (z ∈ U)

داریم: (۴۶.٢) طبق

١− |z|٢Re ١
γ

Re١
γ

∣∣∣∣zg′′(z)g′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U,Re
١
γ
∈ (٠,١)) (۴٧.٢)

داریم: Re١
γ
∈ [١,∞) برای

١− |z|٢Re ١
γ

Re١
γ

≤ ١− |z|٢ (z ∈ U)

�آوریم: م به�دست (۴۵.٢) و (۴٢.٢) از

١− |z|٢Re ١
γ

Re١
γ

∣∣∣∣zg′′(z)g′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ (Re
١
γ
∈ [٠,∞)) (۴٨.٢)



٢٢ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

دارد. قرار S رده در Jγ,β رال انت ر عمل ۴.١.٢ لم و (۴٨.٢) ،(۴٧.٢) روابط به توجه با

f ∈ A ،Re ١
α
> ٠ مختلط، عدد α کنیم فرض .٢.٢.٢ نتیجه

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . .

θ ∈ [٠,٢π) و z ∈ U هر برای اگر

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤

|α|Re ١
α

۴ (Re
١
α

∈ (٠,١)) (۴٩.٢)

یا

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤ |α|

۴ (Re
١
α

∈ [١,∞)) (۵٠.٢)

است. S رده به متعلق Hα(z) رال انت ر عمل اه آن

.β = ١ و γ = α دهیم قرار ١.٢.٢ قضیه در برهان.

،f ∈ A ،Re ١
α
> ٠ مختلط، عدد γ کنیم فرض .٣.٢.٢ نتیجه

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . .

اگر

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤

|γ|Re١
γ

۴(١+ |γ|)
(Re

١
γ
∈ (٠,١)) (۵١.٢)

یا

Re

{
eiθ

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)}
≤ |γ|

۴(١+ |γ|)
(Re

١
γ
∈ [١,∞)) (۵٢.٢)

است. S رده به متعلق Jγ,٠(z) رال انت ر عمل اه آن

.β = ٠ دهیم قرار ١.٢.٢ قضیه در برهان.

،f ∈ A ،β ∈ C ،a = Re١
γ
> ٠ مختلط عدد γ کنیم فرض .۴.٢.٢ قضیه

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . .

zf∣∣∣اگر ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a |γ|

١)٢+ |γ||β − ١| (۵٣.٢)

است. S رده به متعلق Jγ,β رال انت ر عمل اه آن



٢٣ Jγ,β رال انت ر عمل .٢.٢

�گیریم: م نظر رادر Jγ,β رال انت ر عمل برهان.

Jγ,β(z) =

{
١
γ

∫ z

٠
u

١
γ
−١

(
f(u)

u

) ١
γ
+β−١

du

}γ

�کنیم: م تعریف

g(z) =

∫ z

٠

(
f(u)

u

) ١
γ
+β−١

(۵۴.٢)

داریم: است. تحلیل U در g تاب

p(z) =
zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)

(
zf ′(z)

f(z)
− ١

)
(۵۵.٢)

داریم: (۵٣.٢) و (۵٢.٢) روابط به توجه با

|p(z)| ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢ (z ∈ U)

داریم: ۴.١.١ لم طبق

|p(z)| ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢ |z| (z ∈ U) (۵۶.٢)

داریم: (۵۴.٢) از

١− |z|٢a

a

∣∣∣∣zg′′(z)g′(z)

∣∣∣∣ ≤ (١− |z|٢a)(٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢a |z| (۵٧.٢)

�که: آنجای از

max
|z|⩽١

(١− |z|٢a)
a

|z| = ٢
(٢a+ ١) ٢a+١

٢a

داریم: (۵۵.٢) طبق

١− |z|٢a

a

∣∣∣∣zg′′(z)g′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ (۵٨.٢)

�آوریم: م به�دست (۵٣.٢) از

g′(z) =

(
f(u)

u

) ١
γ
+β−١

(۵٩.٢)

رده به متعلق Jγ,β رال انت ر عمل �گیریم م نتیجه ۴.١.٢ لم و (۵٨.٢) ،(۵٧.٢) از استفاده با و
است. S



٢۴ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

،f ∈ A ،a = Re ١
α
> ٠ مختلط، عدد α کنیم فرض .۵.٢.٢ نتیجه

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . .

∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a |α|

٢

است. S رده به متعلق Hα(z) رال انت ر عمل اه آن

.γ = α ،β = ١ دهیم قرار ۴.٢.٢ قضیه در برهان.

z ∈ U هر برای اگر f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . ،f ∈ A کنیم فرض .۶.٢.٢ zf∣∣∣نتیجه ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ٣
√
٣

٢

است. S رده به متعلق ساندر ال رال انت ر عمل اه آن

١
γ
= ١،β = ١ دهیم قرار ۴.٢.٢ قضیه در برهان.

z ∈ U هر برای و f ∈ A ،a = Re١
γ
> ٠ مختلط، عدد γ کنیم فرض .٧.٢.٢ نتیجه

∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢
|γ|

١+ |γ|

است. S رده به متعلق Jγ,٠(z) رال انت ر عمل اه آن

.β = ٠ دهیم قرار ۴.٢.٢ قضیه در برهان.

Fα١,...,αn رال انت ر عمل ٣.٢

هرگاه: �نامیم م نواخت ی محدب را f(z) ∈ S تاب تعریف١.٣.٢.

Re

{
١+

zf
′′
(z)

f ′(z)

}
≥

∣∣∣zf ′′
(z)

f ′(z)

∣∣∣ (z ∈ U)

�دهیم. م نشان UCV با را S رده زیر این

اگر به���طوری�که کرد شناسای را Mمقدار ماکزیمم ٣ کودریاشو ،١٩٧٣ سال f∣∣∣در ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤M

٣Kudryashov



٢۵ Fα١,...,αN رال انت ر عمل .٣.٢

و M = ٣,٠۵... اگر داد نشان او �گیرد. م قرار S رده در f اه f∣∣∣آن ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ٣,٠۵...

است: زیر معادله جواب M به�طوری�که

٨[M(M − ٣(٢] ١٢ − ٣(٣−M)٢ = ١٢

و M = ٢,٨٣٢٩... اگر هم�چنین است. S رده به متعلق f اه f∣∣∣آن ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ٢,٨٣٢٩...

ستاره�گون تابع U واحد دیس در f اه آن ،x sin x + cos x = ١
e
معادله ریشه M به�طوری�که

است[١١]. آمده به�دست ۵ انو م و ۴ میلر توسط نتیجه این است،

به�صورت را رال انت ر عمل α مختلط عدد و i = {١,٢, . . . , n} ،fi ∈ A برای تعریف٢.٣.٢.
�کنیم. م تعریف زیر

Fα١,...,αn(z) =

∫ z

٠
(f ′

١(t))
α١ . . . (f ′

n(t))
αndt (۶٠.٢)

Fα١,...,αn
رال انت ر عمل بودن ستاره�گون ١.٣.٢

و αi ∈ R ،αi > ٠ ،i ∈ ١, . . . , n ،fi ∈ S کنیم فرض .٣.٣.٢ قضیه

∣∣∣f ′′
i (z)

f ′
i(z)

∣∣∣ ≤M (۶١.٢)

S رده در Fα١,...,αn رال انت ر عمل اه آن
∑n

i=١ αi ≤ ١ و M = ٣,٠۵... ،z ∈ U هر برای اگر
است.

�کنیم: م محاسبه را Fα١,...,αn برای دوم و اول مرتبه مشتقات ابتدا برهان.

Fα١,...,αn(z) =

∫ z

٠
(f

′

١(t))
α١ . . . (f

′

n(t))
αndt

داریم: صورت این در

F ′
α١,...,αn

(z) = (f
′

١(t))
α١ . . . (f

′

n(t))
αn

۴Miller
۵Mocanu



٢۶ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

و

F
′′

α١,...,αn
(z) =

n∑
i=١

αi
(f ′′

i (z))(f
′
i(z))

αi

f ′
i(z)

داریم: فوق تساوی�های از

F ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
= α١

f ′′
١ (z)

f ′
١(z)

+ . . .+ αn
f ′′
n(z)

f ′
n(z)

(۶٢.٢)

با: است معادل F∣∣∣که ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)

∣∣∣ ≤ α١

∣∣∣f ′′
١ (z)

f ′
١(z)

∣∣∣+ . . .+ αn

∣∣∣f ′′
n(z)

f ′
n(z)

∣∣∣
�آوریم: م به�دست (۶١.٢) نامساوی طبق F∣∣∣حال ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)

∣∣∣ ≤ α١M + . . .+ αnM =M
n∑

i=١
αi ≤M

است. S رده به متعلق Fα١,...,αn ر عمل لذا

و αi > ٠ ،i = ١, . . . , n ،fi ∈ S کنیم فرض .۴.٣.٢ f∣∣∣قضیه ′′
i (z)

f ′
i(z)

∣∣∣ ≤M١ (۶٣.٢)

است. S∗ رده به متعلق Fα١,...,αn رال انت ر عمل اه آن
∑n

i=١ αi ≤ ١ و M١ = ٢,٨٢٩... اگر

داریم: (۶٣.٢) نامساوی و ٣.٣.٢ قضیه اثبات گرفتن نظر در با برهان.

∣∣∣F ′′
α١,...,αn

(z)

F ′
α١,...,αn

(z)

∣∣∣ ≤ α١M١ + . . .+ αnM١ =M١

n∑
i=١

αi ≤M١

است. S∗ رده به متعلق Fα١,...,αn رال انت ر عمل نتیجه در

.αi > ٠ و i = ١, . . . , n ،αi ∈ R کنیم فرض .۵.٣.٢ قضیه
است. C رده به متعلق Fα١,...,αn رال انت ر عمل اه آن ،fi ∈ C ،i = ١, . . . , n هر برای اگر

داریم: برهان.

Re

{
zF ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
+ ١

}
=

n∑
i=١

αiRe
(zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

+ ١
)
≥ ٠

i ∈ {١, . . . , n} هر برای که آنجای از
Re

(zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

+ ١
)
≥ ٠

است. C رده به متعلق Fα١,...,αn رال انت ر عمل لذا



٢٧ Fα١,...,αN رال انت ر عمل .٣.٢

اگر .٠ ≤ βi < ١ و i = ١, . . . , n ،fi ∈ C(βi) کنیم فرض .۶.٣.٢ قضیه

٠ ≤
n∑

i=١
αi(βi − ١) + ١ < ١

است.
∑n

i=١ αi(βi − ١) + ١ مرتبه از محدب Fα١,...,αn رال انت ر عمل اه آن

داریم: برهان.

Re

{
zF ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
+ ١

}
=

n∑
i=١

αiRe
(zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

+ ١
)
+ ١−

n∑
i=١

αi (۶۴.٢)

داریم: fi ∈ C(βi) که آنجای از

Re
(zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

+ ١
)
≥ βi ∀i ∈ {١, . . . , n}

�آوریم: م به�دست (۶۴.٢) نامساوی طبق

Re

{
zF ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
+ ١

}
=

n∑
i=١

αiβi + ١−
n∑

i=١
αi =

n∑
i=١

αi(βi − ١) + ١ (۶۵.٢)

مرتبه از محدب Fα١,...,αnرال انت ر عمل �شود، م نتیجه (۶۵.٢) گرفتن نظر در با
است.

∑n
i=١ αi(βi − ١) + ١

اگر αi ∈ R و αi > ٠ ،i = ١, . . . , n هر برای fi ∈ UCV کنیم فرض .٧.٣.٢ قضیه

١−
n∑

i=١
αi ≥ ٠

است. ١−
∑n

i=١ αi مرتبه از محدب Fα١,...,αn رال انت ر عمل اه آن

داریم: برهان.

Re

{
zF ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
+ ١

}
=

n∑
i=١

αiRe(
zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

+ ١) + (١−
n∑

i=١
αi) (۶۶.٢)

داریم: fi ∈ UCV فرض طبق

Re

{
١+

zf ′′
αi
(z)

f ′
αi
(z)

}
≥

∣∣∣zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

∣∣∣ (z ∈ U)

�آوریم: م به�دست (۶۶.٢) نامساوی طبق لذا

Re

{
zF ′′

α١,...,αn
(z)

F ′
α١,...,αn

(z)
+ ١

}
≥

n∑
i=١

αi

∣∣∣zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

∣∣∣+ ١−
n∑

i=١
αi ≥ ١−

n∑
i=١

αi (۶٧.٢)

است. ١−
∑n

i=١ αi مرتبه از محدب Fα١,...,αnرال انت ر عمل ،(۶٧.٢) رابطه به توجه با



٢٨ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

Iγ,αi(f, g)رال انت ر عمل ۴.٢

Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل برای جدیدی شرایط دوم، فصل از بخش این در

آورد. خواهیم دست به

�کنیم. م تعریف زیر به�صورت ٠ < b ≤ ١ که f ∈ A برای Gb رده تعریف٢.۴.١.

Gb =

{∣∣∣١+
zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ < b
∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣ ∀z ∈ U

}
(۶٨.٢)

Reγ > ٠ که γ ∈ C و n ∈ N ،i = ١, . . . , n هر برای αi ∈ C∗ کنیم فرض تعریف٢.۴.٢.
�کنیم: م تعریف زیر صورت به را Iγ,αi

: An ×An → A رال انت ر عمل

Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn(z))

=

{
γ

∫ z

٠
tγ−١

(f١(t)
t

)١− ١
α١
(
g′١(t)

) ١
α١ . . . ,

(fn(t)
t

)١− ١
αn
(
g′n(t)

) ١
αn
dt

} ١
γ

(۶٩.٢)

و f ∈ A اگر .Reδ > ٠ و δ ∈ C کنیم فرض [١٧] .٣.۴.٢ قضیه
١− |z|٢Reδ

Reδ

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U)

رال انت ر عمل ،Reγ ≥ Reδ که γ مختلط عدد هر برای اه آن

Fγ(z) =

(
γ

∫ z

٠
tγ−١f ′(t)dt

) ١
γ

است. S رده به متعلق

f ∈ A و c ̸= −١ ،|c| ≤ ١ ،Reγ > ٠ مختلط اعداد c و γ کنیم فرض [١٨] .۴.۴.٢ قضیه
٢γ|c|z∣∣∣اگر + (

١− |z|٢γ
)zf ′′(z)

γf ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U)

رال انت ر عمل اه آن

Fγ(z) =
(
γ

∫ z

٠
tγ−١f ′(t)dt

) ١
γ

است. S رده به متعلق

i = ١, . . . , n هر برای ، αi ∈ C∗ ،γ ∈ C کنیم فرض .۵.۴.٢ قضیه

Reγ ≥
n∑

i=١

١
|αi|

(|αi − ١|) + ٢bi + ١) (٧٠.٢)



٢٩ Iγ,αI (F,G) رال انت ر عمل .۴.٢

و fi ∈ A ،٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،i = ١, . . . , n هر برای اه zf∣∣∣آن ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣ < ١, (z ∈ U) (٧١.٢)

است. S رده به متعلق (۶٩.٢) در شده تعریف رال انت ر عمل

�کنیم: م تعریف برهان.

h(z) =

∫ z

٠

n∏
i=١

[(fi(t)
t

)١− ١
αi (g′i(t))

١
αi

]
dt

�آوریم: م به�دست بنابراین

h′(z) =
n∏

i=١

[(fi(t)
t

)١− ١
αi (g′i(t))

١
αi

]
(٧٢.٢)

و
zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
i=١

[(
١− ١

αi

)(zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

)
+

١
αi

zg′′i (z)

g′i(z)

]

=
n∑

i=١

[(
١− ١

αi

)(zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

)
+

١
αi

(zg′′i (z)
g′i(z)

− zg′i(z)

gi(z)
+ ١

)
+

١
αi

(zg′i(z)
gi(z)

− ١
)]

(٧٣.٢)

�آوریم: م به�دست (٧١.٢) و (۶٨.٢) zh′′(z)∣∣∣از
h′(z)

∣∣∣
≤

n∑
i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

∣∣∣zg′′
i (z)

g′(z)
− zg′i(z)

gi(z)
+ ١

∣∣∣+ ١
|αi|

∣∣∣zg′i(z)
g′i(z)

− ١
∣∣∣]

≤
n∑

i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

bi

∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

∣∣∣+ ١
|αi|

∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣]

≤
n∑

i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

bi

(∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣+ ١

)
+

١
|αi|

∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣]

=
n∑

i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

bi

∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣+ ١

|αi|
bi +

١
|αi|

∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣]

=
n∑

i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

(bi + ١)
∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣+ ١

|αi|
bi

]

≤
n∑

i=١

[
|αi − ١|
|αi|

+
١
|αi|

(bi + ١) + ١
|αi|

bi

]

≤
n∑

i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١) (٧۴.٢)



٣٠ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

لذا:

١− |z|٢Reγ

Reγ

∣∣∣zh′′(z)
h′(z)

∣∣∣ ≤ ١− |z|٢Reγ

Reγ

( n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١)
)

≤ ١
Reγ

( n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١)
)
≤ ١

است. S رده به متعلق Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل ٣.۴.٢ قضیه طبق

�آید. م به�دست زیر نتیجه i = ١, . . . , n برای αi = ١ دهیم قرار ۵.۴.٢ قضیه در اگر

� و γ ∈ C کنیم فرض .۶.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥
n∑

i=١
(٢bi + ١) (٧۵.٢)

� و ٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،i = ١, . . . , n هر برای zg′i(z)∣∣∣اگر
gi(z)

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (٧۶.٢)

� رال انت ر عمل اه آن

Iγ(g١, . . . , gn)(z) =

{
γ

∫ z

٠
tγ−١

n∏
i=١

(g′i(t))dt

} ١
γ

(٧٧.٢)

است. S رده به متعلق

زیر نتیجه g١ = g ،f١ = f و b١ = b ،α١ = α ،n = ١ دهیم قرار ۵.۴.٢ قضیه در اگر
�آید. م به�دست

� و α ∈ C∗ ،γ ∈ C کنیم فرض .٧.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥ ١
|α|

(|α− ١|+ ٢b+ ١) (٧٨.٢)

و ٠ < b ≤ ١ ،g ∈ Gb ،f ∈ A zf∣∣∣اگر ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣zg′(z)
g(z)

− ١
∣∣∣ < ١, (z ∈ U) (٧٩.٢)

است. S رده به متعلق زیر به�صورت شده تعریف رال انت ر عمل اه آن

Iγ,α(f, g)(z) =

{
γ

∫ z

٠
tγ−١+

١
α

(g′(t)
f(t)

) ١
α f(t)

t
dt

} ١
γ

(٨٠.٢)



٣١ Iγ,αI (F,G) رال انت ر عمل .۴.٢

و δ ∈ C ،Ni ≥ ١ ،Mi ≥ ١ ،αi ∈ C∗ ،i = ١, . . . , n هر برای کنیم فرض .٨.۴.٢ قضیه

Reδ ≥
n∑

i=١

١
|αi|

[|αi − ٢)|١Mi + ١) + (bi + ٢)(١Ni + ١) + bi] (٨١.٢)

شرط در fi ∈ A ،٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،i = ١, . . . , n هر برای z٢f∣∣∣اگر ′
i(z)

[fi(z)]٢
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣z٢g′i(z)
[gi(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١, (z ∈ U) (٨٢.٢)

و کند صدق

|fi(z)| ≤Mi, |gi(z)| ≤ Ni (z ∈ U)

به متعلق (۶٩.٢) در شده تعریف رال انت ر عمل Reγ ≥ Reδ که γ مختلط عدد هر برای اه آن
است. S رده

داریم: ۵.۴.٢ قضیه اثبات گرفتن نظر در با zh′′(z)∣∣∣برهان.
h′(z)

∣∣∣ ≤ n∑
i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

(bi + ١)
∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣+ ١

|αi|
bi

]
(٨٣.٢)

�آوریم: م به�دست بنابراین

١− |z|٢Reδ

Reδ

∣∣∣zh′′(z)
h′(z)

∣∣∣
≤ ١− |z|٢Reδ

Reδ

n∑
i=١

[
|αi − ١|
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣+ ١
|αi|

(bi + ١)
∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣+ ١

|αi|
bi

]

≤ ١− |z|٢Reδ

Reδ

n∑
i=١

[ |αi − ١|
|αi|

(∣∣∣z٢f ′
i(z)

[fi(z)]٢

∣∣∣∣∣∣fi(z)
z

∣∣∣+ ١
)

+
١
|αi|

(bi + ١)
(∣∣∣z٢g′i(z)

[gi(z)]٢

∣∣∣∣∣∣gi(z)
z

∣∣∣+ ١
)
+

١
|αi|

bi

]
داریم: (٨٢.٢) رابطه و ۴.١.١ لم طبق

١− |z|٢Reδ

Reδ

∣∣∣zh′′(z)
h′(z)

∣∣∣ ≤ ١− |z|٢Reδ

Reδ

n∑
i=١

[ |αi − ١|
|αi|

(∣∣∣z٢f ′
i(z)

[fi(z)]٢
− ١

∣∣∣Mi +Mi + ١
)

+
١
|αi|

(bi + ١)
(∣∣∣z٢g′i(z)

[gi(z)]٢
− ١

∣∣∣Ni +Ni + ١
)
+

١
|αi|

bi

]
≤ ١

Reδ

n∑
i=١

[ |αi − ١|
|αi|

(٢Mi + ١) + ١
|αi|

(bi + ٢)(١Ni + ١) + ١
|αi|

bi

]
≤ ١

Reδ

n∑
i=١

١
|αi|

[|αi − ٢)|١Mi + ١) + (bi + ٢)(١Ni + ١) + bi]



٣٢ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

داریم: فرض به بنا

١− |z|٢Reδ

Reδ

∣∣∣zh′′(z)
h′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U)

است. S رده به متعلق Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل (۴.١.٢) لم طبق

�آید. م به�دست زیر نتیجه i = ١, . . . , n برای αi = ١ دهیم قرار ٨.۴.٢ قضیه در اگر

و δ ∈ C ،Ni ≥ ١ ،i = ١, . . . , n هر برای کنیم فرض .٩.۴.٢ نتیجه

Reδ ≥
n∑

i=١
[(bi + ٢)(١Ni + ١) + bi] (٨۴.٢)

،٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،i = ١, . . . , n هر برای z٢g′i(z)∣∣∣اگر
[gi(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١ (٨۵.٢)

و

|gi(z)| ≤ Ni (z ∈ U)

به متعلق (٧٧.٢) در شده تعریف رال انت ر عمل ،Reγ ≥ Reδ که γ مختلط عدد هر برای اه آن
است. S رده

،f١ = f و N١ = N ،M١ = M ،b١ = b ،α١ = α ،n = ١ دهیم قرار ٨.۴.٢ قضیه در اگر
�آید. م به�دست زیر نتیجه g١ = g

و δ ∈ C ،M ≥ ١ ،N ≥ ١ ،α ∈ C∗ کنیم فرض .١٠.۴.٢ نتیجه

Reδ ≥ ١
|α|

[|α− ٢)|١M + ١) + (b+ ٢)(١N + ١) + b] (٨۶.٢)

٠ < b ≤ ١ ،g ∈ Gb ،f ∈ A z٢f∣∣∣اگر ′(z)

[f(z)]٢
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣z٢g′(z)
[g(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١, (z ∈ U) (٨٧.٢)

و

|g(z)| ≤ N, |f(z)| ≤M, (z ∈ U)

به متعلق (٨٠.٢) در شده تعریف رال انت ر عمل Reγ ≥ Reδ که γ مختلط عدد هر برای اه آن
است. S رده



٣٣ Iγ,αI (F,G) رال انت ر عمل .۴.٢

و γ ∈ C ،i = ١, . . . , n هر برای αi ∈ C∗ کنیم فرض .١١.۴.٢ قضیه

Reγ ≥
n∑

i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١) (٨٨.٢)

طوری�که به c ∈ C هم�چنین

|c| ≤ ١− ١
Reγ

n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١) (٨٩.٢)

و ٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،fi ∈ A ،i = ١, . . . , n هر برای zf∣∣∣اگر ′
i(z)

fi(z)
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣zg′i(z)
gi(z)

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (٩٠.٢)

است. S رده به متعلق (۶٩.٢) در تعریفشده Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل اه آن

�آوریم: م به�دست (٧۴.٢) رابطه از ٢γ|c|z∣∣∣برهان. + (
١− |z|٢γ

)zh′′(z)
γh′(z)

∣∣∣ ≤ |c|+
∣∣∣١− |z|٢γ

γ

∣∣∣∣∣∣zh′′(z)
h′(z)

∣∣∣
≤ |c|+

∣∣∣١− |z|٢γ

γ

∣∣∣ n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١)

≤ |c|+ ١
|γ|

n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١)

≤ |c|+ ١
Reγ

n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ١|+ ٢bi + ١) ≤ ١

است. S رده در Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل ۴.۴.٢ قضیه از استفاده با لذا

�آید. م به�دست زیر نتیجه i = ١, . . . , n برای αi = ١ دهیم قرار ١١.۴.٢ قضیه در اگر

،γ ∈ C∗ کنیم فرض .١٢.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥
n∑

i=١
(٢bi + ١) (٩١.٢)

به�طوری�که c ∈ C و

|c| ≤ ١− ١
Reγ

n∑
i=١

(٢bi + ١) (٩٢.٢)

و ٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi ،i = ١, . . . , n هر برای zg′i(z)∣∣∣اگر
gi(z)

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (٩٣.٢)

است. S رده به متعلق (٧٧.٢) در شده تعریف Iγ(g١, . . . , gn) رال انت ر عمل اه آن



٣۴ رال انت ر�های عمل برای ارزی ت �های مح بررس .٢

زیر نتیجه g١ = g ،f١ = f و b١ = b ،α١ = α ،n = ١ دهیم قرار ١١.۴.٢ قضیه در اگر
�آید. م به�دست

و γ ∈ C ،α ∈ C∗ کنیم فرض .١٣.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥ ١
|α|

(|α− ١|+ ٢b+ ١) (٩۴.٢)

به�طوری�که c ∈ C و

|c| ≤ ١− ١
Reγ

١
|α|

(|α− ١|+ ٢b+ ١) (٩۵.٢)

و ٠ < b ≤ ١ ،g ∈ Gb ،f ∈ A zf∣∣∣اگر ′(z)

f(z)
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣zg′(z)
g(z)

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (٩۶.٢)

است. S رده به متعلق (٨٠.٢) در شده تعریف Iγ(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل اه آن

و γ ∈ C ،Mi ≥ ١ ،Ni ≥ ١ ،αi ∈ C∗ ،i = ١, . . . , n هر برای کنیم فرض .١۴.۴.٢ قضیه

Reγ ≥
n∑

i=١

١
|αi|

(|αi − ٢)|١Mi + ١) + (bi + ٢)(١Ni + ١) + bi) (٩٧.٢)

به�طوری�که c ∈ C هم�چنین

|c| ≤ ١− ١
Reγ

n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ٢)|١Mi + ١) + (bi + ٢)(١Ni + ١) + bi) (٩٨.٢)

و i = ١, . . . , n ،fi ∈ A ،٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi z٢f∣∣∣اگر ′
i(z)

[fi(z)]٢
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣z٢g′i(z)
[gi(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (٩٩.٢)

است. S رده به متعلق (۶٩.٢) در شده تعریف Iγ(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل اه آن

داریم: ٨.۴.٢ قضیه طبق ٢γ|c|z∣∣∣برهان. + (
١− |z|٢γ

)zh′′(z)
γh′(z)

∣∣∣
≤ |c|+ ١

Rγ

n∑
i=١

١
|αi|

(|αi − ٢)|١Mi + ١) + (bi + ٢)(١Ni + ١) + bi)

�آوریم: م به�دست فرض ٢γ|c|z∣∣∣از + (
١− |z|٢γ

)zh′′(z)
γh′(z)

∣∣∣ ≤ ١

است. S رده در Iγ,αi
(f١, . . . , fn, g١, . . . , gn) رال انت ر عمل ١١.۴.٢ قضیه طبق



٣۵ Iγ,αI (F,G) رال انت ر عمل .۴.٢

�آید. م به�دست زیر نتیجه i = ١, . . . , n برای αi = ١ دهیم قرار ١۴.۴.٢ قضیه در اگر

و γ ∈ C ،i = ١, . . . , n هر برای Ni ≥ ١ کنیم فرض .١۵.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥
n∑

i=١
[(bi + ٢)١Ni + ١) + bi] (١٠٠.٢)

به�طوری�که c ∈ C هم�چنین

|c| ≤ ١− ١
Reγ

n∑
i=١

[(bi + ٢)(١Ni + ١) + bi] (١٠١.٢)

و i = ١, . . . , n ،٠ < bi ≤ ١ ،gi ∈ Gbi z٢g′i(z)∣∣∣اگر
[gi(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (١٠٢.٢)

است. S رده به متعلق (٧٧.٢) در شده تعریف Iγ,αi
(g١, . . . , gn) رال انت ر عمل اه آن

،f١ = f و N١ = N ،M١ =M ،b١ = b ،α١ = α ،n = ١ دهیم قرار ١۴.۴.٢ قضیه در اگر
�آید. م به�دست زیر نتیجه g١ = g

و γ ∈ C ،N ≥ ١ ،M ≥ ١ ،α ∈ C∗ کنیم فرض .١۶.۴.٢ نتیجه

Reγ ≥ ١
|α|

[|α− ٢)|١M + ١) + (b+ ٢)(١N + ١) + b] (١٠٣.٢)

به�طوری�که c ∈ C هم�چنین

|c| ≤ ١− ١
|Reγ|

[|α− ٢)|١M + ١) + (b+ ٢)(١N + ١) + b] (١٠۴.٢)

و ٠ < b ≤ ١ ،g ∈ Gb ،f ∈ A z٢f∣∣∣اگر ′
i(z)

[fi(z)]٢
− ١

∣∣∣ < ١,
∣∣∣z٢g′i(z)
[gi(z)]٢

− ١
∣∣∣ < ١ (z ∈ U) (١٠۵.٢)

است. S رده به متعلق (٨٠.٢) در شده تعریف Iγ,α(f, g) رال انت ر عمل اه آن

i = ١, . . . , n هر برای gi = fi و βi =
١
αi

دهیم، قرار (۶٩.٢) رابطه در اگر .١٧.۴.٢ ملاحظه

�آید. م به�دست زیر رال انت ر عمل

Iβi
γ (f١, . . . , fn, g١, . . . , gn)(z) ={
γ

∫ z

٠
tγ−١

(f١(t)
t

)١−β١(
f ′
١(t)

)β١
. . . ,

(fn(t)
t

)١−βn
(
f ′
n(t)

)βn

dt

} ١
γ

است. شده مطالعه [٧] در ۶ فرسین توسط که

۶Frasin



٣۶



فصل٣

P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت
ظرفیت

�ارز ت تواب و p-ظرفیت تواب بین ارتباط ١.٣

در ارز ت تواب از pام توان با p-ظرفیت رال انت رهای عمل برای کاف شرایط فصل این در
�آوریم. م به�دست را واحد دیس

و تحلیل U واحد دیس در که زیر به�صورت شده داده تواب از رده�ای را A(p) تعریف١.١.٣.
�کنیم. م تعریف هستند، p-ظرفیت

f(z) = zp +
∞∑
n=١

ap+nz
p+n (p ∈ N = {١,٢, . . . }) (١.٣)

هرگاه: �نامیم م γ مرتبه از ظرفیت -p ستاره�گون f(z) ∈ A(p) تاب تعریف٢.١.٣.

Re
{zf ′(z)

f(z)

}
> γ (٠ ≤ γ < p, p ∈ N, z ∈ U)

�دهیم. م نشان S∗(p, γ) با را رده� زیر این

�کنیم. م تعریف زیر به�صورت را S∗(p, γ) از زیررده�ای S∗
p(γ) zf∣∣∣تعریف٣.١.٣. ′(z)

f(z)
− p

∣∣∣ < p− γ (٠ ≤ γ < p, p ∈ N, z ∈ U) (٢.٣)

هرگاه: �نامیم م γ مرتبه از ظرفیت -p محدب f(z) ∈ A(p) تاب تعریف١.٣.۴.

Re
{
١+

zf ′(z)

f(z)

}
> γ (٠ ≤ γ < p, p ∈ N, z ∈ U)

�دهیم. م نشان C(p, γ) با را زیررده این

٣٧



٣٨ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

�کنیم. م تعریف زیر به�صورت را C(p, γ) از رده�ای زیر Cp(γ) zf∣∣∣تعریف١.٣.۵. ′′(z)

f ′(z)
− (p− ١)

∣∣∣ < p− γ (٠ ≤ γ < p, p ∈ N, z ∈ U) (٣.٣)

داریم: بنابراین

f(z) ∈ C(p, γ) ⇐⇒ zf ′(z)

p
∈ S∗(p, γ) (۴.٣)

اولین (αi ̸= ٠) ،αi و β مختلط اعداد و fi ∈ A(p) ،i = ١,٢, . . . , n برای .۶.١.٣ تعریف
�کنیم. م تعریف زیر صورت به را P-ظرفیت رال انت ر عمل

Fp
α١,...,αn,β

(z) =

{
βp

∫ z

٠
uβp−١

n∏
i=١

(
fi(u)

up

) ١
αi

du

} ١
β

(۵.٣)

شده مطالعه [٢٣] ١ بریز توسط p = ١ برای (۵.٣) در شده تعریف p-ظرفیت رال انت ر عمل
است.

Fp
α١,...,αn,β

(z) p-ظرفیت رال انت ر این�صورتعمل در p = ١ و i = ١, . . . , n هر برای αi = α اگر
.[٢٢] �شود م F١

α,β(z) به تبدیل
F١
١,١(z) و F١

α,١(z) رال انت رهای عمل ترتیب به α = β = ١ و β = ١ دهیم قرار F١
α,β(z) در اگر

.[۴] است گرفته قرار مطالعه و بررس مورد بریز توسط که �آید م به��دست
ر عمل ١

α
دهیم قرار αi = α جای و p = n = β = ١ �که وقت خاص موارد در بر�این علاوه�

بررس ار٣ پس و اوا٢ توسط که �شود م F١
١
α

(z) ر عمل به تبدیل Fp
α١,...,αn,β

(z) p-ظرفیت رال انت
است[١٩]. شده

دومین (αi ̸= ٠) ،αi و β مختلط اعداد و fi ∈ A(p) ،i = ١,٢, . . . , n برای تعریف٧.١.٣.
�کنیم. م تعریف زیر صورت به را P-ظرفیت رال انت ر عمل

Gp
α١,...,αn,β

(z) =

{
βp

∫ z

٠
uβp−١

n∏
i=١

(
f ′
i(u)

pup−١

)αi

du

} ١
β

(۶.٣)

توسط Gp
α١,...,αn,١(z) ،β = ١ برای و بریز توسط G١

α١,...,αn,β
(z) رال انت ر عمل p = ١ برای
شده�اند. بررس و مطالعه [۶] فراسین۴

١Breaz
٢Owa
٣Pescar
۴Frasin



٣٩ �ارز ت تواب و P-ظرفیت تواب بین ارتباط .١.٣

هم�چنین . R(α) > ٠ طوری�که به مختلط عدد α و f ∈ A(p) کنید فرض .٨.١.٣ قضیه

١− |z|٢pRe(α)

Re(α)

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
− (p− ١)

∣∣∣ ≤ p (z ∈ U) (٧.٣)

رال انت ر عمل اه آن

Hα(z) =
[
α

∫ z

٠
up(α−١)f ′(u)du

] ١
α (٨.٣)

است. U در ارز ت تاب ی pام توان

Fp
α١,...,αn,β

رال انت ر عمل ١.١.٣

پارامترهای اگر .i = ١, . . . , n هر برای ٠ ≤ γi < p ،fi ∈ S∗(p, γi) کنیم فرض .٩.١.٣ قضیه
و مختلط (α ̸= ٠) ،αi و β

pRe(β) ≥ ١− p+
n∑

i=١

(p− γi)

|αi|
(٩.٣)

است. U در ارز ت تاب ی pام توان (۵.٣) در شده تعریف Fp
α١,...,αn,β

رال انت ر عمل اه آن

�کنیم: م تعریف را زیر تاب برهان.

h(z) =

∫ z

٠

n∏
i=١

(fi(u)
up

) ١
αi du (١٠.٣)

صورت: این در

h′(z) =
n∏

i=١

(fi(z)
zp

) ١
αi (١١.٣)

�آوریم: م به�دست z ضرب و (١١.٣) رابطه از

zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
i=١

١
αi

(zf ′
i(z)

fi(z)
− p

)
(١٢.٣)

صورت: این در
١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

∣∣∣١− p+
zh

′′
(z)

h′(z)

∣∣∣
=
١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

∣∣∣١− p+
n∑

i=١

١
αi

(zf ′
i(z)

fi(z)
− p

)∣∣∣
≤ ١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

[
١− p+

n∑
i=١

١
|αi|

∣∣∣zf ′
i(z)

fi(z)
− p

∣∣∣]

≤ ١
Re(β)

[
١− p+

n∑
i=١

١
|αi|

(p− γi)

]
≤ p



۴٠ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

ت تاب ی pام توان (۵.٣) در شده تعریف Fp
α١,...,αn,β

رال انت ر عمل ٨.١.٣ قضیه طبق لذا
است. U در ارز

به�دست زیر نتیجه f١ = f و γ١ = γ ، ١
α١

= ١
α
،β = n = ١ دهیم قرار ٩.١.٣ قضیه در اگر

�آید. م

شرط در و باشد مختلط پارامتر (|α| ̸= ١
٢) ،α اگر .fi ∈ S∗(p, γ) کنیم فرض .١٠.١.٣ نتیجه

p ≥ |α| − γ

٢|α| − ١ (١٣.٣)

رال انت ر عمل اه آن کند، صدق

Fp
α(z) =

∫ z

٠
pup−١

(f(u)
up

) ١
α
du (١۴.٣)

است. U در ارز ت تاب ی pام توان

�آید. م به�دست زیر نتیجه α = ١ دهیم قرار ١٠.١.٣ درنتیجه اگر

و f ∈ S∗(p, γ) کنیم فرض .١١.١.٣ نتیجه

p ≥ ١− γ (١۵.٣)

رال انت ر عمل اه آن

Fp(z) =

∫ z

٠

f(u)

u
du (١۶.٣)

است. U در ارز ت تاب ی pام توان

β و αi اگر .٠ ≤ γi < p ،fi ∈ C(p, γi) ،i = ١, . . . , n هر برای کنیم فرض .١٢.١.٣ قضیه
و مختلط پارامترهای

pRe(β) ≥ ١− p+
n∑

i=١
|αi|(p− γi) (١٧.٣)

است. U در ارز ت تاب ی pام توان (۶.٣) در شده تعریف Gp
α١,...,αn,β

رال انت ر عمل اه آن

�کنیم: م تعریف برهان.

g(z) =

∫ z

٠

n∏
i=١

( f ′
i(u)

pup−١

)αi

du (١٨.٣)



۴١ �ارز ت تواب و P-ظرفیت تواب بین ارتباط .١.٣

: صورت این در

g′(z) =
n∏

i=١

( f ′
i(z)

pzp−١

)αi

(١٩.٣)

داریم: z ضرب و (١٩.٣) رابطه از

zg′′(z)

g′(z)
=

n∑
i=١

αi

(zf ′′
i (z)

f ′
i(z)

− (p− ١)
)

(٢٠.٣)

داریم: فرض طبق

١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

∣∣∣∣١− p+
zg′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣
=
١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

∣∣∣∣∣١− p+
n∑

i=١
αi

(
zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

− (p− ١)
)∣∣∣∣∣

≤ ١− |z|٢pRe(β)

Re(β)

[
١− p+

n∑
i=١

|αi|
∣∣∣∣zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

− (p− ١)
∣∣∣∣
]

≤ ١
Re(β)

[
١− p+

n∑
i=١

|αi|(p− γi)

]
≤ p

تاب ی pام توان (۶.٣) در شده تعریف Gp
α١,...,αn,β

رال انت ر عمل ٨.١.٣ قضیه طبق رو این از
است. U در �ارز ت

به�دست زیر نتیجه f١ = f و γ١ = γ ،α١ = α ،β = n = ١ دهیم قرار ١٢.١.٣ قضیه در اگر
�آید. م

و مختلط پارامتر (α ̸= ٢) که α اگر f ∈ C(p, γ) کنیم فرض .١٣.١.٣ نتیجه

p ≥ ١− γ|α|
٢− |α|

(٢١.٣)

رال انت ر عمل اه آن

Gp
α(z) =

∫ z

٠
pup−١

( f ′(u)

pup−١

)α

du (٢٢.٣)

است. U در �ارز ت تاب ی pام توان

�آید. م به�دست زیر نتیجه α = ١ دهیم قرار ١٣.١.٣ درنتیجه اگر



۴٢ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

اگر f ∈ C(p, γ) کنیم فرض .١۴.١.٣ نتیجه

p ≥ ١− γ (٢٣.٣)

رال انت ر عمل اه آن

Gp(z) =

∫ z

٠
f ′(u)du (٢۴.٣)

است. U در �ارز ت تاب ی pام توان

Tγ رال انت ر عمل ٢.٣

های قضیه و لم ابتدا �کنیم. م بررس Tγ رال انت ر عمل برای را ارزی ت مح بخش، این در
�کنیم. م بیان داریم لازم قسمت این در که را

داریم: z ∈ U و ξ ∈ U هر برای اه آن .|g(z)| < ١ و U در تحلیل تاب g اگر .١.٢.٣ ∣∣∣قضیه g(ξ)− g(z)

١− g(z̄)g(ξ)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ξ − z

١− z̄ξ

∣∣∣ (٢۵.٣)

و

|g′(z)| ≤ ١− |g(z)|٢

١− |z|٢
(٢۶.٣)

|z| < ١ اگر .f(٠) = ٠ و تحلیل U واحد دیس در f(z) کنیم فرض شوارتز] [لم .٢.٢.٣ لم
اه آن

|f(z)| ≤ |z| (|z| < ١) (٢٧.٣)

است. برقرار تساوی |K| = ١ و f(z) = Kz اگر

اگر .g ∈ A ،Reγ ≥ ١ مختلط عدد γ کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه

|g(z)| ≤ ١ (z ∈ U) (٢٨.٣)

رال انت ر عمل اه آن

Gγ(z) =

[
γ

∫ z

٠
uγ−١eg(u)du

] ١
γ

(٢٩.٣)

است. S رده به متعلق



۴٣ Tγ رال انت ر عمل .٢.٣

�گیریم. م نظر در زیر صورت به را f(z) تحلیل تاب برهان.

f(z) =

∫ z

٠
eg(u)du (٣٠.٣)

داریم: صورت این در

(١− |z|٢)
∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ = (١− |z|٢)|z||g′(z)| (٣١.٣)

�آوریم: م به�دست ١.٢.٣ قضیه و (٢٨.٣) رابطه طبق

|g′(z)| ≤ ١
١− |z|٢

(٣٢.٣)

�آوریم: م به�دست (٣٢.٣) و (٣١.٣) از

(١− |z|٢)
∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (٣٣.٣)

�آوریم: م به�دست (٣٠.٣) طبق

f ′(z) = eg(z)

� است. S رده به متعلق Gγ رال انت ر عمل ۴.١.٢ لم و (٣٣.٣) رابطه طبق

اگر .g ∈ A ،Reγ = a > ٠ مختلط عدد γ کنیم فرض .۴.٢.٣ قضیه

|zg′(z)| ≤ ١ (z ∈ U) (٣۴.٣)

شرط در و

|γ| ≤ (٢a+ ١) ٢a+١
٢a

٢ (٣۵.٣)

اه آن کند، صدق

Tγ(z) =

[
γ

∫ z

٠
uγ−١

(
eg(u)

)γ

du

] ١
γ

(٣۶.٣)

است. S رده به متعلق

�کنیم: م تعریف برهان.

f(z) =

∫ z

٠

[
eg(u)

]γ
du (٣٧.٣)



۴۴ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

�گیریم: م نظر در زیر صورت به را h(z) تحلیل تاب

h(z) =
١
|γ|

zf ′′(z)

f ′(z)
(٣٨.٣)

�آوریم: م به�دست (٣٨.٣) و (٣٧.٣) طبق

h(z) =
γ

|γ|
zg′(z) (٣٩.٣)

�آوریم: م به�دست (٣٩.٣) و (٣۴.٣) از استفاده با

|h(z)| ≤ ١ (z ∈ U) (۴٠.٣)

داریم: (٣٩.٣) از

h(٠) = ٠

�گیریم: م نتیجه ٢.٢.٣ شوارتز لم از استفاده با همچنین

|h(z)| ≤ |z| (z ∈ U) (۴١.٣)

�آوریم: م به�دست این�رو از

١− |z|٢a

a

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ |γ|
a

(
١− |z|٢a

)
|z| (۴٢.٣)

x ∈ [٠,١] هر برای لذا �گیریم. م نظر در را x = |z| ،Q(x) = (١−x)٢αx ،Q : [٠,١] → R تاب
داریم:

Q(x) ≤ ٢a
(٢a+ ١) ٢a+١

٢a
(۴٣.٣)

�آوریم: م به�دست (۴٣.٣) و (۴٢.٣) ،(٣۵.٣) روابط از

١− |z|٢a

a

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (۴۴.٣)

است. S رده به متعلق Tγ رال انت ر عمل لم١.٢.۴ و (۴۴.٣) رابطه طبق لذا

f١, f٢, . . . , fn رال انت ر عمل ٣.٣

قبل �دهیم. م قرار بررس مورد fi ∈ A که حالت برای را f١, f٢, . . . , fn ر عمل جاری، بخش در
�کنیم. م اشاره قسمت این در استفاده مورد تعاریف و لم به آن از



۴۵ F١, F٢, . . . , FN رال انت ر عمل .٣.٣

باشد، تحلیل U واحد دیس در زیر صورت به f تاب کنیم فرض .١.٣.٣ لم

f(z) = z + a٢z
٢ + . . . (۴۵.٣)

و

(١− |z|٢)
∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (۴۶.٣)

است. �ارز ت U در f تاب اه آن

n ∈ N ∪ {٠} ،f ∈ A برای را Rn : A −→ A راسچوی۵ دیفرانسیل ر عمل تعریف٢.٣.٣.
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت

R٠f(z) = f(z),

R١f(z) = zf ′(z),

(n+ ١)Rn+١f(z) = z[Rnf(z)]
′
+ nRnf(z) (۴٧.٣)

و f ∈ A اگر .٣.٣.٣ ملاحظه

f(z) = z +
∞∑
j=٢

ajz
j (۴٨.٣)

اه آن

Rnf(z) = z +
∞∑
j=٢

Cn
n+j−١ajz

j (۴٩.٣)

با

Rnf(٠) = ٠ [Rnf(٠)]′ = ١ (۵٠.٣)

تعریف را زیر رال انت ر عمل ٢.٣.٣ تعریف در شده داده راسچوی دیفرانسیل ر عمل از استفاده با
�کنیم. م

،i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،n,m ∈ N∪{٠} برای را I = Am → A رال انت ر عمل تعریف٣.٣.۴.
�کنیم: م تعریف زیر به�صورت ،αi ∈ C

I = (f١, f٢ . . . , fn)(z) =

∫ z

٠

[
Rnf١(t)

t

]α١

· · ·
[
Rnfm(t)

t

]αm

dt (z ∈ U) (۵١.٣)

است. راسچوی دیفرانسیل ر عمل Rnو fi(z) ∈ A که
۵Ruscheweyh
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داریم: α٢ = α٣ = · · · = αm = ٠ و α١ = ١ ،m = ١ ،n = ٠ برای .۵.٣.٣ ملاحظه

R٠f(z) = f(z) (۵٢.٣)

�آوریم: به�دست�م [١] در شده مطالعه ساندر ال رال انت ر عمل

I(z) =

∫ z

٠

f(t)

t
dt (z ∈ U) (۵٣.٣)

R٠f(z) = f(z) ∈ S و α٢ = α٣ = · · ·αm = ٠ ،α١ = α ∈ [٠,١] ،m = ١ ،n = ٠ برای
�آوریم: م به�دست را زیر رال انت ر عمل

Iα(z) =

∫ z

٠

[
f(t)

t

]α
dt (۵۴.٣)

و α٢ = α٣ = · · ·αm = ٠ ،|γ| ≤ ١
۴ ،α١ = γ ∈ C ،m = ١ ،n = ١ برای

:[١۴] داریم را زیر رال انت ر عمل R١f(z) = zf ′(z) ∈ S

Fγ(z) =

∫ z

٠
[f ′(t)]

γ
dt (۵۵.٣)

:[۵] داریم R٠f(z) = f(z) ∈ S و i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،αi ∈ C ،m ∈ N ∪ {٠} ،n = ٠ برای

F (z) =

∫ z

٠

[
f١(t)

t

]α١

· · ·
[
fm(t)

t

]αm

dt (۵۶.٣)

Fm : Am → A رال انت ر عمل αi > ٠ و i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،αi ∈ C ،n,m ∈ N∪ {٠} برای
:[١٢] �آوریم م به�دست را زیر

Fm(f١, f٢, . . . , fm)(z) =

∫ z

٠

[
Rnf١(t)

t

]α١

· · ·
[
Rnfm(t)

t

]αm

dt (۵٧.٣)

:[٢٠] �آوریم م به�دست R٠f(z) = f(z) و α٢ = · · ·αm = ٠ ،α١ = γ ،m = ١ ،n = ٠ برای

Fγ(z) =

∫ z

٠

[
f(t)

t

]γ
dt (۵٨.٣)

اگر .fi ∈ A ،i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،αi ∈ C ،n,m ∈ N ∪ {٠} کنیم فرض .۶.٣.٣ قضیه

∣∣∣z(Rnfi(z))
′

Rnfi(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ١, |α١|+ |α٢|+ · · ·+ |αm| ≤ ١ (۵٩.٣)

است. �ارز ت (۵١.٣) در شده داده I = (f١, f٢, . . . , fm) اه آن
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داریم: ٣.٣.٣ ملاحظه طبق i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،fi ∈ A که آنجای از برهان.

Rnfi(z)

z
=
z +

∑∞
j=٢C

n
n+j−١aj,iz

j

z
= ١+

∞∑
j=٢

Cn
n+j−١aj,iz

j−١, (۶٠.٣)

Rnfi(z)

z
̸= ٠ (z ∈ U)

داریم: z = ٠ برای

[
Rnf١(z)

z

]α١

· · ·
[
Rnfm(z)

z

]αm

= ١ (۶١.٣)

�آوریم: م (۵١.٣)به�دست مقایسه با

I ′(f١, f٢, . . . , fm(z) =

[
Rnf١(z)

z

]α١

· · ·
[
Rnfm(z)

z

]αm

(z ∈ U) (۶٢.٣)

I ′(f١, f٢, . . . , fm(٠) = ١

�آوریم: م به�دست (۶٢.٣) از استفاده با

log I ′(f١, f٢, . . . , fm(z)

= α١ [log R
nf١(z)− log z] + · · ·+ αm [log Rnfm(z)− log z] (z ∈ U) (۶٣.٣)

(۶٣.٣)داریم: مقایسه با

I ′′(f١, f٢, . . . , fm(z)

I ′(f١, f٢, . . . , fm(z)
= α١

[
(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)
− ١
z

]
+ · · ·+ αm

[
(Rnfm(z))

′

Rnfm(z)
− ١
z

]
(z ∈ U)

(۶۴.٣)

�آوریم: م به�دست

zI ′′(f١, f٢, . . . , fm(z)

I ′(f١, f٢, . . . , fm(z)
= |α١|

[
z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)
− ١

]
+ · · ·+ |αm|

[
z(Rnfm(z))

′

Rnfm(z)
− ١

]
(۶۵.٣)



۴٨ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

داریم: (١− |z|٢) در (۶۵.٣) رابطه مطلق قدر ضرب با

(١− |z|٢)
∣∣∣zI ′′(f١, f٢, . . . , fm(z)
I ′(f١, f٢, . . . , fm(z)

∣∣∣

= (١− |z|٢)
∣∣∣α١ [z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)
− ١

]
+ · · ·+ αm

[
z(Rnfm(z))

′

Rnfm(z)
− ١

] ∣∣∣

≤ (١− |z|٢)
∣∣∣|α١| [z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)
− ١

]
+ · · ·+ |αm|

[
z(Rnfm(z))

′

Rnfm(z)
− ١

] ∣∣∣
≤ [|α١|+ · · ·+ |αm|] (١− |z٢|) ≤ |α١|+ · · ·+ |αm| ≤ ١ (۶۶.٣)

است. S رده به متعلق I ′(f١, f٢, . . . , fm(z) رال انت ر عمل ١.٣.٣ لم از استفاده با

�آید. م به�دست [۵] از ۶.٣.٣ قضیه Rnfi(z) = fi(z) ∈ S ،n = ٠ برای .٧.٣.٣ ملاحظه
کرد. بازنویس زیر به�صورت �توان م را ۶.٣.٣ قضیه αi ∈ R ،αi > ٠ برای

با αi > ٠ ،i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،n,m ∈ N ∪ {٠} کنیم فرض .٨.٣.٣ نتیجه
و fi ∈ A اگر .α١ + α٢ + · · ·+ αm ≤ ١∣∣∣z(Rnfi(z))

′

Rnfi(z)
− ١

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (۶٧.٣)

است. ارز ت (۵١.٣) در شده داده رال انت ر عمل اه آن

و fi ∈ A اگر .αi ∈ C ،i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،n,m ∈ N ∪ {٠} کنیم فرض .٩.٣.٣ قضیه

i)|α١|+ · · ·+ |αm| ≤
١
٣

ii)|Rnfi(z)| ≤ ١

ii)
∣∣∣z٢(Rnfi(z))

′

(Rn
i fi(z))

٢ − ١
∣∣∣ < ١

است. ارز ت (۵١.٣) در شده داده رال انت ر عمل اه آن

�آوریم: م به�دست (۶۴.٣) رابطه از استفاده با z∣∣∣∣∣برهان. [I(f١, f٢, · · · , fm(z)]
′′

[I(f١, f٢, . . . , fm(z)]
′

∣∣∣∣∣ = |α١|

∣∣∣∣∣z(Rnf١(z))
′

Rnf١(z)
− ١

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |αm|

∣∣∣∣∣z(Rnfm(z))
′

Rnfm(z)
− ١

∣∣∣∣∣
(۶٨.٣)
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�آوریم: م به�دست ٢.٢.٣ شوارتز لم و (۶٨.٣) رابطه در (١− |z|٢) ضرب با

(١− |z|٢)
∣∣∣zF ′′(z)

F ′(z)

∣∣∣

= (١− |z|٢)|α١|
∣∣∣z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)
− ١

∣∣∣+ · · ·+ |αm|
∣∣∣z(Rnfm(z))

′

Rnf١(z)
− ١

∣∣∣

= (١− |z|٢)|α١|
∣∣∣z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)

∣∣∣+ (١− |z|٢)|α١|+ · · ·

+ (١− |z|٢)|αm|
∣∣∣z(Rnfm(z))

′

Rnf١(z)

∣∣∣+ (١− |z|٢)|αm|

= (١− |z|٢)|α١|
[∣∣∣z(Rnf١(z))

′

Rnf١(z)

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣z(Rnfm(z))

′

Rnf١(z)

∣∣∣]+ (١− |z|٢ [|α١|+ · · ·+ |αm|]

= (١− |z|٢)
[
|α١|

∣∣∣z٢(Rnf١(z))
′

(Rnf١(z))٢

∣∣∣ |Rnf١|
|z|

+ · · ·

+ |αm|
∣∣∣z٢(Rnfm(z))

′

(Rnfm(z))٢

∣∣∣ |Rnfm|
|z|

+ (١− |z|٢ [|α١|+ · · ·+ |αm|]

≤ (١− |z|٢)
[
|α١|

∣∣∣z٢(Rnf١(z))
′

(Rnf١(z))٢

∣∣∣+ · · ·+ |αm|
∣∣∣z٢(Rnfm(z))

′

(Rnfm(z))٢

∣∣∣]

+ (١− |z|٢) [|α١|+ · · ·+ |αm|]

= (١− |z|٢)
[
|α١|

∣∣∣z٢(Rnf١(z))
′

(Rnf١(z))٢

∣∣∣− |α١|+ |α١|
]

+ · · ·+ (١− |z|٢)
[
|αm|

∣∣∣z٢(Rnfm(z))
′

(Rnfm(z))٢

∣∣∣− |αm|+ |αm|
]
+ (١− |z|٢) [|α١|+ · · ·+ |αm|]



۵٠ ظرفیت P تواب برای رال انت ر عمل ارزی ت .٣

= (١− |z|٢)
[
|α١|

∣∣∣z٢(Rnf١(z))
′

(Rnf١(z))٢
− ١

∣∣∣+ · · ·+ |αm|
∣∣∣z٢(Rnfm(z))

′

(Rnfm(z))٢
− ١

∣∣∣]

+ (١− |z|٢)(|α١|+ · · ·+ |αm|) + (١− |z|٢)(|α١|+ · · ·+ |αm|)

≤ (١− |z|٢)(|α١|+ · · ·+ |αm|) + ١)٢− |z|٢)(|α١|+ · · ·+ |αm|)

= ١)٣− |z|٢)(|α١|+ · · ·+ |αm|)

≤ ٣(|α١|+ · · ·+ |αm|). (۶٩.٣)

داریم: (i) شرط و (۶٩.٣) از

(١− |z|٢)
∣∣∣zF ′′(z)

F ′(z)

∣∣∣ ≤ ١ (z ∈ U) (٧٠.٣)

ست. ا �ارز ت I(f١, f٢, . . . , fm(z) رال انت ر عمل لذا

α٢ = α٣ = · · ·αm = ٠ ،|α| ≤ ١
٣ ،α١ = α ∈ C ،m = ١ ،n = ٠ برای .١٠.٣.٣ ملاحظه

است. شده آمده به�دست [٢٠] در نتیجه
کرد. بازنویس زیر به�صورت �توان م را ٩.٣.٣ قضیه αi ∈ R ،αi > ٠ برای

.αi > ٠ و i ∈ {١,٢, . . . ,m} ،n,m ∈ N ∪ {٠} کنیم فرض .١١.٣.٣ نتیجه
و fi ∈ A اگر

i)α١ + · · ·+ αm ≤ ١
٣ ,

ii)|Rnfi(z)| ≤ ١,

ii)
∣∣∣z٢(Rnfi(z))

′

(Rn
i fi(z))

٢ − ١
∣∣∣ < ١.

است. ارز ت (۵١.٣) در شده داده رال انت ر عمل اه آن
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Aabstract

For analytic functions in the open unit disk U, we define some general integral operator.
According to Alexander lemma, if f(z) be convex function then

∫ z
0

f(u)
u du is a starlike

function. Therefor in this thesis we study some conditions of Alexander operator to
detemine univalance conditions of them.

Keywords: Starlike Function, Univalent Function, Analitic Function, Integral Oper-
ator
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