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اری... پاس 
به که می گوییم سپاس را خداوند نهاد. ودیعه به انسان ها دل در را آموختن به عشق که را معبودی سپاس

کنم. سپری دانش و علم تحصیل راه رادر خود عمر تا داد فرصت من
استقامت و کردند بیدار من در را جستجو و کشف لذت و دانستن شور کودکی، از که عزیزم مادر و پدر از
بر را دشواری ها از بسیاری روحی، آرامش کردن فراهم با سالها، این تمام در و آموختند من به را تلاش و

دانم. قدر وجود، تمام با نمودند، آسان من
و نموده فیض کسب محضرشان در که بزرگواری اساتید تمام مقابل در معلم، والای مقام به احترام پاس به
سپاس مراتب و آورده فرود تعظیم سر ساخته ام، سیراب معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر

می دارم. ابراز ایشان از را خود گزاری
ایشان نظارت تحت که روزهایی تمام که زیره، احمد دکتر آقای جناب بردبارم، راهنمای استاد از
از پر پرتو در دارم. را تشکر نهایت بود، اخلاق و علم با توأم آموختن از سرشار بودم تحقیق به مشغول
گاه پرسش های ناپذیرشان، خستگی وجود سایه در و می باخت رنگ دلسردی ها تمام که بود ایشان امید

سپاسگزارم. صمیمانه دریغشان بی یاری و راهنمایی ها برای ایشان از می یافت. پاسخ گاهم بی و
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ھد
دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی سیاه کش علیزاده نازنین اینجانب
دو برای دوم هنکل دترمینان عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی علوم

می شوم: متعهد زیره احمد دکتر راهنمایی تحت ، تحلیلی توابع از زیر رده

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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ث

ر ق و ج تا ت مال
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
از زیررده ای به متعلق توابع برای دوم هنکل دترمینان بالای کران برآورد به مربوط حاضر نامه پایان
پارامترهای برای خاصی مقادیر دادن قرار با است. واحد دیسک در محدب توابع و ستاره گون رده های

آورد. دست به را قبلی نویسندگان نتایج می توان α, β

دوم هنکل دترمینان شوارتز، توابع محدب، توابع ستاره گون، توابع تحلیلی، توابع کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

تعاریف و نمادگذاری ١ . ١

می باشد. بعد فصل های در موردنیاز اولیه مفاهیم و تعاریف شامل بخش این

می دهند. نشان D با معمولا را میدان می شود. نامیده میدان باز، و همبند مجموعه هر .١ . ١ . ١ تعریف

.z٠ ∈ D که باشد دلخواه تابعی f : D → C و C از مجموعه ای زیر D کنید فرض .١ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه است پذیر مشتق z٠ در f گوییم

باشد. شده تعریف دارد، قرار D داخل که z٠ از همسایگی ای در f .١

باشد. داشته وجود limz→z٠
f(z)−f(z٠)

z−z٠
.٢

باشد. پذیر مشتق z٠ همسایگی یک در هرگاه گویند، تحلیلی z٠ در را f تابع .١ . ١ . ٣ تعریف

باز واحد دیسک در که f(z) = z + a٢z
٢ + . . . به شکل توابع، از رده ای .۴ . ١ . ١ تعریف

می دهیم. نشان A نماد با را هستند تحلیلی E = {z ∈ C : |z| < ١}

برای و باشد ER = {z ∈ C : |z| < R} دیسک در تابعی f(z) کنید فرض ١ شوارتز) (لم .۵ . ١ . ١ لم
صورت این در شود، صفر ،m دفعات تعداد با ،z = ٠ در f(z) اگر .|f(z)| < M ،M ثابت مقدار

|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m

.
که: است برقرار زمانی تساوی رابطه این در

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت و حقیقی مقداری θ آن در که

می نامیم. ارز تک را D میدان بر یک به یک و تحلیلی تابع هر .۶ . ١ . ١ تعریف
١Schwarz



٢ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١

S رده ١ . ٢

E = {z ∈ C : |z| < ١} واحد دیسک در که f(z) = z+a٢z
٢ + . . . توابع همه رده .١ . ٢ . ١ تعریف

می دهیم. نشان S نماد با را هستند ،f ′(٠) = ١, f(٠) = ٠ شرط دو دارای و ارزند تک و تحلیلی

آنگاه ،f ∈ S اگر .١ . ٢ . ٢ لم

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢ ∈ S

.

داریم: لذا .f(z) = z + a٢z
٢ + . . . می دهیم قرار برهان.

g(z) = z
√

١ + a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١ . ١)

و g(٠) = ٠ و است تحلیلی واحد دیسک بر g(z) تابع می گیریم.) نظر در را √ اصلی شاخه )
.g′(٠) = ١

بودن: یک به یک اثبات

داریم: عبارت این رساندن توان به با آنگاه ،z١

√
f(z٢

١)

z٢
١

= z٢

√
f(z٢

٢)

z٢
٢

یعنی ،g(z١) = g(z٢) اگر

.z١ = −z٢ یا z١ = z٢ نتیجه در ،z٢
١ = z٢

٢ پس است یک به یک f(z) چون طرفی از .f(z٢
١) = f(z٢

٢)

g(z١) = g(−z٢) = −g(z٢) تساوی ،z١ = −z٢ لذا است، فرد تابعی g(z) ،(١ . ١) رابطه به توجه با
یک به یک g(z) لذا .z١ = z٢ پس است. تناقض در ،g(z١) = g(z٢) فرض با که می دهد نتیجه را

است.

.|a٢| ≤ ٢ آنگاه ،f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . اگر .١ . ٢ . ٣ قضیه

آنگاه باشد، حقیقی مقداری α و ،a٢ = ٢eiα اگر ،(١ . ٢ . ٣) قضیه در ٢ کوئب) (تابع .۴ . ١ . ٢ مثال

لذا g(z) = z
(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)
z٢

f(z) =
z

(١ − eiαz)٢ = z + ٢eiαz٢ + ٣eiαz٣.

می رسیم: زیر تابع به ،α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١ − z)٢ =
١
۴(

١ + z

١ − z
)٢ − ١

۴

منفی حقیقی محور امتداد در که صفحه ای بر را |z| < ١ قرص تابع این است. معروف کوئب تابع به که
می نگارد. است، شده برده ∞ تا −١

۴ از

.|c| ≥ ١
۴ آنگاه ،c ∈ C که ،f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش) .۵ . ١ . ٢ قضیه

٢Koebe



٣ S رده .١ . ٢

به متعلق نیز g(z) = cf(z)
c−f(z)

تابع پس ،f(z) ̸= c چون ،f(z) = z + a٢z
٢ + . . . می دانیم برهان.

می باشد. S رده
cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + . . .

داریم: طرفی از .|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ داریم ،(١ . ٢ . ٣) قضیه بنابر

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢ + |a٢|

داریم: لذا |a٢| ≤ ٢ پس f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴ .

آنگاه ،z = reiα و f(z) ∈ S اگر .۶ . ١ . ٢ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

نظر در |z| < ١ برای را ،log f ′(z) از شاخه ای می توان پس ،f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
لذا .f ′(z) = f ′(reiα) داریم f(z) = f(reiα) برای حال گرفت.

∂

∂r
log f ′(reiα) =

eiαf ′′(reiα)

f ′(reiα)

داریم: r در بالا رابطه طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiα) =

reiαf ′′(reiα)

f ′(reiα)
=

zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: حقیقی های قسمت محاسبه با

r
∂

∂r
log |f ′(reiα)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

آنگاه ،f(z) ∈ S اگر .١ . ٢ . ٧ قضیه

١ − r

(١ + r)٣ ≤ |f ′(z)| ≤ ١ + r

(١ − r)٣ (|z| = r < ١).

بر را واحد قرص و است پوشا و یک به یک تحلیلی، (|z٠| < ١) w = z+z٠
١+z̄٠z

تابع می دانیم برهان.
تک و تحلیلی (|z| < ١) به ازای نیز g(z) = f( z+z٠

١+z̄٠z
) = b٠ + b١z+ b٢z

٢ تابع لذا می نگارد. خودش
داریم: است. ارز



۴ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١

g(٠) = b٠ = f(z٠)

b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١ − |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١ − |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠ − |z٢|٠))

g(z)−g(٠)
g′(z)

= z+ b٢
b١
z٢+ . . . تابع اینکه به توجه با ندارد. تعلق S رده به پس نیست، نرمالیزه g(z) چون

یعنی | b٢
b١
| ≤ ٢ ،(١ . ٢ . ٣) قضیه بنابر می گیرد، قرار S در

١
٢

∣∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١ − |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣∣ ≤ ٢

داریم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین وضرب z٠ = reiα دادن قرار z٠f∣∣∣∣با

′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١ − |z٢|٠

∣∣∣∣ ≤ ۴|z٠|
١ − |z٢|٠

می دهیم: قرار است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١ − r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١ − r٢

لذا است. واقع ٢r٢

١−r٢ مرکز و ۴r
١−r٢ شعاع به دایره ای در zf ′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١ − r٢ ≤ Re

zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١ − r٢

می دانیم (۶ . ١ . ٢) لم به بنا

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log |f ′(z)|,

یعنی
٢r٢ − ۴r
١ − r٢ ≤ r

∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١ − r٢

=⇒ ٢r − ۴
١ − r٢ ≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١ − r٢

می گیریم: انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١ − r)− ٣ log(١ + r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١ + r)− ٣ log(١ − r)

و
log

١ − r

(١ + r)٣ ≤ log |f ′(z)| ≤ log
١ + r

(١ − r)٣

نتیجه در
١ − r

(١ + r)٣ ≤ |f ′(z)| ≤ ١ + r

(١ − r)٣ (|z| = r < ١).



۵ S رده .١ . ٢

.k′(z) = ١+z
(١−z)٣ با است برابر k(z) = z

(١−z)٢ = z + ٢z٢ + . . . کوئب تابع مشتق .١ . ٢ . ٨ مثال
می شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در (١ . ٢ . ٧) قضیه بالای کران لذا

آنگاه f(z) ∈ S اگر .١ . ٢ . ٩ قضیه

r

(١ + r)٢ ≤ |f(z)| ≤ r

(١ − r)٢ (|z| = r < ١).

خط یک با z به را ٠ نقطه .|f ′(z)| ≤ ١+r
(١−r)٣ داریم |z| = r < ١ برای (١ . ٢ . ٧) قضیه بنابر برهان.

می گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(z)|dt ≤

∫ r

٠

١ + t

(١ − t)٣dt =
r

(١ − r)٢

اگر حال است. برقرار همواره r
(١−r)٢ ≤ ١

۴ نامساوی

|f(z)| ≥ ١
۴ =⇒ r

(١ − r)٢ ≤ |f(z)|

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از واحد، دایره داخل c مسیر (۵ . ١ . ٢) قضیه بر بنا |f(z)| < ١
۴ اگر و

صورت این در می پوشاند. را f(z) تا صفر از c٠ مستقیم پاره خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

(١ . ٢ . ٧) قضیه به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١ − t

(١ + t)٣dt =
r

(١ + r)٢

داریم: لذا
١ − r

(١ + r)٢ ≤ |f(z)| ≤ ١ + r

(١ − r)٢

مورد در (١ . ٢ . ٩) قضیه بالای کران k(z) = z
(١−z)٢ = z+٢z٢ + . . . کوئب تابع برای .١ . ٢ . ١٠ مثال

می شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این

،n هر برای آنگاه باشد، S رده به متعلق f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n اگر ٣ (لیتلوود) .١ . ٢ . ١١ قضیه

|an| ≤ en

.
٣Littlewood’s
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آنگاه باشد، داشته حقیقی ضرایب و باشد S رده به متعلق f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n اگر .١ . ٢ . ١٢ قضیه

داریم: n هر برای
|an| ≤ n

.

می دهیم: قرار ،r < ١ درآن که z = reiθ برای برهان.

Imf(z) = ν(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

داریم: π تا صفر از یابی انتگرال و sinnθ در بالا رابطه طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
ν(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (١ . ٢)

رابطه به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos = cosnθ sin | ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

که داد نشان می توان استقرایی روش به و

| sinnθ| ≤ n| sin θ|

که می شود نتیجه (١ . ٢) رابطه از لذا

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|ν(reiθ)| sin θdθ (١ . ٣)

(٠ < r < ١,٠ < θ < π), ν(reiθ) ̸= ٠ می دهیم: نشان سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iν(reiθ)

داشته ثابت جبری علامت ٠ ≤ θ ≤ π فاصله در باید است، پیوسته تابعی θ به نسبت ν(reiθ) چون
لذا باشد،

r = |a١r| =
∣∣∣∣٢π
∫ π

٠
ν(reiθ) sin θdθ

∣∣∣∣ = ٢
π

∫ π

٠
|ν(reiθ)| sin θdθ (۴ . ١)

ثابت قضیه r → ١ با و می آید به دست |anrn| ≤ nr رابطه (١ . ٣) در (۴ . ١) رابطه جایگذاری با
می شود.



٧ S∗ رده .١ . ٣

S∗ رده ١ . ٣

D از نقطه هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم، ۴ ستاره گون z٠ به نسبت را D میدان .١ . ٣ . ١ تعریف
بگیرد. قرار D در می کند، وصل z٠ به را

میدانی بر f(z) تابع تحت |z| < ١ قرص هرگاه گویند، ستاره گون مبدأ به نسبت را f(z) ∈ S تابع
می دهیم. نشان S∗ با را S رده زیر این است. ستاره گون w = ٠ به نسبت که شود نگاشته

قرص هر f(z) اگر فقط و اگر f(z) ∈ S∗ صورت این در f(z) ∈ S کنید فرض .١ . ٣ . ٢ لم
بنگارد. ستاره گون میدان بر را |z| < r < ١

تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ کنید فرض ابتدا برهان.
تابع لذا می باشد.) ستاره گون D (چون tw ∈ D,٠ < t < ١ برای آنگاه w ∈ D اگر باشد. f(z)
می کند. صدق |g(z)| < ١ نامساوی در آن جا در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z))

.|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون
t برای ،|z١| < ١ با ای z١ نقطه برای صورت این در می کنیم، انتخاب را w١ ∈ Dr نقطه اکنون

داریم: ٠ ≤ t ≤ ١ دلخواه

|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

ها t همه و Dr در ها w١ همه برای مطلب این چون دارد. قرار Dr در tw١ که است معنا بدان این و
است. ستاره گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ،٠ ≤ t ≤ ١

که به طوری است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد، نداشته قرار S∗ رده در f(z) اگر عکس: به
نمی باشد. D به متعلق t٠w٠, (٠ < t٠ < ١) ای t٠ برای

باشد. w٠ نقطه شامل Dr تصویرش که به طوری می کنیم، انتخاب را |z| < r < ١ قرص اکنون
ستاره گون میدان بر را |z| < r < ١ ،f(z) پس نیست. Dr به متعلق t٠w٠ نقطه ،Dr ⊂ D چون

نمی نگارد.

اگر فقط و اگر f ∈ S∗ صورت این در ،f ∈ S کنید فرض .١ . ٣ . ٣ قضیه

Re{zf
′(z)

f(z)
} > ٠.

میدان یک ،|z| < r < ١ از Dr تصویر اگر فقط و اگر ،f ∈ S∗ ،(١ . ٣ . ٢) لم به توجه با برهان.
باشد. ستاره گون

Dr در باید ،w = f(reiθ) تا w = ٠ از شعاعی بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π), θ هر برای معادل، بیان به
این غیر در زیرا است، اکید صعودی θ به نسبت تابعی argf(reiθ) که است معنا بدان این و باشد.

کند. قطع نقطه دو در حداقل را، Dr مرز می بایست شعاعی، بردار صورت

۴Starlike
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،argf(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی گردد. مشخص ∂
∂θ
argf(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع یک پس

بنابراین

∂

∂θ
{Im log f(reiθ)} = Im{ ∂

∂θ
log f(reiθ)} = Im{i(re

iθ)f ′(reiθ)

f(reiθ)
} = Re{zf

′(z)

f(z)
} > ٠

|z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده در k(z) = z
(١−z)٢ = z+ ٢z٢ + . . . کوئب تابع .۴ . ١ . ٣ مثال

هم چنین و است شده بریده −∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که است w صفحه

Re{zk
′(z)

k(z)
} = Re{١ + z

١ − z
} > ٠

.

داریم n هر برای آنگاه باشد، S∗ رده به متعلق f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n اگر .۵ . ١ . ٣ قضیه

|an| ≤ n

.

تابع ،f(z) ̸= ٠,٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

p(z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١ +
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١ +
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵ . ١)

نوشت: زیر صورت به آن را می توان است، تحلیلی |z| < ١ در

p(z) = ١ +
∞∑
n=٢

αnz
n (۶ . ١)

می دانیم (١ . ٢ . ٣) قضیه به بنا Re{p(z)} > ٠ داریم |z| < ١, f ∈ s∗ برای طرفی از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, . . . (١ . ٧)

از
داریم: (۶ . ١) و (۵ . ١)

١ +
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١ +

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١ +

∞∑
n=٢

αnz
n)

می رسیم: زیر رابطه به ضرایب، دادن برابرقرار با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١
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معادل به صورت یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, . . . ) (١ . ٨)

لذا برد. به کار (١ . ٨) در را مثلث نامساوی می توان (١ . ٧) کران از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١ (١ . ٩)

این در .|ak| ≤ k, k = ٢,٣, . . . , n− ١ برای کنید فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ می یابیم در بالا رابطه از
صورت

(n− ١)|an| ≤ ٢[(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢ + ١] = ٢n(n− ١)
٢

است. درست n هر برای قضیه استقرا، به لذا برمی گردد. |an| ≤ n به این و

هرگاه می شود، نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه از ستاره گون f(z) ∈ S تابع .۶ . ١ . ٣ تعریف

Re{zf
′

f
> α} (|z| < ١)

می دهیم. نشان S∗(α) با را S رده زیر این

اگر .(٠ ≤ α < ١) ، f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض .١ . ٣ . ٧ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١ − α

.f(z) ∈ S∗(α) آنگاه

١ مرکز و ١ − α شعاع به دایره یک در z f ′(z)
f(z)

دهیم نشان است کافی (۶ . ١ . ٣) تعریف به بنا برهان.
داریم: دارد. z∣∣∣∣قرار f ′

f
− ١
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣zf ′ − f

f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣∣∣ ≤ ∑∞
n=٢(n− ١)|an||z|n−١

١ −
∑∞

n=٢ |an||z|n−١ ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١ −

∑∞
n=٢ |an|

اگر است. ١ − α بالای کران دارای قبلی بیان
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١ − α)(١ −
∞∑
n=٢

|an|)

با است معادل که
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١ − α.

.
∣∣∣z f ′

f
− ١
∣∣∣ ≤ ١ − α بنابراین، است. برقرار رابطه این فرض به بنا
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C رده ۴ . ١

هم به را D از نقطه دو هر که مستقیمی خط پاره  هرگاه گویند، ۵ محدب را D میدان .١ . ۴ . ١ تعریف
بگیرد. قرار D در می کند، وصل

محدب میدان یک بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گویند، محدب را f(z) ∈ S تابع .٢ . ۴ . ١ تعریف
می دهیم. نشان C با را S رده زیر این شود. نگاشته

قرص هر ،f(z) اگر فقط و اگر f(z) ∈ C صورت این در ،f(z) ∈ S کنید فرض .٣ . ۴ . ١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

باشد. f(z) تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ C کنید فرض ابتدا برهان.
،(٠ < t < ١), tw١+(١−t)w٢ خط پاره که دهیم نشان باید می کنیم. انتخاب Dr در را w٢ و w١ نقاط

دارد. قرار Dr در هم
دست از بدون .w٢ = f(z٢) و w١ = f(z١) که باشند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط باید
g(z) = tf(( z١

z٢
)z)+(١−t)f(z) تابع تحت |z| < ١ تصویر آنگاه ،|z١| ≤ |z٢| کنید فرض کلیت دادن

در ،f(z) ∈ S چون و است. تحلیلی |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در
.|h(z)| ≤ |z| شوارتز لم طبق و می کند صدق |h(z)| < ١ و h(٠) = ٠ شرایط

به ویژه

|h(z٢)| = |f−١(tw١ + (١ − t)w٢)| ≤ |z٢| < r. (١ . ١٠)

ولی ،(tw١ + (١ − t)w٢) = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ ای نقطه ،Dr ⊂ D چون
خط پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < ١ قرص در باید نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه (١ . ١٠) بنابر

دارد. قرار Dr در (tw١ + (١ − t)w٢)

نقطه، دو این بر مار خط پاره که دارد وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد، C رده در f(z) اگر برعکس:
نقطه دو این شامل Dr تصویرش که می کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اکنون ندارد. قرار D در

باشد.
لذا باشد، داشته قرار Dr در نمی تواند می کند، وصل هم به را نقطه دو که خطی پاره ،Dr ⊂ D چون

نمی کند. تصویر محدب، میدان یک بر را |z| < r < ١ قرص f(z)

صورت این در ،f ′(٠) = ١, f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) کنید فرض .۴ . ۴ . ١ قضیه
اگر فقط و اگر f(z) ∈ C

Re{١ +
zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠ (|z| < ١).

۵Convex
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محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر فقط و اگر f(z) ∈ C (٣ . ۴ . ١) قضیه به بنا برهان.
ساده مرز یک بر را |z| = r < ١ دایره ،w = f(reiθ) تابع که است معنا بدان این هندسی نظر از باشد.
می کند. حرکت ساعت عقربه های خلاف جهت در ،θ افزایش با مرز، این بر مماس و می نگارد بسته،

با: است برابر می سازد حقیقی محور با w صفحه در مماس، خط که زاویه ای می دانیم

π

٢ + θ + argf ′(z)

می شود: مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا

١ +
∂

∂θ
(Im log f ′(reiθ)) = ١ + Im{ireiθ f

′′(reiθ)

f ′(reiθ)
} = Re{١ +

zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠.

شرط دو با ،D در تحلیلی تابع یک f کنید فرض ۶ (الکساندر) .۵ . ۴ . ١ قضیه
.zf ′(z) ∈ S∗ اگر فقط و اگر f(z) ∈ C صورت این در باشد. f ′(٠) = ١, f(٠) = ٠

صورت: این در ،g(z) = zf ′(z) اگر برهان.

{zg
′(z)

g(z)
} = {١ +

zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر فقط و اگر است مثبت و تحلیلی ،D در چپ سمت تابع لذا

،n هر برای صورت این در باشد، C در f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض .۶ . ۴ . ١ قضیه

|an| ≤ ١

.

قضیه بر بنا لذا دارد. قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∞∑
n=٢

nanz
n تابع ،(۵ . ۴ . ١) قضیه به توجه با برهان.

،n هر برای ،(۵ . ١ . ٣)
n|an| ≤ n =⇒ |an| ≤ ١.

.|c| ≥ ١
٢ صورت این در ،f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ C اگر .٧ . ۴ . ١ قضیه

نقطه دو است. ارز تک |z| < ١ در g(z) = (c − f(z))٢ کمکی تابع می دهیم نشان ابتدا برهان.
می کنیم. انتخاب واحد قرص در ،z١ و z٠ متمایز

۶Alexander
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صورت این در

g(z٠)− g(z١) = (c− f(z٠))
٢ − (c− f(z١))

٢ = (f(z٠)− f(z١))(f(z٠) + f(z١)− ٢c)

نقطه است، محدب f(z) چون هم چنین می باشد. ارز تک f(z) زیرا ،f(z٠) ̸= f(z١) اکنون
پس باشد. c مساوی نمی تواند لذا دارد، تعلق |z| < ١ تصویر به ١

٢(f(z٠) + f(z١))

g(z) = c٢−٢cz+z٢+ . . . چون می شود. ثابت g(z) ارزی تک و (f(z٠)+f(z١)−٢c) ̸= ٠
است، S در زیر نرمال تابع

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + . . .

می یابیم: در پوششی قضیه بردن به کار با نیست. صفر آنجا در g(z) زیرا .h(z) ̸= c
٢ , |z| < ١ در به علاوه

| c٢ | ≥
١
۴

یا
|c| ≥ ١

٢ .

داریم: ،|z| < r = ١ برای آنگاه ،f(z) ∈ C اگر .٨ . ۴ . ١ قضیه

١
(١ + r)٢ ∈ |f ′(z)| ∈ ١

(١ − r)٢ .

بر را واحد قرص و است پوشا و یک به یک تحلیلی، (|z٠| < ١) ،w = z+z٠
١+z̄٠z

تابع می دانیم برهان.
تک و تحلیلی (|z| < ١) به ازای نیز g(z) = f( z+z٠

١+z̄٠z
) = b٠ + b١z+ b٢z

٢ تابع لذا می نگارد. خودش
داریم: است. ارز

g(٠) = b٠ = f(z٠)

b١ = g′(٠) = f ′(z)(١ − |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١ − |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠ − |z٢|٠))

تابع اینکه به توجه با ندارد. تعلق S رده به ،g(z) پس نیست، نرمالیزه g(s) چون
،(۶ . ۴ . ١) قضیه بنابر پس دارد. وجود نیز C در لذا می گیرد، قرار S در g(z)−g(٠)

g′(z)
= z+ b٢

b١
z٢+ . . .

یعنی | b٢
b١
| ≤ ١

١
٢

∣∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١ − |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣∣ ≤ ١



١٣ C رده .۴ . ١

داریم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین وضرب z٠ = reiα دادن قرار z٠f∣∣∣∣با

′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠

١ − |z٢|٠

∣∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١ − |z٢|٠

می دهیم: قرار است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢

١ − r٢

∣∣∣∣ ≤ ٢r
١ − r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١ − r٢ ≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١ − r٢

=⇒ −٢r
١ + r

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r

١ − r٢

می گیریم: انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

−٢ log(١ + r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١ − r)

نتیجه در
١

(١ + r)٢ ≤ |f ′(z)| ≤ ١
(١ − r)٢ .

،|z| = r < ١ برای آنگاه ،f(z) ∈ C اگر .٩ . ۴ . ١ قضیه

r

(١ + r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١ − r)
.

یک با ،z به را ٠ نقطه .|f ′(z)| ≤ ١
(١−r)٢ داریم ،|z| = r < ١ برای ،(٨ . ۴ . ١) قضیه بنابر برهان.

می گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم، خط

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(z)|dz ≤

∫ r

٠

١
(١ − t)٢dt =

r

(١ − r)

اگر حال است. برقرار همواره r
(١+r)

≤ ١
٢ نامساوی

|f(z)| ≥ ١
٢ =⇒ r

(١ + r)
≤ |f(z)|

تصویر که است، موجود z تا ٠ از واحد، دایره داخل c مسیر ،(٧ . ۴ . ١) قضیه بر بنا |f(z)| < ١
٢ اگر و

صورت این در می پوشاند. را f(z) تا صفر از c٠ مستقیم پاره خط آن

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|



١۴ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١

قبل قضیه به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١ + t)٢dt =

r

(١ + r)

داریم: لذا
r

(١ + r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١ − r)



٢ فصل

از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان
تحلیلی توابع

C(α, β) و S∗(α, β) رده ٢ . ١

توابع همه رده ،S .٢ . ١ . ١ تعریف

f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, (٢ . ١)

تحلیلی اند. و ارز تک E = {z : |z| < ١} واحد دیسک در که است

که نامتناهی ای ماتریس بگیرید. نظر در را ،an, an+١, an+٢, . . . مختلط اعداد دنباله .٢ . ١ . ٢ تعریف
هنکل ماتریس را می شود مشخص (i, j, n ∈ N)aij = an+i+j−٢ به وسیله و است aij امش، i, j درایه
به وسیله ام، q هنکل ماتریس شده است. نامگذاری ١ هنکل هرمان نام روی از ماتریس این می نامیم.

است: شده تعریف زیر مربعی ماتریس زیر


an an+١ . . . an+q−١

an+١ . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

an+q−١ . . . . . . an+٢q−٢


می کنند: صدق زیر شرط در هنکل، ماتریس درایه های

aij = ai−١,j+١(i ∈ N − ١, j ∈ N).

١Herman Hankel



١۶ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

مشخص می شود، نامیده ام q هنکل دترمینان که زیر، دترمینان به وسیله ام، q هنکل ماتریس دترمینان
می شود.

Hq(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an an+١ . . . an+q−١

an+١ . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

an+q−١ . . . . . . an+٢q−٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

: مثال به طور هنکل دترمینان (q = ٢, n = ٢ ) ،(a١ = ١، n = ١، q = ٢) خاص حالت های در
می نامیم. دوم هنکل دترمینان را H(٢)٢ است. H(٢)٢ =

∣∣∣a٢a۴ − a٢
٣

∣∣∣، H(١)٢ =
∣∣∣a٣ − a٢

٢

∣∣∣
و n = ٢ ،q = ٢ برای را دوم هنکل دترمینان ما بخش این در

H(٢)٢ =
∣∣∣∣∣a٢ a٣

a٣ a۴

∣∣∣∣∣
،C(α, β) و S∗(α, β) رده به متعلق توابع برای

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ برای بالا کران یک و می کنیم بررسی

شده اند. تعریف زیر مانند که می آوریم به دست

برای اگر ،f(z) ∈ S∗(α, β) بگیرید. نظر در (٢ . ١) معادله طبق را f(z) تابع .٢ . ١ . ٣ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه ،z ∈ E و α ≥ ٠ و (٠ ≤ β < ١)β

Re{zf
′(z)

f(z)
+ α

z٢f ′′(z)

f(z)
} > β.

داریم بدهیم، قرار را ،α = ٠ بالا تعریف در اگر .۴ . ٢ . ١ ملاحظه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> β,

می آید. به دست β مرتبه از ستاره گون توابع ، ،S∗(β) رده یعنی

می آوریم. به دست را ستاره گون توابع یعنی S∗ رده ،β = ٠ و α = ٠ که زمانی .۵ . ٢ . ١ ملاحظه

برای اگر ،f(z) ∈ C(α, β) بگیرید. نظر در (٢ . ١) رابطه طبق را ،f(z) تابع .۶ . ٢ . ١ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه ،z ∈ E و α ⩾ ٠ ،β(٠ ⩽ β < ١)

Re

{
[zf ′(z) + αz٢f ′′(z)]

′

f ′(z)

}
> β.

داریم بدهیم، قرار را α = ٠ بالا تعریف در اگر .٢ . ١ . ٧ ملاحظه

Re

{
١ + zf ′′(z)

f ′(z)

}
> β,

بیاوریم. به دست را ،β مرتبه محدب توابع رده ، ،C(٠, β) رده یعنی



١٧ C(α, β) و S∗(α, β) رده .٢ . ١

می آوریم. به دست است، محدب توابع رده که را ،C رده β = ٠ و α = ٠ زمانی که .٢ . ١ . ٨ ملاحظه

توابع همه رده .٢ . ١ . ٩ تعریف

p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + . . . (٢ . ٢)

می دهیم. نشان P نماد با را ،Re{p(z)} > ٠ ،z ∈ E برای و تحلیلی اند E واحد دیسک در که

داریم. نیاز زیر های لم به قضایا، اثبات برای

.|ck| ⩽ ٢ ،k ∈ N هر برای آنگاه ،p(z) ∈ P اگر [٢] .٢ . ١ . ١٠ لم

آنگاه ،p(z) ∈ P کنید فرض ([٧]،[۶]) .٢ . ١ . ١١ لم

٢c٢ = c٢
١ + x(۴ − c٢

١) (٢ . ٣)

و

۴c٣ = c٣
١ + ٢(۴ − c٢

١)c١x− c١(۴ − c٢
١)x

٢ + ٢(۴ − c٢
١)(١ − |x|٢)y, (۴ . ٢)

.|y| ≤ ١ و |x| ≤ ١ y که و x مقادیر برای

آنگاه ،f(z) ∈ S∗ کنید فرض [۴] .٢ . ١ . ١٢ a٢a۴∣∣قضیه − a٢
٣
∣∣ ≤ ١.

آنگاه: ،f(z) ∈ C کنید فرض [۴] .٢ . ١ . ١٣ a٢a۴∣∣قضیه − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

٨ .

آنگاه: ،f(z) ∈ S∗(α, β) کنید فرض .١۴ . ٢ . ١ a٢a۴∣∣قضیه − a٢
٣
∣∣ ≤ (١ − β)٢

(١ + ٣α)٢ .

به طوری که وجود دارد p(z) ∈ P ،z ∈ E برای آنگاه ،f(z) ∈ S∗(α, β) کنید فرض برهان.

zf ′(z) + αz٢f ′′(z) = f(z)[(١ − β)p(z) + β] (۵ . ٢)

می آوریم. به دست را a۴ ،a٣ ،a٢ ،(۵ . ٢) در ضرایب دادن قرار برابر با

p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + c۴z
۴ + . . .

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + a۴z
۴ + . . .

f ′(z) = ١ + ٢a٢z + ٣a٣z
٢ + ۴a۴z

٣ + . . .

f ′′(z) = ٢a٢ + ۶a٣z + ١٢a۴z
٢ + . . .



١٨ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

zf ′(z) = z + ٢a٢z
٢ + ٣a٣z

٣ + . . .

αz٢f ′′(z) = ٢αa٢z
٢ + ۶αa٣z

٣ + ١٢αa۴z
۴ + . . .

zf ′(z) + αz٢f ′′(z) = (٢a٢α + ٢a٢)z
٢ + (٣a٣ + ۶a٣α)z

٣ + (۴a۴ + ١٢a۴)z
۴

f(z)[(١ − β)p(z) + β] = ١ + (a٢ + c١ − βc١)z
٢

+ (c٢ + a٢c١ + a٣ + βc٢ − a٢c١β)z
٣

(c٣ + a٢c٢ + a٣c١ + a۴ − βc٣ − a٢c٢β − βa٣c١)z
۴

(٢a٢α + ٢a٢)z
٢ + (٣a٣ + ۶a٣α)z

٣ + (۴a۴ + ١٢a۴)z
۴ =

١ + (a٢ + c١ − βc١)z
٢

+ (c٢ + a٢c١ + a٣ + βc٢ − a٢c١β)z
٣

+ (c٣ + a٢c٢ + a٣c١ + a۴ − βc٣ − a٢c٢β − βa٣c١)z
۴

نتیجه در

a٢ =
c١)١ − β)

١ + ٢α ,

a٣ =
c١)٢ − β)

١)٢ + ٣α) +
c٢

١)١ − β)٢

١)٢ + ٢α)(١ + ٣α) ,

a۴ =
c١)٣ − β)

١)٣ + ۴α) +
c١c١)٢ − β)٣)٢ + ٨α)

۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α) +
c٣

١)١ − β)٣

۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α)
(۶ . ٢)

می شود که: ثابت آسانی به

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ∣∣∣∣∣ c١c١)٣ − β)٢

١)٣ + ٢α)(١ + ۴α) −
c٢

١)٢ − β)٢

۴(١ + ٣α)٢

−
c۴

١)١ − β)۴(١ + ۶α)
١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

−
αc٢

١c١)٢ − β)٣

۶(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣∣ . (٢ . ٧)



١٩ C(α, β) و S∗(α, β) رده .٢ . ١

جاگذاری (٢ . ٧) در ،(۴ . ٢) و (٢ . ٣) معادلات از را c٣ و c٢ ،|c١| ≤ ٢ چون (٢ . ١ . ١٠) لم طبق
را زیر عبارت نتیجه در .c ∈ [٠,٢] کنید فرض کلیت، از کاستن بدون و c١ = c کنید فرض می کنیم.

می آوریم: به دست

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ∣∣∣∣∣(١ − β)٢[c۴ + ٢(۴ − c٢)c٢x− (۴ − c٢)c٢x٢ + ٢c(۴ − c١)(٢ − |x|٢)y]

١)١٢ + ٢α)(١ + ۴α)

− (١ − β)٢[c۴ + (۴ − c٢(٢x٢ + ٢c٢x(۴ − c٢)]

١۶(١ + ٣α)٢

− (١ − β)۴[c۴(١ + ۶α)]
١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

− (١ − β)٢α[c۴ + (۴ − c٢)xc٢]

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ . (٢ . ٨)

داریم: مثلث نامساوی توسط

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤(١ − β)٢[c۴ + ٢(۴ − c٢)c٢ρ+ ٢c(۴ − c٢) + c(c− ٢)(۴ − c٢)ρ٢]

١)١٢ + ٢α)(١ + ۴α)

+
(١ − β)٢[c۴ + (۴ − c٢(٢ρ٢ + ٢cρ(۴ − c٢)]

١۶(١ + ٣α)٢

+
(١ − β)۴c۴(۶α + ١)

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ − β)٣α[c۴ + c٢ρ(۴ − c٢)]

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) = F (ρ),

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
(١ − β)٢]٢c٢(۴ − c٢) + ٢cρ(c− ٢)(۴ − c٢)]

١)١٢ + ٢α)(١ + ۴α)

+
(١ − β)٢]٢(۴ − c٢(٢ρ+ ٢c(۴ − c٢)]

١۶(١ + ٣α)٢

+
(١ − β)٣αc٢(۴ − c٢)

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) .

F که نشان می دهد این .ρ > ٠ و F ′(ρ) > ٠ که نشان دهیم می توانیم مقدماتی محاسبات با
به صورت ،(٢ . ٨) عبارت برای بالا کران باشد، c = ٠ ،ρ = ١ اگر بنابراین است. صعودی تابع یک

است. زیر a٢a۴∣∣معادله − a٢
٣
∣∣ ≤ (١ − β)٢

(١ + ٣α)٢ .



٢٠ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

.c٣ = ٠ آنگاه: دهیم، قرار |x| = ρ = ١، و c١ = c = ٠ ،(۴ . ٢) معادله در اگر

داریم: آنگاه c١ = ٠, c٢ = ٢, c٣ = ٠ به ازای p(z) ∈ P اگر

p(z) =
١ + z٢

١ − z٢ = ١ + ٢z٢ + ٢z۴ + · · · ∈ P. (٢ . ٩)

تساوی به نامساوی کنیم، جاگذاری را c١ = ٠, c٢ = ٢, c٣ = ٠ مقادیر (٢ . ٧) عبارت در اگر
می شود. تبدیل

آنگاه: ،f(z) ∈ C(α, β) کنید فرض .١۵ . ٢ . ١ قضیه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١۴۴

∣∣∣∣ M

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ , (٢ . ١٠)

به طوری که

M = (١ − β)٢٨٠)٢α٣ + ٣٣٢α٢ + ١٢٨α + ١۶) + (١ − β)۴(١ + ٧α)

+ (١ − β)٨)٣α٢ + ٣α + ١).

به طوری که: وجود دارد p(z) ∈ P ،z ∈ E برای آنگاه ،f(z) ∈ C(α, β) کنید فرض برهان.

f ′(z) + zf ′′(z) + αz٢f ′′′(z) + ٢αzf ′′(z) = f ′(z)[(١ − β)p(z) + β)]. (٢ . ١١)

می آوریم. به دست را a٢, a٣, a۴ ،(٢ . ١١) در ضرایب دادن قرار برابر با

zf ′′(z) = ٢a٢z + ۶a٣z
٢ + ١٢a۴z

٣ + . . .

αz٢f ′′′(z) = ۶αa٣z
٢ + ٢۴a۴αz

٣ + . . .

٢αzf ′′(z) = ۴αa٢z + ١٢αa٣z
٢ + ٢۴αa۴z

٣ + . . .

f ′(z)[(١ − β)p(z) + β] = ١ + ٢a٢z + (۶a٣ + ٢a٢c١)١ − β))z٢

+ (٨a۴ + (٢a٢c٢ + ٣a٣c١)(١ − β)z٣

(٢a٢a٣ + ٣a٣c٢ + ۴a۴c١)(١ − β)z۴

داریم (٢ . ١١) معادله ضرایب دادن قرار برابر با اکنون



٢١ C(α, β) و S∗(α, β) رده .٢ . ١

a٢ =
c١)١ − β)

١)٢ + ٢α) ,

a٣ =
c٢

١)١ − β)٢

۶(١ + ٢α)(١ + ٣α) +
c١)٢ − β)

۶(١ + ٣α) ,

a۴ =
c٣

١)١ − β)٣

٢۴(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α)

+
c١c١)٢ − β)٣)٢ + ٨α)

٢۴(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α) +
c١)٣ − β)

١)١٢ + ۴α) (٢ . ١٢)

می آوریم. به دست را زیر عبارت ،(٢ . ١٢) از

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ١

١۴۴

∣∣∣∣∣ ۶c١c١)٣ − β)٢

(١ + ٢α)(١ + ۴α) −
۴c٢

١)٢ − β)٢

(١ + ٣α)٢ (٢ . ١٣)

−
c۴

١)١ − β)۴(١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) (١۴ . ٢)

+
c٢

١c١)٢ − β)٨)٣α٢ + ٣α + ١)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣∣ (١۵ . ٢)

عبارت در را c٣ و c٢ ،(۴ . ٢) و (٢ . ٣) از استفاده با و c١ = c(٠ ≤ c ≤ ٢) کنید فرض حال
می کنیم. جاگذاری زیر

=
١

١۴۴

∣∣∣∣∣(١ − β)٢[۶c۴ + ١٢c(۴ − c٢)cx− ۶c٢(۴ − c٢)x٢ + ١٢c(۴ − c١)(٢ − |x|٢)y]
۴(١ + ٢α)(١ + ۴α)

− (١ − β)٢[c٢ + x(۴ − c٢[(٢

(١ + ٣α)٢ − (١ − β)۴c۴(١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ − β)٣c٢[c٢ + x(۴ − c٨)[(٢α٢ + ٣α+ ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ .
داریم: مثلث نامساوی به کار بردن با

≤ (١ − β)٢[۶c۴ + ١٢c٢ρ(۴ − c٢) + ۶c(c− ٢)ρ٢(۴ − c٢) + ١٢c(۴ − c٢)]

۴(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
(١ − β)٢[c۴ + ρ٢(۴ − c٢(٢ + ٢c٢ρ(۴ − c٢)]

(١ + ٣α)٢

+
(١ − β)۴c۴(١ + ٧α)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ − β)٣[c۴ + c٢ρ(۴ − c٨)[(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) = F (ρ),



٢٢ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
(١ − β)٢٣[c٢(۴ − c٢) + c(c− ٢)(۴ − c٢)]

(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
(١ − β)٣c٢(۴ − c٨)(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ − β)٢]٢ρ(۴ − c٢(٢ + ٢c٢(۴ − c٢)]

(١ + ٣α)٢ .

یک F که می دهد نشان این .F ′(ρ) > ٠ ،ρ > ٠ برای که نشان می دهیم مقدماتی، محاسبات با
.ρ ≤ ١ که است F (١) برابر F (ρ) ماکزیمم و است صعودی تابع

G(c) = F (١) = ١)٣ − β)٢[c٢(۴ − c٢) + c(c− ٢)(۴ − c٢)]

(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
(١ − β)٢c٢(۴ − c٨)(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
١)٢ − β)٢[c٢(۴ − c٢) + (۴ − c٢(٢]

(١ + ٣α)٢ .

،(١۶ . ٢) نامساوی در ρ = ١, c = ١ قرار دادن با است. ماکزیمم c = ١ در G که است بدیهی
∣∣∣∣∣داریم: (١ − β)٢۶c١c٣

(١ + ٢α)(١ + ۴α) −
(١ − β)٢۴c٢

٢
(١ + ٣α)٢

−
(١ − β)۴c۴

١)١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ − β)٨)٣α٢ + ٣α + ١)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣
≤ ١۵(١ − β)٢

(١ + ٢α)(١ + ۴α) +
(١ − β)٢١۶
(١ + ٣α)٢

+
(١ − β)۴(١ + ٧α)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) +
٨)٢α٢ + ٣α + ١)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) .

نتیجه در باشد، c١ = ١, c٢ = −١, c٣ = −٢ اگر

p(z) =
١ − z٢

١ − z + z٢ = ١ + z − z٢ − ٢z٣ + z۴ + · · · ∈ P, (١۶ . ٢)

تساوی به قضیه حکم بدهیم، قرار را c١ = ١, c٢ = −١, c٣ = −٢ مقادیر (٢ . ١٣) عبارت در اگر
می شود. تبدیل



٢٣ C(α) و S∗(α) رده .٢ . ٢

می آوریم: به دست را زیر عبارت می گذاریم، صفر ،β به جای قضیه حکم در زمانی که [٨] .١۶ . ٢ . ١ ملاحظه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١۵

(١ + ٢α)(١ + ۴α) +
٨)٢α٢ + ٣α + ١)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
(١ + ٧α)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) +
١۶

(١ + ٣α)٢ .

می آوریم: به دست را زیر عبارت می گذاریم، صفر را β و α قضیه حکم در زمانی که [۴] .٢ . ١ . ١٧ a٢a۴∣∣ملاحظه − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

٨ .

C(α) و S∗(α) رده ٢ . ٢

و α ≥ ٠ برای اگر ،f(z) ∈ S∗(α) بگیرید. نظر در (٢ . ١) معادله طبق را f(z) تابع .٢ . ٢ . ١ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه ،z ∈ E

Re{zf
′(z)

f(z)
+ α

z٢f ′′(z)

f(z)
} > ٠.

و α ≥ ٠ برای اگر ،f(z) ∈ C(α) بگیرید. نظر در (٢ . ١) رابطه طبق را ،f(z) تابع .٢ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه ،z ∈ E

Re

{
[zf ′(z) + αz٢f ′′(z)]

′

f ′(z)

}
> β.

آنگاه ،f ∈ S∗(α) کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
(١ + ٣α)٢ .

به طوری که، دارد وجود p ∈ P ،z ∈ E برای آنگاه ،f ∈ S∗(α) کنید فرض برهان.

zf ′(z) + αz٢f ′′(z) = f(z)p(z). (٢ . ١٧)

می آوریم. به دست را a۴ ،a٣ ،a٢ ،(٢ . ١٧) در ضرایب دادن قرار برابر با

zf ′(z) = z + ٢a٢z
٢ + ٣a٣z

٣ + ۴a۴z
۴ + . . .

αz٢f ′′(z) = ۶αa٣z
٢ + ٢۴a۴αz

٣ + . . .

f(z)p(z) = (z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + a۴z
۴ + . . . )

(١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + c۴z
۴ + . . . )

= z + (c١ + a٢)z
٢ + (c٢ + a٢c١ + a٣)z

٣

+ (c٣ + a٢c٢ + a٣c١)z
۴ + (a٢c٣ + a٣c٢)z

۵ + . . .



٢۴ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

داریم: (٢ . ١٧) معادله ضرایب دادن قرار برابر با اکنون

a٢ =
c١

١ + ٢α,

a٣ =
c٢

١)٢ + ٣α) +
c٢

١
١)٢ + ٢α)(١ + ٣α) ,

a۴ =
c٣

١)٣ + ۴α) +
c١c٣)٢ + ٨α)

۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α) +
c٣

١
۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α)

(٢ . ١٨)

می شود که: ثابت آسانی به (٢ . ١٨) a٢a۴∣∣از − a٢
٣
∣∣ = ∣∣∣∣∣ c١c٣

١)٣ + ٢α)(١ + ۴α) −
c٢

٢
۴(١ + ٣α)٢

−
c۴

١)١ + ۶α)
١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

−
αc٢

١c٢

۶(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣∣ . (٢ . ١٩)

می کنیم. جاگذاری (۴ . ٢) و (٢ . ٣) معادلات از را c٣ و c٢ ،|c١| ≤ ٢ چون ،(٢ . ١ . ١٠) لم طبق
به دست را زیر عبارت نتیجه در .c ∈ [٠,٢] کنید فرض کلیت، از کاستن بدون و c١ = c کنید فرض

می آوریم:

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ∣∣∣∣∣ [c۴ + ٢(۴ − c٢)c٢x− (۴ − c٢)c٢x٢ + ٢c(۴ − c١)(٢ − |x|٢)y]

١)١٢ + ٢α)(١ + ۴α)

− [c۴ + (۴ − c٢(٢x٢ + ٢c٢x(۴ − c٢)]

١۶(١ + ٣α)٢

− [c۴(١ + ۶α)]
١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

− α[c۴ + (۴ − c٢)xc٢]

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ . (٢ . ٢٠)

داریم: مثلث نامساوی a٢a۴∣∣توسط − a٢
٣
∣∣ ≤ [c۴ + ٢(۴ − c٢)c٢ρ+ ٢c(۴ − c٢) + c(c− ٢)(۴ − c٢)ρ٢]

١)١٢ + ٢α)(١ + ۴α)

+
[c۴ + (۴ − c٢(٢ρ٢ + ٢cρ(۴ − c٢)]

١۶(١ + ٣α)٢

+
c۴(۶α + ١)

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
α[c۴ + c٢ρ(۴ − c٢)]

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) = F (ρ), (٢ . ٢١)



٢۵ C(α) و S∗(α) رده .٢ . ٢

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
[c٢(۴ − c٢) + cρ(c− ٢)(۴ − c٢)]

۶(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
[(۴ − c٢(٢ρ+ c٢(۴ − c٢)]

١)٨ + ٣α)٢

+
αc٢(۴ − c٢)

١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) .

.F ′(ρ) > ٠ ،ρ > ٠ برای که نشان دهیم می توانیم مقدماتی، محاسبات با

است. صعودی تابع یک F که نشان می دهد این

می آید. به دست زیر به صورت بالا کران دهیم، قرار را c = ٠ و ρ = ١ ،(٢ . ٢١) معادله در اگر

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

(١ + ٣α)٢ .

می شود. تبدیل تساوی به نامساوی ،(٢ . ١٩) عبارت در c١ = ٠, c٢ = ٢, c٣ = ١ فرض با

آنگاه: ،f(z) ∈ C(α) کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ قضیه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١۴۴

∣∣∣∣ M

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ ,
جایی که

M = (٢٨٠α٣ + ٣۴٠α٢ + ١٣٨α + ١٨).

می کنیم. ثابت (٢ . ٢ . ٣) قضیه اثبات با مشابه را قضیه این ما برهان.

،z ∈ E برای به طوری که وجود دارد p(z) ∈ P آنگاه ،f(z) ∈ C(α) کنید فرض

f ′(z) + zf ′′(z) + αz٢f ′′′(z) + ٢αzf ′′(z) = f ′(z)p(z), (٢ . ٢٢)

می آوریم. به دست را a۴ ،a٣ ،a٢ ،(٢ . ٢٢) در ضرایب دادن قرار برابر با



٢۶ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

zf ′′(z) = ٢a٢z + ۶a٣z
٢ + ١٢a۴z

٣ + . . .

αz٢f ′′′(z) = ۶αa٣z
٢ + ٢۴a۴αz

٣ + . . .

٢αzf ′′(z) = ۴αa٢z + ١٢αa٣z
٢ + ٢۴αa۴z

٣ + . . .

f ′(z)p(z) = (١ + ٢a٢z + ٣a٣z
٢ + ۴a۴z

٣ + . . . )

(١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + c۴z
۴ + . . . )

= (١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + c۴z
۴ + . . . )

+ (٢a٢z + ٢a٢c١z
٢ + ٢a٢c٢z

٣ + ٢a٢c٣z
٣ + ٢a٢c٣z

۴ + . . . )

+ (٣a٣z
٢ + ٣a٣c١z

٣ + ٣a٣c٢z
۴ + ٣a٣c٣z

۵ + . . . )

+ (۴a۴z
٣ + ۴a۴c١z

۴ + ۴a۴c٢z
۵ + . . . )

= ١ + (c١ + ٢a٢)z + (c٢ + ٢a٢c١ + ٣a٣)z
٢

+ (c٣ + ٢a٢c٢ + ٣a٣c١ + ۴a۴)z
٣

+ (٢a٢c٣ + ٣a٣c٢ + ۴a۴c١)z
۴ + (٣a٣c٣ + ۴a۴c٢)z

۵

داریم: (٢ . ٢٢) معادله در ضرایب دادن قرار برابر با اکنون

a٢ =
c١

١ + ٢α,

a٣ =
c٢

١)٢ + ٣α) +
c٢

١
١)٢ + ٢α)(١ + ٣α) ,

a۴ =
c٣

١)٣ + ۴α) +
c١c٣)٢ + ٨α)

۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α) +
c٣

١
۶(١ + ٢α)(١ + ٣α)(١ + ۴α)

(٢ . ٢٣)

که: می شود ثابت آسانی به (٢ . ٢٣) از

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ∣∣∣∣∣ c١c٣

١)٣ + ٢α)(١ + ۴α) −
c٢

٢
۴(١ + ٣α)٢

−
c۴

١)١ + ۶α)
١)١٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

−
αc٢

١c٢

۶(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣∣ . (٢۴ . ٢)

زیر معادله در را c٣ و c٢ ،(۴ . ٢) و (٢ . ٣) از استفاده با .c١ = c(٠ ≤ c ≤ ٢) کنید فرض حال
می کنیم. جاگذاری



٢٧ C(α) و S∗(α) رده .٢ . ٢

∣∣∣∣∣ ۶c١c٣
(١ + ٢α)(١ + ۴α) −

۴c٢
٢

(١ + ٣α)٢

−
c۴

١)١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)٢

+
c٢

١c٨)٢α٢ + ٣α + ١)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)٢

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ [۶c۴ + ١٢c(۴ − c٢)cx− ۶c٢(۴ − c٢)x٢ + ١٢c(۴ − c١)(٢ − |x|٢)y]
۴(١ + ٢α)(١ + ۴α)

− [c٢ + x(۴ − c٢[(٢

(١ + ٣α)٢ − c۴(١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
c٢[c٢ + x(۴ − c٨)[(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣ .
داریم: مثلث نامساوی به کار بردن با

≤ [۶c۴ + ١٢c٢ρ(۴ − c٢) + ۶(c− ٢)ρ٢(۴ − c٢) + ١٢c(۴ − c٢)]

۴(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
[c۴ + ρ٢(۴ − c٢(٢ + ٢c٢ρ(۴ − c٢)]

(١ + ٣α)٢

+
c۴(١ + ٧α)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
[c۴ + c٢ρ(۴ − c٨)[(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) = F (ρ), (٢۵ . ٢)

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
٣[c٢(۴ − c٢) + ρ(c− ٢)(۴ − c٢)]

(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
c٢(۴ − c٨)(٢α٢ + ٣α+ ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
[٢ρ(۴ − c٢(٢ + ٢c٢(۴ − c٢)]

(١ + ٣α)٢ .

تابع یک F که می دهد نشان این .F ′(ρ) > ٠ ،ρ > ٠ برای که نشان می دهیم مقدماتی، محاسبات با
.ρ ≤ ١ که است F (١) برابر F (ρ) ماکزیمم و است صعودی

G(c) = F (١) = ٣[c٢(۴ − c٢) + (c− ٢)(۴ − c٢)]

(١ + ٢α)(١ + ۴α)

+
c٢(۴ − c٨)(٢α٢ + ٣α + ١)

١)٢ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
٢[c٢(۴ − c٢) + (۴ − c٢(٢]

(١ + ٣α)٢ .



٢٨ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

داریم: ،(٢۵ . ٢) نامساوی در ρ = ١, c = ١ قرار دادن با است. ماکزیمم c = ١ در G که است ∣∣∣∣∣بدیهی ۶c١c٣
(١ + ٢α)(١ + ۴α) −

۴c٢
٢

(١ + ٣α)٢ −
c۴

١)١ + ٧α)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

+
c٢

١c٨)٢α٢ + ٣α + ١)
(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α)

∣∣∣∣∣
≤ ١۵

(١ + ٢α)(١ + ۴α) +
١۶

(١ + ٣α)٢

+
(١ + ٧α)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) +
٨)٢α٢ + ٣α+ ١)

(١ + ٢α)١)٢ + ٣α)١)٢ + ۴α) .

می شود. تبدیل تساوی به نامساوی ،(٢۴ . ٢) عبارت در c١ = ١, c٢ = −١, c٣ = −٢ فرض با
داریم ،p(z) عبارت در c١ = ١, c٢ = −١, c٣ = −٢ دادن قرار با هم چنین

p(z) =
١ − z٢

١ − z + z٢ = ١ + z − z٢ − ٢z٣ + z۴ + · · · ∈ P, (٢۶ . ٢)

N(λ) و M(α) رده ٢ . ٣

رابطه ،٠ ≤ α ≤ ١, z ∈ E برای اگر بگیرید. نظر در ،(٢ . ١) رابطه طبق را ،f تابع .٢ . ٣ . ١ تعریف

Re

{
zf ′(z) + αz٢f ′′(z)

(١ − α)f(z) + αzf ′(z)

}
> ٠

.f ∈ M(α) صورت این در باشد، برقرار
.M(١) = C و M(٠) = S∗ که می کنیم مشاهده

برای اگر بگیرید. نظر در ،(٢ . ١) رابطه طبق را ،f تابع .٢ . ٣ . ٢ تعریف
رابطه ،٠ ≤ λ ≤ ١, z ∈ E

Re{λz
٣f ′′′(z) + (١ + ٢λ)z٢f ′′(z) + zf ′(z)

λz٢f ′′(z) + zf ′(z)
} > ٠

است. f ∈ N(λ) باشد، برقرار

.N(٠) = C که می کنیم مشاهده

آنگاه ،f ∈ M(α) کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

(١ + α)(١ + ٣α) .



٢٩ N(λ) و M(α) رده .٢ . ٣

به طوری که وجود دارد p(z) ∈ P آنگاه ،f(z) ∈ M(α) کنید فرض برهان.

zf ′(z) + αz٢f ′′(z) = [(١ − α)f(z) + αzf ′(z)]p(z)

می آوریم. به دست را a۴ ،a٣ ،a٢ معادله، این ضرایب دادن قرار برابر با

f(z)− αf(z) = (١ − α)z + (a٢ − a٢α)z
٢ + (a٣ − αa٣)z

٣

αzf ′(z) = αz + ٢αa٢z
٢ + ٣a٣αz

٣

(١ − α)f(z) + αzf ′(z) = z + (αa٢ + a٢)z
٢ + (٢αa٣ + a٣)z

٣ + . . .

p(z)((١ − α)f(z) + αzf ′(z)) = z + (c١ + a٢ + αa٢)z
٢

+ (٢αa٣ + a٣ + a٢c١ + a٢c١α + c٢)z
٣

+ (٢αa٣c١ + a٣c١ + αa٢c٢ + a٢c٢)z
۴

+ (٢αa٣c٢ + a٣c٢)z
۵

zf ′(z) = z + ٢a٢z
٢ + ٣a٣z

٣ + . . .

αz٢f ′′(z) = ٢αa٢z
٢ + ۶αa٣z

٣ + ١٢αa۴z
۴ + . . .

zf ′(z) + αz٢f ′′(z) = (٢a٢α + ٢a٢)z
٢ + (٣a٣ + ۶a٣α)z

٣ + (۴a۴ + ١٢a۴)z
۴

داریم: ضرایب این دادن قرار برابر با اکنون

a٢ =
c١

١ + α
,

a٣ =
c٢

١ + c٢

١)٢ + ٢α) ,

a۴ =
c٣

١)٣ + ٣α) +
c١c٢

١)٢ + ٣α) +
c٣

١
۶(١ + ٣α) (٢ . ٢٧)

داریم: بنابراین



٣٠ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ١

١٢

∣∣∣∣∣ ۴c١c٣
(١ + α)(١ + ٣α) −

٣c٢
٢

(١ + ٢α)٢

+ c٢
١c٢

(
۶

(١ + α)(١ + ٣α) −
۶

(١ + ٢α)٢

)
−c۴

١

(
٣

(١ + ٢α)٢ − ٢
(١ + α)(١ + ٣α)

)∣∣∣∣ . (٢ . ٢٨)

داریم کنیم، جاگذاری بالا عبارت در ،(٢ . ١ . ١١) لم از را ،c٣ و c٢ اگر

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ١

١٢

∣∣∣∣xc٢
١(۴ − c٢

١)

(
۵

(١ + α)(١ + ٣α) −
٩

١)٢ + ٢α)٢

)
− c۴

١

(
٢٧

۴(١ + ٢α)٢ − ۶
(١ + α)(١ + ٣α)

)
+

٢(۴ − c٢
١)c١)١ − |x|٢)z

(١ + α)(١ + ٣α) − x٢(۴ − c٢
١)

(
٣(۴ − c٢

١)

۴(١ + ٢α)٢ +
c٢

١
(١ + α)(١ + ٣α)

)∣∣∣∣∣ .
(٢ . ٢٩)

کنید فرض کلیت، از کاستن بدون و c١ = c دادن قرار با .|c١| ≤ ٢ ،(٢ . ١ . ١٠) لم از استفاده با
.c ∈ [٠,٢]

داریم: ،(٢ . ٢٩) عبارت در مثلث نامساوی از استفاده با

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١٢

{
ρc٢(۴ − c٢)

(
۵

(١ + α)(١ + ٣α) −
٩

١)٢ + ٢α)٢

)
+ c۴

(
٢٧

۴(١ + ٢α)٢ − ۶
(١ + α)(١ + ٣α)

)
+

٢(۴ − c٢)c

(١ + α)(١ + ٣α) + ρ٢(۴ − c٢)

(
٣(۴ − c٢)

۴(١ + ٢α)٢ +
c٢ − ٢c

(١ + α)(١ + ٣α)

)}
= F (ρ)

(٢ . ٣٠)

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
١
١٢

{
c٢(۴ − c٢)

(
۵

(١ + α)(١ + ٣α) −
٩

١)٢ + ٢α)٢

)
+ ٢ρ(۴ − c)

(
٣(۴ − c)

۴(١ + ٢α)٢ +
c٢ − ٢c

(١ + α)(١ + ٣α)

)}
. (٢ . ٣١)



٣١ N(λ) و M(α) رده .٢ . ٣

و است صعودی تابع یک F که نشان می دهد این و F ′(ρ) > ٠ که نشان دهیم می توانیم

max
ρ⩽١

F (ρ) = F (١).

نتیجه در .G(c) = F (١) کنید فرض حال

G(c) = F (١) = ١
١٢

{
c٢(۴ − c٢)

(
۵

(١ + α)(١ + ٣α) −
٩

١)٢ + ٢α)٢

)
+ c۴

(
٢٧

۴(١ + ٢α)٢ − ۶
(١ + α)(١ + ٣α)

)
+

٢(۴ − c٢)c

(١ + α)(١ + ٣α) +
(

۴ − c٢)

(
٣(۴ − c٢)

۴(١ + ٢α)٢ +
c٢ − ٢c

(١ + α)(١ + ٣α)

)}
.

(٢ . ٣٢)∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ برای بالا کران است. ماکزیمم c = ١ نقطه در G(c) که داد نشان می توان بدیهی به طور

می آید. به دست زیر به صورت c = ١ و ρ = ١ در

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
١٢{(

١۵
(١ + α)(١ + ٣α))−

٢ × ٢٧
١)٢ + ٢α)٢ + (

٢٧
۴(١ + ٢α)٢ − ۶

(١ + α)(١ + ٣α))

+
۶

(١ + α)(١ + ٣α) + (
٢٧

۴(١ + ٢α)٢ +
−٣

(١ + α)(١ + ٣α))}

≤ ١
١٢

١٢
(١ + α)(١ + ٣α) =

١
(١ + α)(١ + ٣α)

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

(١ + α)(١ + ٣α) .

می شود. تبدیل تساوی به نامساوی ،c٣ = −٢ و c٢ = −١ ، c١ = ١ اگر ،(٢ . ٢٨) در

آنگاه ،f ∈ N(λ) کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ قضیه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١)٨ + λ)(١ + ٣λ) .

به طوری که وجود دارد p(z) ∈ P آنگاه ،f(z) ∈ N(λ) کنید فرض برهان.

[λz٣f ′′′(z) + (١ + ٢λ)z٢f ′′(z) + zf ′(z)] = [λz٢f ′′(z) + zf ′(z)]p(z)

می آوریم. به دست را a۴ ،a٣ ،a٢ معادله، این ضرایب دادن قرار برابر با



٣٢ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

zf ′(z) = z + ٢a٢z
٢ + ٣a٣z

٣ + . . .

z٢f ′′(z) = ٢a٢z
٢ + ۶a٣z

٣ + . . .

λz٣f ′′′(z) = ۶λa٣z
٣

(١ + ٢λ)z٢f ′′(z) = (٢a٢ + ۴a٢λ)z
٢ + (۶a٣ + ١٢a٣λ)z

٣

[λz٢f ′′(z) + zf ′(z)]p(z) =

[(٢a٢λ+ ٢a٢)z
٢ + (٣a٣ + ۶a٣λ)z

٣]

(١ + c١z + c٢z
٢ + c٣z

٣ + c۴z
۴ + . . . )

=(٢a٢λ+ ٢a٢)z
٢ + (٣a٣ + ٢a٢c١λ+ ۶a٣λ+ ٢a٢c١)z

٣

+(٣a٣c١ + ۶a٣c١λ+ ٢a٢c٢λ+ ٢a٢c٢)z
۴ + . . .

داریم: ضرایب این دادن قرار برابر با اکنون

a٢ =
c١

١)٢ + λ)
,

a٣ =
c٢

١ + c٢

۶(١ + ٢λ) ,

a۴ =
c٣

١)١٢ + ٣λ) +
c١c٢

١)٨ + ٣λ) +
c٣

١
٢۴(١ + ٣λ) (٢ . ٣٣)

داریم: بنابراین

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ = ١

١۴۴

∣∣∣∣∣ ۶c١c٣
(١ + λ)(١ + ٣λ) −

۴c٢
٢

(١ + ٢λ)٢

+ c٢
١c٢

(
٩

(١ + λ)(١ + ٣λ) −
٨

(١ + ٢λ)٢

)
−c۴

١

(
۴

(١ + ٢λ)٢ − ٣
(١ + λ)(١ + ٣λ)

)∣∣∣∣ . (٣۴ . ٢)

داریم ، کنیم جاگذاری بالا عبارت در را ،c٣ و c٢ ،(٢ . ١ . ١١) لم از a٢a۴∣∣اگر − a٢
٣
∣∣ = ١

١۴۴

∣∣∣∣xc٢
١(۴ − c٢

١)

(
١۵

١)٢ + λ)(١ + ٣λ) −
۶

(١ + ٢λ)٢

)
− c۴

١

(
٩

(١ + ٢λ)٢ − ٩
(١ + λ)(١ + ٣λ)

)
+

۶(۴ − c٢
١)c١)١ − |x|٢)z

١)٢ + λ)(١ + ٣λ) − x٢(۴ − c٢
١)

(
(۴ − c٢

١)

(١ + ٢λ)٢ +
٣c٢

١
١)٢ + λ)(١ + ٣λ)

)∣∣∣∣∣ .
(٣۵ . ٢)



٣٣ N(λ) و M(α) رده .٢ . ٣

کنید فرض کلیت، از کاستن بدون و ،c١ = c دادن قرار با .|c١| ≤ ٢ ،(٢ . ١ . ١٠) لم از استفاده با
.c ∈ [٠,٢]

داریم: (٣۵ . ٢) عبارت در مثلث نامساوی از استفاده با

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١۴۴

{
ρc٢(۴ − c٢)

(
١۵

١)٢ + λ)(١ + ٣λ) −
۶

(١ + ٢λ)٢

)
+ c۴

(
٩

(١ + ٢λ)٢ − ٩
(١ + λ)(١ + ٣λ)

)
+

٣(۴ − c٢)c

(١ + λ)(١ + ٣λ) + ρ٢(۴ − c٢)

(
(۴ − c٢)

(١ + ٢λ)٢ +
٣c٢ − ۶c

١)٢ + λ)(١ + ٣λ)

)}
= F (ρ)

(٣۶ . ٢)

بنابراین .ρ = |x| ≤ ١ که

F ′(ρ) =
١

١۴۴

{
c٢(۴ − c٢)

(
١۵

١)٢ + λ)(١ + ٣λ) −
۶

(١ + ٢α)٢

)
+ ٢ρ(۴ − c٢)

(
(۴ − c٢)

(١ + ٢λ)٢ +
٣c٢ − ۶c

١)٢ + λ)(١ + ٣λ)

)}
. (٢ . ٣٧)

و است صعودی تابع یک F که نشان می دهد این و F ′(ρ) > ٠ که نشان دهیم می توانیم

max
ρ⩽١

F (ρ) = F (١).

نتیجه در .G(c) = F (١) کنید فرض حال

G(c) = F (١) = ١
١۴۴

{
c٢(۴ − c٢)

(
١۵

١)٢ + λ)(١ + ٣λ) −
۶

(١ + ٢λ)٢

)
+ c۴

(
٩

(١ + ٢λ)٢ − ٩
(١ + λ)(١ + ٣λ)

)
+

٣(۴ − c٢)c

(١ + λ)(١ + ٣λ) + (۴ − c٢)

(
(۴ − c٢)

(١ + ٢λ)٢ +
٣c٢ − ۶c

١)٢ + λ)(١ + ٣λ)

)}
.

(٢ . ٣٨)

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ برای بالا کران است. ماکزیمم c = ١ نقطه در G(c) که داد نشان می توان بدیهی به طور

می آید. به دست زیر به صورت c = ١ و ρ = ١ در

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ ١

١)٨ + λ)(١ + ٣λ) .

می شود. تبدیل تساوی به نامساوی ،c٣ = −٢ و c٢ = −١ ، c١ = ١ اگر ،(٣۴ . ٢) در



٣۴ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

S∗
σ(β) رده ۴ . ٢

در f تابع بگیرید. نظر در ،E واحد دیسک در (٢ . ١) معادله طبق را f(z) تحلیلی تابع .١ . ۴ . ٢ تعریف
با را E در ارز تک دو توابع رده باشند. ارز تک f−١ و f توابع اگر می شود، نامیده ٢ ارز تک دو ،E

می دهیم. نشان σ

باشند. β مرتبه از ستاره گون f−١ هم و f هم اگر است، S∗
σ(β) رده به متعلق f تابع .٢ . ۴ . ٢ تعریف

هم چنین و باشد S∗
σ(β) رده در است، شده داده (٢ . ١) معادله طبق که f(z) کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ قضیه

آنگاه: ،٠ ≤ β < ١

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤


۴
١)٣ − β١](٢ + ۴(١ − β)٢] , β ∈

[
٠,١ − ١

٢
√

٢

]
٣
٢

(β−١)٢

(٢−١(١−β)٢) , β ∈ (١ − ١
٢
√

٢ ,١).

.g = f−١ و f ∈ S∗
σ(β) کنید فرض برهان.

g(f(z)) = z بنابراین f−١ = g چون و f−١(f(z)) = z چون
نتیجه در

g(f(z)) = f(z) + b٢([f(z)]
٢) + b٣([f(z)]

٣) + · · · = z

(z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . ) + b٢(z
٢ + a٢

٢z
۴ + ٢a٢z

٣ + . . . )

b٣(z
٣ + ٣a٢z

۴ + ٣a٢
٢z

۵ + . . . )] = z

داریم ضرایب دادن قرار برابر با

a٢z
٢ + b٢z

٢ = ٠

نتیجه در
a٢ + b٢ = ٠

هم چنین b٢ = −a٢ بنابراین
(a٣ + ٢a٢b٢ + b٣)z

٣ = ٠
٢bi-univalent



٣۵ S∗
σ(β) رده .۴ . ٢

نتیجه در
a٣ + ٢a٢b٢ + b٣ = ٠

داریم b٢ = −a٢ اینکه به توجه با
b٣ = −a٣ + ٢a٢

٢

نتیجه در
g(w) = w + b٢w

٢ + b٣w
٣ + . . .

داریم کنیم جاگذاری g(w) در را bi مقادیر اگر

g(w) = w − a٢w
٢ + (a٣ + ٢a٢

٢)w
٣ + . . .

آنگاه:

zf ′(z)

f(z)
= β + (١ − β)p(z) ,

wg′(w)

g(w)
β + (١ − β)q(w) (٢ . ٣٩)

که

p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + · · · ∈ P , q(w) = ١ + d١w + d٢w

٢ + · · · ∈ P.

داریم: (٢ . ٣٩) معادله ضرایب دادن قرار برابر با حال

a٢ = (١ − β)c١, (۴٢ . ٠)

٢a٣ − a٢
٢ = (١ − β)c٢, (۴٢ . ١)

٣a۴ − ٣a٣a٢ + a٣
٢ = (١ − β)c٣ (۴٢ . ٢)

و

−a٢ = (١ − β)d١ (۴٢ . ٣)

−٢a٣ + ٣a٢
٢ = (١ − β)d٢, (۴۴ . ٢)

−٣a۴ + ١٢a٣a٢ − ١٠a٣
٢ = (١ − β)d٣. (۴۵ . ٢)

می آوریم: به دست را زیر عبارات ،(۴٢ . ٣) و (۴٢ . ٠) معادلات از

c١ = −d١ (۴۶ . ٢)

a٢ = (١ − β)c١ (۴٢ . ٧)



٣۶ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

می گیریم: نتیجه ،(۴٢ . ٧) و (۴۴ . ٢) ،(۴٢ . ١) معادلات از

a٣ = (١ − β)٢c٢
١ +

(١ − β)

۴ (c٢ − d٢). (۴٢ . ٨)

می گیریم: نتیجه (۴۵ . ٢) و (۴٢ . ٢) معادلات از هم چنین

a۴ =
٢
١)٣ − β)٣c٣

١ +
۵
١)٨ − β)٢c١(c٢ − d٢) +

١
۶(١ − β)(c٣ − d٣). (۴٢ . ٩)

که: کرد ثابت می توان راحتی به بنابراین

|a٢a۴ − a٢
٣| =

∣∣∣∣−١
١)٣ − β)۴c۴

١ +
١
١)٨ − β)٣c٢

١(c٢ − d٢)

+
١
۶(١ − β)٢c١(c٣ − d٣)−

١
١۶(١ − β)٢(c٢ − d٢)

٢
∣∣∣∣ (۵٢ . ٠)

داریم: (۴۶ . ٢) معادله و (٢ . ١ . ١١) لم طبق

٢c٢ = c٢
١ + x(۴ − c٢

١)

٢d٢ = d٢
١ + x(۴ − d٢

١)

و c٢ − d٢ = ٠ نتیجه در

c٣ − d٣ =
c٣

١
٢ − c١(۴ − c٢

١)x− c١
٢ (۴ − c٢

١)x
٢. (۵٢ . ١)

داریم: (۵٢ . ٠) درعبارت ،(۵٢ . ١)،(۴ . ٢) معادلات از استفاده با

|a٢a۴ − a٢
٣| =

∣∣∣∣−١
١)٣ − β)۴c۴

١ +
١
١)١٢ − β)٢c۴

١

−١
۶(١ − β)٢c٢

١(۴ − c٢
١)x− ١

١)١٢ − β)٢c٢
١(۴ − c٢

١)x
٢
∣∣∣∣ . (۵٢ . ٢)



٣٧ S∗
σ(β) رده .۴ . ٢

کنید فرض مسأله، کلیت از کاستن بدون و c١ = c فرض با .|c١| ≤ ٢ بنابراین ،p ∈ P چون
را زیر عبارت ،µ = |x| ≤ ١ این که و (۵٢ . ٢) عبارت در مثلث نامساوی بردن به کار با .c ∈ [٠,٢]

می آوریم. به دست

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
١)٣ − β)۴c۴ +

١
١)١٢ − β)٢c۴

+
١
۶(١ − β)٢c٢(۴ − c٢)µ+

١
١)١٢ − β)٢c٢(۴ − c٢)µ٢ = F (µ). (۵٢ . ٣)

داریم: F (µ) از گرفتن مشتق با

F ′(µ) =
١
۶(١ − β)٢c٢(۴ − c٢) +

١
۶(١ − β)٢c٢(۴ − c٢)µ.

.µ > ٠ که F ′(µ) > ٠ داد، نشان می توان مقدماتی محاسبات با
است، µ = ١ که وقتی F (µ) برای بالا کران بنابراین و است صعودی تابعی F که می دهد نشان این

است. زیر به صورت

F (µ) ≤ ١
١)٣ − β)۴c۴ +

١
١)١٢ − β)٢c۴ +

١
۴(١ − β)٢c٢(۴ − c٢) = G(c). (۵۴ . ٢)

به دست را زیر عبارت مقدماتی، محاسبات با دارد. c ∈ [٠,٢] در ماکزیمم مقدار یک G(c) کنید فرض
می آوریم.

G′(c) =
۴
١)٣ − β)۴c٣ +

١
١)٣ − β)٢c٣ + ٢c(١ − β)٢ − (١ − β)٢c٣

=
۴
١)٣ − β)۴c٣ − ٢

١)٣ − β)٢c٣ + ٢c(١ − β)٢

=
٢
١)٣ − β)١)٢]}٢ − β)٢ − ١]c٣ + ٣c}.

از بعد می دهد. نشان را ،c٠٢ =
√

٣
٢−١(١−β)٢ یا c٠١ = ٠ حقیقی بحرانی نقطه ،G′(c) = ٠ آنگاه

می گیریم. نتیجه را زیر حالت های ، محاسبات انجام

اول: حالت

(٠,٢) بازه بیرون c٠٢ پس است. c٠٢ ≥ ٢ که می کنیم مشاهده ،β ∈
[
٠,١ − ١

٢
√

٢

]
زمانی که

فرض این با مطلب این که می افتد، اتفاق c = c٠٢ یا c٠١ = ٠ در G(c) ماکزیمم مقدار بنابراین است.
دارد. تناقض است، c ∈ [٠,٢] در ماکزیمم مقدار که



٣٨ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

c ∈ [٠,٢] انتهایی نقطه روی باید G ماکزیمم نقطه است، [٠,٢] بازه در صعودی تابعی G چون
داریم: بنابراین است. c = ٢ پس باشد.

max
٠⩽c⩽٢

G(c) = G(٢) = ۴
١)٣ − β١](٢ + ۴(١ − β)٢].

دوم: حالت

بازه داخل c٠٢ که می دهد نشان این ،c٠٢ < ٢ که می کنیم مشاهده ،β ∈
(

١ − ١
٢
√

٢ ,١
)

زمانی که
داریم: بنابراین می افتد. اتفاق c = c٠٢ در G(c) ماکزیمم مقدار ،G′′(c٠٢) < ٠ چون است. [٠,٢]

max
٠⩽c⩽٢

G(c) = G(c٠٢) = G

(√
٣

١ − ١)٢ − β)٢

)
=

٣
٢

(β − ٢(١

(١ − ١)٢ − β)٢)
.

آنگاه باشد. S∗
σ رده در است، شده داده (٢ . ١) معادله طبق که f(z) کنید فرض .۴ . ۴ . ٢ نتیجه

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

٢٠
٣

.

و باشد Cσ(β) رده در است، شده داده (٢ . ١) معادله طبق که f(z) کنید فرض .۵ . ۴ . ٢ قضیه
آنگاه: ،٠ ≤ β < ١

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤


١
۶(١ − β١](٢ + (١ − β)٢] , β ∈

[
٠,١ − ١√

٢

]
٣
٨

(١−β)٢

(٢−(١−β)٢) , β ∈ (١ − ١√
٢ ,١).

آنگاه: .g = f−١ و f ∈ Cσ(β) کنید فرض برهان.

١ +
zf ′′(z)

f ′(z)
= β + (١ − β)p(z) , ١ +

wg′′(w)

g′(w)
= β + (١ − β)q(w) (۵۵ . ٢)

که

p(z) = ١ + c١z + c٢z
٢ + · · · ∈ P , q(w) = ١ + d١w + d٢w

٢ + · · · ∈ P.

داریم: (۵۵ . ٢) معادله ضرایب دادن قرار برابر با حال



٣٩ S∗
σ(β) رده .۴ . ٢

٢a٢ = (١ − β)c١, (۵۶ . ٢)

۶a٣ − ۴a٢
٢ = (١ − β)c٢, (۵٢ . ٧)

١٢a۴ − ١٨a٣a٢ + ٨a٣
٢ = (١ − β)c٣ (۵٢ . ٨)

و

−٢a٢ = (١ − β)d١ (۵٢ . ٩)

−۶a٣ + ٨a٢
٢ = (١ − β)d٢, (۶٢ . ٠)

−١٢a۴ + ۴٢a٣a٢ − ٣٢a٣
٢ = (١ − β)d٣. (۶٢ . ١)

می آوریم: به دست (۵٢ . ٩) و (۵۶ . ٢) معادلات از

c١ = −d١ (۶٢ . ٢)

و

a٢ =
١
١)٢ − β)c١ (۶٢ . ٣)

می گیریم: نتیجه (۶٢ . ٣) و (۶٢ . ٠) ،(۵٢ . ٧) معادلات از

a٣ =
١
۴(١ − β)٢c٢

١ +
١
١)١٢ − β)(c٢ − d٢). (۶۴ . ٢)

می گیریم: نتیجه (۶٢ . ١) و (۵٢ . ٨) معادلات از هم چنین

a۴ =
۵
۴١)٨ − β)٣c٣

١ +
۵
۴١)٨ − β)٢c١(c٢ − d٢) +

١
٢۴(١ − β)(c٣ − d٣). (۶۵ . ٢)

که: کرد ثابت می توان راحتی به بنابراین

|a٢a۴ − a٢
٣| =

∣∣∣∣− ١
٩۶(١ − β)۴c۴

١ +
١
٩۶(١ − β)٣c٢

١(c٢ − d٢)

+
١
۴١)٨ − β)٢c١(c٣ − d٣)−

١
١۴۴(١ − β)٢(c٢ − d٢)

٢
∣∣∣∣ . (۶۶ . ٢)



۴٠ تحلیلی توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٢

داریم: (۶۶ . ٢) معادله در (۵٢ . ١)،(۴ . ٢) عبارات از استفاده با

|a٢a۴ − a٢
٣| =

∣∣∣∣− ١
٩۶(١ − β)۴c۴

١ +
١
٩۶(١ − β)٢c۴

١

− ١
۴١)٨ − β)٢c٢

١(۴ − c٢
١)x− ١

٩۶(١ − β)٢c٢
١(۴ − c٢

١)x
٢
∣∣∣∣ . (۶٢ . ٧)

کنید فرض مسأله کلیت از کاستن بدون و c١ = c فرض با .|c١| ≤ ٢ بنابراین ،p ∈ P چون
را زیر عبارت ،µ = |x| ≤ ١ این که و (۵٢ . ٢) عبارت در مثلث نامساوی بردن به کار با .c ∈ [٠,٢]

می آوریم. به دست

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
٩۶(١ − β)١}٢ + (١ − β)٢}c۴

+
١
٩۶(١ − β)٢c٢(۴ − c٢) + {٢µ+ µ٢} = F (µ). (۶٢ . ٨)

داریم: F (µ) از گرفتن مشتق با

F ′(µ) =
١
۴١)٨ − β)٢c٢(۴ − c٢) +

١
۴١)٨ − β)٢c٢(۴ − c٢)µ.

F که می دهد نشان این .F ′(µ) > ٠ داد، نشان می توان ،µ > ٠ برای مقدماتی محاسبات با
است. زیر به صورت µ = ١ که وقتی F (µ) برای بالا کران بنابراین و است صعودی تابعی

F (µ) ≤ ١
٩۶(١ − β)١}٢ + (١ − β)٢}c۴ +

١
١)٣٢ − β)٢c٢(۴ − c٢) = G(c). (۶٢ . ٩)

آنگاه:

G′(c) =
١
٢۴(١ − β)١)]}٢ − β)٢ − ٢]c٣ + ۶c}. (٢ . ٧٠)

را c٠٢ =
√

۶
٢−(١−β)٢ یا c٠١ = ٠ حقیقی بحرانی نقاط ،٠ ≤ c ≤ ٢ چون و G′(c) = ٠ دادن قرار با

داریم.

می گیریم: نتیجه را زیر حالت های قبل اثبات مشابه روندی بردن به کار با

اول: حالت



۴١ S∗
σ(β) رده .۴ . ٢

است. c = ٢ در G(c) ماکزیمم مقدار ،β ∈
[
٠,١ − ١√

٢

]
زمانی که

max
٠⩽c⩽٢

G(c) = G(٢) = ١
۶(١ − β١](٢ + (١ − β)٢].

دوم: حالت

می افتد. اتفاق c = c٠٢ =
√

۶
٢−(١−β)٢ در G(c) ماکزیمم مقدار ،β ∈

(
١ − ١√

٢ ,١
)

زمانی که

max
٠⩽c⩽٢

G(c) = G(c٠٢) = G

(√
۶

٢ − (١ − β)٢

)
=

٣
٨

(β − ٢(١

(٢ − (١ − β)٢)
.

آنگاه: باشد، Cσ رده در شده، داده (٢ . ١) معادله طبق که f(z) کنید فرض .۶ . ۴ . ٢ نتیجه

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
۶ .





٣ فصل

از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان
ارز تک توابع

تحلیلی توابع رده A کنید فرض

f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, (٣ . ١)

واحد دیسک در
E = {z : |z| < ١},

باشد. E در ارز تک و f(z) توابع رده s کنید فرض باشد.

شوارتز توابع رده U .٣ . ٠ . ٧ تعریف

w(z) =
∞∑
n=١

dnz
n,

واحد دیسک در که است
E = {z : |z| < ١},

کند: می صدق زیر شرط در و تحلیلی اند
.|w(z)| < ١

نامیده می شود(به صورت g زیرترتیب f آنگاه Eهستند، در تحلیلی تابع دو g, f کنید فرض .٣ . ٠ . ٨ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود w(z) ∈ U شوارتز تابع اگر ،(f ≺ g نمادی

f(z) = g(w(z)).

است. g برد مجموعه زیر f برد آنگاه باشد، g ترتیب زیر f اگر



۴۴ ارز تک توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٣

می کند: صدق زیر شرط در و است f(z) ∈ A توابع زیر رده دهنده نشان S∗(α, β)

zf ′(z)

f(z)
≺ ١ + αz

١ + βz
,−١ ≤ β < α ≤ ١, z ∈ E. (٣ . ٢)

رده به ویژه شده است. بررسی ٢ گوول و ١ مهروک توسط و است ستاره گون توابع زیر رده S∗(α, β) رده
است. S∗(١−,١) با هم ارز S∗ ستاره گون توابع

می کند: صدق زیر شرایط در و است f(z) توابع زیر رده C(α, β) .٣ . ٠ . ٩ تعریف

(zf ′(z))′

f ′(z)
≺ ١ + αz

١ + βz
,−١ ≤ β < α ≤ ١, z ∈ E. (٣ . ٣)

توابع رده به ویژه شده است. بررسی گوول و مهروک توسط و است محدب توابع زیر رده C(α, β) رده
است. هم ارز C(١−,١) با C محدب

و Re(p(z)) > ٠ ،z ∈ E برای که باشد E در p تحلیلی توابع همه خانواده P کنید فرض

p(z) = ١ + p١z + p٢z
٢ + . . . .

.(k = ١,٢,٣, . . . ) ،|pk| ≤ ٢ آنگاه ،p ∈ P اگر .٣ . ٠ . ١٠ لم

روابط در که ،x, z و p١ ∈ [٠,٢] برای آنگاه ،p ∈ P اگر .٣ . ٠ . ١١ لم
داریم: را زیر عبارات می کند، صدق |z| ≤ ١، |x| ≤ ١

٢p٢ = p٢
١ + (۴ − p٢

١)x,

۴p٣ = p٣
١ + ٢p١(۴ − p٢

١)x− p١(۴ − p٢
١)x

٢ + ٢(۴ − p٢
١)(١ − |x|٢)z.

وستاره گون محدب توابع های رده زیر برای هنکل دترمینان ٣ . ١

آنگاه ،f ∈ S∗(α, β) اگر .٣ . ١ . ١ قضیه

∣∣a٢a۴ − a٢
٣
∣∣ ≤ (α− β)٢

۴ . (۴ . ٣)

به طوری که وجود دارد w(z) ∈ U شوارتز تابع یک آنگاه ،f(z) ∈ s∗(α, β) اگر برهان.

zf ′(z)

f(z)
= ϕ(ω(z)), (۵ . ٣)

١Mehrok
٢Goel



۴۵ وستاره گون محدب توابع های رده زیر برای هنکل دترمینان .٣ . ١

که

ϕ(z) =
١ + αz

١ + βz
= ١ + (α− β)z − β(α− β)z٢ + β٢(α− β)z٣ + . . .

= ١ + β١z + β٢z
٢ + β٣z

٣ + . . . (۶ . ٣)

می کنیم: تعریف زیر به صورت را p١(z) تابع

p١(z) =
١ + ω(z)

١ − ω(z)
= ١ + c١z + c٢z

٢ + c٣z
٣ + . . . (٣ . ٧)

.Re(p١(z)) > ٠, p(٠)١ = ١ نتیجه در است، شوارتز تابع یک ω(z) چون
می کنیم: تعریف زیر به صورت را h(z) تابع

h(z) =
zf ′(z)

f(z)
= ١ + b١z + b٢z

٢ + b٣z
٣ + . . . (٣ . ٨)

داریم: (٣ . ٨)،(٣ . ٧)،(۵ . ٣) معادلات به توجه با

h(z) = ϕ

(
p١(z)− ١
p١(z) + ١

)
= ϕ

(
c١z + c٢z

٢ + c٣z
٣ + . . .

٢ + c١z + c٢z٢ + c٣z٣ + . . .

)
= ϕ

(
١
٢c١z +

١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
z٢ +

١
٢

(
c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴

)
z٣ + . . .

)

= ١ +
β١c١

٢ z +

[
β١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٢c
٢
١

۴

]
z٢

+

[
β١
٢

(
c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴

)
+

β٢c١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٣c
٣
١

٨

]
z٣ + . . .

بنابر  این

b١ =
β١c١

٢ ,

b٢ =
β١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٢c
٢
١

۴ ,

b٣ =
β١
٢

(
c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴

)
+

β٢c١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٣c
٣
١

٨ . (٣ . ٩)

می آوریم. به دست را زیر عبارات ،(٣ . ٩) معادله در (٣ . ٨)،(۶ . ٣) معادلات از استفاده با

a٢ =
(α− β)c١

٢ ,

a٣ =
(α− β)

٨
[
٢c٢ + (α− ٢β − ١)c٢

١
]
,

a۴ =
(α− β)

۴٨
[
٨c٣ + (۶α− ١۴β − ٨)c١c٢ + (α٢ + ۶β٢ − ۵αβ − ٣α + ٧β + ٢)c٣

١
]

(٣ . ١٠)



۴۶ ارز تک توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٣

می آوریم. به دست را زیر عبارت (٣ . ١٠) رابطه از

a٢a۴ − a٢
٣ =

(α− β)٢

١٩٢
[
١۶c١c٣ + (−۴β − ۴)c٢

١c٢ + (−α٢ + ٢αβ + ٢β + ١)c۴
١ − ١٢c٢

٢
]
.

(٣ . ١١)

به دست را زیر عبارت (٣ . ١١) معادله در ،c٣ و c٢ جاگذاری با ،(٣ . ٠ . ١١)،(٣ . ٠ . ١٠) لم از استفاده با
می آوریم.

|a٢a۴ − a٢
٣| =

(α− β)٢

١٩٢
∣∣(٢αβ − α٢)c۴

١ − ٢βc۴
١x(۴ − c٢

١)

−x٢(۴ − c٢
١٢)(١ + c٢

١) + ٨c١(۴ − c٢
١)(١ − |x|٢)z

∣∣ .
داریم: ،|z| ≤ ١ و مثلث نامساوی از استفاده با ، c ∈ [٠,٢] و c١ = c کنید فرض

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

(α− β)٢

١٩٢
[
|٢αβ − α٢|c۴ + ٨c(۴ − c٢) + ٢|β|(۴ − c٢)c٢δ

+ {(۴ − c١٢)(٢ + c٢)− ٨c(۴ − c٢)}δ٢]
=
(α− β)٢

١٩٢ F (δ),

و δ = |x| ≤ ١ که

F (δ) = |٢αβ − α٢|c۴ + ٨c(۴ − c٢) + ٢|β|(۴ − c٢)c٢δ

+ {(۴ − c١٢)(٢ + c٢)− ٨c(۴ − c٢)}δ٢.

F ′(δ) = +٢|β|(۴ − c٢)c٢ + ٢δ{(۴ − c١٢)(٢ + c٢)− ٨c(۴ − c٢)}

= (۴ − c٢)(٢|β|c٢ + ٢۴δ + ٢δc٢ − ١۶cδ) ≥ ٠

نتیجه در ،MaxF (δ) = F (١) بنابراین است. صعودی تابع یک F (δ)

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

(α− β)٢

١٩٢ G(c), (٣ . ١٢)

بنابراین .G(c) = F (١) که

G(c) = [|٢αβ − α٢| − ٢|β| − ١]c۴ + [٨|β| − ٨]c٢ + ۴٨.

نتیجه در
G′(c) = ۴[|٢αβ − α٢| − ٢|β| − ١]c٣ + ٨]٢|β| − ٨]c,



۴٧ وستاره گون محدب توابع های رده زیر برای هنکل دترمینان .٣ . ١

G′′(c) = ٢|]١٢αβ − α٢| − ٢|β| − ١]c٢ + ٨]٢|β| − ٨].

داریم: G′(c) = ٠ وقتی

c{۴[|٢αβ − α٢| − ٢|β| − ١]c٢ + ٨]٢|β| − ٨]} = ٠.

.MaxG(c) = G(٠) بنابراین است، منفی G′′(c) مقدار ،c = ٠ در
می آوریم. به دست را (۴ . ٣) معادله ،(٣ . ١٢) معادله از بنابراین

می شود. تبدیل مساوی به ،c١ = ٠, c٢ = ٢, c٣ = ٠ برای ،(۴ . ٣) معادله نامساوی

.|a٢a۴ − a٢
٣| ≤ ١ آنگاه ،f(z) ∈ S∗ اگر .٣ . ١ . ٢ نتیجه

آنگاه ،f ∈ C(α, β) اگر .٣ . ١ . ٣ قضیه

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

(α− β)٢

۵٧۶

[
١۶| − α٢ + ٢β٢ + αβ| − |α− ۵β|٢ − ١٢|α− ۵β| − ٣۶

| − α٢ + ٢β٢ + αβ| − |α− ۵β| − ٢

]
.

(٣ . ١٣)

به طوری که دارد وجود ω(z) ∈ U شوارتز تابع یک آنگاه ،f(z) ∈ C(α, β) اگر برهان.

(zf ′(z))′

f ′(z)
= ϕ(ω(z)), (١۴ . ٣)

که

ϕ(z) =
١ + αz

١ + βz
= ١ + (α− β)z − β(α− β)z٢ + β٢(α− β)z٣ + . . .

= ١ + β١z + β٢z
٢ + β٣z

٣ + . . . (١۵ . ٣)

می کنیم. تعریف زیر به صورت را p١(z) تابع

p١(z) =
١ + ω(z)

١ − ω(z)
= ١ + c١z + c٢z

٢ + c٣z
٣ + . . . (١۶ . ٣)

.p(٠)١ = ١ و Re(p١(z)) > ٠ نتیجه در است شوارتز تابع یک ω(z) چون
کنید: تعریف زیر به صورت را h(z) تابع

h(z) =
(zf ′(z))′

f ′(z)
= ١ + b١z + b٢z

٢ + b٣z
٣ + . . . (٣ . ١٧)



۴٨ ارز تک توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٣

داریم: (٣ . ١٧)،(١۵ . ٣)،(١۴ . ٣) معادلات به توجه با

h(z) = ϕ

(
p١(z)− ١
p١(z) + ١

)
= ϕ

(
c١z + c٢z

٢ + c٣z
٣ + . . .

٢ + c١z + c٢z٢ + c٣z٣ + . . .

)
= ϕ

(
١
٢c١z +

١
٢(c٢ −

c٢
١
٢ )z٢ +

١
٢(c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴ )z٣ + . . .

)

= ١ +
β١c١

٢ z +

[
β١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٢c
٢
١

۴

]
z٢

+

[
β١
٢

(
c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴

)
+

β٢c١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٣c
٣
١

٨

]
z٣ + . . .

بنابراین

b١ =
β١c١

٢ ,

b٢ =
β١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٢c
٢
١

۴ ,

b٣ =
β١
٢

(
c٣ − c١c٢ +

c٣
١
۴

)
+

β٢c١
٢

(
c٢ −

c٢
١
٢

)
+

β٣c
٣
١

٨ . (٣ . ١٨)

می آوریم. به دست را زیر روابط (٣ . ١٨) معادله در (٣ . ١٧)،(١۵ . ٣) معادلات از استفاده با

a٢ =
(α− β)c١

۴ ,

a٣ =
(α− β)

٢۴
[
٢c٢ + (α− ٢β − ١)c٢

١
]
,

a۴ =
(α− β)

۵٧۶
[
٢۴c٣ + (١٨α− ۴٢β − ٢۴)c١c٢ + (٣α٢ + ١٨β٢ − ١۵αβ − ٩α + ٢١β + ۶)c٣

١
]
.

(٣ . ١٩)

داریم: نتیجه در

a٢a۴ − a٢
٣ =

(α− β)٢

٢٣٠۴ [٢۴c١c٣ + (٢α− ١٠β − ٨)c٢
١c٢

+ (−α٢ + ٢β٢ + αβ − α + ۵β + ٢)c۴
١ − ١۶c٢

٢]. (٣ . ٢٠)

به دست را زیر عبارت ،(٣ . ٢٠) معادله در ،c٣ و c٢ جاگذاری با ،(٣ . ٠ . ١١)،(٣ . ٠ . ١٠) لم از استفاده با
می آوریم.

|a٢a۴ − a٢
٣|

=
(α− β)٢

٢٣٠۴
∣∣(αβ − α٢ + ٢β٢)c۴

١ + c٢
١x(۴ − c٢

١)(α− ۵β)

−x٢(۴ − c٢
١)(١۶ + ٢c٢

١) + ١٢c١(۴ − c٢
١)(١ − |x|٢)z

∣∣ .



۴٩ وستاره گون محدب توابع های رده زیر برای هنکل دترمینان .٣ . ١

داریم: ،|z| ≤ ١ این که و مثلث نامساوی از استفاده با ،c ∈ [٠,٢] و c١ = c کنید فرض

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

(α− β)٢

٢٣٠۴
[
|αβ − α٢ + ٢β٢|c۴ + ١٢c(۴ − c٢) + c٢δ(۴ − c٢)|α− ۵β|

+ {(۴ − c١)(٢۶ + ٢c٢)− ١٢c(۴ − c٢)}δ٢] = (α− β)٢

٢٣٠۴ F (δ),

و δ ≤ ١ که

F (δ) = |αβ − α٢ + ٢β٢|c۴ + ١٢c(۴ − c٢) + c٢δ(۴ − c٢)|α− ۵β|

+ {(۴ − c١)(٢۶ + ٢c٢)− ١٢c(۴ − c٢)}δ٢.

بنابراین است. صعودی تابع یک F (δ)

MaxF (δ) = F (١).

نتیجه در

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

(α− β)٢

٢٣٠۴ G(c), (٣ . ٢١)

بنابراین .G(c) = F (١) که

G(c) = [|αβ − α٢ + ٢β٢| − |α− ۵β| − ٢]c۴

+ [۴|α− ۵β| − ٨]c٢ + ۶۴.

نتیجه در

G′(c) = ۴[|αβ − α٢ + ٢β٢| − |α− ۵β| − ٢]c٣

+ ٢[۴|α− ۵β| − ٨]c

و

G′′(c) = ١٢[|αβ − α٢ + ٢β٢| − |α− ۵β| − ٢]c٢

+ ٢[۴|α− ۵β| − ٨].

می آوریم: به دست را زیر معادله ،G′(c) = ٠ عبارت از استفاده با

c{۴[|αβ − α٢ + ٢β٢| − |α− ۵β| − ٢]c٢ + ٢[۴|α− ۵β| − ٨]} = ٠,



۵٠ ارز تک توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٣

در

c =

√
۴ − ٢|α− ۵β|

| − α٢ + ٢β٢ + αβ| − |α− ۵β| − ٢ = c′,

بنابراین است. منفی G′′(c)

MaxG(c) = G(c′).

می آوریم. به دست را (٣ . ١٣) معادله ،(٣ . ٢١) معادله از بنابراین

است. برقرار تساوی قضیه حکم در ،c٣ = c١(c
٢
١ − ٣) و c٢ = c٢

١ − ٢ ،c١ = c′ ازای به

آنگاه ،f(z) ∈ C اگر .۴ . ٣ . ١ نتیجه

|a٢a۴ − a٢
٣| ≤

١
٨ .

از محدب توابع و ستاره گون تایی p برای هنکل دترمینان ٣ . ٢
α مرتبه

،f(z) توابع رده .٣ . ٢ . ١ تعریف

f(z) = zp +
∞∑

n=p+١
anz

n (p ∈ N = {١,٢,٣, . . . }),

باز واحد دیسک در که
E = {z ∈ C : |z| < ١},

می دهیم. نشان Ap نماد با را است تحلیلی

شرایط در f(z) ∈ Ap اگر .٣ . ٢ . ٢ تعریف

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α (z ∈ E),

است. E در α مرتبه از ستاره گون تایی p ،f(z) گوییم کند، صدق ،(٠ ≤ α < p) که ای α برای

،p(z) توابع رده .٣ . ٢ . ٣ تعریف

p(z) = ١ +
∞∑
k=١

ckz
k,

رابطه در و تحلیلی اند E در که
Rep(z) > ٠ (z ∈ E),

است. کاراتئودوری تابع p(z) ∈ P گوییم صورت این در می دهیم. نشان P نماد با را می کند صدق



۵١ α مرتبه از محدب توابع و ستاره گون تایی P برای هنکل دترمینان .٣ . ٢

است. α مرتبه ستاره گون مقداری p توابع شامل که می کنیم نماد گذاری Ap از زیررده ای را S∗
p(α) ما

اگر است E در α مرتبه محدب توابع تایی  p یعنی ،Cp(α) به متعلق f(z) می گوییم مشابه به طور
نامساوی در f(z) ∈ Ap

Re

(
١ +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α (z ∈ E),

. کند صدق ،(٠ ≤ α < p) که ای α برای

داریم: را زیر نمادگذاری بخش این در
.Cp = Cp(٠) ،S∗

p = S∗
p(٠)

.C(α) = C١(α) و S∗(α) = S∗
١(α)

تابع اگر .۴ . ٣ . ٢ لم

p(z) = ١ +
∞∑
k=١

ckz
k ∈ P ,

.(k = ١,٢,٣, . . . ) |ck| ≤ ٢ آن گاه

ازای به بالا لم نامساوی

p(z) =
١ + z

١ − z
= ١ +

∞∑
k=١

٢zk,

می شود. نتیجه زیر لم بالا، نتایج از استفاده با می شود. تبدیل مساوی به

تابع اگر .۵ . ٣ . ٢ لم

p(z) = p+
∞∑
k=١

ckz
k,

آن گاه کند، صدق ،(٠ ≤ α < p) که ای α برای ،Rep(z) > α رابطه در

|ck| ≤ ٢(p− α) (k = ١,٢,٣, . . . ), (٣ . ٢٢)

.z ∈ E آن، در که
ازای به بالا لم نامساوی

p(z) =
p+ (p− ٢α)z

١ − z
= p+

∞∑
k=١

٢(p− α)zk,

می شود. تبدیل مساوی به



۵٢ ارز تک توابع از هایی رده زیر برای دوم هنکل دترمینان .٣

کنید فرض برهان.

q(z) =
p(z)− α

p− α
= ١ +

∞∑
k=١

ck
p− α

zk.

داریم: (۴ . ٣ . ٢) لم از استفاده با و q(z) ∈ P که کنید ∣∣∣∣توجه ck
p− α

∣∣∣∣ ≤ ٢ (k = ١,٢,٣, . . . ), (٣ . ٢٣)

نتیجه: در

|ck| ≤ ٢(p− α) (k = ١,٢,٣, . . . ). (٢۴ . ٣)

عبارت آن گاه ،p(z) ∈ P تابع اگر .۶ . ٣ . ٢ ٢c٢لم = c٢
١ + (۴ − c٢

١)ζ,

۴c٣ = c٣
١ + ٢(۴ − c٢

١)c١ζ − (۴ − c٢
١)c١ζ

٢ + ٢(۴ − c٢
١)(١ − |ζ|٢)η.

می آید. به دست ،(|ζ| ≤ ١, |η| ≤ ١) η و ζ مختلط اعداد برای

داریم. را زیر لم ما ،(۶ . ٣ . ٢) لم از استفاده با

تابع اگر .٣ . ٢ . ٧ لم

p(z) = p+
∞∑
k=١

ckz
k,

اعداد برای آن گاه ،z ∈ E که کند صدق ،(٠ ≤ α < p) که ای α برای ،Rep(z) > α رابطه در
است: برقرار زیر روابط ،(|ζ| ≤ ١, |η| ≤ ١) ζ, η مختلط

٢(p− α)c٢ = c٢
١ + {۴(p− α)٢ − c٢

١}ζ (٢۵ . ٣)

۴(p− α)٢c٣ = c٣
١ + ٢{۴(p− α)٢ − c٢

١}c١ζ

− {۴(p− α)٢ − c٢
١}c١ζ

٢ + ٢(p− α){۴(p− α)٢ − c٢
١){١ − |ζ|٢)η.

چون برهان.

q(z) =
p(z)− α

p− α
= ١ +

∞∑
k=١

ck
p− α

zk ∈ P ,

حکم بنابراین می دهیم. قرار (۶ . ٣ . ٢) لم در را c٣
p−α

عبارت ،c٣ به جای و c٢
p−α

عبارت ،c٢ به جای
می آید. به دست



۵٣ α مرتبه از محدب توابع و ستاره گون تایی P برای هنکل دترمینان .٣ . ٢

اگر .٣ . ٢ . ٨ ملاحظه
f(z) ∈ S∗

p(α),

تابع آن گاه

p(z) = p+
∞∑
k=١

ckz
k,

و Rep(z) > α به طوری که وجود دارد

zf ′(z) = f(z)p(z)

است. z ∈ E که
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Aabstract

The present thesis is concerned with the estimate of an upper bound of secend Hankel
determinant for the functions belonging to the subclasses of the classes of starlike and
convex functions in the unit disc. Results proved by various authors can be obtained as
special cases of the results of this paper by giving particular values to the parameters α

and β.
Keywords: Analitic Functions,Starlike Function, convex Function, Schwarz Function,
Second Hankel Determinant
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