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اری پاس
بر کردن نگاه با همیشه تا کرد تقدیم من بر را پدرم بزرگی اسطوره و مادرم کوثر نگین که خدایی بر سپاس

است. جریان در زندگی که باشند من بر نکته این آور یاد باز آن�ها فروغ پر چشمان
اساتید راهنمایی و لطف و جانم از تر عزیز مادر و پدر دعای مدد به و همتا بی پروردگار همت به که امروز
باعث که ام کسانی تمام بوس دست خاضعانه زدم ورق را دانش و علم بزرگ دفتر از دیگر برگی گرانقدرم

بودند. من دلگرمی
تمام که راد، جعفری نادر دکتر آقای جناب بردبارم، راهنمای استاد از که می�دانم لازم خود بر آغاز در
بود، اخلاق و علم با توأم آموختن از سرشار بودم تحقیق به مشغول ایشان نظارت تحت که روزهایی
سایه در و می�باخت رنگ دلسردی�ها تمام که بود ایشان امید از پر روحیه پرتو در دارم. را تشکر نهایت
جناب ارجمندم، مشاور استاد از می�یافت. پاسخ گاهم بی و گاه پرسش�های ناپذیرشان، خستگی وجود
دارم. را امتنان کمال فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره زحمت که خورسندی مهدی�رضا دکتر آقای
آقای جناب مقدسو شعرباف رحیمی صادق دکتر آقای جناب دلسوز و فرهیخته اساتید از همچنین
قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده بر را پایان�نامه این داوری زحمت که علیشاهی میثم دکتر

می�نمایم.
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه آخر در
دریغشان بی محبت�های و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از همچنین و را مقدس�شان وجود می�کنم

می�نمایم. تشکر صمیمانه

دم ان ودکا ت ھای دا دماز ط دا ش
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یده چ
هرگاه می�شود نامیده احاطه�گر مجموعه یک G = (V,E) گراف در رئوس از S مجموعه زیر یک
در احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین باشد. S در رأس یک حداقل با مجاور V − S در رأس هر
که احاطه�گر مجموعه یک می�دهند. نشان γ(G) نماد با و می�نامند G گراف احاطه�گری عدد را G گراف
نامیده مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک باشد داشته اشتراک G در ماکزیمم مستقل مجموعه هر با
مستقل متقاطع احاطه�گری عدد را G در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین می�شود.

می�دهند. نشان γit(G) نماد با و می�نامند G
چندین در مستقل متقاطع احاطه�گری عدد دقیق مقدار و می�پردازد پارامتر این بررسی به پایان�نامه این
مختلفی کران�های همچنین می�کند. مشخص را چرخ�ها و دورها مسیرها، قبیل از گراف�ها از خانواده
برخی به بار اولین برای پایان�نامه این در می�شود. بررسی نیز پارامتر این پیچیدگی و آمده بدست γit برای

می�شود. داده پاسخ گراف�ها روی مستقل متقاطع احاطه�گری عدد خصوص در شده مطرح مسائل از
مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه مستقل، مجموعه احاطه�گر، مجموعه کلیدی: کلمات
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د تصاویر لیست

،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .c = ٣ و b = ۶ ،a = ۴ با G گراف ٣.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .γit(G) = b = ۶ و γ(G) = a = ۴

γ(G) = a = ۴ ،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .c = ٣ و a = b = ۴ با Gگراف ۴.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .γit(G) = b = ۴ و

،δ(G) = c = ۴ که کنید توجه .c = ۴ و b = ۴ ،a = ٢ با G گراف ۵.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .γit(G) = b = ۴ و γ(G) = a = ٢



١ فصل

گراف اولیه مفاهیم



٢ گراف اولیه مفاهیم .١

مقدمه ١.١

بعد فصل�های در که گراف نظریه از قضیه�هایی همچنین و اولیه مفاهیم و تعاریف از برخی فصل این در
پایان�نامه، این سراسر در بحث مورد گراف�های که است توجه قابل می�کنیم. بیان را داریم نیاز آن�ها به
اصطلاحات تمام می�شوند. تعریف دقیق به�طور ادامه در که هستند غیربدیهی و متناهی ساده، گراف�های

هستند. [١٣] و [٢٢] ، [۶] مراجع از برگرفته پایان�نامه این در گراف نظریه تعاریف و

اولیه مفاهیم ٢.١

یک V (G) آن در که است (V (G), E(G),Ψ(G)) سه�تایی یک ١ یکگراف از منظور .١.٢.١ تعریف
هر به که است وقوع تابع Ψ(G) و یال�ها از مجموعه�ای E(G) و رئوس نام به عناصر از ناتهی مجموعه

می�کند. متناظر را G رأس�های از مجزا) لزوماً (نه نامرتب جفت یک G یال
به را v١ ،e گویند آن�گاه ΨG(e) = v١v٢ قسمی�که به باشند آن رأس�های v٢ و v١ و یال یک e اگر
صورت به خلاصه به�طور را گراف پس این از نامند. e انتهای دو را رأس دو این و می�کند وصل v٢

می�دهیم. نشان G = (V,E)

باشد. موجود یالی آن�ها بین هرگاه گوییم ٢ مجاور را v و u رأس دو .٢.٢.١ تعریف

مجموعه� نباشد. آن با متصل یالی هیچ هرگاه گوییم ٣ تنها G گراف در را رأس یک .٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش isol(G) با را G گراف از تنها رئوس

همچنین، باشند. منطبق برهم انتهایی�اش رأس دو که است یالی گراف یک در ۴ طوقه .۴.٢.١ تعریف
را آن�ها آن�گاه باشند، داشته وجود دویال از بیش یا یال دو v و u دلخواه رأس دو بین گراف یک در اگر

نامیم. ۵ چندگانه یال�های

نباشد موجود یال یک از بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ که گرافی .۵.٢.١ تعریف
می�نامیم. ۶ ساده گراف را

است. G ساده گراف ،G گراف از منظور پایان�نامه، این در

می�دهیم. نشان n یا n(G) با و نامیم گراف ٧ مرتبه را G گراف رئوس تعداد .۶.٢.١ تعریف
١Gragh
٢Adjacent
٣Single
۴Loop
۵Multiple edges
۶Simple graph
٧Order



٣ اولیه مفاهیم .٢.١

تهی آن یال�های مجموعه که رأس، n ≥ ١ شامل است، گرافی ٨ (پوچ) تهی گراف .٧.٢.١ تعریف
است.

می�نامیم. ١٠ بدیهی غیر را گراف�ها سایر و ٩ بدیهی باشد، داشته رأس یک که گرافی .٨.٢.١ تعریف

در می�نامند متناهی را مذکور گراف باشد ١١ متناهی گراف، یک رأس�های مجموعه اگر .٩.٢.١ تعریف
است. ١٢ نامتناهی گراف این�صورت غیر

و E(H) ⊆ E(G) بطوریکه H مانند است گرافی ،G گراف از ١٣ زیرگراف یک .١٠.٢.١ تعریف
.V (H) ⊆ V (G)

که G از زیرگرافی باشد. S ⊆ V و V رئوس مجموعه با گراف یک G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف
است S به متعلق آنها پایانی نقطه دو هر که باشند آن در G از یال�هایی و باشد S آن رئوس مجموعه
اگر ،١.١ شکل در نمونه برای می�دهیم. نشان ⟨S⟩ نماد با و می�نامیم S توسط ١۴ القایی زیرگراف را

بود. خواهد ⟨S⟩ چپ سمت گراف آن�گاه S = {v١, v٢, v٣, v۵} و G راست سمت گراف

..
v٢

.
v١
. v٣.

v۵

..
v٢

.
v١
.

v٣
.

v۴

.

v۶

.

v۵

.⟨S⟩ و G :١.١ شکل

مذکور یال اگر و گوییم v رأس ١۵ درجه را Gگراف در v رأس با مرتبط یال�های تعداد .١٢.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان deg(v) با را v رأس درجه می�آید. به�شمار بار دو رأس درجه محاسبه در باشد طوقه

δ(G) با را رئوس درجه مینیمم و ∆ یا ∆(G) با را گراف یک رئوس درجه ماکزیمم .١٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش δ یا

v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله یک G گراف در k طول به ١۶ گشت یک .١۴.٢.١ تعریف
باشد. یال یک ei = vi−١vi ،i = ١,٢. . . . , k ازای به به�طوریکه است یال�ها و رأس�ها از

٨Empty graph
٩Trivial graph

١٠Nontrivial graph
١١Finite graph
١٢Infinite graph
١٣Subgraph
١۴Induced subgraph
١۵Degree
١۶Walk



۴ گراف اولیه مفاهیم .١

می�نامیم. ١٧ گذر را باشد نشده تکرار یالی هیچ آن در که گشتی .١۵.٢.١ تعریف

یک در را مسیر یک باشد. نداشته تکراری رأس هیچ که است گشتی ١٨ مسیر یک .١۶.٢.١ تعریف
هر ازای به بطوریکه می�گیریم نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز رأس�های از مرتبی فهرست �صورت به گراف

می�دهیم. نمایش Pn با را رأسی n مسیر یک باشد. یال یک vi−١vi ،١ ≤ i ≤ n

رأس و ابتدایی رأس آن در که است یک حداقل طول به بسته�ای گشت ١٩ دور یک .١٧.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Cn با را رأسی n دور یک نداریم. تکراری رأس هیچ و هستند منطبق یکدیگر بر انتهایی

می�نامیم. آن طول را دور یا مسیر گذر، گشت، یک در موجود یال�های تعداد

Wn با و نامیده ٢٠ چرخ را آن کنیم متصل جدید رأس یک به را Cn−١ رئوس همه اگر .١٨.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان

d(u, v) با و گوییم رأس دو آن ٢١ فاصله را v و uرأس دو بین مسیر کوتاهترین طول .١٩.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش

diam(G) نماد با و می�نامیم Gگراف ٢٢ قطر را گراف در رأس دو بین فاصله بیشترین .٢٠.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش

نامیم. ٢٣ همبند گراف را باشد داشته وجود مسیر یک آن رأس دو هر بین که گرافی .٢١.٢.١ تعریف

می�نامیم. مؤلفه یک را آن همبند اجزای از یک هر و می�نامیم ٢۴ ناهمبند را نباشد، همبند که گرافی
V١ ناتهی مجموعه دو به را V مجموعه بتوان اگر تنها و اگر است ناهمبند G = (V,E) گراف بنابراین
باشد. نداشته وجود ،y ∈ V٢ و x ∈ V١ که {x, y} صورت به E در یالی هیچ که کرد افراز چنان V٢ و

باشد. داشته مؤلفه یک فقط اگر تنها و اگر است همبند گراف

گراف باشند شده متصل یکدیگر به یال یک توسط متمایز رأس دو هر آن در که گرافی .٢٢.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Kn با را رأسی n کامل گراف یک می�شود. نامیده ٢۵ کامل

Y و X مجموعه زیر دو به آن رأس�های مجموعه که است گرافی دوبخشی٢۶ گراف .٢٣.٢.١ تعریف
باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G یال�های تمام سر یک که شود، افراز چنان

١٧Trail
١٨Path
١٩Cycle
٢٠Wheel
٢١Distance
٢٢Diameter
٢٣Connected graph
٢۴Disconnected graph
٢۵Complete graph
٢۶Bipartite graph



۵ اولیه مفاهیم .٢.١

گراف باشد، شده وصل Y رأس هر به ،X � رأس هر آن در که ،Y و X بخش�های با دوبخشی گراف یک
Km,n با را کامل دوبخشی گراف آن�گاه ،|Y | = n و |X| = m اگر می�شود. نامیده کامل دوبخشی

می�دهد. نشان را K٢,۴ گراف ٢.١ شکل می�دهیم. نمایش

.......

.K٢,۴ گراف :٢.١ شکل

تمام درجه اگر باشند. برابر هم با رئوس تمام درجه هرگاه گوییم ٢٧ منتظم را G گراف .٢۴.٢.١ تعریف
نامیم. r–منتظم را گراف آن��گاه باشد، r رئوس

به یک تابع هرگاه گوییم ٢٨ یکریخت را G′
= (V

′
, E

′
) و G = (V,E) گراف دو .٢۵.٢.١ تعریف

.f(u)f(v) ∈ E(G
′
) آن�گاه uv ∈ E(G) اگر که باشد موجود f : V (G) → V (G

′
) پوشای و یک

یکریخت زیر شکل گراف�های مثال برای می�دهیم. نشان G ∼= G
′ نماد با را G′ و G یکریخت گراف دو

هستند.

...... ......

.G′ و G یکریخت گراف�های :٣.١ شکل

٢٩ باز همسایگی را باشند مجاور G گراف از v رأس با که G از رأس�هایی مجموعه .٢۶.٢.١ تعریف
می�دهیم: نمایش زیر صورت به و می�نامیم v رأس

N(v) = {x ∈ V |vx ∈ E}.

می�دهیم. نمایش N [v] نماد با و نامیده v رأس ٣٠ بسته همسایگی را N(v) ∪ {v} .٢٧.٢.١ تعریف

آن�گاه باشد، v ∈ X و X ⊆ V اگر باشد. ساده گراف یک G = (V,E) کنید فرض .٢٨.٢.١ تعریف
.N(u) ∩X = {v} هرگاه گوییم X روی v ٣١ اختصاصی همسایه را u رأس

٢٧Regular graph
٢٨Isomorphic
٢٩Open neighbourhood
٣٠Closed neighbourhood
٣١Private neighbour



۶ گراف اولیه مفاهیم .١

می�دهیم نشان G با را G گراف (متمم) ٣٢ مکمل باشد. رأسی n گرافی G کنید فرض .٢٩.٢.١ تعریف
و اگر هستند مجاور G در v و u مانند رأس دو هر و V (G) = V (G) می�کنیم، تعریف صورت بدین و
مکمل و است تهی گراف کامل، گراف مکمل که کنید توجه .(۴.١ (شکل نباشند مجاور G در اگر تنها

است. کامل گراف دو اجتماع دوبخشی، کامل گراف

..... .....

(الف) (ب)

.G گراف (ب) و G گراف (الف) :۴.١ شکل

گوییم. ٣٣ جنگل را دور فاقد گراف یک .٣٠.٢.١ تعریف

فاقد همبند گراف یک دیگر عبارت به می�نامیم. ٣۴ درخت یک را همبند جنگل یک .٣١.٢.١ تعریف
می�نامیم. ٣۵ برگ را درخت یک در یک درجه از رأس هر گوییم. درخت را دور

می�نامیم ٣۶ ستاره را K١,k دوبخشی گراف یک با یکریخت درخت k ≥ ١ هر برای .٣٢.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش K١,k نماد همان یا S١,k نماد با و

بطوریکه است برگ غیر رأس دو با درختی ،S(r, s) ٣٧ یک٢–ستاره ،r, s ≥ ١ برای .٣٣.٢.١ تعریف
.(۵.١ (شکل باشد برگ s با مجاور برگ غیر دیگر رأس و برگ r مجاور رأس یک

.......

.S(٢,٢) گراف :۵.١ شکل

می�نامیم. ٣٨ آویزان یال را است واقع یک درجه با رأس یک بر که یالی .٣۴.٢.١ تعریف
٣٢Complementary
٣٣Forest
٣۴Tree
٣۵Leaf
٣۶Star
٣٧Bistar
٣٨Pendant edge



٧ اولیه مفاهیم .٢.١

از پایانی رئوس مجموعه و نامیم ٣٩ پایانی رأس را G گراف در یک درجه از رأسی .٣۵.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش End(G) نماد با را G گراف

از گرافی می�شود، داده نمایش cor(H) یا H+ با که H مانند گراف یک در ۴٠ تاج .٣۶.٢.١ تعریف
(شکل می�آید دست به H گراف از رأس هر به آویزان یال یک کردن اضافه با که است ٢|V (H)| مرتبه

.(۶.١

......

...........

(الف) (ب)

.H+ گراف (ب) و H گراف (الف) :۶.١ شکل

گراف ساقه�های مجموعه� می�شود. نامیده ۴١ ساقه باشد، پایانی رأس مجاور که رأسی .٣٧.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Stem(G) نماد با را G

افزودن و uv حذف عمل از است عبارت G گراف یک از uv یال یک ۴٢ زیرتقسیم .٣٨.٢.١ تعریف
.w جدید رأس یک میان از v و w ،u مسیر یک

زیرتقسیم�های از دنباله�ای گرافGبا از می�توان که است Gگرافی گراف یکزیرتقسیم تعریف٣٩.٢.١.
آورد. بدست یالی

بزرگترین مرتبه است. G از کامل زیرگراف یک ،G ساده گراف از ۴٣ خوشه یک .۴٠.٢.١ تعریف
را ω(G) مرتبه از خوشه یک می�دهیم. نمایش ω(G) با و می�نامیم خوشه�ای عدد را G گراف در خوشه

گوییم. ماکزیمم خوشه
٣٩End–vertex
۴٠Corona
۴١Stem
۴٢Subdivision
۴٣Clique



٨ گراف اولیه مفاهیم .١

حداقل هرگاه می�نامیم ۴۴ رأسی پوشش یک را G گراف رأس�های از S زیرمجموعه .۴١.٢.١ تعریف
پوششی عدد را G در رأسی پوشش یک اندازه کوچکترین باشد. S در G یال هر پایانی نقاط از یکی

می�دهیم. نمایش α٠(G) نماد با و نامیم G رأسی

M در یالی دو هیچ هرگاه گوییم ۴۵ یکتطابق را G گراف یال�های از M زیرمجموعه .۴٢.٢.١ تعریف
باشد، M یال�های از یکی روی رأسی x و باشد G در تطابق یک M اگر باشند. نداشته مشترک رأس
µ(G) با و می�نامیم تطابقی عدد را G در تطابق یک اندازه بزرگترین می�کند. اشباع را x ،M گوییم آن�گاه

می�نامیم. µ(G)–مجموعه یا ماکزیمم تطابق را µ(G) اندازه از تطابق یک می�دهیم. نمایش

کامل تطابق یک را M آن�گاه شود اشباع M تطابق توسط G گراف از رأس هر اگر .۴٣.٢.١ تعریف
است. نیز ماکزیمم تطابق یک کامل، تطابق هر وضوح به می�نامیم.

از رأس دو هیچ که می�باشد رئوس از مجموعه�ای ،Gگراف در ۴۶ مستقل یکمجموعه .۴۴.٢.١ تعریف
با و نامیده G گراف استقلال عدد را G گراف در مستقل مجموعه یک اندازه بزرگترین نباشند. مجاور آن
می�نامیم. (G)β٠–مجموعه یک را ماکزیمم مستقل مجموعه یک .(٧.١ (شکل می�دهیم نمایش β٠(G)

می�دهیم. نمایش Ω(G) با را G در ماکزیمم مستقل مجموعه�های تمام مجموعه

...........

.β٠(G) = ۴ :٧.١ شکل

رأس هیچ هرگاه می�نامیم ۴٧ ماکسیمال مستقل مجموعه یک را S مستقل مجموعه .۴۵.٢.١ تعریف
باشد. مستقل نیز S ∪ {v} بطوریکه باشد نداشته وجود v مانند جدیدی

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش core(G) با را G گراف ۴٨ هسته .۴۶.٢.١ تعریف
core(G) =

∩
S∈Ω(G)

S , ξ(G) = |core(G)|.

می�نامیم G گراف برای رأسی ۴٩ آمیزی رنگ یک را f : V (G) → A ̸= ∅ تابع .۴٧.٢.١ تعریف
y و x مجاور رأس دو هر برای هرگاه نامیم، معتبر را f آمیزی رنگ می�نامیم. رنگ�ها مجموعه را A و

۴۴Vertex covering
۴۵Matching
۴۶Independent set
۴٧Maximal independent set
۴٨Core
۴٩Coloring



٩ احاطه�گری .٣.١

.f(x) ̸= f(y) باشیم داشته
عدد .|f(V (G))| = k که باشد موجود f معتبر آمیزی رنگ یک هرگاه نامیم پذیر k–رنگ را G گراف
نشان χ(G) با را آن و باشد پذیر k–رنگ ،G که kای مقدار مینیمم از است عبارت G گراف رنگی
مجموعه یک تشکیل ،G گراف معتبر آمیزی رنگ یک در هم�رنگ رأس�های که شود توجه می�دهیم.

می�دهند. مستقل
برابر رنگی عدد گراف این در دید می�توان راحتی به که می�دهد نشان را G گراف آمیزی رنگ ٨.١ شکل

است. ٣

......

.χ(G) = ٣ :٨.١ شکل

احاطه�گری ٣.١
۵٠ احاطه�گر یکمجموعه Gرا = (V,E)گراف یک در رئوس از S ⊆ V یکمجموعه .١.٣.١ تعریف
.N [S] = V (G) عبارتی به یا و باشد S در رأس یک حداقل با مجاور V −S در رأس هر هرگاه می�نامیم
نشان γ(G) نماد با و می�نامیم G احاطه�گری عدد را G گراف در احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین
.(٩.١ (شکل می�نامیم G از γ(G)–مجموعه یک را γ(G) اندازه از احاطه�گر مجموعه یک می�دهیم.
نامیده خوب γ(G)–رأس یک v آن�گاه باشد، γ–مجموعه�ها از برخی به متعلق G گراف از v رأس اگر

می�شود.

.......

.γ(G) = ١ :٩.١ شکل

رأسی دو هیچ هرگاه نامیم، ۵١ مستقل احاطه�گر مجموعه یک را S احاطه�گر مجموعه .٢.٣.١ تعریف

۵٠Dominating set
۵١Independent dominating set



١٠ گراف اولیه مفاهیم .١

احاطه�گری عدد را G گراف در مستقل احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین نباشند. مجاور S از
می�دهیم. نشان i(G) نماد با و می�نامیم G مستقل

همبند ⟨S⟩ هرگاه نامیم، ۵٢ همبند احاطه�گر مجموعه یک را S احاطه�گر مجموعه یک .٣.٣.١ تعریف
می�نامیم G همبند احاطه�گری عدد را G گراف در همبند احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین باشد.

می�دهیم. نشان γc(G) نماد با و

تنها رأس ⟨S⟩ هرگاه نامیم ۵٣ کلی احاطه�گر مجموعه یک را S احاطه�گر مجموعه یک .۴.٣.١ تعریف
می�نامیم G کلی احاطه�گری عدد را Gگراف در کلی احاطه�گر مجموعه�� یک اندازه کوچکترین باشد. نداشته

می�دهیم. نشان γt(G) نماد با و

احاطه�گر مجموعه یک را کند احاطه را G و G گراف دو هر که S ⊆ V مجموعه یک .۵.٣.١ تعریف
احاطه�گری عدد را G گراف در سراسری احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین و می�نامیم ۵۴ سراسری

می�دهیم. نشان γg(G) نماد با و می�نامیم G سراسری

.γ(G) ≤ n
٢ آن�گاه باشد، نداشته تنهایی رأس هیچ n مرتبه از G گراف یک اگر [١٣] .۶.٣.١ قضیه

γ(G) = n
٢ باشد، نداشته تنهایی رأس هیچ که n زوج مرتبه با G گراف هر برای [١٣] .٧.٣.١ قضیه

.(H همبند گراف هر (برای H+ یا باشد C۴ یا G مؤلفه هر اگر تنها و اگر

۵٢Connected dominating set
۵٣Total dominating set
۵۴Global dominating set



٢ فصل

گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری



١٢ گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری .٢

مقدمه ١.٢

احاطه�گری عدد دقیق مقدار و می�کنیم بیان را مستقل متقاطع احاطه�گری مفهوم ابتدا ما فصل، این در
همچنین و چرخ�ها و دورها مسیرها، قبیل از گراف�ها از متعارف خانواده�های برای را مستقل متقاطع
درجه گراف، مرتبه برحسب عدد این برای را کران�هایی سپس و می�کنیم مشخص ناهمبند گراف�های برای
گراف�های برای را عدد این مقدار پایان در می�آوریم. بدست خوشه�ای عدد و رأسی پوششی عدد گراف،
این در تعاریف و قضایا تمام می�کنیم. بررسی پارامترها سایر با را پارامتر این رابطه و تعیین دوبخشی

هستند. [١٢] مرجع از فصل

مستقل متقاطع احاطه�گری عدد ٢.٢

متقاطع احاطه�گر مجموعه یک را G گراف در S ⊆ V (G) احاطه�گر مجموعه یک .١.٢.٢ تعریف
یک اندازه کوچکترین باشد. داشته اشتراک ماکزیمم مستقل مجموعه هر با S هرگاه می�نامیم ١ مستقل
نمایش �γit(G) نماد با و می�نامیم مستقل متقاطع احاطه�گری عدد را مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه
را باشد |S| = γit(G) که G گراف از S مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک .(١.٢ (شکل می�دهیم

می�نامیم. γit(G)–مجموعه یک

........

.γit(G) = ٢ :١.٢ شکل

باشد، داشته ماکزیمم مستقل مجموعه r که باشد کامل �بخشی n ≥ ٢ گراف یک G اگر .٢.٢.٢ مثال
آن�گاه

γit(G) =

٢ r = ١

r صورت این غیر در
.

برقرار زیر حالت�های از یکی G کامل چندبخشی گراف هر برای که، کنید توجه موضوع این دیدن برای
است.

باشد. بزرگتر بخش�ها بقیه از آن اندازه که دارد وجود بخش یک •

باشند. بزرگتر بخش�ها بقیه از آن�ها اندازه که دارند وجود اندازه هم بخش r ≥ ٢ •

١Independent transversal dominating set



١٣ مستقل متقاطع احاطه�گری عدد .٢.٢

مسئله کلیت دادن دست از بدون باشد. کامل بخشی n ≥ ٢ گراف یک G کنید فرض اول. حالت
که viها کنید فرض باشند. k < l اندازه دارای بخش�ها بقیه و l اندازه دارای بزرگتر بخش کنید فرض
برای باشد( i–ام بخش در j–ام رأس� نماینده uij و باشند بزرگتر بخش رأس�های ،i = ١,٢, . . . , l
تشکیل تنهایی به بخش هر کامل چندبخشی گراف در می�دانیم .( j = ١,٢, . . . k ،i = ١,٢, . . . n
دارای G گراف پس است. ماکزیمم مستقل مجموعه یک بزرگتر بخش لذا می�دهد، مستقل مجموعه یک
برای احاطه�گر مجموعه یک {v١, u١١} مجموعه حال، است. منحصربفرد ماکزیمم مستقل مجموعه یک
همچنین و هستند متصل v١ رأس� به uij رأس�های تمامی گراف، بودن کامل به بنا زیرا است G گراف
طرفی از است. احاطه�گر مجموعه یک فوق مجموعه پس هستند، u١١ مجاور نیز vi رأس�های تمامی
یک نیز فوق مجموعه نتیجه در دارد. اشتراک گراف ماکزیمم مستقل مجموعه با احاطه�گر مجموعه این

.γit(G) ≥ ٢ می�دهیم نشان حال .γit(G) ≤ ٢ پس است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه
احاطه را گراف تنهایی به رأس یک که است معنی بدان این .γit(G) = ١ کنیم فرض خلف. فرض
را خود بخش رأس، هر زیرا است تناقض این که دارد اشتراک ماکزیمم مستقل مجموعه هر با و می�کند

.γit(G) = ٢ بنابراین .γit(G) ≥ ٢ لذا نمی�کند، احاطه
بخش r این آن�گاه باشند، بزرگتر بخش�ها بقیه از که باشند داشته وجود هم�اندازه بخش r اگر دوم. حالت
مستقل مجموعه r ،G گراف لذا و می�دهند را ماکزیمم مستقل مجموعه یک تشکیل تنهایی به کدام هر
آن�گاه دهیم، قرار A مجموعه در و کنیم انتخاب رأس یک بخش�ها این از یک هر از اگر دارد. ماکزیمم
یک B اگر حال، .γit(G) ≤ |A| = r لذا است، مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک A مجموعه
پس باشد، داشته اشتراک بزرگتر بخش هر با باید B آن�گاه باشد، مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

.γit(G) = r بنابراین .|B| ≥ r

هر Kn گراف در که کنید توجه .γit(km,n) = ٢ و γit(Kn) = n که گرفت نتیجه می�توان همچنین
و داریم ماکزیمم مستقل مجموعه n پس می�دهد، ماکزیمم مستقل مجموعه یک تشکیل تنهایی به رأس
ماکزیمم مستقل مجموعه یک دارای Km,n کامل دوبخشی گراف چون حال، .γit(Kn) = n درنتیجه

.γit(km,n) = ٢ پس است

غیر (به ٢–ستاره گراف برای همچنین، است. ٢ برابر γit مقدار K١,n−١ ستاره هر برای .٣.٢.٢ مثال
است. ٣ برابر γit مقدار (P۴ از

.γit(G+) = n آن�گاه باشد، رأسی n همبند گراف یک G اگر .۴.٢.٢ مثال
پایانی رأس ui(١ ≤ i ≤ n) و V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض موضوع این دیدن برای
لذا است. G+ از γ–مجموعه یک S = {u١, u٢, . . . , un} این�صورت در باشد. vi مجاور G+ در
،vi و ui رأس�های از یکی دقیقاً شامل �G+ از γ–مجموعه هر طرفی از .γ(G+) ≤ |S| = n

S مجموعه همچنین، .γ(G+) = n رو این از .γ(G+) ≥ n پس است. ،i = ١,٢, . . . n برای
از G+ از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S مجموعه بنابراین است. G+ از β٠–مجموعه تنها

.γit(G+) = n پس است. مرتبه کوچکترین



١۴ گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری .٢

داریم ،n مرتبه از Pn مسیر هر برای .۵.٢.٢ قضیه

γit(Pn) =


٢ n = ٢,٣

٣ n = ۶⌈
n
٣
⌉

صورت این غیر در

.

به بنا لذا است، ستاره یک P٣ و کامل گراف P٢ چون .Pn = (v١, v٢, . . . , vn) کنید فرض برهان.
.γit(P٢) = γit(P٣) = ٢ داریم ،٣.٢.٢ و ٢.٢.٢ مثال�های

P۶ از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S = {v١, v٢, v۵}صورت این در .n = ۶ کنید فرض
ماکزیمم مستقل مجموعه هر همچنین، است. احاطه�گر مجموعه یک S پس ،N [S] = V (P۶) زیرا است
چون .γit(P۶) ≥ ٣ می�دهیم نشان حال .γit(P۶) ≤ |S| = ٣ بنابراین دارد. اشتراک S با P۶ از
هر لذا است، V −D از β٠–مجموعه یک {v١, v٣, v۶} و است P۶ از γ–مجموعه تنها D = {v٢, v۵}
{v١, v٣, v۶} β٠–مجموعه رئوس از یکی حداقل شامل و D شامل مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

γit(P۶) = ٣ بنابراین .γit(P۶) ≥ γ(P۶) + ١ = ٣ پس است.
می�گیریم. نظر در را حالت سه .n ̸= {٢,٣,۶} کنید فرض حال،

Pn از احاطه�گر مجموعه یک S = {v٣i−١ : ١ ≤ i ≤ n
٣} مجموعه آن�گاه ،n ≡ ٠(mod٣) اگر (١)

می�افتد: اتفاق زیر حالت سه از یکی Pn از vi رأس هر برای زیرا است

می�شود. احاطه vi−١ توسط vi پس است، S عضو vi−١ = v٣k−١ چون آن�گاه .i = ٣k اگر •

vi+١ توسط vi پس است، S عضو vi+١ = v٣k+٢ = v٣k−١ چون آن�گاه .i = ٣k+١ اگر •
می�شود. احاطه

است. S عضو خود، vi = v٣k+٢ = v٣k−١ آن�گاه .i = ٣k + ٢ اگر •

S نتیجه در می�شود. احاطه S رأس�های از یکی دقیقاً توسط Pn از vi(١ ≤ i ≤ n)رأس هر پس
خودش حداکثر S از رأس هر طرفی از .γ(Pn) ≤ |S| =

⌈
n
٣
⌉
لذا است. احاطه�گر مجموعه یک

S پس می�کند، احاطه را رأس ٣ حداکثر S از رأس هر لذا می�کند، احاطه را مجاورش رأس دو و
.γ(Pn) =

⌈
n
٣
⌉
بنابراین .γ(Pn) = |S| ≥ n

٣ لذا .٣|S| ≥ n و است γ(Pn)–مجموعه یک

شامل V − S در مستقل مجموعه هر این�رو از .⟨V − S⟩ = (
⌊
n−٢
٣
⌋
)K٢ ∪ ٢K١ به�علاوه،

شامل V − S لذا
⌊
n−٢
٣
⌋
+ ٢ <

⌈
n
٢
⌉
= β٠(Pn) چون حال، است. رأس ⌊n−٢

٣ ⌋+ ٢ حداکثر
یک S پس دارد. اشتراک S با (Pn)β٠–مجموعه�ای هر نتیجه در نیست. β٠–مجموعه�ای هیچ
مجموعه هر طرفی، از .γit(Pn) ≤ |S| =

⌈
n
٣
⌉
لذا است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

این�رو از .γ(Pn) ≤ γit(Pn) نتیجه در است، احاطه�گر مجموعه یک مستقل متقاطع احاطه�گر
.γit(Pn) = γ(Pn) =

⌈
n
٣
⌉

یک قبل، حالت استدلال بنابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−١
٣ } آن�گاه ،n ≡ ١(mod٣) اگر (٢)

هر لذا ،⟨V − S⟩ =
⌊
n
٣
⌋
K٢ چون طرفی از .γ(Pn) =

⌈
n
٣
⌉
و است Pn از γ–مجموعه



١۵ مستقل متقاطع احاطه�گری عدد .٢.٢

لذا ،
⌊
n
٣
⌋
≤

⌈
n
٢
⌉
چون حال، است. رأس

⌊
n
٣
⌋
+ ٢ حداکثر شامل V − S در β٠–مجموعه

دارد. اشتراک S با (Pn)β٠–مجموعه�ای هر پس نیست. β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V − S

قبل، حالت استلال به بنا نتیجه در است. Pn از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S لذا
.γit(Pn) = γ(Pn) =

⌈
n
٣
⌉

یک اول، حالت استلال مشابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٢
٣ } آن�گاه ،n ≡ ٢(mod٣) اگر (٣)

V −S در β٠–مجموعه هر لذا ،⟨V −S⟩ = n−٢
٣ K٢∪K١ چون حال، است. Pn از γ–مجموعه

بنابراین نیست. β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V − S این�رو از و است رأس n+١
٣ حداکثر شامل

.γit(Pn) = γ(Pn) =
⌈
n
٣
⌉

داریم ،n مرتبه از Cn دور هر برای .۶.٢.٢ قضیه

γit(Cn) =

٣ n = ٣,۵,⌈
n
٣
⌉

صورت این غیر در
.

،٢.٢.٢ مثال به بنا لذا است، کامل گراف C٣ چون .Cn = (v١, v٢, . . . , vn, v١) کنید فرض برهان.
مجموعه یک S = {v١, v٢, v٣} صورت این در .n = ۵ کنید فرض حال، .γit(C٣) = ٣ داریم
است، احاطه�گر مجموعه یک S پس ،N [S] = V (C۵) اولا زیرا است C۵ از مستقل متقاطع احاطه�گر
احاطه�گر مجموعه یک S بنابراین دارد. اشتراک C۵ از ماکزیمم مستقل مجموعه هر با S وضوح به دوماً
γ–مجموعه هر برای چون .γit(C۵) ≥ ٣ می�دهیم نشان حال، .γit(C۵) ≤ ٣ لذا است، مستقل متقاطع
پس ،γit(C۵) > γ(C۵) = ٢ لذا است، ماکزیمم مستقل مجموعه یک شامل V −D ،C۵ از D مانند

. γit(C۵) = ٣ بنابراین .γit(C۵) ≥ ٣
می�افتد: اتفاق زیر حالت�های صورت این در .n ̸= {٣,۵} کنید فرض حال،

است Cn از احاطه�گر مجموعه یک S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٣
٣ } آن�گاه ،n ≡ ٠(mod٣) اگر (١)

می�افتد. اتفاق زیر حالت سه از یکی Cn از vi رأس هر برای زیرا

می�شود. احاطه vi+١ توسط vi پس است، S عضو vi+١ = v٣k+١ چون آن�گاه .i = ٣k اگر •

است. S عضو خود، vi = v٣k+١ چون آن�گاه .i = ٣k + ١ اگر •

می�شود. احاطه vi−١ توسط vi پس است. S عضو vi−١ = v٣k+١ آن�گاه .i = ٣k+٢ اگر •

S نتیجه در می�شود. احاطه S رأس�های از یکی دقیقاً توسط Cn از vi(١ ≤ i ≤ n)رأس هر پس
و خودش حداکثر S از رأس هر طرفی از .γ(Cn) ≤ |S| =

⌈
n
٣
⌉
لذا است. احاطه�گر مجموعه یک

یک S پس می�کند، احاطه را رأس ٣ حداکثر S از رأس هر لذا می�کند، احاطه را مجاورش رأس دو
.γ(Cn) =

⌈
n
٣
⌉
بنابراین .γ(Cn) = |S| ≥ n

٣ نتیجه در .٣|S| ≥ n و است γ(Cn)–مجموعه

رأس n
٣ حداکثر شامل V − S در مستقل مجموعه هر این�رو از .⟨V − S⟩ = (n٣ )K٢ به�علاوه،

نیست. (Cn)β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V − S لذا ،n٣ <
⌊
n
٢
⌋
= β٠(Cn) چون حال، است.



١۶ گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری .٢

متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S پس دارد. اشتراک S با (Cn)β٠–مجموعه�ای هر نتیجه در
یک مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر طرفی، از .γit(Cn) ≤ |S| =

⌈
n
٣
⌉
لذا است. مستقل

.γit(Cn) = γ(Cn) =
n
٣ بنابراین .γ(Cn) ≤ γit(Cn) نتیجه در است، احاطه�گر مجموعه

یک فوق، استدلال مشابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−١
٣ } آن�گاه ،n ≡ ١(mod٣) اگر (٢)

هر این�رو از ،⟨V − S⟩ = (n−١٣ )K٢ طرفی از .γ(Cn) =
⌈
n
٣
⌉
و است Cn از γ–مجموعه

β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V −S لذا است، رأس n−١
٣ حداکثر شامل V −S در مستقل مجموعه
.γit(Cn) = γ(Cn) =

n
٣ بنابراین نیست.

یک اول، حالت استلال مشابه S = {v٣i+١ : ٠ ≤ i ≤ n−٢
٣ } آن�گاه ،n ≡ ٢(mod٣) اگر (٣)

مستقل مجموعه هر این�رو از .⟨V − S⟩ = (n−٢٣ )K٢ ∪K١ به�علاوه، است. Cn از γ–مجموعه
نیست. β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V − S لذا است، رأس n−١

٣ + ١ حداکثر شامل V − S در
.γit(Cn) = γ(Cn) =

n
٣ پس

آن�گاه باشد، رأسی n چرخ یک Wn اگر .٧.٢.٢ قضیه

γit(Wn) =


٢ n = ۵,

٣ n = ۶ یا باشد فرد و n ≥ اگر٧

۴ صورت این غیر در

.

می�کند. تعیین ناهمبند گراف�های برای را مستقل متقاطع احاطه�گری عدد مقدار زیر قضیه

آن�گاه باشد، G١, G٢, . . . , Gr مؤلفه�های با همبند غیر گراف یک G اگر .٨.٢.٢ قضیه

γit(G) = min
١≤i≤r

{γit(Gi) +
r∑

j=١
j ̸=i

γ(Gj)}.

یک D و γit(G١) +
∑r

j=٢ γ(Gj) = min١≤i≤r{γit(Gi) +
∑r

j=١
j ̸=i

γ(Gj)} که کنید فرض برهان.
مجموعه صورت این در باشد. ،j ≥ ٢ هر برای Gj از γ–مجموعه یک Sj و G١ از γit–مجموعه
و است احاطه�گر مجموعه یک D وضوح به زیرا است G از احاطه�گر مجموعه یک D ∪ (

∪r
j=٢ Sj)

طرفی است.از G از احاطه�گر مجموعه یک D ∪ (
∪r

j=٢ Sj) لذا .γ(G) =
∑r

j=١ γ(Gj) همچنین،
D پس دارد، اشتراک G١ از ماکزیمم مستقل مجموعه هر با نیز D و ،β٠(G) =

∑r
j=١ β٠(Gj) چون

D ∪ (
∪r

j=٢ Sj) لذا دارند. اشتراک G از ماکزیمم مستقل مجموعه هر با D ∪ (
∪r

j=٢ Sj) نتیجه در و
بنابراین است. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک

γit(G) ≤ γit(G١) +
r∑

j=٢
γ(Gj) = min

١≤i≤r
{γit(Gi) +

r∑
j=١
j ̸=i

γ(Gj)}.

با S صورت این در باشد. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر S کنید فرض برعکس،
مجموعه یک S ∩ V (Gj) و دارد اشتراک G از Gj(١ ≤ j ≤ r) مؤلفه هر از V (Gj) رأس مجموعه
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مجموعه ،j(١ ≤ j ≤ r) یک حداقل برای بعلاوه، است. ١ ≤ j ≤ r هر برای Gj از احاطه�گر
مؤلفه هر این�صورت غیر در زیرا باشد Gj از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک باید S ∩ V (Gj)

این�رو از و ندارد اشتراک S ∩ V (Gj) مجموعه با که داشت خواهد ماکزیمم مستقل مجموعه یک Gj

با که دهند می را G از ماکزیمم مستقل مجموعه یک تشکیل ماکزیمم مستقل مجموعه�های این اجتماع
مجموعه یک باید S ∩V (Gj) مجموعه j یک حداقل برای لذا است. تناقض این که ندارند، اشتراک S
بنابراین .j = ١ کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون باشد. Gj از مستقل متقاطع احاطه�گر

|S| ≥ γit(G١) +
r∑

j=٢
γ(Gj) = min

١≤i≤r
{γit(Gi) +

r∑
j=١
j ̸=i

γ(Gj)}.

.γit(G) = min١≤i≤r{γit(Gi) +
∑r

j=١
j ̸=i

γ(Gj)} این�رو از

γit(G) = γ(G) آن�گاه باشد، نداشته تنهایی رأس G اگر .٩.٢.٢ نتیجه

،٨.٢.٢ قضیه از استفاده با باشد. v تنهای رأس و G١ مؤلفه یک دارای G گراف کنید فرض برهان.
γit(G) = γ(G) بنابراین .γ(G) = ١+ γ(G١) طرفی از .γit(G) = ١+ γ(G١) داریم

باشد. نداشته وجود خاصی توضیح اگر هستند همبند گراف�ها پایان�نامه این بقیه در

γit برای کران�هایی ٣.٢

و رأسی پوششی عدد خوشه�ای، عدد گراف، مرتبه برحسب γit(G) برای را کران�هایی ما بخش، این در
می�آوریم. بدست احاطه�گری معروف اساسی پارامترهای از برخی

درجه و مرتبه برحسب کران�هایی ١.٣.٢

اگر و�تنها اگر γit(G) = n به�علاوه، .١ ≤ γit(G) ≤ n داریم ،G گراف هر برای .١.٣.٢ قضیه
.G = Kn

هستند. بدیهی نامساوی�ها برهان.
صورت این در باشد. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S = {u} و γit(G) = ١ کنید فرض
همچنین، .deg u = n− ١ پس است، وصل دیگر رأس n− ١ تمام به u لذا است، احاطه�گر S چون
از است. G از β٠–مجموعه هر به متعلق u لذا است، مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S چون

. G = K١ بنابراین است G از β٠–مجموعه تنها {u} این�رو
به ،v ∈ V که ،V − {v} آن�گاه ،β٠(G) ≥ ٢ اگر .γit(G) = n و n ≥ ٢ کنید فرض حال،
است. تناقض که ،γit(G) ≤ n−١ این�رو از و است Gاز مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک وضوح
است ماکزیمم مستقل مجموعه یک تنهایی به رأس هر که، است معنی بدان این و ،β٠(G) = ١ بنابراین

.G = Kn بنابراین است. متصل دیگر رأس n− ١ تمامی به رأس هر و
γit(Kn) = n که، کنید توجه عکس اثبات برای



١٨ گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری .٢

اگر وتنها اگر γit(G) = n− ١ صورت این در باشد. رأسی n گراف یک G کنید فرض .٢.٣.٢ قضیه
.G = P٣

دو اگر .β٠(G) ≥ ٢ داریم فوق، قضیه به بنا صورت این در .γit(G) = n − ١ کنید فرض برهان.
احاطه�گر مجموعه یک S = V −{u, v} آن�گاه باشند، داشته وجود دو حداقل درجه از v و u مجاور رأس
هستند. متصل دیگر� رأس یک به حداقل کدام هر v و u مجاور رأس دو زیرا است G از مستقل متقاطع
همچنین، است. احاطه�گر مجموعه یک باقیمانده رئوس مجموعه کنیم، حذف را رأس دو این اگر پس
رأس�های از یکی حداقل شامل ماکزیمم مستقل مجموعه هر لذا ،β٠(G) ≥ ٢ و مجاورند v و u چون
،γit(G) ≤ |S| = n− ٢ این�رو از است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S بنابراین است. S
رأس یک رأس، دو این از یکی تنها G در v و u مجاور رأس دو هر برای نتیجه در است. تناقض این که
.n = ٣ که می�شود نتیجه لذا ،γit(K١,n−١) = ٢ چون طرفی از .G = K١,n−١ بنابراین است. پایانی

.G = P٣ بنابراین
است. آشکار نیز عکس

صورت این در باشد. β٠(G) ≥ n
٢ با غیر�کامل همبند گراف یک G گراف کنید فرض .٣.٣.٢ قضیه

.γit(G) ≤ n
٢

D = (V −S)∪{u}صورت این در .β٠(G) > n
٢ و Gباشد از β٠–مجموعه یک S فرضکنید برهان.

یک S زیرا دارد اشتراک G از β٠–مجموعه هر با که است G از احاطه�گر مجموعه یک ،u ∈ S که
لذا می�شود. شامل را آن�ها از یکی فقط مجاور رأس دو هر از پس است، ماکزیمم مستقل مجموعه
چون طرفی از است. احاطه�گر مجموعه یک D نتیجه در و ،V − S یعنی باقیمانده رأس�های مجموعه
β٠–مجموعه�ای هر ،β٠(G) > n

٢ و گراف بودن همبند به بنا همچنین دارد. اشتراک S پسDبا ،u ∈ S

دارد. اشتراک D با S از غیر β٠–مجموعه�ای هر نتیجه در است. S و V − S رأس�های از برخی شامل
.γit(G) ≤

⌈
n
٢
⌉
بنابراین

می�گیریم. نظر در را زیر دوحالت .β٠(G) = n
٢ کنید فرض

به بنا زیرا است G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S آن�گاه نباشد. مستقل V − S اگر •
یک S پس می�شود، شامل را آن�ها از یکی تنها مجاور رأس دو هر از S مستقل، مجموعه تعریف
،β٠(G) = n

٢ و است ماکزیمم مستقل مجموعه یک S چون همچنین، است. احاطه�گر مجموعه
لذا نیست، مستقل V − S فرض بنابه است. V − S در دیگر نیمی و S در رأس�ها از نیمی پس
که است V −S رئوس از برخی و S رئوس از برخی شامل S از غیر ماکزیمم مستقل مجموعه هر
است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S نتیجه در دارد. اشتراک S با نیز صورت این در

.γit(G) ≤ |S| = n
٢ این�رو از

است. (S, V − S) بخش�های با بخشی دو گراف یک G آن�گاه باشد. مستقل V − S اگر •
به ،v ∈ N(u) و u ∈ S که ،D = (S − {u}) ∪ {v} آن�گاه .δ(G) ≥ ٢ کنید فرض حال،
دارد اشتراک G از β٠-مجموعه هر با D همچنین، است. G از احاطه�گر مجموعه یک وضوح
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(G)β٠–مجموعه�ای هر همچنین، دارد. اشتراک V − S و S مستقل مجموعه�های با D زیرا
با نیز این�صورت در که است S از رأس دو حداقل شامل وضوح به ،V − S و S از غیر
این�رو از است. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک D بنابراین دارد. اشتراک D
دست از بدون باشد. پایانی رأس یک u و δ(G) = ١ کنید فرض .γit(G) ≤ |D| = |S| = n

٢

است، همبند G چون .v ∈ N(u) کنید فرض همچنین، .u ∈ S که کنید فرض مسئله کلیت دادن
آن�گاه باشد، داشته وجود v با مجاور S در w ̸= u پایانی رأس یک اگر حال، .deg v ≥ ٢ لذا
بنابه زیرا است n

٢ از بزرگتر اندازه از مستقل احاطه�گر مجموعه یک [V − (S ∪ {v})]∪ {u,w}
v ∈ V − S رأس اگر حال، است. نیز احاطه�گر مجموعه یک لذا و است مستقل V − S فرض
بدست مجموعه آن�گاه دهیم قرار را w و u یعنی مجاورش رأس دو آن جای به و کنیم حذف را
داریم، n

٢ از بزرگتر اندازه از مستقل احاطه�گر مجموعه یک پس است. مستقل مجموعه یک آمده
حداقل درجه دارای u از غیر v همسایه هر نتیجه در است. تناقض در β٠(G) = n

٢ با این که
حال، است. G از احاطه�گر مجموعه یک D = [V − (S ∪ {v})] ∪ {u} رو این� از است. ٢
یک D این�رو از و نیست G از β٠–مجموعه�ای هیچ شامل V −D نتیجه در ،deg v ≥ ٢ چون

.γit(G) ≤ n
٢ بنابراین است. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

.γit(G) ≤ n
٢ آن�گاه باشد، n مرتبه از بخشی دو گراف G اگر .۴.٣.٢ نتیجه

.γit(G) ≤ n
٢ ،٣.٣.٢ قضیه به بنا لذا ،β٠(G) ≥ n

٢ داریم G دوبخشی گراف برای چون برهان.

گراف یک H که ،G = H+ گراف برای است. دقیق قضیه٣.٣.٢ در آمده بدست کران .۵.٣.٢ تذکر
نیز G آن�گاه باشد، دوبخشی گراف یک H اگر به�علاوه، .γit(G) = n داریم است، رأسی n همبند
است، مرتبه�شان نصف که γit مقدار با دوبخشی گراف�های از نامتناهی خانواده� بنابراین و است دوبخشی

دارد. وجود

گراف یک صورت این در باشند. b ≥ ٢a−١ با مثبت صحیح عدد دو b و a کنید فرض .۶.٣.٢ قضیه
.γit(G) = a بطوریکه دارد وجود رأس b با G

که باشد رأسی a همبند گراف هر H کنید فرض .r ≥ −١ که b = ٢a + r کنید فرض برهان.
v١ در آویزان یال r + ١ پیوستن وسیله به H از آمده بدست گراف G و V (H) = {v١, v٢, . . . , va}
مجاور G در پایانی رأس� ui(i ≥ ٢) و باشد ،i ≥ ٢ برای vi رأس�های از یک هر در آویزان یال یک و
G از γ–مجموعه یک S = {v١, u٢, u٣, . . . , ua} و γ(G) = a وضوح به باشد. vi(٢ ≤ i ≤ a)

هر لذا است. {u٢, u٣, . . . , ua} رأس�های شامل G از ماکزیمم مستقل مجموعه هر به�علاوه، است.
از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S بنابراین دارد. اشتراک S با G از ماکزیمم مستقل مجموعه
مجموعه یک مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر چون حال، .γit(G) ≤ |S| = a این�رو از است. G

همچنین، .γit(G) = a پس ،γ(G) = a و است احاطه�گر
|V (G)| = a+ (r + ١) + (a− ١) = ٢a+ r = b.
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استقلال عدد که n مرتبه از G غیرکامل همبند گراف�های همه برای که دادیم نشان ٣.٣.٢ قضیه در
گراف�هایی همه برای γit برای بالا کران این حال، هر به .γit(G) ≤ n

٢ داریم است، n
٢ حداقل آنها

اگر حتی می�یابد، افزایش واحد یک تنها یا می�شود حفظ یا است، آمده پایان�نامه این سرتاسر در که
داریم ،٢.٢ شکل در شده داده G گراف برای مثال، برای کنیم. حذف قضیه در را β٠(G) ≥ n

٢ شرط
.β٠(G) = ٢ < n

٢ و γit(G) = ٣ =
⌈
n
٢
⌉

......

G گراف :٢.٢ شکل

می�کنیم. مطرح را زیر حدس ،۶.٣.٢ قضیه و مشاهده ازاین استفاده با

.γit(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
آن�گاه باشد، رأسی n غیرکامل همبند گراف یک G اگر [١٢] .٧.٣.٢ حدس

.γ(G) ≤ γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) داریم ،G گراف هر برای .٨.٣.٢ قضیه

.γ(G) ≤ γit(G) لذا است، احاطه�گر مجموعه یک مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر چون برهان.
G در γ–مجموعه یک S که کنید فرض و باشد deg u = δ(G) با G در رأس یک u کنید فرض حال،
پس است، N [u] از رأس یک شامل وضوح به G از ماکزیمم مستقل مجموعه هر صورت این در باشد.
دارد، اشتراک N [u] با S چون همچنین، است. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S ∪N [u]

.γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) این�رو از و |S ∪N [u]| ≤ γ(G) + δ(G) لذا

است. درست δ(G) = ١ با G همبند گراف�های همه برای ٧.٣.٢ حدس .٩.٣.٢ نتیجه

.γit(G) ≤ γ(G) + ١ ،٨.٣.٢ قضیه به بنا آن�گاه باشد، δ(G) = ١ با همبند گراف یک G اگر برهان.
حال، .γit(G) ≤

⌈
n
٢
⌉
آن�گاه ،γ(G) < n

٢ اگر بنابراین .γ(G) ≤ n
٢ داریم ،۶.٣.١ قضیه از همچنین،

همبند گراف هر (برای H+ یا است C۴ یا G که می�شود نتیجه ٧.٣.١ قضیه از آن�گاه ،γ(G) = n
٢ اگر

.γit(G) = n
٢ داریم حالت�ها از یک هر در بنابراین H)؛

.γ(T ) + ١ یا است γ(T ) یا γit(T ) آنگاه باشد، درخت یک T اگر .١٠.٣.٢ نتیجه

بنابراین کنیم. افراز کلاس دو به را درخت�ها همه از خانواده�ای می�توانیم ما ٩.٣.٢ نتیجه به توجه با
است. γ(T ) + ١ یا و γ(T ) یا γit(T ) آن با مطابق و است ٢ کلاس یا و ١ کلاس از T درخت یک
از کلاس دو هر پس هستند ١ کلاس از ستاره�ها از زیرتقسیمی و هستند ٢ کلاس از ستاره�ها مثال، برای

داریم. را زیر مسئله بنابراین و هستند تهی غیر درخت�ها
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کنید. مشخص را ١ کلاس درخت�های .١١.٣.٢ مسئله

.γit(G) ≤ δ(G) + ١ آن�گاه باشد، diamG = ٢ با گراف یک G اگر .١٢.٣.٢ قضیه

احاطه�گر مجموعه یک N [u] صورت این در باشد. deg u = δ(G) از رأس یک u کنید فرض برهان.
N [u] از رأس یک شامل ماکزیمم مستقل مجموعه هر اینکه از حال، .diamG = ٢ زیرا است، G از
پس است، مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک خود بسته همسایگی این که می�شود نتیجه است،

.γit(G) ≤ δ(G) + ١

خوشه�ای� عدد و رأسی پوششی عدد برحسب کران�هایی ٢.٣.٢

ω(G) خوشه�ای عدد و α٠(G) رأسی پوششی عدد حسب بر γit(G) برای بالایی کران ما اینجا در
می�سازیم.

است. دقیق کران و γit(G) ≤ α٠(G) + ١ آن�گاه باشد، نداشته تنها رأس G اگر .١٣.٣.٢ قضیه

یکمجموعه V −S وضوح به صورت این در Gباشد. از مینیمم رأسی پوشش یک S فرضکنید برهان.
هر لذا می�شود، شامل را آن�ها از یکی تنها مجاور رأس دو هر از S چون طرفی، از است. ماکزیمم مستقل
احاطه�گر مجموعه یک S پس دارد. قرار S در همسایه�هایش از یکی حداقل یا خودش یا گراف از رأس
اولا زیرا است G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک ،u ∈ V − S که S ∪ {u} رو این از است.
از بخشی و V − S رئوس از بخشی شامل S از غیر ماکزیمم مستقل مجموعه هر دوماً است، احاطه�گر
.γit(G) ≤ |S|+١ = α٠(G)+پس١ دارد. اشتراک فوق مجموعه با صورت این در که است S رئوس

است. دقیق ستاره�ها و کامل گراف�های برای کران این

و γ(G) + γit(G) ≤ n + ١ آن�گاه باشد، تنها رأس بدون رأسی n گراف یک G اگر .١۴.٣.٢ نتیجه
.i(G) + γit(G) ≤ n+ ١

مستقل احاطه�گر مجموعه یک مستقل مجموعه هر وضوح به .α٠(G)+β٠(G) = n که می�دانیم برهان.
همچنین، .γ(G) ≤ i(G) ≤ β٠(G) لذا است. احاطه�گر مجموعه یک مستقل احاطه�گر مجموعه هر و
.γ(G)+γit(G) ≤ β٠(G)+α٠(G)+١ = n+١ لذا .γit(G) ≤ α٠(G)+١ ،١٣.٣.٢ قضیه به بنا

.i(G) + γit(G) ≤ β٠(G) + α٠(G) + ١ = n+ ١ همچنین،

.γit(G) ≤ α٠(G) داریم ،δ(G) ≥ ٢ با G کامل غیر گراف هر برای .١۵.٣.٢ قضیه

مینیمم رأسی پوشش یک V − S صورت این در باشد. G از β٠-مجموعه یک S کنید فرض برهان.
در v رأس یک لذا ،δ(G) ≥ ٢ و G ̸= K٢ چون است. G از احاطه�گر مجموعه یک نتیجه در و
چون باشند. S در v از همسایه دو w و u کنید فرض .|N(v) ∩ S| ≥ ٢ بطوریکه دارد وجود V − S

این�رو از و است V −S در v از غیر دیگر رأس یک حداقل مجاور S در v از همسایه هر لذا ،δ(G) ≥ ٢
مجموعه یک D ∪ {w} همچنین، است. G− {v} از احاطه�گر مجموعه یک D = (V − S)− {v}
که است، D ∪ {w} متمم در مجموعه تنها (S −{w})∪{v} زیرا است G از مستقل متقاطع احاطه�گر

.γit(G) ≤ |D|+ ١ = n− β٠(G)− ١+ ١ = α٠(G) نتیجه در نیست. مستقل مجموعه
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.γ(G) = α٠(G) آن�گاه باشد، γit(G) = α٠(G) + ١ با کامل غیر گراف یک G اگر .١۶.٣.٢ نتیجه

.δ(G) ≥ ٢ کنید فرض .δ(G) = ١ می�کنیم ادعا .γit(G) = α٠(G) + ١ کنید فرض برهان.
این که ،γit(G) ≤ α٠(G) داریم ،١۵.٣.٢ قضیه به بنا لذا است، کامل غیر G چون صورت این در
چون .γit(G) ≤ γ(G) + ١ که می�شود نتیجه ٨.٣.٢ قضیه از بنابراین .δ(G) = ١ لذا است. تناقض
همیشه ،γ(G) ≤ α٠(G) نامساوی چون همچنین، .α٠(G) ≤ γ(G) لذا ،γit(G) = α٠(G) + ١

.γ(G) = α٠(G) نتیجه در است، درست

گراف�هایی و می�دهیم ارائه ω(G) خوشه�ای عدد کردن وارد با γit برای بالایی کران ما زیر قضیه در
می�کنیم. مشخص را می�کنند صدق کران این تساوی در که

به�علاوه .γit(G) ≤ n− ω + ١ داریم ،ω خوشه�ای عدد با G غیر�کامل گراف هر برای .١٧.٣.٢ قضیه
باشند. برقرار زیر احکام اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

β٠(G) = ٢ (١)

.|V − S| ≤ ω − ١ آن�گاه باشد، کامل ⟨V − S⟩ بطوریکه باشد احاطه�گر مجموعه یک S اگر (٢)

مجموعه صورت این در .u ∈ V (H) و باشد G در ماکزیمم خوشه یک H کنید فرض ابتدا برهان.
اگر پس می�کند، احاطه را H ،u زیرا است G از احاطه�گر مجموعه یک S = V (G) − V (H − u)

بنابراین، می�کنند. احاطه را G باقیمانده، رئوس کنیم، حذف را u از غیر به H رئوس کل G گراف در
نتیجه است، ماکزیمم خوشه یک H و β٠(G) ≥ ٢ که ازآنجایی است. G از احاطه�گر مجموعه یک S
احاطه�گر مجموعه یک S این�رو از دارد. اشتراک S با G از ماکزیمم مستقل مجموعه هر که می�شود

.γit(G) ≤ |S| = n− w + ١ پس است، مستقل متقاطع
v و u و باشد G در ماکزیمم خوشه یک H کنید فرض .γit(G) = n − w + ١ کنید فرض
مجموعه صورت این در باشد. v ∈ V (G) − V (H) و u ∈ V (H) بطوریکه باشند مجاور رأس دو
چون است. |D| = n − w با G از احاطه�گر مجموعه یک D = [V (G) − V (H ∪ {v})] ∪ {u}
،D∩S = ∅ بطوریکه دارد وجود V −D در S یکβ٠–مجموعه لذا ،γit(G) = n−w+١ = |D|+١
رأس یک و v رأس شامل S این�رو از است. β٠–مجموعه یک شامل V −D که است معنی بدان این و

.β٠(G) = ٢ پس است. H در w ̸= u

⟨V − S⟩ بطوریکه دارد وجود S احاطه�گر یکمجموعه صورت این در نباشد. درست (٢) فرضکنید
پس دارد، اشتراک S با β٠-مجموعه�ای هر لذا ،β٠(G) = ٢ چون است. ω اندازه از خوشه یک

است. درست (٢) ازاین�رو است. تناقض این که ،γit(G) ≤ |S| = n− w

مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S کنید فرض باشند. برقرار (٢) و (١) کنید فرض برعکس،
رأس دو این�صورت غیر در چون است G در خوشه یک ⟨V − S⟩ لذا ،β٠(G) = ٢ چون باشد. G از
اشتراک S با که دارد وجود V − S در β٠–مجموعه یک پس نیستند، مجاور که دارند وجود V − S در
.|S| ≥ n−ω+ ١ پس .|V −S| < ω که می�شود نتیجه (٢) از این�رو از است. تناقض این که ندارد،

.γit(G) = n− w + ١ بنابراین
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دوبخشی گراف�های برای γit ٣.٣.٢

ملاحظه می�دهیم؛ ارائه دوبخشی گراف�های برای γit پارامتر مورد در جالب مباحث از برخی بخش، این در
بگیرید. نظر در را زیر

آن�گاه باشد، G از γ–مجموعه یک S اگر باشد. دو�بخشی گراف یک G کنید فرض .١٨.٣.٢ ملاحظه
دارند. اشتراک باهم V − S در G از β٠–مجموعه دو(سه) هر

یک S و |X| ≤ |Y | بطوریکه باشد (X, Y ) دوبخش با دوبخشی گراف یک G کنید فرض برهان.
داریم بنابراین، است، احاطه�گر مجموعه یک X نتیجه در ،|X| ≤ |Y | چون باشد. G از γ–مجموعه
آن�گاه باشند، داشته وجود V − S در G از مجزا β٠–مجموعه دو اگر حال، .γ(G) = |S| ≤ |X|
یک Y که می�دانیم طرفی از .γ(G) ≤ |X|+ |Y | − ٢β٠(G) پس γ(G) + ٢β٠(G) ≤ |X|+ |Y |
بی�معنی این که ،γ(G) ≤ |X| − |Y | ≤ ٠ داریم نتیجه در ،β٠(G) ≥ |Y | لذا است، مستقل مجموعه

دارند. اشتراک باهم V − S در G از β٠–مجموعه دو هر بنابراین است.
باشند داشته وجود V −S در D٣ و D٢ ،D١ نام�های به ،G از β٠–مجموعه سه که کنید فرض حال،
و دارند، اشتراک باهم مجموعه�ها این از تا دو هر فوق، بحث مطابق .D١ ∩D٢ ∩D٣ = ∅ بطوریکه

صورت این در .D٢ ∩D٣ = S٣ و D١ ∩D٣ = S٢ ،D١ ∩D٢ = S١ کنید فرض

|X|+ |Y | ≥ γ(G) + |D١|+ |D٢|+ |D٣| − (|S١|+ |S٢|+ |S٣|)

= γ(G) + ٣β٠(G)− (|S١|+ |S٢|+ |S٣|).

.|S١|+ |S١|+ |S١| ≤ β٠(G) این�رو از و است مستقل مجموعه یک S١ ∪ S٢ ∪ S٣ که است آشکار
،γ(G) ≤ |X| − |Y | ≤ ٠ پس ،β٠(G) ≥ |Y | چون حال، .|X| + |Y | ≥ γ(G) + ٢β٠(G) پس

دارند. اشتراک باهم V − S در G از β٠–مجموعه سه هر بنابراین است. معنی بی این که

باشد S γ(G)-مجموعه یک با دوبخشی گراف یک G اگر که، می�شود نتیجه ١٨.٣.٢ ملاحظه از
بوسیله ما آن�گاه باشند، نداشته اشتراک S با که باشند داشته وجود (G)β٠-مجموعه سه حداکثر بطوریکه
متقاطع احاطه�گر مجموعه یک می�توانیم S به (G)β٠-مجموعه�ها این اشتراک در رأس یک افزودن
تواند می� این آیا که نمی�دانیم اما است. γ(G) + ١ حداکثر γit(G) بنابراین و باشیم داشته G از مستقل
داریم. S بیرون (G)β٠–مجموعه سه از بیش که وقتی حتی باشد داشته تعمیم دوبخشی گراف هر برای
باهم S بیرون G دوبخشی گراف یک از β٠–مجموعه�ها همه حال هر به که می�کنیم احساس ما هرچند،
را این ١٠.٣.٢ نتیجه که دیدیم همچنین، است. γ(G) + ١ حداکثر γit(G) نتیجه در دارند، اشتراک

شویم. مواجه زیر حدس با که مجبوریم ما بنابراین و می�کند تأیید

.γ(G) + ١ یا است γ(G) یا γit(G) آن�گاه باشد، دوبخشی همبند گراف یک G اگر .١٩.٣.٢ حدس

و |X| ≤ |Y | بطوریکه (X, Y ) دو�بخش با دوبخشی گراف برای ١٩.٣.٢ حدس وضوح، به
γit(G) = γ(G) + ١ که را دو�بخشی گراف�های چنین ما حال، است. درست باشد، γ(G) = |X|

می�کنیم. مشخص را باشد
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و |X| ≤ |Y | بطوریکه باشد (X, Y ) دو�بخش با دوبخشی گراف یک G کنید فرض .٢٠.٣.٢ قضیه
دو حداقل مجاور X در رأس هر اگر تنها و اگر γit(G) = γ(G) + ١ صورت این در .γ(G) = |X|

باشد. پایانی رأس

یک X لذا ،γ(G) = |X| چون .δ(G) ≥ ٢ کنید فرض .δ(G) = ١ که می�کنیم ادعا اول برهان.
V (G)−X در β٠–مجموعه�ای یک پس ،γit(G) = γ(G)+١ چون همچنین، است. γ(G)–مجموعه

بنابراین، است، مستقل مجموعه یک Y که می�دانیم طرفی، از .β٠(G) ≤ |Y | لذا دارد. وجود
،δ(G) ≥ ٢ چون .v ∈ N(u) و u ∈ X کنید فرض حال، .β٠(G) = |Y | نتیجه در .β٠(G) ≥ |Y |
β٠(G) = |Y | چون حال، است. G از احاطه�گر مجموعه یک S = (X−{u})∪{v} که می�شود نتیجه
است. X در w ∈ N(v) − {u} رأس یک یا v رأس شامل (G)β٠–مجموعه هر لذا ،δ(G) ≥ ٢ و
است. تناقض این که ،γit(G) = |X| = γ(G) پس دارد، اشتراک (G)β٠–مجموعه هر با S این�رو از

.δ(G) = ١ بنابراین
رأس یک حداکثر شامل N(u) بطوریکه باشد داشته وجود X در uرأس یک که کنید فرض به�علاوه،
نماینده وجود صورت در v و ،v ∈ N(u) که ،S = (X − {u}) ∪ {v} صورت این در باشد. پایانی
شود می نتیجه ،β٠(G) = |Y | چون همچنین است. G از احاطه�گر مجموعه یک است، پایانی رأس یک
بنابراین است. تناقض این که ،γit(G) = |X| = γ(G) این�رو از و دارد اشتراک G از β٠ هر با S که

است. پایانی رأس دو حداقل مجاور X در رأس هر
γ–مجموعه تنها X وضوح به آن�گاه باشد، پایانی رأس دو حداقل مجاور X در رأس هر اگر برعکس،

.γit(G) = γ(G) + ١ پس است G از

دیگر پارامترهای با روابط ۴.٣.٢

می�پردازیم. احاطه�گری پارامتر�های برخی و γit پارامتر بین روابط به ما اینجا در

تفاوت به�علاوه، .γ(G) ≤ γit(G) ،G گراف هر برای که کردیم ملاحظه ٨.٣.٢ قضیه در .٢١.٣.٢ تذکر
.γ(Kn) = ١ و γit(Kn) = n مانند باشد، بزرگ دلخواه بطور تواند می γ و γit پارامترهای بین
با b و a مثبت صحیح عدد دو اگر بگیرند. دلخواهی مقادیر می�توانند پارامترها این براین، علاوه
.γit(G) = b و γ(G) = a بطوریکه دارد وجود G گراف یک آن�گاه باشند، مفروض ١ ≤ a ≤ b

این�صورت در .G = H+ ،a مرتبه از H همبند گراف هر برای کنید فرض آن�گاه ،a = b اگر زیرا،
مسیر از آمده بدست گراف G کنید فرض آن�گاه ،b ≥ a+١ اگر حال، .γit(G) = a = b و γ(G) = a

باشد. زیر روند از استفاده با Kb−a+١ و Kb گراف�های و P = (v١, v٢, . . . , va)

.Kb−a+١ از u رأس یک و P مسیر از v١ رأس کردن یکی •

.Kb از کپی یک از رأس یک با vi(٢ ≤ i ≤ a) رأس کردن یکی •

از .γ(G) ≤ a لذا است. G برای احاطه��گر مجموعه یک {v١, v٢, . . . , va} مجموعه صورت این در
به متصل Kb کپی هر از رأس یک و Kb−a+١ از رأس یک دقیقاً شامل γ(G)–مجموعه هر طرفی
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فرض .γ(G) = a رو این از .γ(G) ≥ a لذا و است vi(١ ≤ i ≤ a)رأس شامل یا و vi(٢ ≤ i ≤ a)

صورت این در باشد. A١ = {u١, u٢, . . . , ub−a+١} صورت به Kb−a+١ گراف رأس مجموعه کنید
هر چون و است احاطه�گر مجموعه یک وضوح به S = {v٢, . . . , va, u١, u٢, . . . , ub−a+١} مجموعه
یا و Kb−a+١ و vi(٢ ≤ i ≤ a) به متصل Kb کپی هر از رأس یک دقیقاً شامل (G)β٠–مجموعه�ای

یک S بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه هر با S لذا است، P مسیر از رأس یک دقیقاً شامل
S

′ کنید فرض حال، .γit(G) ≤ a−١+ b−a+١ = b لذا و است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه
متصل Kb گراف رئوس مجموعه Ai کنید فرض .|S ′ | ≥ b می�دهیم نشان باشد. γit(G)–مجموعه یک
،xi ∈ Ai − S

′ کنید فرض .Ai ⊈ S
′ ،١ ≤ i ≤ a برای کنید فرض باشد. i = ٢, . . . , a برای vi به

ماکزیمم مستقل مجموعه یک {x١, x٢, . . . , xa} مجموعه صورت این در .i = ١,٢, . . . , a برای
i ∈ {١,٢, . . . , a} صحیح عدد یک بنابراین است. تناقض این که ندارد، اشتراک S ′ با که است
یک S ′ چون .i = ١ کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون .Ai ⊆ S

′ بطوریکه دارد وجود
صورت این در .vj ∈ S

′ یا S ′ ∩ Aj ̸= ∅ یا j(٢ ≤ j ≤ a) هر برای لذا است، احاطه�گر مجموعه
.γit(G) = b رو این از .|S ′| ≥ b− a+ ١+ a− ١ = b

.γg(G) ≤ γit(G) آن�گاه باشد، χ(G) = k = n
β٠(G)

با گراف یک G اگر .٢٢.٣.٢ قضیه

،Vi وضوح به صورت این در باشد. G از آمیزی k–رنگ یک {V١, V٢, . . . , Vk} کنید فرض برهان.
این در باشد. G از γit–مجموعه یک S کنید فرض است. G از مستقل مجموعه یک ،١ ≤ i ≤ k که
لذا است، G در خوشه یک ،١ ≤ i ≤ k, ⟨Vi⟩ چون .i = ١,٢, . . . , k هر برای ،S ∩ Vi ̸= ∅ صورت
بنابراین است. G از سراسری احاطه�گر مجموعه یک S این�رو از است. G از احاطه�گر مجموعه یک S

.γg(G) ≤ γit(G)

⟨S⟩ صورت این در باشد. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S کنید فرض .٢٣.٣.٢ تذکر
هر برای بنابراین است. G یا G از همبند احاطه�گر مجموعه یک S این�رو از است. همبند G یا G در

.γc(G) ≤ γit(G) یا γc(G) ≤ γit(G) یا ،G گراف

دوبخشی کامل گراف برای .β٠(Kn) = ١ و γit(Kn) = n داریم ،Kn کامل گراف برای .٢۴.٣.٢ تذکر
رأسی n گراف از G+ برای .β٠(Km,n) = n و γit(Km,n) = ٢ داریم n ≥ ٢ و m ≤ n با Km,n

ندارد. وجود β٠ و γit بین رابطه�ای هیچ رو این از .γit(G+) = β٠(G
+) = n داریم ،G

داریم آن�گاه باشد، به�فرد منحصر ماکزیمم مستقل مجموعه یک دارای G گراف اگر .٢۵.٣.٢ تذکر
باشد، ماکزیمم مستقل مجموعه یک D و باشد γ–مجموعه یک S اگر زیرا، .γit(G) ≤ γ(G) + ١
با G گراف یک هرچند، است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک ،u ∈ D که ،S ∪ {u} آن�گاه
گراف برای مثال، برای باشد. داشته ماکزیمم مستقل مجوعه یک از بیش می�تواند γit(G) ≤ γ(G)+١

.γit(G١) = γ(G١) داریم ،٣.٢ شکل در شده داده G١

از یک هر چند، هر .γit(G٢) = γ(G٢) + ١ داریم ،۴.٢ شکل در شده داده G٢ گراف برای همچنین
دارند. ماکزیمم مستقل مجموعه دو G٢ و G١ گراف�های



٢۶ گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری .٢

.......

G١ گراف :٣.٢ شکل

.....

G٢ گراف :۴.٢ شکل

مستقل متقاطع احاطه�گری عدد زمینه در باز مسائل از برخی ۴.٢

ما فصل این در است. گراف نظریه در رشد حال در زمینه سریع�ترین بعلاوه و مهم احاطه�گری، نظریه
فقط ما همچنین، کردیم. معرفی را مستقل متقاطع احاطه�گری نام، به احاطه�گری در جدید تغییر یک
وجود پارامتر این روی بیشتر پژوهش برای وسیعی حوزه اگرچه، کردیم. آغاز را پارامتر این از مطالعه�ای

می�کنیم. فهرست را آنها از برخی اینجا ما و دارد

هستند. زیر صورت به باز مسائل از برخی (A)

باشد γit(G) = n
٢ که وقتی برای را β٠(G) ≥ n

٢ با G رأسی n کامل غیر همبند گراف�های .١
کنید. مشخص را

که کنید مشخص را گراف�هایی .٢

،γit(G) = γ(G) (i)

،γit(G) = γ(G) + δ(G) (ii)

.γit(G) = α٠(G) + ١ (iii)

.γit(G) = δ(G) + ١ که کنید مشخص را دو قطر از گراف�های .٣

که کنید مشخص را G رأسی n گراف�های .۴

،γ(G) + γit(G) = n+ ١ (i)

،i(G) + γit(G) = n+ ١ (ii)



٢٧ مستقل متقاطع احاطه�گری عدد زمینه در باز مسائل از برخی .۴.٢

.γit(G) = γc(G) (iii)

گراف یک آیا مضروض�اند. a ≤ b ≤ a+ c با c و b ،a مثبت صحیح عدد سه کنید فرض .۵
δ(G)؟ = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه دارد وجود G

کاربردی اهمیت از پارامترها روی یال یک یا رأس یک برداشت نتیجه گراف نظری پارامتر هر برای (B)
کاهشمقدار یا افزایش باعث است ممکن یال یک یا یکرأس برداشت همچنین، است. برخوردار
،K١,n−١(n ≥ ۴) ستاره برای مثال، برای بماند. باقی تغیییر بدون است ممکن یا و شود γit

است. ستاره از پایانی رأس هر u که γit(K١,n−١− u) = ٢ حالیکه در γit(K١,n−١) = ٢ داریم
این�رو از است. چرخ مرکزی رأس v که ،γit(W٧ − v) = ٢ حالیکه در ،γit(W٧) = ٣ همچنین

که شود، افراز V− و V+ ،V٠ مجموعه�های به V که است ممکن این
V٠ = {v ∈ V : γit(G− v) = γit(G)},

V+ = {v ∈ V : γit(G− v) > γit(G)},

V− = {v ∈ V : γit(G− v) < γit(G)}.

به ما حال، کرد. افراز E− و E+ ،E٠ مجموعه�های به را E یال مجموعه می�توان مشابه، طور به
بپردازیم. مجموعه�ها این خصوصیات بررسی

است، n برابر رأس، n با Kn ناهمبند کاملا گراف و Kn کامل گراف برای γit مقدار که آنجایی از (C)
و متمم از یال�هایی کردن اضافه با γit(G) مقدار که است ممکن همیشه G گراف یک برای لذا
که یال�هایی تعداد کمترین می�توان طبیعی طور به این�رو از یابد. افزایش ،G از یال�ها حذف با یا
در ما کنید فرض کنیم؛ در�خواست را شدند) (اضافه شدند حذف γit(G) مقدار افزایش منظور به
به که ٣ مستقل متقاطع احاطه�گری تقویت عدد و ٢ مستقل متقاطع احاطه�گری اسارت عدد ابتدا
بررسی به توانیم می ما حال می�کنیم. فراخوانی را شده�اند معرفی rit(G) و bit(G) توسط ترتیب

بپردازیم. پارامتر�ها این

٢Independent transversal domination bondage number
٣Independent transversal domination reinforcement number





٣ فصل

گراف�ها: در مستقل متقاطع مجموعه�های
ساختاری ویژگی�های و پیچیدگی



٣٠ ساختاری ویژگی�های و پیچیدگی گراف�ها: در مستقل متقاطع مجموعه�های .٣

مقدمه ١.٣

است، لازم نتایج�مان برای که ،[١٢] مرجع در آمده بدست نتایج برخی از زمینه�ای ابتدا فصل، این در
متقاطع احاطه�گری به مربوط مسائل از ١ پیچیدگی راجع�به مباحث از برخی سپس و می�دهیم ارائه را
مستقل متقاطع احاطه�گری عدد پذیری تحقق راجع�به نتایج همچنین می�کنیم. بررسی را گراف در مستقل
و ویژگی�ها برخی نیز پایان در می�دهیم. ارائه را گراف از درجه کوچکترین و احاطه�گری عدد با رابطه در

می�کنیم. بیان را گراف از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه�های خواص

شده شناخته نتایج برخی ٢.٣

می�دهیم. ارائه را ،[١٢] مرجع در آمده بدست نتایج برخی بخش، این در

.γ(G) ≤ γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) داریم ،G گراف هر برای [١٢] .١.٢.٣ قضیه

این به منجر بالا نتیجه آن�گاه باشد، ١ درجه از رأس یک دارای G گراف یک اگر که، کنید توجه
،γit(G) اینکه دانستن راجع�به جالب مسائل برخی که ،γ(G) + ١ یا است γ(G) یا γit(G) که می�شود
حال، این با باشد. درخت یک G اگر مثال، عنوان به می�آورد. بوجود را ،γ(G) + ١ یا است γ(G)

نیز رأسی پوششی عدد با تقریباً جایی در که می�بینیم، درادامه بلکه است مرتبط γ(G) با γit(G) تنها نه
نقاط از یکی حداقل هرگاه می�نامیم رأسی پوشش یک را S مجموعه یک که می�آوریم یاد به است. مرتبط
با و نامیم G رأسی پوششی عدد را رأسی پوشش یک اندازه کوچکترین و باشد S در G یال هر پایانی

می�دهیم. نمایش α٠(G) نماد

.γit(G) ≤ α٠(G)+صورت١ این در باشد، تنها رأس بدون گرافی G کنید فرض [١٢] .٢.٢.٣ قضیه
.γ(G) = α٠(G) آن�گاه باشد، برقرار تساوی اگر

|X| ≤ |Y | بطوریکه باشد (X,Y ) دو�بخش با دوبخشی گراف یک G کنید فرض [١٢] .٣.٢.٣ قضیه
دو حداقل مجاور X در رأس هر اگر تنها و اگر γit(G) = γ(G) + ١ صورت این در .γ(G) = |X| و

باشد. پایانی رأس

.γ(T ) + ١ یا است γ(T ) یا γit(T ) آن�گاه باشد، درخت یک T اگر [١٢] .۴.٢.٣ قضیه

مستقل متقاطع احاطه�گری مسائل پیچیدگی ٣.٣

می�پردازیم. گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گری مسائل محاسباتی پیچیدگی بررسی به ما بخش این در
مسئله می�کنیم. پیشنهاد را [١١] مرجع مرتبط بحث�های و پیچیدگی کلاس�های روی بیشتر اطلاعات برای

بگیرید. نظر در را زیر تصمیم

١Complexity



٣١ مستقل متقاطع احاطه�گری مسائل پیچیدگی .٣.٣

مستقل متقاطع احاطه�گری مسئله
r مثبت صحیح عدد یک و G بدیهی غیر گراف یک نمونه:

است؟ r از کمتر γit(G) آیا مسئله:

یک وجود با وضوح به ( ٢ ITD–مسئله اختصار (برای مستقل متقاطع احاطه�گری مسئله پیچیدگی
از مفروض مجموعه یک می�کند بررسی که است مرتبط چندجمله�ای زمان در کننده تصدیق الگوریتم

خیر. یا است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک براستی G گراف رأس�های
(٣ ITDS–مسئله اختصار (برای مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه مسئله که می�کنیم اثبات ادامه در
برایITDS–مسئله چندجمله�ای یکالگوریتم که می�دهیم نشان همچنین است. Co-NP–کامل یکمسئله

می�گیریم. نظر در را ITDS–مسئله متمم کار، این برای .P=NP اگر تنها و اگر دارد وجود

نبودن مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه مسئله
G رأس�های از S مجوعه زیر یک و G بدیهی غیر گراف یک نمونه:

نیست؟ G در احاطه�گر مجموعه یک S که داد نشان می�توان آیا مسئله:

مسئله کنیم اثبات که داریم نیاز است، Co-NP-کامل مسئله یک ITDS-مسئله دهیم نشان اینکه برای
NP-کامل مسئله یک ( ۴ NOT-ITDS-مسئله اختصار (برای نبودن مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

می�دهیم. انجام را کار این ادامه در که است،

احاطه�گر مجموعه یک S ⊂ V (G) مجموعه باشد. بدیهی غیر گراف یک G کنید فرض .١.٣.٣ ادعا
باشد. برقرار زیر شرایط از یکی حداقل اگر تنها و اگر نیست G در مستقل متقاطع

یا نباشد، احاطه�گر مجموعه یک S •

باشد. نداشته اشتراک (G)β٠-مجموعه یک با S •

نیست، احاطه�گر مجموعه یک که G گراف یک از مفروض مجموعه یک اینکه بررسی که کنید توجه
مسئله بنابراین شود. انجام چندجمله�ای زمان در می�تواند ندارد اشتراک یک(G)β٠-مجموعه با اینکه یا

می�شود. مطرح زیر تصمیم مسئله لذا است. NP کلاس در وضوح به ITDS

استقلال مسئله
r مثبت صحیح عدد یک و G بدیهی غیر گراف یک نمونه:

است؟ r از بزرگتر G استقلال عدد مسئله:آیا

است. NP-کامل استقلال مسئله [١۶] .٢.٣.٣ قضیه

از آمده بدست گراف است، مفروض G گراف یک از X رأس�های از مجموعه یک [١] .٣.٣.٣ تعریف
G−X نماد با را واقع�اند X از رأس یک حداقل بر که یال�هایی با همراه X رأس�های حذف توسط G

می�دهیم. نمایش
٢Independent Transversal Domination Problem
٣Independent Transversal Dominating Set Problem
۴Not Independent Transversal Dominating Set Problem



٣٢ ساختاری ویژگی�های و پیچیدگی گراف�ها: در مستقل متقاطع مجموعه�های .٣

در باشد. احاطه�گر مجموعه یک S ⊂ V (G) و باشد بدیهی غیر گراف یک G کنید فرض [١] .۴.٣.٣ لم
.β٠(G−S) = β٠(G) اگر تنها و اگر نیست G در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S صورت این

حال، .β٠(G−X) ≤ β٠(G) داریم ،G رأس�های از X مجموعه هر برای که، کنید توجه ابتدا برهان.
احاطه�گر مجموعه یک S چون آن�گاه نباشد، G در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S ⊂ V (G) اگر
یک بنابراین ندارد. اشتراک S با که دارد وجود (G)β٠–مجموعه یک ،١.٣.٣ ادعا به بنا پس است،
مستقل مجموعه یک Y بنابراین .|Y | = β٠(G) بطوریکه دارد وجود Y ⊂ V (G)−S مستقل مجموعه

.β٠(G− S) = β٠(G) رو این از .β٠(G− S) ≥ |Y | = β٠(G) لذا و است G− S در
Y

′ G)β٠–مجموعه − S) یک بنابراین .β٠(G − S) = β٠(G) کنید فرض عکس، اثبات برای
S که است واضح بنابراین است. G در مستقل مجموعه یک Y ′ و ،|Y ′| = β٠(G) بطوریکه دارد وجود
مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S ،١.٣.٣ ادعا به بنا پس ندارد. اشتراک Y ′ (G)β٠–مجموعه با

نیست.

یکمجموعه S ⊂ V (G) احاطه�گر یکمجموعه آیا اینکه گیری تصمیم مسئله که می�یابیم در فوق لم از
این مطابق شود. ساده G − S گراف برای استقلال مسئله به می�تواند نیست مستقل متقاطع احاطه�گر

می�آید. بدست زیر نتیجه از است، NP در ITDS–مسئله که واقعیتی منظور،

است. NP-کامل ،NOT-ITDS مسئله [١] .۵.٣.٣ قضیه

یک ( NOT-ITDS مسئله متمم ) ITDS مسئله که میابیم در فوق، نتیجه از برآمدی یک عنوان به
است. Co-NP–کامل مسئله

است. Co-NP–کامل ،ITDS مسئله [١] .۶.٣.٣ نتیجه

.P=NP اگر تنها و اگر است P کلاس در ITDS مسئله [١] .٧.٣.٣ قضیه

در نیز است، NP مسئله یک که ،NOT-ITDS مسئله آن�گاه ،P=NP اگر که، کنید توجه ابتدا برهان.
بود. خواهد P کلاس در نیز ،ITDS مسئله آن، متمم پس است. P کلاس

نیز ،NOT-ITDS مسئله آن، متمم آن�گاه باشد، P کلاس در ITDS مسئله اگر عکس، اثبات برای
داریم لذا ،( ۵.٣.٣ قضیه به (بنا است NP–کامل مسئله یک NOT-ITDS مسئله چون است. P در

.P=NP

این آن و می�کنیم دنبال را مستقل متقاطع احاطه�گری مسائل پیچیدگی به راجع دیگری مبحث ما
عدد یک از کمتر G از مستقل متقاطع احاطه�گری عدد (آیا ITD مسئله که می�کنیم اثبات ما که، است
ساده�سازی یک ما این، دادن نشان برای .P=NP اگر تنها و اگر است NP–کامل است) r مثبت صحیح

می�دهیم. انجام را ،[١١] بود شده شناخته NP–کامل در قبلا که زیر احاطه�گری مسئله به
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مستقل متقاطع احاطه�گری مسئله پیچیدگی ١.٣.٣

بود، خواهد NP کلاس در ITD مسئله اینکه اثبات برای نیاز یک عنوان به که، می�کنیم ملاحظه ابتدا
از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک وجود بتواند که باشد موجود کننده تصدیق چندجمله�ای یک باید
این از ملاکی که حالتی یک زمینه این در کند. بررسی را r مثبت صحیح عدد یک مساوی یا کمتر اندازه
یک مفهوم، این در است. r مساوی یا کمتر اندازه از S مجموعه یک آن و است شده داده است، وجود
است G در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک براستی S که کند تصدیق باید چندجمله�ای الگوریتم
اگر بنابراین دارد. وجود P=NP حالت در تنها الگوریتم این ،٧.٣.٣ قضیه به بنا حال، هر به خیر. یا

نیست. NP در ITD-مسئله آن�گاه باشد، P̸=NP
می�دهیم. ارائه را است گراف یک از احاطه�گری عدد راجع�به که را زیر مسئله ادامه در

احاطه�گری عدد مسئله
r مثبت صحیح عدد یک و G بدیهی غیر گراف یک نمونه:

است r از کمتر G احاطه�گری عدد آیا اینکه گیری تصمیم مسئله:

است. NP–کامل احاطه�گری مسئله [١١] .٨.٣.٣ قضیه

V (G) = {v١, v٢, . . . , vn} رأس مجموعه با n ≥ ٢ مرتبه از غیرتهی گراف یک G کنید فرض
مجموعه سه می�سازیم. زیر صورت به را HG گراف ITD–مسئله، پیچیدگی تحلیل منظور به باشد.
از کدام هر که C = {c١, c٢, . . . , cn} و B = {b١, b٢, . . . , bn} ،A = {a١, a٢, . . . , an} رأس�های
(تمام می�دهیم تشکیل K٢n کامل گراف یک B و A مجموعه�های با می�گیریم. نظر در را هستند n اندازه
یالی ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای آن�گاه می�کنیم). اضافه را A ∪B از رأس دو هر بین ممکن یال�های
می�آید. بدست HG گراف صورت این در می�کنیم، اضافه ci و bi رأس دو بین یالی و ai و vi رأس دو بین

ببینید. را ١.٣ شکل ،HP۴ گراف از مثالی برای

.. V (P۴).

A

.

C

.

B

............

. HP۴ گراف :١.٣ شکل

می�دهیم. ارائه را HG گراف روی ادعاهایی و ویژگی�ها برخی حال

.γ(HG) = n+ γ(G) داریم ،n مرتبه از G تهی غیر گراف هر برای [١] .٩.٣.٣ لم
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وضوح به ،HG گراف ساختار این با مطابق باشد. یکγ(G)–مجموعه S ⊂ V (G) کنید فرض برهان.
نیز و A رأس�های تمام به ،bi مانند B از رأس هر زیرا است HG در احاطه�گر مجموعه یک S ∪ B

احاطه را C رأس�های هم و A رأس�های هم B مجموعه پس است، متصل ci(١ ≤ i ≤ n) رأس به
HG گراف از احاطه�گر مجموعه یک S ∪ B لذا است، γ(G)–مجموعه یک S چون طرفی از می�کند.

γ(HG) ≤ |S|+ |B| = γ(G) + n بنابراین است.
یک درجه دارای C از رأس هر چون باشد. γ(HG)–مجموعه یک X کنید فرض دیگر، طرف از
می�شود نتیجه ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای لذا است. X در bi آن همسایه یا و ci یا پس است،
برای ،ci یا bi از یکی حداقل X زیرا ،|X ∩ (B ∪ C)| ≥ n بنابراین .X ∩ {bi, ci} ̸= ∅ که
،ai یا vi با X لذا است، یکγ(HG)–مجموعه X چون همچنین، می�شود. شامل را ،i = ١,٢, . . . , n
می�کند، احاطه را vi(١ ≤ i ≤ n) رأس� اشتراک این چون طرفی از دارد. اشتراک ،(١ ≤ i ≤ n) که
G از احاطه�گر مجموعه یک |X ∩ (A∪ V (G))| پس است، G گراف برای احاطه�گر مجموعه یک پس

نتیجه در .|X ∩ (A ∪ V (G))| ≥ γ(G) بنابراین است.
γ(HG) = |X| = |X ∩ (B ∪ C)|+ |X ∩ (A ∪ V (G))| ≥ n+ γ(G).

.γ(HG) = n+ γ(G) رو این از

.β٠(HG) = n+ ١+ β٠(G) داریم ،n مرتبه از G تهی غیر گراف هر برای [١] .١٠.٣.٣ لم

یک حداقل لذا است، غیرتهی G چون باشد. (G)β٠–مجموعه یک S ⊂ V (G) کنید فرض برهان.
وضوح به ،HG گراف ساختار با مطابق حال، .vj /∈ S بطوریکه دارد وجود j ∈ {١,٢, . . . , n}
است). vj مجاور که است A از رأسی aj ) است HG در مستقل مجموعه یک S ∪ {aj} ∪C مجموعه

.β٠(HG) ≥ |S|+ ١+ |C| = β٠(G) + n+ ١ بنابراین
توسط شده تولید القایی گراف زیر چون باشد. (HG)β٠–مجموعه یک X کنید فرض دیگر، طرف از
می�شود، شامل را رأس یک حداکثر A∪B از X پس است، یکریخت K٢n کامل گراف یک با A∪B

بنابراین است. G از مستقل مجموعه یک X ∩ V (G) همچنین، .|X ∩ (A ∪B)| ≤ ١ لذا
β٠(HG) = |X| = |X ∩ C|+ |X ∩ V (G)|+ |X ∩ (A ∪B)| ≤ n+ β٠(G) + ١.

.β٠(HG) = n+ ١+ β٠(G) رو این از

است. C رأس�های تمام شامل (HG)β٠–مجموعه هر که است واضح آن، اثبات و فوق نتیجه مطابق
است. شده بیان زیر ادعای در موضوع این

باشد. فوق روند با شده ساخته گراف HG و باشد غیرتهی گراف یک G کنید فرض [١] .١١.٣.٣ ادعا
است. C مجموعه رأس�های تمام شامل (HG)β٠–مجموعه هر صورت این در

.γit(HG) = n+ γ(G) داریم ،n مرتبه از G تهی غیر گراف هر برای [١] .١٢.٣.٣ لم

که ،ci و bi که کنید (توجه ci ∈ C و bi ∈ B و باشد γ(G)–مجموعه یک S کنید فرض برهان.
مجموعه یک X = (C − {ci}) ∪ {bi} ∪ S مجموعه صورت این در مجاورند). ،i = ١,٢, . . . , n
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می�کند، احاطه را B و A مجموعه�های نیز bi و است γ(G)–مجموعه یک S زیرا است HG در احاطه�گر
یک X ،٩.٣.٣ لم به بنا پس .|X| = n+ γ(G) و است HG گراف برای احاطه�گر مجموعه یک X لذا
رأس�های تمام شامل (HG)β٠–مجموعه هر چون ،١١.٣.٣ ادعا به بنا همچنین، است. γ(HG)–مجموعه

متقاطع احاطه�گر مجموعه یک X بنابراین دارد. اشتراک (HG)β٠–مجموعه��ای هر با X پس است، C
.γit(HG) ≥ γ(HG) همواره طرفی از .γit(HG) ≤ |X| = γ(HG) = n+ γ(G) لذا است. مستقل

.γit(HG) = γ(HG) = n+ γ(G) رو این از

یاد به می�کنیم. اثبات را بخش این در اصلی�مان نتیجه سرانجام فوق نتیجه از استفاده با حال،
است. احاطه�گری مسئله به مستقل متقاطع احاطه�گری مسئله کردن ساده هدف�مان که می�آوریم

NP–کامل به�علاوه است. NP–سخت یکمسئله مستقل متقاطع احاطه�گری مسئله [١] .١٣.٣.٣ قضیه
P=NP اگر تنها و اگر است

می�سازیم. فوق روند از استفاده با HG گراف یک و می�گیریم نظر در را G بدیهی غیر گراف یک برهان.
،١٢.٣.٣ لم از استفاده با شود. انجام چندجمله�ای زمان در می�تواند ساختار چنین این که است واضح
تنها و اگر γ(G) ≤ k که می�شود نتیجه ،j = n+ k با j, k هر برای پس .γit(HG) = γ(HG) داریم
نتیجه در و می�کنیم ساده ITD–مسئله به را احاطه�گری مسئله داریم ما بنابراین، .γit(HG) ≤ j اگر

است. NP–سخت ITD–مسئله
ITD–مسئله دهیم نشان که داریم نیاز است NP–کامل ITD–مسئله اینکه اثبات شدن کامل برای حال،
مجموعه یک کند بررسی بتواند که باشد کننده تصدیق چندجمله�ای یک باید ،معادلا است. NP کلاس در
اگر خیر. یا است G در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک براستی r مساوی یا کمتر اندازه از S
اثبات بنابراین شود. انجام زمان چندجمله�ای در می�تواند این ،٧.٣.٣ قضیه از استفاده با آن�گاه ،P=NP

است. کامل طرف این
وجود کننده تصدیق چندجمله�ای یک بنابراین است. NP–کامل ITD–مسئله که کنیم فرض حال،
متقاطع احاطه�گر مجموعه یک براستی r مساوی یا کمتر اندازه از S مجموعه یک می�کند بررسی که دارد
به بنا پس است. P کلاس در ITDS–مسئله که است معنی بدان این که خیر، یا است G در مستقل

.P=NP که می�آوریم بدست ،٧.٣.٣ قضیه

مستقل متقاطع احاطه�گری عدد برای تحقق�پذیری نتایج ۴.٣

مطالعه در مهمی نقش γ(G) ≤ γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) کران که، کردیم اشاره ٢.٣ بخش شروع در
مسئله عنوان به قبلا که بپرسیم، را زیر سؤال که است طبیعی مفهوم، این برای دارد. γit(G) بررسی و
یک آیا مفروض�اند، a ≤ b ≤ a + c با c و b ،a مثبت صحیح عدد سه بود. شده بیان ٢ فصل در باز
سؤال این به مثبت جواب یک .δ(G) = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه دارد وجود G گراف
موضوع، این مطابق است. درخت یک عنوان به G گرفتن نظر در آن و است، معلوم δ(G) = ١ برای
چه کنیم مشخص که است جالب بنابراین .γ(T ) ≤ γit(T ) ≤ γ(T ) + ١ داریم ،T درخت هر برای
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بود، شده بیان ٢ فصل در نیز مسئله این است. γ(T ) + ١ برابر وقت چه و γ(T ) برابر γit(T ) وقت
ترتیب به γit(T ) آن با مطابق و ،٢ کلاس از یا است ١ کلاس از یا شده بندی طبقه T درخت یک که
آن�گاه ،δ(G) = c > ١ و نباشد درخت یک G اگر دیگر، طرف از است. γ(T )+١ برابر یا γ(T ) برابر
چنین به ما ادامه در .γit(G) = b و γ(G) = a که کنیم توصیف را گراف�هایی که هستیم این خواستار
مرجع در بار اولین که زیر گراف عملکرد معرفی به نیاز ما منظور، این برای می�دهیم. پاسخ مسئله�ای

داریم. است، شده تعریف [١٠]
عنوان به G ⊙ H ۵ تاج گراف باشند. n٢ و n١ مرتبه از ترتیب به گراف دو H و G کنید فرض
رأس هر کردن متصل و H از کپی n١ و G از کپی یک گرفتن از استفاده با H و G از آمده بدست گراف
را G رئوس مجموعه ما پس، این از می�شود. تعریف ،G از رأس i–امین به یالی با H از کپی i–امین از
خواهیم تعریف Hi = (Vi, Ei) توسط را G⊙H در H از کپی i–امین و ،V = {u١, u٢, . . . , un} با

می�کنیم. پیشنهاد را [١٧] مرجع تاج گراف از احاطه�گری به مربوط خواص برخی برای کرد.
دو به دو ماکزیمم مستقل مجموعه�های تعداد بزرگترین است، مفروض G گراف یک دیگر، طرف از
هرگاه گوییم G از dβ(G)–مجموعه یک را S ما پس، این از می�دهیم. نشان dβ(G) با را G از مجزا
حداقل گراف هر چون باشند. G از مجزا ماکزیمم مستقل مجموعه دو به متعلق S از متمایز رأس دو هر
راحتی به مثال، عنوان به .dβ(G) ≥ ١ ،G گراف هر برای لذا دارد، ماکزیمم مستقل مجموعه یک
کامل بخشی چند گراف هر برای همچنین .dβ(Cn) = ٢ ،Cn دور هر برای که کرد مشاهده می�توان
هدف�مان برای پارامتر این .dβ(G) = k که می�شود نتیجه دارد، جداشده مجموعه k که Kn,n,...,n منتظم
به آن از قبل ما اما است. مفید می�دهیم، نشان ادامه در که مستقل متقاطع احاطه�گری تحقق�پذیری روی

هستند. [١] مرجع از زیر قضایا و نتایج تمام داریم. نیاز زیر پایه�ای نتایج

.γ(G⊙H) = n داریم ،H و G گراف هر برای .١.۴.٣ لم

آن�گاه ،β٠(H) ≥ ٢ اگر بعلاوه، .β٠(G⊙H) = nβ٠(H) داریم ،H و G گراف هر برای .٢.۴.٣ لم
و است G⊙H در H گراف از Hi کپی�های به متعلق رأس�های فقط شامل (G⊙H)β٠-مجموعه هر

می�آید. بدست (Hi)β٠-مجموعه n از اجتماعی توسط این

می�کنیم. بررسی را تاج �های گراف از مستقل متقاطع احاطه�گری عدد ما ادامه در

H گراف هر برای صورت این در باشد. n ≥ ٢ مرتبه از گراف یک G کنید فرض .٣.۴.٣ قضیه
داریم ،β٠(H) ≥ ٢ بطوریکه

n− ١+ dβ(H) ≤ γit(G⊙H) ≤ n+ dβ(H).

داریم آن�گاه باشد، H در احاطه�گر مجموعه یک که باشد داشته وجود dβ(H)-مجموعه یک اگر بعلاوه،
.γit(G⊙H) = n− ١+ dβ(H)

هر ،٢.۴.٣ لم به بنا لذا ،β٠(H) ≥ ٢ چون باشد. γit(G⊙H)-مجموعه یک X کنید فرض برهان.
این و است G⊙H در H گراف از Hi کپی�های به متعلق رأس�های فقط شامل (G⊙H)β٠-مجموعه

۵Corona graph
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(G⊙H)β٠-مجموعه�ای هر با X چون بنابراین، می�آید. بدست (Hi)β٠-مجموعه n از اجتماعی توسط
مجموعه k اگر بعلاوه، .X ∩ V (Hj) ̸= ∅ بطوریکه دارد وجود j ∈ {١,٢, . . . , n} لذا دارد، اشتراک

.|X ∩ V (Hj)| ≥ k آن�گاه باشند، داشته وجود Hj در مجزا دو به دو ماکزیمم مستقل
به حداقل ،i ̸= j و i ∈ {١,٢, . . . , n} با V (Hi) مجموعه هر کردن احاطه برای دیگر، طرف از
|X∩(V (Hi)∪{ui})| ≥ ١ داریم i ̸= j و i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای بنابراین داریم. نیاز رأس یک

که داریم بنابراین، .( هستند G گراف رأس�های مجموعه {u١, u٢, . . . , un} که کنید (توجه

|X| =
n∑

i=١
|X ∩ (V (Hi) ∪ {ui})|

=
n∑

i=١,i̸=j

|X ∩ (V (Hi) ∪ {ui})|+ |X ∩ V (Hj)|

≥ (n− ١) + k = (n− ١) + dβ(H),

است. کامل پایین کران اثبات و
برای می�گیریم. نظر در را است شده ارائه زیر سبک در که G⊙H در Y مجموعه یک دیگر، طرف از
یک می�تواند A که کنید (توجه می�گیریم نظر در A (H١)dβ–مجموعه یک ،G ⊙H در H از H١ کپی
کرد مشاهده می�توان درستی به می�سازیم. را Y = V (G) ∪ A حال، .( نباشد H در احاطه�گر مجموعه
دارد اشتراک G⊙H در ماکزیمم مستقل مجموعه هر با و است G⊙H در احاطه�گر مجوعه یک Y که
فرض به بنا چون و است احاطه�گر مجموعه یک نیز Y پس است، یکγ(G⊙H)–مجموعه V (G) زیرا
کپی�های به متعلق رأس�های فقط شامل (G⊙H)β٠–مجموعه هر ،٢.۴.٣ لم به بنا لذا ،β٠(H) ≥ ٢
چون همچنین، و می�آید بدست (Hi)β٠–مجموعه n اجتماع از این که است G⊙H در H گراف از Hi

رئوس از یکی شامل (G⊙H)β٠–مجموعه هر لذا است، A رئوس از یکی شامل (H١)β٠–مجموعه هر
متقاطع احاطه�گر مجموعه یک Y پس دارد، اشتراک Y با G)β٠–مجموعه ⊙ H) هر پس است. A
می�شود. اثبات بالا کران و γit(G⊙H) ≤ |Y | = n+ dβ(H) بنابراین است. G⊙H در مستقل

مجموعه یک Y = (V (G)−{u١})∪A آن�گاه Hباشد، در احاطه�گر مجموعه یک A اگر نهایت، در
H١ گراف ،Aپس است، H در احاطه�گر مجموعه فرضیک به بنا A زیرا است مستقل متقاطع احاطه�گر
احاطه�گر مجموعه یک Y لذا می�کند. احاطه را گراف رئوس بقیه نیز V (G) و می�کند احاطه را u١ رأس و
بنابراین دارد. اشتراک (G⊙H)β٠–مجموعه�ای هر با Y فوق، استدلال به بنا همچنین، و G⊙Hاست از
.γit(G⊙H) ≤ |Y | = n− ١ + dβ(H) نتیجه در است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک Y

است. برقرار تساوی نتیجه در ،γit(G⊙H) ≥ n− ١+ dβ(H) که کردیم ثابت طرفی از

هر برای δ(G) = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه ،G گراف�های وجود مسئله با ما حال
لذا شد، بررسی قبلا δ(G) = ١ حالت چون داریم. کار و سر ،a ≤ b ≤ a+ c با c و b ،a صحیح عدد

می�شویم. متمرکز δ(G) = c > ١ حالت در ما

در .a ≤ b ≤ a+c و c ≥ ٢ بطوریکه باشند، مثبت صحیح عدد سه c و b ،a کنید فرض .۴.۴.٣ قضیه
.γit(G) = b و γ(G) = a بطوریکه دارد وجود δ(G) = c مرتبه کوچکترین از Gگراف یک صورت این
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می�گیریم. نظر در را زیر حالت دو اثبات برای برهان.

مورد گراف Kb کامل گراف آن�گاه ،a = ١ اگر می�کنیم. بررسی را a ≤ b = a + c حالت ابتدا .١
رو، این از .γit(Kb) = b و γ(Kb) = ١ = a ،δ(Kb) = b− ١ = b− a = c زیرا است، نظر

می�کنیم. بررسی را زیر حالت�های و ،a ≥ ٢ که می�کنیم فرض

H١ از آمده بدست گراف G و .H٢ ∼= Kc+١ ، H١ ∼= Ka کنید فرض .c ≤ a (A)
از رأس i–امین کردن متصل و H٢ از کپی a و H١ از کپی یک برداشتن توسط H٢ و
(شکل i = ١,٢, . . . , a برای باشد، H٢ کپی i–امین از رأس یک دقیقاً به یالی با H١

کنید فرض .( می�دهد نشان را c = ٢ و a = ۴ با G گراف قبیل این از مثالی ٢.٣
،i = ١,٢, . . . , a که ،H٢ از کپی رئوسi–امین مجموعه و V (H١) = {v١, v٢, . . . , va}
همه و δ(G) = c وضوح به باشد. V (Hi٢) = {vi١, vi٢, . . . , vi(c+١)} صورت به
این زیرا می�دهند تشکیل را گراف γ(G)–مجموعه تنها هستند، c+١ درجه از که رأس�هایی
مجاورند، Ka رأس�های از یکی با هم و Kc+١ رأس�های با هم که هستند رئوسی تنها رئوس
منحصر γ(G)–مجموعه این که می�دهند را γ(G)–مجموعه یک تشکیل رأس تا a این لذا
پس باشند. A = {v١١, v٢١, . . . , va١} صورت به رأس a این کنید فرض است. بفرد
از رأس یک دقیقاً شامل (G)β٠–مجموعه�ای هر و β٠(G) = a+١ همچنین .γ(G) = a

i = ١,٢, . . . , n هر ازای به همچنین، است. H٢ کپی هر از رأس یک دقیقاً شامل و H١

احاطه�گر مجموعه یک تشکیل S ′
= V (Ka) ∪ A و S = V (Hi٢) ∪ A مجموعه�های

متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S لذا ،c ≤ a چون اما، می�دهند. را مستقل متقاطع
مجموعه پس .i = ١ کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون است. مینیمم مستقل
بنابراین است. γit(G)–مجموعه یک S = {v١١, v٢١, . . . , va١, v١٢, v١٣, . . . , v١(c+١)}

.γit(G) = |S| = a+ c = b

.....

و γ(G) = a = ۴ ،δ(G) = c = ٢ که کنید توجه .c = ٢ و b = ۶ ،a = ۴ با G گراف :٢.٣ شکل
.γit(G) = b = a+ c = ۶



٣٩ مستقل متقاطع احاطه�گری عدد برای تحقق�پذیری نتایج .۴.٣

آمده بدست گراف G کنید فرض .d > c که ،H٢ ∼= Kd و H١ ∼= Kc کنید فرض .c > a (B)
باشد. زیر روند از استفاده با H٢ از کپی a و H١ از کپی یک برداشتن توسط H٢ و H١ از

،H٢ از کپی i–امین از رأس یک دقیقاً به یالی با H١ از رأس i–امین کردن متصل •
.i ∈ {١,٢, . . . , a− ١}

باقیمانده رئوس از یک هر به یالی با H٢ از کپی آخرین از رأس یک دقیقاً کردن متصل •
.H١

از رأس یک از گراف درجه کوچکترین که کرد مشاهده می�توان ساختار، این به توجه با
H٢ کپی�های از رأس�هایی همه و δ(G) = δ(H١) + ١ = c لذا می�آید، بدست H١ گراف
رئوس این زیرا می�دهند تشکیل را گراف γ(G)–مجموعه تنها دارند H١ در همسایه�ای که
حال، مجاورند. H١ رأس�های از یکی با هم و H٢ رأس�های با هم که هستند رئوسی تنها
هر و β٠(G) = a + ١ همچنین .γ(G) = a پس بنامید. A را γ(G)–مجموعه این
است. H٢ کپی هر از رأس یک دقیقاً و H١ از رأس یک دقیقاً شامل (G)β٠–مجموعه

احاطه�گر مجموعه یک تشکیل S ′
= V (Kd) ∪ A و S = V (Kc) ∪ A مجموعه�های لذا

بنابراین است. یکγit(G)-مجموعه S پس ،c < d چون اما، می�دهند. را مستقل متقاطع
،a = ٣ برای G گراف قبیل این از نمونه�ای ٣.٣ شکل γit(G) = |S| = a + c = b

می�دهد. نشان را b = ٧ و c = ۴

.....

،δ(G) = c = ۴ که کنید توجه .b = ٧ و d = ۵ ،c = ۴ ،a = ٣ با G گراف :٣.٣ شکل
.γit(G) = b = a+ c = ٧ و γ(G) = a = ٣

می�کنیم. بررسی را a ≤ b < a+ c حالت حال، .٢
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از استفاده با Kb(c−b+١)+١ و Kb گراف دو از آمده بدست گراف G کنید فرض آن�گاه ،a = ١ اگر
باشد. زیر روند

.Kb(c−b+١)+١ از u١ رأس یک با Kb از v١ رأس یک کردن یکی •

از متمایز و یکنواخت رأس c− b+ ١ به یالی با Kb از v١ از متمایز رأس هر کردن متصل •
.Kb(c−b+١)+١ از u١

نتیجه در می�آید. بدست v١ از غیر Kb در واقع رأس یک از G از درجه کوچکترین بنابراین،
احاطه را گراف کل Kb گراف از v١ رأس همچنین، .δ(G) = b − ١ + c − b + ١ = c

دیگر رأس یک و v١ از غیر Kb از رأس یک از (G)β٠–مجموعه هر و γ(G) = ١ لذا می�کند،
،b(c− b+ ١) + ١ > b چون می�شود. تشکیل u١ و رأس c− b+ ١ از غیر Kb(c−b+١)+١ از
مثالی ۴.٣ شکل .γit(G) = b پس است. G از γit(G)-مجموعه یک Kb رئوس مجموعه لذا

می�دهد. نشان را b = ٣ و c = ٣ ،a = ١ برای G گراف چنین این از

......

v١ = u١

.

و γ(G) = a = ١ ،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .b = ٣ و c = ٣ ،a = ١ با G گراف :۴.٣ شکل
.γit(G) = b = ٣

یک با ما منظور، این برای می�کنیم. بررسی a ≥ ٢ با را a ≤ b < a + c حالت نهایت، در
نیاز H گراف یک به ما صورت این در می�کنیم. شروع تنها، رأس بدون a مرتبه از G′ گراف
که باشد dβ(H)–مجموعه یک دارای و dβ(H) = b− a+ ١ و δ(H) = c− ١ بطوریکه داریم
می�گیریم. نظر در ،G′ ⊙H تاج گراف عنوان به را G گراف حال، است. احاطه�گر مجموعه یک
در u مانند دیگر رأس هر زیرا است δ(G) = δ(H) + ١ = c درجه کوچکترین دارای G گراف

با است برابر که است G در درجه�ای دارای G′

δG′ (u) + |V (H)| ≥ δG′ (u) + δ(H) + ١ = δG′ (u) + c > c.

داریم ،٣.۴.٣ قضیه به بنا و ،γ(G) = a داریم ،١.۴.٣ لم از همچنین،
γit(G) = a− ١+ dβ(H) = a− ١+ b− a+ ١ = b.

dβ(H)–مجموعه یک دارای و dβ(H) = b− a+ ١ ،δ(H) = c− ١ که H گراف یک حال،
کامل بخشی چند گراف یک کرد. خواهیم توصیف را است H در احاطه�گر مجموعه یک که باشد
نظر در را (|Ui| = ti, r > b − a + ١) U١, U٢, . . . , Ur جداشده مجموعه�های با Kt١,t٢,...,tr
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R یکسان اندازه دارای که باشند داشته وجود Uj مجموعه b − a + ١ دقیقاً بطوریکه می�گیریم
دارد وجود Ul مجموعه یک همچنین، .R = |Uj| = tj = max{ti,١ ≤ i ≤ r} و باشند
رأس آن�گاه، می�گیریم. نظر در را Kc کامل گراف یک دیگر، طرف از .|Ul| = tl = ١ بطوریکه
می�آید بدست H گراف و می�کنیم، متصل Kc کامل گراف از رأس c− ١ حداکثر به یالی با را Ul

.( می�دهد نشان را c = ۴ و b = ۵ ،a = ٣ برای H گراف قبیل این از مثالی ۵.٣ (شکل
مجاور Kcکه کامل گراف از یکرأس از که است c−١ درجه مینیمم Hدارای گراف که، کنید توجه

.....

β٠(H) = ۴ ،δ(H) = c− ١ = ٣ که کنید توجه .c = ۴ و b = ۵ ،a = ٣ با H گراف :۵.٣ شکل
.dβ(H) = b− a+ ١ = ٣ و

β٠(H) = R+١ که دید می�توان راحتی به همچنین، می�آید. بدست نیست، Ul مجموعه رأس با
یک با همراه R اندازه از Uj(١ ≤ j ≤ r) جداشده مجموعه از ماکزیمم مستقل مجموعه هر و
مجموعه�های قبیل این از تا b − a + ١ دقیقاً چون می�شود. تشکیل Kc کامل گراف از رأس
با است معادل این لذا دوم)، حالت فرض از استفاده (با c > b − a نیز و داریم Uj جداشده
دارند. وجود H در مجزا دو به دو ماکزیمم مستقل مجموعه b− a+١ نتیجه در ،c ≥ b− a+١
در است. H در احاطه�گر مجموعه یک dβ(H)-مجموعه هر و dβ(H) = b − a + ١ بنابراین

است. کامل اثبات نتیجه

مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه�های ویژگی�های و خواص ۵.٣

خانواده چندین از مستقل متقاطع احاطه�گری عدد که است مطلوب ITD-مسئله، پیچیدگی طبق حال،
برای کنیم. بررسی را گراف�ها در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه�های از خواص چندین یا گراف�ها از
١ فصل در داریم. نیاز شد، ارائه ١ فصل در که نمادسازی�هایی و اصطلاحات برخی به ما منظور، این
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مطابق و می�دهیم نمایش Ω(G) با را G در ماکزیمم مستقل مجموعه�های تمام مجموعه� که، کردیم بیان
از تنها رأس هر وضوح، به .ξ(G) = |core(G)| و core(G) =

∩
S∈Ω(G) S که کردیم بیان نیز این، با

هستند. [١] مرجع از بخش این قضایا تمام است. core(G) در مشمول G گراف یک

.v ∈ core(G) کنید فرض و باشد گراف یک G کنید فرض .١.۵.٣ ملاحظه

به است. G از مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک D ∪ {v} ،D γ(G)–مجموعه هر برای .١
.γit(G) ≤ γ(G) + ١ ویژه،

.γ(G) = γit(G) آن�گاه باشد، خوب γ(G)–رأس یک v اگر .٢

یک D ∪ {v} لذا دارد، وجود (G)β٠–مجموعه�ای هر در v پس ،v ∈ core(G) چون .١ برهان.
.γit(G) ≤ |D|+ ١ = γ(G) + ١ بنابراین است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه

این لذا دارد، وجود γ(G)–مجموعه�ها برخی در هم و (G)β٠–مجموعه�ای هر در هم v چون .٢
می�دهند. را مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک تشکیل تنهایی به یک هر γ(G)–مجموعه�ها

.γ(G) = γit(G) بنابراین

صورت این در باشد. فرد به منحصر (G)β٠–مجموعه یک با گراف یک G کنید فرض .٢.۵.٣ نتیجه
به متعلق خوب γ(G)–رأس هیچ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی بعلاوه، .γit(G) ≤ γ(G) + ١

نباشد. (G)β٠–مجموعه

صورت این در باشد. (G)β٠–مجموعه در رأسی u و باشد γ(G)–مجموعه یک S کنید فرض برهان.
.γit(G) ≤ |S|+ ١ = γ(G) + ١ لذا است، مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S ∪ {u}

به متعلق که باشد خوب γ(G)–رأس یک v کنید فرض .γit(G) = γ(G) + ١ کنید فرض حال،
،γ(G) = γit(G) داریم ،١.۵.٣ ملاحظه دوم قسمت به بنا لذا خلف). (فرض است (G)β٠–مجموعه

نیست. (G)β٠–مجموعه به متعلق خوب γ(G)–�رأس هیچ بنابراین است. تناقض این که
صورت این در نباشد. (G)β٠-مجموعه به متعلق خوب γ(G)–رأس هیچ کنید فرض برعکس،
اعضای از یکی حداقل شامل نیز و احاطه�گر مجموعه یک شامل مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر

است. برقرار تساوی پس ،γit(G) ≥ γ(G) + ١ بنابراین است. (G)β٠–مجموعه

.ξ(G) ≥ ١+β٠(G)−µ(G) آن�گاه باشد، β٠(G) > µ(G) با همبند گراف Gیک اگر .[۵] .٣.۵.٣ لم

معادلند. زیر شرایط تنها، رأس بدون G گراف هر برای .۴.۵.٣ قضیه

.γit(G) = α٠(G) + ١ (١)

است. G از رأسی پوشش یک γ(G)–مجموعه هر (٢)
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یک کنید فرض .γ(G) = α٠(G) داریم ،٢.٢.٣ قضیه از استفاده با :(٢) ⇐= (١) برهان.
مجموعه صورت این در نباشد. G از رأسی پوشش یک که باشد داشته وجود U γ(G)–مجموعه

و است U رئوس از بخشی شامل ماکزیمم مستقل مجموعه هر پس نیست. مستقل V (G) − U

مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک U لذا دارد. اشتراک U با ماکزیمم مستقل مجموعه هر عبارتی به
یک γ(G)–مجموعه هر پس است. تناقض که γit(G) ≤ |U | = γ(G) = α٠(G) بنابراین است.

است. G از رأسی پوشش
لذا است، احاطه�گر مجموعه یک D چون بگیرید. نظر در را D γit(G)–مجموعه هر :(١) ⇐= (٢)
α٠(G) ≤ γit(G) ≤ پس .γit(G) ≤ α٠(G) + ١ که می�دانیم طرفی از .|D| ≥ γ(G) = α٠(G)

این که است، γ(G)–مجموعه یک D آن�گاه ،γit(G) = α٠(G) = γ(G) اگر حال، .α٠(G) + ١
(G)β٠–مجموعه یک V (G) − D پس است. G از مینیمم رأسی پوشش یک D که می�کند ایجاب

.γit(G) = α٠(G) + ١ بنابراین است. تناقض در D بودن γit(G)–مجموعه با این که است،

پوشش تعدادی در مشمول γ(G)–مجموعه�ای هر اگر باشد. گرافی هر G کنید فرض .۵.۵.٣ ملاحظه
.γit(G) ≥ γ(G) + ١ آن�گاه باشد، مینیمم رأسی

γ(G)–مجموعه یک D کنید فرض و باشد n مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض .۶.۵.٣ گزاره
آن�گاه باشد، (G)β٠–مجموعه k دقیقاً شامل V (G)−D و β٠(G) ≥ (n− γ(G) + ٢/(١ اگر باشد.

.γit(G) ≤ γ(G) + ١ آن�گاه k ∈ {٢,٣} اگر به�علاوه، .γit(G) ≤ γ(G) + k

به (G)β٠–مجموعه�ها همه کنید فرض حال، است. بدیهی γit(G) ≤ γ(G) + k نامساوی برهان.
اشتراک هم با I٢ و I١ اگر هستند. V (G) − D در مشمول یک هر که باشند I١, I٢, . . . , Ik صورت
،n ≥ |D|+|I١|+|I٢| = γ(G)+٢β٠(G) ≥ γ(G)+n−γ(G)+١ = n+١ آن�گاه باشند، نداشته
آن�گاه ،v ∈ I١ ∩ I٢ و k = ٢ اگر حال، است. تهی غیر I١ ∩ I٢ بنابراین است. تناقض این که
در v چون و است احاطه�گر وضوح به زیرا است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک D ∪ {v}
بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه��ای هر با D ∪ {v} پس دارد، وجود (G)β٠–مجموعه هر

.γit(G) ≤ |D|+ ١ = γ(G) + ١
S٢ = I١∩I٣ ،S١ = I١∩I٢ مجموعه�های قبل، حالت به بنا می�گیریم. نظر در را k = حالت٣ حال،
G از مستقل مجموعه یک S١ ∪ S٢ ∪ S٣ وضوح به به�علاوه، هستند. تهی غیر همگی S٣ = I٢ ∩ I٣ و

بنابراین باشد. تهی I١ ∩ I٢ ∩ I٣ کنید فرض است.
n ≥ |D|+ |I١|+ |I٢|+ |I٣| − (|S١|+ |S٢|+ |S٣|) ≥ γ(G) + ٣β٠(G)− β٠(G) ≥ n+ ١,

آن�گاه ،u ∈ I١ ∩ I٢ ∩ I٣ اگر حال، است. تهی غیر I١ ∩ I٢ ∩ I٣ رو این از است. تناقض این که
.γit(G) ≤ γ(G) + ١ پس است. مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک D ∪ {u}

دارد. [١٨] مرجع از زیر شده شناخته نتیجه از استفاده به نیاز بعدی قضیه

آن�گاه ،|isol(G)| ≠ ١ اگر باشد. β٠(G) > |V (G)|
٢ با گراف یک G کنید فرض [١٨] .٧.۵.٣ لم

.ξ(G) ≥ ٢
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.γit(G) ≤ γ(G)+صورت١ این در باشد. β٠(G) > |V (G)|
٢ با Gیکگراف فرضکنید .٨.۵.٣ قضیه

داریم ،١.۵.٣ ملاحظه به بنا لذا و v ∈ core(G) آن�گاه باشد، G در تنها رأس یک v اگر برهان.
،|isol(G)| ̸= ١ چون ،٧.۵.٣ لم به بنا آن�گاه باشد، نداشته تنها رأس G اگر .γit(G) ≤ γ(G) + ١
لذا و دارد وجود u ∈ core(G) رأس یک پس است. تهی غیر core(G) یعنی این و ξ(G) ≥ ٢ پس

.γit(G) ≤ γ(G) + ١ داریم ،١.۵.٣ ملاحظه به بنا

.γ(G) + ١ یا است γ(G) یا γit(G) آن�گاه باشد، همبند دوبخشی گراف یک G اگر .٩.۵.٣ حدس

گراف�های همه حداقل برای شد، بیان نیز ٢ فصل در که فوق حدس که می�دهد نشان زیر نتیجه
است. درست فرد مرتبه از دوبخشی

.|X| ̸= |Y | بطوریکه باشد (X, Y ) بخش دو با دوبخشی گراف یک G کنید فرض .١٠.۵.٣ گزاره
است. درست باشد فرد مرتبه دارای G وقتی ویژه، به .γit(G) ≤ γ(G) + ١ صورت این در

بزرگتر بخش پس دارد. دیگر بخش از بیشتر ر�أس یک حداقل بخش یک لذا ،|X| ̸= |Y | چون برهان.
استنباط ٨.۵.٣ قضیه از مستقیماً و ،β٠(G) > |V (G)|

٢ بنابراین است. ماکزیمم مستقل مجموعه یک
.γit(G) ≤ γ(G) + ١ که می�شود

درخت�ها ١.۵.٣

می�آید. بدست زیر نتیجه بی�درنگ ،٣.٢.٣ قضیه از استفاده با

و ١ ≤ |X| ≤ |Y | بطوریکه باشد (X, Y ) بخش دو با درخت یک T کنید فرض .١١.۵.٣ نتیجه
که باشد داشته وجود X در رأس یک اگر تنها و اگر است ١ کلاس در T صورت این در .γ(G) = |X|

باشد. پایانی رأس یک حداکثر مجاور

کلاس در T درخت صورت این در باشد. ٣ حداقل مرتبه از درخت یک T کنید فرض .١٢.۵.٣ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط از یکی اگر است ١

هستند ساقه y٢ و y١ که دارد وجود x١y١y٢x٢ مسیر یک و V (T ) = End(T ) ∪ Stem(T ) (١)
است. yi(i = ١,٢) مجاور که است پایانی رأس تنها xi و

ساقه یک y بطوریکه دارد وجود xyz مسیر یک و ⟨V (T )− (End(T )∪ Stem(T ))⟩ ∼= Kr (٢)
است. y مجاور که است پایانی رأس تنها x و نیست ساقه یک z است،

یک V (T ) − Stem(T ) و است γ(T–مجموعه ) یک Stem(T ) که کنید توجه ابتدا (١) برهان.
یک نیز D = (Stem(T ) − {y١, y٢}) ∪ {x١, x٢} دیگر طرف از است. T)β٠–مجموعه )
مجموعه یک D پس نیست. مستقل مجموعه یک V (T )−D حالیکه در است، γ(T–مجموعه )
این و ،γit(T ) = γ(T ) بنابراین .γit(T ) ≤ |D| = γ(T ) و است مستقل متقاطع احاطه�گر

است. ١ کلاس در T درخت که است معنی بدان
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T)β٠–مجموعه ) یک V (T ) − Stem(T ) و است γ(T–مجموعه ) یک Stem(T ) وضوح به (٢)
حالیکه در است، γ(T–مجموعه ) یک نیز D = (Stem(T ) ∪ {x}) − {y} حال، است.
است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک D پس نیست. مستقل مجموعه یک V (T ) −D

است. ١ کلاس در T درخت یعنی این و ،γit(T ) = γ(T ) بنابراین .γit(T ) ≤ |D| = γ(T ) و

خوشه�ها مقابل در مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه��های ٢.۵.٣

دو هر بطوریکه است آن رأس�های از مجموعه زیر یک G گراف یک از k خوشه یک که می�آوریم یاد به
که است کامل گراف زیر یک خوشه یک ،معادلا باشند. متصل هم به یالی با مجموعه زیر این در رأس

باشد. رأس دو حداقل دارای
نامیده خوشه–متقاطع مجموعه یک کند قطع را خوشه�ها همه که گراف �های رأس از مجموعه یک
با و می�شود نامیده G در خوشه–متقاطع مجموعه یک اندازه کوچکترین خوشه–متقاطع عدد می�شود.
١٩٧٩ سال در [٢٠] ۶ پایان توسط این از پیش خوشه–متقاطع مفهوم می�شود. داده نمایش τC(G) نماد
[۶] ٩ توزا و ٨ گالای ٧ اردوش، در خوشه–متقاطع برای NP–سختی نتایج اولین و است شده برده نام

است. شده بیان

.n ≥ k+٢ که باشند طبیعی عدد دو n و k کنید فرض .( [۶] توزا و گالای اردوش، ) .١٣.۵.٣ قضیه
،τC(G) ≤ n−

√
kn آن�گاه باشد، داشته رأس k از بیش خوشه هر در که باشد رأسی nگراف یک G اگر

باشد. ۵ طول به چرخی G و ،n = ۵ ،k = ١ اینکه مگر

ارائه مستقل متقاطع احاطه�گری عدد برای نتیجه یک فوق شده شناخته قضیه از استفاده با حال،
می�دهیم.

گراف یک G اگر .n ≥ k + ٢ بطوریکه باشند طبیعی عدد دو n و k کنید فرض .١۴.۵.٣ گزاره
آن�گاه باشد، داشته رأس k از بیش ماکسیمال مستقل مجموعه هر در که باشد رأسی n کامل غیر

.γit(G) ≤ n−
√
kn+ γ(G)

I اگر تنها و اگر است G از ماکسیمال مستقل مجموعه یک I مجموعه یک که، کنید توجه ابتدا برهان.
G در ماکسیمال مستقل مجموعه هر Gبا از خوشه–متقاطع مجموعه هر رو، این از Gباشد. از یکخوشه
-γ(G)یک D و باشد G در اندازه بزرگترین از خوشه–متقاطع مجموعه یک F اگر حال، دارد. اشتراک
همچنین، دارد. Gاشتراک در ماکزیمم مستقل مجموعه هر D∪Fبا وضوح به آن�گاه Gباشد، از مجموعه
.n−

√
kn+γ(G) ≥ |F |+|D| ≥ |F∪D| ≥ γit(G) داریم ،١٣.۵.٣ قضیه به بنا آن�گاه ،G ≇ C۵ اگر

است. آشکار نتیجه آن�گاه ،G ∼= C۵ اگر نهایت، در

۶Payan
٧Erdős
٨Gallai
٩Tuza





۴ فصل

متقاطع احاطه�گری خصوص در جدید نتایج
گراف�ها در مستقل
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مقدمه ١.۴

در که ٧.٣.٢ حدس� سپس و می�کنیم بیان را [١٢] مرجع از شده شناخته نتایج برخی ابتدا فصل این در
مسائل از برخی همچنین می�کنیم. اثبات را آن از صحیحی صورت و می�کنیم رد را شد، مطرح ٢ فصل
به نیز ٣ فصل در که زیر مسئله از دیگری جواب نیز پایان در می�کنیم. حل را ٢ فصل در شده مطرح باز
است شده داده a ≤ b ≤ a+ c با c و b ،a مثبت صحیح عدد سه می�دهیم. ارائه را شد، داده پاسخ آن

δ(G)؟ = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه دارد وجود G گراف یک آیا ،
است. ذیل شرح به شده�اند مطرح ٢ فصل در که باز مسائل از برخی و ٧.٣.٢ حدس

.γit(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
آن�گاه باشد، کامل غیر همبند گراف یک G اگر [١٢] .١.١.۴ حدس

بطوریکه کنید مشخص را n مرتبه از G گراف�های همه [١٢] .٢.١.۴ مسئله

.γ(G) + γit(G) = n+ ١ (١)

.i(G) + γit(G) = n+ ١ (٢)

.γit(G) = α٠(G) + ١ (٣)

دارد وجود G گراف یک آیا مفروضند، a ≤ b ≤ a + c با c و b a عدد سه [١٢] .٣.١.۴ مسئله
δ(G)؟ = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه

شده�اند. ارائه پایان�نامه این در بار اولین برای فصل این در جدید نتایج تمام

شده شناخته نتایج ٢.۴

می�کنیم. بیان را [١٢] مرجع از شده شناخته نتایج از برخی بخش این در

است. درست یک، درجه کوچکترین با گراف�هایی همه برای ١.١.۴ حدس [١٢] .١.٢.۴ لم

.γit(G) ≤ α٠(G) داریم ،δ(G) ≥ ٢ با G کامل غیر گراف هر برای [١٢] .٢.٢.۴ لم

.γ(G) ≤ γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) داریم G گراف هر برای [١٢] .٣.٢.۴ لم

.γit(G) ≤ n
٢ آن�گاه باشد، β٠(G) ≥ n

٢ با کامل غیر گراف یک G اگر [١٢] .۴.٢.۴ لم

.γ(G) = α٠(G) آن�گاه باشد، γit(G) = α٠(G) + ١ با کامل غیر گراف یک G اگر [١٢] .۵.٢.۴ لم

زوج n اگر .γ(G) ≤ n
٢ داریم تنها، رأس بدون n مرتبه از G گراف یک برای .[١٣] .۶.٢.۴ قضیه

همبند گراف هر (برای باشد H+ یا C۴ یک G مؤلفه هر اگر تنها و اگر است برقرار تساوی آن�گاه باشد،
.(H



۴٩ γIT برای جدید کران�های .٣.۴

γit برای جدید کران�های ٣.۴

می�دهیم. پاسخ شده مطرح باز مسائل به وبعد می�کنیم رد را ١.١.۴ حدس ابتدا بخش این در
y و x′ به x رأس پیوستن با x′

y
′
z
′ و xyz مثلث دو از که باشد ۶ مرتبه از گرافی G١ گراف کنید فرض

حدس این که ،γit(G) = ۴ > ۶
٢ = ٣ که دید توان می صورت این در .(١.۴ (شکل می�آید بدست y′ به

می�کند. رد را ١.١.۴

..
y

′
.

y
.

z

.

x

.

x
′

.

z
′

.G١ گراف :١.۴ شکل

می�کنیم. اثبات و بیان را ١.١.۴ حدس از صحیحی صورت حال

،γit(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
+δ(G)−١ داریم ،δ(G) ≥ ٢ با n مرتبه Gاز کامل غیر گراف هر برای .١.٣.۴ قضیه

است. دقیق کران این و

می��گیریم. نظر در را زیر حالت دو باشد. n مرتبه از کامل غیر همبند گراف یک G کنید فرض برهان.

لم به بنا حال، .γ(G) ≤
⌊
n
٢
⌋
=

⌈
n
٢
⌉
− ١ داریم ،۶.٢.۴ قضیه به بنا آن�گاه باشد، فرد n اگر •

.γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
− ١+ δ(G) داریم ،٣.٢.۴

یا G گراف ،۶.٢.۴ قضیه به بنا صورت این در .γ(G) = n
٢ کنید فرض باشد. زوج n اگر •

آن�گاه باشد، رأسی n گراف یک G = H+ اگر .(H همبند گراف هر (برای H+ یا است C۴

بنابراین، داشتیم. انتظار که همانطور ،γit(G) = γit(H
+) = n

٢ ≤
⌈
n
٢
⌉
+١−١ و δ(G) = ١

داریم ،٣.٢.۴ لم به بنا نتیجه در ،γ(G) ≤ n
٢ − ١ این�صورت در .γ(G) < n

٢ کنید فرض
از کامل غیر همبند گراف هر برای بنابراین .γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) ≤

⌈
n
٢
⌉
− ١ + δ(G)

.γit(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
+ δ(G)− ١ داریم n مرتبه

کنید. ملاحظه را ١.۴ شکل G١ گراف کران، بودن دقیق دیدن برای

می�پردازیم. ٢.١.۴ مسئله پاسخ به حال

صورت این در باشد. n مرتبه از همبند گراف یک G کنید فرض .٢.٣.۴ قضیه

.G = Kn اگر تنها و اگر γ(G) + γit(G) = n+ ١ (١)
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.G = Kn اگر تنها و اگر i(G) + γit(G) = n+ ١ (٢)

(فرض باشد کامل غیر گراف یک G کنید فرض .γ(G)+ γit(G) = n+١ کنید فرض (١) برهان.
می�گیریم. نظر در را زیر حالت دو خلف).

همچنین، .γit(G) ≤
⌈
n
٢
⌉
داریم ،١.٢.۴ لم به بنا صورت این در .δ(G) = ١ کنید فرض •

این که ،γ(G) + γit(G) < n + ١ رو این از .γ(G) ≤ n
٢ داریم ،۶.٢.۴ قضیه به بنا

.G = Kn بنابراین است. تناقض

،٢.٢.۴ لم به بنا لذا است، کامل غیر Gگراف چون صورت این در .δ(G) ≥ ٢ کنید فرض •
پس ،γ(G) ≤ β٠(G) همواره که می�دانیم طرفی، از .γit(G) ≤ α٠(G) داریم

n+ ١ = γ(G) + γit(G) ≤ β٠(G) + α٠(G) = n,

.G = Kn بنابراین است. تناقض این که

نتیجه در .γit(Kn) = n و γ(Kn) = ١ صورت این در .G = Kn کنید فرض برعکس،
.γ(Kn) + γit(Kn) = n+ ١

خلف). (فرض باشد کامل غیر گراف یک G کنید فرض .i(G) + γit(G) = n+ ١ کنید فرض (٢)
می�گیریم. نظر در را زیر حالت دو

داریم ،γ(G) ≤ i(G) رابطه نیز و ٣.٢.۴ لم از استفاده با آن�گاه باشد، δ(G) = ١ اگر •
γit(G) ≤ γ(G) + δ(G) = γ(G) + ١ ≤ i(G) + ١,

توجه با و ،i(G) ≥ n
٢ لذا .i(G) ≥ γit(G)− ١ = n− i(G) که است معنی بدان این و

اما، .γit(G) = n + ١ − i(G) ≤ n
٢ + ١ داریم ،i(G) + γit(G) = n + ١ اینکه به

لم به بنا نتیجه در است، کامل غیر گراف چون و ،β٠(G) ≥ n
٢ لذا ،i(G) ≤ β٠(G) چون

.G = Kn بنابراین است. تناقض این که ،γit(G) ≤ n
٢ داریم ،۴.٢.۴

داریم ،٢.٢.۴ لم به بنا لذا است، کامل غیر گراف چون آن�گاه باشد، δ(G) ≥ ٢ اگر •
پس ،i(G) ≤ β٠(G) که می�دانیم طرفی از .γit(G) ≤ α٠(G)

n+ ١ = i(G) + γit(G) ≤ β٠(G) + α٠(G) = n,

.G = Kn بنابراین است. تناقض این که

نتیجه در .γit(Kn) = n و i(Kn) = ١ صورت این در .G = Kn کنید فرض برعکس،
.i(Kn) + γit(Kn) = n+ ١

تنها و اگر γit(G) = α٠(G) + ١ آن�گاه باشد، δ(G) ≥ ٢ با همبند گراف یک G اگر .٣.٣.۴ گزاره
G = Kn اگر
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G کنید فرض .γit(G) = α٠(G) + ١ و باشد δ(G) ≥ ٢ با همبند گراف یک G کنید فرض برهان.
لذا .γit(G) ≤ α٠(G) داریم ،٢.٢.۴ لم به بنا صورت این در خلف). (فرض باشد کامل غیر گراف یک

G = Kn بنابراین است. تناقض این که ،α٠(G) + ١ = γit(G) ≤ α٠(G)

بنابراین .α٠(Kn) = n − ١ و γit(Kn) = n صورت این در .G = Kn کنید فرض برعکس،
.γit(Kn) = α٠(Kn) + ١

صورت این در باشد. δ(G) = ١ با n مرتبه از کامل غیر همبند گراف یک G کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه
یک B بطوریکه کرد افراز B و A مجموعه دو به را V (G) بتوان اگر تنها و اگر γit(G) = α٠(G) + ١

باشد. B در اختصاصی همسایه یک حداقل دارای A از رأس هر و باشد مستقل مجموعه

.γ(G) = α٠(G) داریم ،۵.٢.۴ لم به بنا صورت این در .γit(G) = α٠(G) + ١ کنید فرض برهان.
وضوح به این�صورت در .B = V (G)− S و A = S و باشد رأسی پوشش مینیمم یک S کنید فرض
باشد نداشته B در اختصاصی همسایه هیچ u و باشد u ∈ S کنید فرض است. مستقل مجموعه یک B

می�گیریم. نظر در را زیر حالت دو .( خلف (فرض

پوشش یک S زیرا است احاطه�گر مجموعه یک S − {u} آن�گاه باشد. S در تنها غیر رأسی (١)
چون طرفی از است. نیز احاطه�گر مجموعه یک S لذا ،γ(G) ≤ α٠(G) و است مینیمم رأسی
S ،u حذف با لذا نیست، B در اختصاصی همسایه دارای نیز و است S در تنها غیر رأسی u
این که ،γ(G) ≤ |S| − ١ = α٠(G)− ١ بنابراین است. G در احاطه�گر مجموعه یک همچنان
همسایه یک حداقل دارای S در تنها غیر رأس هر بنابراین است. تناقض در γ(G) = α٠(G) با

است. B در اختصاصی

(S − {u}) ∪ {v} صورت این در .v ∈ N(u) ∩ B کنید فرض باشد. S در تنها رأسی u اگر (٢)
B در اختصاصی همسایه دارای نیز و است S در تنها رأسی u زیرا است احاطه�گر مجموعه یک
صورت این در کرد. جایگزین را v رأس آن جای به و کرد حذف را u رأس می�توان پس نیست،
با (S−{u})∪{v} لذا ،v ∈ B چون طرفی از است. احاطه�گر مجموعه یک (S−{u})∪{v}
احاطه�گر مجموعه یک (S−{u})∪{v} مجموعه بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه�ای هر
در γit(G) = α٠(G) + ١ با این که ،γit(G) ≤ |S| = α٠(G) لذا است. مستقل متقاطع
است. B در اختصاصی همسایه یک حداقل دارای S در تنها رأس هر بنابراین است. تناقض

است. B در اختصاصی همسایه یک حداقل دارای A از رأس هر بنابراین
دارای A از رأس هر و است مستقل مجموعه یک B که ،V (G) = A ∪ B کنید فرض برعکس،
.β٠(G) ≥ |B| لذا است، مستقل مجموعه یک B چون است. B در اختصاصی همسایه یک حداقل
به .|A| ≤ |B| لذا است، B در اختصاصی همسایه یک حداقل دارای A از رأس هر چون همچنین،
یک A طرفی از .γ(G) ≥ |A| پس است. رأس |A| حداقل شامل احاطه�گر مجموعه هر وضوح
.γ(G) = |A| رو این از .γ(G) ≤ |A| بنابراین .N [A] = V (G) زیرا است G برای احاطه�گر مجموعه
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حال، .β٠(G) + γ(G) ≥ n − |A| + |A| = n پس ،β٠(G) ≥ |B| = n − |A| طرفی از
.γ(G) ≤ α٠(G) همواره که می�دانیم طرفی از .γ(G) ≥ α٠(G) لذا ،β٠(G) + α٠(G) = n چون
مجموعه یک A ∪ {x} صورت این در باشد. x ∈ B کنید فرض حال، .γ(G) = α٠(G) بنابراین
x ∈ B چون و است احاطه�گر مجموعه یک قبل، توضیحات به بنا زیرا است مستقل متقاطع احاطه�گر
یا و ،x مانند B اعضای از یکی شامل حداقل (G)β٠–مجموعه�ای هر لذا ،β٠(G) ≥ |B| ≥ |A| و
بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه�ای هر با A∪ {x} پس است، A اعضای از یکی حداقل شامل
لذا ،γit(G) ≥ γ(G) = α٠(G) چون همچنین، .γit(G) ≤ |A| + ١ = γ(G) + ١ = α٠(G) + ١
پوشش یک S ′ کنید فرض و γit(G) = α٠(G) کنید فرض حال، .α٠(G) ≤ γit(G) ≤ α٠(G) + ١

می�افتد. اتفاق زیر حالت دو صورت این در باشد. G از مینیمم رأسی

ندارد، اشتراک B مستقل مجموعه با S ′ که، است معنی بدان این آن�گاه باشد. S ′ ∩B = ∅ اگر (١)
است. تناقض این که

S
′ با که است (G)β٠–مجموعه یک (A − S

′
) ∪ (B − S

′
) آن�گاه باشد. S ′ ∩ B ̸= ∅ اگر (٢)

است. تناقض این که ندارد، اشتراک

γit(G) = α٠(G) + ١ که است معنی بدان این و ،γit(G) ̸= α٠(G) بنابراین

γit(G) = α٠(G)+١ Gبا گراف� برای ممنوعه القایی زیرگراف اساس بر دسته�بندی هیچ .۵.٣.۴ نتیجه
ندارد. وجود

یال دو پیوستن بوسیله ،G از آمده بدست گراف G′ و باشد، دلخواهی گراف هر G کنید فرض برهان.
رأس�های تمام همچنین، .γ(G′

) = |V (G)| = α٠(G
′
) صورت این در باشد. G رأس هر در آویزان

شامل مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه هر پس می�دهند. را گراف (G)β٠-مجموعه تنها تشکیل پایانی
γit(G

′
) ≥ γ(G

′
)+١ = بنابراین است. (G)β٠–مجموعه از رأس یک شامل و احاطه�گر مجموعه یک

.γit(G
′
) = α٠(G

′
) + ١ نتیجه در .α٠(G

′
) + ١

می�پردازیم. شد، مطرح نیز ٣ فصل در که ٣.١.۴ مسئله پاسخ به حال

صورت این در باشند. a ≤ b ≤ a + c با مثبت صحیح عدد سه c و b ،a کنید فرض .۶.٣.۴ قضیه
.δ(G) = c و γit(G) = b ، γ(G) = a بطوریکه دارد وجود G گراف یک

صورت به آن رئوس مجموعه که باشد رأسی a کامل گراف یک H و b = a+ c کنید فرض ابتدا برهان.
از آمده بدست گراف G و H٢ ∼= Kc+١ و H١ ∼= Kc کنید فرض باشد. V (H) = {v١, v٢, . . . , va}

باشد. زیر روند از استفاده با H٢ از کپی a− ١ و H١ از کپی یک و H

.H گراف از v١ رأس به یالی با H١ کپی از رأس هر کردن متصل •

.i = ٢,٣, . . . , a برای ،H از رأس i–امین به یالی H٢با از کپی i–امین از رأس هر کردن متصل •
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می�دهد. نشان را c = ٣ و b = ٧ ،a = ۴ که حالتی برای G گراف قبیل این از مثالی ٢.۴ شکل
باشد. A١ = V (Kc) = {u١, u٢, . . . , uc}صورت به ،v١ به متصل H١ رئوس مجموعه کنید فرض
یک D کنید فرض .γ(G) ≤ a لذا است. احاطه�گر مجموعه یک {v١, v٢, . . . , va} مجموعه وضوح به
و H١ از رأس یک دقیقاً شامل D وضوح به .|D| ≥ a دهیم نشان است کافی باشد. γ(G)–مجموعه

بنابراین است. H١ و H٢ کپی هر به متصل vi(١ ≤ i ≤ a) رأس شامل یا و H٢ کپی هر از رأس یک
v١ به متصل A١ از رأس یک از G گراف درجه کوچکترین همچنین، .γ(G) = a رو این از .|D| ≥ a

.β٠(G) = a که دید می�توان راحتی به .δ(G) = δ(Kc) + ١ = c− ١ + ١ = c پس می�آید، بدست
است مستقل متقاطع احاطه�گر یکمجموعه S = {v١, v٢, . . . , va, u١, u٢, . . . , uc} مجموعه همچنین،
دقیقاً شامل (G)β٠–مجموعه���ای هر چون و است احاطه�گر S لذا هستند، S در مشمول H رئوس زیرا
دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه���ای هر با S پس است، H١ رئوس از یکی شامل یا و H رئوس از یکی

.γit(G) ≤ |S| = a+ c = b بنابراین

.......

و γ(G) = a = ۴ ،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .c = ٣ و b = ٧ ،a = ۴ با G گراف :٢.۴ شکل
.γit(G) = b = a+ c = ٧

مجموعه Ai کنید فرض .|S ′| ≥ b می�دهیم نشان باشد. γit(G)–مجموعه یک S ′ کنید فرض حال،
.١ ≤ i ≤ a برای ،Ai ⊈ S

′ و باشد ،i = ٢,٣, . . . , a برای vi به متصل Kc+١ کامل گراف رئوس
{x١, x٢, . . . , xa} مجموعه صورت این در .i = ١,٢, . . . , a برای ،xi ∈ Ai − S

′ کنید فرض
عدد یک بنابراین است. تناقض این که ندارد، اشتراک S ′ با که است ماکزیمم مستقل مجموعه یک
است، احاطه�گر مجموعه یک S ′ چون .Ai ⊆ S

′ بطوریکه دارد وجود i ∈ {١,٢, . . . , a} صحیح
آن�گاه باشد، i > ١ اگر .vj ∈ S

′ یا S ′ ∩ Aj ̸= ∅ یا j ̸= i(١ ≤ j ≤ a) هر برای لذا
،|S ′ ∩ Aj| ≤ ١ کنید فرض .i = ١ کنید فرض بنابراین .|S ′| ≥ c + ١ + a − ١ = c + a = b

مجموعه صورت این در .j = ٢, . . . , a برای ،yj ∈ Aj − S
′ همچنین، و ،j = ٢, . . . , a که

تناقض این که ندارد، اشتراک S ′ با که است ماکزیمم مستقل مجموعه یک {y٢, y٣, . . . , ya, v١}
بنابراین .|S ′ ∩ Aj| ≥ ٢ بطوریکه دارد وجود j ∈ {٢,٣, . . . , a} صحیح عدد یک بنابراین است.

.γit(G) = a+ c = b رو این از .|S ′| ≥ c+ a− ٢+ ٢ = c+ a = b

می�گیریم. نظر در را زیر حالت�های .b ≤ a+ c− ١ که می�کنیم فرض حال،
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کنید فرض .V (H) = {v١, v٢, . . . , vb} و باشد رأسی b کامل گراف H کنید فرض .b > a, c (١)
،i = ١,٢, . . . , a که ،H از رأس i-امین به یالی با H١ از کپی i-امین از رأس هر و H١ ∼= Kc

{v١, v٢, . . . , va} مجموعه وضوح به بنامید. G را آمده بدست گراف این�صورت در باشد. متصل
نشان باشد. γ(G)-مجموعه یک D کنید فرض .γ(G) ≤ a لذا است. احاطه�گر مجموعه یک
از رأس یک دقیقاً شامل D لذا است، احاطه�گر مجموعه کوچکترین D چون .|D| ≥ a دهیم
.|D| ≥ a بنابراین است. H١ کپی هر به متصل vi(١ ≤ i ≤ a) رأس شامل یا و H١ کپی هر
H١ رأس یک از G گراف درجه کوچکترین لذا ،b > c چون حال، .γ(G) = a رو این از
.δ(G) = δ(Kc) + ١ = c − ١ + ١ = c پس می�آید، بدست vi(١ ≤ i ≤ a) به متصل
رأس یک دقیقاً شامل (G)β٠–مجموعه�ای هر و ،β٠(G) = a + ١ که دید می�توان همچنین،
که است آشکار است. H١ کپی هر از رأس یک دقیقاً و {va+١, va+٢, . . . , vb} مجموعه از
مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه یک S = {v١, v٢, . . . , va, va+١, va+٢, . . . , vb} مجموعه
و است S در مشمول است، G از γ(G)–مجموعه یک که {v١, v٢, . . . , va} مجموعه زیرا است
با S لذا است، {va+١, va+٢, . . . , vb} مجموعه از رأس یک شامل (G)β٠–مجموعه�ای هر چون

.γit(G) ≤ |S| = b بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه�ای هر

Ai کنید فرض .|S ′| ≥ b می�دهیم نشان باشد. γit(G)–مجموعه یک S ′ کنید فرض حال،
نظر در را زیر حالت دو باشد. i = ١,٢, . . . , a برای vi به متصل H١ گراف رئوس مجموعه

می�گیریم.

پس است، احاطه�گر مجموعه یک S ′ چون .{va+١, va+٢, . . . , vb} ⊆ S
′ کنید فرض •

.|S ′ | ≥ b− a+ a = b بنابراین .i = ١,٢, . . . , a برای ،S ′ ∩ (Ai ∪ {vi}) ̸= ∅

کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون .{va+١, va+٢, . . . , vb} ⊈ S
′ کنید فرض •

برای ،xi ∈ Ai − S
′ و ،i = ١,٢, . . . , a برای ،Ai ⊈ S

′ که کنید فرض .va+١ /∈ S
′

مستقل مجموعه یک {x١, x٢, . . . , xa, va+١} مجموعه صورت این در .i = ١,٢, . . . , a
صحیح عدد یک بنابراین است. تناقض این که ندارد، اشتراک S ′ با که است ماکزیمم
فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون .Ai ⊆ S

′ بطوریکه دارد وجود i ∈ {١,٢, . . . , a}
یا ،j ∈ {٢,٣, . . . , a} هر برای لذا است، احاطه�گر مجموعه یک S ′ چون .i = ١ کنید

.|S ′| ≥ c+ a− ١ ≥ b بنابراین .vj ∈ S
′ یا S ′ ∩ Aj ̸= ∅

قبیل این از مثالی ٣.۴ (شکل γit(G) = b بنابراین .|S ′ | ≥ b داریم فوق حالت دو در رو این از
می�دهد). نشان را c = ٣ و b = ۶ ،a = ۴ که حالتی برای G گراف

صورت به آن رئوس مجموعه و باشد Ka+c,a+c کامل دوبخشی گراف H کنید فرض .a = b (٢)
و اول بخش به متعلق vi(١ ≤ i ≤ a + c) که باشد، {v١, v٢, . . . , va+c, v

′

١, v
′

٢, . . . , v
′
a+c}

کپی i-امین از رأس هر H١و ∼= Kc کنید فرض باشند. دوم بخش به متعلق v′
i(١ ≤ i ≤ a+c)

حال، باشد. متصل ،i = ١,٢, . . . , a−١ برای ،H اول بخش از رأس i-امین به یالی با H١ از
مجموعه یک {v١, v٢, . . . , va−١, v

′

١} مجموعه صورت این در بنامید. G را آمده بدست گراف
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و γ(G) = a = ۴ ،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .c = ٣ و b = ۶ ،a = ۴ با G گراف :٣.۴ شکل
.γit(G) = b = ۶

دوبخشی گراف چون باشد. γ(G)-مجموعه یک D کنید فرض .γ(G) ≤ a لذا است. احاطه�گر
از رأس a − ١ از کدام هر طرفی از است. H بخش هر از رأس یک دقیقاً شامل D لذا است،
رأس یا H١ کپی هر از رأس یک شامل D پس هستند. H١ از کپی یک به متصل اول بخش
.|D| ≥ a − ١ + ١ = a بنابراین است. دوم بخش از رأس یک و vi(١ ≤ i ≤ a − ١)
متصل H١ کپی از رأس یک از G گراف درجه کوچکترین همچنین، .γ(G) = a رو این از
.δ(G) = δ(Kc) + ١ = c − ١ + ١ = c لذا می�آید، بدست vi(١ ≤ i ≤ a − ١) به
و دوم بخش رأس�های تمام شامل (G)β٠–مجموعه�ای هر و ،β٠(G) = ٢a+ c− ١ همچنین،
یک S = {v١, v٢, . . . , va−١, v

′

١} مجموعه حال، است. H١ کپی هر از رأس یک دقیقاً شامل
است احاطه�گر مجموعه یک قبل توضیحات به بنا زیرا است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه
هر با S پس است، v′

i(١ ≤ i ≤ a + c) رأس�های تمام شامل (G)β٠–مجموعه�ای هر چون و
نتیجه در .γ(G) = a طرفی از .γit(G) ≤ |S| = a بنابراین دارد. اشتراک (G)β٠–مجموعه�ای

G گراف قبیل این از مثالی ۴.۴ (شکل γit(G) = a = b رو این از .γit(G) ≥ γ(G) = a

می�دهد). نشان را c = ٣ و a = b = ۴ که حالتی برای

.V (H) = {v١, v٢, . . . , vb} و باشد رأسی b کامل گراف یک H کنید فرض .a < b ≤ c (٣)

باشد. زیر روند از استفاده با H١ از کپی a و H از آمده بدست گراف G و H١ ∼= Kc کنید فرض

برای ،H از رأس i–امین به یالی توسط H١ از کپی i–امین از رأس هر کردن متصل •
صورت به ،v١ رأس به متصل H١ گراف رئوس مجموعه کنید فرض .i = ١,٢, . . . , a

باشد. A١ = V (Kc) = {u١, u٢, . . . , uc}

درجه بطوریکه {u٢, . . . , uc} رئوس از برخی به یالی با vi(a+ ١ ≤ i ≤ b) کردن متصل •
شود. c برابر vi

پس است. G برای احاطه�گر مجموعه یک {v١, v٢, . . . , va} مجموعه وضوح به صورت، این در
شامل D چون .|D| ≥ a دهیم نشان باشد. γ(G)–مجموعه یک D کنید فرض .γ(G) ≤ a
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و γ(G) = a = ۴ ،δ(G) = c = ٣ که کنید توجه .c = ٣ و a = b = ۴ با G گراف :۴.۴ شکل
.γit(G) = b = ۴

هر از رأس یک و H١ کپی از vi(a + ١ ≤ i ≤ b) به متصل {u٢, . . . , uc} از رأس یک دقیقاً
رو این از .|D| ≥ a لذا است. H١ کپی هر به متصل vi(١ ≤ i ≤ a) رأس شامل یا و H٢ کپی
vi(a+١ ≤ i ≤ b) به متصل غیر رأس یک از Gگراف درجه کوچکترین همچنین، .γ(G) = a

.δ(G) = c بنابراین می�آید. بدست vi(a + ١ ≤ i ≤ b) رأس یک از یا و Kc گراف در
مجموعه آن�گاه باشد، vi(٢ ≤ i ≤ a) به متصل Kc کامل گراف رئوس مجموعه Ai اگر به�علاوه،
G از ماکزیمم مستقل مجموعه یک ،xi ∈ Ai(i = ٢,٣, . . . , a) که {u١, x٢, . . . , xa, va+١}
یک S = {v١, v٢, . . . , va, va+١, . . . , vb} مجموعه حال، .β٠(G) = a + ١ لذا و است،
احاطه�گر مجموعه یک که {v١, v٢, . . . , va} مجموعه زیرا است مستقل متقاطع احاطه�گر مجموعه
(G)β٠–مجموعه�ای هر چون و است احاطه�گر مجموعه یک S لذا است، S در مشمول است،
اشتراک (G)β٠–مجموعه�ای هر با S لذا است، {va+١, va+٢, . . . , vb} رئوس از یکی شامل

.γit(G) ≤ |S| = b بنابراین دارد.

دادن دست از بدون .|S ′| ≥ b می�دهیم نشان باشد. γit(G)–مجموعه یک S ′ کنید فرض حال،
متصل {u٢, u٣, . . . , uc−b+٢} به vi ،i = a+١, a+٢, . . . , b برای که کنید فرض مسئله کلیت
متصل A١ از رأس c − b به باید vi لذا باشد، c باید vi(a + ١ ≤ i ≤ b) درجه چون باشد،
یا S ′ ∩Ai ̸= ∅ یا لذا است، احاطه�گر مجموعه یک S ′ چون ،i ∈ {١,٢, . . . , a} هر برای باشد.
.vi /∈ S

′ بطوریکه دارد وجود i ∈ {a+١, a+٢, . . . , b} صحیح عدد یک کنید فرض .vi ∈ S
′

این در .yi ∈ Ai − S
′ کنید فرض .i = a + ١ کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون

ماکزیمم مستقل مجموعه یک {y١, y٢, . . . , ya, va+١} مجموعه ،i = ١,٢, . . . , a برای صورت
،i = a+١, a+٢, . . . , b هر برای بنابراین است. تناقض این که ندارد، اشتراک S ′ با که است
این از مثالی ۵.۴ (شکل γit(G) = b رو این از .|S ′| ≥ b − a + a = b نتیجه در .vi ∈ S

′

می�دهد). نشان را c = ۴ و b = ۴ ،a = ٢ که حالتی برای G گراف قبیل
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و γ(G) = a = ٢ ،δ(G) = c = ۴ که کنید توجه .c = ۴ و b = ۴ ،a = ٢ با G گراف :۵.۴ شکل
.γit(G) = b = ۴
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Aabstract

A set S ⊆ V of vertices in a graph G = (V,E) is a dominating set if every vertex in
V −S is adjacent to a vertex in S. The minimum cardinality of a dominating set is called
the domination number of G and is denoted by γ(G). A dominating set which intersects
every maximum independent set in G is called an independent transversal dominating
set. The minimum cardinality of an independent transversal dominating set is called the
independent transversal domination number of G and is denoted by γit(G).
In this thesis, we investigate this parameter. We determine the exact valuse of the inde-
pendent transversal domination number in several families of graph including paths, cycles
and wheels. We also obtain different bounds for this parameter and study the complexity
of it. Also, We answer some problems on this parameter. We obtain several new bounds
for the independant transversal domination number of a graph, and characterize all graphs
achieving equality for new bounds.
Keywords: dominating set, independent set, independent transversal dominating set.
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