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ھد
ریاض علوم ده دانش کاربردی ریاض رشته ارشد کارشناس دانشجوی احمدی صدیقه اینجانب

معین متقارن ماتریس�های تجزیه�های منظم�سازی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعت اه دانش
دیفرانسیل معادلات حل مثبتدر

�شوم: م متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمای تحت ، شعاع پایه�ای تواب با

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش�گران، ر دی پژوهش�های نتای از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هی دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه �جا هی در

اه دانش “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصل نتای آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
�گردد. م رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است،

(یا یافته دسترس افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده مدیاستفاده) ا ه صد

ن۹۴
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رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
باید مطلب این �باشد. م شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به

�باشد. نم مجاز منب ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای و اطلاعات از استفاده •



یده چ
شد داده شرح شعاع پایه�ای تواب کم با تاب درونیاب و پرداخته�ایم شعاع پایه�ای تواب معرف به ابتدا
سپس و آورده�ایم به�دست غیر�مستقیم و مستقیم روش�های با را تاب مشتق ، تواب این با درونیاب طریق از و
، چولس مستقیم تجزیه روش�های به را است شده ایجاد ، شعاع پایه�ای تواب درونیاب در که اه دست
و قطر افزایش روش خاطر این به نبود حل قابل دلایل به چولس تجزیه کرده�ایم، حل LDLT و دولیتل
و داد خواهد را بهتری نتای LDLT و اجرا قابل چولس تجزیه اینصورت در برده�ایم، ار ب را رایل روش

چولس روش با که اه دست ر دی بخش در بود، خواهد برخوردار کمتری نوسانات از شده ایجاد نمودار
معادلات حل پایان در و کرده�ایم حل مزدوج گرادیان تجزیه روش نام به ری دی روش با را نبود اجرا قابل

داده�ایم. انجام شعاع پایه�ای تواب ه شب روش با و کردن خط با را زمان به وابسته غیرخط دیفرانسیل

معادلات حل ، تجزیه �های روش به اه دست حل ، تاب درونیاب ، شعاع پایه�ای تواب کلماتکلیدی:
دیفرانسیل



پایان�نامه از مستخرج مقالات لیست

گرادیان روش با حاصل اه�های دست حل و شعاع پایه�ای تواب با ”درونیاب م، قوتمند. ص، احمدی. .١
.١٣٩۴ ماه دی ریاض و فیزی الملل بین کنفرانس دومین مزدوج”،
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فصل١

نیازها پیش و اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

از بسیاری برای �توان نم که آنجای از و �کنند م توصیف ریاض مدل�های با را طبیع پدیده�های بیشتر
معادلات به مدل�ها این از زیادی تعداد �گیریم. م بهره عددی روش�های از یافت واقع جواب مدل�ها این

�شوند. م منجر جزئ مشتقات با دیفرانسیل

به دستیاب دارند �های پیچیدگ آنها، جواب دامنه که جزی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از بسیاری در
تفاضلات موجود(نظیر سنت روش�های است. نیاز مورد مناسب عددی روش ی و بوده دشوار دقیق جواب
از �باشند. م مساله حل دامنه ه�بندی شب به وابسته عمدتا معادلات این حل برای محدود) اجزاء و متناه
هزینه جمله از مناسب ه شب ی تولید دشواری�های به �توان م ه شب به وابسته روش�های لات مش جمله

کرد. اشاره مسائل برخ در بالا محاسبات

حساب به ه شب به وابسته سنت روش�های برای زین جای ه شب بدون روش�های مذکور، لات مش دلیل به
به را مرزی مقدار مساله گسسته�سازی که اصل معادلات هر�گاه گوییم ه شب بدون � را روش ی �آیند. م

باشند) خوش�رفتار ه شب ی ارائه از نباشند(مستقل خوش�رفتار ه شب ی به وابسته دارند عهده

ابعاد در آن ارگیری ب شعاع خاصیت دلیل به� و بوده ه شب بدون روش ی ، شعاع پایه�ای تواب روش�
بعلاوه است. دست�یافتن آنها از معین انواع برای طیف دقت و است همراه کمتری دشواری�های با بالا
ابزارهای از ی شعاع پایه�ای �تواب روش است. استفاده قابل خوب به نامنظم دامنه�های روی بر روش� این
ه�های شب نقشه�برداری، در آن کاربردهای از بعض است. متغیره چند پراکنده داده�های درونیاب برای اساس

�باشد. م دیفرانسیل معادلات عددی حل و پزش برداری تصویر ، عصب

�پایه�ای تواب برای را روش این او شد. ارائه ١ هاردی توسط ١٩٧١ سال در شعاع پایه�ای تواب مفهوم
داد. ارائه چندربع �شعاع

از ی هی داشت. سروکار تن و پراکنده داده�های از متغیره دو درونیاب با خود مطالعات در هاردی
رضایت منظور این برای ( متغیره دو اسپلاین�های و چندجمله�ای�ها فوریه، (نظیر موجود درونیاب روش�های

١Hardy



٢ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١

نامنفرد بعلاوه بودند، برخوردار زیادی نوسانات از یا بودند هموار خیل یا روش�ها این زیرا نبودند، بخش
نبودند. شده تضمین آنها درونیاب ماتریس بودن

آن در فاصله مفهوم تنها که چرا �کرد. م کار خوب به هم ی از بیش ابعاد با مسائل روی هاردی روش
،١٩٨٢ سال در است. بعدی ت مفهوم ی واق در و بوده محاسبه قابل راحت به بعدی هر در که بود مطرح
درونیاب معمول و مشهور روش�های خود گزارش در او بخشید. شهرت را چندربع ٢روش فران ریچارد
بهترین �چند�ربع روش که دریافت ریچارد داد. قرار مطالعه و بررس مورد متنوع مثال�های برخ روی بر را
انتقال�های از خط ترکیب ی درونیاب تاب که است آن �چند�ربع روش اصل ویژگ ی است. روش
بنابراین دارد. بست مرکزش از نقاط اقلیدس فاصله به تنها آنها از هرکدام که است شعاع پایه�ای تاب ی

�باشد. م مرکز به نسبت شعاع متقارن ، شعاع پایه�ای تواب این از هرکدام
پایه�ای تواب روش عنوان به و شد داده تعمیم گاوس نظیر شعاع پایه�ای تواب ر دی به چندربع روش

گرفت. نام شعاع
کانسا٣ که بود زمان آن و شد مطرح ر دی �بار ی شعاع پایه�ای تواب مفهوم و روش ١٩٩٠ سال در
زمان آن از کرد. ارائه شعاع پایه�ای تواب بر مبتن جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای را روش
گرفته کار به مهندس و علوم عرصه�های در گسترده طور به شعاع پایه�ای تواب بر مبتن روش�های حال به تا

شده�اند.
و هموار �نهایت ب تواب اصل بخش دو به �روند م ار ب شعاع پایه�ای تواب روش در که ϕ(r) تواب
ل ش همواری و هستند ل ش پارامتر ی دارای هموار �نهایت ب تواب که �شوند م تقسیم هموار ه�ای ت تواب
تواب �شوند. م هموارتر پایه�ای تواب ل ش پارامتر مقدار کاهش با که طوری به �کند م تنظیم را پایه�ای تواب

هستند. هموار �نهایت ب چندربع وس مع و چندربع و گاوس پایه�ای
دارد. بست ل ش پارامتر مقدار و داده�ای نقاط تعداد به هموار �نهایت ب ϕ(r) برای پایداری و دقت
بهبود معناداری بطور شعاع پایه�ای تواب درونیاب دقت ل، ش پارامتر مقدار کاهش با که داد ۴نشان مری

است. تاثیر�گذار خط اه دست پایداری بر و �یابد م
از بسیاری سراسری محمل نوع به توجه با که است ذکر قابل ته ن این نیز محاسبات هزینه مورد در
با ماتریس این وارون محاسبه لزوم بدلیل و است پر و ال چ به وابسته درونیاب ماتریس ، �شعاع پایه�ای تواب
شده انجام افزایشسرعت و ل مش این رف برای تلاش�های هرچند �باشیم. م مواجه محاسبات �های پیچیدگ
�یابد نم توسعه �ها پیچیدگ این بعد افزایش با ، �شعاع پایه�ای تواب �های ویژگ بدلیل ر دی سوی از است.

است. �شعاع پایه�ای تواب بزرگ امتیازات از که

٢Richard Frank
٣Kansa
۴Merich



٣ مقدمات و تعاریف .٢.١

مقدمات تعاریفو ٢.١

است. شده داده توضی بعد فصل�های در نیاز مورد مفاهیم فصل این در

�شود. م نامیده ۵ تن ماتریس صفر عناصر زیادی تعداد با ماتریس ی .( تن (ماتریس تعریف١.٢.١

هرگاه: گویند متقارن را A مربع ماتریس متقارن). (ماتریس تعریف٢.٢.١

A = At.

که A دترمینان صورت این در باشد، n × n ماتریس A کنید فرض ماتریس). (دترمینان تعریف٣.٢.١
�کنیم: م تعریف زیر صورت به را �شود م داده نشان det (A) علامت با

det (A) =
n∑

j=۱
aij(−۱)i+j det (Aij).

An×n ماتریس jام ستون و iام سطر حذف از که است (n−۱)× (n−۱) مربع ماتریس ،Aij آن در که
�آید. م به�دست

نامنفرد و det (A) = ۰ هرگاه گویند منفرد را A ماتریس نامنفرد). و منفرد ماتریس ) ۴.٢.١ تعریف
باشد. det (A) ̸= ۰ هرگاه گویند

هرگاه: گویند متعامد را A مرب ماتریس .( متعامد ماتریس ) تعریف٢.١.۵

AT = A−۱.

ناصفر بردار هر برای هرگاه گویند، مثبت معین را A متقارن ماتریس مثبت). معین تعریف۶.٢.١(ماتریس
باشیم: داشته x

xtAx > ۰,

که: صورت در و

xtAx ≥ ۰.

گویند. نامنف معین را A

چندجمله�ای باشد. n× n ماتریس ی A کنید فرض مقادیرویژه). ) تعریف٧.٢.١

PA(λ) = det(λI − A),

این هستند. A ماتریس ویژه مقادیر مشخصه، چندجمله�ای صفرهای �شود. م نامیده مشخصه چندجمله�ای
وجود x صفر غیر بردار اگر تنها و اگر است، A ماتریس از ویژه مقدار ی ،λ ∈ C است، این با معادل

به�طوری�که: باشد، داشته

Ax = λx.

۵Spars



۴ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١

با A ماتریس طیف شعاع را اندازه نظر از A ماتریس ویژه مقدار بزرگترین .( طیف (شعاع تعریف٨.٢.١
باشند: A ویژه مقادیر λ۱, λ۲, λ۳..., λn اگر ر دی بیان به �دهند. م نشان ρ(A) با و گویند n× n ابعاد

ρ(A) = max |λi|, i = ۱,۲, · · ·n.

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه نامند نرم را اشت ن ∥ · ∥ : Rn → R برداری). نرم ) تعریف٩.٢.١

X = اگر۰ فقط و اگر ∥X∥ = ۰ و ∥X∥ ≥ ۰ (الف)

X ∈ Rn بردار هر و α حقیق عدد هر برای (ب)
∥αX∥ =| α | ∥X∥,

X,Y ∈ Rn دلخواه بردار دو هر برای (پ)
∥X+Y∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y∥.

است: آمده� زیر در آنها از نمونه چند که دارد وجود متعددی برداری نرم�های تعریف١٠.٢.١.

: ی نرم (الف)

∥X∥۱ =
n∑

i=۱
|xi|,

: اقلیدس نرم یا دو نرم (ب)

∥X∥۲ =

(
n∑

i=۱
x۲
i

)۱
۲

,

: p نرم (پ)

∥X∥p =

(
n∑

i=۱
|xi|p

)۱
p

,

: بینهایت نرم (ت)
∥X∥∞ = max |xi|.

خاصیت این با Ax = b اه دست برای x جواب ی دوم). توان�های کمترین (جواب ١١.٢.١ تعریف
�باشد. م �نیمم م ∥Ax− b∥۲ که است

در جزئ تغییرات هرگاه نامند خوش�وض را مساله ی .( بدوض و خوش�وض مساله ) ١٢.٢.١ تعریف
اصطلاحا نباشد مساله�ایخوش�وض اگر و نشود جوابخروج در یر تغییراتچشم به منجر ورودی داده�های

�نامند. م بدوض

زیر به�صورت و �دهند م نشان C(A) با را Aماتریس شرط عدد ماتریس). شرط (عدد تعریف١٣.٢.١
�کنند: م تعریف

C(A) = ∥A∥ × ∥A−۱∥.



۵ مقدمات و تعاریف .٢.١

معادلات اه دست که است آن ر بیان باشد کوچ عددشرط اگر است ماتریس نرم ی ∥A∥ نرم که
A ماتریس که است آن ر بیان باشد، بزرگ مقداری شرط عدد اگر و است وض خوش حاصل، Ax = b

زیاد A ماتریس وس مع محاسبه در خطا و �نامند م بدوض را ماتریس حالت این در است، منفرد تقریبا
است.

تاب باشد، برداری نرم ی ∥ · ∥ کنید فرض تعریف٢.١.١۴.

∥A∥ =
x ̸=۰

sup
∥Ax∥
∥x∥

.

�شود. م نامیده ( طبیع ماتریس (نرم القای ماتریس نرم که است ماتریس نرم ی

�شود: م تعریف زیر به�صورت بینهایت نرم و ی نرم ماتریس). (نرم تعریف٢.١.١۵

،∥A∥۱ = max
∑n

i=۱ |aij| ۱ ≤ j ≤ n (الف)

،∥A∥∞ = max
∑n

j=۱ |aij| ۱ ≤ j ≤ n (ب)

�شود. م نامیده سطری مجموع نرم و ستون مجموع نرم ترتیب به و

اعداد مجموعه به n×n حقیق ماتریس�های تمام مجموعه بر اشت ن ماتریس نرم ی تعریف٢.١.١۶.
�کند: م صدق زیر شرایط در B و A ،n مرتبه از ماتریس�های برای که است حقیق

،A = ۰ اگر تنها و اگر ∥A∥ = ۰ و ∥A∥ ≥ ۰ (الف)

،∥αA∥ = ∥α∥∥A∥ (ب)

،∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ (پ)

.∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ (ت)

است. نامنفرد اه آن باشد مثبت معین A اگر .١٧.٢.١ قضیه

x ̸= ۰ ازای به لذا باشد داشته ناصفر جواب �تواند م Ax = b اه دست اه آن باشد منفرد Aاگر برهان.
باشد. نامنفرد باید Aپس دارد منافات A بودن مثبت معین فرض با این و xtAx = ۰ باشیم داشته �توانیم م

اه آن باشد دلخواه حقیق عدد ی p و λ نظیر ویژه بردار X و A ویژه مقدار ی λ اگر .١٨.٢.١ قضیه
است. آن نظیر ویژه بردار X و A− pI ماتریس ویژه مقدار λ− p

بنابراین: است X ویژه بردار نظیر A ویژه مقدار λ کنید فرض برهان.
AX = λX,

داریم: فوق رابطه طرفین به −pX افزودن با
AX − pX = λX − pX,
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X از فاکتورگیری با و
(A− pI)X = (λ− p)X,

است. آن نظیر ویژه بردار X و A− pI ماتریس ویژه مقدار ی (λ− p) نتیجه در و

اگر: گوییم را هم را A ماتریس تعریف١٩.٢.١.
lim

k−→∞
Ak = ۰.

ماتریس سری .٢٠.٢.١ قضیه
I + A+ A۲ + · · · ,

باشد. را هم ماتریس ی A اگر است را هم (I − A)−۱ به

ρ(A) < ۱ ه این با است معادل این و k → ∞ Akوقت → ۰ است، را ماتریسهم Aی چون برهان.
هم و هستند I−Aماتریس ویژه مقادیر ۱−λi چون و |λi| < ۱ داریم: A ویژه مقدار هر ازای به لذا ،

داریم طرف از است. نامنفرد I − A ماتریس لذا هستند مثبت
(I − A)(I + A+ A۲ + · · ·+ Ak) = I − Ak+۱

داریم: بنابراین .k → ∞ وقت Ak+۱ → ۰ است، را هم ماتریس ی A چون و
(I − A)−۱ = I + A+ A۲ + · · ·

منحصربفرد تجزیه ی A مانند مثبت معین متقارن ماتریس ی برای .٢١.٢.١ قضیه
A = HHT ,

است. مثلث پایین ماتریس ی H آن در که دارد وجود

LU تجزیه روی از �تواند م A متقارن مثبت معین ماتریس ی برای چولس تجزیه وجود برهان.
کهادهای دارای نتیجه در و است مثبت معین ماتریس ی A ماتریس چون شود. دیده A ماتریس
آن در که نوشت. U = DU۱ به�صورت �توان م را U مثلث بالا ماتریس است. مثبت پیشرو اصل
A = LDU۱ بنابراین است. واحد بالامثلث ماتریس ی U۱ Dو = diag(u۱۱, u۲۲, · · · , unn)

(UT
۱ )

−۱L ماتریس D = (UT
۱ )

−۱LDU۱(LT )−۱ یا UT
۱ DLT = LDU۱ داریم A = AT چون

یعن (UT
۱ )

−۱L = U۱(LT )−۱ = I که �شود م نتیجه بنابراین است. واحد مثلث پایین ماتریس ی
مثلث پایین ماتریس ی L آن در که شود نوشته A = LDLT به�صورت �تواند م A بنابراین U۱ = LT

A هستند، a۱۱a
(۱)
۲۲ · · · a(n−۱)

nn · · · a۱۱a
(۱)
۲۲ , a۱۱ ، A ماتریس پیشرو اصل کهادهای چون است. واحد

ماتریس که ام هن یعن باشد. مثبت a(n−۱)
nn · · · a(۱)۲۲ , a۱۱ محوری عناصر اگر فقط و اگر است مثبت معین

که: D = D
۱
۲D

۱
۲ نوشت �توان م بنابراین �باشند، م مثبت D قطری عناصر است، مثبت معین A

D
۱
۲ = diag

[
√
a۱۱,

√
a
(۱)
۲۲ , · · · ,

√
a
(n−۱)
nn

]
= diag(

√
u۱۱,

√
u۲۲ · · · ,

√
unn).

بنابراین:
A = LDLT = LD

۱
۲D

۱
۲LT = HHT .

است. معروف دوم ریشه وریتم ال نام به کاربردها برخ در چولس وریتم ال



٧ لسون نی - کران روش .٣.١

y+k و x+h نقطه دو هر برای اه آن ،f ∈ Cn+۱[a, b]× [c, d] اگر متغیره). دو ٢٢.٢.١(تیلور قضیه
داریم: [a, b]× [c, d] ⊆ R۲ در

f(x+ h, y + k) =
n∑

i=۰

۱
i!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)i

f(x, y) + En(h, k),

آن در که

En(h, k) =
۱

(n+ ۱)!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)n+۱
f(x+ θh, y + θk),

�باشد. م ۱ و ۰ بین عددی θ اینجا در که

است: زیر صورت به جمله دو برای قضیه این در جملات )معن
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)۰
f(x, y) = f(x, y),(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)۱
f(x, y) =

(
h
∂f

∂x
+ k

∂f

∂y

)
(x, y),(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)۲
f(x, y) =

(
h۲∂

۲f

∂x۲ + ۲kh ∂۲f

∂x∂y
+ k۲∂

۲f

∂y۲

)
(x, y).

غیره. و

است: برقرار زیر رابطه تعریف٢٣.٢.١.
(A− UD−۱V )−۱ = A−۱ + A−۱U(D − V A−۱U)V A−۱,

که: ام هن
D = I = V, U = −KI,

نتیجه: در

(A+KI)−۱ = A−۱ −K۲A−۱(I +
A−۱

k
)−۱A.

نشان که است، ناچیز فوق معادله در K۲A−۱(I + A−۱
k
)−۱A مقدار ، کوچ خیل و ثابت K برای

[١۴] داشت. خواهد A−۱ به نزدی تقریب (A+KI)−۱ �دهد م

است:[۵] برقرار زیر رابطه تعریف٢.١.٢۴.
(A+B)−۱ = A−۱ + A−۱BA−۱ + A−۱BA−۱BA−۱ − · · · ,

لسون نی - روشکران ٣.١

داد. خواهیم توضی زیر انتشار یا گرما معادله با را لسون نی - کران روش
∂
∂t
u(x, t) = α۲ ∂۲

∂x۲u(x, t), ۰ < x < L, t > ۰,
u(۰, t) = ۰, u(۱, t) = ۰, t > ۰.
u(x,۰) = f(x), x ≥ ۰.

(١.١)
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استفاده با تفاضل روش �باشد م متناه تفاضلات شامل �بریم م ار ب مسئله این جواب تقریب برای که روش
�باشد: م زیر به�صورت t در تیلور سری از

∂u

∂t
(xi, tj) =

u(xi, tj+۱)− u(xi, tj)

k
, (٢.١)

با: است برابر ،x در تیلور سری و

∂۲u

∂x۲ (xi, tj) =
u(xi+۱, tj)− ۲u(xi, tj) + u(xi−۱, tj)

h۲ , (٣.١)

�باشد: م زیر به�صورت �آید، م به�دست (٣.١) و (٢.١) از که تفاضل روش بنابراین،
u(xi, tj+۱)− u(xi, tj)

k
− α۲u(xi+۱, tj)− ۲u(xi, tj) + u(xi−۱, tj)

h۲ = ۰.

است. معروف پیشرو تفاضل روش به تفاضل روش این
آورد. به�دست زیر به�صورت را پسرو تفاضل فرمول �توان م مشابه به�طور

u(xi, tj)− u(xi, tj−۱)

k
− α۲u(xi+۱, tj+۱)− ۲u(xi, tj+۱) + u(xi−۱, tj+۱)

h۲ = ۰,

�آید. م به�دست پیشرو و پسرو تفاضل روش ین میان از شده، ین میان تفاضل روش اه آن
است. شده شناخته ۶ لسون نی - کران روش عنوان به روش، این

کوتا - روشرون ۴.١

یرید: ب نظر در را زیر کل }مساله
x′ = f(t, x)

x(t۰) = x۰
(۴.١)

به�صورت: x(t+ h) تیلور بسط

x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +
h۲

۲!x
′′(t) +

h۳

۳!x
′′′ + · · · (۵.١)

(۴.١) دیفرانسیل معادله از
x′(t) =f,

x′′(t) =ft + fxx
′ = ft + fxf,

x′′(t) =ftt + ftxf + (ft + fxf)fx + f(fxt+ fxxf),

شوند: نوشته زیر ل ش به �توانند م (۵.١) معادله اول جمله سه

x(t+ h) =x+ hf +
۱
۲h۲ft + ffx +O(h۳)

=x+
۱
۲hf +

۱
۲h[f + hft + hffx] +O(h۳),

(۶.١)

اول جمله چند کم به را جزئ مشتقات حال �باشند. م غیره و f(t, x) معنای به f ، x(t) معنای به x که
�کنیم. م حذف متغیره دو تیلور سری

f(t+ h, x+ hf) = f + hft + hffx +O(h۲),

۶Crank - Nicolson
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شود. نوشته دوباره زیر به�صورت �تواند م (۶.١) معادله

x(t+ h) = x+
۱
۲hf +

۱
۲hf(t+ h, x+ hf) +O(h۳),

از: است عبارت جواب بردن پیش برای فرمول بنابراین

x(t+ h) = x(t) +
h

۲f(t, x) +
h

۲f(t+ h, x+ hf(t, x)),

معادل طور به یا

x(t+ h) = x(t) +
۱
۲(F۱ + F۲), (٧.١)

آن در که

{
F۱ = hf(t, x),

F۲ = hf(t+ h, x+ F۱),
(٨.١)

و گیرد قرار استفاده مورد راری، ت طور به جواب بردن پیش گام ی برای لحظه هر در �تواند م فرمول این
�شود. م نامیده دو مرتبه کوتای - رون روش

�باشد. م زیر ل ش به دو مرتبه کوتای - رون روش کل طور به

x(t+ h) = x+ w۱hf + w۲hf(t+ αh, x+ βhf) +O(h۳), (٩.١)

کم به �تواند م (٩.١) معادله �باشند. م ما اختیار در که هستند پارامترهای β ، α، w۲ ، w۱ آن در که
شود. نوشته دوباره زیر ل ش به متغیره دو تیلور سری

x(t+ h) = x+ w۱hf + w۲h[f + αhft + βhffx] +O(h۳), (١٠.١)

کنیم. تحمیل را زیر شرایط باید که �کنیم م (١٠.١)ملاحظه و (۶.١) روابط مقایسه با
w۱ + w۲ = ۱,
w۲α = ۱

۲ ,

w۳β = ۱
۲ ,

(١١.١)

�باشد. م (٧.١) معادله دو مرتبه کوتای - رون روش با متناظر که ، α = β = و۱ w۱ = w۲ = ۱
۲ پس

�آید. م به�دست بالاتر مراتب کوتای - رون روش مشابه طور به

۴ مرتبه کوتای - رون

�دهیم. م ارائه ۴ مرتبه کوتای - رون روش برای فرمول�های اینجا در

x(t+ h) = x(t) +
۱
۶(r۱ + ۲r۲ + ۲r۳ + r۴), (١٢.١)

آن: در که
r۱ = hf(t, x),

r۲ = hf(t+ ۱
۲h, x+ ۱

۲r۱),

r۳ = hf(t+ ۱
۲h, x+ ۱

۲r۲),

r۴ = hf(t+ h, x+ r۳).

(١٣.١)
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�کند. م تولید را h۴ خود و h۴ تا تیلور سری جملات که �شود م خوانده ۴ مرتبه جهت آن از روش این
است. O(h۵) خطا بنابراین



فصل٢

پایه�ای�شعاع تواب ه شب

مقدمه ١.٢

مسائل حل برای منظم�سازی فرضیه مبنای بر قوی بسیار ریاضیات پایه ١دارای شعاع پایه�ای تواب ه شب
خروج شده�اند. یل تش خروج و مخف ورودی، لایه�های شامل لایه سه از ه�ها، شب این �باشد. م ل مش

�باشد. م ورودی داده�های برای شعاع پایه�ای تواب از خط ترکیب ی ه شب این

گرفته قرار مختلف رشته�های محققان مطالعه مورد یر چشم طور به پراکنده داده�های درون�یاب اخیرا
هی ما و است معلوم نقاط از برخ در تنها تاب ی مقادیر که �شویم م مواجه مسائل با شاخه این در است.

مهم ما برای بررس و تحلیل برای نامعلوم نقاط در تاب مقدار اما نداریم نقاط ر دی در تاب رفتار از اطلاع
در شعاع پایه�ای تواب روش�های از استفاده است. مفید ما برای نیز واقعیت به نزدی مقادیر حت است
داده�ها روش�ها این در �باشد. م تقریب نظریه مهم مباحث از ی پراکنده، نقاط از مجموعه ی درونیاب
درونیاب به نسبت روش�ها این اصل مزیت �شوند. م درونیاب ، تاب ی انتقال�های از خط ترکیب توسط

�باشد. م بالاتر بعدهای در آن�ها از ساده�تر استفاده قابلیت چندجمله�ای

هدف است. شده داده توضی ، شعاع پایه�ای تواب ه� برشب مبتن جدید تقریب روش�های بخش این در
را �شعاع �پایه�ای تواب ه شب ابتدا است. تاب مشتقات و تاب دقیق�تر تقریب به دستیاب روش�، این اصل
سپس �دهیم، م توضی را تواب این کم به تاب تقریب و پرداخته�ایم آن ساختار معرف به و کرده تعریف
غیر صورت به تاب مشتق روش و مستقیم٢ مشتق روش یعن تاب مشتقات برای تقریب روش دو محاسبه
کمتری خطای غیرمستقیم روش به تاب مشتق تقریب داد خواهیم نشان و داد خواهیم توضی را مستقیم٣

دارد. مستقیم روش به نسبت

١ Radial basis function Network
٢Direct Radial basis function Method
٣Indirect Radial basis function Method



١٢ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

شعاع پایه�ای تواب ه شب معرف ٢.٢

بعدی ی خروج فضای به بعدی n ورودی فضای از اشت ن �شعاع �پایه�ای تواب ه شب تعریف١.٢.٢.
پایه�ای تواب مجموعه و {w(i)}mi=۱ وزن�های مجموعه از ه شب این �باشد. م f : Rn → R۱ به�صورت

به�صورت: �توان م را شعاع پایه�ای تواب است. شده یل تش {g(i)}mi=۱ شعاع

g(i)(x) = ϕ(i)
(∥∥x− c(i)

∥∥) .
�باشند. م �شعاع �پایه�ای تواب مراکز {c(i)}mi=۱ و است اقلیدس نرم علامت ∥ · ∥ که بنویسیم

زیر در دارند زیادی استفاده موارد که تواب این از است،برخ زیادی تنوع دارای شعاع پایه�ای تواب
است: شده معرف

۴ چندربع (الف)
ϕ(i)(r) = ϕ(i)

(∥∥x− c(i)
∥∥) =√r۲ + a(i)۲, a(i) > ۰. (١.٢)

۵ �چندربع وس مع (ب)

ϕ(i)(r) = ϕ(i)
(∥∥x− c(i)

∥∥) = ۱√
r۲ + a(i)۲

, a(i) > ۰. (٢.٢)

۶ ربع وس مع (پ)

ϕ(i)(r) = ϕ(i)
(∥∥x− c(i)

∥∥) = ۱
r۲ + a(i)۲

, a(i) > ۰. (٣.٢)

٧ گاوس (ت)

ϕ(i)(r) = ϕ(i)
(∥∥x− c(i)

∥∥) = exp

(
− r۲

a(i)۲

)
, a(i) > ۰. (۴.٢)

دارد: اشاره شعاع پایه�ای تاب iامین عرض به معمولا a(i) که
a(i) = βd(i),

تا iام مرکز فاصله d(i) و دارد تاثیر تقریب دقت روی β مقدار ، β > ۰ و عددی ضریب β آن در که
با: است برابر r و �باشد م آن به مرکزی همسایه� ترین نزدی

r = ∥x− c(i)∥ =
√
(x− c(i)) · (x− c(i)),

باشد. a(i) = ۱
ε
فوق فرمول�های در اگر داد، نشان زیر به�صورت ε پارامتر با را �شعاع پایه�ای تواب �توان م

آورد: به�دست متفاوت روش�های به �توان م را مراکز •

۴Multiquadrics
۵Inverse Multiquadrics
۶Inverse quadrics
٧Gaussians



١٣ شعاع پایه�ای تواب ه شب معرف .٢.٢

ε ل پارامترش با شعاع پایه�ای تواب از نمونه�های :١.٢ جدول
ضابطه تاب نوع

exp (εr)۲ √گاوس
۱+ (εr)۲ چندربع

۱
۱+(εr)۲ ربع وس مع

۱√
۱+(εr)۲

وس مع چندربع

بعدی. ی حالت در گاوس و چندربع وس مع ، چند�ربع شعاع پایه�ای تواب رسم :١.٢ ل ش

ϵ = و۴ ϵ = ۲،ϵ = ۰٫۵ ل�های پارامترش گرفتن درنظر با چندربع نوع از شعاع پایه�ای تاب رسم :٢.٢ ل ش
�شود. م هموارتر شعاع پایه�ای تاب صفر به ε شدن نزدی با چطور که �دهد م نشان نمودار ،



١۴ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

( کامل درونیاب ) مراکز عنوان به داده�ها همه انتخاب (الف)

( نواخت ی توزی با تصادف (انتخاب نمونه�برداری اساس بر انتخاب (ب)

دارد. تقریب دقت در مهم نقش ε ل ش پارامتر ، شعاع پایه�ای تواب در :ε ل پارامترش انتخاب •
معرف ندارد وجود دقیق �حل راه هی که زمان مناسب، ل ش پارامتر انتخاب برای وریتم ال چند

�کنیم. م

سپس و متفاوت ل��های پارامترش با متلب برنامه اجرای دارد، نام خطا و آزمون که روش آسان�ترین (الف)
است. داشته را خطا کمترین که پارامتر بهترین انتخاب

است: کرده پیشنهاد را زیر ل ش پارامتر چند�ربع وس مع شعاع پایه�ای تواب برای هاردی٨ (ب)

ε =
۱

۰٫۸۱۵d, d =
۱
N

N∑
i=۱

di,

�باشد. م همسایه�اش نقطه �ترین نزدی تا xi نقطه بین فاصله di که

است. داده ارائه را زیر ل ش پارامتر بعدی، دو مسائل برای ٩ فران (پ)

ε =
۰٫۸

√
N

D
,

دارند. قرار آن داخل نقاط تمام که �باشد، م دایره ترین کوچ قطر D که

بهبود معناداری بطور شعاع پایه�ای تواب درونیاب دقت ل، ش پارامتر مقدار کاهش با که داد نشان ١٠ مدی
است. تاثیرگذار خط اه دست پایداری بر ل ش پارامتر کاهش یا داده�ای نقاط تعداد افزایش �یابد. م

مرکز از فاصله افزایش با هستند، محل تواب ، گاوس و چندربع وس مع نوع از شعاع پایه�ای تواب
غیر چندربع تاب ول �باشند م کاهش نوای ی یا غیر�افزایش تاب ی واق در �یابند م کاهش آنها مقادیر
پایه�ای تواب ه شب کل حالت در �شود. م ماکسیمم مقدارش مرکز از فاصله افزایش با چون است محل
پایه�ای تواب شامل که مخف لایه� و �باشد م ورودی پارامترهای شامل که ورودی لایه�� از شده یل تش شعاع
لایه پس �دهد. م را خروج لایه و شده جم ر دی ی با و ضرب وزن�ها در پایه�ای تواب هستند، �شعاع
نوشته ۵.٢ فرمول به�صورت و داده�ایم نشان ٣.٢ ل ش در که است، �مخف لایه�های از خط ترکیب �خروج

�شود: م

f(x) =
m∑
i=۱

w(i)ϕ(∥x− c(i)∥). (۵.٢)

٨Hardy
٩Frank

١٠Madych



١۵ شعاع پایه�ای تواب ه شب معرف .٢.٢

است. شده یل تش خروج و مخف ورودی، لایه سه از ، شعاع پایه�ای تواب ه شب :٣.٢ ل ش
�باشد. م خروج f و شعاع پایه�ای تواب G ورودی، داده�های x۱, · · · , xm

منظور این برای است. مجهول وزن�های کردن پیدا مساله �باشد، م ثابت تاب m از خط ترکیب f معادله
�بریم. م ار ب خطا مربعات مجموع رساندن حداقل به برای را مربعات کمترین اصل

SSE =
n∑

i=۱

[
y(i) − f(x(i))

]۲
. (۶.٢)

داریم: آن مقدار مینیمم محاسبه و SSE فرمول در f(x(i)) ذاری جای با

n∑
i=۱

y(i) − m∑
j=۱

w(j)g(j)(x(i))

۲

,

۲
n∑

i=۱

y(i) − m∑
j=۱

w(j)g(j)(x(i))

 · g(j)(x(i)) = ۰,

Gw = y.

آن: در که

G =


g(۱)(x(۱)) g(۲)(x(۱)) . . . g(m)(x(۱))

g(۱)(x(۲)) g(۲)(x(۲)) . . . g(m)(x(۲))
... ... . . . ...

g(۱)(x(n)) g(۲)(x(n)) . . . g(m)(x(n))

 ,

پایه�ای تاب در دوم، مرکز تا x(۱) فاصله قدرمطلق دادن، قرار با که مقداری یعن بعدی ی برای g(۲)(x(۱))

�آید. م به�دست شعاع

w = [w(۱), w(۲), · · · , · · · · · ·w(m)]T ,

y = [y(۱), y(۲), · · · · · · · , y(m)]T .

�باشند. م مثبت معین متقارن ، شعاع پایه�ای تواب از شده ایجاد ماتریس�های .٢.٢.٢ قضیه

[١١] برهان.



١۶ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

اه: آن m = nاگر

w = G−۱y

غیراینصورت: در
(GTG)w = GTy.

(۵.٢) معادله در را آمده به�دست جواب ،w محاسبه از بعد �باشد. م G ماتریس وس مع معنای به G−۱

�آید. م به�دست ر دی داده�های اربردن ب با تاب تقریب و داده قرار

تاب درونیاب در وزن�ها محاسبه .٣.٢.٢ مثال
y = x+ ۱,

به�صورت ، ی نواخت ی فاصله با [۱,۳] از را نقاط و ε = ۰٫۱ با چندربع شعاع پایه�ای تواب کم به
کرده�ایم. انتخاب c(۱) = ۱, c(۲) = ۲, c(۳) = ۳ مراکز و x۱ = ۱, x۲ = ۲, x۳ = ۳

y =


y(۱)

y(۲)

y(۳)

 =


۲
۳
۴

 ,

r = ∥x− c(i)∥, ϕ(r) =
√

۱+ (εr)۲,

G =


ϕ|x۱ − x۱| ϕ|x۱ − x۲| ϕ|x۱ − x۳|
ϕ|x۲ − x۱| ϕ|x۲ − x۲| ϕ|x۲ − x۳|
ϕ|x۳ − x۱| ϕ|x۳ − x۱| ϕ|x۳ − x۳|

 =


ϕ(۰) ϕ(۱) ϕ(۲)
ϕ(۱) ϕ(۰) ϕ(۱)
ϕ(۲) ϕ(۱) ϕ(۰)

 ,

G =


۱ √۱٫۱ √۱٫۲

√۱٫۱ ۱ √۱٫۱
√۱٫۲ √۱٫۱ ۱

 , G−۱ =


۱ ۱٫۰۴۸۸ ۱٫۰۹۵۴

۱٫۰۴۸۸ ۱ ۱٫۰۴۸۸
۱٫۰۹۵۴ ۱٫۰۴۸۸ ۱

 ,

Gw = y, w = G−۱y

w =


w(۱)

w(۲)

w(۳)

 =


۱۱٫۸۸۲۳
۰٫۰۶۳۱
−۹٫۰۸۲۱

 .

مشتق محاسبه برای روشمستقیم ٣.٢

تاب مشتقات آنها، با متناظر وزن�ها و هستند ثابت �شعاع �پایه�ای تواب آن در که شعاع پایه�ای تواب ه شب در
مشتقات شد. خواهد نوشته شعاع پایه�ای تواب مشتق از خط ترکیب به�صورت گره�ای نقاط در درونیاب

�آید: م به�دست زیر به�صورت تقریب تاب از جزئ
∂kf

∂xj · · · ∂x۱
=

m∑
i=۱

w(i) ∂kg(i)

∂xj · · · ∂x۱
. (٧.٢)



١٧ مشتق محاسبه برای مستقیم روش .٣.٢

مثال برای �آید. م به�دست است مشتق�پذیر که g(i)(x) از اصل شعاع پایه�ای تواب توسط ∂kg(i)

∂xj ···∂x۱
که

شعاع پایه�ای تواب مشتقات که است شده داده نشان fj به�صورت xj به نسبت f(x) تاب از �اول مرتبه مشتق
�باشد: م زیر به�صورت آن با متناظر

چندربع (الف)

h(i)(x) =
∂g(i)

∂xj

=
xj − c

(i)
j

(r۲ + a(i)۲)۰٫۵ . (٨.٢)

چندربع وس مع (ب)

h(i)(x) =
∂g(i)

∂xj

=
−(xj − c

(i)
j )

(r۲ + a(i)۲)۱٫۵ . (٩.٢)

�گاوس (پ)

h(i)(x) =
∂g(i)

∂xj

=
−۲(xj − c

(i)
j )

a(i)۲
exp

(
− r۲

a(i)۲

)
. (١٠.٢)

آنها با متناظر شعاع �پایه�ای تواب و �شود م داده نشان fjj با که xj به نسبت f(x) تاب �دوم �مرتبه مشتق
�باشد: م زیر به�صورت

چندربع (الف)

h
(i)
(x) =

∂h(i)

∂xj

=
r۲ + a(i)۲ − (xj − c

(i)
j )۲

(r۲ + a(i)۲)۱٫۵ . (١١.٢)

وس�چندربع مع (ب)

h
(i)
(x) =

∂h(i)

∂xj

=
۳(xj − c

(i)
j )۲

(r۲ + a(i)۲)۲٫۵ − ۱
(r۲ + a(i)۲)۱٫۵ . (١٢.٢)

گاوس (پ)

h
(i)
(x) =

∂h(i)

∂xj

=
۲

a(i)۲

[ ۲
a(i)۲

(xj − c
(i)
j )۲ − ۱

]
exp(− r۲

a(i)۲
). (١٣.٢)

است: شده محاسبه زیر به�صورت شعاع پایه�ای تواب �kام مشتق مشابه بطور

چندربع (الف)

h
(i)
(x) =

∂kh(i)

∂xk
=

(xj − c
(i)
j )(xk − c

(i)
k )

(r۲ + a(i)۲)۱٫۵ .

�چندربع وس مع (ب)

h
(i)
(x) =

∂kh(i)

∂xk
=

۳(xj − c
(i)
j )(xk − c

(i)
k )

(r۲ + a(i)۲)۲٫۵ .



١٨ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

گاوس (پ)

h
(i)
(x) =

∂kh(i)

∂xk
=

۴(xj − c
(i)
j )(xk − c

(i)
k )

a(i)۴
exp(− r۲

a(i)۲
).

یرید: ب نظر در را زیر تاب .١.٣.٢ مثال
y = x۳ + x+ ۰٫۵,

نشان زیر نمودار در نواخت ی فاصله�های با نقطه ۵٠ گرفتن نظر در با [−۳,۲] بازه در تاب این درونیاب
.β = ۲٫۰ mو = n یعن کرده�ایم انتخاب ه شب مرکز عنوان به را نقاط تمام مثال این در است، شده داده

نظر در با شعاع پایه�ای تواب توسط تاب تقریب و اصل تاب نمودار :y۳ + x + ۰٫۵ تاب نمودار :۴.٢ ل ش
دارند. قرار هم روی اصل تاب و تقریب نمودار تقریبا است، شده انجام β = ۲٫۰ و چندربع وس مع تاب گرفتن



١٩ مشتق محاسبه برای مستقیم روش .٣.٢

�آ�ید: م به�دست زیر روش از که �دهیم، نشان Ne با را جواب دقت اگر

Ne =

√√√√ n∑
i=۱

(y(i) − f (i))۲. (١۴.٢)

است. گره�ای نقاط تمام n و i ان م در تاب دقیق مقادیر y(i) و تاب تقریب f (i) که

y = x۳+x+۰٫۵ تاب دوم و اول مشتق ، اصل تاب تقریب Neبرای خطای زیر جدول در مثال٢.٣.٢.
است. شده انجام شعاع پایه�ای تواب کم به ،β = ۲٫۰ با و نقطه ٢۵٠ روی

با y = x۳+x+۰٫۵ تاب تقریب در مستقیم روش به تقریب دقت �شود م مشاهده جدول در که همانطور

مستقیم روش به دوم و �اول مشتقات ، اصل تاب تقریب Ne :٢.٢ جدول
تاب نوع �گاوس � چندربع چندربع وس �مع
اصل تاب ۷٫۰۰۲e− ۰۱ ۹٫۵۷۰e− ۰۲ ۷٫۴۵۹e− ۰۱
اول مشتق ۳٫۰۳۵e+ ۰۱ ۴٫۰۵۳e+ ۰۰ ۳٫۰۸۶e+ ۰۱
دوم مشتق ۱٫۲۱۴e+ ۰۳ ۱٫۵۶۴e+ ۰۲ ۱٫۱۴۱e+ ۰۳

۷٫۴۵۹e−۰۱ ،۹٫۵۷۰e−۰۲ ، گاوس و وسچندربع مع ، چندربع شعاع پایه�ای تواب از استفاده
برای همینطور و �باشد م کمتر چندربع شعاع پایه�ای تاب در تقریب دقت است. ۷٫۰۰۲e − ۰۱ و
از استفاده �دهد م نشان این و �باشد م بهتر چندربع تاب تقریب دقت ، تاب دوم مشتق و اول مشتق تقریب

�باشد. م بهتر تاب این تقریب در چندربع تاب



٢٠ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

β = ۲٫۰ گرفتن نظر در با دوم مشتق و اول مشتق ، اصل تاب تقریب برای : y۳+x+۰٫۵ تاب رسم :۵.٢ ل ش
تاب نقطه�چین خط و اصل تاب پیوسته خط است. شده انجام مستقیم روش به چندربع وس مع شعاع پایه��ای تاب و
مشتق برای و ۳٫۰۸۶e+ ۱ اول، مشتق تاب برای ،۷٫۴۵۹e− ۱ ، اصل تاب برای تقریب دقت �باشد. م تقریب

است. ۱٫۱۴۱e+ ۳ دوم



٢١ مشتق درونیاب محاسبه برای غیرمستقیم روش�های .۴.٢

مشتق درونیاب محاسبه برای غیرمستقیم روش�های ۴.٢

سپس و شود شروع مشتق با شعاع پایه�ای تواب از استفاده با تقریب روش که �شود م پیشنهاد روش این در
شوند، زده تقریب باید f ′′ و f ′ مشتقاتش و f تاب کنید فرض �آید. م به�دست رال�گیری انت با اصل تاب
f ′ دوم مرحله در است، مشتق تاب f ′ و اصل تاب با متناظر f اول مرحله در است مرحله دو شامل روش
مشتق با �تواند م روش �شود. م گرفته نظر در مشتق تاب f ′′ و اصل تاب با متناظر اول مرحله در آمده به�دست
اه آن �شود م زده تقریب شعاع پایه�ای تواب ه شب ی توسط دوم مرتبه مشتق نخست شود، آغاز دوم مرتبه
تاب از رال�گیری انت با اصل تاب مشابه بطور نهایت در �آید م به�دست رال�گیری انت طریق از اول مرتبه مشتق
توضی بعدی بخش�های در متغیره دو و متغیره ی تاب برای غیرمستقیم روش �آید. م به�دست اول مشتق

است. شده داده

متغیره ی تواب ١.۴.٢

اول نوع روشغیرمستقیم

و �شعاع �پایه�ای تواب از مجموعه�ای g(i)(x) که (١۵.٢) فرمول مانند �اول �مرتبه مشتق تاب روش این در
�شوند. م تجزیه هستند، آنها با متناظر وزن�های مجموعه w(i)

f ′(x) =
m∑
i=۱

w(i)g(i)(x), (١۵.٢)

f(x) =

∫
f ′(x)dx

=

∫ m∑
i=۱

w(i)g(i)(x)dx

=
m∑
i=۱

w(i)

∫
g(i)(x)dx

=
m∑
i=۱

w(i)H(i)(x) + C۱.

(١۶.٢)

برابر که �باشد، م اصل تاب برای شعاع پایه�ای تواب مجموعه H(i)(x) و رال�گیری انت ثابت C۱ که
پایه�ای تاب دو تنها رال انت هستند، پیوسته رال�پذیر انت g(i)(x)ها و است H(i)(x) =

∫
g(i)(x)dx با

است. شده معرف زیر در آیند به�دست �توانند م تحلیل بطور که چندربع وس مع و چندربع شعاع

�باشد: م زیر به�صورت چندربع وس مع و چندربع شعاع پایه�ای تواب رال انت

چندربع (الف)

H(i)(x) =
(x− c(i))

√
(x− c(i))۲ + a(i)۲

۲
+

a(i)۲

۲ × ln

(
(x− c(i)) +

√
(x− c(i))۲ + a(i)۲

)
.

(١٧.٢)



٢٢ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

وس�چندربع مع (ب)

H(i)(x) = ln

(
(x− c(i)) +

√
(x− c(i))۲ + a(i)۲

)
. (١٨.٢)

خطا مربعات مجموع کردن مینیمم با معادل قبل مانند (١۶.٢) و (١۵.٢) روابط در وزن�ها تعیین برای
�شود: م زیرتعریف به�صورت که است

SSE =
n∑

i=۱

[
y(i) − f(x(i))

]۲
. (١٩.٢)

w(i) مجهول وزن�های برحسب اه دست معادلات از که داده قرار (١٩.٢) معادله در (١۶.٢)را معادله
آمد. خواهد به�دست

عمل در که چند هر آید. به�دست متناظر نرمال معادلات حل طریق از �تواند کردن(١٩.٢)م �نیمم م
ترین کوچ جواب نرم یعن کند، تولید را مطلوب حل راه �تواند م کمتر نرمال معادلات حل روش�های
ازای (١٩.٢)به حل برای و کند غلبه ل مش این بر �تواند م ین ت مقدار تجزیه روش خوشبختانه نیست.

گیرند. قرار استفاده مورد رال�گیری انت ثابت و مجهول وزن�های

رابطه طریق از مشتق تاب تقریب برای و آمد خواهد به�دست وزن�ها از مجموعه�ای (١٩.٢) حل از پس
(١۶.٢) رابطه طریق از اصل تواب تخمین برای C۱ ثابت همراه به وزن�ها این �شود، م استفاده (١۵.٢)

�رود. م ار ب

تاب .١.۴.٢ مثال
y = x۳ + x+ ۰٫۵,

داده�ایم: نشان زیر جدول در غیرمستقیم و مستقیم روش با را مشتقاتش و تاب درونیاب نتای یرید، ب نظر در را
کنیم: تعریف زیر به�صورت را بهبود فاکتور اگر

IF =
DRBFNNe

IRBFN۱Ne

,

اصل تاب تقریب در غیر�مستقیم و �مستقیم �روش دو Ne :٣.٢ جدول
روش نوع چندربع چندربع وس مع

مستقیم روش ۹٫۵۷۰e− ۰۲ ۷٫۴۵۹e− ۰۱
اول نوع غیرمستقیم روش ۹٫۳۲۴e− ۰۴ ۱٫۵۱۰e− ۰۲

بهبود فاکتور ۱۰۲٫۶ ۴۹٫۴

مشتق ، اصل تاب برای بهبود فاکتورهای �شود م استفاده چندربع نوع از شعاع �پایه�ای تاب که ام هن
نوع از شعاع پایه�ای تاب که ام هن و هستند ۹۳٫۶ و و۸۵٫۹ ۱۰۲٫۶ ترتیب به دوم مشتق و اول
پایه�ای تاب �دهد م نشان این و �باشد م ۴۴٫۷ و ۴۰٫۶ ۴۹٫۴و بهبود فاکتورهای است وس�چندربع مع

دارد. چندربع وس مع به نسبت بهتری تقریب دقت چندربع شعاع



٢٣ مشتق درونیاب محاسبه برای غیرمستقیم روش�های .۴.٢

� اول مشتق تقریب در غیر�مستقیم و �مستقیم �روش دو Ne :۴.٢ جدول
روش نوع �چندربع وس�چندربع مع

مستقیم روش ۴٫۰۵۳e+ ۰۰ ۳٫۰۸۶e+ ۰۱
اول نوع غیرمستقیم روش ۴٫۷۲۰e− ۰۲ ۷٫۶۰۳e− ۰۱

بهبود فاکتور ۸۵٫۹ ۴۰٫۶

دوم مشتق تقریب در غیر�مستقیم و �مستقیم �روش دو Ne :۵.٢ جدول
روش نوع چندربع وس�چندربع مع

مستقیم روش ۱٫۵۶۴e+ ۰۲ ۱٫۱۴۱e+ ۰۳
اول نوع مستقیم غیر روش ۱٫۶۷۱e+ ۰۰ ۲٫۵۵۰e+ ۰۱

بهبود فاکتور ۹۳٫۶۴ ۴۴٫۷

دوم نوع روشغیر�مستقیم

یعن دوم مرتبه مشتق نخست �شود، م استفاده آن مشتقات و تاب تقریب برای ر دی �غیر�مستقیم روش بعنوان
�شود. م زده تقریب �شعاع �پایه�ای تواب برحسب f ′′

f ′′(x) =
m∑
i=۱

w(i)g(i)(x), (٢٠.٢)

رابطه(٢.١۶) طبق f ′ اول مرتبه مشتق تاب اه آن

f ′(x) =

∫
f ′′(x)dx

=
m∑
i=۱

w(i)H(i)(x) + C۱,
(٢١.٢)

�شود: م محاسبه زیر به�صورت اصل تاب (١٨.٢) یا (١٧.٢) روابط توسط شده داده شعاع �پایه�ای تاب با

f(x) =

∫
f ′(x)dx

=
m∑
i=۱

w(i)H
(i)
(x) + C۱x+ C۲,

(٢٢.٢)

به�صورت (١٨.٢) یا (١٧.٢) از رال�گیری انت با متناظر �پایه�ای تواب و رال�گیری انت C۲ثابت�های C۱و که
�آیند: م به�دست زیر



٢۴ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

چندربع (الف)

H
(i)
(x) =

∫
H(i)(x)dx

=
((x− C(i))۲ + a(i)۲)۱٫۵

۶
+

a(i)٫۲

۲ (x− C(i))ln

(
(x− C(i)) +

√
(x− C(i))۲ + a(i)

)
− a(i)۲

۲
√
(x− C(i))۲ + a(i)۲,

(٢٣.٢)

چندربع وس مع (ب)

H
(i)
(x) =

∫
H(i)(x)dx

=(x− C(i))ln

(
(x− C(i)) +

√
(x− C(i))۲ + a(i)

)
−
√
(x− c(i))۲ + a(i)۲,

(٢۴.٢)

غیر�مستقیم روش با مقایسه در آن مشتقات و اصل تاب برای بهبود فاکتورهای دوم، نوع غیرمستقیم روش در
یری چشم بهبود شعاع پایه�ای تواب تمام کم به تقریب روش دو هر در است. یافته افزایش اول، نوع
رد عمل دوم نوع غیرمستقیم روش در شده استفاده �شعاع �پایه�ای تواب بین در چندربع تاب �شود. م حاصل

دارد. بهتری

ظاهر غیر�مستقیم فرمول در طبیع به�طور (٢٢.٢) و (١۶.٢) معادلات در رال�گیری انت ثابت�های
بود. خواهد زیر صورت به تقریب ساختار نتیجه در �شود. م

f(x) =
m∑
i=۱

w(i)H
(i)
(x) + p(x). (٢۵.٢)

�شود. م محاسبه ه شب کم به درونیاب طریق از که است چندجمله�ای ی p(x)

تاب .٢.۴.٢ مثال

y = x۳ + x+ ۰٫۵,

در دوم نوع غیرمستقیم و اول نوع غیرمستقیم روش با را مشتقاتش و تاب درونیاب نتای یرید، ب نظر در را
داده�ایم: نشان زیر جدول

�شود: م تعریف زیر به�صورت مثال این در بهبود فاکتور

IF =
IRBFN۱Ne

IRBFN۲Ne

,

یرید: ب نظر در را زیر تاب .٣.۴.٢ مثال

y = ۰٫۰۲(۱۲+ ۳x− ۳٫۵x۲ + ۷٫۲x۳)(۱+ cos۴πx)(۱+ ۰٫۸ sin۳πx). (٢۶.٢)



٢۵ مشتق درونیاب محاسبه برای غیرمستقیم روش�های .۴.٢

چندربع تاب از استفاده با غیر�مستقیم روش دو بین Ne مقایسه :۶.٢ جدول
روش نوع اصل تاب اول مشتق دوم مشتق

اول نوع غیرمستقیم روش ۹٫۳۲۴e− ۰۴۴ ۴٫۷۲۰e− ۰۲ ۱٫۶۷۱e+ ۰۰
دوم نوع غیرمستقیم روش ۳٫۹۶۸e− ۰۵ ۲٫۱۰۰e− ۰۳ ۱٫۰۲۲e۰۱

بهبود فاکتور ۲۳٫۵ ۲۲٫۵ ۱۶٫۳

چندربع وس مع تاب از استفاده با غیرمستقیم روش دو بین Ne مقایسه :٧.٢ جدول
روش نوع اصل تاب اول مشتق دوم مشتق

اول نوع غیرمستقیم روش ۱٫۵۱۰e− ۰۲ ۷٫۶۰۳e− ۰۱ ۲٫۵۵۰e+ ۰۱
دوم نوع غیرمستقیم روش ۲٫۲۰۰e− ۰۳ ۹٫۷۶۰e− ۰۲ ۴٫۰۷۳e+ ۰۰

بهبود فاکتور ۶٫۹ ۷٫۸ ۶٫۳

�دهیم. م انجام β = ۰٫۰۲ گرفتن نظر در با چندربع شعاع پایه�ای تواب کم به را تاب این درونیاب
�دهد م نشان این و دارند قرار هم روی حدودا تقریب و اصل تاب �شود م دیده ل٢.۶ ش در که همانطور

است. ناچیز محاسبات این در خطا

در ، چندربع شعاع پایه�ای تاب و β = ۰٫۰۲ گرفتن نظر در با (٢۶.٢) : تاب تقریب و اصل نمودار :۶.٢ ل ش
است. شده انجام [−۱,۱]



٢۶ پایه�ای�شعاع تواب ه شب .٢

متغیره چند یا دو تواب ٢.۴.٢

تواب برای مشابه به�طور روش این است. شده داده توسعه متغیره دو تواب برای غیرمستقیم روش بخش این در
شود. داده توسعه �تواند م متغیره چند یا سه

اول نوع روشغیرمستقیم

داده نشان f۱ با که x۱ به نسبت f(x۱, x۲) اول مرتبه جزئ مشتقات ابتدا اول نوع غیرمستقیم روش در
�شود. م زده تقریب شعاع پایه�ای تواب برحسب �شود م

f۱(x۱, x۲) =
m∑
i=۱

w(i)g(i)(x۱, x۲), (٢٧.٢)

است. آن�ها با متناظر وزن�های مجموعه {w(i)}mi=۱ و شعاع پایه�ای تواب مجموعه {g(i)(x۱, x۲)}mi=۱ که
شود. محاسبه زیر به�صورت �تواند م اصل تاب

f(x۱, x۲) =

∫
f۱(x۱, x۲)dx

=

∫ m∑
i=۱

w(i)g(i)(x۱, x۲)dx۱

=
m∑
i=۱

w(i)

∫
g(i)(x۱, x۲)dx۱

=
m∑
i=۱

w(i)H(i)(x۱, x۲) + C۱(x۲).

(٢٨.٢)

در و هستند اصل تاب برای پایه�ای تواب مجموعه {H۱(x۱, x۲)}mi=۱ و x۲ متغیر از تابع C۱(x۲) که
است: شده داده نشان زیر

چندربع (الف)

H(i)(x۱, x۲) =
(x۱ − c

(i)
۱ )

√
r۲ + a(i)۲

۲

+
r۲ − (x۱ − c

(i)
۱ ) + a(i)۲

۲ × ln
(
(x۱ − c

(i)
۱ ) +

√
r۲ + a(i)۲

)
.

(٢٩.٢)

وس�چندربع مع (ب)

H(i)(x۱, x۲) = ln
(
(x۱ − c

(i)
۱ ) +

√
r۲ + a(i)۲

)
. (٣٠.٢)



٢٧ مشتق درونیاب محاسبه برای غیرمستقیم روش�های .۴.٢

تواب ه شب روش از استفاده با �تواند م C۱(x۲) بنابراین است. x۲ متغیر از تابع (٢٨.٢) راست سمت در
آید. به�دست زیر طریق از متغیره ت تواب برای دوم نوع غیرمستقیم شعاع پایه�ای

C ′′
۱(x۲) =

M∑
i=۱

w(i)g(i)(x۲),

C ′
۱(x۲) =

M∑
i=۱

w(i)H(i)(x۲) + Ĉ۱,

C۱(x۲) =
M∑
i=۱

w(i)H
(i)
(x۲) + Ĉ۱(x۲) + Ĉ۲.

شعاع پایه�ای تواب با متناظر وزن�های w(i) و هستند رال�گیری انت ثابت�های Ĉ۲ و Ĉ۱ که

دوم نوع روشغیرمستقیم

تواب f۱۱ مثال برای �شود، م زده تقریب شعاع پایه�ای تواب برحسب ابتدا دوم، مرتبه مشتقات روش، این در
اصل تاب برای که حال در �شود م داده (٣٠.٢) (٢٩.٢)و روابط توسط f۱ اول مشتق تاب برای پایه�ای

�آید. م به�دست (٣٠.٢) و (٢٩.٢) روابط از رال�گیری انت با پایه�ای تواب ،f

چندربع (الف)

H
(i)
(x۱, x۲) =

∫
H(i)(x۱, x۲)dx۱ =

(r۲ + a(i)۲)۱٫۵

۶

+
r۲ − (x۱ − c

(i)
۱ )a(i)۲

۲ (x۱ − c
(i)
۱ )

× ln

(x۱ − c(i)) +
√
r۲ + a(i)۲ −

r۲ − (xj − c
(i)
j )

۲
a(i)۲

۲
√

r۲ + a(i)۲

 .

(٣١.٢)

چندربع وس مع (ب)

H
(i)
(x۱, x۲) =

∫
H(i)(x۱, x۲)dx۱(x− c(i))ln

(
(x− c(i)) +

√
r۲ + a(i)

)
−
√

r۲ + a(i)۲.

(٣٢.٢)

�شود. م محاسبه زیر به�صورت اصل تاب که

f(x۱, x۲) =
m∑
i=۱

w(i)H
(i)
(x۱, x۲) + C۱(x۲)x۱ + C۲(x۲). (٣٣.٢)

هستند. رال�گیری انت ثابت�های C۲(x۲) و C۱(x۲)





فصل٣

به شعاع پایه�ای تواب از حاصل اه دست حل
روشتجزیه

مقدمه ١.٣

�شود. م بدوض مثبت، معین متقارن اه دست حل به منجر ،گاه شعاع پایه�ای تواب با داده�ها درونیاب
است ن مم ماتریس این �باشد. م چولس تجزیه مثبت معین متقارن اه دست حل برای استاندارد وریتم ال
زین جای تجزیه ی �شود. م مواجه ست ش با چولس تجزیه صورت این در که نباشد متقارن مثبت معین
و �شود م اجتناب محاسبات در جذر گرفتن از روش دراین است، LDLT تجزیه متقارن، ماتریس برای

�باشد. م چولس تجزیه تعداد همان به محاسبات

دو هر دقت بهبود منظور به و چولس تجزیه ست ش از جلوگیری برای �تواند م قطر، افزایش روش
در شود. استفاده است بدوض به�شدت ماتریس که ام هن مثبت، معین متقارن ماتریس برای تجزیه روش

باشد. تاثیر�گذار روش دقت روی �تواند م رفته ار ب پارامتر منظم�ساز روش این

به�صورت را است شده یل تش شعاع پایه�ای تواب اربردن ب با تاب درونیاب قسمت در که اه دست اگر
تواب با متناظر وزن�های w و شعاع پایه�ای تواب از شده ایجاد ماتریس G آن در که دهیم، نشان Gw = f

مستقیم روش�های با را اه دست این �توان م باشد، شده داده نقاط در تاب دقیق مقادیر f و شعاع پایه�ای
داد. خواهیم توضی بعدی بخش در که کنیم تجزیه

است ن مم گاه ول کنیم انتخاب متفاوت ل پارامترش ی شعاع پایه�ای تاب هر برای �توان م
استفاده را ثابت ل ش پارامتر ی ه شب تمام در دلیل این به و باشد غیرمتقارن شده ایجاد ماتریس اه دست
تاثیر�گذار روش دقت روی عددشرط مقدار هم و ل ش پارامتر هم مراکز از ثابت مجموعه ی برای �کنیم. م

است.

بزرگترین λmax و ویژه مقدار کمترین λmin که کنیم مرتب زیر به�صورت را ماتریس ویژه مقادیر اگر
باشد. شعاع پایه�ای تواب از شده ایجاد ماتریس ویژه مقدار

۰ < λmin = λ۱ ⩽ λ۲ ⩽ · · · ⩽ λN = λmax.



٣٠ تجزیه روش به شعاع پایه�ای تواب از حاصل اه دست حل .٣

�آید: م به�دست زیر فرمول از شرط عدد

k(G) =
λmax

λmin

.

با: برابر ماکسیمم ویژه مقدار برای بالا کران

λmax ⩽ N.

بود: خواهد زیر به�صورت �نیمم م ویژه مقدار برای پایین کران و

λmin ⩾ K(ε, d)q
− d

۲−
۱
۲

X exp

(
−۲Cd

εqX

)
. (١.٣)

و کند میل صفر سمت به λmin �شود م باعث باشد، کوچ مقدار ی اگر (١.٣) راست سمت عبارت
λmax و λmin مقدار که منظم�ساز نی ت ی دلیل این به شود، بدوض ماتریس اه دست �شود م باعث این

�کنیم.[١٨] م معرف �دهد م افزایش را

مثبت معین متقارن اه�های دست برایحل مستقیم روش�های ٢.٣

وریتم ال این است. جزئ محورگیری با دولیتل Gwتجزیه = f اه دست حل برای مستقیم روش�های از ی
تجزیه طریق از قبل محاسبات نصف با �تواند م مثبت، معین متقارن اه دست �شود. م انجام عمل ۲

۳N
۳ با

است، ن مم عددی لحاظ از مثبت معین متقارن ماتریس این شود. انجام است مثلث پایین L که چولس
عمل بدون چولس تجزیه �شود. م مواجه ست ش با تجزیه حالت این در ١ نباشد متقارن مثبت معین
است. قطری ماتریس D و ی اصل قطر با مثلث پایین L که �شود م نامیده G = LDLT جذر�گیری،
دو هر بود. خواهد صفر از بزرگتر D قطری عناصر تمام است مثبت معین متقارن تجزیه ماتریس که زمان
محورگیری، به نیاز بدون مثبت معین متقارن ماتریس�های برای LDLT تجزیه و چوس تجزیه وریتم ال
زمان وریتم ال دو بین عمده تفاوت دارند. همانندی محاسبات اساسا وریتم ال دو این هستند. پسرو پایدار

LDLT تجزیه که حال در �خورد م ست ش چولس تجزیه نباشد. متقارن مثبت معین ماتریس که است
و چولس و دولیتل تجزیه روش�های اربردن ب با مثبت، معین متقارن ماتریس ه این از بعد نیست. اینطور
حاصل خط اه دست حل برای پیشرو و پسرو ذاری جای وریتم ال برای عمل O(N۲) شد، انجام LDLT

�رود. م ار ب ، شعاع پایه�ای تواب کم به درونیاب از

بردن ار ب با تاب این درونیاب از حاصل اه دست یرید، ب نظر در را y = exp sin(πx) تاب .١.٢.٣ مثال
شده گرفته نظر در نواخت ی فاصله�های با [−۱,۱] بازه در N = ۵۵ مراکز تعداد با شعاع پایه�ای تواب

است. M = ۱۷۵ درونیاب نقاط تعداد و است
شده حل LDLT و دولیتل ، چولس تجزیه روش�های با شعاع پایه�ای تواب از شده ایجاد اه دست
نمودار�های در که همانطور LDLT و دولیتل تجزیه ول �شود، م مواجه ست ش با چولس تجزیه است،
(اختلاف خطا عمودی محور و �باشد م ε ل پارامتر�ش افق محور است. شده اجرا �شود، م دیده و٢.٣ ١.٣
شده داده نشان ٣.٣ ل ش در اه دست این عددشرط نمودار �دهد. م نشان را ( تقریب تاب و اصل تاب بین

١Numerically Symmetric Positive Definite



٣١ مثبت معین متقارن اه�های دست حل برای مستقیم روش�های .٢.٣

به ربع وس مع شعاع پایه�ای تاب بردن ار ب با f = exp sin(πx) تاب تقریب از حاصل اه دست حل :١.٣ ل ش
متفاوت. ل��های پارامترش گرفتن نظر در با LDLT تجزیه روش

ربع وس مع شعاع پایه�ای تاب بردن ار ب با f = exp sin(πx) تاب تقریب از حاصل اه دست حل :٢.٣ ل ش
۱۰e− ۸ حدودا ، ε = ۱٫۱۵ با خطا کمترین که متفاوت ل��های پارامترش گرفتن نظر در با LU تجزیه روش به

است.

ε = ۱٫۲ تا کل بطور است. نوسان در خطا منحن ϵ = ۲٫۱ تا LDLT و LU تجزیه روش در است.
علت به �شود م مواجه ست ش با ε = ۱٫۹۵ تا چولس تجزیه است. داشته کاهش روند کامل بطور
کمتر قطری ماتریس عناصر کردن تولید با LDLT تجزیه �باشد نم عددی متقارن مثبت معین اه دست ه این
نیست. عددی متقارن مثبت معین کمتر، و ε = ۱٫۹۵ با ماتریس اه دست که �دهد م تشخیص صفر، از
روش همانند خوب نتای عوض در و �شود نم ست ش به منجر LDLT تجزیه چولس تجزیه برخلاف
عناصر هم و باشد پایدار LDLT محاسبات هم ه این برای پارامتری ناحیه �کند. م تولید دولیتل تجزیه



٣٢ تجزیه روش به شعاع پایه�ای تواب از حاصل اه دست حل .٣

افزایش منظم�سازی نی ت توسط �تواند م باشد، پایدار و موفق چولس وریتم ال و باشد مثبت D قطری
داد. خواهیم توضی بعدی بخش در که یابد بهبود قطر

پایه�ای تواب از استفاده با f = exp sin(πx) تاب تقریب از حاصل اه دست شرط عدد نمودار :٣.٣ ل ش
ε ل پارامتر�ش از ناحیه��ای روی شعاع

مثبت معین متقارن ماتریس�های تجزیه منظم�سازی ٣.٣

،Gw = f اه دست کردن حل بجای است. شده استفاده ١٩۴٠ سال در بار اولین برای قطر افزایش روش
I و کوچ مثبت پارامترثابت µ پارامتر . �کنیم م حل C = G + µI که را Cy = f منظم اه دست
است این�گونه قطر افزایش روش ٢(MDI) �نامند م قطر افزایش روش را نی ت این است، واحد ماتریس
یعن دارد، قبل به نسبت بهتری شرایط حاصل ماتریس عمل این با �دهیم م افزایش را قطر روی درایه�های که

�باشد. م اولیه ماتریس به نسبت تر کوچ شرط عدد دارای
ماتریس اه دست نتیجه در و دارد G به نسبت تری کوچ شرط عدد جا این در شده حاصل C ماتریس

�شود. م �تر خوش�وض Cy = f

K(C) =
λmax + µ

λmin + µ
< K(G) =

λmax

λmin

, (٢.٣)

�باشد. م ویژه مقدار کمترین λmin و ویژه مقدار بزرگترین λmax (٢.٣) فرمول در
به اه دست حل در قطر افزایش روش در است. (G + µI)−۱ به نزدی G−۱، کوچ �µهای برای

کنیم. زین جای (G+ µI) با را G �توان م سادگ

G−۱ − (G+ µI)−۱ = µ۲G−۱(I +
G−۱

µ
)G, (٣.٣)

٢Method of Diagonal Increments



٣٣ مثبت معین متقارن ماتریس�های تجزیه منظم�سازی .٣.٣

به �توان م را G−۱ �دهد. م نشان کوچ µ برای را (G + µI)−۱ و G−۱ بودن نزدی (٣.٣) رابطه
نوشت: زیر صورت

G−۱ =
۱
µ

∞∑
k=۱

(µC−۱)k, (۴.٣)

است: آمده به�دست زیر روش به که
G−۱ =(C − µI)−۱

=C−۱ − C−۱(−µI)C−۱ + C−۱(−µI)C−۱(−µI)C−۱ + · · ·

=C−۱ + µ(C−۱)۲ + µ۲(C−۱)۳ + · · ·

=
۱
µ

∞∑
k=۱

(µC−۱)k.

است. ی از کمتر µC−۱ طیف شعاع زیرا است را هم سری
۰ <

µ

λi + µ
< ۱ i = ۱,۲, · · · , N ∀µ > ۰,

اه آن µ ≤ λminاگر و باشد کمتر G عددشرط به نسبت C عددشرط است ن مم اه آن µ > λmax اگر
است. را هم سرعت به سری �iها تمام برای µ

λi+µ
≤ ۱

است: آمده به�دست زیر روش از که نوشت w = G−۱f به�صورت �توان م را Gw = f اه دست جواب

w =G−۱f

=
۱
µ

∞∑
k=۱

(µC−۱)kf =
∞∑

k=۱

۱
µ
(µC−۱)kf

=
∞∑

k=۱

۱
µ
µkC−kf =

∞∑
k=۱

µk−۱C−kf

=
∞∑

k=۱
µk−۱C−kCy =

∞∑
k=۱

µk−۱C۱−ky

=
∞∑

k=۱
µk−۱(C−۱)k−۱y =

∞∑
k=۱

(µC−۱)k−۱y

=(µC−۱)۱−۱ + (µC−۱)۲−۱ + (µC−۱)۳−۱ + · · ·

=y + µC−۱y + (µc−۱)۲y + · · ·

=y + µC−۱ [y + µC−۱y + · · ·
]
.

با: است برابر اول جمله
w[۰] = C−۱f,

روابط: رار ت سپس و
w[k+۱] = w[k] + µC−۱w[k], k = ۰,۱, · · · . (۵.٣)

به است معروف رایل روش به جدید نوشته�های در �شود. م نامیده رار ت ی فوق معادله از جمله هر محاسبه
O(N۳) به اه دست حل با سپس و �شود م تجزیه عمل O(۱

۳N
۳) با �بار ی w روش، اجرای با خلاصه طور



٣۴ تجزیه روش به شعاع پایه�ای تواب از حاصل اه دست حل .٣

�شود. م انجام عمل
باق که ته�ای ن است. شده استفاده شعاع پایه�ای تواب درونیاب مسائل حل در ، رایل نظریه اخیر درسالهای

کنیم. مشخص بهروری و دقت بهترین برای را رار ت مرتبه توقف معیار چطور که است این �ماند م

توقف شرایط و منظم�ساز پارامتر انتخاب ۴.٣

نظر در ٣ یا ٢ برابر را a و مناسب دقت بعنوان را p اگر است شده پیشنهاد منظم�ساز پارامتر انتخاب برای
استفاده را µ = ۱e− ۱۱ مقدار که دارد وجود عددی مثال�های است. برقرار µ = ۱۰a−p رابطه یریم ب
مقدار Scilab RBF درنرم�افزار �دهد. نم را هم ضابطه یا رار ت تعداد درباره اطلاعات اما است، کرده
ضابطه مورد در اطلاعات اما است گرفته نظر در منظم�ساز پارامتر برای پیش�فرض بعنوان را µ = ۱e−۱۱
را رار ت طول حداقل و پایداری حداکثر که منظم�ساز پارامتر انتخاب �دهد.برای نم رار ت تعداد یا را هم

ندارد.[١٨] وجود دقیق ار راه باشد، داشته

تواب کم به که تاب این درونیاب از حاصل اه دست یرید، ب نظر در را f = exp (sin πx) تاب
روش آمده، ۴.٣ ل ش در که نتایج داده�ایم. انجام قطر افزایش روش با را است آمده به�دست شعاع پایه�ای
محدوده در LDLT تجزیه روش با را روش این دقت و است گرفته نظر در µ = ۵e − ۱۵ با RLDLT

در ل پارامترش ناحیه در RLDLT وریتم ال که �دهد م نشان ۴.٣ ل ش �کند. م مقایسه ل، ش پارامتر
در را غیرنوسان منحن همچنین و دقیق�تر حل راه �تواند م دارند نامطلوب شرایط که ماتریس�های اه دست

نیست. ن مم LDLT تجزیه طریق از که دهد ارائه ل�ها، پارامترش از وسیع محدوده
ثابت رفتاری و شده حل پایدار به��صورت خط اه دست است، داده نشان ۶.٣ ل ش در نمودار که همانطور
ε = با ناپایدار ناحیه در خطا کمترین دارد. کمتر و ۱۰۱۶ شرط عدد با ،( نوسان بدون خطا (منحن
کمترین و ۱٫۴e۱۹ عددشرط G ماتریس اه دست ل پارامترش از مقدار این در است. داده رخ ۱٫۱۵
مقدار �نیمم م از کمتر مقداری با µ، رایل روش (۴.٣) سری در دارد. را −۷٫۲۳e − ۱۶ ویژه مقدار
�باشد، نم ان�پذیر ام کاری چنین انجام مورد این در اما است شده را هم سرعت به که است شده تعیین ویژه
بالاتر کم منظم�ساز پارامتر تعیین حال این با �آید. م به�دست ۱۰۱۶ از بالاتر C ماتریس در شرط عدد زیرا
۵e−۱۳ ≤ µ ≤ محدوده در منظم�ساز پارامتر زیر درنمودارهای است. تاثیرگذار G ویژه مقدار کمترین از

است. شده انتخاب ۵e− ۱۵
نظر در با مثال برای است. متفاوت روش این وضعیت است، مثبت معین متقارن ماتریس که زمان
داشته را O(۱۰۱۲) شرط عدد G ماتریس �شود م منجر ε = ۳٫۰ مقدار با µ = ۵e − ۱۵ گرفتن
مقدار کمترین حالت این در است. سان ی G ماتریس شرط عدد با حدودا C ماتریس شرط عدد باشد،
مطلوب جواب به سریعا (۴.٣) سری است. ۱٫۴e− ۰۴ برابر µC−۱ طیف شعاع و ۳٫۵e− ۱۱ ویژه
متقارن ماتریس که زمان �باشد. م ضروری شدن رار ت کم یا نشدن رار ت مورد این در �شود. م نزدی
صدها روش این اینصورت غیر در شود تنظیم نسب تغییرات �نیمم م در باید خطا کران است، مثبت معین
به دادن پایان برای �شود. نم حاصل آن از دقیق�تری حل راه ول داشت خواهد کم نسب تغییرات با را رار ت
پیشنهاد زیر شرایط با همراه ۵e− ۱۳ ≤ µ ≤ ۵e− ۱۵ محدوده در را منظم پارامتر رایل روش رار ت



٣۵ توقف شرایط و منظم�ساز پارامتر انتخاب .۴.٣

�کنیم. م

�آید م به�دست Cy = f منظم�ساز اه دست از yکه جواب به مربوط µC−۱a[k] عبارت نرم که ام هن (الف)
تعداد �کنیم. م توقف باشد �گیریم، نظرم در ۱e − ۴ فرض پیش طور به که خطا کران از کمتر
غیراینصورت در �گیریم. م نظر در ی حداکثر یا صفر مثبت معین متقارن ماتریس ی برای رار ت
داده�ایم. توضی سوم شرط در که �دهیم م ادامه رار ت تعداد ماکسیمم تا را اصلاح مراحل وریتم ال

بعد، به رار ت ی از کاهش برای �شود م متوقف اول شرط در نسب تغییرات که زمان �یابد م خاتمه (ب)
�کند. م شدن واگرا به شروع روش که دارد اشاره مطلب این به این

گرفته نظر در ۵ فرض پیش رار ت کرده، محدود را رار ت تعداد ماکسیمم وریتم ال اطمینان، برای (پ)
است. آمده به�دست شده، پیشنهاد منظم�ساز پارامتر با اول رار ت چند در نتای اکثر زیرا شده،

افزایش روش از فقط ه بل �کند، نم استفاده رایل روش از که دارد وجود هم موثری و ساده�تر استراتژی
�کند. م تبدیل Gw = f جواب به را G+ µI جواب عمل، این �کند، م استفاده قطری

روش به ربع وس مع شعاع پایه�ای تاب بردن ار ب با f = exp sin(πx) تاب درونیاب اه دست حل :۴.٣ ل ش
ناحیه در خطا کمترین ،µ = ۵e − ۱۵ منظم�ساز پارامتر با و متفاوت ��εهای گرفتن نظر در با RLDLT تجزیه

�باشد. م ۷٫۹۹e− ۹ ،ε = ۱٫۱۵ ل پارامترش



٣۶ تجزیه روش به شعاع پایه�ای تواب از حاصل اه دست حل .٣

پارامتر گرفتن نظر در با ، شعاع پایه�ای تاب اربردن ب با f = exp sin(πx) تاب درونیاب اه دست حل :۵.٣ ل ش
دولیتل تجزیه روش به نسبت کمتری نوسانات از منحن �دهیم، م نشان RLLT با را آن و µ = ۵e− ۱۵ منظم�ساز

است. برخوردار

روش با شعاع پایه�ای تواب کم به f = exp sin(πx) تاب درونیاب از حاصل اه دست شرط عدد :۶.٣ ل ش
قطر. افزایش



فصل۴

به �پایه�ای�شعاع تواب معادلات اه دست حل
مزدوج روشگرادیان

مقدمه

متقارن مثبت ضرایب با معادلات از بزرگ سیستم�های سری حل برای قدرتمند راری ت روش�های از ی
مطرح ٢ استایفل و ١ هستنز توسط ۱۹۵۲ سال در مزدوج گرادیان وریتم ال است. مزدوج گرادیان روش

شد.

مزدوج روشگرادیان ١.۴

خیل و تن خط اه دست حل برای معمولا که �باشد م راری ت روش�های از ی مزدوج گرادیان روش
ذخیره�سازی و اجرا زمان جهت از Aماتریس �سازی مثلث بر مبتن روش�های �شود. م استفاده Ax = bبزرگ
و رود م بین از �سازی مثلث فرایند ط در بودن تن و هستند تن مسائل بیشتر بعلاوه �شود، نم توصیه
صفر مخالف عناصر با بزرگ خیل ماتریس ی با انتها در بنابراین �یابد. م توسعه ملاحظه�ای قابل طور به
کرد استفاده راری ت روش�های از �شود م توصیه ، مسائل چنین برای داشت. خواهیم سروکار زیادی بسیار
دارند. نیاز زمان ی در n طول با بردار تعدادی ذخیره�سازی به فقط و �دهند نم تغییر ماتریسAرا هرگز که
ی عنوان به �توان م و ندارد ویژه مقادیر محاسبه به نیاز که است نی ت مزدوج گرادیان وریتم ال

برای مزدوج گرادیان روش شود. استفاده Ax = b خط اه دست جواب کردن پیدا برای مستقیم روش
دارد. کاربرد بزرگ و پراکنده و مثبت معین متقارن، ماتریس�های

�نیمم م با معادل Ax = b اه دست حل اه آن باشد، مثبت معین متقارن ماتریس ی A اگر .١.١.۴ قضیه

١Hestenes
٢Stiefel



٣٨ مزدوج گرادیان روش به �پایه�ای�شعاع تواب معادلات اه دست حل .۴

�باشد: م زیر دوم درجه تاب سازی
q(x) = xTAx− ۲xT b

�گیریم م نظر در را x+ αp �کنیم. م بررس بعدی ی خط نیم ی روی بر را q تاب رفتار ابتدا برهان.
�باشد. م الر اس ی α و بوده بردار p و x آن در که

q(x+ αp) =⟨x+ αp,A(x+ αp)⟩ − ۲⟨x+ αp, b⟩

=⟨x,Ax⟩+ α⟨x,Ap⟩+ α⟨p,Ax⟩+ α۲⟨p,Ap⟩ − ۲⟨x, b⟩ − ۲α⟨p, b⟩
=q(x) + ۲α⟨p,Ax⟩ − ۲α⟨p, b⟩+ α۲⟨p,Ap⟩

=q(x) + ۲α⟨p,Ax− b⟩+ α۲⟨p,Ap⟩,

(١.۴)

ی باید خط نیم روی بر دوم درجه تاب لذا است. مثبت (۴.۴) رابطه در α۲ ضریب .A = AT زیرا
�شود: م نتیجه �گیریم، م مشتق t به نسبت (۴.۴) رابطه از ماکسیمم. ی نه و باشد داشته �نیمم م

d

dt
q(x+ αp) = ۲⟨p,Ax− b⟩+ ۲α⟨p,Ap⟩, (٢.۴)

عبارت �دهد م را �نیمم م نقطه که α مقدار باشد. صفر برابر (٢.۴) رابطه مشتق که است وقت q �نیمم م
از: است

α =
⟨p, b− Ax⟩
⟨p,Ap⟩

, (٣.۴)

�کنیم: م محاسبه خط نیم روی بر را q �نیمم م ،α مقدار این از استفاده با
q(x+ αp) =q(x) + α [۲⟨p+ Ax− b⟩+ α⟨p,Ap⟩]

=q(x) + α [۲⟨p,Ax− b⟩+ α⟨p, b− Ax⟩]

=q(x)− α⟨p, b− Ax⟩

=q(x)− ⟨p, b− Ax⟩۲

⟨p,Ap⟩
,

(۴.۴)

بر عمود p ه آن ر م �آید م پدید x+αp به x از عبور در همیشه q مقدار کاهش که �دهد م نشان محاسبات
زیادی تعداد اه آن نباشد، Ax = b اه دست جواب ی x اگر .⟨p, b− Ax⟩ = ۰ یعن باشد مانده بردار
را q ،x اه آن Ax ̸= b اگر اینرو از �کنند. م صدق ⟨p, b− Ax⟩ ≠ ۰ رابطه در که دارند وجود p بردار
روی و یرد ب سرچشمه x از که �شود نم یافت خط نیم اه آن ،Ax = b اگر ر دی طرف از �کند. نم �نیمم م

است. q �نیمم م نقطه ی xی چنین ی اینرو از کند. اختیار q(x) مقدار از کمتر مقداری q آن

�کنیم: م حل مزدوج گرادیان روش به را زیر جبری معادله اه دست .٢.١.۴ مثال
۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴



x۱

x۲

x۳

 =


۱۲
−۱
۵

 ,

اولیه: بردار انتخاب با برسد. جواب به اه) دست مرتبه به توجه رار(با ت مرحله سه از بعد باید روش حل:
x۰ =

(
۰ ۰ ۰

)
,



٣٩ مزدوج گرادیان روش .١.۴

r۰ = b− Ax۰ =


۱۲
−۱
۵

−


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴




۰
۰
۰

 ,

p۰ = r۰ =


۱۲
−۱
۵

 ,

Ap۰ =


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴




۱۲
−۱
۵

 =


۵۴
−۲۶
۳۴

 ,

α۰ =
pT۰r۰
pT۰Ap۰

=
(۱۲)۲ + (−۱)۲ + (۵)

۱۲(۵۴) + (−۱)(−۲۶) + ۵ = ۰٫۲۰۱۴۲,

x۱ = x۰ + α۰p۰ =


۰
۰
۰

+ ۰٫۲۰۱۴۲


۱۲
−۱
۵

 =


۲٫۴۱۷۰۴
−۰٫۲۰۱۴۲
۱٫۰۰۷۱



r۱ = b− Ax۱ =


۱۲
−۱
۵

−


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴




۲٫۴۱۷۰۴
−۰٫۲۰۱۴۲
۱٫۰۰۷۱

 =


۱٫۱۲۳۳۲
۴٫۲۳۶۹۲
−۱٫۸۴۸۲۸

 ,

β۰ = −rT۱Ap۰
pT۰Ap۰

= −۱٫۱۲۳۳۲(۵۴) + ۴٫۲۳۶۹۲(−۲۶)− ۱٫۸۴۸۲۸(۳۴)
۱۲(۵۴) + (−۱)(−۲۶) + (۵)(۳۴) = ۰٫۱۳۳۱۰۷,

p۱ = r۱ + β۰p۰ =


۱٫۱۲۳۳۲
۴٫۲۳۶۹۲
−۱٫۸۴۸۲۸

+ ۰٫۱۳۳۱۰۷


۱۲
−۱
۵

 =


۲٫۷۲۰۷۶
۴٫۱۰۳۸۰
−۱٫۱۸۲۶۸

 ,

Ap۱ =


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴




۲٫۴۱۷۰۴
۴٫۱۰۳۸۰
−۱٫۱۸۲۶۸

 =


۵٫۵۹۶۵۶
۱۶٫۰۵۹۸۰
−۱۰٫۲۱۷۶۰

 ,

α۱ =
pT۱r۱
pT۱Ap۱

=
۲٫۷۲۰۷۶(۱٫۱۲۳۳۲) + ۴٫۱۰۳۸۰(۴٫۲۳۶۹۲)− ۱٫۱۸۲۶۸(−۱٫۸۴۸۲۸)

۲٫۷۲۰۷۶(۵٫۵۹۶۵۶) + ۴٫۱۰۳۸۰(۱۶٫۰۵۹۸۰)− ۱٫۱۸۲۶۸(−۱۰٫۲۱۷۶۰) ,

α۱ = ۰٫۲۴۲۷۶,

x۱ = x۱+α۱p۱ =


۲٫۴۱۷۰۴
−۰٫۲۰۱۴۲
۱٫۰۰۷۱۰

+۰٫۲۴۲۷۶


۲٫۷۲۰۷۶
۴٫۱۰۳۸۰
−۱٫۱۸۲۶۸

 =


۳٫۰۷۷۵۳
۰٫۷۹۴۸۲
۰٫۷۱۹۹۹

 ,



۴٠ مزدوج گرادیان روش به �پایه�ای�شعاع تواب معادلات اه دست حل .۴

r۲ = b−Ax۲ =


۱۲
−۱
۵

−


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴

 =


۳٫۰۷۷۵۳
۰٫۷۹۴۸۲
۰٫۷۱۹۹۹

 =


−۰٫۲۳۵۲۹
۰٫۳۳۸۲۳
۰٫۶۳۲۱۵

 ,

β۱ = −rT۲Ap۱
pT۱Ap۱

,

β۱ = −−۰٫۲۳۵۲۹(۵٫۵۹۶۵۶) + ۰٫۳۳۸۲۳(۱۶٫۰۵۹۸۰) + ۰٫۶۳۲۱۵(−۱۰٫۲۱۷۶۰)
۲٫۷۲۰۷۶(۵٫۵۹۶۵۶) + ۴٫۱۰۳۸۰(۱۶٫۰۵۹۸۰)− ۱٫۱۸۲۶۸(−۱۰٫۲۱۷۶۰) ,

β۱ = ۰٫۰۲۵۱۴۵۲,

p۲ = r۲+β۱p۱ =


−۰٫۲۳۵۲۹
۰٫۳۳۸۲۳
۰٫۶۳۲۱۵

+۰٫۰۲۵۱۴۵۲


۲٫۷۲۰۷۶
۴٫۱۰۳۸۰
−۱٫۱۸۲۶۸

 =


−۰٫۱۶۶۸۷۶
۰٫۴۴۱۴۲۱
۰٫۶۰۲۴۱۱

 ,

Ap۲ =


۴ −۱ ۱
−۱ ۴ −۲
۱ −۲ ۴



−۰٫۱۶۶۸۷۶
۰٫۴۴۱۴۲۱
۰٫۶۰۲۴۱۱

 =


−۰٫۵۰۶۵۱۴
۰٫۷۲۷۷۳۸
۱٫۳۵۹۹۳۰

 ,

α۲ =
pT۲r۲
pT۲Ap۲

,

α۲ =
−۰٫۱۶۶۸۷۶(−۰٫۲۳۵۲۹) + ۰٫۴۴۱۴۲۱(۰٫۳۳۸۲۳) + ۰٫۶۰۲۴۱۱(۰٫۶۳۲۱۵)

−۰٫۱۶۶۸۷۶(−۰٫۵۰۶۵۱۴) + ۰٫۴۴۱۴۲۱(۰٫۷۲۷۷۳۸) + ۰٫۶۰۲۴۱۱(۱٫۳۵۹۹۳۰) ,

α۲ = ۰٫۴۶۴۸۰,

x۳ = x۲+α۲p۲ =


۳٫۰۷۷۵۳
۰٫۷۹۴۸۲
۰٫۷۱۹۹۹

+۰٫۴۶۴۸۰


−۰٫۱۶۶۸۷۶
۰٫۴۴۱۴۲۱
۰٫۶۰۲۴۱۱

 =


۲٫۹۹۹۹۷
۰٫۹۹۹۹۹
۰٫۹۹۹۹۹

 .

محاسبات در نمودن گرد خطای علت به دقیق حل با جزئ اختلاف است. صحی اعشار رقم ۵ تا تقریبا که
است.

مزدوج روشگرادیان به شعاع پایه�ای تواب اه دست حل ٢.۴

معین متقارن اه�های دست حل به منجر که �پردازیم م شعاع پایه�ای تواب با تاب چند درونیاب به ادامه در
همانطور �کنیم، م حل داده�ایم شرح قبل بخش در که مزدوج گرادیان روش به را اه�ها دست این �شود. م مثبت
Matlab نرم�افزار با محاسبات زیر مثال�های در �شود. م حاصل خوب نتای دید خواهیم زیر مثال�های در که

است. شده انجام ٢٠١٠



۴١ مثال .٣.۴

مثال ٣.۴

یرید: ب نظر در را زیر تاب .١.٣.۴ مثال
y = ۰٫۰۲(۱۲+ ۳x− ۳٫۵x۲ + ۷٫۲x۳)(۱+ cos۴πx)(۱+ ۰٫۸ sin۳πx),

مورد نقاط تعداد با [−۱,۱] بازه در ε = ۴ با چندربع شعاع پایه�ای تواب کم با را تاب این درونیاب
به�دست شعاع پایه�ای تواب از که تاب این درونیاب از حاصل اه دست داده�ایم، انجام M = ۱۷۵ ارزیاب
تاب �شود م مشاهده ١.۴ نمودار در که همانطور �کنیم، م حل مزدوج گرادیان تجزیه روش با را است آمده

�باشد. م ۱٫۵۴۸e− ۰۴ شده محاسبه خطای دارند، قرار هم روی تقریباً اصل تاب و درونیاب

y = ۰٫۰۲(۱۲+۳x−۳٫۵x۲+۷٫۲x۳)(۱+cos۴πx)(۱+۰٫۸ sin۳πx) تاب درونیاب :١.۴ ل ش
پیوسته خط�های به�صورت دقیق تاب و دایره�ای نقاط با تقریب تاب .ε = ۴ با چندربع شعاع پایه�ای تواب کم به

است. شده داده نشان

یرید: ب نظر در را زیر تاب .٢.٣.۴ مثال
y = exp (sin(πx)),

در ε = ۲ گرفتن نظر در با ، چندربع وس مع شعاع پایه�ای تاب اربردن ب با را تاب این درونیاب
انجام مزدوج گرادیان تجزیه روش با را حاصل اه دست داده�ایم،حل انجام ١٧۵ نقاط تعداد با [−۱,۱] بازه
�باشد. م ۱٫۲۲۶۲e−۰۵ شده محاسبه خطای است، شده داده نشان ٢.۴ نمودار در درونیاب این �دهیم م



۴٢ مزدوج گرادیان روش به �پایه�ای�شعاع تواب معادلات اه دست حل .۴

تاب ل ش در . ε = ۴ با چندربع شعاع پایه�ای تواب کم به y = exp (sin(πx)) تاب درونیاب :٢.۴ ل ش
است. شده داده نشان پیوسته خط�های به�صورت دقیق تاب و دایره�ای نقاط با تقریب



فصل۵

تواب بردن ار ب با زمان به وابسته معادلات حل
شعاع پایه�ای

مقدمه ١.۵

شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با دیفرانسیل معادلات حل تقریب برای را طرح کانسا ،١٩٩٠ سال در
دیفرانسیل معادلات شامل جزئ و معمول دیفرانسیل معادلات حل برای کانسا روش اخیرا، داد. ارائه
زمان به وابسته معادلات حل برای روش دو بخش این در است. یافته بهبود زمان به وابسته غیرخط جزئ
معادلات حل برای شعاع پایه�ای تواب اساس بر ه شب بدون روش دو این است. گرفته قرار استفاده مورد
حذف کردن خط با غیرخط شرایط اول روش در است. رفته ار ب زمان به وابسته غیرخط دیفرانسیل
معادلات حل دوم روش در و شده انجام شعاع پایه�ای تواب و لسون نی - کران کم به و است شده�
١ ران توسط کوتا - رون روش است. شده انجام کوتا - رون روش و شعاع پایه�ای تواب کم به

شد. داده گسترش ٣ هیون و ٢ کوتا توسط سپس و شد پیشنهاد

شعاع پایه�ای تواب و لسون نی - کران طرح با معادلات حل ١.١.۵

یرید: ب نظر در را زیر معادله

ut + uux + αuxx + σuxxx + βuxxxx = ۰, (١.۵)
u(a, t) = g۱(t),

u(b, t) = g۲(t),

u(x,۰) = f(x).

١Runge
٢Kutta
٣Hean



۴۴ شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با زمان به وابسته معادلات حل .۵

�آید. م به�دست زیر به�صورت دیفرانسیل معادله (١.۵) معادله روی لسون نی - کران روش اعمال ]با
un+۱ − un

∆t

]
+

[
(uux)

n+۱ + (uux)
n

۲

]
+ α

[
(uxx)

n+۱ + (uxx)
n

۲

]
+ σ

[
(uxxx)

n+۱ + (uxxx)
n

۲

]
+ β

[
(uxxxx)

n+۱ + (uxxxx)
n

۲

]
= ۰, (٢.۵)

�سازی خط روش، این در اصل ایده است. زمان گام ∆t و tn+۱ = tn + ∆t و un+۱ = u(tn+۱) که
ببریم: ار ب را زیر فرمول �توان م ،uux غیر�خط عبارت �سازی خط برای است. غیرخط عبارت

(uux)
n+۱ = unun+۱

x + un+۱un
x − unun

x, (٣.۵)

�باشد: م زیر (٢.۵)به�صورت (٣.۵)در ذاری جای ]نتیجه
un+۱ − un

∆t

]
+

[
unun+۱

x + un+۱un
x

۲

]
+ α

[
(uxx)

n+۱ + (uxx)
n

۲

]
+ σ

[
(uxxx)

n+۱ + (uxxx)
n

۲

]
+ β

[
(uxxxx)

n+۱ + (uxxxx)
n

۲

]
= ۰ (۴.۵)

داد: تغییر زیر به�صورت را بالا جملات �توان م

un − ∆t

۲ [αun
xx + σun

xxx + βun
xxxx] =

un+۱ +
∆t

۲
[
unun+۱

x + un+۱un
x + αun+۱

xx + σun+۱
xxx + βun+۱

xxxx

]
(۵.۵)

است: آمده به�دست زیر محاسبات از که

un+۱ − un +
۱
۲unun+۱

x ∆t+
۱
۲un+۱un

x∆t+ α
۱
۲
uxx

n+۱

۲ ∆t+
۱
۲α

un
xx

۲ ∆t

+
۱
۲σ

un+۱
xxx

۲ ∆t+
۱
۲σ

un
xxx

۲ ∆t+
۱
۲β

un+۱
xxxx

۲ ∆t+
۱
۲β

un
xxxx

۲ ∆t

un − ۱
۲∆tαun

xx −
۱
۲∆tσunuxxx −

۱
۲βun

xxxx∆t

= un+۱ +
۱
۲unun+۱

x ∆t+
۱
۲un+۱un

x∆t+ α
uxx

n+۱

۲ ∆t

+
۱
۲σ

un+۱
xxx

۲ ∆t+
۱
۲β

un+۱
xxxx

۲ ∆t

�گیریم م فاکتور ∆t از

un − ۱
۲∆t [αun

xx + σun
xxx + βun

xxxx]

= un+۱ +
۱
۲∆t

[
unun+۱

x + un+۱ux + α
un+۱
xx

۲ + σ
un+۱
xxx

۲ + β
un+۱
xxxx

۲

]



۴۵ مقدمه .١.۵

�زنیم: م تقریب زیر رابطه داشتن با را فرمول(۵.۵) است. تقریب حل از nام رار ت نشان�دهنده un که

un(xi) =
N∑

j=۰
wn

j φ(rij) (۶.۵)

تعیین که هستند مجهول مقادیر wjها و ،rij = ∥xi − xj∥ ،[a, b] در نقاط مجموعه xi = a+ i∆x که
برای زیر در(۵.۵)معادله کردن(۶.۵) زین جای با �باشند. م شعاع �پایه�ای تواب ها φ(r) و شد خواهند

آمد. خواهد به�دست xi(i = ۱,۲, · · · , N − ۱) درون نقاط

un − ۱
۲∆t [αun

xx + σun
xxx + βun

xxxx]

=
N∑

j=۰
wn+۱

j φ(rij) +
۱
۲∆t

[
un ×

N∑
j=۰

wn+۱
j φx(rij) + un

x ×
N∑

j=۰
wn+۱

j φ(rij)

+α

N∑
j=۰

wn+۱
j φxx(rij) + σ

N∑
j=۰

wn+۱
j φxxx(rij) + β

N∑
j=۰

λn+۱
j φxxxx(rij)

]
(٧.۵)

�شوند: م تبدیل زیر به�صورت (١.۵) مرزی شرایط
N∑

j=۰
wn+۱

j φ(r۱j) = g۱(t),
N∑

j=۰
wn+۱

j φ(rNj) = g۲(t), (٨.۵)

به �تواند م که ، wn+۱
j مجهول N + ۱ شامل و(۵.٨) (٧.۵) اه دست و �آید م به�دست wjها مرحله هر در

شوند. تعیین گاوس حذف روش مانند روش�ها برخ توسط آسان

مثال ٢.١.۵

به�صورت: α = ۱, σ = ۴, β = ۱ گرفتن نظر در با (١.۵) معادله .١.١.۵ مثال
ut + uux + uxx + ۴uxxx + uxxxx = ۰,

مرزی: شرایط با
u(x,۰) = C+۹−۱۵

[
tanh(k(x− x۰)) + tanh۲(k(x− x۰))− tanh۳(k(x− x۰))

]
,

u(a, t) = C+۹−۱۵
[
tanh(k(a− Ct− x۰)) + tanh۲(k(a− Ct− x۰))− tanh۳(k(a− Ct− x۰))

]
,

u(b, t) = C+۹−۱۵
[
tanh(k(b− Ct− x۰)) + tanh۲(k(b− Ct− x۰))− tanh۳(k(b− Ct− x۰))

]
,

دقیق جواب و
u(x, t) = C+۹−۱۵

[
tanh(k(x− Ct− x۰)) + tanh۲(k(x− Ct− x۰))− tanh۳(k(x− Ct− x۰))

]
.

پایه�ای تاب و لسون نی - کران کم به x۰ = −۱,K = ۰٫۵, C = با,۶ را معادله این است.
RMS خطای کرده�ایم. حل ∆t = ۰٫۱ زمان گام و [a, b] = [−۲۰,۱۰] بازه در چندربع شعاع

است. آمده پایین جدول در متفاوت زمان�های با نقاط، از برخ در است زیر فرمول با برابر که

RMS =

√√√√ ۱
N

N∑
i=۱

|uexact(xi, t)− uapproximate(xi, t)|۲



۴۶ شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با زمان به وابسته معادلات حل .۵

تاب کم به که α = ۱, σ = ۴, β = ۱ گرفتن نظر در با (١.۵) معادله تقریب و دقیق مقدار رسم :١.۵ ل ش
.t = ۱ با است آمده به�دست لسون نی - کران و چندربع شعاع پایه�ای

تاب کم به که α = ۱, σ = ۴, β = ۱ گرفتن نظر در با (١.۵) معادله تقریب و دقیق مقدار رسم :٢.۵ ل ش
.t = ۲٫۵ با است آمده به�دست لسون نی - کران و چندربع شعاع پایه�ای

RMS خطای :١.۵ جدول

٢.۵ ٢ ١.۵ ١ ٠.۵ زمان
١.١۵e-١ ٩.٢۴e-٢ ٧.۴۴e-٢ ۶.۶۶e-٢ ٣.١١e-٢ لسون نی - کران روش خطای



۴٧ مقدمه .١.۵

یرید. ب نظر در β = ۰ و σ = ۱ ، α = ۱ با را (١.۵) معادله .٢.١.۵ مثال
ut + uux + uxx + uxxx = ۰,

مرزی: شرایط با

u(x,۰) = C +
۱۵
۱۹

√
۱۱
۱۹ [۱۱ tanh۳(k(x− x۰))− ۹ tanh(k(x− x۰)),

u(a, t) = C +
۱۵
۱۹

√
۱۱
۱۹ [۱۱ tanh۳(k(a− Ct− x۰))− ۹ tanh(k(a− Ct− x۰))],

u(b, t) = C +
۱۵
۱۹

√
۱۱
۱۹ [۱۱ tanh۳(k(b− Ct− x۰))− ۹ tanh(k(b− Ct− x۰))].

با [a, b] = [−۲۰,۱۰] بازه در C = ۰٫۵, K = ۱
۲

√
۱۱
۱۹ , x۰ = −۱۰ گرفتن نظر در با را معادله این

∆t = ۰٫۱ با برابر زمان گام کرده�ایم. حل چندربع شعاع پایه�ای تاب و لسون نی - روشکران کم
�باشد. م

پایه�ای تاب کم به که β = ۰ و σ = ۱ ، α = ۱ با را (١.۵) معادله تقریب و دقیق مقدار رسم :٣.۵ ل ش
.t = ۱ با است آمده به�دست لسون نی - کران و چندربع شعاع



۴٨ شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با زمان به وابسته معادلات حل .۵

پایه�ای تاب کم به که β = ۰ و σ = ۱ ، α = ۱ با را (١.۵) معادله تقریب و دقیق مقدار رسم :۴.۵ ل ش
.t = ۵ با است آمده به�دست لسون نی - کران و چندربع شعاع

RMS خطای :٢.۵ جدول

۵ ٢ ١.۵ ١ ٠.۵ زمان
١.٢٢e-٣ ١.٠٧e-٣ ٧.٧٣e-۴ ۶.٠۶e-۴ ٢.٩٨e-۴ لسون نی - کران روش خطای

شعاع پایه�ای تواب و کوتا - روشرون با معادلات حل ٣.١.۵

�گیریم. م کم شعاع پایه�ای تواب از (٩.۵) معادله حل برای

ut + uux − µuxxt = ۰, x ∈ [a, b], t > ۰. (٩.۵)

هستند. شعاع پایه�ای تواب وزن�های w(j)ها و شعاع پایه�ای تواب ϕ(xi, xj) معادله(۵.١٠) در

u(xi, t) =
N∑

j=۱
w(j)(t)ϕ(xi, xj), ۱ ≤ i ≤ N (١٠.۵)

�باشد: م زیر به�صورت (١٠.۵) معادله ماتریس فرم

u = Aw, (١١.۵)

�باشد. م شعاع پایه�ای تواب از شده یل تش ماتریس A که

به�دست داده�ایم توضی دوم فصل در که شعاع پایه�ای تاب از مشتق�گیری با ux ،(٩.۵) معادله در
شود: نوشته زیر به�صورت �توان م و �آید م

ux = Axw, (١٢.۵)

بنویسیم: زیر به�صورت �توان م را معادله �آید، م به�دست (١١.۵) معادله از که w = A−۱u گرفتن نظر در با

ux = AxA
−۱u = Dxu, (١٣.۵)



۴٩ پیشنهادات و نتیجه�گیری .٢.۵

وارون�پذیری به وابسته مشتق�گیری ماتریس است ذکر به لازم است. مشتق�گیری Dxماتریس = AxA
−۱ که

�باشد. م وارون�پذیر A ماتریس داده�ایم توضی هم قبلا که همانطور است. A ماتریس
uxx = AxxA

−۱u = Dxxu, (١۴.۵)

یعن d۲
dx۲ϕ(x, xi)x=xi

,۱ ≤ i, j ≤ N ،Axx ماتریس ورودی� که Dxx = AxxA
−۱ مشابه بطور

بالاتر مراتب مشتق�گیری ماتریس �توانیم م ما مشابه بطور �باشد. م شعاع پایه�ای تواب از دوم مشتق�گیری
�باشد: م زیر به�صورت (٩.۵) معادله با متناظر معادله بالا دیفرانسیل ماتریس اربردن ب با کنیم. محاسبه را

u′ + u(Dxu)− µDxxu
′ = ۰, (١۵.۵)

بنویسیم: زیر به�صورت �توان م را معادله این
(I − µDxx)u

′ = −(u(Dxu)), (١۶.۵)

�باشد. م tبه وابسته B = (I − µDxx) ماتریس
u′ = −B−۱(diag(u)Dx), (١٧.۵)

�باشد: م زیر به�صورت (١٧.۵) معادله برداری ل ش
u′ = F (u), (١٨.۵)

ل ش کرد. خواهیم حل کوتا - رون روش با را معادله این �باشد، م t برحسب آمده بدست که معادله�ای
�باشد: م زیر به�صورت (١٨.۵) معادله در استفاده برای کوتا - رون روش برداری

r۱ = F (un),

r۲ = F (u+ h
۲r۱),

r۳ = F (u+ h
۲r۲),

r۴ = F (u+ hr۳),

un+۱ = un + ۱
۶(r۱ + ۲r۲ + ۲r۳ + r۴).

پیشنهادات و نتیجه�گیری ٢.۵

درونیاب طریق از سپس پرداخته�ایم. شعاع پایه�ای تواب کم با تواب درونیاب بررس به دوم فصل در
هر که دیدیم کرده�ایم، بیان غیرمستقیم و مستقیم روش دو با تواب مشتق برای تقریب ، تواب این کم به
شعاع پایه�ای تاب شده، بررس �شعاع پایه�ای تواب بین از دهند. ارائه را خوب نتای قادرند روش دو
و چندربع وس مع به نسبت غیرمستقیم و مستقیم روش دو هر در را رد عمل بهترین دقت نظر از چندربع
مشتقاتش بخصوص ، تاب تقریب در غیرمستقیم روش �دهد م نشان عددی نتای است. داده ارائه ، گاوس
دقیق�تر اول نوع مستقیم روش به نسبت دوم نوع غیرمستقیم روش و دارد مستقیم روش به نسبت بالاتری دقت

�باشد. م
به ابتدا را، تواب درونیاب در شعاع پایه�ای تواب از آمده به�دست مثبت معین اه دست سوم فصل در
با تواب این حل گاه که دیدیم کرده�ایم، حل LDLT و چولس تجزیه دولیتل، تجزیه روش�های کم
کار این قطر افزایش روش نام به ر دی روش کم به دلیل همین به �باشد نم ان�پذیر ام چولس تجزیه
روش�منظم�ساز ارگیری ب �باشد م ان�پذیر ام RLLT روش با ماتریس این تجزیه ه این بر علاوه شد، انجام



۵٠ شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با زمان به وابسته معادلات حل .۵

ارائه قبل به نسبت بهتری، نتای �شود م نام�گذاری RLDLT با که LDLT روش در حت اه دست حل در
است. داشته

رفته ار ب شعاع پایه�ای تواب از شده ایجاد اه�های دست حل در مزدوج گرادیان روش چهارم فصل در
بزرگ نسبتا اه�های دست برای و دارد اغماض قابل خطای روش این ارگیری ب است داده نشان نتای است،

�باشد. م مفید �شود م استفاده مثبت معین متقارن اه�های دست حل برای که چولس روش با مقایسه در
- کران طرح با زمان به وابسته دیفرانسیل معادلات حل برای ه شب بدون روش دو پنجم فصل در
عددی نتای است. گرفته� قرار بررس مورد شعاع پایه�ای تواب بردن ار ب با کوتا - رون روش و لسون نی

�باشند. م قبول قابل زمان به وابسته غیرخط PDEهای حل برای روش دو هر که است داده� نشان

پیشنهادات •

این حل در ر دی روش�های با آن مقایسه و شعاع پایه�ای تواب کم به جزئ جبری معادلات حل (الف)
معادلات.

گاوس و وسچندربع مع ، چندربع شعاع پایه�ای تواب گرفتن نظر در با جزئ معادلاتجبری حل (ب)
ر. دی ی با آن مقایسه و



پیوستآ�

matlab کد

سوم matlabفصل کد آ�.١

اول: نمودار

N = 55; M = 175;
xc = linspace{(-1,1,N)};
x = linspace{(-1,1,M)};
f = exp{(sin{(pi xc)})};
fExact = exp{(sin{(pi x)})};
rs = zeros{(N,N)};
for i=1:N
for j=1:N
rs{(i,j)}= abs{(xc{(i)} - xc{(j)})};
end
end
re = zeros{(N,N)};
for i=1:M
for j=1:N
re{(i,j)} = abs{(x{(i) }- xc{(j)})};
end
end
h = abs{(xc{(2)}-xc{(1)})};
shape =3:-0.01:0.2;



۵٢ matlab کد آ�.

bnd = zeros{(1,length{(shape)})};
for i = 1:length{(shape)};
c = shape(i);
mqs =1/{(1 + rs^2c^2)};
B = mqs
mqe=1/{(1 + re^2c^2)};
H = mqe
NA=size{(B,2)}
[NB,NB]=size{(f)};
AB=[B f]
E=eye{(NA,NA)};
L=eye{(NA,NA)};
for o=1:NA-1
for z=o+1:NA

if ne{(AB{(o,o)}, 0)}
E{(z,o)}= -AB{(z,o)}/AB{(o,o)};
AB = E*AB;
L=L*inv{(E)};
E=eye{(NA,NA)};
else
error{('algorithm needs pivoting')}
end
end
end
U=AB{(:,1:NA)};
lambda ={(U\{(L\f)})};
fApprox = H*lambda;
maxError{(i) }= norm{(fApprox - fExact)};
end
semilogy{(shape,maxError,'b--')}

.......................................................................................................................
دوم: نمودار

N = 55; M = 175;



۵٣ سوم فصل MATLAB کد آ�.١.

xc = linspace{(-1,1,N)};
x = linspace{(-1,1,M)};
f = exp{(sin{(pi*xc)})};
fExact = exp{(sin{(pi*x)})};
rs = zeros{(N,N)};
for i=1:N
for j=1:N
rs{(i,j)} = abs{(xc{(i)} - xc{(j)})};
end
end
re = zeros{(N,N)};
for i=1:M
for j=1:N
re{(i,j)} = abs{(x{(i)} - xc{(j)})};
end
end
h = abs{(xc{(2)}-xc{(1)})};
shape =3:-.01:0.2;
bnd = zeros{(1,length{(shape)})};
for i = 1:length{(shape)};
c = shape{(i)};
mqs =1/{(1 + rs^2*c^2)};
B = mqs
mqe=1/{(1 + re^2*c^2)};
H = mqe
n=size{(B,1)};
L=zeros{(n,n)};
for j=1:n,
if{ (j > 1)},
v{(1:j-1)}=L{(j,1:j-1)}d{(1:j-1)};
v{(j)}=B{(j,j)}-L{(j,1:j-1)}*v{(1:j-1)};
d{(j)}=v{(j)};
if {(j < n)},
L{(j+1:n,j)}={(B{(j+1:n,j)}-L{(j+1:n,1:j-1)}*v{(1:j-1)')}/v{(j)};



۵۴ matlab کد آ�.

end;
else
v{(1)}=B{(1,1)};
d{(1)}=v{(1)};
L{(2:n,1)}=B{(2:n,1)}/v{(1)};
end;
end;
D=diag{(d)};
L=L+eye{(n)};
lambda=L'\{(D\{(L\f)})};
fApprox = H*lambda;
maxError{(i)} = norm{(fApprox - fExact)};
end
semilogy{(shape,maxError,'b--')};

.........................................................................................................................
سوم: نمودار

N = 55; M = 175;
xc = linspace{(-1,1,N)};
x = linspace{(-1,1,M)};
f = exp{(sin{(pi xc)})};
fExact = exp{(sin{(pi x)})};
rs = zeros{(N,N)};
for i=1:N
for j=1:N
rs{(i,j)} = abs{(xc{(i) } - xc{(j)})};
end
end
re = zeros{(N,N)};
for i=1:M
for j=1:N
re{(i,j) }= abs{(x{(i)} - xc{(j)})};
end
end
h = abs{(xc{(2)}-xc{(1)})};



۵۵ سوم فصل MATLAB کد آ�.١.

shape =3:-.01:0.2;
bnd = zeros{(1,length{(shape)})};
for i = 1:length{(shape)};
c = shape{(i)};
mqs =1/{(1 + rs^2*c^2)};
B = mqs
mqe=1/{(1 + re^2*c^2)};
H = mqe
NA=size{(B,2)}
{[NB,NB]}=size{(f)};
AB={[B f]}
E=eye{(NA,NA)};
L=eye{(NA,NA)};
for o=1:NA-1
for z=o+1:NA
if ne{(AB{(o,o)}, 0)}
E{(z,o)}= -AB{(z,o)}/AB{(o,o)};
AB = E*AB;
L=L*inv{(E)};
E=eye{(NA,NA)};
else
error{('algorithm needs pivoting')}
end
end
end
U=AB{(:,1:NA)};
lambda ={(U\{(L\f)})};
bnd{(i)} = cond{(B)};
fApprox = H*lambda;
maxError(i) = norm(fApprox - fExact);
end

نمودار ...............................................................................................................
چهارم:

N = 55; M = 175;xc = linspace{(-1,1,N)};



۵۶ matlab کد آ�.

x = linspace{(-1,1,M)};
f = exp{(sin{(pi*xc)})};
fExact = exp{(sin{(pi*x)})};
rs = zeros{(N,N)};
for i=1:N
for j=1:N
rs{(i,j)}= abs{(xc{(i)} - xc{(j)})};
end\q
end
re = zeros{(N,N)};
for i=1:M
for j=1:N
re{(i,j)} = abs{(x(i) - xc{(j)})};
end
end
h = abs{(xc{(2)}-xc{(1)})};
shape =3:-.01:0.2;
bnd = zeros{(1,length{(shape)})};
for i = 1:length(shape);
c = shape{(i)};
mqs =1/{(1 + rs^2c^2)};
B = mqs
mqe=1/{(1 + re.^2c^2)};
H = mqe
mu = 5e-15;
N = length{(f)};
B{(1:N+1:end)} = B{(1:N+1:end)] + mu;
n=size{(B,1)};
L=zeros{(n,n)};
for j=1:n,
if{ (j > 1)},
v{(1:j-1)}=L{(j,1:j-1)}*d{(1:j-1)};
v{(j)}=B{(j,j)}-L{(j,1:j-1)}v{(1:j-1)};
d{(j)}=v{(j)};
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if {(j < n)},
L{(j+1:n,j)}={(B{(j+1:n,j)}-L{(j+1:n,1:j-1)}v{(1:j-1)}')}/v{(j)};
end;
else
v{(1)}=B{(1,1)};
d{(1)}=v{(1)};
L{(2:n,1)}=B{(2:n,1)}/v{(1)};
end;
end;
D=diag{(d)};
L=L+eye{(n)};
lambda=L'\{(D\{(L\f)})};
fApprox = H*lambda;
maxError(i) = norm{(fApprox - fExact)};
end

..................................................................................................................
پنجم: نمودار

N = 55; M = 175;
xc = linspace(-1,1,N)';
x = linspace(-1,1,M)';
f = exp(sin(pi*xc));
fExact = exp(sin(pi*x));
rs = zeros(N,N);
for i=1:N
for j=1:N
rs(i,j) = abs(xc(i) - xc(j));
end
end
re = zeros(N,N);
for i=1:M
for j=1:N
re(i,j) = abs(x(i) - xc(j));
end
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end
h = abs(xc(2)-xc(1));
shape =3:-.01:0.2;
for i = 1:length(shape);
c = shape(i);
mqs =1./ (1 + rs.^2.*c^2);
B = mqs
mqe=1./(1 + re.^2.*c^2);
H = mqe
mu = 5e-15;
N = length(f);
B(1:N+1:end) = B(1:N+1:end) + mu;
L = chol(B,'lower');
z = L\f;
lambda = L'\z;
fApprox = H*lambda;
maxError(i) = norm(fApprox - fExact,inf);
end
semilogy(shape,maxError,'b')
xlabel '\epsilon', ylabel '|error|'
axis([0 3 10e-11 1])

نمودار .........................................................................................................
ششم:

N = 55; M = 175;
xc = linspace{(-1,1,N)};
x = linspace{(-1,1,M)};
f = exp{(sin{(pi*xc)}});
fExact = exp{(sin{(pi*x)})};
rs = zeros{(N,N)};
for i=1:N
for j=1:N
rs{(i,j)} = abs{(xc{(i)} - xc{(j)})};
end
end
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re = zeros{(N,N)};
for i=1:M
for j=1:N
re{(i,j)}= abs{(x{(i)} - xc{(j)})};
end
end
h = abs{(xc{(2)}-xc{(1)})};
shape =3:-.01:0.2;
bnd = zeros{(1,length{(shape)})};
for i = 1:length{(shape)};
c = shape{(i)};
mqs =1/ {(1 + rs^2*c^2)};
B = mqs
mqe=1/{(1 + re.^2*c^2)};
H =mqe
mu = 5e-15;
N = length{(f)};
B{(1:N+1:end) }= B{(1:N+1:end) }+ mu;
L = chol{(B,'lower')}; z = L\f; lambda = L'\z;
bnd{(i)} = cond{(B)}; fApprox = H*lambda;
maxError{(i) }= norm{(fApprox - fExact,inf)};
end
semilogy{(shape,bnd,'g')}
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Abstract

We introduced the radial basis functions first and interpolation of functions by us-
ing Radial basis functions were explained. By interpolation of this function, derivation
of functions were determined by using direct and indirect methods. Then the device in
interpolation of radial function that was created by using direct factorization methods of
LU, LLT and LDLT was solved. Cholesky factorization was not a good way of solving
the problem because of some reasons, so we used the increase of diagonal and Rayleigh
method. In this way the Cholesky factorization was usable and LDLT has better results
and the created graph has less vacillations. In another part, the device that was not us-
able by stochastic method because of not being NSPD so, another method. that is called
congugate gradient method has been used to solve the problem. At the end of solving
non-linear differential equations depending on time, by changing to linear and solved by
radial basis functions network method.

Keywords: radial basis functions, interpolation function , solving device factorization
methods , solving differential equations
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