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چکیده
را شده معرفی ٢٠٠۶ سال در پنگ توسط که G-برآونی فرایند مفهوم ابتدا نامه پایان این در
روشی ادامه در و کرده تحقیق را آن مارتینگلی ساختار سپس . کنیم می بررسی را آن خواص و بیان
رابرای نمایش ی قضیه سپس دهیم. می ارائه مارکف زنجیر کمک با G-برآونی فرایند ساختن برای

آوریم. می بدست G-چارچوب در خاص متقارن های مارتینگل از بعضی



اری... پاس

قطره اندیشه، بیکران دریای در را کوچکش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب های اندیشه دریچه از را آن وسعت تا ساخت ای
مراتب تا دانم می لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر نامه پایان هایش نوازی بنده سار سایه در
رسید. نمی انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا به بزرگوارانی از را سپاس
عهده بر را نامه پایان این راهنمایی زحمت که دسترنج الهام دکتر خانم سرکار گرانقدرم استاد از ابتدا

دارم. را سپاس کمال داشتند،
حضورشان که کنم می تقدیم عزیزم همسر و مادر پدر، به زندگیم، همراهان مهربانترین به را آخر سپاس

است بوده سخاوت ریای بی مصداق زندگیم فضای در

یی م ا ا نا ۱۳۹۴آ
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مقدمه

تعریف غیرخطی حرارت معادله�ی با متناسب را G-نرمال توزیع ،[١٢] درمقاله ١ پنگ ٢٠٠۶ سال در
بنا G-چارچوب عنوان تحت جدیدی ساختار شرطی G-امید و (G-امید) غیرخطی امید سپس کرد.

کرد.
G-ایتو را فرآیند آن با متناسب ایتو فرمول و تصادفی انتگرال و کرد معرفی را G-برآونی فرآیند سپس

نامید.
-G نام به جدیدی مفهوم و پرداخته پنگ توسط شده معرفی مفاهیم بررسی و تحقیق به رساله این در
این برای می�دهیم ارائه آن برای ساختار یک و معرفی نشده معرفی منبعی هیچ در قبلا که را استراتونویچ

منظور
را احتمال و اندازه نظریه و تابعی آنالیز از اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در نامه پایان این در
معرفی را G-چارچوب و نرمال -G توزیع و G-امید نام به غیرخطی امید دوم فصل در می�کنیم. بیان

می�کنیم.
برآونی فرایند با را فرایند واین می�کنیم تعریف را فرایندG-برآونی و متقارن G-مارتینگل سوم فصل در
و می�آوریم. را آن با مرتبط اساسی قضیه و فرایندG-برآونی خواص چهارم فصل در می�کنیم. مقایسه
از دیگر تعریفی آخر فصل در و می�کنیم. توصیف را G-مارتینگل انتگرال نمایش قضیه پنجم فصل

می�کنیم. بازگو مارکف زنجیر با G-برآونی فرایند

١Peng

١



٢ مطالب فهرست



١ فصل

آنالیز مفاهیم و تعاریف

مقدمه

به منظورابتدا این برای می�کنیم. بعد فصل�های در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف بر مروری فصل این در
در شده ارائه مطالب می�پردازیم. احتمال نظریه و اندازه نظریه آنالیزتابعی، از مفاهیمی و تعاریف بیان
شده�اند. گرفته [١٨] [١۵]،[۶]و مراجع از است شده مشخص روشنی به که مواردی جز به بخش این

تابعی آنالیز ١.١

و ناتهی مجموعه�ای X آن در که است (X, τ) مانند مرتبی زوج توپولوژیک، یکفضای .١.١ تعریف
که طوری به است X مجموعه�های زیر از ای گردایه نیز {τ}

باشد، τ عضو τ مجموعه�های از گردایه هر اجتماع .١

باشد، τ عضو τ اعضای از متناهی تعداد هر اشتراک .٢

باشند. τ عضو ،X و تهی مجموعه�های .٣

H روی اسکالر) ضرب (یا داخلی ضرب باشد حقیقی برداری فضای یک H کنید فرض .٢.١ تعریف
که طوری به است R به H ×H از (x, y) 7→ ⟨x, y⟩ چون نگاشتی

a, b ∈ R هر و x, y, z ∈ H هر ازای به الف)
⟨ax+ by, z⟩ = a⟨x, z⟩+ b⟨y, z⟩

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ،x, y ∈ H هر ازای به ب)

⟨x, x⟩ ∈ (٠,∞) ،x ∈ H مانند ناصفر عنصر هر ازای به ج)

٣



۴ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

H اگر می�شود. نامیده هیلبرت پیش فضای داخلی ضرب به مجهز برداری فضای هر .٣.١ تعریف
می�کنیم تعریف x ∈ H ازای به باشد هیلبرت پیش فضای

||x|| =
√

⟨x, x⟩

هیلبرت یکفضای باشد کامل ||x|| =
√
⟨x, x⟩ نرم به نسبت که هیلبرتی پیش فضای .۴.١ تعریف

می�شود. نامیده

هر برای هرگاه گوییم، برداری یکشبکه را ”≤” جزئی ترتیب به مجهز V برداری فضای .۵.١ تعریف
باشیم داشته ،x, y ∈ V

می�دهیم، نشان x ∧ y با را آن که باشد عضو کوچکترین داری V .١

می�دهیم، نشان x ∨ y با را آن که باشد عضو بزرگترین داری V .٢

،x+ z ≤ y + z ،z ∈ V هر برای آن�گاه ،x ≤ y اگر .٣

.cx ≤ cy آن�گاه ،c ∈ R+ و x ≤ y اگر .۴

V روی یکنرم را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، R روی برداری فضای یک V کنید فرض .۶.١ تعریف
هر�گاه گوییم

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ V هر برای .١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر برای .٢

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

.x = ٠ اگر فقط و ∥x∥اگر = ٠ ، x ∈ V هر برای .۴

تام متریک فضای d(x, y) = ∥x − y∥ متر با V هر�گاه می�گوییم. نرمدار فضای (V, ∥ · ∥) به
می�گوییم. باناخ فضای آن به باشد،

انقباضی را f : A → E نگاشت .A ⊆ E و باشد نرمدار فضای (E, ∥.∥) کنید فرض .٧.١ تعریف
که باشد داشته وجود ،α ∈ R، ٠ ≤ α ≤ ١ هرگاه گوییم شیتس لیب یا

∀x, y ∈ A, ||f(x)− f(y)|| ≤ α||x− y||.

آن از بازی پوشش {vα}α و Rn از فشرده زیرمجموعه�ی یک K کنیم فرض واحد) (افراز .٨.١ قضیه
که طوری به هستند ψ١, . . . , ψs ∈ φ(Rn) چون تابع�هایی صورت این در باشد

٠ ≤ ψi ≤ ١ ،١ ≤ i ≤ s هر ازای به .١



۵ تابعی آنالیز .١.١

است {vα} ١ محمل {ψi} هر .٢

، x ∈ K هر ازای به .٣
ψ١(x) + · · ·+ ψs = ١

هرگاه �می�نامیم، محدب را φ : R → R تابع .٩.١ تعریف

∀a, b ∈ R,٠ ≤ s ≤ ١ : φ ((١− s)a+ sb) ≤ (١− s)φ(a) + sφ(b).

باشد. محدب (−φ) هرگاه گوییم مقعر را φ تابع .١٠.١ توجه

نرمدار فضاهای تکمیل

فضای ٢ تکمیل را (Ẽ, ∥ · ∥١) نرمدار فضای باشد. نرمدار فضایی (E, ∥ · ∥) کنید فرض .١١.١ تعریف
که باشد داشته وجود Φ : E → Ẽ یک به یک و خطی نگاشت هرگاه گوییم (E, ∥ · ∥)

،∥x∥ = ∥Φ(x)∥١ ،x ∈ E هر برای •

باشد، چگال Ẽ در Φ(E) •

باشد. کامل Ẽ •

کنیم تعریف زیر صورت به E روی را ∼ ارزی هم رابطه�ی اگر بالا تعریف در .١٢.١ مثال
{xn}n ∼ {yn}n ⇐⇒ lim ∥xn − yn∥ = ٠.

هستند. E در کشی دنباله دو {yn} و {xn} آن در که
می�دهیم قرار

Ẽ =
E

∼
= {[(xn)] | است E در کوشی دنباله�ای (xn)}.

می�کنیم تعریف زیر صورت به Ẽ روی را اسکالر ضرب و جمع
[(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)], λ[(xn)] = [(λxn)].

می�شود تعریف زیر صورت به Ẽ روی ∥ · ∥١ نرم همچنین
∥[(xn)]∥١ = lim

n→∞
∥xn∥.

تعریف زیر صورت به کوشی دنباله�های این کمک به Φ : E → Ẽ یک به یک و خطی نگاشت
می�شود.

Φ(x) = [(xn)],

xn = x داریم n ∈ N هر برای آن در که

١support
٢Completion



۶ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

.∥x∥ = ∥Φ(x)∥١ ،x ∈ E هر برای •

است: چگال Ẽ در Φ(E) •
.Φ ((xn)) → [(xn)] که دارد وجود E از (xn) کوشی دنباله�ی ،Ẽ از [(xn)] عضو هر برای زیرا

است: باناخ Ẽ •
که دارد وجود E در (xn) دنباله�ی بنابراین باشد. Ẽ در کوشی دنباله�ای (x̃n) کنید فرض

∥Φ(xn)− x̃n∥١ <
١
n
.

است، کوشی دنباله�ی یک (xn) که می�کنیم ادعا

∥xn − xm∥ = ∥Φ(xn)− Φ(xm)∥١

≤ ∥Φ(xn)− x̃n∥١ + ∥x̃n − x̃m∥١ + ∥x̃m − Φ(xm)∥١

≤ ∥x̃n − x̃m∥١ +
١
n
+

١
m
.

صورت این در .x̃ = [(xn)] می�دهیم قرار

∥x̃n − x̃∥١ ≤ ∥x̃n − Φ(xn)∥١ + ∥Φ(xn)− x̃∥١

<
١
n
+ ∥Φ(xn)− x̃∥١ → ٠.

پذیری اندازه و اندازه ٢.١

می�باشد. [١٧] مرجع از آمده بعد بخش و بخش این در که مفاهیمی

باشد. X های مجموعه زیر از ناتهی ای دسته C و ناتهی ای مجموعه X کنیم فرض .١٣.١ تعریف

تفاضل و بسته متناهی اشتراک�های تحت C اگر Xگوییم های مجموعه زیر از حلقه یکنیم را C .١
باشد. C مجزای دوبدو اعضای از متناهی اجتماعی با برابر C عضو دو هر

بسته تفاضل و متناهی اجتماع�های تحت C اگر گوییم X مجموعه�های زیر از حلقه یک را C .٢
باشد.

متناهی اشتراک�های تحت C اگر گوییم X مجموعه�های زیر از جبر) (نیم میدان نیم یک را C .٣
باشد. C مجزای دوبدو اعضای از متناهی اجتماعی برابربا عضو هر مکمل و بسته

مکمل و شمارش�پذیر اجتماع�های تحت C اگر گوییم X های مجموعه زیر از σ-میدان یک را C .۴
باشد بسته



٧ پذیری اندازه و اندازه .٢.١

اقلیدسی فضاهای سایر در آنها دکارتی حاصلضرب�های و R در بازه�ها از گوناگون های دسته .١۴.١ توجه
هستند. حلقه نیم برای مناسبی الگوهای

روی اندازه یک از منظور باشد ها مجموعه زیر از دلخواه و ناتهی ای دسته C کنیم فرض .١۵.١ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در که بطوری است C دامنه با µ مانند تابعی C

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای (١

طوری به باشد C مجزای دوبدو اعضای نامتناهی)از یا (متناهی ای دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C که

شمول) رابطه�ی باشد.(برحسب X مجموعه�های زیر از دلخواه ای دسته Cکنیم فرض .١۶.١ تعریف
به و می�نامیم Cتوسط شده تولید σ-میدان را X مجموعه�های زیر از C شامل σ-میدان کوچکترین

Cاست. شامل σ-جبرهای تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم می�دهیم. نشان σ(C) صورت

توسط شده تولید σ-جبر باشد. ها بازه تمام دسته�ی C و (Rn (یا X = R کنیم فرض .١٧.١ تعریف
(a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به ها بازه تمام دسته�ی . می�دهیم نشان B وبا گوییم σ-جبربورل را C
همگی باشند گویا اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع�هایی مجموعه�ی هستندویا گویا اعداد a, b آن در که

Bاند. مولد

باز مجموعه�های توسط شده تولید σ-میدان توپولوژیکی فضای یک در کلی بطور الف) .١٨.١ تذکر
می�دهیم. نشان B وبا می�نامیم بورل راσ-میدان

است. باز مجموعه�های همه�ی حاوی که است σ-میدانی کوچکترین بورل، مجموعه�های دسته�ی ب)

µ Xو مجموعه�های زیر میدان)از یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه�ای C کنیم فرض .١٩.١ تعریف
µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهی ،C روی را µ اندازه باشد. C روی ای اندازه
که طوری به باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله�ای هرگاه گوییم σ-متناهی و

.µ(An) <∞ ،n هر برای و X = ∪∞
n=١An

اندازه µ و X های مجموعه زیر از حلقه�ای نیم H و ناتهی مجموعه�ای X کنید فرض .٢٠.١ تعریف
زیر صورت به را A خارجی اندازه X از A دلخواه مجموعه�ی زیر برای باشد. H روی σ-متناهی ای

می�کنیم تعریف
µ∗(A) = inf{

∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .٢١.١ تذکر

آنگاه باشد دلخواه دنباله�ای {An}n≥١ اگر ب)
µ∗(∪n≥١An) ≤

∑
n≥١

µ∗(An).
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H در I هر برای اگر گوییم، اندازه�پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه�ی زیر .٢٢.١ تعریف
µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A) باشیم داشته

اندازه�پذیراند. H توسط شده تولید حلقه�ی عضو هر و H عضو هر الف) .٢٣.١ تذکر

داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه�پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

یک از متشکل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه� فضای یک از منظور .٢۴.١ تعریف
مجموعه�ی یک را A عضو هر می�باشد. X مجموعه�های زیر از A σ-میدان و X مانند ناتهی مجموعه

می�نامیم. پذیر اندازه

اندازه�پذیر یکفضای (X,A) که است (X,A, µ) سه�تایی اندازه، فضای یک از منظور .٢۵.١ تعریف
است. Aمیدان-σ روی اندازه یک µ و

تقریبا است، شده تعریف (X,A, µ) اندازه�ی فضای اعضای تمام برای که خاصیتی گوییم .٢۶.١ تعریف
و پذیر اندازه نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطی مجموعه�ی اگر وتنها اگر است برقرار a.e. ٣ جا همه

باشند. صفر µ اندازه�ی دارای

را f : (X,A , µ) → (Rn,B) تابع باشد، اندازه فضای یک (X,A , µ) کنید فرض .٢٧.١ تعریف
هرگاه گوییم اندازه�پذیر -A یا اندازه�پذیر

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A , U ∈ B.

،Y توسط شده تولید FY �میدان -σ بگیرید. نظر در را Y : (Ω,F , P ) → (Rn,B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان -σ کوچکترین

Y −١(B); B ∈ B,

دیگر عبارت به می�باشد،

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه�پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به

٣Almost everywhere
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انتگرال

χA با را A مجموعه��ی مشخصه�ی تابع باشد، A σ-میدان از دلخواه ای مجموعه A اگر .٢٨.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

است. متناهی مقادیرش تعداد که حقیقی، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعی ساده تابع .٢٩.١ تعریف
باشد.می�توان a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعی φ کنیم فرض
هستند. مجزا ها Ai که است روشن Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت
به را µ اندازه�ی به نسبت φ انتگرال اندازه�پذیراند. Aiها بگوییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه

می�کنیم تعریف زیر ∫صورت
X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

.٠×∞ = ٠ می�کنیم قرارداد

انتگرال باشد. نامنفی و پذیر اندازه تابعی fو اندازه فضای یک (X,A, µ) می�کنیم فرض .٣٠.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f∫

A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفی و ساده تابعی φ آن در که

LP فضای

و حقیقی توابع تمام مجموعه V = ϑ(X) و اندازه فضای یک (X,A , µ) کنید فرض .٣١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف P ≥ ١ برای باشد. (X,A روی( پذیر اندازه

LP = LP (X) = {f ∈ V :

∫
|f |Pdµ <∞}

می�کنیم تعریف زیر صورت به V رود را ∽ هم�ارزی رابطه .٣٢.١ توجه

f ∽ g

∫
fdµ =

∫
gdµ

سپس
lp = lp(x) = {[f ] : f ∈ LP}

می�شود. تعریف زیر به�صورت f نرم ،f ∈ lP هر برای .٣٣.١ تعریف

∥f∥P = (

∫
|f |Pdµ)

١
P
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احتمال نظریه ٣.١

،P (Ω) = ١ که طوری به (Ω,F , P ) اندازه�ی فضای از است عبارت احتمال فضای .٣۴.١ تعریف
می�نامیم. احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضای نمونه، فضای را Ω

.P (A) = ٠ هرگاه می�نامیم P-�پوچ را A ∈ F مجموعه�ی .٣۵.١ توجه

زیر�مجموعه�های تمام شامل F هر�گاه می�نامیم تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای .٣۶.١ تعریف
باشد. P-�پوچ مجموعه�ی هر

مجموعه�ی هر مجموعه�های زیر کردن اضافه با می�توان را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنی، به
نمود. کامل F به P-�پوچ

(a.s.) یقین به قریب A یا می�دهد رخ ١ احتمال با A پیشامد می�گوییم P (A) = ١ اگر .٣٧.١ قرارداد
می�دهد. رخ ۴

زیر باشند. پذیر اندازه فضاهای (Ωn,Fn) ، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض .٣٨.١ تعریف
.و . . ،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابرای Ω١ × Ω٢ × . . .Ωn از F١ × F٢ × · · · × Fn های مجموعه
پذیر اندازه گوشه�ی راست Fn ∈ F ،. . . ، F٢ ∈ F٢،F١ ∈ F١ برای و گوشه راست Fn ⊆ Ωn

است. Ω١ × Ω٢ × · · · × ×Ωnروی میدان نیم یک پذیر، اندازه راست�گوشه�های دسته�ی می�نامیم.

σ-میدان را اندازه�پذیر راست�گوشه�های میدان نیم توسط Ω١×Ω٢×· · ·×Ωn در تولیدشده σ-میدان
می�دهیم. نشان F١ ⊗F٢ ⊗ · · · ⊗ Fn نماد وبا نامیده حاصلضربی

گوشه�های راست حلقه نیم روی P اندازه باشد، Fi روی اندازه یک Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر
می�شود تعریف زیر صورت به اندازه�پذیر

P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).

دسته این الحاقی σ-میدان Fباشد. زیرσ-میدان�های از ای دسته {Uα, α ∈ I} گیریم .٣٩.١ تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به σ-میدان�ها ∨از

α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω,F , P ) از منظور جا همه پس، این از .۴٠.١ توجه
نماد B و است بورل میدان -σ آن روی مفروض میدان -σ و استاندارد توپولوژی اقلیدسی فضاهای

است. R روی بورل σ-میدان نشانگر

مطلقا µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه Aباشند. روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .۴١.١ تعریف
هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ می�نویسیم و گوییم پیوسته

∀A ∈ A ; µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠.
۴almost surely



١١ احتمال نظریه .٣.١

باشند (X,A ) روی σ-متناهی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض ۵ نیکودیم). رادن مشتق ) ۴٢.١ قضیه
و f ≥ ٠ که دارد وجود X روی f µ٢-�انتگرال�پذیر و A-�اندازه�پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ که طوری به

∀a ∈ A , µ١(A) =

∫
A

f dµ٢.

ریاضی تصادفی-امید متغیر ١.٣.١

مفروض، σ-میدان و استاندارد توپولوژی اقلیدسی فضاهای روی مفروض توپولوژی رساله این سراسر در
است. بورل σ-میدان

متغیر (Ω,F) روی پذیر اندازه و حقیقی تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F ,P)اگر .۴٣.١ تعریف
می�شود. نامیده تصادفی

می�کنیم. استفاده X,Z, U, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفی متغیرهای دادن نشان برای معمولا

دامنه�ی که اندازه�پذیر است تابعی ،X = (X١, X٢, . . . , Xn) n-بعدی تصادفی بردار .۴۴.١ تعریف
داریم A ∈ Bn هر برای یعنی است Rn در آن مقادیر و (Ω,F ,P) احتمال فضای آن

{ω : X(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F ,

است. Rn روی بورل σ-میدان ،Bn آن در که

σ(X) بانماد که X توسط شده تولید باشد،σ-میدان تصادفی متغیر یک X کنیم فرض .۴۵.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به می�شود داده نشان FX یا

FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B},

را آن که X توزیع تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیری X اگر .۴۶.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به ،x حقیقی عدد هر برای می�دهیم، نشان FX با
FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

می�شود. نامیده تصادفی متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه�ی PX آن در که

باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال�پذیر تصادفی متغیر یک X کنیم فرض .۴٧.١ تعریف
می�دهیم. نشان E(X) نماد با و می�گوییم X ریاضی امید را

∫
Ω
XdP

می�شود تعریف طبیعی بطور g(X) مثل تصادفی، متغیر یک از تابعی ریاضی امید .۴٨.١ تعریف
E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

صورت این در ،١
p
+ ١

q
= ١ و p, q > ١ کنید فرض .۴٩.١ لم

E[|XY |] ≤ E[|X|p]
١
p · E[|X|q]

١
q . هولدر) (نا�مساوی

۵Radon-Nikodym Derivation
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می�کنیم. تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان σ٢(X) با را X تصادفی متغیر واریانس

σ٢(X) = E
[
(X − E(X))٢

]
.

آن�گاه
∫
Ω

|f (X(ω)) | dP (ω) <∞ و باشد اندازه�پذیر f : R → R اگر کلی طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) dP (ω) =

∫
R

f(x) dPX(x).

هرگاه می�نامیم مستقل را B و A پیشامد دو .۵٠.١ تعریف

P (A ∩B) = P (A) · P (B).

شده تولید σ-�میدان�های هر�گاه گوییم مستقل را X,Y : (Ω,F , P ) → (R,B) تصادفی متغیر دو
B ∈ FY و A ∈ FX هر برای که معنا این به باشند مستقل هم از FY و FX یعنی Y و X توسط

باشیم داشته

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ β})

صورت این در باشند، مستقل تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض
E(XY ) = E(X)E(Y ).

تصادفی فرآیند ٢.٣.١

روی مفروض میدان -σ همچنین Ω,F)است. , P ) مفروض احتمال فضای بخش این سراسر در
است. بورل میدان -σ اقلیدسی فضاهای

را (Ω,F , P ) مشترک احتمال فضای روی تصادفی متغیر�های از {Xt}t∈I خانواده�ی .۵١.١ تعریف
باشد). ناپذیر شمارش یا پذیر شمارش می�تواند I گذار اندیس (مجموعه�ی می�نامیم تصادفی یکفرآیند

مسیر یک را t → Xt(ω) نگاشت ،ω ∈ Ω هر برای و ، {Xt} تصادفی فرایند برای .۵٢.١ تعریف
می�نامیم.

هر برای هرگاه می�نامیم فیلتر را F میدان�های -σ زیر از F = {Ft, t ≥ ٠} خانواده�ی .۵٣.١ تعریف
هر�گاه می�کند صدق معمول شرایط در F فیلتر گوییم .Fs ⊆ Ft باشیم داشته s ≤ t

باشد، پوچ -P مجموعه�های تمام شامل F٠ •

.Ft = ∩u>tFu یعنی باشد، پیوسته راست از F •
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سازگار � F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند باشد. فیلتر یک F کنید فرض .۵۴.١ تعریف
باشد. �اندازه�پذیر -Ft ،Xt تصادفی متغیر یعنی Xt؛ ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای هر�گاه می�گوییم

و است بزرگ�تر F فیلتر از G فیلتر می�گوییم باشند. فیلتر دو G و F کنید فرض .۵۵.١ تعریف
هر�گاه ،F ⊂ G می�نویسیم

∀t, Ft ⊂ Gt.

F = {Ft, t ≥ ٠} مانند فیلتر کوچکترین را ،{Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند طبیعی فیلتر .۵۶.١ تعریف
،t ≥ ٠ هر برای و ) است سازگار آن به نسبت {Xt}t≥٠ و می�کند صدق معمول شرایط در که می�گیریم

.(Ft = σ(Xs; ٠ ≤ s ≤ t)

شرطی امید ٣.٣.١

Y و F از �میدانی -σ زیر D کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω,F , P ) کنید فرض .۵٧.١ تعریف
�اندازه�پذیر -D تصادفی متغیر یک D شرط به Y امید باشد. انتگرال�پذیر و نامنفی تصادفی، متغیری

داریم و می�دهیم نشان E(Y |D) با را آن که است (Ω,F) روی

∀D ∈ D ,

∫
D

E(Y |D) dP =

∫
D

Y dP.

می�شود. تعریف زیر صورت به شرطی امید دلخواه، انتگرال�پذیر تصادفی متغیر برای .۵٨.١ تعریف

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر برای آن در که

شرطی امید خواص

.a.s. ،E(X|D) ≥ ٠ آن�گاه X ≥ ٠ اگر .١

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D) a.s. .٢

a ∈ R هر برای .٣
E(aX|D) = aE(X|D) a.s..

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X|D) = E(X) a.s..

D١ ⊆ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١) a.s.

.E(E(X|D)) = E(X), a.s. .۶
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استاندارد براونی فرایند ۴.١

مجموعه�ی با که است تصادفی متغیرهای از خانواده�ای یعنی است، تصادفی فرایند یک براونی فرایند
شده تعریف مشترک احتمال فضای یک روی همگی و است شده گذاری اندیس نامنفی حقیقی اعداد
فرایند این مسیرهای پیوستگی خواص این جمله از که می�شود. اشاره ادامه در فرایند این خواص به اند.

می�باشد. نقطه هر در آن مشتق�ناپذیری و

چون نیست، پذیر مشتق جا هیچ برآونی حرکت مسیرهای تمام تقریبا .۵٩.١ قضیه

P (∀t ≥ ٠ lim sup |B(t+ h)−B(t)

h
| = +∞) = ١.

کنید رجوع [١٨] به برهان.

استاندارد برآونی حرکت یک را B = {Bt}t∈R+ فرآیندتصادفی .۶٠.١ تعریف
هر�گاه گوییم ۶

B٠ = ٠ الف)

باشد، t− sواریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای s ≤ t برای Bt −Bs ب)

t ∈ هر برای B(tn) − B(tn−١), . . . , B(t٣) − B(t٢), B(t٢) − B(t١) تصادفی متغیرهای ج)
است.) مستقل نموهای دارای B(t) گوییم حالت این (در باشند مستقل t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn،R

می�گوییم. نیز ٧ وینر فرآیند را استاندارد برآونی حرکت

Y تصادفی متغیر�های و باشد محدب تابعی φ : R → R کنید فرض ٨ جنسن نامساوی .۶١.١ قضیه
صورت این در باشند. انتگرال�پذیر φ(Y ) و

φ (E(Y |D)) ≤ E (φ(Y )|D) , a.s..

کنید. رجوع [٣] به برهان.

مارکف فرایند ۵.١

هرگاه گویند مارکف را تصادفی فرایند یک است، تصادفی های فرایند از مهم رده�ای مارکف های فرایند
می�گوییم. بی�حافظه فرایند را آن اصطلاحا و باشد نداشته بستگی آن گذشته به فرایند آینده

کرد. بیان زیر صورت به می�توان T = {٠,١,٢, . . . } برای را مارکف شرط
P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, . . . , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = i)

۶Standard Brownian motion
٧Wiener process
٨Jensen’s Inequality



١۵ مارتینگل .۶.١

در j به i از وضعیت تغیر احتمال آن به که احتمال این .i٠ و . . . و in−و١ i و j و n مقدار هر برای
دارد بستگی n به کلی حالت در می�شود، گفته ای) مرحله یک انتقال احتمال (یا گام یک

مارتینگل ۶.١

می�نامیم مارتینگل٩، F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرایند .۶٢.١ تعریف
هرگاه

،E(|Xn|) <∞ ،n هر برای یعنی باشد. انتگرال�پذیر Xn ،n هر برای (i

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ (ii

.a.s. ،E(Xn+١|Fn) = Xn ،n هر برای (iii

زیرمارتینگل F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرایند .۶٣.١ تعریف
هرگاه می�نامیم ١٠

،E(|Xn|) <∞ ،n هر برای یعنی باشد. انتگرال�پذیر Xn ،n هر برای .١

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .٢

. Xn ≤ E(Xn+١|Fn) ،n هر برای .٣

. Xn ∈ L١ ،n هر برای هرگاه گوییم L١-فرایند را {Xn}n تصادفی فرایند .۶۴.١ تعریف

گوییم ١١ پیش�بینی قابل {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرآیند .۶۵.١ تعریف
باشد. �اندازه�پذیر -Fn−١ ،Xn تصادفی متغیر ،n ∈ N هر برای هرگاه

دوب-میر١٢ تجزیه قضیه

فرایند یک An و مارتینگل یک Mn و سازگار، و L١ فرایند یک Xn کنید فرض الف) .۶۶.١ قضیه
است، زیر صورت به Xn تجزیه آنگاه باشد پیش�بینی قابل

Xn = X٠ +Mn + An

باشیم، داشته A′
n Mو ′

n مانند پیش�بینی قابل و مارتینگل فرایند دو اگر یعنی یکتاست تجزیه این
که طوری به�

Xn = X٠ +Mn + An

٩Martingale
١٠Submartingale
١١Predictable
١٢Doob-Meyer Decomposition
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و
Xn = X٠ +M ′

n + A′
n

آنگاه
M ′

n =Mn, A
′
n = An

است. صعودی فرایند یک {An} آنگاه باشد زیرمارتینگل یک ،{Xn}اگر ب)

کنید. رجوع [١٨] به برهان.

فیلتر به نسبت مارکوف) زمان (یا توقف زمان را τ : Ω → Z+ ∪ {∞} نگاشت .۶٧.١ تعریف
باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای هرگاه گوییم F = {Fn}n∈Z+

{τ ≤ n} ∈ Fn.

تنها و اگر است توقف زمان یک τ صورت این در .τ : Ω → Z+ ∪ {∞} کنید فرض .۶٨.١ گزاره
باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای اگر

{τ = n} ∈ Fn.

کنید. مراجعه [١٨] به برهان.

برای هرگاه، می�نامیم موضعی دنباله�ی یک را توقف زمان�های از {Tn}n∈Z+ دنباله�ی .۶٩.١ تعریف
.a.s. ،limn→∞ Tn = ∞ و Tn ≥ Tn−١ ،n ≥ ١ هر

از دنباله�ای اگر است موضعی مارتینگل {Xt : ٠ ≤ t ≤ T} تصادفی فرایند گوییم .٧٠.١ تعریف
باشد. مارتینگل یک {Xt∧Tn , t > ٠} که باشد موجود Tn ↑ T توقف زمان�های

ایتو انتگرال ٧.١

اقلیدسی فضاهای روی مفروض σ-میدان�های و (Ω,F , p)مفروض احتمال فضای فصل این سراسر در
است.) استاندارد توپولوژی اقلیدسی، فضای روی مفروض است.(توپولوژی بورل σ-میدان

بدست زمان به نسبت را می�کند حرکت جوی آب سطح در که ذره�ای حرکت معادله مقدمه:می�خواهیم
مولکول و باد وزش که ضرباتی دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ،t لحظه در ذره مکان که آنجا از آوریم.

بود. خواهد زیر صورت به آن معادله است)، (تصادفی نیست مشخص می�کند وارد آن به آب های
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (١.١)

که است Zt مانند تصادفی فرایند نوفه، و هستند (٠,∞)×Ω روی شده داده حقیقی توابع b, σآن در که
می�کند، صدق زیر شرط سه در



١٧ ایتو انتگرال .٧.١

باشند، هم از مستقل Zt٢ و Zt١ که است t١ ̸= t٢ که ،t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای .١

بستگی t به t١ ≤ t٢ ≤ . . . ≤ tn ≤ T ،Zt١+t
,
. . . , Ztn+t تصادفی های متغیر توام توزیع .٢

باشد، نداشته

.E(Zt) = ٠ ، t ∈ (٠, T ] هر برای .٣

فرمول سازی گسسته با است. [٠, T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنید فرض
داریم ١.١

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk∆tkZK .

نوشت می�توان لذا است. برآونی فرایند است پیوسته مسیرهای دارای که ویژگی�ها این با فرایندی تنها

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj, Xj)∆tj +
k−١∑
j=٠

σ(tj, Xj)∆Bj

داشت باشدخواهیم داشته وجود ∆t→ ٠ وقتی بالا عبارت راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(s, ω)ds+

∫ t

٠
σ(s, ω)dBs,

هستیم زیر فرم به انتگرال�های محاسبه از ناگزیر {Xt} فرایند پیداکردن برای روشنی به ∫بنابراین T

s

f(t, ω)dBt(ω)

رسیدن است.برای [٠,∞) × Ω روی حقیقی تابعی f و استاندارد بعدی یک برآونی فرایند Bt(ω) که
برمی�داریم. را زیر گام�های هدف این به

یعنی ×(∞,٠]باشد Ω روی ابتدایی١٣ تابعی ϕ : [٠,∞)× Ω → R کنیم فرض
ϕ(t, ω) = X(ω)I(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞)

می�کنیم تعریف صورت ∫دراین t

a

ϕ(s, ω)dBs =

∫ t

a

X(ω)χ[a,b)(s)dBs(ω) = X(ω)[Bb∧t(ω)−Ba∧t(ω)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R برای آن در که
یعنی باشد. [٠,∞)× Ω روی ١۴ ساده تابعی f کنیم فرض

f =
n∑

j=٠
ϕi,

می�کنیم تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع �ϕiها ∫که t

a

fdBs =
n∑

j=٠

∫ t

a

ϕidBs. (٢.١)

١٣Elementary function
١۴simple function
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می�کنیم. تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده�ی

ویژگی�های با توابع از رده�ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه�ی روی f(t, ω) توابع از P٢ رده�ی .٧١.١ تعریف
است. زیر

باشد، اندازه�پذیر -B × F ،(t, ω) → f(t, ω) تابع •

باشد، اندازه�پذیر -Ft ،f(t, ·) تابع ،t هر ازای به •

.E
[∫ T

٠ f٢(s, ω)ds
]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن�گاه باشد، ابتدایی و کراندار ϕ(t, ω) تابع اگر ایتو). ایزومتری (لم ٧٢.١ لم

E

[(∫ T

S

ϕ(t, ω)dBt(ω)

)٢]
= E

[∫ T

S

ϕ٢(t, ω)dt

]
.

کنید. مراجعه [۶] به برهان.

که به�طوری دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله�ی آن�گاه ،f ∈ P٢ اگر .٧٣.١ لم

E

[∫ T

٠
|ϕ(s)− fn(s)|٢ds

]
n→∞−−−→ ٠.

کنید. مراجعه [۶] به برهان.

به باتوجه ،f ∈ P٢ برای زیرا می�کنیم تعریف f ∈ P٢ هر برای را
∫ T

s
f(t, ω)dBt می�توانیم اکنون

می�توان می�کند.پس میل f به L٢ نرم در که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله�ای قبل لم
کرد ∫تعریف T

٠
fdBt = lim

n→∞

∫ T

٠
ϕndBt.

می�نامیم. ایتو انتگرال را اخیر انتگرال

ایتو فرمول ٨.١

انتگرال یک باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد برآونی حرکت یک (Bt)t≥٠ کنید فرض .٧۴.١ تعریف
که طوری به و است (Ω,F , P ) روی Xt تصادفی فرآیند یک بعدی، یک- تصادفی

Xt(ω) = X٠(ω) +

∫ t

٠
u(s, ω)ds+

∫ t

٠
v(s, ω)dBs(ω),

شده�اند. داده u, v : [٠,∞)× Ω → R u, v توابع آن در که
dXt = udt+ vdBt,

می�شود. بیان



١٩ ایتو فرمول .٨.١

،در Yt = g(t,Xt) و dXt = udt+ vdBt کنید فرض .( ایتو١۵ بعدی یک- فرمول ) ٧۵.١ قضیه
صورت این

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
dXt +

١
٢
∂٢g

∂x٢
(t,Xt)(dXt)

٢,

داریم .٧۶.١ توجه
(dB)٢ = dt, dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = ١
٢x

٢ صورت این در ،Yt = g(t, Bt) =
١
٢B

٢
t کنید فرض .٧٧.١ مثال

∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂g

∂x٢
= ١,

داریم ایتو فرمول از استفاده با

dYt = BtdBt +
١
٢t.

و بعدی -n تصادفی انتگرال یک dXt = udt + vdBt کنید فرض ایتو). کلی (فرمول ٧٨.١ قضیه
صورت این در باشد. C٢ نگاشت یک g : [٠,∞)× R٢ → R٢

Y (t, ω) = g(t,Xt),

داریم و است تصادفی انتگرال یک

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
dXi +

١
٢
∑
i,j

∂٢g

∂xixj
(t,Xt)dXidXj,

داریم .٧٩.١ توجه
dBi · dBj = δijdt, dt = dt · dBi = dBi · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آن�گاه ،Xt = B٢
١(t) +B٢

٢(t) اگر .٨٠.١ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂xi
= ٢xi,

∂g

∂xi∂xj
= ٢δij.

بنابراین

dXt =
٢∑

i=١
٢BidBi +

١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

١۵Ito
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٢ فصل

و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید
G-چارچوب

مقدمه

معادله�ی نام به غیرخطی گرمای معادله�ی کمک با که را امید -G نام به غیر�خطی امید نوعی فصل، این در
به نسبت بیشتر پارامتر یک دارای گرما معادله�ی این ضریب می�کنیم، معرفی می�شود تولید گرما -G
برآونی حرکت توصیف برای (١٩٠۵) انیشتین٢ و (١٩٠٠) باچلیر١ توسط که است گرمایی معادله�ی
متغیر یادشده، معادله کمک با دارد. پی در را بزرگی تغییرات کوچک، تعمیم این اما شد. استفاده

می�کنیم. معرفی را -چارچوب Gسپس و کرده تعریف را نرمال -G توزیع با تصادفی

G-امیدشرطی و G-امید ، امیدغیرخطی ١.٢

مقدار حقیقی توابع از برداری شبکه یک H و ناتهی مجموعه یک Ω کنید فرض فصل این سراسر در
،X ∈ H هر برای و ١ ∈ H که است خطی فضای یک H یعنی باشد؛ ١ ثابت تابع محتوای Ω روی
H در موجود توابع کلیه می�کنیم فرض ادامه در است. تصادفی متغیر�های از فضایی H .|X| ∈ H

که می�کنیم یادآوری هستند. کراندار

a ∧ b = min{a, b} =
١
٢(a+ b− |a− b|), a ∨ b = −[(−a) ∧ (−b)].

دارند. تعلق H به نیز �X− و X+ ،X ∨ Y ،X ∧ Y می�گیریم، نتیجه X, Y ∈ H اگر بنابراین

باشد. زیر ویژگی�های دارای هر�گاه گوییم غیر�خطی امید E : H → R تابعک به .١.٢ تعریف

١Bachelier
٢Einstein

٢١



٢٢ G-چارچوب و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید .٢

E[X]؛ ≥ E[Y ] آن�گاه X ≥ Y و X, Y ∈ H اگر یکنوایی؛ (a

E[c]؛ = c (b

خود-�تسلطی)؛ ویژگی (یا پذیری جمع زیر (c
∀X,Y ∈ H , E[X]− E[Y ] ≤ E[X − Y ];

یا
∀X, Y ∈ H , E[X + Y ] ≤ E[X] + E[Y ];

؛ E[λX] = λE[X] ،X ∈ H و λ ≥ ٠ هر برای (d

.E[X + c] = E[X] + c (e

داریم؛ زیرا می�شود نتیجه (c) و (b) ویژگی�های از (e) ویژگی .٢.٢ تذکر

E[X] + c = E[X]− E[−c]

≤ E[X + c] ≤ E[X] + E[c] = E[X] + c.

فضای (L٠
ip(F ), ∥.∥p) آنگاه X ∈ L٠

ip(F ) هر برای ، ∥X∥p := E[|X|p]
١
p می�دهیم قرار .٣.٢ تذکر

که می�شویم یادآور همچنین است. ∥.∥p نرم تحت Lip(F ) شده تکمیل Lp
G(F ) بنابراین است. نرم�دار

است باناخ فضای یک (L٠
ip(F ), ∥.∥p)

می�نامیم. امید -G را شد تعریف فوق صورت به که E[·] : L١
G(F) → R امید .۴.٢ تعریف

ضابطه با ∥ · ∥p : Lp
G(F) → R تابع ،p ≥ ١ هر برای .۵.٢ قضیه

∀X ∈ Lp
G(F); ∥X∥p := E[|X|p]

١
p , (١.٢)

است. Lp
G(F) روی نرم یک

که می�کنیم انتخاب طوری را q > ١ .p > ١ کنید فرض است. برقرار روشنی به p = ١ حالت برهان.
داریم X,Y ∈ Lp

G(F) هر برای .١
p
+ ١

q
= ١

∥X + Y ∥pp = E[|X + Y |p] = E[|X + Y | · |X + Y |p−١]

≤ E[|X| · |X + Y |p−١] + E[|Y | · |X + Y |p−١]

≤ ∥X∥p
(
E[|X + Y |p−١]q

) ١
q + ∥Y ∥p

(
E[|X + Y |p−١]q

) ١
q

= (∥X∥p + ∥Y ∥p)E[|X + Y |p]
١
q ,

=⇒ ∥X + Y ∥pp ≤ (∥x∥p + ∥Y ∥p)∥X + Y ∥
p
q
p ,

=⇒ ∥X + Y ∥p ≤ ∥X∥p + ∥Y ∥p.

است. برقرار روشنی به نرم ویژگی�های بقیه



٢٣ G-امیدشرطی و G-امید ، امیدغیرخطی .١.٢

با Y ∈ Lq
G(F) و X ∈ Lp

G(F) هر برای است. باناخ فضای یک Lp
G(F) فضای نرم این تحت

داریم ١
p
+ ١

q
= ١

∥XY ∥ = E[|XY |] ≤ ∥X∥p∥Y ∥q,

.∥X∥p ≤ ∥X∥p′ آن�گاه ،p ≤ p′ اگر روشنی به ببینید). را ۴٩.١ (لم

X = ϕ(Bt١ , Bt٢ − Bt١ , · · · , Btm − Btm−١) تصادفی متغیر با متناظر شرطی امید .۶.٢ تعریف
می�شود محاسبه زیر صورت به Ftj تحت

E[X|Ftj ] = E[ϕ(Bt١ , Bt٢ −Bt١ , · · · , Btm −Btm−١)|Ftj ] (٢.٢)

= ϕm−j(Bt١ , · · · , Btj −Btj−١).

امید .t ≤ T و باشد ثابت t = tj کنید فرض می�پردازیم. شرطی امید ویژگی�های مطالعه به اکنون
هر برای حقیقت در است؛ پیوسته نگاشت یک ∥ · ∥ نرم تحت E[·|Ft] : L

٠
ip(FT ) → L٠

ip(Ft) شرطی
X ∈ L٠

ip(FT )

E[X|Ft]− E[Y |Ft] ≤ E[X − Y |Ft] ≤ E[|X − Y | |Ft]. (٣.٢)

بنابراین

E[E[X|Ft]− E[Y |Ft]] ≤ E[E[X − Y |Ft]]

= E[X − Y ].

داریم همچنین
E[Y |Ft]− E[X|Ft] ≤ E[Y −X|Ft] ≤ E[|X − Y | |Ft]. (۴.٢)

داریم (۴.٢) و (٣.٢) روابط به توجه با پس
|E[X|Ft]− E[Y |Ft]| ≤ E[|X − Y | |Ft]. (۵.٢)

بنابراین و

∥E[X|Ft]− E[Y |Ft]∥ = E[|E[X|Ft]− E[Y |Ft]|]

≤ E [E[|X − Y | |Ft]]

= E[|X − Y |] = ∥X − Y ∥.

ثابت بالا روابط در T اگر است. L١
G(FT ) → L١

G(Ft) مانند پیوسته توسیعی دارای E[·|Ft] بنابراین
آورد. دست به نیز را E[·|Ft] : L

١
G(F) → L١

G(Ft) می�توان نباشد،

هر برای ویژگی�ها این است، زیر ویژگی�های دارای E[·|Ft] : L٠
ip(FT ) → L٠

ip(Ft) .٧.٢ گزاره
هستند. برقرار نیز X, Y ∈ L١

G(F)



٢۴ G-چارچوب و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید .٢

.E[X|Ft] = X آن�گاه ،t ≤ T و X ∈ L١
G(Ft) اگر .١

.E[X|Ft] ≥ E[Y |Ft] آن�گاه X ≥ Y اگر .٢

.E[X|Ft]− E[Y |Ft] ≤ E[X − Y |Ft] .٣

.E[E[X|Ft]] = E[X] ،E[E[X|Ft]|Fs] = E[X|Ft∧s] .۴

.E[X + η|Ft] = E[X|Ft] + η داریم ،η ∈ L١
G(Ft) هر برای .۵

،E[ηX|Ft] = η+E[X|Ft] + η−E[−X|Ft] کراندار η ∈ L١
G(Ft) هر برای .۶

.E[X|Ft] = E[X] داریم ،X ∈ L١
G(Ft هر برای .٧

کنید. رجوع [١٣ ،١١] به برهان.

داریم ٧.٢ گزاره از (٧) قسمت به توجه با لذا ،Mt −Ms ∈ L١
G(F s

T ) ،s ≤ t هر برای .٨.٢ مثال
E[Mt −Ms|Fs] = E[Mt −Ms] = E[Mt−s] = ٠,

کلی حالت در
E[ψ(Mt −Ms)|Fs] = E[ψ(Mt −Ms)]. (۶.٢)

ϕ(Mt −Ms) = |Mt −Ms|n ∈ L١
G(F s

T ) این�که به توجه با ،n = ١,٢, · · · برای

E[|Mt −Ms|n|Fs] = E[|Mt−s|n] =
١√

٢π(t− s)

∫ ∞

−∞
|x|n exp

(
− x٢

٢(t− s)

)
dx.

همچنین

E[−|Mt−Ms|n|Fs] = E[−|Mt−s|n] =
−١√

٢π(t− s)σ٠

∫ ∞

−∞
|x|n exp

(
− x٢

٢(t− s)σ٢٠

)
dx.

داریم R روی ϕ حقیقی و محدب تابع هر برای کلی حالت در

E[Xϕ(Mt −Ms)|Fs] = X+E[ϕ(Mt −Ms)|Fs] +X−E[−ϕ(Mt −Ms)|Fs]

=
X+√

٢π(t− s)

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− x٢

٢(t− s)

)
dx

− X−√
٢π(t− s)σ٠

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− x٢

٢(t− s)σ٢٠

)
dx.

داریم کلاسیک حالت مانند

E[(Mt −Ms)
٢|Fs] = t− s, E[(Mt −Ms)

۴|Fs] = ٣(t− s)٢,

E[(Mt −Ms)
۶|Fs] = ١۵(t− s)٣, E[(Mt −Ms)

٨|Fs] = ١٠۵(t− s)۴,

E[|Mt −Ms||Fs] =

√
٢(t− s)√

π
, E[|Mt −Ms|٣|Fs] =

٢
√
٢(t− s)٣/٢√

π
,

E[|Mt −Ms|۵|Fs] = ٨
√
٢(t− s)۵/٢√

π
.



٢۵ نرمال -G توزیع .٢.٢

E[Y ] = −E[−Y ] ≥ ٠,−E[−Y ] = ،E[Y ] = −E[−Y ] ,Xو Y ∈ L١
G(F) فرضکنید .٩.٢ گزاره

بنابراین ، E[Y ] = E[Y ] لذا و E[Y ]

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ].

.E[X + Y ] = E[X] آن�گاه ،E[Y ] = E[−Y ] = ٠ اگر خاص حالت در

علاوه به ،E[X + Y ] ≤ E[X] + E[Y ] زیرا، است برقرار روشنی به رابطه این برهان.
E[X + Y ] ≥ E[X]− E[−Y ] = E[X] + E[Y ].

نرمال -G توزیع ٢.٢

نشان lip(Rn) با را Rn اقلیدسی فضای روی کراندار و لیپشیتس٣ مقدار، حقیقی توابع تمام فضای
H = و Ω = R که می�کنیم فرض بخش این در است. مثبت و صحیح عددی n آن در که می�دهیم

.lip(R)
توصیف زیر صورت به ،X ∼ N(٠,١) یعنی استاندارد، نرمال توزیع با X(x) = x تصادفی متغیر

می�شود

E[ϕ(X)] =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−x٢
٢ ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ lip(R).

است. ثابت عددی σ٠ ∈ [٠,١] و a ∈ R که ،G(a) = ١
٢(a

+ − σ٢٠a
−) می�دهیم قرار فصل، این در

صورت به آن غیر�خطی امید وسیله به استاندارد نرمال -G توزیع با X تصادفی متغیر .١٠.٢ تعریف
می�شود تعریف زیر

E[ϕ(X)] = PG
١ (ϕ) := u(١,٠), ∀ϕ ∈ lip(R),

فرد) به (منحصر چسبندگی حل و است R به [٠,∞)× R از کراندار و پیوسته تابعی u = u(t, x) که
است زیر (PDE) غیر�خطی و سهمی�وار جزئی دیفرانسیل معادله

∂tu−G(∂٢xxu) = ∂tu−
١
٢
(
(∂٢xxu)

+ − σ٢٠(∂
٢
xxu)

−) = ٠, u(٠, x) = ϕ(x). (٧.٢)

معادله همان فوق PDE آن�گاه ،σ٠ = ١ اگر می�نامیم. استاندارد نرمال -G توزیع را PG
١ تابعک

N(٠,١) استاندارد نرمال توزیع همان نرمال -G توزیع حالت این در بنابراین و است استاندارد گرمای
است.

PG
١ (ϕ) = P١(ϕ) =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−x٢
٢ ϕ(x) dx.

u = u(t, x) همچنین و گرمای، معادله فرد به منحصر حل u = u(t, x) آن در که ،E[ϕ(X)] = u(١,٠)
است. [٠,∞)× R روی کراندار و پیوسته حقیقی، تابعی

٣Lipschitz



٢۶ G-چارچوب و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید .٢


∂u

∂t
−G

(
∂٢u

∂x٢

)
= ٠

u(٠, x) = φ(x).

(٨.٢)

φ(.) ∈ lip(R, G(a) =
١
٢ sup

σ٢٠≤σ١≥٢
aσ٢, σ٠ ∈ [٠,١].

G-چارچوب ٣.٢

در می�دهیم. نشان C٠(R+) با را ω٠ = ٠ با (ωt)t∈R+ مقدار حقیقی و پیوسته مسیر�های تمام فضای
.Ω = C٠(R+) می�کنیم فرض ادامه

می�کنیم. تعریف زیر صورت به فضا این روی را ρمتریک

∀ω١, ω٢ ∈ Ω; ρ(ω١, ω٢) :=
∞∑
i=٠

[(
max
t∈[٠,i]

|ω١
t − ω٢

t |
)
∧ ١
]
.

است. متریک فضای یک (Ω, ρ) .١١.٢ تذکر

می�دهیم. قرار t ∈ [٠,∞) هر برای

Wt := {ω·∧t, ω ∈ Ω};

Ft := Bt(W ) = B(Wt);

Ft+ := Bt+(W ) = ∩s>tBs(W );

F :=
∨
s>t

Fs = σ(∪s>tFs).

نظر در ω = (ωt)t≥٠ تصادفی فرآیند طبیعی فیلتر به مجهز استاندارد، فضای عنوان به را (Ω,F)

Fs+ ⊆ Ft+ لذا ،
∩

u∈(s,∞)Fu ⊆
∩

u∈(t,∞)Fu صورت این در ،s < t کنید فرض همچنین می�گیریم.
است. فیلتر {Ft+ , t ≥ ٠} خانواده یعنی این و

بگیرید. نظر در Ω روی را تصادفی متغیر�های از زیر فضای ،T ≥ ٠ هر برای

L٠
ip(FT ) := {X(ω) = ϕ(ωt١ , · · · , ωtm), ∀m ≥ ١, t١, · · · , tm ∈ [٠, T ], ∀ϕ ∈ lip(Rm)}.

می�دهیم، قرار .L٠
ip(Ft) ⊆ L٠

ip(FT ) ،t ≤ T هر برای که است روشن

L٠
ip(F) :=

∞∪
n=١

L٠
ip(Fn).



٢٧ باکنر انتگرال .۴.٢

شبکه یک نیز L٠
ip(FT ) فضای بنابراین است. برداری شبکه یک lip(Rm) فضای می�دانیم .١٢.٢ تذکر

برداری شبکه یک نیز L٠
ip(F) لذا ،L٠

ip(Fn) ⊆ L٠
ip(Fn+١) ،n هر برای چون طرفی از است؛ برداری

آن�گاه X, Y ∈ L٠
ip(FT ) اگر بنابراین ،ϕ · ψ ∈ lip(Rm) آن�گاه ،ϕ, ψ ∈ lip(Rm) اگر علاوه به است.

.X · Y ∈ L٠
ip(FT )

.ω ∈ Ω و t ∈ [٠,∞) که ،Bt(ω) = ωt دهیم می قرار

باکنر انتگرال ۴.٢

مانند متناهی مرتب زیرمجموعه�ای ،[٠, T ] بازه از πT افراز ،T ∈ R+ کنید فرض .١٣.٢ تعریف
می�دهیم قرار ٠ = t٠ < t١ < · · · < TN = T. که طوری به است πT = {t١, · · · , tN}

µ(πT ) = max{|ti+١ − ti| | i = ٠,١,٢, · · · , N − ١}.

است [٠, T ] بازه روی افراز�ها از دنباله�ای نمایشگر نماد πN
T = {٠ = tN٠ < tN١ < · · · < tNN = T}

.limN→∞ µ(πN
T ) = ٠ که

معرفی زیر صورت به را، ساده فرآیندهای از نوعی باشد. ثابت p ≥ ١ کنید فرض .١۴.٢ تعریف
می�دهیم. قرار ،[٠, T ] از πT = {t٠, · · · , tN} افراز برای می�کنیم.

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj+١−tj)(t),

با را فرآیندها این تمام گردآیه است. شده داده ξi ∈ Lp
G(Fti) ،i = ٠,١,٢, · · · , N − ١ هر برای که

دیگر عبارت می�دهیم.به نشان Mp,٠
G (٠, T )

Mp,٠
G (٠, T ) = {η : ηt(ω) =

N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١](t),

∀N > ٠, ٠ = t٠ < · · · < tN = T, ξj(ω) ∈ Lp
G(Fti),

i = ٠, . . . , N − ١}

به را ۴ باکنر انتگرال ηt(ω) =
∑N−١

j=٠ ξj(ω)I[tj+١−tj)(t) که η ∈ M١,٠
G (٠, T ) برای .١۵.٢ تعریف

می�کنیم تعریف زیر ∫صورت T

٠
ηt(ω)dt =

N−١∑
j=٠

ξj(ω)(tj+١ − tj).

۴Bochner



٢٨ G-چارچوب و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید .٢

می�دهیم قرار ،η ∈M١,٠
G (٠, T ) هر برای .١۶.٢ تذکر

ẼT [η] :=
١
T

∫ T

٠
E[ηt]dt =

١
T

N−١∑
j=٠

E[ξj(ω)](tj+١ − tj).

١.٢ بخش در آنچه از است. غیر�خطی امید یک ẼT [·] : M١,٠
G (٠, T ) → R که داد نشان می�توان

تابع گذشت

∥η∥١T = ẼT [|η|] =
١
T

∫ T

٠
E[|ηt|]dt,

فضای به پیوسته طور به می�تواند M١,٠
G (٠, T ) فضای نرم این تحت است. M١,٠

G (٠, T ) روی نرم یک
یابد. توسیع M١

G(٠, T ) باناخ

نشان Mp
G(٠, T ) با را زیر نرم تحت ،M

p,٠
G (٠, T ) فضای تکمیل ،p ≥ ١ هر برای .١٧.٢ تعریف

می�دهیم

∥η∥Mp
G
=
(
ẼT [|η|p]

) ١
p
=

(
١
T

∫ T

٠
E[|ηpt |]dt

) ١
p

=

(
١
T

∫ T

٠
∥ηpt ∥dt

) ١
p

=

(
١
T

N−١∑
j=٠

E[|ξj(ω)|p](tj+١ − tj)

) ١
p

.

G-استراتونویچ انتگرال ۵.٢

ρ = {t١, t٢, . . . , tn} است متناهی مجموعه زیر یک [٠, T ] از ρ افراز T ∈ R+ برای .١٨.٢ تعریف
٠ = t٠ < t١ < · · · < tn = T. که طوری به

µ(ρ) = max{|tj+١ − tj|, i = ٠,١, . . . , N − ١}

را limN→∞ µ(Pn
T ) = ٠. که طوری Pnبه

T = {tn٠ < tn١ < · · · < tnN}، [٠, T ] افرازهای ی دنباله
می�کنیم. تعریف زیر صورت به را ۵ G-استراتونویچ انتگرال f ∈M٢,٠

G (٠, T ) هر برای بگیرید درنظر

.t∗ =
tj − tj−١

٢ می�دهیم ∫قرار T

٠
f(t, ω)d(GB) = lim

n→∞

n∑
i=١

f(t∗, ω)((GB)ti − (GB)ti−١).

ای قضیه ما شد بیان G-استرانویچ انتگرال مورد در پنگ توسط که مفهومی گرفتن درنظر با اکنون
می�کنیم. بیان زمینه همین در

(tj−١, tj) بازه�ی داخل از یکنواخت توزیع با تصادفی طور به را t∗ اگر ١٨.٢ تعریف در .١٩.٢ قضیه
G-استراتونویچ انتگرال به حاصل تصادفی های مجموع دنباله آنگاه n → ∞ که زمانی کنیم، انتخاب

می�کند. میل
۵G-Strtonovich integral



٢٩ G-استراتونویچ انتگرال .۵.٢

کنید. رجوع [٢] به برهان.

می�دهیم: نمایش زیر صورت به را Sp مجموعه .٢٠.٢ تعریف
Sp = {M |M : R+×Ω −→ R, M(t, ω) ∈ Lp

G(Ft), ∀T > ٠, {Mt}t∈[٠,T ] ∈Mp
G(٠, T )}.



٣٠ G-چارچوب و G-نرمال توزیع غیرخطی، امید .٢



٣ فصل

با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف
براونی فرایند

مقدمه

و می�گیریم بهره کردیم معرفی پیش�تر که مارکف، فرایند مارتینگل، همچون مفاهیمی از فصل این در
تغییرات فرایند ، G-برآونی فرایند و G-مارتینگل همچون جدیدی مفاهیم مقصود به رسیدن برا همچنین
می�کنیم. مقایسه را G-برآونی فرایند و برآونی فرایند و راتعریف G-برآونی فرایند به مربوط دوم درجه

E[Mt | Fs] =Ms ، ٠ ≤ s ≤ t ≤ ∞ هر برای اگر نامیم می G-مارتینگل Mرا ∈ S٢ تعریف١.٣.
باشیم؛ داشته هرگاه می�گوییم متقارن مارتینگل را آن و

E[−Mt | Fs] = −E[Mt | Fs]

مارکف فرآیند ، p ≥ و١ M ∈ Sp ،فرایند φ ∈ Lip(R), s > t > ٠, x ∈ R هر برای .٢.٣ تعریف
اگر می�نامیم E[.] غیرخطی امید تحت

E[φ(Ms + x) | Ft] = E[φ(Ms−t + y)]y=Mt+x.

G-براونی فرآیند ١.٣

اگر است E[.] غیرخطی امید تحت σ٠ پارامتر با G-برآونی فرایند یک M ∈ S٢ فرایند .٣.٣ تعریف

.١
∀٠ < t < T <∞,E[φ(Mt + x)] = u(t, x)

و
E[φ(MT −Mt)] = E[φ(MT−t)], ∀φ ∈ lip(R).

٣١



٣٢ براونی فرایند با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف .٣

آنگاه ٠ < t١ < · · · < tm و∞> φ ∈ lip(Rm) و m > هر٠ برای .٢
E[φ(Mt١ ,Mt٢ −Mt١ , . . . ,Mtm −Mtm−١)] = φm,

می�شود نتیجه�گیری زیر صورت به ها φmو

φ١(x١, . . . , xm−١) =E[φ(x١, . . . , xm−١,Mtm −Mtm−١)],

φ٢(x١, . . . , xm−٢) =E[φ١(x١, . . . , xm−٢,Mtm−١ −Mtm−٢)],

...

φm−١(x١) = E[φm−٢(x١,Mt٢ −Mt١)],

φm =E[φm−١(Mt١)].

است. مارتینگل یک (Mt)t≥٠ صورت این در باشد، G-برآونی فرایند (Mt)t≥٠ کنید فرض .۴.٣ مثال

E[Mt|Fs] ≤ E[Ms|Fs] + E[Mt −Ms|Fs]

=Ms + E[Mt −Ms]

=Ms + ٠ =Ms.

همچنین

E[Mt|Fs] ≥ E[Mt|Fs] + E[Mt −Ms|Fs]− E[−Ms|Fs]

=Ms + E[Mt −Ms]

=Ms + ٠ =Ms.

فرآیندG-برآونی با برآونی فرآیند مقایسه ٢.٣

می�کنیم. راتعریف است نیاز مورد که مفاهیمی ابتدا فرایند دو این مقایسه برای

می�شود. تعریف زیر صورت به ١ L٢-مارتینگل .۵.٣ تعریف

E(|x|) = (

∫
| x |٢ dx)

١
٢ <∞.

موضعی مارتینگل دنباله براکت ١.٢.٣
٢ صعودی فرایند از فردی به منحصر دنباله صورت این در باشد موضعی مارتینگل دنباله یک M اگر
دنباله یک (M٢

t − ⟨M⟩t, t ≥ ٠) همچنین و می�نامیم ٣ براکت را آن که است موجود چنان ⟨M⟩

٢increasing process
٣Beraket or predictable quadratic variation



٣٣ فرآیندG-برآونی با برآونی فرآیند مقایسه .٢.٣

با است برابر ⟨M⟩ فرایند آنگاه است. مارتینگل موضعی

⟨M⟩t = lim

p(n)−١∑
i=٠

(Mt
n
i+١ −Mt

n
i )

٢

که و ٠ = tn٠ < tn١ < · · · < tnp(n) = t و می�شود گرفته L٢ در حد که زمانی
sup

٠≤i≤p(n)−١
(tni+١ − tni ) → ٠.

با است برابر آن براکت باشد براونی فرایند یک {Bt}t اگر .۶.٣ مثال

⟨B⟩t = lim

p(n)−١∑
i=٠

(Bt
n
i+١ −Bt

n
i )

٢ = t.

می�شود گرفته L٢ در حد درآن که

برآونی -G حرکت وسیله�ی به شده تولید دوم مرتبه تغییرات با فرآیند ٢.٢.٣

که πN
t کنید فرض می�پردازیم. می�شود مشتق برآونی -G فرایند از که خاصی فرآیند مطالعه به اکنون هم

می�دهیم قرار باشد [٠, t] بازه�ی افراز�های از دنباله�ای ، N = ١,٢, · · ·

M٢
t =

N−١∑
j=٠

[
M٢

tN
j+١

−M٢
tNj

]
=

N−١∑
j=٠

٢MtNj

(
MtN

j+١
−MtNj

)
+

N−١∑
j=٠

(
MtN

j+١
−MtNj

)٢
. (١.٣)

صورت این در

lim
µ(πN

t )→٠

N−١∑
j=٠

٢MtNj

(
MtN

j+١
−MtNj

)
= ٢

∫ t

٠
MsdMs.

می�دهیم نشان ⟨M⟩t با را آن حد که می�باشد همگرا نیز بالا تساوی راست سمت از دوم عبارت

⟨M⟩t = lim
µ(πN

t )→٠

N−١∑
j=٠

(
MtN

j+١
−MtNj

)٢
=M٢

t − ٢
∫ t

٠
MsdMs. (٢.٣)

آن به که است ⟨M⟩٠ = ٠ با صعودی فرآیند یک ،t ≥ ٠ ،⟨M⟩t بالا، در شده ذکر ساختار به توجه با
■ می�گوییم. M برآونی -G حرکت وسیله�ی به شده تولید دوم مرتبه تغییرات با فرآیند

آنگاه باشد براونی حرکت یک {Bt} کنید فرض .٧.٣ گزاره

است مارتینگل یک {Bt,Ft}t≥٠ الف)

است مارتینگل یک {B٢
t − t,Ft}t≥٠ ب)



٣۴ براونی فرایند با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف .٣

حال است روشن مارتینگل تعریف از (ii), (i) های ویژگی درستی {Bt,Ft}t≥٠ برای الف) برهان.
: می�کنیم عمل زیر طریق به (iii)اثبات برای

E(Bt|Fs) = E(Bs|Fs) + E(Bt −Bs|Fs)

= Bs + E(Bt −Bs)

= Bs + ٠ = Bs

کنیم،داریم تحقیق را (iii) ویژگی است کافی مجداد ب)
B٢

t = B٢
s + (Bt −Bs)

٢ + ٢Bs(Bt −Bs)

بنابراین

E(B٢
t − t|Fs) =E(B

٢
s − t|Fs) + E((Bt −Bs)

٢|Fs)

+ ٢E(Bs(Bt −Bs)|Fs) + s− t

= B٢
s − s+ (t− s) + ٢BsE(Bt −Bs) + s− t

= B٢
s − s.

آنگاه باشد ساده تابع یک f اگر .٨.٣ گزاره

است، مارتینگل یک {Xt =
∫ t

a
f(s, ω)dBs,Ft}t≥٠ الف)

نتیجه در و است مارتینگل یک {(Xt)
٢ −

∫ t

a
f٢(s)dBs,Ft}t≥٠ ب)

E((

∫ t

a

f(s, ω)dBs)
٢) = E(

∫ t

a

f٢(s)ds)

است. پذیر اندازه Fa ،f(t, ω) = X(ω)χ(a,b)(ω)کنیم الف)فرض برهان.

Xt =

∫ t

a

X(ω)χ(a,b)(ω)dBs = X(ω)[Bb(ω)−Ba(ω)]

E(Xt+١|Ft) = E(Xω[Bb(ω)−Ba(ω)]|Ft) = X(ω)E([Bb(ω)−Ba(ω)]|Ft)

= X(ω)[Bb(ω)−Ba(ω)] = Xt

می�شود. ثابت اول قسمت مشابه دوم ب)قسمت

.٩.٣ تعریف
KT = {f(t, ω) : ([٠, T ]× Ω) → (R, B)} ⊂ L٠])٢, T ]× Ω)

مانند ۴ ابتدایی توابع از hn دنباله�ی آن برای و اندازه�پذیراست Ft ،f(t, ω) ،t هر برای که صورتی در
می�کند. میل f به L٢ نرم در داردکه وجود hn = χ[a,b)Xn(ω)

۴elementary



٣۵ فرآیندG-برآونی با برآونی فرآیند مقایسه .٢.٣

∂xF (t,Wt) ∈ سپساگر ،∂tF = −١
٢∂xxF که است موجود چنان F (t, x) تابع فرضکنیم .١٠.٣ مثال

داریم زیر شکل به را ایتو فرمول آنگاه KT

F (t,Wt) = F (٠,W٠) +

∫ T

٠
(∂tF (t,Wt) +

١
٢∂xxF (t,Wt))︸ ︷︷ ︸

=٠

dt

+

∫ T

٠
∂xF (t,Wt)dWt︸ ︷︷ ︸

مارتینگل

ایتو فرمول همچنین است. مارتینگل یک e
aWt−

١
٢ tα٢

می�دانیم آنگاه F (t, x) = e
ax−

١
٢ tα٢

دهید قرار
می�کنیم. بیان زیر صورت به را

Xt = X٠ +

∫ t

٠
u(s, ω)ds+

∫ t

٠
v(s, ω)dWs

آن در که

P (

∫ t

٠
|u|٢ds <∞) = ١.

آنگاه

F (t,Xt)− F (٠, X٠) =

∫ t

٠
{∂sF (s,Xs) + u∂xF (s,Xs)

+
١
٢v

٢∂xxF (s,Xs)}ds

+

∫ t

٠
v(s, ω)∂xF (s,Xs)dWs

داریم

F (t,Xt) = ∂tFdt+ u∂xFdt+
١
٢v

٢∂xxFdt+ v∂xFdW (٣.٣)

بنابراین کرد. چشم�پوشی آن از می�توان و هستند ناچیز dtdt و dXdt دیگر سوی از
dX = udt+ vdW

نتیجه در
dXdX = u٢ dt٢︸︷︷︸

=٠

+٢uv dtdW︸ ︷︷ ︸
=٠

+v٢dWdW.

dt می�توان را dWdW برای مناسبی جایگزین وهمچنین E((∆W )٢) = ∆t می�دانیم که حالی در
دانست.[١٨]



٣۶ براونی فرایند با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف .٣

داشته θ ∈ R هر برای اگر باشد پذیر F-اندازه ، X و σ-جبر یک ζ ⊂ F کنید فرض .١١.٣ گزاره
باشیم

E(eiθX|ζ)=e

−θ٢
σ٢

٢
.

است. σ٢ واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای X و است مستقل σ-جبر ،ζ به نسبت X آنگاه

A ∈ ζ هر برای برهان.

E(eiθX١A) = E(e
−θ٢

σ٢

٢ ١A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ E(١A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ P (A).

و صفر میانگین با نرمال X بنابراین و E(eiθX) = e
−θ٢

σ٢

٢ داریم A = Ω برای خاص حالت در
.تابع P (A) > و٠ A ∈ ζ می�کنیم فرض است، ζاز مستقل X می�دهیم نشان حال است. σ٢ واریانس

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را F روی Q احتمال

Q(b) =
P (B ∩ A)
P (A)

=
E(١A١B)

P (A)

و است احتمال اندازه یک Q حال

EQ(e
iθX) =

∫
Ω

eiθXdQ

=

∫
Ω

eiθX
dp

P (A)

=
E(eiθX١A)

P (A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ .

توزیع تابع نشان�دهنده ϕ اگر اینرو از است. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع X بنابراین
x ∈ R هر برای باشد، استاندارد نرمال

Q(X ≤ x) = ϕ(
x

σ
) =⇒ P ({X ≤ x} ∩ A)

p(A)
= ϕ(

x

σ
) = P (X ≤ x)

=⇒ P ({X ≤ x} ∩ A)
p(A)

= P (X ≤ x)P (A)



٣٧ فرآیندG-برآونی با برآونی فرآیند مقایسه .٢.٣

است. بدیهی P (A) = ٠ با A ∈ ζ هر برای رابطه این و .P (A) ̸= ٠ با A ∈ ζ هر برای
ζ از A که معانست بدین این و است برقرار A ∈ ζ تمام برای که کنیم گیری نتیجه می�توانیم ما بنابراین

است. مستقل

(۵ مارتینگل دوب - L٢ نمایش (قضیه

و f ∈ KT که دارد وجود فردی به منحصر f سپس X ∈ L٢(Ω, FT , P ) دهید قرار .١٢.٣ قضیه
که طوری αبه = E(X)

X = α +

∫ T

٠
f(s, ω)dWs

کنید. رجوع [١٨] به برهان.

لوی۶) مارتینگل مشخصه (قضیه

آنگاه باشد مارتینگل ،{B٢
t − t} و B٠ = ٠ و باشد Lمارتینگل-٢ ،{Bt} کنیم فرض .١٣.٣ قضیه

است. براونی فرایند {Bt}

که طوری به� دارد وجود B ∈ KT ، قضیه١٢.٣ بنابر برهان.

Xt =

∫ t

٠
B(s, ω)dWs

ایتو فرمول طبق انگاه dXt = udt+ vdWt اگر حال
df(t,Xt) = ∂tf(t,Xt)dt+

١
٢∂xxf(t,Xt)dXtdXt + ∂xf(t,Xt)dXt.

و ∂tf = ٠ ,f(t.داریم x) = x٢ و u = ٠ می�دهیم قرار dXtdXt = v٢dt ١٠.٣ مثال بنابر سپس
نتیجه در ∂xxf = ٢ و ∂xf = ٢x

d(X٢
t ) = ٠+ dXtdXt︸ ︷︷ ︸

v٢dt

+٢xdXt

سپس

X٢
t = X٢

٠ +

∫ t

٠
٢XsdXs +

∫ t

٠
v٢ds

داریم می�کنیم. محاسبه را dXs اکنون
dXs = uds+ vdWs = ٠+ dWs

پس است مارتینگل یک Xs و

X٢
t = X٢

٠ +

∫ t

٠
٢XsvdWs︸ ︷︷ ︸

Zt=مارتینگل

+

∫ t

٠
v٢ds︸ ︷︷ ︸

Btصعودی افزایشی فرایند

۵Doob L٢-martingale representation theorem
۶ Levey martingle chareterization



٣٨ براونی فرایند با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف .٣

به منحصر فرضیه از ترتیب همین به و d(X٢
t ) = dZt + B٢dt می�گیریم نتیجه بالا محاسبات از اکنون

داریم f(t, x) = eiθxمی�دهیم قرار می�کند. پیروی دوب-میر تجزیه فردی
∂tf = ٠, ∂xf = iθeiθx, ∂xxf = −θ٢eiθx

،dX = BdW داریم f(t,Xt) ایتو فرمول طبق

d(eiθXt) = −١
٢θ

٢eiθXt dXtdXt︸ ︷︷ ︸
B٢dt=dt

+iθeiθXt dXt︸︷︷︸
BdW

بنابراین

eiθXt − eiθXs = −١
٢θ

٢
∫ t

s

eiθXudu+ iθ

∫ t

s

eiθXuBdWu

آنگاه
eiθ(Xt−Xs) − ١ = −١

٢θ
٢
∫ t

s

eiθ(Xu−Xs)du+ iθ

∫ t

s

eiθ(Xu−Xs)BdWs (۴.٣)

راست سمت دوم معادله حال است. مارتینگل یک Yt پس Yt =
∫ t

٠ e
iθXuBdWu می�دهیم قرار

با است برابر ۴.٣ رابطه
iθe−iθXs(Yt − Ys).

آنگاه می�گیریم Fs شرط با شرطی امید ۴.٣ رابطه از نتیجه در

E(eiθ(Xt−Xs)|Fs)− ١ = −١
٢θ

٢
∫ t

s

E(eiθ(Xu−Xs)|Fs)du

داریم t ≥ s هر برای . φ(t) = E(eiθ(Xt−Xs)|Fs) می�دهیم قرار

φ(t)− ١ =
١
٢θ

٢
∫ t

s

φ(u)du

=⇒ φ′(t) = −١
٢θ

٢φ(t), φ(s) = ١

φ(t) = Ce
−(t−s)

θ٢

٢ .

با نرمال توزیع دارای X که بگیریم نتیجه می�توانیم باشیم داشته را بالا رابطه اگر ١١.٣ گزاره بنابر حال
نتیجه به بنابراین می�دهد نتیجه را براونی فرایند خواص، این که است (t− s) واریانس و صفر میانگین

رسیدیم. مطلوب

G-برآونی فرایند با برآونی فرایند مقایسه

با مارتینگل دنباله یک {Bt} اگر فقط اگرو است براونی فرایند {Bt} گفت می�توان گزاره١١.٣ بنابر
است. مارتینگل Ft ، {B٢

t − t} ترتیب همین به و باشد، Ft فیلتر
. است پیچیده بسیار G-براونی فرایند برای لوی مارتینگل مشخصه قضیه بیان مقابل، در



٣٩ فرآیندG-برآونی با برآونی فرآیند مقایسه .٢.٣

،۶.٣ مثال براونی،طبق فرایند ⟨B⟩t P،براکت احتمال فضای در است؛ زیر شرح به موضوع این دلیل و
ثابت تابع یک نه شد بیان براونی -G فرایند دوم درجه درتغییرات انچه بنابر مقابل در اما است. t برابر

هست. هم بیشتر بلکه



۴٠ براونی فرایند با آن مقایسه و G-بروانی فرایند تعریف .٣



۴ فصل

آن اثبات و اصلی قضیه بیان

زیر مشخصات دارای اگر است E[.] تحت σپارامتر٠ با G-براونی فرایند یک M ∈ S٢ .١.۴ قضیه
باشد

باشد، E[.] تحت متقارن G-مارتینگل یک M .١

باشد، G-مارتینگل یک M٢
t − t .٢

،E[−M٢
t ] = −σ٢٠E[M٢

t ] ،t ≥ هر٠ برای .٣

باشد، E[.] تحت مارکف فرایند یک M .۴

.E[|Mt −Ms |٣] = o(t− s) ،t ≥ s ≥ ٠ هر برای .۵

١.۴ قضیه اثبات
می�کنیم. بیان را زیر لم ابتدا منظور این است.برای بالا قضیه�ی گام به گام اثبات بخش، این در هدف

است. برقرار زیر رابطه T ≥ tو X, Y ∈ LP
G(FT ) و p ≥ ١ هر برای .٢.۴ لم

E[|E[X|Ft]− E[Y |Ft]|p] ≤ E[|X − Y |p].

محدبx|p|؛ تابع یک برای می�دانیم برهان.
p|x|p−١(y − x) + |x|p ≤ |y|p,

داریم. y ⇒ |X − Y | و x⇒ E[|X − Y ||Ft] جایگذاری با وسپس
p(E[|X − Y ||Ft])

p−١(|X − Y | − E[|X − Y ||Ft]) + (E[|X − Y ||Ft])
p ≤ |X − Y |p

Ftمی�گیریم. شرطی G-امید معادله طرف دو از حال
(E[|X − Y ||Ft])

p ≤ E[|X − Y |p|Ft].

۴١



۴٢ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴

Lp؛
G در می�دانیم

|E[X|Ft]− E[Y |Ft]| ≤ E[|X − Y ||Ft]

داریم L١
G در خواصG-امید کمک با حال

|E[X|Ft]− E[Y |Ft]|p ≤ (E[|X − Y ||Ft])
p.

می�کنیم اثبات گام ۵ در را ١.۴ قضیه

می�کنیم تعریف
∫ T

٠ ηdMt نماد با را ایتو تصادفی انتگرال ،η ∈ M٢
G(٠, T ) هر ١برای گام برهان.

است. E[.] غیرخطی امید تحت متقارن مارتینگل یک
∫ T

٠ ηdMs می�کنیم وثابت

G-ایتو انتگرال

داریم کردیم. تعریف را باکنر انتگرال ۴.٢ بخش در η ∈M٢,٠
G (٠, T ) هر برای .٣.۴ تعریف

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t),

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را G-ایتو انتگرال اکنون

I(η) =
∫ T

٠
ηsdMs(ω) :=

N−١∑
j=٠

ξj(ω)(Mtj+١ −Mtj).

می�پردازیم. ایتو انتگرال اصلی ویژگی�های برخی بیان به اکنون

L١
G(FT ) فضای در صورت این در .٠ ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T و η, θ ∈ M٢

G(٠, T ) کنید فرض .۴.۴ لم
داشت خواهیم

.
∫ t

s
ηudBu =

∫ r

s
ηudBu +

∫ t

r
ηudBu .١

.
∫ t

s
(αηu + θu)dBu = α

∫ t

s
ηudBu +

∫ t

s
θudBu آن�گاه باشد، کراندار α ∈ L١

G(Fs) اگر .٢

، X ∈ L١
G(Fs) هر برای .٣

E
[
X +

∫ T

r

ηudBu|Fs

]
= E[X]

کنید. رجوع [١٢] به برهان.

است. E[.]غیرخطی امید تحت متقارن مارتینگل
∫ t

٠ ηdMs می�کنیم ثابت ادامه در حال
داریم ١.۴ قضیه از ٢ و ١ شرط بنابر

E[(Mt −Ms)
٢|F ] = E[M٢

t −M٢
s |Fs] = E[M٢

t − t|Fs] + t−M٢
s = t− s.



۴٣

پیوسته طور به I(η) آنگاه است. پیوسته نگاشت I(η) : M٢,٠
G (٠, T ) → L٢

G(FT ) نگاشت .۵.۴ لم
حقیقت در می�یابد. گسترش M٢

G(٠, T ) → L٢
G(FT ) باناخ فضای به

E
[∫ T

٠
η(s)dMs

]
= ٠

E

[(∫ T

٠
η(s)dMs

)٢]
=

∫ T

٠
E[(η(t))٢]dt.

کنید [١٢]رجوع به برهان.

متقارن مارتینگل
∫ t

٠ ηdMs می�دهیم نشان ادامه در .
∫ t

٠ ηdMs =
∫ T

٠ ηI[٠,t](s)dMs می�دهیم قرار
اگر حقیقت، در است.

η.(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١)(.) ∈M٢,٠
G (٠, T ),

∫آنگاه t

٠
ηνdMν =

N−١∑
j=٠

ξj(ω)(Mtj+١∧t −Mtj∧t).

ti ≤ s < ti+١ < t, می�کنیم فرض s ≤ t هر برای

E
[∫ T

٠
ηνdMν |Fs

]
=

i−١∑
j=٠

ξtj(Mtj+١ −Mtj) + ξti(Ms −Mti)

=
N−١∑
j=٠

ξtj(Mtj+١∧s −Mtj∧s) =

∫ s

٠
ηνdMν .

که گرفت نتیجه می�توان M بودن متقارن خاصیت با بعلاوه و است. Ftمارتینگل

∫ t

٠ ηsdMs بنابراین
است. متقارن مارتینگل

∫ t

٠ ηsdMsعبارت
است. M٢,٠

G (٠, T ) شده، تکمیل M٢
G(٠, T ) می�دانیم ازطرفی ،η ∈M٢

G(٠, T ) اگر
پیوستگی به توجه با و .N → ∞ که ηN → η سپس ،N = ١,٢, . . . ، ηN ∈M٢,٠

G (٠, T ) اگر آنگاه
.I(ηN) → I(η) گفت می�توان I(η)

E
[∫ t

٠
ηνdMν |Fs

]
−
∫ s

٠
ηνdMν

= E
[∫ t

٠
ηνdMν −

∫ t

٠
ηNν dMν +

∫ t

٠
ηNν dMν |Fs

]
+

∫ s

٠
ηνdMν

= E
[∫ t

٠
(ην − ηNν )dMν |Fs

]
+

∫ s

٠
(ην − ηNν )dMν .



۴۴ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴

داریم N → ∞ زمانیکه لم۴.٢ طبق سپس

(
E
[
E
[∫ t

٠
ηdMν |Fs

]
−
∫ s

٠
ηdMν

]١٢(٢

≤

(
E
[
E
[∫ t

٠
(η − ηN)dMν |Fs

]]١٢(٢
+

(
E
[∫ s

٠
(η − ηN)dMν

]١٢(٢

≤

(
E
[∫ t

٠
(η − ηN)dMν

]١٢(٢
+

(
E
[∫ s

٠
(η − ηNν )dMν

]١٢(٢
−→ ٠.

می�توان ترتیب همین به است. مارتینگل
∫ t

٠ ηdMν بنابراین ،E[
∫ t

٠ ηdMν |Fs] =
∫ s

٠ ηdMν رو این از
است. متقارن

∫ t

٠ ηνdMν که کرد اثبات

می�توان را کردیم تعریف G-برآونی دوم درجه تغییرات فرایند مورد ،در ٢.٢.٣ بخش در آنچه گام٢؛
گرفت. کار به ⟨M⟩t ∈M١

G(٠, T ) برای
می�دهیم tقرار > ٠ هر برای

٠ = tN٠ < tN١ < · · · < tNN = t, tNj+١ − tNj =
T

N
,

M٢
t =

N−١∑
j=٠

(
M٢

tN
j+١∧t

−M٢
tNj ∧t

)
=

N−١∑
j=٠

٢MtNj

(
MtN

j+١∧t
−MtNj ∧t

)
+

N−١∑
j=٠

(
MtN

j+١∧t
−MtNj ∧t

)٢
.

داریم ،N → ∞ زمانیکه
∑N−١

j=٠ MtNj
I[tjtj+١)(.) →M. رو این از

٢
N−١∑
j=٠

MtNj

(
MtN

j+١∧t
−MtNj ∧t

)
→ ٢

∫ t

٠
MsdMs.

که معناست بدین Mt دوم درجه تغییرات و

⟨M⟩t = lim
N→∞

N−١∑
j=٠

(
MtN

j+١∧t
−MtNj ∧t

)٢
=M٢

t − ٢
∫ t

٠
MsdMs. (١.۴)

با فرآیند فرآیند، این است. مستقل Fs از (⟨M⟩t+s − ⟨M⟩s)t≥٠ ثابت، s ≥ ٠ هر برای .۶.۴ لم
یعنی ،t ≥ ٠ که است Mt = Ms+t − Ms برآونی حرکت وسیله به شده تولید دوم مرتبه تغییرات

داریم .⟨M⟩t+s − ⟨M⟩s = ⟨M⟩t
E[⟨M⟩٢t ] = t٢, (٢.۴)



۴۵

همچنین

E[⟨M⟩٣t ] = t٣, (٣.۴)

E[⟨M⟩۴t ] = t۴.

کنید. رجوع [١٢] به برهان.

داریم ٠ ≤ s ≤ t <∞ هر برای .٧.۴ لم
E[⟨M⟩t − ⟨M⟩s|Fs] = t− s

E[−(⟨M⟩t − ⟨M⟩s)|Fs] = −σ٢٠(t− s)

کنید. رجوع [١٢] به برهان.

G-مارتینگل ، ⟨M⟩t−t =M٢
t −t−٢

∫ t

٠ MsdMs داریم ١.۴ قضیه از شرط٢ از استفاده با حال
داریم ٧.۴ لم بنابر و است

E[−⟨M⟩t] = −σ٢٠t.

می�کنیم تعریف η ∈M١,٠
G (٠, T ), ηt(ω) =

∑N−١
j=٠ ξj(ω)I[tjtj+١)(t) هر برای ما

I١(η) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)(⟨M⟩tN
j+١

− ⟨M⟩tNj ).

و است. L١
G(FT ). به M١,٠

G از پیوسته و خطی نگاشت I١(η) کردیم مطرح اول گام در بنابرآنچه
می�یابد. گسترش M١

G(٠, T ) باناخ فضای به پیوسته طور به I١(η) همچنین

صورت این در .X ∈ L١
G(F) و ξ ∈ L١

G(Fs) ،٠ ≤ s ≤ t کنید فرض .٨.۴ گزاره

E[X + ξ(M٢
t −M٢

s )] = E[X + ξ(Mt −Ms)
٢]

= E[X + ξ(⟨M⟩t − ⟨M⟩s)].

داریم ،٩.٢ گزاره و رابطه۴.١ به توجه با برهان.

E[X + ξ(M٢
t −M٢

s )] = E
[
X + ξ

(
⟨M⟩t − ⟨M⟩s + ٢

∫ t

s

MudMu

)]
= E [X + ξ (⟨M⟩t − ⟨M⟩s)] + ٢E

[
ξ

(∫ t

s

MudMu

)]
= E [X + ξ (⟨M⟩t − ⟨M⟩s)] .

که داد نشان می�توان مشابه طریقی به
E[٢ξ(Mt −Ms)Ms] = E[−٢ξ(Mt −Ms)Ms] = ٠.



۴۶ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴

داریم ٩.٢ گزاره به توجه با بنابراین

E[X + ξ(M٢
t −M٢

s )] = E
[
X + ξ

(
(Mt −Ms +Ms)

٢ −M٢
s

)]
= E

[
X + ξ

(
(Mt −Ms)

٢ + ٢(Mt −Ms)Ms

)]
= E

[
X + ξ (Mt −Ms)

٢
]
+ ٢E[ξ(Mt −Ms)Ms]

= E
[
X + ξ (Mt −Ms)

٢
]
.

ایزومتری لم

داریم η ∈M٢
G(٠, T ) هر برای .٩.۴ لم

E

[(∫ T

٠
η(s)dMs

)٢]
= E

[∫ T

٠
η٢(s)d⟨M⟩s

]
≤
∫ T

٠
E[η٢(s)]ds. (۴.۴)

باشد زیر صورت به η ∈M٢,٠
G (٠, T ) کنید فرض برهان.

ηt(ω) =
N−١∑
j=٠

ξj(ω)I[tj ,tj+١)(t).

و i ̸= j هر برای ٩.٢ گزاره به توجه با .
∫ T

٠ η(s)dMs :=
∑N−١

j=٠ ξj(Mtj+١ −Mtj) صورت این در
داریم X ∈ L١

G(F)

E[X + ٢ξj(Mtj+١ −Mtj)ξi(Mti+١ −Mti)] = E[X].

بنابراین

E

[(∫ T

٠
η(s)dMs

)٢]
= E

(N−١∑
j=٠

ξj(Mtj+١ −Mtj)

)٢
= E

[
N−١∑
j=٠

ξ٢j (Mtj+١ −Mtj)
٢

]
.

می�دهد. نتیجه ٨.۴ گزاره همراه به رابطه این

E

[(∫ T

٠
η(s)dMs

)٢]
= E

[
N−١∑
j=٠

ξ٢j (⟨M⟩tj+١ − ⟨M⟩tj)

]
= E[η٢(s)]ds.



۴٧

برآونی -G حرکت برای ایتو فرمول

می�باشد. ایتو -G فرآیند یک X که می�پردازیم Φ(Xt) از ایتو١ فرمول بیان به اکنون

به توابعی {∂٢xµxνΦ}nµ,ν=١ و باشد کراندار مشتقات با کراندار تابعی Φ ∈ C٢(Rn) فرضکنید .١٠.۴ لم
Xt = (X١

t , · · · , Xn
t )

T فرضکنید و باشد ثابت s ∈ [٠, T ] فرضکنید لیپشیتسباشند. یکنواخت طور
باشد زیر شکل به [s, T ] روی بعدی -n فرآیند یک

Xν
t = Xν

s + αν(t− s) + ην (⟨B⟩t − ⟨B⟩s) + βν(Bt −Bs),

Xs = (X١
s , · · · , Xn

s )
T و هستند L٢

G(Fs) از کراندار عناصری βν و ην ،αν ،ν = ١, · · · , n برای که
داریم است. L٢

G(Fs) فضای در شده داده بردار -Rn یک

Φ(Xt)− Φ(Xs) =

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)β
νdBu +

∫ t

s

∂xνΦ(Xu)α
νdu (۵.۴)

+

∫ t

s

[
DxνΦ(Xu)η

ν +
١
٢∂

٢
xµxνΦ(Xu)β

µβν

]
d⟨B⟩u.

که سوم مرتبه تا بالا مشتقات با کراندار حقیقی توابع تمام از ای مجموعه ، φ ∈ C٣
b (R) هر ٣؛برای گام

داریم آنگاه است موجود Cb(R) در

φ(Mt)− φ(Ms) =

∫ t

s

١
٢φxx(Mv)d⟨Mν⟩+

∫ t

s

φx(Mv)dMv, ٠ < s ≤ t <∞.

N > هر٠ برای برهان.
πN
s,t = {s, s+ δN , . . . , s+NδN = t}, δN =

t− s

N
,

متغیره چند توابع برای تیلور٢ سری از استفاده با و G-برآونی فرایند برای ایتو فرمول تعریف کمک به
داریم

φ(Mt)− φ(Ms) =
N−١∑
j=٠

[
φx(MtNj

)(MtN
j+١

−MtNj
) +

١
٢φxx(MtNj

)(MtN
j+١

−MtNj
)٢

+
١
٢
(
φxx (MtNj

+ θj(ω)(MtN
j+١

−MtNj
))− φxx(MtNj

)
)
(MtN

j+١
−MtNj

)٢
]
,

داریم L١
G(Ft)در حال θj(ω) ∈ و(٠,١)

Y N =
N−١∑
j=٠

(φxx(MtNj
+ θj(ω)(MtN

j+١
−MtNj

))− φxx(MtNj
))(MtN

j+١
−MtNj

)٢ → ٠

١Ito’s Formula
٢Taylor series



۴٨ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴

C، ثابت و ١.۴ قضیه در شرط۵ از بردن بهره با و ۶.۴ لم و ٨.٢ مثال به توجه با چون

E[|φxx(MtNj
+ θj(ω)(MtN

j+١
−MtNj

))− φxx(MtNj
)|]

≤ CE[|(MtN
j+١

−MtNj
)|٣] ≤ C[δ٣ + δ

٣
٢ ] ≤ C٠(δN).

.L١
G(Ft) در Y N → ٠ سپس

هستند. موجود φxx و φx لیبشیتز های دنباله ،φ ∈ C٣
b (R) هر برای حال

E

∣∣∣∣∣φx(Mv)−
N−١∑
j=٠

φx(MtNj
)I[tNj ,tN

j+١)
(v)

∣∣∣∣∣
٢

= E[|φx(Mv)− φx(MtNj
|٢]

≤ C٢E[|(MtN
j+١

−MtNj
)|٢] ≤ C[δ + δ٢]

≤ C٠(δN) ≤ CδN → ٠.

اینکه به توجه با
N−١∑
j=٠

φx(MtNj
)I[tNj ,tN

j+١)
(.) → φx(M.).

مشابه طور به و
N−١∑
j=٠

φxx(MtNj
)I[tNj ,tN

j+١
)(.) → φxx(M.).

می�آید. دست به را زیر رابطه لم۴.٩ بنابر حال

E

∣∣∣∣∣
N−١∑
j=٠

φxx(MtNj
)(MtN

j+١
−MtNj

)٢ −
N−١∑
j=٠

φxx(MtNj
)(⟨M⟩tN

j+١
− ⟨M⟩tNj )

∣∣∣∣∣
٢

≤ ٢C٢
N−١∑
j=٠

E
[
|(MtN

j+١
−MtNj

)٢ − (⟨M⟩tN
j+١

− ⟨M⟩tNj )|
٢
]

= ٢C٢
N−١∑
j=٠

E

∣∣∣∣∣
∫ tj+١

tj

(Ms −Mtj)dMs

∣∣∣∣∣
٢


≤ ٢C٢
N−١∑
j=٠

∫ tj+١

tj

E[(Ms −Mtj)
٢]ds

= C٢
N−١∑
j=٠

∫ tj+١

tj

(s− tj)ds

= C٢δN → ٠.



۴٩

می�شود. L٢حاصل
G(Ft) و L١

G(Ft) در ترتیب به زیر روابط I١(η) و I(η) از ای دنباله واسطه به
N−١∑
j=٠

φxx(MtNj
)(MtN

j+١
−MtNj

)٢ →
∫ t

s

φxx(Mv)d⟨M⟩v

و
N−١∑
j=٠

φx(MtNj
)(MtN

j+١
−MtNj

) →
∫ t

s

φx(Mv)dMv

شد حاصل مطلوب نتیجه φ ∈ C٣
b (R) هر برای حال

φ(Mt)− φ(Ms) =

∫ t

s

١
٢φxx(Mv)d⟨Mv⟩+

∫ t

s

φx(Mv)dMv ٠ < s ≤ t <∞.

گام۴

می�کنیم. تعریف f ∈ lip(R) هر برای

u(t, x) = E[f(M٠,x
t )], M٠,x

t = x+Mt

می�آید. بدست ( ٨.٢ (رابطه گرماست معادله حل که u(t, x)آنگاه

برهان.

|u(t, x١)− u(t, x٢)| ≤ E[|f(M٠,x١
t )− f(M

٠,x٢
t )|] ≤ CE[|M٠,x١

t −M
٠,x٢
t |] = C|x١ − x٢|

و

|u(t١, x)− u(t٢, x)| ≤ CE[|M٠,x
t١ −M٠,x

t٢ |] ≤ C
√

E[|M٠,x
t١ −M٠,x

t٢ |٢] = C(t١ − t٢)

١
٢ .

است. f تابع لیبشیتز ثابت C

است. t به نسبت هولدر ١٢-پیوسته و x به نسبت لیبشیتز پیوسته u(t, x) تابع
است. ٨.٢ رابطه در گرما معادله فرد) (منحصربه حل بهترین u(t, x) که می�دهیم نشان ادامه در

و u(t, x) = φ(t, x) می�دهیم قرار φ ∈ C٣
b ([٠, T ]× R) هر برای

(s, y) ̸= (t, x), u(s, y) > φ(s, y)

داریم M مارکف احتمال با و

φ(t, x) = u(t, x) = E[u(t− r,Mr)] > E[φ(t− r,Mr)].



۵٠ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴

نوشت می�توان ٣ گام برای حال

E[φ(t− r,Mr)− φ(t,Mr) + φ(t,Mr)− φ(t, x)]

= E
[
−
∫ t

t−r

φs(s,Mr)ds+
١
٢

∫ r

٠
φxx(s,Ms)d⟨M⟩s

]
= E

[∫ t

t−r

(φs(t, x)− φs(s,Mr)ds+
١
٢

∫ r

٠
(φxx(s,Ms))− φxx(t, x)d⟨M⟩s

+
١
٢φxx(t, x)⟨M⟩r − φs(t, x)r

]
≤ G(φxx(t, x))r − φs(t, x)r + E

[∫ t

t−r

|φs(t, x)− φs(s,Mr)|ds
]

+ E
[
١
٢

∫ r

٠
|φxx(s,Ms)− φxx(t, x)|d⟨M⟩s

]
.

هستند.آنگاه C همانند لیبشیتز های ثابت φxxو φx که کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون

E
[
١
٢

∫ r

٠
|φxx(s,Ms)− φxx(t, x)|d < M >s

]
≤ CE

[∫ r

٠
|M٠,x

s |ds
]
=
C

٣ r
٣
٢

E
[∫ s

t−r

|φs(t, s)− φs(s,Mr)|ds
]

≤ C

∫ t

t−r

(|t− s|+ E[|M٠,x
r − x|])ds ≤ Cr٢ + C

√
rr.

یافتیم ما بنابراین

E[φ(t− r,Mr)− φ(t, x)] ≤ G(φxx(t, x))r − φs(t, x)r +
١
٣r

٣
٢ + (r +

√
r)Cr.

داریم. حال عین در

E[φ(t− r,Mr)− φ(t, x)] ≥ G(φxx(t, x))r − φs(t, x)r −
١
٣r

٣
٢ − (r +

√
r)Cr.

آوردیم بدست این از

lim
r→٠

١
r
E[φ(t− r,Mr)− φ(t, x)] = G(φxx(t, x))− φs(t, x) ≤ ٠.

بود. ٨.٢ رابطه در گرما معادله برای حل بهترین u(t, x) نتیجه در
اورد. بدست G-براونی) فرآیند (تعریف ٣.٣ تعریف از ٢ شرط تحت می�توان متناهیMرا توزیع ۵ گام



۵١

داریم، t ≤ T هر برای پس است، E[.] غیرخطی امید تحت مارکف فرایند M چون

E[φ(MT −Mt)] = E[E[φ(M٠,x
T −M٠,x

t )|Ft]] = E[E[φ(M٠,x
T − y)|Ft]y=M٠,x

t
]

= E[E[φ(M٠,x
T−t − y)|Ft]y=M٠,x

t ,x=M٠,x
t
] = E[φ(MT−t)].

دست از بدون کرد. راچک ٣.٣ تعریف از ٢ شرط تحت می�توان را Mمتناهی توزیع می�توانیم ما اکنون
می�کنیم ثابت m = ٢ زمانیکه فقط ما کلیت، دادن

E[φ(Mt١ ,Mt٢ −Mt١)] = E[E[φ(x,Mt٢ −Mt١)|Ft١ ]x=Mt١
]

= E[E[φ(x,Mt٢−t١)]x=Mt١
].

شد. ثابت ١.۴ قضیه ١− ۵ گام براساس نتیجه در



۵٢ آن اثبات و اصلی قضیه بیان .۴



۵ فصل

متقارن G-مارتینگل انتگرال نمایش

مقدمه

مالی ریاضی در مهمی نقش همچنین است. تصادفی آنالیز در اساسی قضیه یک مارتینگل نمایش قضیه
بسازیم. را متقارن نمایشG-مارتینگل قضیه که داریم سعی فصل،ما این در می�کند. ایفا

و باشد E[.] -امیدغیرخطی G تحت متقارن G-مارتینگل یک M ∈ S٢ کنید فرض .١.۵ قضیه
E[M٢

t ] =
∫ t

٠ H
٢(s)ds می�کنیم تعریف ما حال است. مارتینگل Ft فیلتر به M٢نسبت

t −E[M٢
t ]

است. R از کراندار و پیوسته تابعی H(s) که
تحت G-مارتینگل ، W ٢(t) − t که است موجود چنان Wt ∈ S٢ مانند متقارنی G-مارتینگل آنگاه

و است E[.] -امیدغیرخطی G

Mt =

∫ t

٠
H(s)dWs.

می�بریم بهره زیر تذکر از قضیه، برهان بیان برای

رابطه W ∈ S٢ چون متقارن G-مارتینگل هر برای که کردیم ١.۴ثابت قضیه برهان در .٢.۵ تذکر
U(s) و ، E[W ٢(t)] =

∫ t

٠ U
٢(s)ds که آنجا از حال است. G-مارتینگل ،W ٢(t) − E[W ٢(t)]

رابرای ایتو تصادفی انتگرال و دیفرانسیل حساب می�توان حال است. R از کراندار و پیوسته تابع
همچنین است. معنی�دار ١.۵ قضیه در تصادفی انتگرال بنابراین کرد. تعریف W ∈ M٢

G(٠, T )
و است متقارن G-مارتینگل یک

∫ t

٠ ηdWs رابطه η ∈ M٢
G(٠, T ) هر برای که کنیم ثابت می�توانیم

است. برقرار ایزومتری فرمول و موجود M دوم درجه فرایند

برای .R روی لبگ اندازه را µ دهید قرار برهان.

E[M٢
t ] =

∫ t

٠
H٢(s)ds, H(s) ̸= ٠ a.e.

۵٣



۵۴ متقارن G-مارتینگل انتگرال نمایش .۵

∀ε > ٠ ∃N > ٠, n > N ⇒ µ

(
|H(s)| < ١

n
, s ∈ R

)
< ε.

Hn(t) =


١

H(t)
, if

∣∣∣∣ ١
H(t)

∣∣∣∣ ≤ n

٠, o.w

است. متقارن G-مارتینگل ،W n
t که صورتی در W n

t =
∫ t

٠ H
n(s)dMs می�دهیم قرار

.Mn
t =

∫ t

٠ H(s)dW n
t =

∫ t

٠ I
{|H(s)|≥

١
n

}
dMs. می�کنیم تعریف

می�کنیم، اثبات را زیر عبارت رو این از

E

[(∫ t

٠
h(s)dMs

)٢]
=

∫ t

٠
h٢(s)H٢(s)ds, ∀h(s) ∈M٢

G(٠, T )

پس h(s) ∈M٢,٠
G (٠, T ), h(.) =

∑N−١
j=٠ cjI[tj ,tj+١)(.) اگر

E

[(∫ t

٠
h(s)dMs

)٢]
=E

[
N−١∑
j=٠

c٢j (⟨M⟩tj+١ − ⟨M⟩tj)

]

=
N−١∑
j=٠

∫ tj+١

tj

c٢jH
٢(s, ω)ds

=

∫ t

٠
h٢(s)H٢(s)ds.

اینکه فرض با دارد وجود hn(s) ∈M٢,٠
G (٠, T ) سپس h(s) ∈M٢

G(٠, T ) ∫اگر t

٠
(hn(s)− h(s))٢ds→ ٠

E

[(∫ t

٠
h(s)dMs

)٢]
=E

[(∫ t

٠
(h(s)− hn(s))dMs +

∫ t

٠
hn(s)dMs

)٢]

≤CE

[(∫ t

٠
(h(s)− hn(s))dMs

)٢]
+ E

[∫
hn(s)H٢(s)ds

]
→
∫ t

٠
h٢(s)H٢(s)ds.

که، کرد اثبات می�توان مشابه طور به و

E

[(∫ t

٠
h(s)dMs

)٢]
≥
∫ t

٠
h٢(s)H٢(s)ds
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رابطه استدلال،این مشابه حال E[(
∫ t

٠ h(s)dMs)
٢] =

∫ t

٠ h
٢(s)H٢(s)ds داریم ∫)سپس t

٠
h(s)dMs

)٢

−
∫ t

٠
h٢(s)H٢(s)ds

است. Ft فیلتر به نسبت یکG-مارتینگل
M٢

G(٠, T ) در Mn
t →Mt می�کنیم ثابت حال

E[|Mn
t −Mt|٢] =E


∫ t

٠
I
{|H(s)|≤

١
n

}
dMs

٢


=E

∫ t

٠
I
{|H(s)|≤

١
n

}
d⟨M⟩s


≤Cµ{|H(s)| ≤ ١

n
, s ∈ [٠, T ]} −→ ٠.

اینکه دلیل به و

E[|W n
t −Wm

t |٢] =
∫ t

٠
I
{
١
m

|H(s)|≤
١
n

}
ds =≤ µ

[
|H(s)| ≤ ١

n

]
→ ٠.

وجود Wچنان n
t ∈M٢

G(٠, T ) مجموعه حال است. کوشی دنباله M٢یک
G(٠, T ) Wدر n

t که می�یابیم در
.W n

t →Wt که دارد
روشی همان از استفاده با اثباتش و است، E[.] غیرخطی امید تحت متقارن G-مارتینگل یک W n(t)

است. کردیم بیان W (t) برای ١.۴ قضیه برهان در که
می�کنیم. محاسبه Ft فیلتر به نسبت W ٢(t)− t بودن G-مارتینگل درادامه

E
[∣∣E[W ٢(t)− t|Fs]−W ٢(s) + s

∣∣٢]
= E

∣∣∣∣∣∣E
W ٢(t)− t− (W n(t))٢ +

∫ t

٠
I
{|H(ν)|≥

١
n

}
dν

+ (W n(t))٢ −
∫ t

٠
I
{|H(ν)|≥

١
n

}
dν|Fs

−W ٢(s) + s

∣∣∣∣∣∣
٢


≤ E[|W ٢(t)− (W n(t))٢|٢] + E[|W ٢(s)−W n(s))٢|٢]

+

∣∣∣∣µ [ν ∈ [٠, t] : |H(ν)| ≥ ١
n

]
− t

∣∣∣∣٢ + ∣∣∣∣µ [ν ∈ [٠, s] : |H(ν)| ≥ ١
n

]
− s

∣∣∣∣٢ → ٠.

کرد. تعریف می�توان را M٢
G(٠, T ) در ایتو ٢.۵انتگرال تذکر کمک به

صورت به ساده تابع H(s) اگر .
∫ T

٠ H(s)dW n
s →

∫ T

٠ H(s)dWs کنیم ثابت می�خواهیم

H(s) =
N−١∑
j=٠

cjI[tj ,tj+١)(s), cj(j = ٠,١, . . . , N − ١)
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آنگاه باشند ها ثابت

E

[∣∣∣∣∫ t

٠
H(s)dW n

t −
∫ t

٠
H(s)dWt

∣∣∣∣٢
]
= E

[
N−١∑
j=٠

cj(W
n
tj+١

−Wtj+١ −W n
tj
+Wtj)

٢

]

≤
N−١∑
j=٠

٢cjE[(W n
tj+١

−Wtj+١)
٢ + (W n

tj
−Wtj)

٢]

≤
N−١∑
j=٠

٢cj
[

ε

۴Ncj
+

ε

۴Ncj

]
≤ ε.

که است موجود چنان HN(s) توابع از ای خانواده آنگاه باشد پیوسته تابع H(s) ∫اگر T

٠
(H(s)−HN(s))٢ds→ ٠

ازاینرو

E

[∣∣∣∣∫ t

٠
HN(s)dW n

t −
∫ t

٠
H(s)dW n

t

∣∣∣∣٢
]
≤
∫ T

٠
(H(s)−HN(s))٢ds→ ٠

بنابراین

E

[∣∣∣∣∫ t

٠
H(s)dW n

s −
∫ t

٠
H(s)dWt

∣∣∣∣٢
]
=E

[∣∣∣∣∫ t

٠
H(s)dW n

t −
∫ t

٠
HN(s)dW n

s

∣∣∣∣٢
]

+ E

[∣∣∣∣∫ t

٠
HN(s)dW n

s −
∫ t

٠
HN(s)dWt

∣∣∣∣٢
]

+ E

[∣∣∣∣∫ t

٠
HN(s)dWs −

∫ t

٠
H(s)dWt

∣∣∣∣٢
]
→ ٠.

داریم درنتیجه

Mt =

∫ t

٠
H(s)dWs.

توانستیم ،M٢(t) − E[M٢(t)] خاصیت با M ∈ S٢ متقارن G-مارتینگل برای قضیه، این در
کنیم. پیدا است مارتینگل W ٢(t)− t که طوری به W ∈ S٢ برای نمایشی

آیا کلی چارچوب به توجه با اما است. بروانی فرایند W (t) می�دانیم باشد کلاسیک خطی امید E[.] اگر
است؟ براونی G-فرآیند ،W (t)

آنگاه، است. مفروض ١.۵ قضیه شرایط با M ∈ Sفرایند٢ .٣.۵ نتیجه

،E[−M٢(t)] = −σ٢٠E[M٢] ،t ≥ ٠ هر برای .١



۵٧

است، مارکف فرایند یک M .٢

.E[|Mt −Ms|٣] = o(t− s) ،s, t > ٠ هر برای .٣

Mt =
∫ t

٠ H(s)dWs آنگاه است σپارامتر٠ با فرایندG-براونی Ws اینکه به توجه با سپس

متقارن W ٢(t) − t همچنین و W ∈ S٢ متقارن G-مارتینگل که می�دانیم ،١.۵ قضیه بنابر برهان.
با بروانی -G فرآیند یک W (t) می�کنیم ثابت حال .Mt =

∫ t

٠ H(s)dWs که است موجود چنان
داریم. و۵ ۴ و ٣ های شرط کردن چک به نیاز فقط ما ١.۴ قضیه طبق پارامترσ٠است.

،٣ شرط

E[−W ٢(t)] = E[(W n(t))٢ −W ٢(t)− (W n(t))٢]

≤ E[(W n(t))٢ −W ٢(t)]− σ٢٠µ

[
ν ∈ [٠, t] : |H(ν)| ≥ ١

n

]
→ −σ٢٠t.

دیگر سوی از

E[−W ٢(t)] ≥ −E[W ٢(t)− (W n(t))]− σ٢٠µ

{
ν ∈ [٠, t] : |H(ν)| ≥ ١

n

}
→ −σ٢٠t.

شد. ثابت E[−W ٢(t)] = −σ٢٠(t) پس
بیان ١.۴ بخش در که را ایتو انتگرال می�توانیم ما حال است، مارکف فرایند Mیک که آنجا از ،۴ شرط

داریم؛ f تابع برای کنیم. ∫کردیم،تعریف t

٠
f(s)dMs

می�آوریم. بدست را است E[.] مارکف فرایند امیدغیرخطی تحت W (t) بنابراین
دریافت می�توان t > s > ٠ هر برای ٣.۵ نتیجه از ٣ شرط تحت ۵؛ شرط

E[|Mt −Ms|٣] = O(t− s).

می�کند. پیروی بالایی اثبات روش از که
است. σ٠ پارامتر با E[.] امید تحت G-براونی فرایند یک W (t) بنابراین



۵٨ متقارن G-مارتینگل انتگرال نمایش .۵



۶ فصل

G-براونی فرآیند برای دیگری تعریف

مقدمه

بسازد. غیرخطی امید توانست مارکف زنجیر از استفاده با [١٠] مقاله در پنگ
می�شد نتیجه غیرخطی حرارت معادله فرد منحصربه حل از که غیرخطی�ای امید [١٢] مقاله در پنگ
ε[.] غیرخطی امید تحت مارکف زنجیر وسیله به متعارف فرایند یک ساختن هدف، حال کرد. معرفی را
است G-براونی فرآیند که (wt)t≥٠ متعارف فرایند تحت امیدغیرخطی می�تواند که مارکفی زنجیر است.

می�کنیم. معرفی را اورد وجود به را
می�کنیم. بیان را [١٠] مرجع تعاریف ابتدا

اگر می�نامیم غیرخطی پیش-امید εرا : Lp
G(F) −→ R .١.۶ تعریف

, ε[X١] > ε[X٢]آنگاه X١(ω) > X٢(ω) اگر ω ∈ Ω هر برای •

.ε[c] = c داریم c ثابت هر برای •

هرگاه می�نامیم مارکف زنجیر را غیرخطی پیش-امید از خانواده یک .٢.۶ تعریف

باشد، موجود lip(R) در غیرخطی امید پیش τxtیک [φ] ، (t; x) ∈ R+ × R ثابت هر برای .١

, τx٠ [φ] = φ(x) .٢

کند پیروی ها گروه زیر فرمول از τxt [φ] .٣
.τxt oτ

x
s [φ] := τxs [τ

x
t [φ]] = τxt+s[φ]

باشد،انگاه lip(R) روی بر شده تعریف مارکف فرایند یک Γy
t [φ] کنید فرض .٣.۶ قضیه

,Γy
t [φ]− Γy

t [φ
′] ≤ Γy

t [φ− φ′] بعدی تک خاصیت .١

۵٩



۶٠ G-براونی فرآیند برای دیگری تعریف .۶

, λ ≥ ٠, Γy
t [λφ] = λΓy

t [φ] مثبت همگونی خاصیت .٢

,Γy
t [x] = Γy

t [−x] = ٠ .٣

,Γy
t [x

٢] = t,Γy
t [−x٢] = −σ٢٠t .۴

.Γy
t [x

٣] = O(t) .۵

(ωt)t≥٠ استاندارد فرایند بنابراین است. Γy
t [.] توسط شده تولید غیرخطی امید یک ε[.] اینکه به توجه با

است. G-براونی فرایند یک

می�بریم بهره زیر تذکر از قضیه برهان برای

می�کند. صدق زیر خاصیت از Γy
t [φ] توسط شده تولید ε[.] امیدغیرخطی .۴.۶ تذکر

ε[φ(ωt١ , ωt٢ , . . . , ωtm)] = Γt١,...,tm [φ] = φm,

می�شود نتیجه زیر روابط از φm که

φ١(x١, . . . , xm−١) = Γy
tm−tm−١ [φ(x١, . . . , xm−١, .)](xm−١)

φ٢(x١, . . . , xm−٢) = Γy
tm−١−tm−٢ [φ١(x١, . . . , xm−٢, .)](xm−٢)

...

φm−١(x١) = Γy
t٢−t١ [φm−٢(x١, .)](x١)

φm = Γy
t١ [φm−١(.)],

می�شود تعریف زیر صورت به شرطی امید و
ε[φ(ωt١ , ωt٢ , . . . , ωtm)|Ftm−١ ] = Γtm−tm−١ [φ(x١, . . . , xm−١, .)]x١=ωt١ ,...,xm−١=ωtm−١

.

وشرایط مفروضات مورد در می�توان بعدی، تک خاصیت و مارکف زنجیر از تعاریفی کمک به برهان.
کرد. بحث Γy

t [φ+ c] = Γy
t [φ] + c C ثابت و ٣.۶ قضیه

به باتوجه حال است. ε[.] غیرخطی امید تحت مارکف زنجیر ، Bt(ω) = ωt که Btاستاندارد فرایند
طبق همچنین و است. ε[.] غیرخطی امید تحت متقارن مارتینگل Bt می�دانیم ٣.۶ قضیه از ٣ شرط

.ε[−B٢
t ] = −σ٢٠tو است مارتینگل B٢

t − t شرط۴،
ε[.] خطی غیر امید تحت G-براونی فرایند یک Bt که می�کنیم مشاهده ١.۴ قضیه به باتوجه بنابراین

است.
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Abstract
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