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اری... پاس
گسترده پهناي به خلقتش قدوم در انسان تا خویش انتهاي بی رحمت از را هستی کرد خلق آنکه نام با
خداوند یاري به که اکنون دریابد. را خلقت عظمت تا داد عقل او به و زند خیمه جهان بزرگی به اي
محبت و لطف که نیست آن یاراي را ها واژه چند هر ام، رسانده پایان به را تحصیلیم دوره این متعال
به اما بکشم، تصویر به ام بوده محبتشان و مهر دریاي نوش جرعه ام زندگی دوران تمام در که را آنانی
عزیزم، مادر و پدر شائبه بی زحمات میدانم واجب خود بر و زده دستانشان بر بوسه احترام و ادب رسم
نهاده ارج اند، بوده زندگی مراحل تمام در مشکلاتم گشاي راه همواره که مهربانم برادران فداکاري و صبر
فروتنی اوج در و وجود تمام با دارم ابراز آنان هاي مهربانی از را باطنی و قلبی تشکر و تقدیر مراتب و
تمامی بزرگواري و صبر نهایت در که راد نادرجعفری دکتر آقاي جناب فرزانه استاد شامخ و والا مقام از
نسبت ها رهنمود و ها هدایت کالبد در آموزشی هاي ارزش واقعی اعتلاي جهت در را خود تلاش و سعی
به در مرا که کسانی تمامی از خالصانه تشکر و نمایم می را قدردانی کمال فرمودند، مبذول اینجانب به

نهم. می زمین بر ادب زانوي شان گرامی وجود برابر در اند، نموده یاري مهم این رساندن انجام

ی با ھا ر ا
ر۱۳۹۴



ھد
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جهانبانی اینجانباکبر
تحت ، گراف�ها در استرادا درخصوصمشخصه نتايجی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی با ھا ر ا
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ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
G گراف ویژه مقادیر باشد. آن مجاورت ماتریس A(G) و n مرتبه از ساده، گراف یک G کنید فرض

صورت به و می�باشند A(G) مجاورت ماتریس ویژه مقادیر

به G گراف EE(G) استرادا مشخصه می�شوند. داده نمایش λ١(G) ≥ λ٢(G) ≥ · · · ≥ λn(G)

می�شود: تعریف زیر صورت

EE(G) =
n∑

i=١
eλi .

دور، سه دور، دو دور، یک های گراف درختان، بین در را استراد مشخصه بیشترین ما نامه پایان این در
کنیم. می مشخص را دور پنج و دور چهار

دور. گشت، استرادا، مشخصه مقادیرویژه، : کلیدواژه
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١ فصل

گراف نظریه بر ای مقدمه

رأس�ها، از ناتهی مجموعه V آن در که است (V,E, ψ) صورت به تای سه گراف یک .١.٠.١ تعریف
این از می�باشد. وقوع تابع ψ و هاست یال به موسوم V از عضوی دو زیرمجموعه�های از مجموعه E

پذیریم. می ضمنی صورت به را وقوع تابع پس

می�شود. داده نمایش deg(v) با و می�باشد v رأس بر واقع �های یال تعداد v رأس درجه .٢.٠.١ تعریف

باشد. برابر باهم آن های رأس همه درجه اگر است، منتظم گراف یک .٣.٠.١ تعریف

گراف باشند. متصل هم به یالی وسیله به رأسی زوجی هر اگر است، کامل گراف یک .۴.٠.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Kn با را رأسی n کامل

ها یال مجموعه و V (G) = {a, b, c, d} ها رأس مجموعه زیر مثال گراف در
متصل هم به یالی با d و aرأس زیرا نمی�باشد، کامل گراف می�باشد. E(G) = {ab, ac, bc, bd, cd}

می�باشد. deg(a) = ٢ = deg(d), deg(b) = ٣ = deg(c) همچنین اند. نشده�

.G گراف :١.١ شکل

c و a رأس دو ١.١ شکل در باشند. متصل هم به یالی وسیله به اگر مجاورند رأس دو .۵.٠.١ تعریف
نیستند. مجاور d و a های رأس ولی مجاورند،

٣



۴ گراف نظریه بر ای مقدمه .١

داده نمایش n یا n(G) با و می�نامیم G مرتبه را V (G) های رأس از مجموعه کاردینال .۶.٠.١ تعریف
نمایش m یا m(G) با و می�نامیم G اندازه را E(G) های یال مجموعه کاردینال مشابه طور به می�شود.

کرد. مشخص G(n,m) با توان می را G گراف یک می�شود. داده

uراس از که یال�هاست و رئوس از متناوب ای دنباله ،v راس به uرأس از گشت یک .٧.٠.١ تعریف
acd ١.١ شکل در گوییم. گشت طول نیز را شده پیموده یالهای تعداد می�شود. ختم v راس به و شروع
گشت در راسی هیچ اگر می�باشد. d به a از دیگری گشت نیز abcd و می�باشد d به a از گشت یک
است گذری گویند. گذر را آن نباشد، تکراری گشت در یالی هیچ اگر گویند. مسیر را آن نباشد، تکراری
مسیر یک آن راس دو هر بین که گرافی گویند. می مدار را باشد یکسان پایانی راس و شروع راس که

می�گویند. همبند گراف را باشد موجود

فاصله بیشترین می�باشد. رأس دو بین های یال تعداد با برابر رأس دو بین فاصله .٨.٠.١ تعریف
١.١ شکل در می�شود. داده نمایش diam(G) با می�گوییم، گراف قطر را گراف های زوج همه بین

می�باشد. diam(G) = ٢

گراف را باشد رأس دو حداقل شامل که گرافی می�نامند. تهی گراف را یال بدون گراف .٩.٠.١ تعریف
می�گویند. بدیهی

یک را آن باشد، داشته وجود یال یک از بیش گراف یک از متمایز رأس دو بین هرگاه .١٠.٠.١ تعریف
می�گوییم. گانه چند گراف

یال فاقد گراف می�گویند. طوقه را است یکسانی رأس انتهایش و ابتدا که است یالی .١١.٠.١ تعریف
می�گویند. ساده گراف را طوقه و چندگانه

دیگر رأس n− ١ و n− ١ درجه از رأس یک که قسمی به رأس n با G گراف هر به .١٢.٠.١ تعریف
می�دهند. نمایش Sn با را رأسی n ستاره گراف گوييم. ستاره گراف يك باشند، يك درجه از

مجموعه زیر دو به را آن های رأس مجموعه بتوانیم اگر است، دوبخشی G گراف یک .١٣.٠.١ تعریف
و U به Wباشد. در رأس یک و U در آن رأس یک G گراف در یال هر که طوری به کرد، Wافراز و U
وصل دیگر بخش از رأس هر به بخش هر از رأس هر که دوبخشی گراف می�گویند. گراف های Wبخش
باشد. n دارای دیگر بخش و رأس m دارای بخش یک اگر نامیم. می دوبخشی کامل گراف را باشد

می�دهیم. نمایش Km,n با را دوبخشی کامل گراف

نباشد. فرد های دور شامل اگر فقط و اگر است، بخشی دو گراف یک [٢۶] .١۴.٠.١ قضیه

تابع یک هرگاه گویند، یکریخت را H = (V٢, E٢) و G = (V١, E١) ساده گراف دو .١۵.٠.١ تعریف
که: طوری به یافت بتوان f : V١ → V٢ مانند پوشا و یک به یک

∀vi, vj vivj ∈ E١ ⇔ {f (vi), f (vj)} ∈ E٢.

زیرا هستند، یکریخت H و G گراف دو زیر شکل به توجه با .١۶.٠.١ مثال
f(c) = g, f(b) = n, f(a) = m, f(d) = p

می�باشد.



۵ مجاورت ماتریس .١.١

.H و G گراف�های :٢.١ شکل

مجاورت ماتریس ١.١

می�دهد. نشان را A مجاورت ماتریس با G گراف زیر شکل .١.١.١ مثال

.G گراف :٣.١ شکل

نمی�باشد. طوقه شامل نظر مورد گراف زیرا می�باشد، صفر مجاورت ماتریس اصلی قطر که کنید توجه

می�باشد. گانه چند یال و طوقه بدون گراف نامه پایان این تمام در نظر مورد گراف�های .١ آوری یاد

tr(A) با و می�باشد اصلی قطر روی عناصر مجموع با برابر گراف مجاورت ماتریس تریس که می�دانیم
درایه با و متقارن مربعی، ماتریس ساده گراف مجاورت ماتریس می�دانیم همچنین می�شود. داده نمایش

می�باشد. aij = aji عبارتی به می�باشد، ١ و ٠ های

(i, j) عناصر با برابر G گراف در vj رأس به vi رأس از l طول به ها گشت تعداد [٢۶] .٢.١.١ قضیه
می�باشد. Al ماتریس از

طول به ها گشت تعداد که بگیرید. نظر در را شکل٣.١ A مجاورت ماتریس و G گراف .٣.١.١ مثال
کرد. پیدا A مربعی ماتریس از استفاده با توان می را d به b از ٢

A٢ =


٢ ١ ١ ١
١ ٢ ١ ١
١ ١ ٣ ٠
١ ١ ٠ ١


برابر d به b از ٢ طول یه های گشت تعداد یعنی این و (b, d)عناصر = (d, b)عناصر = ١ که کنید، توجه

می�باشد. bcd همان گشت این که می�باشد، یک



۶ گراف نظریه بر ای مقدمه .١

می�باشد. گراف های یال تعداد برابر دو A٢ ماتریس تریس [٢۶] .۴.١.١ قضیه

. می�باشد گراف در مثلثات تعداد برابر شش A٣ ماتریس تریس [٢۶] .۵.١.١ قضیه

می A٣ =


٢ ٣ ۴ ١
٣ ٢ ۴ ١
۴ ۴ ٢ ٣
١ ١ ٣ ٠

 : که داریم آن مجاورت ماتریس و ٣.١ شکل به توجه با .۶.١.١ مثال

می�باشد. یک نیز گراف های مثلث تعداد و می�باشد ۶ با برابرا A٢ ماتریس تریس که بینیم

گراف�ها مشخصه ای جمله چند و ویژه مقادیر ٢.١

ماتریس I آن در که می�شود، مشخص Γ = det(λI−A) با n مرتبه از گراف یک مشخصه ای جمله چند
می�باشد. n× n همانی

باشد. زیر شکل گراف G کنید فرض .١.٢.١ مثال

Γ = det(λI − A) = det



λ ٠ ٠
٠ λ ٠
٠ ٠ λ

−


٠ ١ ١
١ ٠ ١
١ ١ ٠


 = det



λ −١ −١
−١ λ −١
−١ −١ λ




= λ٣ − ٣λ− ٢

G گراف :۴.١ شکل

می λn + c١λ
n−١ + c٢λ

n−٢ + · · ·+ cn صورت به گراف هر مشخصه ای جمله چند کلی حالت در
باشد.

صدق زیر موارد در G گراف A مجاورت ماتریس مشخصه ای جمله چند ضرایب [٢۶] .٢.٢.١ قضیه
کنند: می

.c١ = ٠ (١
می�باشد. G گراف در ها یال تعداد با برابر −c٢ (٢

می�باشد. G گراف در ها مثلث تعداد برابر دو −c٣ (٣



٧ گراف�ها بعضی استرادا مشخصه .٣.١

می�باشد. ماتریس تریس با برابر ماتریس ویژه مقادیر مجموع [٢۶] .٣.٢.١ قضیه

گویند. می گراف طیف مکرری، همراه به گراف ویژه مقادیر از مجموعه به .۴.٢.١ تعریف

می�باشد. ویژه مقدار n داری رأس، n با گراف یک [٢۶] .۵.٢.١ قضیه

نیز هم −λ آنگاه باشد، آن ویژه مقدار یک λ و باشد بخشی دو گراف یک G اگر [٢۶] .۶.٢.١ قضیه
می�باشد. گراف ویژه مقدار یک

گراف�ها بعضی استرادا مشخصه ٣.١

باشد. گراف مجاورت ماتریس A(G) و n مرتبه از ساده، گراف یک G کنید فرض .١.٣.١ تعریف
λ١(G) ≥ λ٢(G) ≥ صورت به و می�باشد A(G) مجاورت ماتریس ویژه مقادیر G گراف ویژه مقادیر
وبه می�دهیم نمایش EE(G) با را G گراف ١ استرادا مشخصه می�شوند. داده نمایش · · · ≥ λn(G)

می�شود: تعریف زیر صورت

EE(G) =
n∑

i=١
eλi .

داریم: Kn کامل گراف برای [١٩] .٢.٣.١ قضیه
EE(Kn) = en−١ + (n− ١)e−١.

داریم: Kn,m دوبخشی کامل گراف برای [١٩] .٣.٣.١ قضیه
EE(Kn,m) = m+ n− ٢+ ٢cosh(

√
mn).

داریم: Pn مسیر گراف برای [١٩] .۴.٣.١ قضیه
EE(Pn) ≈ (n+ ١)I٠ − cosh(٢).

داریم: Cn دور گراف برای [١٩] .۵.٣.١ قضیه
EE(Cn) ≈ nI٠.

داریم: Sn ستاره گراف برای [١٩] .۶.٣.١ قضیه
EE(Sn) = n− ٢+ ٢ cosh(

√
n− ١).

می�باشد: زیر صورت به I٠ مقدار که

I٠ =
١
π

∫ π

٠
e٢ cos(x)dx =

∞∑
k=٠

١
(k!)٢

≃ ٢٫ ٢٧٩۵٨۵٣٠ · · ·

١Estrada index



٨ گراف نظریه بر ای مقدمه .١

گراف�ها استرادا مشخصه از خواصی ١.٣.١

به را + عملگر باشند. مجزا های رأس مجموعه با گراف دو H و G کنید فرض [٢۶] .٧.٣.١ تعریف
های رأس همه به G های رأس همه اتصال از که است گرافی G+H گراف می�کنیم، تعریف صورت این
صورت این در باشند، مجزا های رأس مجموعه با گراف�های G١, G٢, . . . , Gn اگر می�آید. دست به H
این در G١ = G٢ = · · · = Gn = G اگر می�دهیم. نمایش

∑n
i=١Gi با را G١ + G٢ + · · · + Gn

می�دهیم. نمایش nG با را
∑n

i=١Gi صورت

آنگاه باشند. رأس q و p با −منتظم s و −منتظم r ترتیب به گراف دو H و G اگر [١٧] .٨.٣.١ قضیه

EE(G+H) = EE(G) + EE(H)− (er + es) + ٢e
(r+s)

٢ cosh(
١
٢

(√
(r − s)٢pq

)
.

آنگاه باشد. رأسی n و −منتظم r گرافی G اگر [١٧] .٩.٣.١ نتیجه
EE(٢G) = ٢EE(G)− ٢er + ٢ercosh(n).

EE(٣G) = ٣EE(G)− ٣er + ٢ercosh(n) + ٢e
(r+n)

٢ cosh
٣n
٢ − (er+n).

گراف این های رأس مجموعه H و G گراف�های از G × H دکارتی ضرب [٢۶] .١٠.٣.١ تعریف
a = b اگر می�باشد، G × H در یالی (a, x)(b, y) و V (G × H) = V (G) × V (H) صورت به
مجموعه با گراف�های G١, G٢, . . . , Gn اگر باشد. x = y و ab ∈ E(G) یا xy ∈ E(H) و
اگر می�دهیم. نمایش

∏n
i=١Gi با را G١ × G٢ × · · · + Gn صورت این در باشند، مجزا های رأس

می�دهیم. نمایش Gn با را
∏n

i=١Gi صورت این در G١ = G٢ = · · · = Gn = G

حالت در .EE(G×H) = EE(G)EE(H) که داریم H و G گراف دو برای [١٧] .١١.٣.١ قضیه
کلی

EE

(
r∏

i=١
Gi

)
=

r∏
i=١

EE(Gi).

می�باشد. EE(Gr) = EE(G)r خاص حالت در و



٢ فصل

درختان بین در استرادا مشخصه بیشترین

مقدمه ١.٢

گراف بین در همچنین و n-راسی درختان بین در را استرادا مشخصه کمترین و بیشترین فصل این در
G گراف های طیف را {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه مقادیر مجموعه می�کنیم. بررسی n-راسی همبند های
Mk(G) =

∑
k≥٠(λi)

k صورت به و نمایش Mk(G) با را G گراف k ١ طیف گشتاور می�گوییم.
کند. می صدق زیر شرایط در طیف گشتاور می�شود. تعریف

M٠(G) = n,M١(G) = ٠,M٢(G) = ٢m,M٣(G) = ۶t,M۴(G) = ٢
n∑

i=١
d٢i − ٢m+ ٨q.

باشد. می G گراف در چهارگوش�ها تعدادا q و مثلثات تعداد t آن در که

در استرادا مشخصه گرچه دهیم. می ارجاع [٢] به را خواننده گراف یک ویژه مقادیر ویژگی مطاله برای
[٩, ١٠, ١١, ١٢, ١٣, ١۵] در می�توان را آن مشهور کاربردهای اما است، شده کشف ٢٠٠٠ سال

زنجیر با ها مولکول پیچش درجه تعیین برای استرادا مشخصه که شده داده نشان [١١ ،١٠ ،٩] در دید.
بین پیوند در مشخصه این اخیر کاربر دیدن برای است. مناسب پروتئین در بخصوص طولانی، های

ریاضیات مقدماتی ویژگی برخی می�دهیم. ارجاع [١۵] به را خواننده اتمی های شاخک مفهوم و EE
در ex ٢ تیلور بسط کمک به اکنون دید. [٢٨ ،١٨ ،٣ ،١۶ ،١٢] در می�توان را استرادا مشخصه عمومی

کنیم: تعریف زیر صورت به را استرادا مشخصه می�توانیم [٣ ،١٢]

EE(G) =
∑
k≥٠

Mk(G)

k!
.

با مساوی Mk(G) که دانیم می [٢] از می�باشد. G گراف ام − k طیف گشتاور Mk = Mk(G) که
صورت به دوبخشی گراف برای استرادا مشخصه می�باشد. G گراف در k طول به بسته گشتهای تعداد

١Spectral Moment
٢Taylor

٩



١٠ درختان بین در استرادا مشخصه بیشترین .٢

می�باشد: زیر

EE(G) =
∑
k≥٠

M٢k(G)

٢k! .

مشخصه کمترین دارای Pn و استرادا مشخصه بشترین دارای Sn n−راسی درختان دربین [٣] .١ حدس
عبارتی: ،به می�باشد استرادا

EE(Pn) < EE(Tn) < EE(Sn)

Sn و Pn از غیر به −راسی n درخت هر Tn و استار گراف Sn و −راسی n مسیر گراف Pn آن در که
می�باشد.

باشد. E های یال ومجموعه V رئوس مجموعه با ساده گرافی G = (V,E) کنید فرض [۴] برهان.
w = بصورت ها یال و رئوس مجموعه از تهی نا و متناوب دنباله G گراف در گشت یک می�دانیم
,v٠)−گشت vk)یک یا vk به v٠ از گشت یک را wصورت دراین می�باشد، v٠e١v١e٢v٢ . . . vk−١ekvk

داخلی های راس v١ . . . vk و پایانی های راس و اغازی های راس ترتیب به vk و v٠ های راس گوییم. می
گشت را گشت، صورت دراین v٠ = vk هرگاه می�نامیم، گشت طول را k صحیح عدد می�شود. نامیده
w = اگر نمی�باشد. فرد بطول گشتی شامل دوبخشی گراف هر که است بدیهی می�نامیم. k طول به بسته
گشت معکوس را w′ = vkekvk−١ . . . v٢e٢v١e١v٠ انگاه باشد، گشت یک v٠e١v١e٢v٢ . . . vk−١ekvk

w = v٠e١v١e٢v٢ . . . vk−١ekvk یکگشت ساده، گراف یک برای می�دهیم. نشان w−١ با و می�نامیم w
می�شود. مشخص w = v٠v١v٢ . . . vk−١vk بصورت آن رئوس از متناوب ای دنباله وسیله به

Pn مسیر گراف و Snستاره گراف :١.٢ شکل

١.٢(a) شکل در داده نشان v١ مرکز به {v١v٢ . . . vk−١vk} رئوس با ستاره Sn کنید فرض .١.١.٢ لم
ξ١ که طوری به دارد جود و W٢k(v٢) به W٢k(v١) از یک به یک ξ١ تابع یک صورت این در باشد.
بسته های گشت مجموعه ترتیب به W٢k(v٢) و W٢k(v١) که نمی�باشد. پوشا k ≥ ١ و n ≥ ٣ برای

می�باشد. Sn در v٢ و v١ از ٢k بطول

،w ∈ W٢k(v٢) هر برای کنید فرض برهان.
ξ١ : W٢k(v٢) −→W٢k(v١)

انگاه w = v٢v١vi١ . . . vi٢k−٣v١v٢ اگر
ξ١(w) = w = v١v٢v١vi١ . . . vi٢k−٣v١.



١١ مقدمه .١.٢

S۵ ستاره در مثال برای
ξ١(v٢v١v٣v١v٢v١v۴v١v٢) = v١v٢v١v٣v١v٢v١v۴v١

که: طوری به یافت w ∈ W٢k(v٢) یک نمی�توان صورت این در است. یک به یک ξ١ که است بدیهی
ξ١(w) = v١v٣v١v٣v١ . . . v٣v١ ∈ W٢k(v١)

نمی�باشد. پوشا k ≥ ١ و n ≥ ٣ برای ξ١ و

I تبدیل :٢.٢ شکل

های گراف ترتیب به G٢ و G١ اگر باشد. G ساده گراف از تنها غیر رأس یک u کنید فرض .٢.١.٢ لم
شکل در شده داداه (نشان شود، حاصل u به v١ ،Sn ستاره مرکز و u به v٢ رأس کردن یکی با G از که

که داریم n ≥ ٣, k ≥ ٢ برای آنگاه .(٢.٢
M٢k(G١) < M٢k(G٢).

انگاه باشد. G گراف در ٢k طول به بسته ها گشت مجموعه W٢k(G) کنید فرض برهان.
W٢k(Gi) = W٢k(G) ∪W٢k(Sn) ∪ Ai

که باشد، i = ١,٢ برای Gi گراف در ٢k طول به بسته ها گشت مجموعه Ai آن در که باشد. افراز یک
این: بنابر باشد، E(Sn) در یال یک حداقل و E(G) در یال یک حداقل شامل ها آن از یک هر
M٢k(Gi) =| W٢k(G) | + | W٢k(Sn) | + | Ai |=M٢k(G) +M٢k(Sn)+ | Ai |

را η١ ،w ∈ A١ هر برای و η١ : A١ −→ A٢ کنید فرض .| A١ |<| A٢ | که دهیم، نشان است کافی
کنیم: می تعریف زیر صورت به

η١(w) = (w − w ∩ Sn) ∪ ξ١(w ∩ Sn).

مثال برای
η١(u٠u١ . . . urv٢v١v٣v١v٢u

′
١ . . . u

′
sv٢v١v۴v١v٢v١v۵v١v٢u

′′
١ . . . u

′′
t u٠)

= u٠u١ . . . urv١v٢v١v٣v١u−١ . . . u
′
sv١v٢v١v۴v١v٢v١v۵v١u

′′
١ . . . u

′′
t u٠

η١(v٣v١v٢u١ . . . urv٢v١v۴v١v٢u
′
١ . . . u

′
sv٢v١v۴v١v٣)

= v٣v١u١ . . . urv١v٢v١v۴v١u
′
١ . . . u

′
sv١v٢v١v۴v١v٣.

می�دانیم ١.١.٢ لم از استفاده با می�باشد. G گراف در های رأس ،u٠u١ . . . ur, u′١ . . . u′s, u′′١ . . . u′′t که
w ∈ A١ یک نمی�توان ولی می�باشد، یک به یک نیز η١ دید می�توان آسانی به و است یک به یک ξ١



١٢ درختان بین در استرادا مشخصه بیشترین .٢

نمی�باشد. شا پو η١ این، بنابر بگذرد. G٢ در v١v٢ یال از η١(w) و η١(w) ∈ A٢ که طوری به یافت،
| A١ |<| A٢ | نتیجه در

M٢k(G١) < M٢k(G٢).

شکل در شده داداه می�باشد،(نشان رأسی n مسیر گراف pn = v١v٢ . . . vn کنید فرض .٣.١.٢ لم
و n ≥ ٣ برای نیز ξ٢ و دارد وجود W ′

٢k(vt) به W ′
٢k(v١) از یک به یک ξ٢ تابع یک آنگاه . (١.٢(b)

به بسته های گشت مجموعه ترتیب به W ′
٢k(vt) و W ′

٢k(v١) که نمی�باشد. پوشا k ≥ ١ و ١ < t < n

می�باشد. Pn در vt و v١ از ٢k طول

برای f(vi) = vt−i+١ و f : {v١, v٢, . . . , vt} −→ {v١, v٢, . . . , vt} کنید، فرض : اولا برهان.
در w٢k(vt) به Pt = v١v٢ . . . vt مسیر زیر در w٢k(v١) از f دوسوی تابع یک آنگاه i = ١,٢, . . . t

آورد. دست به توان می را Pt مسیر
باشد. ξ٢ : W ′

٢k(v١) −→W ′
٢k(vt) ،w ∈ W ′

٢k(v١) هر کنیدبرای فرض دوماً:
آنگاه بگذرد، نتواند vtvt+١ یال از w و باشد w مانند گشت یک ،Pt = v١v٢ . . . vt اگر (i)

ξ٢(w) = f(w);

،w = w١ ∪ w٢ ∪ w٣ صورت به را w می�توانیم ما صورت این در بگذرد، vtvt+١ یال از w اگر (ii)
حداکثر w٢ و w از (vt, v١) − بخش آحرین w٣ ،w از (v١, vt) − بخش اولین w١ که کنیم، تجزیه
vt به v١ از w١ گشت، گذر اولین v١ از بسته گشت یک w عبارتی به می�باشد. w از داخلی بخش�های
آنگاه می�باشد. v١ به vt از w٣ گشت، گذر آخرین می�باشد، vt به vt از w٢ گشت، بعدی گذر و می�باشد
w١ معکوس گذر اولین که vt از بسته گشت یک ξ٢(w) صورت این در ξ٢(w) = w−١ ∪ w−١

٣ ∪ w٢

vt به vt از w٢ گشت گذر آخرین می�باشد، vt به v١ از w٣ معکوس بعدی گذر و می�باشد v١ به vt از
می�باشد.

گشت یک w = v١v٢v٣v٢v٣v٢v١ ،t = فرض٣ با و P۶ = v١v٢v٣v۴v۵v۶ مسیر گراف در مثال برای
و بگذرد P۶ در v٣v۴ یال از نمی�تواند، که v١ از بسته

w′ = v١v٢v٣v٢v١v٢v٣v۴v۵v۴v٣v٢v١v٢v٣v۴v٣v٢v٣v٢v١v٢v١,

آنگاه گذرد، می P۶ در v٣v۴ یال از که v١ از بسته گشت یک
ξ٢(w) = v٣v٢v١v٢v١v٢v٣,

ξ٢(w
′) = v٣v٢v١v٢v١v٢v٣v٢v١v٢v٣v۴v۵v۴v٣v٢v١v٢v٣v۴v٣v٢v٣.

طوریکه به w ∈ W ′
٢k(v١) نمی�توان زیرا نمی�باشد، شا پو ولی هست. یک به یک ξ٢ که است بدیهی

بگذرد. Pn در vtvt−١ یال از که vt از ٢k طول به بسته گشت یک ξ٢(w)

حاصل گراف ترتیب H١به H١و اگر Hباشد. ساده گراف از تنها غیر رأس یک u کنید فرض .۴.١.٢ لم
باشد(نشان Pn گراف در u به vt داخلی رأس کردن یکی و باشد u با v١ پایانی رأس کردن یکی با H از

می�باشد. M٢k(H١) < M٢k(H٢) داریم k ≥ ٢ ،n ≥ ٣ برای آنگاه .(٣.٢ شکل در شده داداه
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II تبدیل :٣.٢ شکل

هر ها آن از هریک باشد، i = ١,٢ برای Hi از ٢k طول به های گشت مجموعه Bi کنید فرض برهان.
نشان که است کافی ٢.١.٢ لم با مشابه طور به E(Pn) در یکی حداقل و E(H) در یکی حداقل یال دو

.| B١ |<| B٢ | دهیم،
کنیم: می تعریف زیر صورت به را η٢ تابع ، w ∈ B١ هر برای η٢ : B١ −→ B٢ کنید فرض

η٢(w) = (w − w ∩ Pn) ∪ ξ٢(w ∩ Pn).

اما می�باشد. یک به یک نیز η٢ که می�شود نتیجه بنابراین است، یک به یک ξ٢ ٣.١.٢ لم از استفاده با
بگذرد. H٢ در vtvt−١ یال از بطوریکه یافت، η٢(w) ∈ B٢ که w ∈ B١ نمی�توان زیرا نیست، پوشا η٢

.| B١ |<| B٢ | بنابراین

انگاه باشد، Pn و Sn از غیر رأس، n با درخت گراف Tn اگر .۵.١.٢ قضیه
EE(Pn) < EE(Tn) < EE(Sn).

بیشترین دارای Sn و می�باشد استرادا مشخصه کمترین دارای Pn رأس، n با درختا بین در عبارتی به
می�باشد. استرادا مشخصه

لم از استفاده با داد. تغیر n ستاره به می�توان را رأس، n درخت هر ٢.٢ شکل I تبدیل باتکرار برهان.
براین: بنا k ≥ ٢ برای M٢k(T ) < M٢k(Sn) داریم ٢.١.٢

EE(T ) =
∑
k≥٠

M٢k(T )

٢k! <
∑
k≥٠

M٢k(Sn)

٢k! = EE(Sn).

با داد. تغیر n مسیر به می�توان را رأس، n درخت هر شکل٣.٢ II تبدیل تکرار از با دیگر طرفی از
براین: بنا k ≥ ٢ برای M٢k(T ) > M٢k(Pn) داریم، لم١.٢.۴ از استفاده

EE(T ) =
∑
k≥٠

M٢k(T )

٢k! >
∑
k≥٠

M٢k(Pn)

٢k! = EE(Pn).

می ثابت را را ١ حدس درستی ۵.١.٢ قضیه بنابراین .EE(Pn) < EE(Tn) < EE(Sn) نتیجه در
کند.

و استرادا مشخصه کمترین دارای Pn مسیر گراف n مرتبه از و همبند های گراف بین در [٣] .٢ حدس
می�باشد. استرادا مشخصه بیشترین دارای Kn کامل گراف



١۴ درختان بین در استرادا مشخصه بیشترین .٢

گراف باشد. G گراف از یال یک e و n مرتبه از و همبند گراف یک G کنید فرض [۴] برهان.
بسته هرگشت است بدیهی می�شود. حاصل G گراف از e یال حذف با که است گرافی G′ = G − e

می�باشد، Mk(G
′) ≤ Mk(G) بنابراین می�باشد. G در k طول به بسته گشت یک G′ در k طول به

،Mk(T ) ≤Mk(G) آنگاه باشد، G از پوشا درخت یک T اگر خاص حالت در و EE(G′) ≤ EE(G)

: داریم ۵.١.٢ قضیه از EE(T ) ≤ EE(G)

EE(Pn) ≤ EE(G).

انگاه باشد، Pn و Kn از غیر n مرتبه از وهمبند ساده گراف G اگر .۶.١.٢ قضیه
EE(Pn) < EE(G) < EE(Kn).

گراف و استرادا مشخصه کمترین دارای Pn مسیر گراف n مرتبه از و همبند های گراف بین در عبارتی به
می ثابت ٢ حدس درستی ۶.١.٢ قضیه بنابراین می�باشد. استرادا مشخصه بیشترین دارای Kn کامل

کند.



٣ فصل

بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های
استرادا مشخصه

مقدمه ١.٣

مشخص را دور دو و دور یک با گراف�های درمیان استرادا مشخصه بیشترین با گراف�های فصل این در
می�کنیم.

V (G) = های رأس مجموعه با همبند و ساده گراف یک G = (V,E) کنید فرض .١.١.٣ تعریف
آنگاه m = n− ١+ c اگر باشد. E(G) = {e١, e٢, . . . , em} یال�های مجموعه و {v١, v٢, . . . , vn}

گویند. می −دور c یک را G

اگر می�شود، نامیده استرادا بیشترین دارای G ∈ S گراف یک ها، گراف از S کلاس یک
دید. [۶] در می�توان را درختان، استرادا مشخصه بیشترین باشد. H ∈ S برای EE(G) ≥ EE(H)

دور یک با گراف�های همه بین در استراداد مشخصه بیشترین کردن، مشخص بعدی مسأله طبیعی به�طور
استرادا مشخصه بیشترین دارای که دور، دو و دور یک با گراف�های ما فصل این در می�باشد. دور دو و

می�کنیم. مشخص را باشند، می

کنید فرض می�باشد. G گراف در v به u از گشتی گشت، − (u, v) یک u, v ∈ V (G) رأس دو برای
Mk(G;u, v) = کنید فرض باشد، G گراف در k طول به گشت − (u, v) از مجموعه Wk(G;u, v)

,Mk(G;uباشد. v) =Mk(G; v, u) داریم، نیز k صحیح عدد هر برای همچنین باشد. |Wk(G;u, v)|
صحیح عدد هر برای اگر باشد. u٢, v٢ ∈ V (G٢) و u١, v١ ∈ V (G١) با گراف دو G٢و G١و فرضکنید
(G١;u١, v١) ⪯ (G٢;u٢, v٢) می�نویسیم آنگاه Mk(G١;u١, v١) ≤ Mk(G٢;u٢, v٢) باشیم داشته k
مثبت و صحیح عدد یک حداقل آنگاه (G١;u١, v١) ⪯ (G٢;u٢, v٢) باشیم داشته اگر می�باشد.
می آنگاه باشد، Mk٠(G١;u١, v١) < Mk٠(G٢;u٢, v٢) باشیم داشته که به�طوری دارد، وجود k٠ مانند

١۵
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Wk(G;u) = Wk(G;u, u),Mk(G;u) = کنید، فرض .(G١;u١, v١) ≺ (G٢;u٢, v٢) نویسیم
بدیهی باشد، G گراف در uرأس درجه dG(u) کنید فرض باشد. (G;u) = (G;u, u) ,Mk(G;uو u)

های یال از M مجموعه زیر هر برای باشد. u ∈ V (G) برای می�باشد M٢(G;u) = dG(u) که است
G +M می�باشد. G گراف از M های یال حذف با G از حاصل است، گرافی G −M ،G گراف

می�باشد. G به گراف به M های یال کردن اظافه با G از حاصل است، گرافی

،wi ∈ V (H) باشد. u, v ∈ V (H) با همبند) لزوماٌ (نه گراف یک H کنید فرض .٢.١.٣ لم
Eu = کنید فرض می�باشد. مثبت و صحیح عدد یک r که i = ١,٢, . . . , r برای uwi, vwi /∈ E(H)

Hu = H+Eu کنید فرض همچنین باشد، Ev = {vw١, vw٢, . . . , vwr} و {uw١, uw٢, . . . , uwr}
،١ ≤ i ≤ r برای باشد، (H;wi, u) ⪯ (H;wi, v) و (H;u) ≺ (H; v) اگر باشد. Hv = H+Ev و

می�باشد. EE(Hu) < EE(Hv) آنگاه

های یال که Hu در k طول به گشت − (x١, x٢) از مجموعه x١, x٢ ∈ Vu برای کنید فرض برهان.
لم بالا لم اثبات برای دهیم. می نمایش Tk(Hu; x١, x٢) صورت به را باشد، Eu در آن پایانی و آغازی

می�کنیم. رابیان زیر

�باشد. (H;wi, u) ⪯ (H;wi, v) از ١ ≤ i ≤ r برای و (H;u) ≺ (H; v) کنید فرض .[۵] .٣.١.٣ لم

(i) |Tk(Hu;u, u)| ≤ |Tk(Hv; v, v)|;
(ii) |Tk(Hu;u, x٢)| ≤ |Tk(Hv; v, xبرای|(٢ x٢ ∈ Vu − {u};
(iii) |Tk(Hu;x١, u)| ≤ |Tk(Hv; x١, v)|برای x١ ∈ Vu − {u};
(iv) |Tk(Hu; x١, x٢)| ≤ |Tk(Hv; x١, xبرای|(٢ x١, x٢ ∈ Vu − {u}.

به بسته های گشت مجموعه ترتیب به Sv(k) و Su(k) که کنید فرض ،k مثبت و صحیح عدد هر برای
باشد. می Hv بعضی و Hu در ها یال بعضی شامل که Hv و Hu در k طول

آنگاه

Mk(Hu) =Mk(H) + |Su(k)|،
Mk(Hv) =Mk(H) + |Sv(k)|.

می�باشد. |Su(k)| ≤ |Sv(k)| که دهیم نشان k مثبت و صحیح هرعدد برای ما که است کافی بنابراین
می�باشد. برقرار k٠ مثبت و صحیح عدد هر برای آن اکید نامساوی

H در گشتی W١ که می�کنیم، تجزیه W١W٢W٣ یکتای، بخش سه به را W ∈ Su(k) مؤلفه هر ما پس
یال در آن پایان و آغاز که Hu در W از گشت طولانی�ترین W٢ باشد، صفر است ممکن آن طول که
می ما که W٢ انتخاب با باشد. صفر است ممکن آن طول که H در گشتی W٣ و می�باشد Eu های

پذیرد. می پایان Vu در ها رأس برخی به و شروع Vu در رأس برخی از W٢ دانیم
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کنید فرض

S(x١,x٢)
u (k) = {W ∈ Su(k) : −گشت (x١, xیک(٢ W٢},

آنگاه x١, x٢ ∈ Vu که

|Su(k)| =
∑

x١,x٢∈Vu

|S(x١,x٢)
u (k)| = |S(u,u)

u (k)|+
∑

x٢∈Vu−{u}

|S(u,x٢)
u (k)|

+
∑

x١∈Vu−{u}

|S(x١,u)
u (k)|+

∑
x١,x٢∈Vu−{u}

|S(x١,x٢)
u (k)|.

کنید فرض مشابه به�طور

S(x١,x٢)
v (k) = {W ∈ Sv(k) : −گشت (x١, xیک(٢ W٢}

آنگاه ،x١, x٢ ∈ Vv که

|Sv(k)| =
∑

x١,x٢∈Vv

|S(x١,x٢)
v (k)| = |S(v,v)

v (k)|+
∑

x٢∈Vv−{v}

|S(u,x٢)
u (k)|

+
∑

x١∈Vv−{v}

|S(x١,v)
v (k)|+

∑
x١,x٢∈Vv−{v}

|S(x١,x٢)
v (k)|.

: داریم اکنون

|S(u,u)
u (k)| =

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

∑
y∈V (H)

Mk١(H; y, u).|Tk٢(Hu;u, u)|.Mk٣(H;u, y)

=
∑

k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hu;u, u)|
∑

y∈V (H)

Mk١(H; y, u).Mk٣(H;u, y)

=
∑

k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hu;u, u)|.Mk١+k٢(H;u, u).

داریم: نیز مشابه به�طور

|S(v,v)
v (k)| =

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hv; v, v)|.Mk١+k٢(H; v, v).

|Ts(Hu;u, u)| ≤ Ts(Hv; v, v) که داریم s مثبت و صحیح عدد هر برای ٣.١.٣(i) لم، از استفاده با
می�باشد. Ms(H;u, u) ≤Ms(H; v, v) که داریم پس است، (H;u) ≺ (H; v) چون می�باشد.
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عدد برای بنابراین می�باشد. برقرار نیز s٠ مثبت و صحیح اعداد برخی برای آن اکید مساوی نا و
صحیح اعداد برخی برای آن اکید مساوی نا و |S(u,u)

u (k)| ≤ |S(v,v)
v (k)| داریم، نیز k مثبت و صحیح

که: داریم (iv) و ٣.١.٣(iii), (ii) لم مشابه می�باشد. برقرار نیز k٠ مثبت و

∑
x٢∈Vu−{u}

|S(u,x٢)
u (k)| =

∑
x٢∈Vv−{v}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hu;u, x٢)|

Mk١+k٣(H; x٢, u),

≤
∑

x٢∈Vv−{v}

|S(v,x٢)
u (k)| =

∑
x٢∈Vv−{v}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hu;u, x٢)|Mk١+k٣(H; x٢, u),

∑
x١∈Vu−{u}

|S(x١,u)
u (k)| =

∑
x١∈Vv−{v}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hx١ ;u)|Mk١+k٣(H;u, x٢),

≤
∑

x١∈Vv−{v}

S(x١,v)
u (k)| =

∑
x١∈Vv−{v}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hx١ ; v)

|Mk١+k٣(H; v, x٢),

∑
x١,x٢∈Vu−{u}

|S(x١,x٢)
u (k)| =

∑
x١,x٢∈Vu−{u}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hu;x١, x٢)|Mk١+k٣(H;x٢, x١),

≤
∑

x١,x٢∈Vv−{v}

|S(x١,x٢)
v (k)|

∑
x١,x٢∈Vv−{v}

∑
k١+k٢+k٣=k
k١,k٠≤٣,k١≤٢

|Tk٢(Hv; x١, x٢)|Mk١+k٣(H; x٢, x١).

آن اکید نامساوی می�باشد. |Su(k)| ≤ |Sv(k)| که داریم نیز k مثبت و صحیح عدد هر برای بنابراین
می�باشد. برقرار نیز k٠ مانند مثبت و صحیح اعداد برخی برای

لم�ها ٢.٣

می�کنیم. اثبات را می�کنیم، استفاده ها آن از که لم�های بخش این در

همسایگی با C روی بر رأسی u کنید فرض باشد. C یکتای دور با گراف یک G کنید فرض .١.٢.٣ لم
می�باشد. (G;u١) ≺ (G;u٢) آنگاه باشد. C بروی u از همسایگی یک u٢ و ،u١ مستقل
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به Wk(G;u١) از f نگاشت صورت این در باشد. مثبت و صحیح عدد یک k کنید فرض برهان.
از که W از حاصل گشتی f (W ) کنید فرض W ∈ Wk(G;u١) برای می�کنیم. تعریف Wk(G;u٢)

f (W ) ∈ که است، بدیهی می�آید. دست به (u٢) با u١ رأس آخرین با (u١) رأس اولین جایگذاری
از می�باشد. Mk(G;u١) ≤ Mk(G;u٢) عبارتی به و می�باشد یک به یک نیز f تابع و Wk(G;u٢)

این و می�باشد M٢(G;u١) < M٢(G;u٢) داریم بنابراین می�باشد، dG(u٢) > dG(u١) = ١ که آنجا
است. (G;u١) ≺ (G;u٢) یعنی

از که دور یک با رأسی n گراف�های مجموعه U(n,m) باشد. رأس n ≥ ٣ با دوری Cn کنید فرض
می�باشد. ٣ ≤ m ≤ n که می�آید دست به Cm دور رأس�های بعضی به مستقل رأس n−m اتصال

دور یک با گراف�های بین در استرادا مشخصه بیشترین با رأسی n گراف یک G کنید فرض .٢.٢.٣ لم
می�باشد. G ∈ U(n,m) آنگاه می�باشد، m ≥ ٣ آن دور طول که باشد،

بر u مانند رأسی یک حداقل آنگاه باشد، G از یکتای دور Cm باشد. G /∈ U(n,m) کنید فرض برهان.
v١, v٢, . . . , vt باشد. Cm از خارج که u١ مانند مستقل، غیر همسایگی یک حداقل با هست، Cm روی
گراف در Cm روی بر u از همسایگی u٢ و می�باشد u از غیر که G گراف در u١ از های همسایگی
H = و Eu٢ = {u٢v١, u٢v٢, . . . , u٢vt} ،Eu١ = {u١v١, u١v٢, . . . , u١vt} کنید فرض باشد. G
٢.١.٣ لم از استفاده با می�باشد، (H;u١) ≺ (H;u٢) داریم ١.٢.٣ لم از استفاده با باشد. G − Eu١

است. تناقض این که می�باشد EE(G) < EE(H + Eu٢)

می�باشد، یکسان بخش دو دارای H +Eu٢ و G آنگاه باشد، ٢.٢.٣ لم اثبات در دوبخشی گراف G اگر
داریم. را زیر لم مشابه استدلال با

شامل که دور یک با دوبخشی گراف�های بین در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G اگر .٣.٢.٣ لم
زوج صحیح عدد یک m ≥ ۴ که G ∈ U(p+ q,m) آنگاه ،p ≥ q ≥ ٢ که می�باشد، −بخش (p, q)

می�باشد.

طول به −گشت (u, u) از مجموعه Wk(G;u, [v]) کنید فرض ،u, v ∈ V (G) مجزای رأس دو برای
باشد. Mk(G;u, [v]) = |Wk(G;u, [v])| کنید فرض باشد. v رأس شامل که G گراف در k

دست به vi به مستقل رأس ni اتصال با Pt = v١v٢ . . . vt مسیر از که درختی G کنید فرض .۴.٢.٣ لم
آنگاه باشد، n١ ≤ n٣ اگر می�باشد. ni ≥ ٠, t ≥ ۵ و i = ١,٢, . . . , t که آید،

(i) (G; v١) ≺ (G; v٣);

(ii) (G; vt, v١) ⪯ (G; vt, v٣).
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است بدیهی باشد. v٢ رأس شامل که G−v١v٢ و G−v٢v٣ از های H٢مؤلفه H١و کنید فرض برهان.
(H١; v١) ≺ (H٢; v٣) بنابراین باشد. می t ≥ ۵ و n١ ≤ n٣ زیرا است، H٢ از سره گراف زیر H١ که
صورت این در باشد. مثبت و صحیح عدد یک k کنید فرض می�باشد. (H١; v١, v٢) ≺ (H٢; v٣, v٢) و

Mk(G; v١) =Mk(H١; v١) +Mk(G; v١, [v٣])

و
Mk(G; v٣) =Mk(H٢; v٣) +Mk(G; v٣, [v١]).

می�باشد. Mk(G; v١, [v٣]) ≤Mk(G; v٣, [v١]) دهیم نشان که است کافی بنابراین
کوتاه�ترین W١ که می�کنیم تجزیه W١W٢ یکتای بخش دو به را W ما W ∈ Wk(G; v١, [v٣]) برای

آنگاه می�باشد. W از −بخش (v٣, v١) باقیمانده W٢ و W از −بخش (v١, v٣)

Mk(G; v١, [v٣]) =
∑

k١+k٢=k
k١,k٢≤٢

Mk١−١(H١; v١, v٢)Mk٢(G; v٣, v١).

مشابه به�طور
Mk(G; v٣, [v١]) =

∑
k١+k٢=k
k١,k٢≤٢

Mk١−١(H١; v٣, v٢)Mk٢(G; v١, v٣).

بنابراین است، Mk٢(G; v٣, v١) =Mk٢(G; v١, v٣) داریم k٢ مثبت و صحیح عدد هر برای چون

Mk(G; v١, [v٣]) ≤Mk(G; v٣, [v١]).

v٣ و v١ ررأس�های از مستقل های همسایگی w١, w٢, . . . , wn٣ و u١, u٢, . . . , un١ کنید فرض (ii)
به Wk(G; vt, v١) از f نگاشت k مثبت و صحیح عدد برای باشد. Pt مسیر از خارج G گراف در

تجزیه W١W٢ یکتای بخش دو به را W ما W ∈ Wk(G; v١, [v٣]) می�کنیم. تعریف Wk(G; vt, v٣)

می�باشد. W از −بخش (v٢, v١) باقیمانده W٢ و W از −بخش (vt, v٢) W١طولانی�ترین که می�کنیم،
با W٢ از که −گشت (v٢, v٣) یک f (W٢) و f (W١) = W١ که f (W ) = f (W١)f (W٢) کنید فرض

که است بدیهی می�آید. دست به i = ١,٢, . . . , n١ برای wi با ui و v٣ با v١ جایگذاری
است. Mk(G; vt, v١) ≤Mk(G; vt, v٣) بنابراین می�باشد. یک به یک f (W ) ∈ Wk(G; vt, v٣)

یک Cm = v١v٢ . . . vmv١ می�باشد. n ≥ m ≥ ۵ که باشد G ∈ U(n,m) کنید فرض .۵.٢.٣ لم
G١ = G−{v١vm}+ اگر باشد. dG(v٣) = max{dG(vi) : ١ ≤ i ≤ m} و باشد G از یکتای دور

می�باشد. EE(G) < EE(G١) آنگاه ،{v٣vm}

با dG(v٣) = max{dG(vi) : ١ ≤ i ≤ m} چون باشد، H = G − {v١vm} کنید فرض برهان.
صورت دراین باشد، (H; vm, v١) ⪯ (H; vm, v٣) و (H; v١) ≺ (H; v٣) داریم ۴.٢.٣ لم از استفاده
دست به ٢.١.٣ لم از استفاده با نتیجه بنابراین می�باشد، G١ = H + v٣vm و G = H + v١vm چون

می�آید.
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m − ٢ آن دور طول که دور یک با رأسی n گراف ۵.٢.٣ لم اثبات در G١ گراف .۶.٢.٣ ملاحظه
می�باشد.

رأس ni اتصال با C٣ = v١v٢v٣v١ دور از که دور یک با گراف یک C٣(n١, n٢, n٣) کنید فرض
کنید، فرض همچنین است. n١ ≥ n٢ ≥ n٣ ≥ ٠ می�آید دست به i = ١,٢,٣ برای vi به مستقل

C٣(n١) = C٣(n١,٠,٠) و C٣(n١, n٢) = C٣(n١, n٢,٠)

باشد.

است. (C٣(a, b); v٣) ≺ (C٣(a, b); v١) آنگاه باشد، b ≥ ٠ و a ≥ ١ اگر .٧.٢.٣ لم

C٣(a, b) − و C٣(a, b) − {v١v٣, v١v٢} از های مؤلفه ترتیب به H٢ و H١ کنید فرض برهان.
در می�باشد، H٢ سره گراف زیر یک H١ بنابراین a ≥ ١ چون باشد. v٢ رأس شامل که {v١v٣, v٢v٣}
عدد برای که کنید توجه می�باشد. (H١; v٣, v٢) ⪯ (H٢; v١, v٢) و (H١; v٣) ≺ (H٢; v١) صورت این

دارم: k مثبت و صحح
Mk(C٣(a, b); v٣) =Mk(H١; v٣) +Mk(C٣(a, b); v٣, [v١])

و
Mk(C٣(a, b); v١) =Mk(H٢; v١) +Mk(C٣(a, b); v١, [v٣]).

دهیم نشان که است، کافی بنابراین
Mk(C٣(a, b); v٣, [v١]) ≤Mk(C٣(a, b); v١, [v٣]).

W١ که می�کنیم، تجزیه W١W٢ یکتای بخش دو به را W ما ،W ∈ Wk(C٣(a, b); v٣, [v١]) برای
که کنید توجه می�باشد. W از −بخش (v١, v٣) باقیمانده W٢ و W از −بخش (v٣, v١) ترین کوتاه
تنها یال یک و صفر آن طول است ممکن که می�شود، تشکیل H١ در −گشت (v٣, v٣) یک از W١

آنگاه باشد. داشته v٢v١ تنها یال یک و H١ در −گشت (v٣, v٢) یک یا باشد، داشته v٣v١

Mk(C٣(a, b); v٣, [v١]) =
∑

k١+k٢=k
k١,k١≤٢

[Mk١−١(H١; v٣) +Mk١−١(H١; v٣, v٢)]

Mk٢(C٣(a, b); v١, v٣).

داریم: مشابه به�طور

Mk(C٣(a, b); v١, [v٣]) =
∑

k١+k٢=k
k١,k١≤٢

[Mk١−١(H٢; v١) +Mk١−١(H٢; v١, v٢)]

Mk٢(C٣(a, b); v٣, v١).

Mk(C٣(a, b); v٣, [v١]) ≤ Mk(C٣(a, b); v١, [v٣]) داریم بالا معادله دو راست طرف مقایسه با
می�باشد.
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آنگاه n٢ ≥ ١ اگر باشند. نامنفی و صحیح اعداد n٣, n٢, n١ کنید فرض .٨.٢.٣ لم
EE(C٣(n١, n٢, n٣)) < EE(C٣(n١ + n٢, n٣)).

تنهای رأس�های و C٣(n١, n٣) مجزا رأس�های اجتماع از که باشد گرافی H کنید فرض برهان.
داریم ٧.٢.٣ لم از استفاده با باشد. u١, u٢, . . . , un٢

(C٣(n١, n٣); v٣) ≺ (C٣(n١, n٣); v١)

و Ev٣ = {v٣u١, v٣u٢, . . . , v٣un٢} کنید فرض می�باشد. (H; v٣) ≺ (H; v١) عبارتی به یا می�باشد
C٣(n١ + و C٣(n١, n٢, n٣) ∼= H + Ev٣ که است روشن باشد. Ev١ = {v١u١, v١u٢, . . . , v١un٢}

می�شود. حاصل ٢.١.٣ لم از استفاده با نتیجه بنابراین است. n٢, n٣) ∼= H + Ev١

داریم ٨.٢.٣ لم از استفاده با می�باشد. n ≥ ۴ که G ∈ U(n,٣) کنید فرض
G ∼= C٣(n− ٣) اگر فقط و اگر می�شود، برقرار تساوی و می�باشد EE(G) ≤ EE(C٣(n− ٣))

باشد.

مستقل رأس ni اتصال با C۴ = v١v٢v٣v۴v١ از که دور یک با گرافی C۴(n١, n٢, n٣, n۴) کنید فرض
به می�باشد، n١ + n٣ ≥ n٢ + n۴, n٢ ≥ n۴ ≥ ٠, n١ ≥ n٣ ≥ ٠ که ،i = ١,٢,٣,۴ برای vi به
C۴(n١) = C۴(n١,٠,٠,٠) و C۴(n١, n٢) = C۴(n١, n٢,٠,٠) کنید فرض همچنین می�آید. دست

داریم. را زیر لم ٨.٢.٣ و ٧.٢.٣ لم�های های اثبات مشابه استدلالی با باشد.

باشند. نامنفی و صحیح اعداد n١, n٢, n٣, n۴ کنید فرض .٩.٢.٣ لم
EE(C۴(n١, n٢, n٣, n۴)) < EE(C۴(n١+n٣, n٢+n۴)) آنگاه باشد، n۴ ≥ ١ یا n٣ ≥ ١ اگر (i)

می�باشد.
می�باشد. EE(C۴(n١, n٢)) < EE(C۴(n١ + n٢)) آنگاه باشد، n١ ≥ n٢ ≥ ١ اگر (i)

استرادا مشخصه بیشترین با دور یک با گراف�های ٣.٣

مشخص را دور یک با گراف�های بین در استرادا مشخصه مقدار بیشترین شامل گراف�های بخش این در
می�کنیم.

p ≥ q ≥ ٢ که باشد، دور یک و −بخش (p, q) با دوبخشی گراف یک G کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
G ∼= اگر فقط و اگر می�شود، برقرا تساوی EE(G) ≤ EE(C۴(p − ٢, q − ٢)) آنگاه می�باشد،

باشد. C۴(p− ٢, q − ٢)

بخش − (p, q) دوبخشی، گراف�های بین در استرادا مشخصه بیشترین با گراف G کنید فرض برهان.
با می�باشد. زوج عددی m ≥ ۴ که است بدیهی باشد، G از یکتای دور طول m باشد. دور یک و
عبارتی به می�باشد G ∈ U(p + q,۴) داریم ۶.٢.٣ ملاحظه و ۵.٢.٣ و ٣.٢.٣ لم�های از استفاده
٩.٢.٣ لم در اگر علاوه به باشد. n١+n٣ = p−٢ و n٢+n۴ = q−٢ که G = C۴(n١, n٢, n٣, n۴)

می�باشد. G ∼= C۴(p− ٢, q − ٢) بنابراین دهیم، قرار n٣ = n۴ = ٠ ،(i)
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داریم. را زیر قضیه (ii) ٩.٢.٣ لم و ١.٣.٣ قضیه از استفاده با

EE(G) ≤ آنگاه باشد. دور یک و رأس n ≥ ۴ دوبخش گراف G کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه
باشد. G ∼= C۴(n− ۴) اگر فقط و اگر می�شود، برقرار تساوی و می�باشد EE(C۴(n− ۴))

برای دهیم. می نمایش φ(G, x) با و A(G) مشخصه ای چندجمله را G گراف مشخصه ای جمله چند
دست به V١ رأس�های حذف با G از که گرافی G− V١ گراف ،V (G) از V١ سره مجموعه زیر یک

باشد. v ∈ V (G) برای G− {v} = G− v کنید فرض و می�آید

باشد. v رأس شامل های دور مجموعه C(v) و باشد G گراف از رأسی v کنید فرض [٢] .٣.٣.٣ لم
آنگاه

φ(G, x) = x.φ(G− v, x)−
∑

vw∈E(G)

φ(G− v − w, x)− ٢
∑

Z∈C(v)

φ(G− V (Z), x),

باشد. دور یک G اگر φ(G− V (Z), x) = ١ و باشد تنها یال یک G اگر φ(G− v−w, x) = ١ که

می�باشد. EE(C٣(n− ٣)) > EE(C۴(n− ۴)) ،n ≥ ۴ برای .۴.٣.٣ لم

φ(C۴(n − ۴), x) = و φ(C٣(n − ٣), x) = xn−۴f(x) که داریم ٣.٣.٣ لم از استفاده با برهان.
xn−۴g(x)

که
f (x) = x۴ − nx٢ − ٢x+ n− ٣

و
g(x) = x۴ − nx٢ + ٢n− ٨.

EE(C٣(n− ٣)) > EE(C۴(n− ۴)) ،۴ ≤ n ≤ ١٢ برای که داریم مستقیم محاسبه از استفاده با
y١ ≥ y٢ ≥ و باشد f (x) = ٠ های ریشه x١ ≥ x٢ ≥ x٣ ≥ x۴ کنید فرض n ≥ ١٣ برای می�باشد.
داریم بنابراین x۴ < ٠ و x١x٢x٣x۴ = n − ٣ > ٠ چون باشد. g(x) = ٠ های ریشه y٣ ≥ y۴

که آنجا از می�باشد. y٣, y۴ < ٠ و y١, y٢ > ٠ مشابه به�طور می�باشد. x٣, x۴ < ٠ و x١, x٢ > ٠
بنابراین می�باشد، f (٠٫ ٨٢) = ٠٫ ٣٢٧۶n− ۴٫ ١٨٧٨٨ > ٠ و f

√
n− ١ = −٢

√
n− ١− ٢ < ٠

EE(C٣(n− ٣)) > داریم ،f (−١) = ٠ که این به توجه با می�باشد. x٢ > ٠٫ ٨٢ و x١ >
√
n− ١

g(
√
n− ٣

٢) = −٠٫ ۵n−۵٫ ٧۵ > ٠ چون مشابه به�طور می�باشد. e
√
n−١+e٠٫٨٢+e−١+(n−۴)e٠

y٢ < ١٫ ۴٢ و y١ <
√
n− ٣

٢ داریم بنابراین می�باشد، g(١٫ ۴٢) = −٠٫ ٠١۶۴n−٣٫ ٩٣۴١٣ < ٠ و
y٣, y۴ < که داریم ،g(−١) = n− ٧ > ٠ چون می�باشد. y۴ = λn ≤ −١ [٢] از استفاده با است.
h(t) = e

√
t فرضکنید EE(C۴(n−۴))می�باشد. < e

√
n− ٣

٢+e١٫۴٢+٢e−١+(n−۴)e٠ آنگاه .−١
h′(n− ١) > h′(n− ٣

٢) بر دلالت این و h′′(t) = ١
۴e

√
t
(
e−١ + e

٣
٢

)
> ٠ آنگاه باشد. t > ١ برای

آنگاه می�باشد. صعودی n ≥ ٣ برای که h(n − ١) − h(n − ٣
٢) = e

√
n−١ − en−

٣
٢ دیگر عبارت به



٢۴ استرادا مشخصه بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های .٣(
e
√
n−١ + e٠٫٨٢ + e−١ + (n− ۴)e٠

)
−
(
e
√

n− ٣
٢ + e١٫۴٢ + ٢e−١ + (n− ۴)e٠

)
= e

√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + e٠٫٨٢ − e−١ − e١٫۴٢

≥ e
√
١−١٣ − e

√
١٣− ٣

٢ + e٠٫٨٢ − e−١ − e١٫۴٢,

که: داریم صورت این در

EE(C٣(n− ٣)) > EE(C۴(n− ۴)).

EE(G) ≤ آنگاه باشد. رأس n ≥ ۴ دارای و دور یک با گرافی G کنید فرض .۵.٣.٣ قضیه
باشد. G ∼= C٣(n− ٣) اگر فقط و اگر می�شود، برقرار تساوی و می�باشد. EE(C٣(n− ٣))

لم�های از استفاده با باشد. استرادا مشخصه بیشترین و دور یک با رأسی n گراف G کنید فرض برهان.
با نتیجه صورت دراین می�باشد، G ∈ U(n,٣) ∪ U(n,۴) داریم ۶.٢.٣ ملاحظه و ۵.٢.٣ و ٢.٢.٣

می�باشد. برقرا ۴.٣.٣ لم ،٢.٣.٣ قضیه و ٨.٢.٣ لم از استفاده

استرادا مشخصه بیشترین با دور دو گراف�های ۴.٣

|E| = |V |+١ شرط در که همبند و ساده است، گرافی G = (V,E)گراف دور دو یک .١.۴.٣ تعریف
می�کند. صدق

باشند. می −گراف θ و ∞−گراف : اساسی گراف دو دور، دو با گراف�های .٢.۴.٣ ملاحظه

از رأس یک که Cq و Cp دورهای مجزای رأس دو از که است، گرافی ∞−گراف یک .٣.۴.٣ تعریف
∞(p, q, l) با و می�آید دست به l − ١ طول با Pl مسیر گراف یک به اتصال با Cq از رأس یک و Cp

می�شود. مشخص

Pl+١, Pq+١, Pp+١ گراف�های مجزای داخلی مسیر سه اجتماع از که است، گرافی یکθ−گراف تعریف٣.۴.۴.
دست به �باشد، ١ آنها از یکی حداکثر و p, q, l ≥ ١ که مشترک پایانی رأس با و l, q, p طول با ترتیب به

می�شود. مشخص θ(p, q, l) با و می�آید

های درخت اتصال با G٠ −گراف، θ یک یا ∞−گراف یک از G گراف دور دو هر که می�کنیم مشاهده
می�شود. نامیده G گراف هسته را G٠ که می�آید دست به آنها رأس�های برخی به



٢۵ لم�ها .۵.٣

لم�ها ۵.٣

از که است گرافی H و G گراف�های مجزا، رأس دو با و همبند گراف�های همه کلاس .١.۵.٣ تعریف
که می�شود، مشخص G(u) ◦ H(w) با و می�آید دست به H از w رأس و G از u رأس کردن یکی

می�باشد. w ∈ V (H) و u ∈ V (G)

بدیهی غیر Hیکگراف همچنین باشد، v و uرأس دو شامل و همبند Gگراف فرضکنید [٧] .٢.۵.٣ لم
EE(G(u) ◦ H(w)) > آنگاه (G;u, u) ≻ (G; v, v) اگر می�باشد. w رأس یک شامل که همبند و

می�باشد. EE(G(v) ◦H(w))

H٢ می�باشد. w رأس یک شامل که همبند و بدیهی غیر گراف یک H١ کنید فرض [٧] .٣.۵.٣ لم
آنگاه است. مستقل رأس v که باشد uv مستقل یال شامل که ٣ حداقل مرتبه از و همبند گراف

می�باشد. EE(H١(w) ◦H٢(u)) > EE(H١(w) ◦H٢(v))

که H١ از مجزا گراف H٢ باشد. v و u رأس دو شامل که همبند، گراف H١ کنید فرض .۴.۵.٣ لم
کنید فرض باشد. H٢ از w به مربوط w′ رأس شامل H٢ از (کپی) زوجی H ′

٢ باشد. wرأس یک شامل
به�طوری H١ از σ اتومورفیزم باشد، داشته وجود اگر باشد. G = (H١(u) ◦ H٢(w))(v) ◦ H ′

٢(w
′)

هر برای (G;u, t) = (G; v, σ(t)) و (G;u, u) = (G; v, v) آنگاه دهد، تغییر را v و u رأس�های که
u نه v به حادث های یال بعضی کردن اظافه با H١ از که گراف H̄١ همچنین باشد. u از مجزا t رأس
حاصل گراف که به�طوری ها یال یا ها رأس بعضی کردن اظافه با H ′

٢ از که گرافی H̄ ′
٢ می�آید. دست به

دست به H̄ ′
٢ با H٢ یا H̄١ با H١ جایگذاری با G از که گراف Ḡ کنید فرض آید. دست به باشد همبند

باشد. u از مجزا t رأس هر برای (Ḡ;u, t).(Ḡ; v, σ(t)) و (Ḡ;u, u) ≺ (Ḡ; v, v) آنگاه آید،

Wk(G; x, y) از یک به یک نگاشت یک همچنین گرافGمی�باشد، از اتومورفیزم یک σ مسلماً برهان.
می�کنیم. ثابت را دوم ادعای زیر، ادعای دو از ما که می�باشد. k و y و x هر ;Wk(Gبرای σ(x), σ(y)) به

Mk(Ḡ;u, u) =Mk(Ḡ− v;u, u) +Mk(Ḡ;u, u, [v]),

Mk(Ḡ; v, v) =Mk(Ḡ− u; v, v) +Mk(Ḡ; v, v, [u]);

Mk(Ḡ− v;u, u) = Mk((H̄١ − v)(u) ◦H٢(w);u, u)

= Mk((H١ − v)(u) ◦H٢(w);u, u)

= Mk((H١ − u)(v) ◦H ′
٢(w); v, v),

(H١ − و (H١ − v)(u) ◦ H٢(w) بین اتومورفیزیم یک σ که درصورتی می�باشد، برقرار قبل تساوی
: صورت این در دهد. تغیر را v و u رأس�های و باشد u)(v) ◦H ′

٢(w
′)

Mk(Ḡ− u; v, v) =Mk((H̄١ − u)(v) ◦H ′
٢(w

′); v, v).



٢۶ استرادا مشخصه بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های .٣

داریم: بنابراین ،H̄ ′
٢ از سره گراف زیر یک H ′

٢ یا H̄١ از سره گراف زیر یک H١ چون
Mk(Ḡ− v;u, u) ≤Mk(Ḡ− u; v, v)

به Wرا ،W ∈ Wk(Ḡ;u, u, [v])گشت هر برای می�باشد. برقرا kیک حداقل برای آن اکید نامساوی که
گشت زیر W١طولانی�ترین که Wمی�نویسیم = W١W٢ صورت به و می�کنیم W٢تجزیه W١و زیربخش دو
f : Wk(Ḡ;u, u, [v]) −→ نگاشت می�باشد. u به v از زیربخش باقیمانده W٢ می�باشد. v به u از W
تابع f که دید می�توان آسانی به می�کنیم. تعریف f (W ) = W٢W١ صورت به را Wk(Ḡ; v, v, [u])

ثابت بنابراین پس می�باشد. Mk(Ḡ;u, u, [v]) ≤ Mk(Ḡ; v, v, [u]) بنابراین می�باشد، یک به یک
(Ḡ;u, t) ≺ (Ḡ; v, σ(t)) که کرد ثابت می�توان مشابه استدلال با است. (Ḡ;u, u) ≺ (Ḡ; v, v) کردیم

می�باشد.

مجموعه کاردینال dG(v) می�باشد، G گراف در v رأس های همسایگی مجموعه NG(v) کنید فرض
می�باشد. NG(v)

به های درخت اتصال با C دور یک از که باشد، دور یک با گرافی G که کنید فرض .۵.۵.٣ نتیجه
به�طوری باشد، C دور روی بر مجاور رأس دو w و u که کنید فرض می�آید. دست به آن رأس�های بعضی
و شود حاصل w با آن مستقل رأس یک کردن یکی از که v مرکز با ستاره u رأس به متصل درخت که
اگر .(١.٣ شکل در داده نشان (گراف آید. دست به w با ستاره مرکز کردن یکی از که w به متصل درخت

آنگاه باشد، dG(w) ≥ dG(v) + ١

(i) (G;w,w) ≻ (G; v, v);

(ii) (G;w, t) ≻ (G; v, t) هر برای t /∈ (NG(v) ∪NG(w) ∪ {w})− V (C).

.۵.۵.٣ نتیجه در شده داده توضیح G گراف :١.٣ شکل

حذف و uw یال جز به w مجاورت به دور روی بر یالی حذف با G از که گرافی G′ کنید فرض برهان.
رأس�های که G′ از اتومورفیزمی دارد وجود آنگاه می�آید. دست به از مستقل رأس dG(w)− dG(v)−١



٢٧ لم�ها .۵.٣

لم به توجه با اکنون می�دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر را آنها به آویخته رأس�های با v و u
می�باشد. قرار بر نتیجه ۴.۵.٣

رأس�های بعضی به مستقل ها یال اتصال با θ(٢,٢, l) از که باشد، گرافی G کنید فرض .۶.۵.٣ نتیجه
باشد. ٢.٣ شکل در شده داداه نشان رأس�های t و w و v و u آید. دست به آن دورهای

(G;w,w)؛ ≻ (G; t, t) آنگاه dG(t) = ٢ و dG(w) > ٢ اگر (i)
(G;u, u) ≻ آنگاه x ∈ V (G)−{u, v, w} هر برای dG(x) = ٢ و dG(v) = ٣, dG(u) > ٣ اگر (ii)

;G)؛ v, v)
(G;u, u) ≻ آنگاه x ∈ V (G)− {u, v} هر برای dG(x) = ٢ و dG(v) = ٣, dG(u) > ٣ اگر (iii)

باشد. (G;w,w)

.۶.۵.٣ نتیجه در شده داده توضیح G گراف :٢.٣ شکل

دست به w از آویخته رأس�های حذف با G از که گرافی G′ کنید فرض (i) ادعای اثبات برای برهان.
دیگر رأس�های بقیه و داده تغیر را t و w رأس�های به�طوریکه دارد، وجود G′ از σ اتومورفیزم آنگاه آید.
ادعا می�توان مشابه استدلال با است. شده ثابت ادعا ۴.۵.٣ لم طبق صورت این در دارد، نگه ثابت را

کرد. ثابت را (iii) و (ii) های

w هر برای آنگاه باشد، G گراف از ٣ درجه رأس دو v و u و G = θ(p, q, l) کنید فرض .٧.۵.٣ لم
می�باشد. (G;u, u) = (G; v, v) ≻ (G;w,w) v و u از مجزا

و u رأس�های در که باشد G گراف از مسیر سه ترتیب به و Pl+١ و Pq+١ و Pp+١ کنید فرض برهان.
و u رأس�های σ می�کنیم تعریف صورت این به را G گراف از σ اتومورفیزم شوند. می متصل هم به v
Pp+١ روی σ(x) همچنین و (Pl+١, Pq+ترتیب,١ (به Pp+١ مسیر از x راس هر برای دهد، تغیر را u
و σ(x) بین فاصله با مساوی مسیر این طول در u و x بین فاصله به�طوریکه (Pl+١, Pq+ترتیب,١ (به
Wk(G; σ(s), σ(t)) به Wk(G; s, t) از نگاشتی طبیعی به�طور σ اتومورفیزم آنگاه باشد. v = σ(u)



٢٨ استرادا مشخصه بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های .٣

هر که جای ،s, t ∈ V (G) و k هر برای و باشد σ(Wk(G; s, t)) = Wk(G;σ(s), σ(t)) به�طوریکه
Wk(G;u, u) از یک به یک نگاشت σ خاص حالت در نگارد. می σ(x) به ;Wk(Gرا s, t) از xرأس
اثبات در می�باشد. (G;u, u) = (G; v, v) بنابراین پس می�باشد. k هر برای Wk(G; v, v) به
در w که مرحله فقط دراینجا می�باشد، u و v از مجزا که w رأس هر برای (G;u, u) ≻ (G;w,w)

شوند. می اثبات مشابه به�طور دیگر مراحل گیریم. می نظر در را باشد نهفته Pl+١ مسیر داخلی قسمت
p, q, l از یکی i, j و باشد i /∈ j که Pj+١ و Pi+١ از که دوری می�کنیم، معرفی Cij ما صورت این در
گشت ما است کافی بنابراین ,Mk(Cql;uاست. u) =Mk(Cql;w,w) که دید می�توان آسانی به باشد.
Wk(G;w,w) کنید فرض دهیم. شرح گذرد می Pp+١ یال یک از حداقل که w به w از k طول به بسته
تجزیه W٣ و W٢ و W١ یکتا بخش سه به را Wk(G;w,w) گشت ما صورت این در باشد. گشت یک
حرکت باشد، داخلی نقطه باید v یا u که Pl+١ مسیر امتدادا در امکان حد تا و شروع w W١از می�کنیم.
و می�باشد Cpq از های یال روی بر آن گام آخرین و اولین که شروع W١ داخلی نقطه از W٢ می�کند.
W٣ = W −W١W٢ و داخلی نقطه باید v یا u که به�طوری باشد Cpq از های یال شامل Wنباید −W٢

باشد.
یا گشت u − u یک W٢ اگر می�سازیم. Wk(G;u, u) به Wk(G;w,w) از g نگاشت ما اکنون
باشد، گشت v − u یک W٢ اگر g(W١W٢W٣) = W٢W٣W١ می�کنیم: تعریف باشد، گشت u − v

می�کنیم: تعریف باشد، گشت v − v یک W٢ اگر g(W١W٢W٣) = W٣W١W٢ می�کنیم: تعریف
می�باشد. یک به یک g که دید می�توان مستقیم به�طور محاسبه با .g(W١W٢W٣) = σ(W٣W١W٢)

M٢(G;u, u) = که است بدیهی می�باشد. Mk(G;u, u) ≥ Mk(G;w,w) داریم k هر برای بنابراین
می�باشد. کامل اثبات درنتیجه و می�باشد ٣ > ٢ =M٢(G;w,w)

بخش این نتیجه ۶.٣

هسته شامل که n مرتبه از و دور دو با گراف همه مجموعه G∞(n; p, q) کنید فرض .١.۶.٣ تعریف
باشد. q و p های طول به دور دو و ∞−گراف

θ(p′, q′, l′) شامل که n مرتبه از و دور دو با گراف همه مجموعه Gθ(n; p, q) کنید فرض .٢.۶.٣ تعریف
باشد. q′ + l′ = q و p′ + l′ = p و p′ ≥ q′ ≥ l′ که به�طوری آن هسته عنوان به

را Gθ(n; p, q) یا G∞(n; p, q) در را استرادا مشخصه بیشترین با گراف�های های ویژگی بعضی ما ابتدا
گراف بعضی می�باشد. G∞(n; p, q) در استرادا مشخصه بیشترین با گراف هر دهیم، می نشان و بررسی

مشخصه بیشترین با یکتا گراف�های آخر در می�باشد. Gθ(n; p, q) در استرادا مشخصه کمترین با ها
می�کنیم. مشخص دور دو با گراف بین در را استرادا

n مرتبه از و دور دو با گراف�های بین در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G کنید فرض .٣.۶.٣ لم
می�آید. دست به آن هسته به مستقل های یال بعضی اتصال از G آنگاه باشد،



٢٩ بخش این نتیجه .۶.٣

آنگاه نیست. متصل آن مرکز به مستقلی یال که Gگراف صورت این در نباشد، چنین کنید فرض برهان.
شامل G١ که می�باشد. G٢ و G١ مؤلفه دو شامل G− uw که به�طوری دارد، وجود uw مانند برشی یال
را w رأس G٢ در و باشد w س رأ شامل که بدیهی غیر درخت G٢ و می�باشد G از ای هسته و uرأس
مشخصه و دور دو با جدیدی گرافی به ما ٣.۵.٣ لم طبق پس می�کنیم، وصل u به را آن و کنیم حذف

می�باشد. تناقض این که می�رسیم بیشتری استرادا

بعضی اتصال از G آنگاه باشد، G∞(n; p, q) در استرادا مشخصه بیسترین با گرافی G اگر .۴.۶.٣ قضیه
می�آید. دست به ∞(n; p,١) به مستقل های یال

∞(n; p,١) هسته شامل و G∞(n; p, q) در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G کنید فرض برهان.
∞(p, q, l) به مستقل های های یال بعضی اتصال از که است گرافی G ٣.۶.٣ لم از استفاده با باشد.
مسیر Pl(l > ١) کنید فرض صورت این غیر در می�باشد. l = ١ می�کنیم ادعا ما آید. دست به
نویسیم می صورت دراین می�باشد v١ ∈ V (Cp) که باشد Pl شروع یال v١v٢ و Cq و Cp شامل
G١ در باشد. v١ مستقل رأس یک و Cq شامل G٢ و Cp شامل G١ که G = G١(v١) ◦ G٢(v١)

می�آید، دست به G′ مانند جدیدی گراف صورت دراین کنیم، وصل v٢ به را آن و کنیم حذف را v١ رأس
این و EE(G′) > EE(G) داریم ٣.۵.٣ لم از استفاده با بنابراین باشد. G′ ∈ G∞(n; p, q) بطوریکه

می�باشد. تناقض نیز

اتصال از G آنگاه باشد، Gθ(n; p, q) در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G کنید فرض .۵.۶.٣ قضیه
می�آید. دست به θ(٢,٢,٢) یا θ(p− ١, q − ١,١) به مستقل های یال

.۵.۶.٣ قضیه اثبات در شده داده توضیح گراف :٣.٣ شکل

θ(p′, q′, l′) هسته شامل و باشد Gθ(n; p, q) در استرادا مشخصه بیشترین با Gگرافی فرضکنید برهان.
است گرافی G ٣.۶.٣ لم از استفاده با باشد. q′ + l′ = q و p′ + l′ = p و p′ ≥ q′ ≥ l′ که باشد،
p′ = q′ = ٢ و l′ = ٢ یا l′ = ١ اگر می�آید. دست به θ(p′, q′, l′) به مستقل های یال اتصال از که
رأس�های u, v, w, t کنید فرض باشد، p′ ≥ ٣ و l′ ≥ ٣ کنید فرض اکنون می�باشد. برقرار نتیجه باشد
dG(w) ≥ dG(v) کنید فرض کلیات از کاستن بدون باشد. چپ سمت ٢.٣ شکل در شده داده نشان
با Ḡ مانند جدیدی گراف به کنید، اظافه را tw جدید یال و حذف را tv یال صورت این در باشد.
یک که است. شده داده نشان راست سمت ٣.٣ درشکل که می�رسیم، θ(p′ − ١, q′ − ١, l′) هسته
و (G − tv;w,w) ≻ (G − tv; v, v) داریم ۵.٣.۴ نتیجه از استفاده با می�باشد، دور یک با گراف



٣٠ استرادا مشخصه بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های .٣

که EE(Ḡ) > EE(G) ٣.۵.٣ لم از استفاده با بنابراین می�باشد. (G− tv;w, t) ≻ (G− tv; v, t)

می�باشد. تناقض

رأس�های به مستقل های یال بعضی اتصال ,p)∞با q,١) از که دور دو با Gگرافی فرضکنید .۶.۶.٣ لم
∞(p − ١, q − ١,١) آن هسته که Ḡ مانند دور دو با گراف یک صورت این در می�آید. دست به آن

می�باشد. EE(Ḡ) > EE(G) که به�طوری دارد، وجود هست

dG(w) ≥ که ،(۴.٣ شکل در داده (نشان ,p)∞باشد q,گراف(١ از رأس�های v, w, t فرضکنید برهان.
آن هسته که Ḡ مانند جدیدی گراف به tw جدید یال کردن اظافه و tv یال حذف با باشد. dG(v)
نظر در واحد دور با گرافی را G− tv که (۴.٣ شکل در شده داده (نشان می�رسیم. ∞(p−١, q−١,١)
(G− tv;w, t) ≻ و (G− tv;w,w) ≻ (G− tv; v, v) داریم ۵.٣.۴ نتیجه از استفاده با گیریم. می
تناقض این ،EE(Ḡ) > EE(G) داریم ٣.۵.٣ لم از استفاده با بنابراین می�باشد. (G − tv; v, t)

می�باشد.

.۶.۶.٣ لم اثبات در شده داده توضیح گراف :۴.٣ شکل

از یکی به مستقل یال n− ۴ اتصال با θ(٢,٢,١) از که n مرتبه از و دور دو با گرافی G١ کنید فرض
اتصال با θ(٢,٢,٢) از که n مرتبه از و دور دو با گرافی G٢ و می�آید دست به آن سه درجه رأس�های

می�آید. دست به آن سه درجه رأس�های از یکی به مستقل یال n− ۵

n مرتبه از و دور دو با گراف�های بین در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G کنید فرض .٧.۶.٣ لم
می�باشد. G٢ یا G١ یا G آنگاه باشد،

از استفاده با باشد. −گراف θ هسته شامل باید G گراف ٧.۶.٣ لم و ۴.۶.٣ قضیه از استفاده با برهان.
کنید فرض می�آید. دست به مستقل های یال بعضی اتصال با θ(٢,٢,٢) یا θ(p, q,١) از G ۴.۶.٣ لم
در شده، داداه نشان رأس�های v, w, t کنید فرض باشد، p ≥ ٣ و p ≥ q که θ(p, q,١) هسته شامل G
جدید یال کردن اظافه و tv یال حذف با باشد. dG(w) ≥ dG(v) که θ(p, q,١) گراف از ۴.٣ شکل
درشکل شده داده (نشان می�رسیم θ(p − ١, q − ١,٢) هسته شامل که Ḡ مانند دیگری گراف به tw
از G بنابراین پس می�باشد. تناقض که EE(Ḡ) > EE(G) داریم ۶.۶.٣ لم مشابه استدلال با .(۵.٣



٣١ بخش این نتیجه .۶.٣

. ٧.۶.٣ لم اثبات در شده داده توضیح گراف :۵.٣ شکل

می�آید. دست به مستقل های یال اتصال با θ(٢,٢,٢) یا θ(٢,٢,١)
با θ(٢,٢,٢) یا θ(٢,٢,١) از یکتای رأس یک به G مستقل های یال همه دهیم می نشان اکنون
θ(٢,٢,٢) که مرحله فقط ما بنابراین می�باشد. G٢ یا G١ یا G رو این از شوند، می متصل سه درجه
کنید فرض می�شود. ثابت نیز هم دیگر مرحله مشابه استدلال با می�کنیم ثابت را باشد G گراف هسته
فرض .(۵.٣ شکل در شده داداه باشد(نشان θ(٢,٢,٢) گراف رأس�های i = ١, . . .۵ برای vi
و mi ≥ ٠ که i = ١, . . . ,۵ برای باشد، متصل G گراف در مستقل یال mi به vi هر کنید
حداقل اگر باشد. G =: G(m١,m٢,m٣,m۴,m۵) کنید فرض باشد.

∑۵
i=١mi = n − ۵

۶.۵.٣(i) نتیجه از استفاده با m۴ > ٠ و m٣ > ٠ مثلا باشد، صفر نا m٣,m۴,m۵ از دوتا
لم از استفاده با می�باشد، (G(m١,m٢,m٣,٠,m۵; v٣, v٣) ≻ (G(m١,m٢,m٣,٠,m۵; v۴, v۴)

می�کنیم. وصل v٣ به و می�کنیم حذف را v۴ (m۴,m۵,m٣,m٢,m١)Gبه از مستقل های یال همه ٣.۵.٣
از تا دو حداقل بنابراین می�باشد. تناقض این و می�آید دست به استرادا مشخصه بیشترین با گراف یک که
Gمی�باشد. = G(m١,m٢,m٣,٠,٠) آنگاه m۴باشد. = m۵ = ٠ یعنی می�باشد، m۴,m۵,m٣صفر

(G(m١,٠,m٣,٠,٠; v١, v١) ≻ داریم ۶.۵.٣ (ii) نتیجه از استفاده با باشند m٢,m١ناصفر دو هر اگر
G(m١,m٢,m٣,٠,٠) از مستقل های یال همه ٣.۵.٣ لم از استفاده با (G(m١,٠,m٣,٠,٠; v٢, v٢)
بیشترین با G(m١ + m٢,٠,m٣,٠,٠) گراف به که می�کنیم وصل v١ به و می�کنیم راحذف v٢ به
صفر m١,m٢ از یکی حداقل اگر بنابراین می�باشد. تناقض هم باز این و می�رسیم استرادا مشخصه
٧.۵.٣ لم و ۴.۵.٣ لم از استفاده با باشد G = G(m١,٠,m٣,٠,٠) عبارتی به یا m٢ = ٠ مثلا باشد،
m٣ > ٠ اگر m١نیست. = ٠ و می�باشد (G(m١,٠,٠,٠,٠; v١, v١) ≻ (G(m١,٠,٠,٠,٠; v٣, v٣)
که است، EE(G(m١ + m٣,٠,٠,٠,٠)) > EE(G(m١,٠,m٣,٠,٠)) داریم مشابه استدلالی با

می�باشد. برقرا نتیجه G = G(m١,٠,٠,٠,٠) بنابراین پس می�باشد، تناقض

کنید فرض کنیم. رامشخص EE(G٢) و EE(G١) بین مقدار بیشترین خواهیم می ما پایان در اکنون
باشد. G گراف مجاورت ماتریس مشخصه ای جمله چند ϕ(G, x)

می�باشد. EE(G١) > EE(G٢) ،n ≥ ۵ برای .٨.۶.٣ گزاره

که: ϕ(G٢, x) = xn−۴g(x) و ϕ(G١, x) = xn−۴f(x) داریم، ٣.٣.٣ لم از استفاده با برهان.

f(x) = x۴ − (n+ ١)x٢ − ۴x+ ٢(n− ۴),



٣٢ استرادا مشخصه بیشترین با دور دو و دور یک گراف�های .٣

g(x) = x۴ − (n+ ١)x٢ + ٣(n− ۵).

فرض اکنون باشد، EE(G١) > EE(G٢) داریم ۵ ≤ n ≤ ٢٢ برای مستقیم محاسبه از استفاده با
از می�باشد. λ١(G١) >

√
n− ١ و f (

√
n− ١) = −۶−۴

√
n− ١ < ٠ چون باشد. n ≥ ٢٣ کنید

که g(n− ٣
٢) =

n
٢ −

۴۵
۴ > ٠ ،n ≥ ٢٣ برای است. صعودی تابع x >

√
n+١
٢ برای g(x) دیگر طرف

رأس�های v و u کنید فرض می�باشد. برقرار n ≥ ٢٣ برای که λ١(G٢) <
√
n− ٣

٢ بر دارد دلالت این
±
√
٢ ویژه مقادیر دارای G− u گراف صورت این در باشد. جه در بیشترین با ترتیب به G١ و G١ از

ها صفر تعداد که ٠ و ±
√
٣ ویژه مقادیر دارای G− v گراف می�باشد. تا n− ٣ ها صفر تعداد که ٠ و

،i = ٢,٣, . . . , n−١ برای ،( بینیم می [٢] ویژه(در مقادیر های ویژگی از استفاده با می�باشد. تا n−٣
بنابراین: می�باشد، λi(G١) ≥ λi(G١ − u) که داریم

EE(G١) =
n∑

i=١
eλi(G١) +

n−١∑
i=٢

eλi(G١) > e
√
n−١ + (n− ٣) + e−

√
٢.

،λi(G٢) ≤ λi−١(G٢ − v) ،i = ٢,٣, . . . , n برای مشابه به�طور

EE(G٢) =
n∑

i=١
eλi(G٢) +

n−١∑
i=٢

eλi(G٢) > e
√

n− ٣
٢ + (n− ٣) + e−

√
٣ + e

√
٣.

می�باشد. برقرار e
√
n−١ > e

√
n− ٣

٢ + e
√
٣ ،n ≥ ٢٣ برای که کنید، جه تو اکنون

می�رسیم. بخش این اصلی نتیجه به ٨.۶.٣ گزاره و ٣.٣.٣ لم از استفاده با

می�باشد EE(G) ≤ EE(G١) آنگاه باشد. n مرتبه از و دور دو با گرافی G کنید فرض .٩.۶.٣ قضیه
باشد. G = G١ اگر فقط و اگر می�شود برقرار تساوی و



۴ فصل

استرادا مشخصه بیشترین با دور سه گراف�های

مقدمه ١.۴

بیشترین با دور دو با های گراف [٢٩] در باشد. رأس n با دوری سه های گراف همه کلاس Tn کنید فرض
در را استرادا مشخصه بیشترین با دور سه با های گراف فصل دراین کرده. مشخص را استرادا مشخصه
رأسی n ستاره و دور و مسیر های گراف ترتیب به Sn و Cn و Pn کنید فرض کنیم. می مشخص Tn

باشد.

لم�ها ٢.۴

کنیم. می بیان را کرد خواهیم استفاده آنها از اثبات در که لم�های

باشد. v رأس شامل های دور مجموعه C(v) و باشد G گراف از رأسی v کنید فرض [٢] .١.٢.۴ لم
آنگاه

φ(G, x) = x.φ(G− v, x)−
∑

vw∈E(G)

φ(G− v − w, x)− ٢
∑

Z∈C(v)

φ(G− V (Z), x),

باشد. دور یک G اگر φ(G− V (Z), x) = ١ و باشد تنها یال یک G اگر φ(G− v−w, x) = ١ که

و wi ∈ V (H) باشد. u, v ∈ V (H) با همبند) لزوماٌ (نه گراف یک H کنید فرض [۵] .٢.٢.۴ لم
Eu = کنید فرض باشد. می مثبت و صحیح عدد یک r که i = ١,٢, . . . , r برای uwi, vwi /∈ E(H)

و Hu = H + Eu کنید فرض همچنین ،Ev = {vw١, vw٢, . . . , vwr} و {uw١, uw٢, . . . , uwr}
،١ ≤ i ≤ r برای باشد، (H;wi, u) ⪯ (H;wi, v) و (H;u) ≺ (H; v) اگر باشد. Hv = H + Ev

می�باشد. EE(Hu) < EE(Hv) آنگاه

نمایش G(u) ◦H(w) با را H و G مجزا رأس دو با و همبند های گراف همه کلاس .٣.٢.۴ تعریف
دست به w و u رأس کردن یکی از که است گرافی باشد، می w ∈ V (H) و u ∈ V (G) که می�دهند

آید. می

٣٣



٣۴ استرادا مشخصه بیشترین با دور سه گراف�های .۴

فرض باشند. v ∈ V (G٢) و u ∈ V (G١) با همبند گراف دو G٢ و G١ کنید فرض [٧] .۴.٢.۴ لم
اتصال و v و u های رأس کردن یکی از که گرافی G′ و آید دست به v به u اتصال از که گرافی G کنید
EE(G) < EE(G′) آنگاه dG(u), dG(v) ≥ ٢ اگر آید. دست به مشترک رأس به مستقل های رأس

می�باشد.

H١ از مجزا گراف H٢ باشد. v و u رأس دو شامل همبندکه گراف H١ کنید فرض [٢٩] .۵.٢.۴ لم
فرض باشد. H٢ از w به مربوط w′ رأس شامل H٢ از (کپی) زوجی H ′

٢ باشد. w رأس یک شامل که
می�باشد. G = (H١(u) ◦H٢(w))(v) ◦H ′

٢(w
′) کنید

آنگاه دهد، تغییر را v و u های رأس که طوری به H١ از σ اتومورفیزم باشد، داشته وجود اگر (i)
باشد. u از مجزا t رأس هر برای (G;u, t) = (G; v, σ(t))

با H ′
٢ از که گرافی H̄ ′

٢ و u نه v به تصادفی یال�های بعضی کردن اظافه با H١ از که گراف H̄١ اگر (ii)
فرض همچنین آید. دست به باشد همبند حاصل گراف که طوری به ها یال یا ها رأس بعضی کردن اظافه
(Ḡ;u, t) ≺ (Ḡ; v, σ(t)) آنگاه آید، دست به H̄ ′

٢ H٢با یا H̄١ H١با جایگذاری Gبا از که گراف Ḡ کنید
باشد. u از مجزا t رأس هر برای

استرادا مشخصه بیشترین با دور سه مینیمال گراف�های ٣.۴

روشن کنیم. می مشخص B(G) با را دور سه مینیمال با G از ی ها گراف زیر G ∈ Tn گراف برای
از میتواند G و نمی�باشد مستقل رأس شامل که ها گراف دور سه از یکتای گراف زیر B(G) که است
گراف که دانیم می [٢٧] از استفاده با آید. دست به آن های رأس بعضی به های درخت اتصال با B(G)

:( شده داده نشان ٢.۴-١.۴ درشکل باشند.(که می زیر نوع چهار شکل به دور سه با های

G٣
j (j = ١, . . . ,٧), G۴

j (j = ١, . . . ,۴), G۶
j (j = ١, . . . ,٣), G٧

١.

کنید: فرض
T ٣
n = {G|B(G) ∼= G٣

j , j ∈ {١, ...,٧}}; T ۴
n = {G|B(G) ∼= G۴

j , j ∈ {١, ...,۴}};

T ۶
n = {G|B(G) ∼= G۶

j , j ∈ {١, ...,٣}}; T ٧
n = {G|B(G) ∼= G٧

١, }.

داریم. را زیر لم�های ۴.٢.۴ لم تکرار با Tn = T ٣
n ∪ T ۴

n ∪ T ٧
n ∪ T ٧

n . آنگاه

مستقل های رأس اتصال از G∗ آنگاه باشد، Tn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .١.٣.۴ لم
آید. می دست به خود های پایه به

B(G∗) ∼= G٣
j , j ∈ آنگاه باشد، T ٣

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر (i) .٢.٣.۴ لم
می�باشد. {١,٢}

می B(G∗) ∼= G۴
j , j ∈ {١,٢} آنگاه باشد، T ۴

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر (ii)
باشد.
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.G٣
j (j = ١, . . . ,٧) های گراف :١.۴ شکل

.G۴
j (j = ١, . . . ,۴) های گراف :٢.۴ شکل

.G۶
j (j = ١,٢,٣) های گراف :٣.۴ شکل

.G٧
١ های گراف :۴.۴ شکل

وجود T ۴
n از G٢ مانند گراف آنگاه باشد، T ٣

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G١ اگر .٣.٣.۴ لم
باشد. EE(G٢) > EE(G١) که طوری به دارد

B(G١) ∼= اگر باشد. می B(G١) ∼= G٣
j , j ∈ {١,٢} که دانیم می ٢.٣.۴(i) لم از استفاده با برهان.

کاستن بدون .(١.۴ درشکل شده داده (نشان باشد uv, vt, uw,ws ∈ E(G١) کنید فرض باشد، G٣
١

باشد. dG١(w) ≥ dG١(v) که کنید فرض کلیات از
dG١(v)−٢ و w به متصل مستقل یال dG١(w)−٢ و ws, vtحذف با G١ از که گرافی H١ کنید فرض
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رأس که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به v به متصل مستقل یال
مر با H٢ ∼= K١, dG١(v) − ٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v و w های
رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v) ◦ H٢(v′))(w) ◦ H٢(v

′) و c′ کز
G٠ از که گرافی G٣ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w, x) = (G٠; v, σ(x)) داریم x ∈ V (G٠)

استفاده با آنگاه آید. دست به w به متصل مستقل یال dG١(w) − dG١(v) و ws یال کردن اضافه با
بدیهی می�باشد. (G٣;w, x) ≻ (G٣; v, σ(x)) که داریم x ∈ V (G٣) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از
می�باشد. G٢ ∈ T ۴

n صورت دراین G٢ = G٣ + wt کنید فرض است. G١ = G٣ + vt که است
برای توان می مشابه استدلال با می�باشد. EE(G٢) > EE(G١) داریم ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین

باشد. می کامل اثبات ۴.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین کرد. ثابت نیز B(G١) ∼= G٣
٢

وجود T ۶
n از G̃٢ مانند گراف آنگاه باشد، T ۴

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G̃١ اگر .۴.٣.۴ لم
باشد. EE(G̃٢) > EE(G̃١) که طوری به دارد

B(G̃١) ∼= اگر باشد. می B(G̃١) ∼= G۴
j , j ∈ {١,٢} که دانیم می ٢.٣.۴(ii) لم از استفاده با برهان.

توجه .(٢.۴ درشکل شده داده باشد(نشان uv١, v١v٢, uw١, w١w٢ ∈ E(G̃١) کنید فرض باشد، G۴
١

dG̃١
(w) ≥ dG̃١

(v) که کنید فرض کلیات از کاستن بدون باشد، می G۴
١ در Ca ∩ Cb = P که کنید

باشد.
dG̃١

(w١) − ٢ و w١w٢, v١v٢ یال�های حذف با G̃١ از که گراف H١ کنید فرض r /∈ ١ اگر .١ مرحله
صورت این در آید. دست به v١ به متصل مستقل یال dG̃١

(v١) − ٢ و w١ به متصل مستقل یال
نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v١ و w١ های رأس که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم
G٠ = (H١(v١) ◦H٢(v

′))(w١) ◦H٢(v
′) و c′ کز مر با H٢ ∼= K١, dG̃١

(v١)− ٢ کنید فرض دارد.
(G٠;w١, x) = (G٠; v١, σ(x)) داریم x ∈ V (G٠) رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از استفاده با باشد.
dG̃١

(w١) − dG̃١
(v١) و w١w٢ یال کردن اضافه با G٠ از که گرافی G̃٣ کنید فرض همچنین می�باشد.

x ∈ V (G̃٣) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از استفاده با آنگاه آید. دست به w١ به متصل مستقل یال
همچنین باشد. می G̃١ = G̃٣+v١v٢ که است بدیهی است. (G̃٣;w١, x) ≻ (G̃٣; v١, σ(x)) که داریم
داریم ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین می�باشد. G̃٢ ∈ T ۶

n صورت دراین باشد، G̃٢ = G̃٣ + w١v٢

می�باشد. EE(G̃٢) > EE(G̃١)

v١v٢ حذف با G̃١ از که گراف H١ کنید فرض dG̃١
(w١) ≥ dG̃١

(v١) + ١ و r = ١ اگر .٢ مرحله
متصل مستقل یال dG̃١

(w١) − ٣ باشند، می مجاور w١ با که Ca روی بر w١u١, w١u٢ یال�های و
H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به v١ به متصل مستقل یال dG̃١

(v١) − ٢ و w١ به
کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v١ و w١ های رأس که طوری به دارد، وجود
استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦H٢(v

′))(w١) ◦H٢(v
′) و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG̃١

(v١) − ٢
همچنین می�باشد. (G٠;w١, x) = (G٠; v١, σ(x)) داریم x ∈ V (G٠) رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از
یال dG̃١

(w١) − dG̃١
(v١) − ١ و w١u١, w١u٢ یال کردن اضافه با G٠ از که گرافی G̃٣ کنید فرض

x ∈ V (G̃٣) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از استفاده با آنگاه آید. دست به w١ به متصل مستقل
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فرض باشد. G̃١ = G̃٣ + v١v٢ که است بدیهی می�باشد. (G̃٣;w١, x) ≻ (G̃٣; v١, σ(x)) که داریم
داریم ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین می�باشد. G̃٢ ∈ T ۶

n صورت دراین G̃٢ = G̃٣ + w١v٢ کنید
می�باشد. EE(G̃٢) > EE(G̃١)

یال�های حذف با G̃١ از که گراف H١ کنید فرض dG̃١
(w١) = dG̃١

(v١) و r = ١ اگر .٣ مرحله
متصل مستقل یال dG̃١

(w١) − ٣ و v١v٢ یال و باشند می مجاور w١ با که Ca روی بر w١u١, w١u٢

H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به v١ به متصل مستقل یال dG̃١
(v١) − ٢ و w١ به

کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v١ و w١ های رأس که طوری به دارد وجود
استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦H٢(v

′))(w١) ◦H٢(v
′) و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG̃١

(w١)− ٣
همچنین می�باشد. (G٠;w١, x) = (G٠; v١, σ(x)) داریم x ∈ V (G٠) رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از
مستقل یال dG̃١

(v١) − dG̃١
(w١) + ١ و v١v٢ یال کردن اضافه با G٠ از که گرافی G̃٣ کنید فرض

که داریم x ∈ V (G̃٣) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از استفاده با آنگاه آید. دست به v١ به متصل
فرض است. G̃١ = G̃٣ + w١u١ + w١u٢ که است بدیهی می�باشد. (G̃٣; v١, x) ≻ (G̃٣;w١, σ(x))

٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین می�باشد. G̃٢ ∈ T ۶
n که است بدیهی G̃٢ = G̃٣ + v١u١ + v١u٢ کنید

با بنابراین کرد. ثابت نیز B(G١) ∼= G۴
٢ با مشابه استدلال با می�باشد. EE(G̃٢) > EE(G̃١) داریم

باشد. می کامل اثبات ۴.٢.۴ لم از استفاده

داریم. را زیر نتیجه ۴.٣.۴ و ٣.٣.۴ لم از استفاده با

B(G∗) ∼= G۶
j (j ∈ آنگاه باشد، Tn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .۵.٣.۴ نتیجه

باشد. می B(G∗) ∼= G٧
١ یا {١,٢,٣})

dG(v٠) > باشند، مجزا vs, . . . , v١, v٠ های رأس طوریکه به vs . . . v١v٠ یکگشت به .۶.٣.۴ تعریف
G گراف از داخلی مسیر یک را ،dG(vi) = ٢ که باشیم داشته ٠ < i < s برای و ٢, dG(vs) > ٢

می�نامیم.

با باشد، B(G) در داخلی مسیر (١ ≤ i ≤ dB(G)(u))P
u
i ،G ∈ T ۶

n ∪ T ٧
n کنید فرض .٧.٣.۴ لم

(١ ≤ l, k ≤ ،P l
u و P k

u گراف دو اگر باشد. می (u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣ که u پایانی رأس
به دارد وجود G̃ ∈ T ۶

n ∪ T ٧
n گرافی آنگاه باشند، داشته وجود |P k

u | ≥ ١, |P l
u| ≥ ٣ که dB(G)(u))

باشد. می EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ که طوری

باشد. می t ≥ ٣, s ≥ ١ که P l
u = uw١ . . . wt و P k

u = uv١ . . . vs کنید فرض برهان.
کنید، فرض dG(w١) ≥ dG(v١) که کنید فرض کلیات از کاستن بدون ،s ≥ ٢, t ≥ ٣ اگر . ١ مرحله
dG(w١) − ٢ و v١ به متصل مستقل یال v١v٢, dG(v١) − ٢ و w١w٢ حذف با G از که گرافی H١

که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به w١ به متصل مستقل یال
مر با H٢ ∼= K١,dG(v١)−٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v١ و w١ های رأس
رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦ H٢(v

′))(w١) ◦ H٢(v
′) و c′ کز

G٠ از که گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠; v١, σ(v)) داریم v ∈ V (G٠)
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. A٧, . . . , A١ های گراف :۵.۴ شکل

استفاده با آنگاه آید. دست به w١ به متصل مستقل یال dG١(w١)−dG١(v١) و w١w٢ یال کردن اضافه با
بدیهی می�باشد. (G١;w١, v) ≻ (G١; v١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از
G̃ ∈ T ۶

n ∪ T ٧ که است بدیهی G̃ = G١ + w١v٢ کنید فرض باشد. می G = G١ + v١v٢ که است
EE(G̃) > EE(G) ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�باشد.

می�باشد.
مسیر که P j

u = ux١ . . . xr کنید فرض dB(G)(u) ≥ ٣ از استفاده با t ≥ ٣, s = ١ اگر . ٢ مرحله
باشد. |P j

u | ≥ ١ که طوری به باشد u پایانی رأس با سومی
می ١ مرحله با مشابه که دارد، وجود P j

u و P l
u مسیر دو صورت دراین |P u

j | ≥ ٢ اگر . ٢ .١ مرحله
آوریم. دست به استرادا مشخصه بیشترین با گرافی توانیم

x٢١ و x١١ کنید فرض باشد. x١ /∈ V (P k
u ) و dB(G)(x١) ≥ ٣ آنگاه |P j

u | = ١ اگر . ٢ .٢ مرحله
گرافی H١ کنید فرض dB(G)(x١) ≥ dB(G)(w١) + ١ اگر باشد. B(G) در x١ با مجاور رأس دو
یال dG(x١) − ٣ و w١ به متصل مستقل یال x١x١, x١x٢, dG(w١) − ٢ و w١w٢ حذف با G از که
رأس که طوری به دارد وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به x١ به متصل مستقل
و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG(w١)−٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و تغیر x١ و w١ های
v ∈ V (G٠)رأس هر برای ۵.٢.۴ (i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١)◦H٢(v

′))(x١)◦H٢(v
′)

اضافه با G٠ از که گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠; x١, σ(v)) داریم
آنگاه آید. دست به x١ به متصل مستقل یال dG(x١) − dG(w١) − ١ و x١x١ + x١x

٢ یال کردن
(G١;x١, v) ≻ (G١;w١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١) رأس هر برای ۵.٢.۴ (ii) لم از استفاده با
دراین G̃ = G١ + w٢x١ کنید فرض باشد. می G = G١ + w١w٢ که است بدیهی می�باشد.
٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�باشد. G̃ ∈ T ۶

n ∪ T ٧ صورت
G از که گرافی H١ کنید فرض باشد، dB(G)(x١) ≤ dB(G)(w١) اگر است. EE(G̃) > EE(G)

مستقل یال dG(x١) − ٣ و w١ به متصل مستقل یال x١x١, x١x٢, dG(w١) − ٢ و w١w٢ حذف با
های رأس که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به x١ به متصل
و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG(x١)−٣ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر x١ و w١
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v ∈ V (G٠)رأس هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١)◦H٢(v
′))(x١)◦H٢(v

′)

اضافه با G٠ از که گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠;x١, σ(v)) داریم
با آنگاه آید. دست به w١ به متصل مستقل یال dG(w١) − dG(x١) + ١ و x١x١ + x١x

٢ یال کردن
می�باشد. (G١;w١, v) ≻ (G١;x١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١)رأس هر برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده
دراین G̃ = G١ + w١x

١ + w١x٢ کنید فرض باشد. می G = G١ + x١x١ + x١x
٢ که است بدیهی

٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�باشد، G̃ ∈ T ۶
n ∪ T ٧ صورت

است. EE(G̃) > EE(G)

داریم. را زیر لم ،٧.٣.۴ لم مشابه استدلال با

B(G) در داخلی مسیر دو P l
u = uw١w٢ و P k

u = uv١v٢ و G ∈ T ۶
n ∪ T ٧ کنید فرض .٨.٣.۴ لم

وجود G̃ ∈ T ۶
n ∪ T ۶

n مانند گرافی آنگاه باشد، w١ ̸= w٢ اگر ،(u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣ که باشد
باشد. EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ که طوری به دارد

مانند گرافی آنگاه .( ۵.۴ شکل در شده داده نشان ) B(G) ∼= A۴ با گرافی G کنید فرض .٩.٣.۴ لم
باشد. می EE(G̃) > EE(G) و B(G̃) ∼= A٣ که طوری به دارد وجود G̃

که باشد u پایانی رأس با B(G) در داخلی مسیر (١ ≤ i ≤ dB(G)(u))P
i
u کنید فرض

طوری به باشند، مسیر دو (١ ≤ l, k ≤ dB(G)(u)) که P l
u و P k

u و (u) ≥ ٣(u ∈ B(G))dB(G)

می t ≤ ٢, s ≥ ١ مرحله ،t ≥ ٣, s ≥ ١ مرحله متمم که این به توجه با باشد. |P k
u | = s, |P l

u| = t که
کنیم. تقسیم زیر مرحله سه به را آن توانیم می ما بنابراین باشد.

(i)s ≥ ٣, t = ٢; (ii)s ≥ ٣, t = ١; (iii)s ≤ ٢, t ≤ ٢.

طوری به آوریم، دست به G̃ مانند گرافی توانیم می ما ۴.٣.۴ لم از استفاده با باشد برقرار (ii) یا (i) اگر
دست به استرادا مشخصه بیشترین با گرافی توانیم می عبارتی به یا باشد. EE(G̃) > EE(G) که
از استفاده با بعلاوه دهیم. شرح را |P i

u| ≤ ١)٢ ≤ i ≤ dB(G)(u)) است کافی فقط اکنون آوریم.
داریم. را زیر نتیجه ٨.٣.۴ و ٧.٣.۴ لم�های

B(G∗) ∼= آنگاه باشد، T ۶
n ∪ T ۶

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .١٠.٣.۴ نتیجه
.(۵.۴ شکل در شده داده (نشان می�باشد Ai, i ∈ {١,٢,٣,۵,۶,٧}

باشد B(G) ∼= Ai, i ∈ {١,٢,٣,۵,۶,٧} در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .١١.٣.۴ لم
درجه بیشترین با w۴ رأس به n− |V (Ai)| اتصال با Ai از G∗ آنگاه ،(۵.۴ شکل در شده داده (نشان

آید. می دست به Ai, i ∈ {١,٢,٣,۵,۶,٧} در

داده نشان ۵.۴ درشکل که A١ از های رأس wi(i ∈ {١,٢,٣,۴,۵}) و B(G∗) ∼= A١ اگر ۵∑برهان.
i=١mi = n−۵ miو ≥ ٠ که باشد. G∗ در مستقل miیال متصل wi هر که کنید فرض است. شده
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کنیم. می مشخص را G∗ = A١(m١,m٢,m٣,m۴,m۵) ما راحتی برای باشد.
فرض باشد. m٢ > ٠,m١ > ٠ مثلا باشد، صفر نا m٣,m٢,m١ از تا دو حداقل اگر .١ مرحله
آنگاه آید. دست به w١ به مستقل های رأس حذف با A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵) از که گراف H١ کنید
از استفاده با دارد. می نگه ثابت را دیگر های رأس و داده تغیر را w٢ و w١ که دارد، وجود اتومورفیزمی

: که داریم ۵.٢.۴ (ii) لم
(A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵);w١) ≻ (A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵);w٢).

دارم: ٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
A١(m١ +m٢,٠,m٣,m۴,m۵) ≻ A١(m١,m٢,m٣,m۴,m۵).

باشد، m٢ = m٣ = ٠ مثلا باشند، صفر m٣,m٢,m١ از دوتا حداقل بنابراین باشد. می تناقض که
می�باشد. G∗ = A١(m١,٠,٠,m۴,m۵) آنگاه

استرادا مشخصه بیشترین با گرافی ١ مرحله استدلال مشابه باشند، ناصفر m۴,m۵ هردو اگر . ٢ مرحله
m۴ = ٠ مثلا باشد، می صفر m۴,m۵ از یکی حداقل بنابراین باشد. می تناقض که آوریم می دست به

می�باشد. G∗ = A١(m١,٠,٠,٠,m۵) انگاه باشد،
یال�های حذف با A١ از که گرافی H١ صورت دراین باشند، ناصفر m١,m۵ دو هر اگر . ٣ مرحله
رأس و داده تغیر را w۵ و w١ های رأس که دارد وجو اتومورفیزمی آنگاه آید. می دست به w٢w۵, w۴w۵

: داریم ۵.٢.۴ (ii) لم از استفاده با دارد. می نگه ثابت را دیگر های
(A١(٠,٠,٠,٠,m۵);w۵) ≻ (A١(٠,٠,٠,٠,m۵);w١).

داریم: ٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
A٠,٠,٠,٠)١,m١ +m۵) ≻ A١(m١,٠,٠,٠,m۵),

توان می مشابه طور به می�باشد. G∗ = A١(٠,٠,٠,٠,m۵) بنابراین باشد. می تناقض نیز همچنین که
کرد. ثابت نیز B(G∗) ∼= Ai(i ∈ {٢,٣,۵,۶,٧}) برای

درجه بیشترین با راسی به مستقل ها رأس n− |V (Ai)| اتصال با Ai از که گراف Ti که کنید فرض
داریم: را زیر های ای جمله چند نیز ١.٢.۴ لم از استفاده با آید. دست به Ai(i ∈ {١,٢,٣,۵,۶,٧}) در

ϕ(T١;x) = xn−۴[x۴ − (n+ ٢)x٢ − ۶x+ ٣(n− ۵)] = xn−۴f١(x);

ϕ(T٢;x) = xn−۴[x۴ − (n+ ٢)x٢ + ۴(n− ۶)] = xn−۴f٢(x);

ϕ(T٣;x) = xn−۶[x۶ − (n+ ٢)x۴ − ۶x٣ + ٣(n− ۴)x٢ + ٢x− (n− ۵)] = xn−۶f٣(x);

ϕ(T۵;x) = xn−۵[x۵ − (n+ ٢)x٣ − ٨x٢ + ٣(n− ٣)x+ ٢(n− ۴)] = xn−۵f۵(x);

ϕ(T۶;x) = xn−۵[x۵ − (n+ ٢)x٣ − ۴x٢ + ۴(n− ۴)x+ ۴] = xn−۵f۶(x);

ϕ(T٧;x) = xn−۶[x۶ − (n+ ٢)x۴ + ۵(n− ۵)x٢ − ٢(n− ٨)] = xn−۶f٧(x).

باشد، Tn در گراف یک G کنید فرض .١٢.٣.۴ قضیه
باشد. G ∼= T۵ اگر و فقط و اگر شود، می قرار بر تساوی ،EE(G) ≤ EE(T۵) ،۴ ≤ n ≤ ٩ اگر (i)
باشد. G ∼= T١ اگر فقط و اگر شود، می قرار بر تساوی EE(G) ≤ EE(T١) آنگاه n ≥ ١٠ اگر (ii)
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. ۴ ≤ n ≤ ١۵ برای T١, T٢, T٣, T۴, T۶, T٧ های گراف استرادا مشخصه :١.۴ جدول
n EE(T١) EE(T٢) EE(T٣) EE(T۵) EE(T۶) EE(T٧)

n = ۴ - - - ١٩.۶٠۶٧ - -
n = ۵ ٢٢.۵٨٨٧ - ٢٢.٧۴٢١ ٢٣.٠٠٢۵ ١٩.۶٣٢٧ -
n = ۶ ٢۶.٠٣٩۵ ٢٠.٩٧٧٩ ٢۵.١۶۵٣ ٢۶.٣۶۶۶ ٢٢.۵۶۶٩ ٢٠.١٣٩٠
n = ٧ ٢٩.٧٨۶٢ ٢۴.٠٩٧۶ ٢٨.٨٨٣٢ ٣٠.٠٢٧۶ ٢۵.٨۴۶٣ ٢٢.۶٩٨٣
n = ٨ ٣٣.٨۵۴۵ ٢٧.۴٩٢١ ٣٢.٩٢١۵ ٣۴.٠١٠۶ ٢٩.۴١١۶ ٢۵.۶٠٣١
n = ٩ ٣٨.٢٧١٨ ٣١.١٨۵٩ ٣٧.٣٠٧۵ ٣٨.٣۴٢۴ ٣٣.٢٨٨٢ ٣٣.٢٨٨٢
n = ١٠ ۴٣.٠۶٧۴ ٣۵.٢٠۵۴ ۴٢.٠٧٠۵ ۴٣.٠۶٣۴ ٣٧.۵٠٣١ ٣۶.۵۶٣٨
n = ١١ ۴٨.٢٧٢۴ ٣٩.۵٧٨۶ ۴٧.٢۴١۵ ۴٨.١٩٩٣ ۴٢.٠٨۴٩ ۴٠.٨٨٣۵
n = ١٢ ۵٣.٩٢٠١ ۴۴.٣٣۵۴ ۵٢.٨۵٣۶ ۵٣.٧٧۴۶ ۴٧.٠۶۴٢ ۴٠.٨٨٣۵
n = ١٣ ۶٠.٠۴۵۵ ۴٩.۵٠٧۶ ۵٨.٩۴٢١ ۵٩.٨٢۴٢ ۵٢.۴٧٣٧ ۴۵.۵٨۴۴
n = ١۴ ۶۶.۶٨۶٢ ۵۵.١٢٩٢ ۶۵.۵۴۴٣ ۶۶.٣٨۵۶ ۵٨.٣۴٧٩ ۵٠.۶٩٨٢
n = ١۵ ٧٣.٨٨١ ۶١.٢٣۶٠ ٧٢.۶٩٩٨ ۶۶.٣٨۵۶ ۶۴.٧٢٣٧ ۵۶.٢۵٨٧٩

باشد. می برقرار (i) ،١.۴ جدول از استفاده با برهان.
مثبت و صحیح عدد هر برای که ببینیم توانیم می مستقیم محاسبه از استفاده با (ii) اثبات برای بنابراین
n ≥ N٠ که کنید فرض زیر در باشد. می برقرار نتیجه N٠ = ١٠٠ مثال برای N٠ بزرگ کافی اندازه به و

باشد.
می�باشد. λ١(T١) >

√
n− ١ آنگاه f١(

√
n− ١ = −١٢−

√
n− ١ < ٠ داریم اولا

،٠ مضرب که ±
√
٣,٠ با برابر T١ −w۴ گراف ویژه مقادیر که بینیم می محاسبه از استفاده با راحتی به

A(T١) و A(T١ − w۴) ویژه مقادیر های ویژگی از استفاده با باشد. می یک مضارب بقیه و n − ٣
آنگاه باشد. می λi(T١) ≥ λi(T١ − w۴) داریم [٢] از i = ٢,٣, . . . , n− ١ برای

EE(T١) =
n∑

i=١
eλi(T١) > eλ١(T١) +

n−١∑
i=٢

eλi(T١−w۴)

> e
√
n−١ + (n− ٣) + e

√
٣ + e−

√
٣ = H١.

باشد. می i = ٢, . . . ,٧ برای EE(T١) > EE(Fi) دهیم می نشان حال

باشد می ±
√

n+٢−
√

n١٢−٢n+١٠٠
٢ ,±

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ با ابر بر f٢(x) = ٠ جواب که دانیم می

حال باشد. می یک مضارب بقیه و n− ٣ ،٠ مضرب که ±٢,٠ ویژه مقادیر دارای T٢ − w۴ گراف و
پس می�باشد، λi(T٢) ≤ λi−١(T٢ − w۴) : داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده با
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بنابراین

EE(T٢) =
n∑

i=١
eλi(T٢)

= eλ١(T٢) +
n∑

i=٢
eλi(T٢) < eλ١(T٢) +

n−١∑
i=١

eλi(T٢−w۴)

= e

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ + (n− ٣) + e٢ + e−٢ = H٢.

آنگاه e
√
n−١ − e

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ + e

√
٣ − e٢ > ٠ داریم n ≥ ٢۴ برای که این به توجه با اکنون

H١ −H٢ = e
√
n−١ − e

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ + e

√
٣ + e−

√
٣ − e٢ − e−٢

> e
√
n−١ − e

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ + e

√
٣ − e٢ > ٠.

می�باشد. EE(T١) > EE(T٢) بنابراین
،٠ مضرب که ±٢,٠ با برابر T۶ − w۴ گراف ویژه مقادیر که بینیم می مستقیم محاسبه از استفاده با

n ≥ ١٠١ برای باشد. می یک مضارب بقیه و n− ٣

f

(√
n− ٣

٢

)
=

٢n− ۴٣
۴

√
n− ٣

٢ − ۴n+ ١٠ > ٠ (١.۴)

f (
√
n− ٢) = −٨

√
n− ٢− ۴n+ ١٢ < ٠ (٢.۴)

f (١) = ٣n− ١٣ > ٠. (٣.۴)

می�باشد. λ٢(T۶) ≤ λ١(T۶ − w۴) = ٢ که داریم T۶ و T۶ − w۴ ویژه مقادیر خواص از استفاده با

λi(T۶) ≤ واقعیت این با مشابه طور به ٢ < λ١(T۶) <
√
n− ٣

٢ داریم ۶ و ۴ از استفاده با بنابراین
می�باشد. برقرار i = ٢,٣, . . . , n برای که λi−١(T۶ − w۴)

EE(T۶) =
n∑

i=١
eλi(T۶) ≤ eλ١(T۶) +

n−١∑
i=١

eλi(T۶−w۴)

< e
√

n− ٣
٢ + (n− ٣) + e٢ + e−٢ = H۶.

e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + (n− ٣) + e
√
٣ − e−٢ > ٠ داریم n ≥ ١١ برای که این به جه تو با

H١ −H۶ = e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + e
√
٣ + e−

√
٣ − e٢ − e−٢

> e
√
n−١ − e

√
n+٢+

√
n١٢+٢n+١٠٠
٢ + e

√
٣ − e٢ > ٠.
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می�باشد. EE(T١) > EE(T۶) بنابراین
n ≥ ١۴ برای کنید توجه اکنون

f٧(

√
n− ٣

٢) =
(
n− ٣

٢

)(
٣
٢n− ٧٩

۴

)
− ٢n+ ١۶ > ٠.

است. EE(T١) > EE(T٧) که داد نشان توان می بالا اثبات با مشابه طور به
آنگاه f١(x) = x۴ − (n + ٢)x٢ + ٣(n − ۵) − ۶

√
n− ١ + ۶

√
n− ١ − ۶x که دانیم می ثانیاً

با برابر x۴ − (n+ ٢)x٢ + ٣(n− ۵)− ۶
√
n− ١ = ٠ از x١ جواب ماکسیمم

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١).

که دید توان می آسانی به

n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴
√
n− ١ = (n− ۴)٢ + ۴٨+ ٢۴

√
n− ١ < (n− ۴)٢,

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١) <

√
n− ١,

f١(x١) = ۶
√
n− ١− ۶

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١) < ٠,

آنگاه

λ١(T١) >
√
n− ١− ۶

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١).

که طوری به دارد وجود ϵ مانند مثبتی و صحیح عدد f١(x) دادن ادامه با درنتیجه

λ١(T١) >
√
n− ١− ۶

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١) + ϵ٠.

آنگاه

EE(T١) =
n∑

i=١
eλi(T١) > eλ١(T١) +

n−١∑
i=١

eλi(T١−w۴) (۴.۴)

≥ e
√
n−١−۶

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)+ϵ٠

+ (n− ٣) + e
√
٣ + e−

√
٣ = H ′

١.

(۵.۴)



۴۴ استرادا مشخصه بیشترین با دور سه گراف�های .۴

n ≥ ١٢ برای

f٣(x١) = ۶

√
١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١)− ٢n− ١۶ (۶.۴)

− ۴
√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١ (٧.۴)

+ ۶

√
١
٢(n− ١)(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١) (٨.۴)

f٣(
√
n− ١) = −(۶n− ٨)−

√
n− ١− ١٠n+ ١۴ < ٠ (٩.۴)

f(١)٣ = n− ١٢ ≥ ٠. (١٠.۴)

مضرب که ١,٠−,٢ با برابر T۵ − w۴ گراف ویژه مقادیر که بینیم می محاسبه از استفاده با راحتی به
T۵ − w۴ ویژه مقادیر خواص از استفاده با باشد. می یک نیز ٢ مضرب و n− ۴ ،٠ مضرب و دو −١
داریم ١۶ و (١٢− ١۴) از استفاده با بنابراین می�باشد. λ٢(T۵) ≤ λ١(T۵ −w۴) = ٢ که داریم T۵ و

واقعیت این با مشابه طور به ٢ < λ١(T۵) <
√

١
٢(n+ ٢+

√
n٢ − ٨n+ ۶۴+ ٢۴

√
n− ١)

باشد. می قرار بر ،i = ٢,٣, . . . , n برای که λi(T۵) ≤ λi−١(T۵ − w۴)

EE(T۵) =
n∑

i=١
eλi(T۵) ≤ eλ١(T۵) +

n−١∑
i=١

eλi(T۵−w۴)

< e

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)

+ (n− ۴) + e٢ + ٢e−١ = H۵.

داریم باشد) می مثبت صحیح عدد یک N١(ϵ٠) (که n ≥ N١(ϵ٠) برای

H ′
١ −H۵ = e

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)+ϵ٠ − e

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)

+ ١+ e
√
٣

+ e−
√
٣ − e٢ − ٢e−١

> e

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)+ϵ٠ − e

√
١
٢ (n+٢+

√
n٨−٢n+۶۴+٢۴

√
n−١)

+ e
√
٣

+ e−
√
٣ − e٢ > ٠.

EE(T١) > EE(T٣) داد نشان توان می مشابه طور به است. EE(T١) > EE(T۵) بنابراین
می�باشد.



۵ فصل

مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های
استرادا

مقدمه ١.۵

مشخصه بیشترین با دور سه گراف�های [٣٢] در و استرادا مشخصه بیشترین دور دو گراف�های [٢٧] در
Fn در را استرادا مشخصه بیشترین با دور چهار با گراف�های فصل دراین کرده. مشخص را استرادا

می�کنیم. مشخص

استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های ٢.۵

است روشن می�کنیم. مشخص B(G) با را چهار مینیمال با G از ی ها گراف زیر G ∈ Fn گراف برای
B(G) از می�تواند G و نمی�باشد مستقل رأس شامل که ها گراف دور چهار از یکتای گراف زیر B(G) که
ع نو سه شکل به دور چهار با گراف�های آید. دست به آن های رأس بعضی به های درخت اتصال با

:( شده داده نشان ٣.۵-١.۵ درشکل (که زیرمی�باشند.

G۴
j (j = ١, . . . ,٩), G۵

j (j = ١, . . . ,٢١), G۶
j (j = ١, . . . ,١۴).

کنید: فرض
F۴

n = {G|B(G) ∼= G۴
j , j ∈ {١, . . . ,٩}}; F۵

n = {G|B(G) ∼= G۵
j , j ∈ {١, . . . ,٢١}};

F۶
n = {G|B(G) ∼= G۶

j , j ∈ {١, ...,١۴}}.

داریم. را زیر های لم ۴.٢.۴ لم تکرار با می�باشد. Fn = T ۴
n ∪ F۵

n ∪ F۶
n

های رأس اتصال از G∗ آنگاه باشد، Fn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .١.٢.۵ لم
می�آید. دست به خود های پایه به مستقل

۴۵



۴۶ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

.G۴
j (j = ١, . . . ,٩) گراف�های :١.۵ شکل

.G۵
j (j = ١, . . . ,٢١) گراف�های :٢.۵ شکل

B(G∗) ∼= G۴
j , j ∈ آنگاه باشد، F۴

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر (i) .٢.٢.۵ لم
می�باشد. {١,٢,٣}



۴٧ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .٢.۵

.G۶
j (j = ١, . . . ,١۴) گراف�های :٣.۵ شکل

B(G∗) ∼= G۵
j , j ∈ {١,٢, . . . ,١٢} آنگاه F۵باشد،

n در استرادا مشخصه بیشترین با ∗Gگرافی اگر (ii)
می�باشد.

B(G∗) ∼= G۶
j , j ∈ {١,٢, . . . ,٩} آنگاه F۶باشد،

n در استرادا مشخصه بیشترین با ∗Gگرافی اگر (iii)
می�باشد.

وجود F۵
n از G٢ مانند گراف آنگاه باشد، F۴

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G١ اگر .٣.٢.۵ لم
باشد. EE(G٢) > EE(G١) که طوری به دارد

B(G١) ∼= اگر می�باشد. B(G١) ∼= G۴
j , j ∈ {١,٢,٣} که می�دانیم ٢.٢.۵(i) لم از استفاده با برهان.

کاستن بدون . (١.۵ درشکل شده داده باشد(نشان uv, vt, uw,ws ∈ E(G١) کنید فرض باشد، G۴
١

باشد. dG١(w) ≥ dG١(v) که کنید فرض کلیات از
dG١(v)−٢ و w به متصل مستقل یال dG١(w)−٢ و ws, vtحذف با G١ از که گرافی H١ کنید فرض
رأس که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت دراین آید. دست به v به متصل مستقل یال
و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG١ (v)−٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و تغیر v و w های
x ∈ V (G٠) رأس هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v) ◦H٢(v′))(w) ◦H٢(v

′)

کردن اضافه با G٠ از که گرافی G٣ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w, x) = (G٠; v, σ(x)) داریم
برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با آنگاه آید. دست به w به متصل مستقل یال dG١(w)−dG١(v) و ws یال
G١ = G٣+vt که است بدیهی می�باشد. (G٣;w, x) ≻ (G٣; v, σ(x)) که داریم x ∈ V (G٣)رأس هر
استفاده با بنابراین می�باشد. G٢ ∈ F۵

n صورت دراین که باشد G٢ = G٣ + wt کنید فرض می�باشد.
یا B(G١) ∼= G۴

٢ برای می�توان مشابه استدلال با است. EE(G٢) > EE(G١) داریم ٢.٢.۴ لم از
می�باشد. کامل اثبات ۴.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین کرد. ثابت نیز B(G١) ∼= G۴

٣

B(G∗) ∼= G۵
j (j ∈ آنگاه باشد، Fn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .۴.٢.۵ نتیجه

می�باشد. B(G∗) ∼= G۶
j (j ∈ {١,٢, . . . ,٩}) یا {١,٢, . . . ,١٢})



۴٨ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

رأس با B(G)باشد، در داخلی مسیر (١ ≤ i ≤ dB(G)(u))P
u
i ،G ∈ F۵

n∪F۶
n فرضکنید .۵.٢.۵ لم

(١ ≤ l, k ≤ dB(G)(u)) ،P l
u و P k

u گراف دو اگر می�باشد. (u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣ که u پایانی
که طوری به دارد وجود G̃ ∈ F۵

n ∪ F۶
n گرافی آنگاه باشند، داشته وجود |P k

u | ≥ ١, |P l
u| ≥ ٣ که

می�باشد. EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١

می�باشد. t ≥ ٣, s ≥ ١ که P l
u = uw١ . . . wt و P k

u = uv١ . . . vs کنید فرض برهان.
فرض باشد. dG(w١) ≥ dG(v١) که کنید فرض کلیات از کاستن بدون ،s ≥ ٢, t ≥ ٣ اگر . ١ مرحله
و v١ به متصل مستقل یال dG(v١)− ٣ و w١w٢, v١v٢, uw١, uw٢, حذف با G از که گرافی H١ کنید
به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت دراین آید. دست به w١ به متصل مستقل یال dG(w١)− ٣
H٢ ∼= K١,dG(v١)−٣ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و تغیر v١ و w١ های رأس که طوری
هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦ H٢(v

′))(w١) ◦ H٢(v
′) و c′ کز مر با

از که گرافی G١ کنید فرض همچنین است. (G٠;w١, v) = (G٠; v١, σ(v)) داریم v ∈ V (G٠) رأس
آید. دست به w١ به متصل مستقل یال dG١(w١) − dG١(v١) و w١w٢, v١v٢ یال کردن اضافه با G٠

(G١;w١, v) ≻ (G١; v١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١) رأس هر برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با آنگاه
دراین G̃ = G١ +w١k+ v١t کنید فرض می�باشد. G = G١ + uv١ + uw١ که است بدیهی می�باشد.
،٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�باشد. G̃ ∈ F۵

n ∪ F۶ صورت
است. EE(G̃) > EE(G)

مسیر که P j
u = ux١ . . . xr کنید فرض dB(G)(u) ≥ ٣ از استفاده با t ≥ ٣, s = ١ اگر . ٢ مرحله

باشد. |P j
u | ≥ ١ که طوری به باشد، u پایانی رأس با سومی

می�توانیم ١ مرحله با مشابه که دارد، وجود P j
u و P l

u مسیر دو صورت دراین |P u
j | ≥ ٢ اگر . ٢ .١ مرحله

آوریم. دست به استرادا مشخصه بیشترین با گرافی
دو x٢١ و x١١ کنید فرض باشد. x١ /∈ V (P u

k ) و dB(G)(x١) ≥ ٣ آنگاه |P j
u | = ١ اگر . ٢ .٢ مرحله

گرافی H١ کنید فرض باشد، dB(G)(x١) ≥ dB(G)(w١) + ١ اگر باشد. B(G) در x١ با مجاور رأس
dG(x١) − ٣ و w١ به متصل مستقل یال x١x٢, dG(w١) − ٢ و w١w٢, yx١, x١z حذف با G از که
که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به x١ به متصل مستقل یال
H٢ ∼= K١, dG(w١) − ٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و تغیر x١ و w١ های رأس
هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦ H٢(v

′))(x١) ◦ H٢(v
′) و c′ کز مر با

گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠; x١, σ(v)) داریم v ∈ V (G٠) رأس
آید. دست به x١ به متصل مستقل یال dG(x١) − dG(w١) − ١ و x١y یال کردن اضافه با G٠ از که
(G١;x١, v) ≻ (G١;w١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١) رأس هر برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با آنگاه
G̃ = G١ + w١l + x١s کنید فرض می�باشد. G = G١ + x١z + w١w٢ که است بدیهی می�باشد.
از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ است، G̃ ∈ F۵

n ∪ F۶ صورت دراین باشد،
از که گرافی H١ کنید فرض ،dB(G)(x١) ≤ dB(G)(w١) می�باشد. EE(G̃) > EE(G) ٢.٢.۴ لم
یال dG(x١) − ٣ و w١ به متصل مستقل یال yx١, x١z, dG(w١) − ٣ و w١k, w١w٢ حذف با G
رأس که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به x١ به متصل مستقل



۴٩ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .٢.۵

و c′ کز مر با H٢ ∼= K١,dG(w١)−٣ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و تغیر x١ و w١ های
v ∈ V (G٠)رأس هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١)◦H٢(v

′))(x١)◦H٢(v
′)

اضافه با G٠ از که گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠;x١, σ(v)) داریم
لم از استفاده با آنگاه آید. دست به x١ به متصل مستقل یال dG(w١)− dG(x١) و x١z, w١k یال کردن
است بدیهی است. (G١;x١, v) ≻ (G١;w١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١) رأس هر برای ۵.٢.۴(ii)
G̃ ∈ F۶

n ∪F٧ صورت دراین G̃ = G١+w١l+x١s کنید فرض است. G = G١+x١y+w١w١ که
EE(G̃) > EE(G) ،٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�یاشد،

است.

داریم. را زیر لم ۵.٢.۵ لم مشابه استدلال با

B(G) در داخلی مسیر دو P l
u = uw١w٢ و P k

u = uv١v٢ و G ∈ F۵
n ∪ F۶ کنید فرض .۶.٢.۵ لم

وجود G̃ ∈ F۵
n ∪F۶

n مانند گرافی آنگاه باشد، w١ ̸= w٢ اگر ،(u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣ که باشد،
باشد. EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ که طوری به دارد

.A٢١, . . . , A١ گراف�های :۴.۵ شکل

داریم. را زیر نتیجه ۶.٢.۵ های لم از استفاده با

B(G∗) ∼= Ai, i ∈ آنگاه باشد، F۵
n ∪F۶

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .٧.٢.۵ نتیجه
.(۴.۵ شکل در شده داده می�باشد(نشان {١,٢, . . . ,٢۵}



۵٠ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

باشد B(G) ∼= Ai, i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵} در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .٨.٢.۵ لم
درجه بیشترین با w٣ رأس به n− |V (Ai)| اتصال با Ai از G∗ آنگاه ،(۴.۵ شکل در شده داده (نشان

می�آید. دست به Ai, i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵} در

۴.۵ درشکل که A١ از های رأس wi(i ∈ {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧}) و B(G∗) ∼= A١ اگر برهان.
و mi ≥ ٠ که باشد. G∗ در مستقل یال mi متصل wi هر که کنید فرض است. شده داده نشان
مشخص را G∗ = A١(m١,m٢,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧) ما راحتی برای باشد.

∑٧
i=١mi = n − ٧

می�کنیم.
از که گراف H١ کنید فرض باشد. صفر نا m١,m٢,m۴,m۵,m۶,m٧ از تا پنج حداقل اگر .١ مرحله
مورفیزمی اتو آنگاه آید. دست به w١ به مستقل های رأس حذف با A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧)

داریم ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با می�دارد. نگه ثابت را دیگر های رأس و تغیر را w٢ و w١ که دارد، وجود
: که

(A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧);w١) ≻ (A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧);w٢).

دارم: ،٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
A١(m١ +m٢,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧) ≻ A١(m١,m٢,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧).

از کاستن بدون باشند، صفر m۴,m۵,m۶,m٧,m٢,m١نا از چهارتا حداقل بنابراین تناقضمی�باشد. که
سه اگرحداقل رسیم. تناقضمی به قبل مشابه استدلال با آنگاه m٢باشد، = m۴ = ٠ کنید فرض کلیات
m٢,m۴,m۵,m٧ همه تا می�دهیم ادامه را استدلال این باشند. صفر m۴,m۵,m۶,m٧,m٢,m١نا از تا
G∗ = A١(m١,٠,m٣,٠,٠,٠,٠) m٢ = m۴ = m۵ = m۶ = m٧ = ٠ عبارتی به یا شوند، صفر
های یال حذف با A١ از که گرافی H١ صورت دراین باشند، ناصفر m١,m٣ دو هر اگر باشد.
w٣ و w١ های رأس که دارد وجو اتومورفیزمی آنگاه می�آید. دست به w٢w٣, w۴w٣, w۵w٣, w۶w٣

داریم ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با می�دارد. نگه ثابت را دیگر های رأس و تغیر را
(A١(٠,٠,m٣,٠,٠,٠,٠);w٣) ≻ (A١(٠,٠,m٣,٠,٠,٠,٠);w١).

داریم ،٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
A٠,٠)١,m١ +m٣,٠,٠,٠,٠) ≻ A١(m١,٠,m٣,٠,٠,٠,٠),

می�توان مشابه طور به ∗Gاست. = A١(٠,٠,m٣,٠,٠,٠,٠) بنابراین تناقضمی�باشد. نیز همچنین که
کرد. ثابت نیز B(G∗) ∼= Ai(i ∈ {٢,٣, . . . ,٢۵}) برای

درجه بیشترین با راسی به مستقل ها رأس n− |V (Ai)| اتصال با Ai از که گراف Fi که کنید فرض
ϕ(Fi; x) های ای جمله چند نیز ١.٢.۴ لم از استفاده با آید. دست به Ai(i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵}) در
را i = ٧,٨, ...,٢۵ برای ϕ(Fi;x) می�توانید می�آوریم. دست به زیر صورت به i = ١,٢, ...,۶ برای

ببینید. آ� پیوست در

ϕ(F١; x) = xn−٧[x٧ − (n+ ٣)x۵ − ٨x۴ + (۴n− ١٢)x٣ + ١۶x٢ − (۴n− ٢٨)x]

= xn−٧f١(x);



۵١ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .٢.۵

ϕ(F٢; x) = xn−٩[x٩ − (n+ ٣)x٧ + (٧n− ۶٣)x۵ − (١٢n− ١٠٨)x٣]

= xn−٩f٢(x);

ϕ(F٣;x) = xn−٨[x٨ − (n+ ٣)x۶ − ۴x۵ + (۵n− ١٩)x۴ + ١٢x٣ − (۶n− ۴٨)x٢]

= xn−٨f٣(x);

ϕ(F۴; x) = xn−٧[x٧ − (n+ ٣)x۵ − ٨x۴ + (۵n− ١۶)x٣ + (٢n+ ١٢)x٢]

= xn−٧f۴(x);

ϕ(F۵;x) = xn−٧[x٧ − (n+ ٣)x۵ − ٨x۴ + (۶n− ٢١)x٣ + (۴n+ ۴)x٢ − (٩n− ۵٩)x٢

− (١٢n− ۶٨)] = xn−٧f۵(x);

ϕ(F۶; x) = xn−٩[x٩ − (n+ ۵)x٧ − ۴x۶ + (٩n− ٢۶)x۵ + (٢n+ ٨)x۴ − (٢٣n− ١۴٩)x٣

− (١٢n− ٩٨)x٢ + (١۵− ١٢٣)x] = xn−٩f۶(x).

همچنین می�کنند. بازی اصلی قضیه اثبات در کلیدی نقش i = ١,٢, ...,٢۵ برای ϕ(Fi; x) که کنید توجه
است. شده محاسبه ١.۵ جدول در i = ١,٢, ...,٢۵ برای EE(Fi) استرادا مشخصه

کنیم. اثبات و بیان زیر قضیه در را اصلی نتیجه می�خواهیم ما اکنون

بر تساوی EE(G) ≤ EE(F١) آنگاه n ≥ ٧ و باشد Fn در گراف یک G کنید فرض .٩.٢.۵ قضیه
باشد. G ∼= F١ اگر فقط و اگر می�شود، قرار

n ≥ ٣ برای که ببینیم، می�توانیم مستقیم محاسبه از استفاده با برهان.

f١(
√
n− ١) = −(n+ ٣)(n− ١) ۵

٢ + (۴n− ١٢)x ٣
٢ + (n− ١) ٧

٢

−
√
n− ١(۴n− ٢٨)− ٨(n− ٢(١ + ١۶n− ١۶ < ٠

که می�بینیم محاسبه از استفاده با راحتی به می�باشد. λ١(F١) >
√
n− ١ که دارد براین دلالت این و

می�باشد. دو −
√
٢ و

√
٢ مضرب و n−۵ ،٠ مضرب که ٠ ،±

√
٢ با برابر F١−w٣ گراف ویژه مقادیر

داریم [٢] از i = ٢,٣, . . . , n− ١ برای A(F١) و A(F١ −w٣) ویژه مقادیر های ویژگی از استفاده با
آنگاه می�باشد. λi(F١) ≥ λi(F١ − w٣)

EE(F١) =
n∑

i=١
eλi(F١) > eλ١(F١) +

n−١∑
i=٢

eλi(F١−w٣)

> e
√
n−١ + (n− ۵) + ٢e

√
٢ + ٢e−

√
٢ = H١.

می�باشد EE(F١) > EE(Fi) ، i = ٢, . . . ,٢۵ برای می�دهیم نشان حال
مشابه طور به نیز هم دیگر موارد بقیه می�کنیم، ثابت i = ٢,٣,۴,۵,۶ برای فقط اینجا در ما که

می�شوند. اثبات



۵٢ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

.٧ ≤ n ≤ ٩ ،i = ١,٢, ...,٢۵ برای Fi گراف�های استرادای مشخصه :١.۵ جدول
EE(Fi) n = ٧ n = ٨ n = ٩
EE(F١) ٣٢.٢١۶ ٣۶.۴١٣ ۴٠.٩٩۶
EE(F٢) ٣٢.٠١۴ ٣۴.۶۵٧ ٣٨.٠٧٧
EE(F٣) ٢۶.۵٨۵ ٣١.۵١٢ ٣۵.۴۶۶
EE(F۴) ٣٠.۶٨٠ ٣۴.۴٢٧ ٣٧.٢۵٣
EE(F۵) ٢٩.۴٧۵ ٣٢.٨١٢ ٣۵.۴٣٣
EE(F۶) ٢۶.٩١٧ ٣٠.٢٩١ ٣٣.٨٨١
EE(F٧) ٢٢.٨٧۴ ٢۴.٩١٧ ٢٩.٨٨١
EE(F٨) ٢٣.١٣٣ ٢۶.٢١٧ ٢٨.۶١٠
EE(F٩) ٢۶.٢٧٩ ٢۶.١٧۴ ٣٣.٨٨١
EE(F١٠) ٢٢.١٣۶ ٢۵.٨٩٩ ٣٠.٩۶۴
EE(F١١) ٢۵.٧٩٨ ١٨.۵۴٩ ١٩.٣۶۵
EE(F١٢) ٢١.٨٧٠ ٢۴.٣٧٧ ٢٨.۶١٢
EE(F١٣) ٢١.۶۶٨ ٢۴.٨۶٧ ٢٧.۶۶۵
EE(F١۴) ١٩.٨٨٨ ١۴.۶۵٨ ١۶.٨٨٣
EE(F١۵) ١٨.٣٠٢ ١٧.١٩٨ ١٩.١۵٨
EE(F١۶) ١١.۵٠٠ ٣.۴۴۵ ٢.٠۴۶
EE(F١٧) ١ ١٠.۶۵٣ ١١.٧١٣
EE(F١٨) ١.٠٧٣ ٣.٣۴٣ ٣.۵٠٧
EE(F١٩) ٠.۵٩۴ ٢١.٢۵۶ ٢٣.٢٢۵
EE(F٢٠) ٠.۴٩۶ ١٠.۶٢٨ ١١.۵٢۴
EE(F٢١) ٠.٧١٧ ٩.١۵١ ١٠.۶٢٣
EE(F٢٢) ٠.۶٣٠ ١٩.۶٨٣ ٢١.٧۴٨
EE(F٢٣) ٠.۵٩۴ ٧.۵٩٢ ۶.٩٧٣
EE(F٢۴) ۴.۵۵٣ ٠.٧٩٠ ١.٧٩٧
EE(F٢۵) ٠.٨۴٠ ٩.۶٧٢ ١٠.۶١١

i = ٢ •

،٠ مضرب که ٠، ±٢ ،±
√
٣ ،F٢ − w٣ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با

داریم n ≥ ٢ برای می�باشد. یک مضارب بقیه و n− ٨

f٢(

√
n− ٣

٢) = −(n+ ٣)(n− ٣
٢)

٧
٢ + (٧n− ٢۵)(n− ٣

٢)
۵
٢

+ (n− ٣
٢)

٩
٢ − (١٢n− ٧٨)(n− ٣

٢)
٣
٢ − ٢

√
n− ٣

٢ > ٠.



۵٣ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .٢.۵

،٠ ≤ n ≤ ٨ برای و
f(١)٢ = −۶n+ ۵۴ > ٠.

بعلاوه می�باشد. λ٢(F٢) ≤ λ١(F٢ −w٣) = ٢ داریم F٢ و F٢ −w٣ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

از استفاده با مشابه طور به حال ٢ < λ١(F٢) <
√
n− ٣

٢ که داریم f(١)٢ = −۶n+ ۵۴ > ٠ چون
: بنابراین پس λi(F٣) ≤ λi−١(F٢ − w٣) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این

EE(F٢) =
n∑

i=١
eλi(F٢) ≤ eλ١(F٢) +

n−١∑
i=١

eλi(F٢−w٣)

< e
√

n− ٣
٢ + (n− ٧) + e٢ + e−٢ + e

√
٣ + e−

√
٣ = H٢.

داریم، n ≥ ١۵ برای که این به توجه با اکنون

e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + ٢e
√
٢ + ٢e−

√
٢ − e٢ − e−٢ − e

√
٣ − e−

√
٣ + ٢ > ٠.

آنگاه

H١ −H٢ = e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + ٢e
√
٢ + ٢e−

√
٢ − e٢ − e−٢ − e

√
٣ − e−

√
٣ + ٢.

می�باشد. EE(F١) > EE(F٢) بنابراین H١ −H٢ > ٠ آنگاه

i = ٣ •

،٠ مضرب که ±
√
٣ ،±

√
٢ ،F٣ − w٣ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با

می�باشد. یک مضارب بقیه و n− ۶
داریم n ≥ ١٢٢ برای

f٣(

√
n− ٣

٢) =
n٣

٢ − ۴(n− ٣
٢)

۵
٢ − ٧٩n٢

۴ + ١٢(n− ٣
٢)

٣
٢ +

٧۵٩n
٨ − ١۵٩٣

١۶ > ٠.

٠ ≤ n ≤ ۵ برای و
f(١)٣ = −٢n+ ١١ > ٠.

می�باشد. λ٢(F٣) ≤ λ١(F٣ − w٣) =
√
٣ داریم F٣ و F٣ − w٣ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

با مشابه طور به حال
√
٣ < λ١(F٣) <

√
n− ٣

٢ که داریم f(١)٢ = −۶n + ۵۴ > ٠ چون بعلاوه
: بنابراین پس λi(F٣) ≤ λi−١(F٣ − w٣) داریم، i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده

EE(F٣) =
n∑

i=١
eλi(F٣) ≤ eλ١(F٣) +

n−١∑
i=١

eλi(F٣−w٣)

< e
√

n− ٣
٢ + (n− ۶) + e

√
٣ + e

√
٢ + e−

√
٢ + e−

√
٣ = H٣.



۵۴ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

e
√
n−١−e

√
n− ٣

٢ +e
√
٢+e−

√
٢−e

√
٣−e−

√
١+٣ > ٠ داریم، n ≥ ٢ برای که این به توجه با اکنون

آنگاه

H١ −H٣ = e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + e
√
٢ + e−

√
٢ − e

√
٣ − e−

√
٣ + ١.

می�باشد. EE(F١) > EE(F٣) بنابراین H١ −H٣ > ٠ آنگاه

i = ۴ •

مضرب که ٠ ، ٢ ،−١ ،±
√
٢ ،F۴ − w٣ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با

داریم: n ≥ ٢ برای می�باشد. یک مضارب بقیه و n− ۶ ،٠ مضرب و دو −١

f۴(

√
n− ٣

٢) = −(n+ ٣)(n− ٣
٢)

۵
٢ + (۵n− ١۶)(n− ٣

٢)
٣
٢ + (n− ٣

٢)
٧
٢

+ (n− ٣
٢)(٢n+ ١٢)−

√
n− ٣

٢(۶n− ۵٠)− ٨(n− ٣
٢)

٢ > ٠.

٠ ≤ n ≤ ١۵ برای و
f۴(١) = −۴n+ ۶۴ > ٠.

بعلاوه می�باشد. λ٢(F۴) ≤ λ١(F۴ −w٣) = ٢ داریم F۴ و F۴ −w٣ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

از استفاده با مشابه طور به حال ٢ < λ١(F۴) <
√
n− ٣

٢ که داریم f۴(١) = −۴n+ ۶۴ > ٠ چون
: بنابراین پس λi(F۴) ≤ λi−١(F۴ − w٣) داریم، i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این

EE(F۴) =
n∑

i=١
eλi(F۴) ≤ eλ١(F۴) +

n−١∑
i=١

eλi(F۴−w٣)

< e
√

n− ٣
٢ + (n− ۶) + ٢e−١ + e٢ + e−

√
٢ + e

√
٢ = H۴.

داریم n ≥ ١۶ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + e
√
٢ + e−

√
٢ − ٢e−١ − e٢ + ١ > ٠.

آنگاه
H١ −H۴ = e

√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + e
√
٢ + e−

√
٢ − ٢e−١ − e٢ + ١.

می�باشد. EE(F١) > EE(F۴) بنابراین H١ −H۴ > ٠

i = ۵ •

و چهار −١ مضرب که −١ ،٢ ،F۵ − w٣ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با
داریم n ≥ ٢٩ برای می�باشد. دو ٢ مضرب

f۵(

√
n− ٣

٢) = −(n+ ٣)(n− ٣
٢)

۵
٢ + (۶n− ٢١)(n− ٣

٢)
٣
٢ + (n− ٣

٢)
٧
٢ + (n− ٣

٢)(۴n+ ۴)

−
√
n− ٣

٩)٢n− ۵۶)− ٨(n− ٣
٢)

٢ − ١٢n+ ۶٨ > ٠.



۵۵ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .٢.۵

٠ ≤ n ≤ ٨ برای و
f۵(١) = −١٢n+ ١٠٠ > ٠.

می�باشد. λ٢(F۵) ≤ λ١(F۵ − w٣) = ٢ داریم F۵ و F۵ − w٣ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

با مشابه طور به حال ٢ < λ١(F۵) <
√
n− ٣

٢ که داریم f۵(١) = −١٢n+ ١٠٠ > ٠ چون بعلاوه
: بنابراین پس λi(F۵) ≤ λi−١(F۵ − w٣) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده

EE(F۵) =
n∑

i=١
eλi(F۵) ≤ eλ١(F۵) +

n−١∑
i=١

eλi(F۵−w٣)

< e
√

n− ٣
٢ + ٢e٢ + ۴e−١ = H۵.

داریم n ≥ ١۴ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + (n− ۵) + ٢e
√
٢ + ٢e−

√
٢ − ٢e٢ − ۴e−١ > ٠.

آنگاه
H١ −H۵ = e

√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + (n− ۵) + ٢e
√
٢ + ٢e−

√
٢ − ٢e٢ − ۴e−١.

می�باشد. EE(F١) > EE(F۵) آنگاه H١ −H۴ > ٠ بنابراین

i = ۶ •

،±٢٫ ١٣۶، ٢ ،−١ برابربا F۶ − w٣ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با
می�باشد. یک مضارب بقیه و دو −١ مضرب که ±٠٫ ۶۶٢

داریم n ≥ ١۶ برای

f۶(

√
n− ٣

٢) = −(n+ ۵)(n− ٣
٢)

٧
٢ + (٩n− ٢۶)(n− ٣

٢)
۵
٢ + (n− ٣

٢)
٩
٢

+ (٢n+ ٢)(n− ٣
٢)

٢ − (٢٣n− ١۴٩)(n− ٣
٢)

٣
٢ − (n− ٣

١٢)(٢n− ٩٨)

− ۴(n− ٣
٢)

٣ −
√
n− ٣

١)٢۵n− ١٢٣) > ٠.

٠ ≤ n ≤ ٩ برای و
f۶(١) = −١٠n+ ٩٧ > ٠.

می�باشد. λ٢(F۶) ≤ λ١(F۶ − w٣) = ٢٫ ١٣۶ داریم F۶ و F۶ − w٣ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

مشابه طور به حال ٢٫ ١٣۶ < λ١(F۶) <
√
n− ٣

٢ که داریم f۶(١) = −١٠n+٩٧ > ٠ چون بعلاوه
: بنابراین پس λi(F۶) ≤ λi−١(F۶ − w٣) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده با

EE(F۶) =
n∑

i=١
eλi(F۶) ≤ eλ١(F۶) +

n−١∑
i=١

eλi(F۶−w٣)

< e
√

n− ٣
٢ + ٢e−١ + e٢ + e٢٫١٣۶ + e−٢٫١٣۶ + e٠٫۶۶٢ + e−٠٫۶۶٢ = H۶.



۵۶ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های .۵

داریم، n ≥ ١١ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١ − e

√
n− ٣

٢ + (n− ۵) + ٢e
√
٢ + ٢e−

√
٢ − e−٢٫١٣۶ − e٢٫١٣۶ − e٠٫۶۶٢ − e−٠٫۶۶٢ > ٠.

آنگاه
H١−H۶ = e

√
n−١− e

√
n− ٣

٢ +(n−۵)+٢e
√
٢+٢e−

√
٢− e−٢٫١٣۶− e٢٫١٣۶− e٠٫۶۶٢− e−٠٫۶۶٢.

می�باشد. EE(F١) > EE(F۶) آنگاه H١ −H۶ > ٠ بنابراین



۶ فصل

مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های
استرادا

مقدمه ١.۶

مشخصه بیشترین با دور سه گراف�های [٣٢] در و استرادا مشخصه بیشترین با دور دو گراف�های [٢٧] در
دراین کرده. مشخص را استرادا مشخصه بیشترین با دور چهار گراف�های [٢٢] در همچنین و استرادا

می�کنیم. مشخص Fn در را استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج با گراف�های فصل

استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های ٢.۶

است روشن می�کنیم. مشخص B(G) با را دور پنج مینیمال با G از گراف�های زیر G ∈ Fn گراف برای
B(G) از تواند می G و نمی�باشد مستقل رأس شامل که ها گراف دور پنج از یکتای گراف زیر B(G) که
زیر ع نو دو شکل به دور پنج با گراف�های آید. دست به آن رأس�های بعضی به های درخت اتصال با

( شده داده نشان ٢-١ درشکل (که باشند. می

G۵
j (j = ١, . . . ,١٢), G۶

j (j = ١, . . . ,٣٣).

کنید: فرض

F ۵
n = {G|B(G) ∼= G۵

j , j ∈ {١, . . . ,١٢}}; F ۶
n = {G|B(G) ∼= G۶

j , j ∈ {١, . . . ,٣٣}};

می�باشم. Fn = F ۵
n ∪ F ۶

n آنگاه

داریم. را زیر های لم ،۴.٢.۴ لم تکرار با

۵٧



۵٨ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .۶

.G۵
j (j = ١, . . . ,١٢) گراف�های :١.۶ شکل

.G۶
j (j = ١, . . . ,٢٩) گراف�های :٢.۶ شکل

مستقل رأس�های اتصال از G∗ آنگاه باشد، Fn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .١.٢.۶ لم
می�آید. دست به خود های پایه به

B(G∗) ∼= G۵
j , j ∈ آنگاه باشد، F ۵

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر (i) .٢.٢.۶ لم



۵٩ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .٢.۶

می�باشد. {١,٢,٣,۴}
B(G∗) ∼= G۶

j , j ∈ {١,٢, . . . ,١٨} آنگاه باشد، F ۶
n در استرادا مشخصه بیشترین با ∗Gگرافی اگر (ii)

می�باشد.

وجود F ۵
n از G٢ مانند گراف آنگاه باشد، F ۴

n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G١ اگر .٣.٢.۶ لم
باشد. EE(G٢) > EE(G١) که طوری به دارد

B(G١) ∼= اگر می�باشد. B(G١) ∼= G۴
j , j ∈ {١,٢,٣} که می�دانیم ٢.٢.۶(i) لم از استفاده با برهان.

کاستن بدون . (١.۶ درشکل شده داده (نشان باشد uv, vt, uw,ws ∈ E(G١) کنید فرض باشد، G۴
١

ws, vt حذف با G١ از که گرافی H١ کنید فرض باشد. dG١(w) ≥ dG١(v) که کنید فرض کلیات از
این در آید. دست به v به متصل مستقل یال dG١(v) − ٢ و w به متصل مستقل یال dG١(w)− ٢ و
ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v و w رأس�های که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت
G٠ = (H١(v) ◦H٢(v

′))(w) ◦H٢(v
′) و c′ کز مر با H٢ ∼= K١, dG١(v)− ٢ کنید فرض دارد. نگه

(G٠;w, x) = (G٠; v, σ(x)) داریم x ∈ V (G٠) رأس هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد.
dG١(w) − dG١(v) و ws یال کردن اضافه با G٠ از که گرافی G٣ کنید فرض همچنین می�باشد.
x ∈ V (G٣) رأس هر برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با آنگاه آید. دست به w به متصل مستقل یال
فرض است. G١ = G٣ + vt که است بدیهی می�باشد، (G٣;w, x) ≻ (G٣; v, σ(x)) که داریم
داریم ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین می�باشد، G٢ ∈ F۵

n صورت دراین G٢ = G٣ + wt, کنید
و B(G١) ∼= G۴

٣ یا B(G١) ∼= G۴
٢ برای توان می مشابه استدلال با است. EE(G٢) > EE(G١)

می�باشد. کامل اثبات ۴.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین کرد، ثابت نیز B(G١) ∼= G۴
۴

B(G∗) ∼= G۶
j (j ∈ آنگاه باشد، Fn در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .۴.٢.۶ نتیجه

می�باشد. {١,٢, . . . ,١٨})

با باشد، B(G) در داخلی مسیر (١ ≤ i ≤ dB(G)(u))P
u
i ،G ∈ F ۶

n کنید فرض .۵.٢.۶ لم
(١ ≤ l, k ≤ ،P l

u و P k
u گراف دو اگر می�باشد. (u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣ که u پایانی رأس

طوری به دارد وجود G̃ ∈ F ۶
n گرافی آنگاه باشند، داشته وجود |P k

u | ≥ ١, |P l
u| ≥ ٣ که dB(G)(u))

می�باشد. EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ که

می�باشد. t ≥ ٣, s ≥ ١ که P l
u = uw١ . . . wt و P k

u = uv١ . . . vs کنید فرض برهان.
کنید فرض باشد. dG(w١) ≥ dG(v١) که کنید فرض کلیات از کاستن بدون ،s ≥ ٢, t ≥ ٣ اگر
dG(w١) − ٢ و v١ به متصل مستقل یال dG(v١) − ٢ و w١w٢, v١v٢ حذف با G از که گرافی H١

که طوری به دارد، وجود H١ از σ اتومورفیزم صورت این در آید. دست به w١ به متصل مستقل یال
مر با H٢ ∼= K١,dG(v١)−٢ کنید فرض دارد. نگه ثابت را ها رأس بقیه و داده تغیر v١ و w١ رأس�های
رأس هر برای ۵.٢.۴(i) لم از استفاده با باشد. G٠ = (H١(v١) ◦ H٢(v

′))(w١) ◦ H٢(v
′) و c′ کز

از که گرافی G١ کنید فرض همچنین می�باشد. (G٠;w١, v) = (G٠; v١, σ(v)) داریم v ∈ V (G٠)



۶٠ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .۶

با آنگاه آید. دست به w١ به متصل مستقل یال dG١(w١)− dG١(v١) و w١w٢ یال کردن اضافه با G٠

می�باشد. (G١;w١, v) ≻ (G١; v١, σ(v)) که داریم v ∈ V (G١)رأس هر برای ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده
G̃ ∈ F ۶

n صورت دراین باشد، G̃ = G١+w١v٢ کنید فرض می�باشد. G = G١+v١v٢ که است بدیهی
EE(G̃) > EE(G) ٢.٢.۴ لم از استفاده با بنابراین |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ می�باشد،

می�باشد.

داریم. را زیر نتیجه ۵.٢.۶ لم مشابه استدلال با

که باشد، B(G) در داخلی مسیر دو P l
u = uw١w٢ و P k

u = uv١v٢ و G ∈ F ۶
n کنید فرض .۶.٢.۶ لم

طوری به دارد وجود G̃ ∈ F ۶
n مانند گرافی آنگاه باشد، w١ ̸= w٢ اگر ،(u ∈ B(G))dB(G)(u) ≥ ٣

باشد. EE(G̃) > EE(G) و |E(B(G))| − |E(B(G̃))| = ١ که

A١٨, . . . , A١ گراف�های :٣.۶ شکل
.

B(G∗) ∼= Ai, i ∈ آنگاه باشد، F ۶
n در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .٧.٢.۶ نتیجه

.(٣.۶ شکل در شده داده (نشان می�باشد {١,٢, . . . ,١٨}

B(G) ∼= Ai, i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵} در استرادا مشخصه بیشترین با گرافی G∗ اگر .٨.٢.۶ لم
بیشترین با w۴ رأس به n − |V (Ai)| اتصال با Ai از G∗ آنگاه ،(٣.۶ شکل در شده داده باشد(نشان

می�آید. دست به Ai, i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵} در درجه



۶١ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .٢.۶

شده داده نشان ٣.۶ درشکل که A١ از رأس�های (i = ١,٢, . . . ,١٣) و B(G∗) ∼= A١ اگر ١٣∑برهان.
i=١mi = n− ١٣ و mi ≥ ٠ که باشد. G∗ در مستقل یال mi متصل wi هر که کنید فرض است.

G′′ = A١(m١,m٢,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣) ما راحتی برای باشد.
می�کنیم. مشخص را

باشد. صفر نا m١٣ ،m١٢ ،m١١ ،m٩ ،m٨ ،m۶ ،m۵ ،m٣ ،m٢ ،m١ از تا نه حداقل اگر .١ مرحله
با A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣) از که گراف H١ کنید فرض
و داده تغیر را w٢ و w١ که دارد، وجود اتومورفیزم آنگاه آید. دست به w١ به مستقل رأس�های حذف

: که داریم ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با دارد. می نگه ثابت را دیگر رأس�های
(A١(m١,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣);w١) ≻ (A١(m١,٠,m٣

,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣);w٢).

دارم: ٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
(A١(m١ +m٢,٠,m٣,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣) ≻ (A١(m١,m٢,m٣

,m۴,m۵,m۶,m٧,m٨,m٩,m١٠,m١١,m١٢,m١٣)).

،m١٢ ،m١١ ،m٩ ،m٨ ،m۶ ،m۵ ،m٣ ،m٢ ،m١ از تا هشت حداقل بنابراین می�باشد. تناقض که
مشابه استدلال با آنگاه باشد، m٢ = m٣ = ٠ کنید فرض کلیات از کاستن بدون باشند، صفر نا m١٣

m١٣ ،m١٢ ،m١١ ،m٩ ،m٨ ،m۶ ،m۵ ،m٣ ،m٢ ،m١ از تا هفت اگرحداقل می�رسیم. تناقض به قبل
m١٣ ،m١٢ ،m١١ ،m٩ ،m٨ ،m۶ ،m۵ ،m٣ ،m٢ همه تا می�دهیم ادامه را استدلال این باشند. صفر نا
آنگاه m٢ = m٣ = m۵ = m۶ = m٨ = m٩ = m١١ = m١٢ = m١٣ = ٠ عبارتی به یا شوند، صفر
m۴,m٧,m١٠ تای سه هر اگر می�باشد. G′′ = A١(m١,٠,٠,m۴,٠,٠,m٧,٠,٠,m١٠,٠,٠,٠)
،m٧ ،m۴ مقادیر از یکی حداقل اگر بنابراین می�رسیم. تناقض به قبل مشابه استدلال با باشند، ناصفر
می�باشد. G′′ = A١(m١,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,m١٠,٠,٠,٠) m٧آنگاه = ٠ مثلا باشد، m١٠صفر

حداقل اگر بنابراین می�رسیم. تناقض به قبل استدلال مشابه طور به باشند، ناصفر m۴,m١٠ دو هر اگر
آنگاه باشد، m١٠ = ٠ مثلا باشد، صفر m۴,m١٠ مقادیر از یکی

G′′ = A١(m١,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠)

یال�های حذف با A١ از که گرافی H١ صورت دراین باشند، ناصفر m١,m۴ دو هر اگر می�باشد.
و داده تغیر را w٣ و w١ رأس�های که دارد وجود اتومورفیزم آنگاه می�آید. دست به w۵w۴, w٣w۴

: داریم ۵.٢.۴(ii) لم از استفاده با دارد. می نگه ثابت را دیگر رأس�های

(A١(٠,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠);w۴) ≻ (A١(٠,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠);w١).

داریم: ٢.٢.۴ لم از استفاده با بعلاوه
A٠,٠,٠)١,m١ +m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠) ≻ A١(m١,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠).

می�باشد. G′′ = A١(٠,٠,٠,m۴,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠,٠) بنابراین می�باشد. تناقض نیز همچنین که
کرد. ثابت نیز B(G∗) ∼= Ai(i ∈ {٢,٣, . . . ,١٨}) برای توان می مشابه طور به

در درجه بیشترین با رأسی به مستقل ها رأس n− |V (Ai)| اتصال با Ai از که گراف Fi که کنید فرض



۶٢ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .۶

برای ϕ(Fi; x) های ای جمله چند نیز ١.٢.۴ لم از استفاده با آید. دست به Ai(i ∈ {١,٢, . . . ,٢۵})
در را i = ۶,٨, ...,١٨ برای ϕ(Fi; x) می�توانید آوریم. می دست به زیر صورت به i = ١,٢, ...,۵

ببینید. ب پیوست

ϕ(F١; x) = xn−١٣[x١٣ − x١٢ − (n+ ٣)x١١ + (n− ٧)x١٠ + (١٢n− ٨٣)x٩

− (۶n− ٧٧)x٨ − (٣٣n− ٣٣١)x٧ + (٩n− ١۴٩)x۶ − (٢n− ٣۴)x۵

− (۴٠n− ٨٠)x۴ + (٢۴n− ٢٨٨)x٣] = xn−١٣f١(x);

ϕ(F٢;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٨)x١١ − ۴x١٠ + (١٧n− ٧٠)x٩ + (٢n+ ٣٢)x٨

− (٩١n− ٧٣۶)x٧ − (٢٨n− ١١٨)x٨ + (١٨٣n− ١٨۴٩)x۵

+ (٩٨n− ٩۵۴)x۴ − (١٠٨n− ١٢١٢)x٣ − (٧٢n− ٨٠٨)x٢] = xn−١٣f٢(x);

ϕ(F٣;x) = xn−١۶[x١۶ − (n+ ٩)x١۴ + (٢١n− ١٠٢)x١٢ − (١۵٧n− ١۴٧۶)x١٠

+ (۵١٩n− ۶٠۶٧)x٨ − (٧۴٢n− ٩٧١٣)x۶ + (٣۶٠n− ۴٩٧٢)x۴]

= xn−١۶f٣(x);

ϕ(F۴;x) = xn−١۴[x١۴ − (n+ ٩)x١٢+ (١٨n− ٧١)x١٠ − (١٠۵n− ٨٩٩)x٨

+ (٢٣٢n− ٢۵٨٠)x۶ + (١۴۴n− ١٧٢٠)x۴] = xn−١۴f۴(x);

ϕ(F۵;x) = xn−١۴[x١۴ − (n+ ۵)x١٢ + (١٠n− ٣٢)x١٠ − (٣۶n− ٢٩٢)x٨

+ (۵۶n− ۶٣٢)x۶ − (٣٢n− ١۴)x۴] = xn−١۴f۵(x).

همچنین می�کنند. بازی اصلی قضیه اثبات در کلیدی نقش i = ١,٢, ...,١٨ برای ϕ(Fi; x) که کنید توجه
است. شده محاسبه ١.۶ جدول در i = ١,٢, ...,١٨ برای EE(Fi) استرادا مشخصه

کنیم. اثبات و بیان زیر قضیه در را اصلی نتیجه خواهیم می ما اکنون

بر تساوی EE(G) ≤ EE(F١) آنگاه n ≥ ٧ و باشد Fn در گراف یک G کنید فرض .٩.٢.۶ قضیه
باشد. G ∼= F١ اگر فقط و اگر می�شود، قرار

n ≥ ١١ برای که ببینیم، می�توانیم مستقیم محاسبه از استفاده با برهان.

f١(
√
n− ١٠) = −n(n− ١٠) ١١

٢ + (n− ١٠) ١٣
٢ + ١٢n(n− ١٠) ٩

٢ − ٣n۵ − ٣٣n(n− ١٠) ٧
٢

− ٨٣(n− ١٠) ٩
٢ + ١٧۶n۴ − ٢n(n− ١٠) ۵

٢ + ٣٣١(n− ١٠) ٧
٢ − ۴١٠٣n٣

+ ٢۴n(n− ١٠) ٣
٢ + ٣۴(n− ١٠) ۵

٢ + ۴٧۵٣٠n٢ − ٢٨٨(n− ١٠) ٣
٢ − ٢٧٣٧٠٠n

+ ۶٢٧٠٠٠ < ٠.



۶٣ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .٢.۶

.١٣ ≤ n ≤ ١٨ ،i = ١,٢, ...,١٨ برای Fi گراف�های استرادای مشخصه :١.۶ جدول
EE(Fi) n = ١٣ n = ١۴ n = ١۵ n = ١۶ n = ١٧ n = ١٨
EE(F١) ۵۵.۵۵٢ ۵٨.٨٨۶ ۶٢.۵۴۶ ۶۶.٢١۴ ٨٠.٨۴٩ ٨۶.۴۵۵
EE(F٢) ۵١.٠١٨ ۵۴.۴٣٧ ۵٧.٧١٧ ۶١.۶٣٩ ۶۵.۶٢٢ ٧٠.۴٩۵
EE(F٣) ۴٨.٧٧٨ ٣٩.٣٩٠ ٣۵.٩٩٨ ٣٧.٨۴٩ ۴٠.٠٣٣ ۴٢.۶٢٧
EE(F۴) ۴٠.۴٢١ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨
EE(F۵) ٣۶.١٩۴ ۴٣.١٣۵ ۵۶.٧١٢ ۵۵.٢٣٢ ۵٧.٩٢٧ ۶۴.٠٢١
EE(F۶) ٣٢.٢۴٠ ٢٨.۴٢٩ ۴١.۵۵٠ ۵۴.۶٣٨ ۵٠.۶٨٣ ۶۴.۵٧١
EE(F٧) ٣٣.۶٢٠ ٣١.۵٧٩ ٣۴.۴٣١ ٢۴.۴٣٠ ٢٨.٢۴۵ ۴١.۶١٣
EE(F٨) ٣٠.۵۴۴ ٣٣.١٩٩ ٣٨.٣٧٩ ٣٧.۶٠٢ ۴٠.٩٣٩ ۴۴.۶۶۵
EE(F٩) ٢۶.٨۶٢ ٢٨.٢۶١ ٣٠.٠۵١ ٣١.۴٠٢ ٣٣.١٣١ ٣۴.۴١۶
EE(F١٠) ٢۵.۴٠٣ ٢٨.۴١۵ ٣١.٧٧٠ ٣۵.۴٩٣ ٣٩.۵٩۶ ۴۵.٢٣۴
EE(F١١) ٢١.٣١٢ ۴١.١٧٢ ٣۵.۶۴٩ ۴٠.٠٨۶ ۴۴.٨۴۴ ۴٩.۵٣۶
EE(F١٢) ١٨.٢٣۴ ٢٠.٠٩٨ ٢٢.٠١۴ ٢٢.٠٩۵ ٢۴.٩١۶ ٢٨.٢٠٣
EE(F١٣) ١٩.۴٩٣ ٢٠.٧١٨ ٢١.٧٣۴ ٢٢.٩۵٠ ٢۶.٠٢٢ ٣۶.٢٣۵
EE(F١۴) ١۵.۵٢٢ ٢٨.٢١٨ ۵.٠٧١ ۴ ۵ ۶
EE(F١۵) ۵.١٣١ ۵.٧٩٩ ۶.۴٨٨ ٧.٢٨۴ ٨.٧٨٨ ۶.۶۴٧
EE(F١۶) ۵.٠٨٢ ۶.١٨٣ ٧.٢٩٧ ٧.٨٩۶ ٩.۴۴۴ ١٠.۴٩٠
EE(F١٧) ٣.۶٠٧ ۴.۵٨٠ ۵.۵٣٧ ۶.٧١٩ ۶.٨۵٢ ٧.٠٢۵
EE(F١٨) ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨

که می�بینیم محاسبه از استفاده با راحتی به می�باشد. λ١(F١) >
√
n− ١٠ که دارد براین دلالت این و

n− ١٢ ،٠ مضرب که ٠ ،−١ ،٢ ،−٠٫ ۴٠٧ ،٠٫ ٩٠٧ ،−١٫ ۶٣٨ با برابر F١ −w۴ گراف ویژه مقادیر
برای A(F١) و A(F١ − w۴) ویژه مقادیر های ویژگی از استفاده با می�باشد. یک مضارب بقیه و

آنگاه می�باشد. λi(F١) ≥ λi(F١ − w۴) داریم [٢] از i = ٢,٣, . . . , n− ١

EE(F١) =
n∑

i=١
eλi(F١) > eλ١(F١) +

n−١∑
i=٢

eλi(F١−w۴)

> e
√
n−١٠ + (n− ١٢) + e−١ + e−٢٫۵١٣ + e٢٫۶۴٩ + e−١٫۶٣٨ + e٠٫٩٠٧ + e−٠٫۴٠۵ + e٢

+ e
√
٢ + e−

√
٢ = H١.

i = برای فقط اینجا در ما که i = ٢, . . . ,١٨ برای EE(F١) > EE(Fi) می�دهیم نشان حال
می�شوند. اثبات مشابه طور به نیز هم دیگر موارد بقیه می�کنیم، ثابت ٢,٣,۴,۵

i = ٢ •



۶۴ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .۶

،±٠٫ ۶٢٩ ،±٢٫ ۵۴٨ برابربا F٢ − w۴ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با
داریم: ١۴ ≤ n ≤ ٢۶ برای می�باشد. یک مضارب بقیه و دو −١ مضرب که −١ ،٢ ،±١٫ ٧۶٣

f٢(
√
n− ١١) = −(n+ ٨)(n− ١١) ١١

٢ + (١٧n− ٧٠)(n− ١١) ٩
٢ + (n− ١١) ١٣

٢

+ (٢n+ ٣٢)(n− ١١)۴ − (٩١n− ٧٣۶)(n− ١١) ٧
٢ − ۴(n− ١١)۵

+ (١٨٣n− ١٨۴٩)(n− ١١) ۵
٢ + (٩٨n− ٩۵۴)(n− ٢(١١

− (١٠٨n− ٢١٢)(n− ١١) ٣
٢ + ٩٠(n− ٣(١١ > ٠.

n ≥ ١٩ برای و
f(١)٢ = ١٠٠n− ١٨١۴ > ٠.

λ٢(F٢) ≤ λ١(F٢ − w٣) = ٢٫ ۵۴٨ داریم F٢ و F٢ − w۴ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

حال ٢٫ ۵۴٨ < λ١(F٢) <
√
n− ٣

٢ که داریم f(١)٢ = ١٠٠n− ١٨١۴ > ٠ چون بعلاوه می�باشد.
پس λi(F٢) ≤ λi−١(F٢ −w۴) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده با مشابه طور به

بنابراین:

EE(F٢) =
n∑

i=١
eλi(F٢) ≤ eλ١(F٢) +

n−١∑
i=١

eλi(F٢−w۴)

< e
√
n−١١ + ٢e−١ + e٢٫۵۴٨ + e−٢٫۵۴٨ + e٠٫۶٢٩ + e−٠٫۶٢٩ + e١٫٧۶٣

+ e−١٫٧۶٣ + e٢ = H٢.

داریم n ≥ ١٣ برای که این به توجه با اکنون

آنگاه .e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e٢٫۶۴٩ + e٠٫٩٠٧ + e

√
٢ − e٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣

H١ −H٢ = e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e−٢٫۵١٣ + e٢٫۶۴٩ + e−١٫۶٣٨

+ e٠٫٩٠٧ + e−٠٫۴٠۵ + e
√
٢ + e−

√
٢ − e−١ − e٢٫۵۴٨ − e−٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩

− e−٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣ − e−١٫٧۶٣ > e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e٢٫۶۴٩

+ e٠٫٩٠٧ + e
√
٢ − e٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣.

می�باشد. EE(F١) > EE(F٢) بنابراین H١ −H٢ > ٠ آنگاه

i = ٣ •

،±٠٫ ۶٢٩ ،±٢٫ ۵۴٨ برابربا F٣ − w۴ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با
داریم: n ≥ ٢۵ برای می�باشد. یک مضارب با ±١٫ ١٢۶ ،±٢٫ ١٧۵ ،±١٫ ٧۶٣

f٣(
√
n− ١١) = n٧ − ١٠۵n۶ + ۴۶۵٧n۵ − ١١٣٢۴۵n۴ + ١۶٣٢٣٨۶n٣ − ١٣٩۶١٠۴۶n٢

+ ١۶٣٢٣٨۶n٣ − ١٣٩۶١٠۴۶n٢ + ۶۵۶۴٨٧٩٢n− ١٣١٠٢٣۶۴ > ٠.



۶۵ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .٢.۶

٠ ≤ n ≤ ١٣ برای

f(١)٣ = −٣۶٠n+ ۵٠١٢ > ٠.

می�باشد. λ٢(F٣) ≤ λ١(F٣ − w۴) = ٢٫ ۵۴٨ داریم F٣ و F٣ − w۴ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

طور به حال ٢٫ ۵۴٨ < λ١(F٣) <
√
n− ٣

٢ که داریم f(١)٣ = −٣۶٠n + ۵٠١٢ > ٠ چون بعلاوه
بنابراین: پس λi(F٣) ≤ λi−١(F٣−w٣) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده با مشابه

EE(F٣) =
n∑

i=١
eλi(F٣) ≤ eλ١(F٣) +

n−١∑
i=١

eλi(F٣−w۴)

< e
√
n−١١ + e٢٫۵۴٨ + e−٢٫۵۴٨ + e٠٫۶٢٩ + e−٠٫۶٢٩ + e١٫٧۶٣

+ e−١٫٧۶٣ + e٢٫١٧۵ + e−٢٫١٧۵ + e١٫١٢۶ + e−١٫١٢۶ = H٣.

داریم n ≥ ١٨ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١٠−e

√
n−١١+(n−١٢)+e٢٫۶۴٩+e٢+e٠٫٩٠٧+e

√
٢−e٢٫۵۴٨−e٠٫۶٢٩−e١٫٧۶٣−e٢٫١٧۵−e١٫١٢۶ > ٠.

آنگاه

H١ −H٣ = e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e−٢٫۵١٣ + e−١ + e٢ + e٢٫۶۴٩ + e−١٫۶٣٨

+ e٠٫٩٠٧ + e−٠٫۴٠۵ + e
√
٢ + e−

√
٢ − e٢٫۵۴٨ − e−٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩ − e−٠٫۶٢٩

− e١٫٧۶٣ − e−١٫٧۶٣ − e٢٫١٧۵ − e−٢٫١٧۵ − e١٫١٢۶ − e−١٫١٢۶

> e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e٢٫۶۴٩ + e٢ + e٠٫٩٠٧ + e

√
٢ − e٢٫۵۴٨

− e٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣ − e٢٫١٧۵ − e١٫١٢۶.

می�باشد. EE(F١) > EE(F٣) بنابراین H١ −H٣ > ٠ آنگاه

i = ۴ •

،±٠٫ ۶٢٩ ،±٢٫ ۵۴٨ برابربا F۴ − w۴ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با
داریم: ١٣ ≤ n ≤ ٢١ برای می�باشد. یک مضارب با ±

√
٣ ،±١٫ ٧۶٣

f۴(
√
n− ١١) = −٢n۶ + ١۵۴n۵ − ۴٨۶n۴ + ٨١٠٣٢n٣ − ٧۵٣۴٣٨n٢ + ٧٣١۵٩٩٨n

− ٧۶٠٨۴٨٠ > ٠.

n ≥ ١٣ برای
f۴(١) = ٢٨٨n− ٣۴٨٠ > ٠.

می�باشد. λ٢(F۴) ≤ λ١(F۴ − w۴) = ٢٫ ۵۴٨ داریم F۴ و F۴ − w۴ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

حال ٢٫ ۵۴٨ < λ١(F۴) <
√
n− ٣

٢ که داریم می�باشد. f۴(١) = ٢٨٨n− ٣۴٨٠ > ٠ چون بعلاوه



۶۶ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .۶

پس λi(F۴) ≤ λi−١(F۴ −w۴) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده با مشابه طور به
بنابراین:

EE(F۴) =
n∑

i=١
eλi(F۴) ≤ eλ١(F۴) +

n−١∑
i=١

eλi(F۴−w۴)

< e
√
n−١١ + e٢٫۵۴٨ + e−٢٫۵۴٨ + e٠٫۶٢٩ + e−٠٫۶٢٩ + e١٫٧۶٣

+ e−١٫٧۶٣ + e
√
٣ + e−

√
٣ = H۴.

داریم n ≥ ١٣ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e٢ + e٢٫۶۴٩ + e٠٫٩٠٧ + e

√
٢ − e٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣ − e

√
٣.

آنگاه

H١ −H۴ = e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e−٢٫۵١٣ + e−١ + e٢ + e٢٫۶۴٩ + e−١٫۶٣٨

+ e٠٫٩٠٧ + e−٠٫۴٠۵ + e
√
٢ + e−

√
٢ − e٢٫۵۴٨ − e−٢٫۵۴٨ − e٠٫۶٢٩ − e−٠٫۶٢٩

− e١٫٧۶٣ − e−١٫٧۶٣ − e
√
٣ − e−

√
٣

> e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + (n− ١٢) + e٢e٢٫۶۴٩ + e٠٫٩٠٧ + e

√
٢ − e٢٫۵۴٨

− e٠٫۶٢٩ − e١٫٧۶٣ − e
√
٣.

می�باشد. EE(F١) > EE(F۴) بنابراین H١ −H۴ > ٠ آنگاه

i = ۵ •

مضرب که ٠ ،±
√
٣ ،±

√
٢ برابربا F۵−w۴ گراف ویژه مقادیر که می�بینیم مستقیم محاسبه از استفاده با

n = ١٠,١٢,١٣, . . . ,١۶ برای می�باشد. یک مضارب بقیه و سه −
√
٢ و

√
٢ مضرب و n− ١١ ،٠

داریم:

f۵(
√
n− ١١) = −۶n۶ + ۴٣٨n۵ − ١٣٢۴٨n۴ + ٢١٢۶٠۴n٣ − ١٩٠٩٨٧٨n٢

+ ٩١٠٨۴۶٢n− ١٨٠٢٠٧٧٢ > ٠.

٠ ≤ n ≤ ٢٣ برای
f۵(١) = −٣n+ ٧٢ > ٠.

می�باشد. λ٢(F۵) ≤ λ١(F۵ − w۴) =
√
٣ داریم F۵ و F۵ − w۴ ویژه مقادیر ویژگی از استفاده با

با مشابه طور به حال
√
٣ < λ١(F۵) <

√
n− ٣

٢ که داریم f۵(١) = −٣n + ٧٢ > ٠ چون بعلاوه
: بنابراین پس λi(F۵) ≤ λi−١(F۵ − w۴) داریم i = ٢,٣, . . . , n برای واقعیت این از استفاده

EE(F۵) =
n∑

i=١
eλi(F۵) ≤ eλ١(F۵) +

n−١∑
i=١

eλi(F۵−w۴)

< e
√
n−١١ + (n− ١١) + ٣e

√
٢ + ٣e−

√
٢ + e

√
٣ + e−

√
٣ = H۵.



۶٧ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج گراف�های .٢.۶

داریم n ≥ ١١ برای که این به توجه با اکنون
e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + e٢٫۶۴٩ + e٠٫٩٠٧ + e٢ − ٢e

√
٢ − e

√
٣ − ١ > ٠.

آنگاه

H١ −H۵ = e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + e−١ + e−٢٫۵١٣ + e٢٫۶۴٩

+ e−١٫۶٣٨ + e٠٫٩٠٧ + e−٠٫۴٠۵ + e٢ − ٢e
√
٢ − ٢e−

√
٢ − e

√
٣ − e−

√
٣ − ١

> e
√
n−١٠ − e

√
n−١١ + e٢٫۶۴٩ + e٠٫٩٠٧ + e٢ − ٢e

√
٢ − e

√
٣ − ١.

می�باشد. EE(F١) > EE(F۵) بنابراین H١ −H۵ > ٠





آ� پیوست

مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های
استرادا

.ϕ(Fi; x), i = ٧,٨, ...,٢۵ برای

ϕ(F٧; x) = xn−٩[x٩ − (n+ ٣)x٧ + (٨n− ۴٠)x۵ − (١۶n− ١٣٢)x٣] = xn−٩f٧(x);

ϕ(F٨;x) = xn−١٠[x١٠ − (n+ ١)x٨ + (٩n− ٣۶)x۶ − ۴x۵ − (٢٣n− ١٧٩)x۴ + ١٢x٣

+ (١۵n− ١۵٠)x٢] = xn−١٠f٨(x);

ϕ(F٩; x) = xn−٩[x٩ − (n+ ۴)x٧ − ۴x۶ + (٨n− ٢۶)x۵ + ٢٠x۴ − (١٧n− ١١۴)x٣ − ١٢x٢

+ (١٠n− ٩٠)x] = xn−٩f٩(x);

ϕ(F١٠; x) = xn−٩[x٩ − (n+ ٣)x٧ + (۶n− ٢٧)x۵ − (٩n− ٨١)x٣] = xn−٩f١٠(x);

ϕ(F١١;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٣)x١١ + (١٣n− ٨۴)x٩ − (۴١n− ٣۵۶)x٧ + (۴٧n− ۵٢٩)x۵

− (١٨n− ٢١۶)x٣ + ۴x] = xn−١٣f١١(x);

ϕ(F١٢;x) = xn−١٠[x١٠ − (n+ ٢)x٨ − ۴x٧ + (٧n− ٢٩)x۶ + ٢٠x۵ − (١۴n− ١٠٠)x۴ − ١۶x٣

+ (٨n− ٧٢)x٢] = xn−١٠f١٢(x);

ϕ(F١٣;x) = xn−١١[x١١ − (n+ ٣)x٩ + (٧n− ٢٩)x٧ − (١۶n− ٢٨)x۵ + (١٢n− ١٣٢)x٣]

= xn−١١f١٣(x);



٧٠ استرادا مشخصه بیشترین با چهاردور گراف�های آ�.

ϕ(F١۴; x) = xn−١١[x١١ − (n+ ٣)x٩ + (٨n− ٣٢)x٧ − ٢x۶ − (٢٠n− ١٣٨)x۵ + ۶x۴

+ (١۶n− ١٨۴)x٣] = xn−١١f١۴(x);

ϕ(F١۵;x) = xn−١٠[x١٠ − (n+ ٢)x٨ − ۴x٧ ++(٨n− ٣٧)x۶ + (٢n+ ۴)x۵ + (٢n− ۶٨)x۴

− (١٠n− ۶٨)x٣ + (١٢n− ١٠٨)x٢ + (٨n− ٧٢)x] = xn−١٠f١۵(x);

ϕ(F١۶; x) = xn−١١[x١١ − (n+ ١)x٩ + (٧n− ٣۴)x٧ − ٢x۶ + (١۴n− ١٠۴)x۵ − ٨x۴

+ (٨n− ٧٢)x٣ − ٨x٢] = xn−١١f١۶(x);

ϕ(F١٧;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٢)x١١ + (١١n− ۶۴)x٩ − (۴٢n− ٣۶٩)x٧ + (۶۴n− ۶٧۴)x۵

− (٣٢n− ٣۶٨)x٣] = xn−١٣f١٧(x);

ϕ(F١٨;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ۵)x١١ + (١۴n− ۶٣)x٩ − (۶٩n− ۵٣٧)x٧ − ٢x۶

+ (١۴٠n− ١٣١٨)x۵ + ۴٢x۴ − (١٠٠n− ١٠۶٠)x٣ − ٢٠x٢] = xn−١٣f١٨(x);

ϕ(F١٩; x) = xn−١١[x١١ − (n+ ٢)x٩ + (٨n− ٣٨)x٧ − ٢x۶ − (١٩n− ١۴٧)x۵ + ١٠x۴

+ (١٢n− ١١٢)x٣ − ٨x٢] = xn−١١f١٩(x);

ϕ(F٢٠; x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ۴)x١١ + (١٢n− ۵)x٩ − ٢x٨ − (۴٩n− ٣۴٨)x٧ + ١۴x۶

+ (٧٨n− ۶٧)x۵ − ٢۴x۴ − (۴٠n− ٣٧۶)x٣ + ١٢x٢] = xn−١٣f٢٠(x);

ϕ(F٢١;x) = xn−١٢[x١٢ − (n+)x١٠ + (٨n− ۴٢)x٨ − ٢x٧ − (٢١n− ١۶٩)x۶ + ٨x۵

+ (٢٢n− ٢٢١)x۴ − ٨x٣ − (٨n− ٩٢)x٢] = xn−١٢f٢١(x);

ϕ(F٢٢; x) = xn−١١[x١١ − (n+ ١)x٩ + (٧n− ٣۶)x٧ − ٢x۶ − (١۴n− ١١٢)x۵ + ٨x۴

+ (٨n− ٨٠)x٣ − ٨x٢] = xn−١١f٢٢(x);

ϕ(F٢٣; x) = xn−١٠[x١٠ − (n+ ١)x٨ + ۶x٧ + (٧n− ۴٢)x۶ − ١۶x۵ − (١۴n− ١٧٠)x۴

− ٨٨x٣ + (٨n− ٧۴)x٢ − ١٢x] = xn−١٠f٢٣(x);

ϕ(F٢۴; x) = xn−١٠[x١٠ − (n+ ٢)x٨ − ۴x٧ − (٧n− ١١٠)x۶ + ١۶x۵ + (١۴n− ١٨٠)x۴

− ۴x٣ − (٨n− ٨٨)x٢] = xn−١٠f٢۴(x),

ϕ(F٢۵; x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٢)x١١ + (١١n− ۶٢)x٩ − x٨ − (۴٢n− ٣۵)x٧ + ١٠x۶

+ (۶۴n− ۶٢۶)x۵ − ١٠x۴ − (٣٢n− ٣٣۶)x٣] = xn−١٣f٢۵(x).



ب پیوست

مشخصه بیشترین با دور پنج �گراف�های
استرادا

.ϕ(Fi;x), i = ۶,٧, . . . ,١٨ برای

ϕ(F۶;x) = xn−١۵[x١۵ − (n+ ۵)x١٣ + (١٢n− ۴٧)x١١ − ۴x١٠ − (۵٣n− ۴١۵)x٩

+ ٢۴x٨ + (١١٠n− ١١۶۶)x٧ − ۴٨x۶ − (١٠٨n− ١٣٩۶)x۵ + ٣٢x۴

+ (۴٠n− ۶٠٠)x٣] = xn−١۵f۶(x);

ϕ(F٧;x) = xn−١۴[x١۴ − (n+ ١)x١٢ + (١٠n− ۶۵)x١٠ − (٣٣n− ٣١٣)x٨

+ (۴٠n− ۴۵۶)x۶ − (١۶n− ١٩٨)x۴] = xn−١۴f٧(x);

ϕ(F٨;x) = xn−١۵[x١۵ − (n+ ١)x١٣ + (١١n− ٧٣)x١١ − ۴x١٠ − (۴٣n− ۴١٣)x٩

+ ٢٨x٨ + (٧٣n− ٨۴٨)x٧ − ۵۶x۶ − (۵۶n− ٧۴٨)x۵ + ٣٢x۴

+ (١۶n− ٢۴٠)x٣] = xn−١۵f٨(x);

ϕ(F٩; x) = xn−١۵[x١۵ − (n+ ٢)x١٣ + ٣x١٢ + (١٢n− ٢۵)x١١ − ٣۴x١٠ + (۵٣n− ۵)x٩

− ٣١٢x٨ + (١٠۶n− ۵١٠)x٧ + ٧٢٠x۶ − (٩۶n− ١۴۴٨)x۵ + ٣٢x۴]

= xn−١۵f٩(x);

ϕ(F١٠;x) = xn−١۵[x١۵ − (n+ ٢)x١٣ + (١٠n− ۵۶)x١١ − ۴x١٠ − (٣٧n− ٣۴١)x٩

+ ٣۶x٨ + (۶۴n− ٧۶٨)x٧ − ۴٨x۶ − (۵٢n− ٧٧٢)x۵ + ٣٢x۴ + ٣٢x٣]

= xn−١۵f١٠(x);



٧٢ استرادا مشخصه بیشترین با دور پنج �گراف�های ب.

ϕ(F١١;x) = xn−١۴[x١۴ − (n+ ٢)x١٢ + (٩n− ۴٩)x١٠ − (٢٨n− ٢۵٢)x٨

+ (٣۶n− ۴٢٠)x۶ + (١۶n− ٢٢۴)x۴] = xn−١۴f١١(x);

ϕ(F١٢;x) = xn−١۶[x١۶ − (n+ ١)x١۴ + (١٢n− ٨٧)x١٢ − (۵٣n− ۵۵١)x١٠

+ (١٠۶n− ١٣٠۴)x٨ − (٩۶n− ١٣٠٨)x۶ + (٣٢n− ۴۶۴)x۴]

= xn−١۶f١٢(x);

ϕ(F١٣;x) = xn−١۶[x١۶ − (n+ ٢)x١۴ + (١۴n− ١٠٠)x١٢ − (٧٣n− ٧۵٢)x١٠

+ (١٧٢n− ٢١۴٣)x٨ + (٧۶n− ١٧٩٢)x۶ − (۶۴n− ١٢٠٠)x۴]

= xn−١۶f١٣(x);

ϕ(F١۴;x) = xn−١۶[x١۶ − (n+ ٣)x١۴ + (١٣n− ٧٨)x١٢ − (۶۴n− ۶١۵)x١٠

+ (١۴٨n− ١٧۶٨)x٨ + (١۶٠n− ٢٢٠۴)x۶ + (۶۴n− ٩٧۶)x۴]

= xn−١۶f١۴(x);

ϕ(F١۵;x) = xn−١٧[x١٧ − (n+ ٣)x١۵ + ٢x١۴ + (١۶n− ١٢۶)x١٣ − ٢٢x١٢

+ (١٠١n− ١١۴١)x١١ + ٨٢x١٠ + (٣١٨n− ۴۶٧٣)x٩ − ١١۶x٨

− (۵٢٠n− ٧۵۴۶)x٧ + ۴٠x۶ + (۴١۶n− ۶٧١٢)x۵ + ١۶x۴ − (١٢٨n− ٢١۴۴)x٣]

= xn−١٧f١۵(x);

ϕ(F١۶;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٨)x١١ − ۴x١٠ + (١۶n− ۵١)x٩ + ۵۶x٨ − (٧٧n− ٨٣٢)x٧

− ١٩۶x۶ + (١٣۴n− ١٢٨۵)x۵ + ١٣۶x۴ − (٧٢n− ٨٠٨)x٣]

= xn−١٣f١۶(x);

ϕ(F١٧;x) = xn−١۵[x١۵ − (n+ ٩)x١٣ + (١٩n− ٧٢)x١١ − ۴x١٠ − (١٢٣n− ٩۶١)x٩

+ ۵۶x٨ + (٣٣٧n− ٣٢٩١)x٧ − ١٩۶x۶ − (٣٧۶n− ۵٠٢۶)x۵ + ١۴۴x۴

+ (١۴۴n− ٢٢۶۴)x٣] = xn−١۵f١٧(x);

ϕ(F١٨;x) = xn−١٣[x١٣ − (n+ ٢)x١١ − ۴x١٠ + (١٠n− ٧۴)x٩ + ٢٨x٨ + (٣٣n− ٣٠٧)x٧

− ۵۶x۶ + (۴٠n− ٣٨٠)x۵ + ٣٢x۴ − (٧٢n− ٨٠٨)x٣]

= xn−١٣f١٨(x).



مراجع

[1] B. Bollobás, Modern Graph Theory, Springer-Verlag, 1998.
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[12] E. Estrada, J. A. Rodŕıguez-Velá zquez, Subgraph centrality in complex networks,
Phys. Rev. E 71 (2005) 056103-1–056103-9.
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Aabstract

The Estrada index of a simple connected graph G of order n is defined as EE(G) =∑n
i=1 e

λi , where λ1, λ2, . . . , λn are the eigenvalues of the adjacency matrix of G. In this
thesis, we characterize all the unique trees, unique unicyclic graphs, unique bicyclic graphs,
unique tricyclic graphs, unique tetracyclic graphs, pentacyclic graphs of order n with max-
imal Estrada index.
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