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ଓฬ ৎ࠻ھد
دانش΋ده محض ͳریاض رشته ارشد ͳکارشناس دانشجوی جمال آبادی معصومه اینجانب
گروه های جابجایی گراف در قطر عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشΎاه ͳریاض علوم

مͳ شوم: متعهد جعفری حیدر سید دکتر راهنمایی تحت ، ͳمتناه

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرج΄ به پژوهش گران، دیΎر پژوهش های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیΎری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی

دانشΎاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشΎاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه ͳاصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
مͳ گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است، شده

ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا ॒مال آبادییافته ଓوઍ࠳ग़

۹۴ ৘඼ෙ७ور

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این مͳ باشد. شاهرود دانشΎاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه ͳعلم تولیدات در ،ͳمقتض نحو به باید مطلب

نمͳ باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
گروه Έی از جابجایی گراف مͳ دهیم. نشان Z(G) با را ،G مرکز باشد. گروه Έی G کنیم فرض
غیر عناصر آن رئوس که است جهت بدون ساده گراف مͳ شود داده نشان Γ(G) با که G ͳناآبل
مطرح سوال این حال .xy = yx اگر وتنها اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو و هستند G مرکزی
شناخته قطر از بیشتر که کرد پیدا ͳمتناه گروه های جابجایی گراف برای قطری مͳ توان آیا که است

است. پایان نامه این برای ما ͳاصل انگیزه ی سوال این باشد. ۵ ͳیعن Sn متقارن گروه برای شده
Z٣ میدان روی ٣ بعد از معکوس پذیر ماتریس های تمام گروه که دید خواهیم پایان نامه این در ما
معکوس پذیر ماتریس های تمام گروه هستند. ۶ و ۴ بین قطر با جابجایی گراف دارای و بوده همبند
گروه G اگر هستند. ٣ دقیقاً قطر با جابجایی گراف دارای صحیح اعداد درایه های با ٢ بعد از
است. ٧ حدکثر قطر دارای و بوده همبند Γ(G) آنگاه باشد ͳبدیه مرکز با ͳغیربدیه ͳنامتناه حل پذیر

خوشه. عدد همبند، گراف، قطر جابجایی، گراف کلیدی: کلمات
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٢ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١

مقدمه ١ . ١

ͳناته مجموعه Έی از شده تش΋یل که است
(
V (Γ), E(Γ), ψ(Γ)

)
مرتب تایی سه Έی Γ گراف

نامرتب زوج Έی یال هر به که ψ(Γ) وقوع تابع Έی و یال ها E(Γ)از مجموعه Έی رأس ها، از V (Γ)

Z(G) = {x ∈ G|∀y, xy = و ͳناآبل گروه Έی G کنیم فرض مͳ دهد. نسبت را Γ رأس های از
دو و است G− Z(G) آن رئوس که است ͳگراف ،Γ(G) ،G جابجایی گراف باشد. آن مرکز yx}
از ͳوسیع رده ی برای جابجایی١ گراف مفهوم شوند. جا به جا باهم که مجاورند ͳصورت در رأس
اولین جابجایی گراف است. گرفته قرار مطالعه مورد آن ها از ͳمتنوع زیرمجموعه های و گروه ها
قرار مطالعه مورد ساده گروه های طبقه بندی منظور به ١٩۵۵ سال در [٧] فالر٣ و براور٢ توسط بار
ساده گروه های جابجایی گراف های ͳبررس به [١٧] سایتز۵ و سجو۴ ،٢٠٠٢ سال در و گرفت
پرداختند بررسͳ ها این ادامه ی به [١١] جعفرزاده٧ و ایرانمنش۶ پرداختند. An گروه و ͳمتناه
گراف Έی در قطر برای بالا کران Έی ،ͳمتناه ͳناآبل گروه هر برای که بود این آن ها حدس و
را ۶ قطر و ͳبدیه کز مر با گروه ها از خانواده Έی پایان نامه این در دارد. وجود همبند جابجایی

مͳ دهیم. قرار مطالعه مورد

لازم قضایای و تعاریف ١ . ٢

در gn حاصل که را مم΋ن n کوچ΋ترین باشد، ͳطبیع عدد Έی n و g ∈ G اگر .١ . ٢ . ١ تعریف
مͳ نامیم. g مرتبه ی شود، ͳخنث عضو G گروه

مͳ نامیم. برگشت Έی را گروه Έی در ٢ مرتبه با عضو هر .١ . ٢ . ٢ تعریف

گاه هر مͳ نامیم G نرمال زیرگروه Έی را H .١ . ٢ . ٣ تعریف

∀x ∈ G, ∀h ∈ H; x−١hx ∈ H

صورت به و نامیده G گروه مرکز را Z(G) باشد. ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
مͳ کنیم: تعریف زیر

Z(G) = {x ∈ G
∣∣xy = yx ∀ y ∈ G}

مͳ کنیم: تعریف زیر صورت به را G در x مرکزساز ،x ∈ G هر برای

CG(x) = {y ∈ G
∣∣xy = yx}

١commuting graph
٢Brauer
٣Fowler
۴Segev
۵Seitz
۶Iranmanesh
٧Jafarzadeh



٣ لازم قضایای و تعاریف .١ . ٢

X با شده تولید زیرگروه باشد. G مفروض گروه از زیرمجموعه ای X کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
بیان به Xاند. حاوی که مͳ گیریم G از زیرگروه هایی همه ی اشتراک مͳ دهیم نشان ⟨X⟩ با که را

است. X حاوی که است G زیرگروه کوچ΋ترین ⟨X⟩ عادی

g ∈ G هر ازای به کنیم فرض مͳ گیریم. نظر در را X ͳناته مجموعه و G گروه .۶ . ١ . ٢ تعریف
طوری به باشد داشته وجود مͳ دهیم نشان x · g علامت با را آن که X از ی΋تایی عضو x ∈ X هر و

که

،x · ١ = x باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .١

صورت این در x · (g١g٢) = (x · g١) · g٢ باشیم داشته x ∈ X هر و g١, g٢ ∈ G هر ازای به .٢
x · y جای به نوشتن در ͳآسان برای گوییم، X بر G عمل را · و مͳ کند عمل X بر G گوییم

مͳ کنیم. استفاده xy از

g گوییم .x ∈ X و g ∈ G و کند عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
نگه ثابت را X عضو هر که G از اعضایی مجموعه .xg = x گاه هر مͳ دارد نگه ثابت را x عضو

مͳ نامیم. عمل هسته را مͳ دارند

گرفتن نظر در با ،G از g هر برای کند. عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ قضیه
g −→ φg ضابطه با φ : G −→ SX نگاشت و φg ∈ SX ،xφg = xg ضابطه با φg : X −→ X

است. برابر عمل هسته با آن هسته ی که است ͳهمریخت Έی

.[٢٧ ص ،١] به شود رجوع برهان.

صورت این در .x ∈ X و کند عمل X ͳناته مجموعه بر G گروه کنیم فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف
مͳ دهیم. نشان StG(x) علامت با را آن و مͳ نامیم G در x پایدارساز را {g ∈ G|xg = x} مجموعه

چنین X در را ∼ رابطه ی کند. عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
.x١g = x٢ ،g مانند G از عضوی ازای به که ͳصورت در x١ ∼ x٢ گوییم مͳ کنیم. تعریف

اوقات ͳگاه یا عمل، مدار Έی را هم ارزی رده ی هر است X در هم ارزی رابطه ی Έی ∼ رابطه ی
را آن و مͳ نامیم G در x مدار را x شامل هم ارزی رده ی آنگاه x ∈ X اگر مͳ نامیم. G‐مدار Έی

مͳ دهیم. نشان (orb(x) با مختصراً (یا orbG(x) علامت با
ͳمتناه مجموعه ای orbG(x) که ͳصورت در .orbG(x) = {xg|g ∈ G} فوق، تعریف به توجه با

مͳ نامیم. G در x مدار طول را آن عناصر تعداد باشد،

در گوییم متعدی را عمل کند. عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
،x٢ و x١ مانند X عضو دو هر ازای به دیΎر، عبارت به باشد. عمل مدار تنها X که ͳصورت

.x١g = x٢ که طوری به باشد داشته وجود g مانند G از عضوی



۴ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١

و کند عمل X مجموعه ی بر G گروه کنیم فرض پایدارساز). مدار‐ (قضیه  ی .١ . ٢ . ١٢ قضیه
راست همدسته های همه ی مجموعه ی و orbG(x) بین Έی به Έی تناظری صورت این در .x ∈ X

آنگاه باشد، ͳمتناه orbG(x) اگر دارد. وجود G در st(x)

|G : St(x)| = |orbG(x)|

.[٣۴ ص ،١۶] به شود رجوع برهان.

گاه هر y ∼ x آنگاه بΎیریم، نظر در تزویج را عمل اگر ،١ . ٢ . ١٠ تعریف در .١ . ٢ . ١٣ تعریف
را y و x اعضای صورت این در .y = xg که طوری به باشد داشته وجود g مانند عضوی G در
با را x شامل هم ارزی رده ی و مͳ نامیم G ͳمزدوج رده ی Έی را هم ارزی رده ی هر گوییم. مزدوج

مͳ دهیم. نشان ( cl(x) با اختصار طور به (یا clG(x) علامت

ماتریس های همه مجموعه ی باشد. ͳطبیع عدد Έی n و میدان Έی F کنیم فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
مͳ دهیم. نمایش GL(n, F ) با Fاند در آن ها از Έی هر درایه های که را n× n وارون پذیر

و مͳ دهیم نمایش SL(n, F ) با را ١ دترمینال با ماتریس های همه مجموعه ی .١۵ . ١ . ٢ تعریف
است. GL(n, F ) از نرمال زیرگروه که مͳ نامیم خاص ͳخط گروه

و است موجود SL(٢,٣) در ۶ مرتبه ی عناصر از تزویج کلاس دو تنها الف) .١۶ . ١ . ٢ قضیه
دارند. قرار مختلف تزویج کلاس دو در g−١ و g صورت این در باشد ۶ مرتبه ی از عنصری g اگر

است. موجود SL(٢,٣) در ۴ مرتبه ی عناصر از تزویج کلاس Έی تنها ب)
صورت این در باشد ۶ یا ۴ مرتبه ی دارای g ∈ SL(٢,٣) اگر ج)

CSL(٢,٣)(g) = ⟨g⟩.

.[١۶] به شود رجوع برهان.

باشند. مزدوج G در g−١ و g اگر مͳ گوییم ͳحقیق G گروه از g عنصر به .١ . ٢ . ١٧ تعریف

صورت این در باشد G گروه از عنصری g کنیم فرض .١ . ٢ . ١٨ تعریف

C⋆
G(g) = {x ∈ G : x−١gx = g یا g−١}

مͳ نامیم. G در g یافته توسیع مرکزساز را

جایΎشت Έی Xرا روی دوسویی تابع هر باشد ͳناته Xمجموعه ای کنیم فرض .١ . ٢ . ١٩ تعریف
مͳ دهیم. نشان SX با را X روی جایΎشت ها همه ی مجموعه ی مͳ نامیم. X روی

و مͳ نامیم n درجه از متقارن گروه را SX آنگاه X = {١,٢, · · · , n} گاه هر .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
مͳ گوییم. n درجه ی از ͳشتΎجای گروه Έی را Sn گروه زیر هر و مͳ دهیم. نمایش Sn با
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هم ارزی رابطه ی با شده معین X در هم ارزی رده ی .σ ∈ Sn کنیم فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف

∀a, b ∈ X a ∼ b⇔ ∃m ∈ Z ; b = σm(a)

مͳ نویسیم: و هستند σ مدار های

orbσ(a) = {σm(a) : m ∈ Z}

شامل مدار Έی حداکثر دارای اگر مͳ نامیم دور Έی را σ ∈ Sn جایΎشت .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
طول به دور Έی است. آن مدار بزرگترین در عناصر تعداد دور Έی طول باشد. عنصر Έی از بیش

مͳ دهیم. نشان (i١i٢ · · · ir) با را r

به صورت این در باشد. Sn در دلخواه دور Έی α = (i١i٢ · · · ir) کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٣ قضیه
.απ = (i١πi٢π · · · irπ) داشت: خواهیم ،π ∈ Sn جایΎشت هر ازای

.[١٢ ص ،١] به شود رجوع برهان.

ͳمثلث پایین ماتریس های گروه ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر و p اول عدد هر برای .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
. مͳ دهیم نمایش ULT (n, p) با را هستند ١ آن ͳاصل قطر درایه های که ،ZP روی n بعد از

عدد دو n و m آن در که |G| = mn و باشد ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
دیΎر، عبارت به مͳ نامیم. هال زیرگروه Έی را m مرتبه ی از G زیرگروه هر متباین اند. ͳطبیع

باشند. اول هم به نسبت |G : H| و |H| که ͳصورت در گوییم، هال زیرگروه را G از H زیرگروه

n و m آن در که باشد mn مرتبه ی از ͳمتناه حل پذیر گروه Έی G کنیم فرض .٢۶ . ١ . ٢ قضیه
صورت: این در متباین اند. ͳطبیع عدد دو

است؛ m مرتبه ی از هال زیرگروه Έی دارای G الف)
مزدوج اند؛ m مرتبه ی از G هال زیرگروه دو هر ب)

m مرتبه ی از هال زیرگروه Έی جزء S آنگاه باشد m′ مرتبه ی از ͳزیرگروه S و m′|m اگر ج)
است.

.[٢٧۶ ص ،١] به شود رجوع برهان.

را M باشد G از سره ͳزیرگروه M و باشد ͳنابدیه گروه Έی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٧ تعریف
یا H = M که شود نتیجه M ≤ H ≤ G از که ͳصورت در مͳ نامیم G ماکسیمال زیرگروه Έی

.H = G

مͳ نامیم p ـگروه Έی را G گروه باشد اول عدد Έی p و گروه Έی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٨ تعریف
p ـزیرگروه Έی را G از H زیرگروه باشد p از ͳنامنف و صحیح ͳتوان G عضو هر مرتبه که ͳصورت در

باشد. p ـگروه Έی H که ͳصورت در گوییم G

نیست. ساده α > ٠ و هستند اول عدد دو q و p آن در که pαq مرتبه ی از گروه هر .١ . ٢ . ٢٩ قضیه



۶ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١

.[٧٨ ص ،١] به شود رجوع برهان.

p ـسیلو Έی را G ماکسیمال p ـزیرگروه هر باشد، گروه Έی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
مͳ نامیم. G زیرگروه

،n = pα ·n′ آن در که باشد n ازمرتبه ی ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض (سیلو). .١ . ٢ . ٣١ قضیه
صورت: این در p ̸ |n′ که است ͳاول عدد p و α ≥ ٠

دارد، سیلو p ـزیرگروه Έی حداقل G الف)
است، G سیلوی p ـزیرگروه Έی جزء G p ـزیرگروه هر ب)

مزدوج اند، G سیلوی p  ـزیرگروه دو هر ج)
است. p پیمانه ی به ١ همنهشت G سیلوی p ـزیرگروه های همه ی تعداد د)

.[٧٢ ص ،١] به شود رجوع برهان.

و G = HK و K ⊴ G و H ⊴ G و باشد ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
K و H زیرگروه های (ͳداخل) مستقیم حاصل ضرب G گوییم صورت این در ،H ∩ K = {e}

مͳ کنیم. استفاده G = H ×K نماد از و است

Έی را f : G −→ G مانند ͳهمریخت هر باشد، گروه Έی G کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٣ تعریف
مͳ نامیم. G ͳخودریخت Έی را آن باشد ͳریخت΋ی f که ͳصورت در و مͳ نامیم G ͳدرون ریخت
آن و مͳ نامیم G خودریختͳ های گروه را توابع ترکیب عمل با G خودریختͳ های همه مجموعه ی

مͳ دهیم. نشان Aut(G) با را

ͳخودریخت را xTg = xg ضابطه ی با Tg : G −→ G Gتابع از g و x هر ازای به .٣۴ . ١ . ٢ تعریف
Inn(G) با را آن که G ͳداخل خودریختͳ های همه مجموعه ی مͳ نامیم. g با شده القا G ͳداخل

است. Aut(G) نرمال زیرگروه Έی مͳ دهیم نشان
آن هسته ی که است ͳهمریخت Έی gT = Tg ضابطه ی با T : G −→ Aut(G) تابع علاوه به
از است عبارت T تصویر و مͳ شود جابه جا G عضو هر با که است G از اعضایی مجموعه ی

.Inn(G)

باشد ͳهمریخت φ : H −→ Aut(K) و دلخواه گروه دو K و H کنیم فرض .٣۵ . ١ . ٢ تعریف
مͳ کنیم: تعریف را زیر دوتایی عمل K با H ͳدکارت حاصل ضرب در

(h١, k١)(h٢, k٢) =
(
h١h٢, (k١φh٢)k٢

)
H مستقیم نیم حاصل ضرب را گروه این مͳ دهد. گروه Έی تش΋یل فوق عمل با H ×K مجموعه
بر H گروه گوییم اصطلاحاً و مͳ دهیم نشان H ×φ K علامت با را آن و مͳ نامیم φ عمل با K و

کرد. استفاده H ⋉K علامت از مذکور علامت جای به مͳ توان و مͳ کند عمل φ با K گروه
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کنیم فرض چنین هم باشد. ͳمفروض ͳطبیع عدد n و گروه Έی G کنیم فرض .٣۶ . ١ . ٢ لم
ضابطه ی با را σ⋆ : K −→ K تابع و ،K = G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

nبار

دهیم قرار اگر .σ ∈ H و H ≤ Sn

σ⋆ : (x١, · · · , xn) −→ (x١σ−١ , · · · , xnσ−١)

Έی σ −→ σ⋆ ضابطه ی با φ : H −→ Aut(K) تابع و σ⋆ ∈ Aut(K) آنگاه کنیم تعریف
است. ͳتکریخت

.[١٩۶ ص ،١] به شود رجوع برهان.

G حلقوی حاصل ضرب را ٨H ×φ K مستقیم نیم حاصل ضرب لم١ . ٢ . ٣۶ در .١ . ٢ . ٣٧ تعریف
مͳ دهیم. نشان GwrH علامت با را آن و مͳ نامیم H و

φ : H −→ Aut(K) و گروه دو K و H آن در که G = H ×φ K کنیم فرض .١ . ٢ . ٣٨ قضیه
که دارد M مانند ͳزیرگروه و N مانند ͳنرمال زیرگروه G صورت این در است ͳهمریخت Έی

.M ∩N = ١ و G =MN که طوری به N ∼= K و M ∼= H

کنیم: تعریف زیر صورت به را N و M است ͳکاف برهان.

M = {(h,١)|h ∈ H}, N = {(١, k)|k ∈ K}

با که K و H جابه جاگر زیرگروه باشند G گروه از زیرگروه دو K و H اگر .١ . ٢ . ٣٩ تعریف
مͳ شود. تعریف زیر صورت به مͳ شود داده نشان [H,K]

[H,K] = ⟨[h, k] = h−١k−١hk|h ∈ H, k ∈ K⟩

اگر علاوه به .HK = KH اگر تنها و اگر HK ≤ G آنگاه H,K ≤ G اگر .۴١ . ٢ . ٠ لم
.⟨H,K⟩ = HK آنگاه HK ≤ G

.[۴ ص ،١] به شود رجوع برهان.

از هم دسته هایی گرفتن نظر در با باشند. G گروه از عناصری y و x کنیم فرض .۴١ . ٢ . ١ لم
.g ∼ h آنگاه x ∼ y اگر ،h ∈ yZ(G) و g ∈ xZ(G) هر برای Z(G)

.[٢٠] به شود رجوع برهان.

گروه باشند G از زیرگروه هایی Gn, · · · , G٢, G١ و گروه Έی G کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٢ تعریف
که ͳصورت در گوییم Gn, · · · , G١ (ͳداخل) مرکزی حاصل ضرب Έی را G

G = G١G٢ · · ·Gn الف)
.[Gi, Gj] = ١ ،١ ≤ i ≤ j ≤ n که j, i هر ازای به ب)

٨Wearth product
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G آنگاه باشد دوری G

Z(G)
اگر باشد آن مرکز Z(G) و گروه Έی G کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٣ قضیه

است. ͳآبل

.[١٢ ] به شود رجوع برهان.

مانند نرمال زیر سری Έی که ͳصورت در مͳ نامیم حل پذیر٩ را G گروه .۴۴ . ١ . ٢ تعریف
گروه ١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به که طوری به باشد داشته ١ = G٠ ◁ G١ ◁ · · · ◁ Gr = G

حل پذیری طول را مذکور خاصیت با سری کوتاهترین طول باشد حل پذیر G اگر باشد. ͳآبل Gi

Gi−١
نباشد. حل پذیر گاه هر گوییم حل ناپذیر را G گروه مͳ دهیم. نشان l(G) با را آن و مͳ نامیم G

است. حل پذیر حل پذیر، گروه دو هر مستقیم نیم حاصل ضرب .۴۵ . ١ . ٢ قضیه

G ،١ . ٢ . ٣٨ قضیه بنابر .G = H ⋉ K و باشند حل پذیر گروه دو K و H کنیم فرض برهان.
.G/N ∼= M و N ∼= K ،M ∼= H که طوری به دارد M مانند ͳزیرگروه و N مانند ͳنرمال زیرگروه

است. چنین نیز G حل پذیرند، دو هر N و G/N چون حال

نرمال سری باشد گروه Έی G کنیم فرض .۴۶ . ١ . ٢ تعریف

١ = G٠ ≤ G١ ≤ · · · ≤ Gr = G,

١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به که ͳصورت در گوییم G مرکزی سری Έی را

Gi

Gi−١
≤ Z

( G

Gi−١

)
.

طول باشد. داشته مرکزی سری Έی که ͳصورت در مͳ نامیم توان پوچ را G گروه .۴١ . ٢ . ٧ تعریف
مͳ دهیم. نشان c(G) با را آن و گوییم G ͳتوان پوچ رده ی را G مرکزی سری کوتاهترین

N ̸= ١ اگر این صورت، در .N ◁ G و باشد، ͳمتناه p ـگروه Έی G کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٨ قضیه
.N ∩ Z(G) ̸= ١ آنگاه

.[٧١ ص ،١] به شود رجوع برهان.

است. توان پوچ گروه Έی ͳمتناه p ـگروه هر .۴١ . ٢ . ٩ قضیه

،|G| = ١ اگر است. |G| به نسبت استقرا به اثبات باشد. ͳمتناه GیpΈ ـگروه کنیم فرض برهان.
نتیجه در و ،Z(G) ̸= ١ داریم ،۴١ . ٢ . ٨ بنابر .G ̸= ١ کنیم فرض است. برقرار وضوح به ح΋م

مانند مرکزی سری Έی دارای G/Z(G) استقرا، فرض بنابر

١ =
G٠

Z(G)
≤ G١

Z(G)
≤ · · · ≤ Gr

Z(G)
=

G

Z(G)

٩soluble
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،١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به بنابراین است.

[G,Gi]Z(G)

Z(G)
=

[ G

Z(G)
,
Gi

Z(G)

]
≤ Gi−١

Z(G)

نتیجه در و ،[G,Gi] ≤ Gi−١ جا آن از و

١ ≤ Z(G) = G٠ ≤ G١ ≤ · · · ≤ Gr = G

است. G برای مرکزی سری Έی

این در باشد. ͳطبیع عددی α و باشند متمایزی اول اعداد qو p کنیم فرض .۵١ . ٢ . ٠ قضیه
است. حل پذیر pαq ،pα مرتبه های از گروه هر صورت

مرتبه ی از گروه هر بنابراین است. حل پذیر پس است، توان پوچ ͳمتناه p ـگروه هر چون برهان.
صورت به آن مرتبه که باشد ͳگروه کوچ΋ترین مرتبه حیث از G کنیم فرض است. حل پذیر pα

ساده گروه این قضیه١ . ٢ . ٢٩، طبق بر ( است ͳطبیع عددی m) نیست حل پذیر G ͳول است pmq
΀واض G تعریف موجب به N ̸= G و N ̸= ١ که دارد N مانند ͳنرمال زیرگروه بنابراین نیست

است. تناقض Έی که است حل پذیر G بنابراین حل پذیرند دو هر G/N و N که است

گراف هر برای مͳ گیریم. نظر در جهت بدون و ساده را گراف ها پایان نامه این در توجه:
مͳ دهیم. نمایش E(Γ) و V (Γ) با ترتیب به را Γ یال های و رئوس مجموعه ی Γ دلخواه

از بیش رأس دو بین اگر و مͳ نامیم طوقه را خودش به رأس Έی از یال Έی .۵١ . ٢ . ١ تعریف
مͳ نامیم. چندگانه یال های را یال ها آن باشد، موجود یال Έی

بیش آن رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه ای هیچ اگر است ساده گراف Έی .۵١ . ٢ . ٢ تعریف
نباشد. یال Έی از

داشته وجود دو آن بین ͳیال گاه هر گوییم مجاور را Γ گراف از v, w رأس دو .۵١ . ٢ . ٣ تعریف
باشد.

متناوب طور به آن جمله های که W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk ͳناته دنباله ی .۵۴ . ١ . ٢ تعریف
vk, · · · , v١, v٠ رأس های و ek · · · , e٢, e١ یال های گاه هر گوییم مسیر Έی را هستند یال ها و رأس ها
ترتیب به را vk و v٠ رأس های هستند. ،ei انتهای دو vi و vi−١ ،١ ≤ i ≤ k برای که باشند متمایز
W طول را k صحیح عدد مͳ نامیم. آن ͳداخل رأس های را vk−١, · · · v١ و ،W انتهای و ابتدا

مͳ دهیم. نمایش Pk با را k طول به مسیر Έی و مͳ نامیم
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اگر ،(Γ١ ∼= Γ٢ مͳ نویسیم (و مͳ نامیم ی΋ریخت را Γ٢ و Γ١ گراف های .۵۵ . ١ . ٢ تعریف
طوری به باشد، داشته وجود φ : E(Γ١) → E(Γ٢) و θ : V (Γ١) → V (Γ٢) دوسویی نگاشت های
ی΋دیΎر به را v و u راس های e یال که φ(e) = θ(u)θ(v) اگر تنها و اگر ،e = uv باشیم داشته که

است. کرده وصل

با مسیری Γ از v و u دلخواه رأس دو هر بین گاه هر گوییم همبند را Γ گراف .۵۶ . ١ . ٢ تعریف
مͳ نامیم. ناهمبند را Γ صورت این غیر در باشد موجود Γ در v و u انتهایی رئوس

که را Γ در v و u بین فاصله باشد داشته وجود مسیری Γ در v و u بین اگر .۵١ . ٢ . ٧ تعریف
موجود مسیری چنین اگر و است Γ در v و u بین مسیر کوتاهترین طول مͳ دهیم، نشان d(u, v) با

مͳ کنیم. تعریف ∞ را v و u فاصله نباشد

مͳ شود تعریف زیر صورت به Γ گراف قطر .۵١ . ٢ . ٨ تعریف

diam(Γ) = sup{d(u, v) : Γهستند. در رأس هایی u, v}

که Γ از ͳزیرگراف باشد. V (Γ) از ͳناته زیرمجموعه ی Έی ،V ′ کنیم فرض .۵١ . ٢ . ٩ تعریف
که باشد Γ از یال هایی همه ی مجموعه ی برابر یال هایش مجموعه ی و V ′ آن رأس های مجموعه ی
نمایش Γ(V ′) با و مͳ شود نامیده V ′ توسط شده القا زیرگراف است واق΄ V ′ در آن ها سر دو هر

مͳ شود. داده

گراف گوییم. کامل گراف را باشند مجاور آن متمایز رأس دو هر که ͳگراف .۶١ . ٢ . ٠ تعریف
مͳ دهیم. نشان Kn با را رأس n با کامل

گوییم خوشه Έی را Γ رئوس از ∧ زیرمجموعه باشد گراف Έی Γ کنیم فرض .۶١ . ٢ . ١ تعریف
کامل مجموعه ی Έی را ،∧ مجموعه ی و باشد کامل گراف Έی ∧ توسط القایی زیرگراف گاه هر

مͳ دهیم. نشان ω(Γ) با و مͳ نامیم Γ خوشه ای عدد را ،Γ در خوشه ها اندازه سوپریمم مͳ نامیم.

باشد ͳ΋ی آن انتهای و مبدأ و بوده مثبت طول دارای که مسیری گراف، Έی در .۶١ . ٢ . ٢ تعریف
مͳ دهیم. نمایش Ck با را k طول به دوری و گوییم دور Έی را



فصل٢

از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر

گروه ها

١١



١٢ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

مقدمه ٢ . ١

که است گروه دو حلقوی حاصل ضرب گروه ها، مستقیم نیم حاصل ضرب خاص کاربرد های از ͳ΋ی
شامل فصل این است. مفید بسیار ͳمتناه p ـزیر گروه های بیان نیز و گروه ها از مثال هایی ساختن در
حلقوی حاصل ضرب ͳیعن Awr Sn جابجایی گراف ͳمعرف به اول بخش در که است بخش سه
بخش مͳ آوریم. بدست را آن قطر و مͳ پردازیم A مرتبه ی زوج ͳمتناه گروه و Sn متقارن گروه
قطر و است G ͳمتناه گروه از زیرگروه هایی مرکزی حاصل ضرب جابجایی گراف ͳمعرف شامل دوم
همبندی و پرداخته ͳخارج قسمت گروه های جابجایی گراف ͳمعرف به سپس مͳ آوریم بدست را آن ها
خانواده Έی سوم بخش در و مͳ آوریم. بدست را G گراف در خوشه١ عدد و کرده ͳبررس را آن ها
با همبند جابجایی گراف دارای گروه ها این که ساخت خواهیم ͳبدیه مرکز با گروه ها از ͳمتناه

هستند. ۶ قطر

گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر ٢ . ٢

از A ͳمتناه گروه و n ≥ ٢ مثبت صحیح اعداد برای را Awr Sn جابجایی گراف بخش این در
شمارنده ی که ،p ̸= ٢ اول عدد هر ازای به که طوری به مͳ گیرم نظر در ͳبدیه مرکز با زوج مرتبه

باشد. n از کمتر A در p مرتبه ی از عناصر شامل مزدوج کلاس های تعداد است |A|

Έی حداقل دارای A صورت این در باشد، زوج مرتبه ی با دلخواه گروه A کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ لم
است. برگشت

صورت این در ،D = {x ∈ G : x٢ ̸= ١} و T = {x ∈ A : x٢ = ١} کنیم فرض برهان.
اعضای حال .T ∩ D = ∅ و A = T ∪ D که طوری به هستند A از زیرمجموعه هایی D و T
را t١ ∈ D صورت این غیر در .|D| = ٠ حالت این در D = ∅ است مم΋ن مͳ شماریم. را D
غیر در .|D| = ٢ آنگاه .D = {t١, t−١

١ } اگر .t١ ̸= t−١
١ ∈ D صورت این در مͳ کنیم. انتخاب

و t−١
٢ ̸= t١ چنین هم و t٢ ̸= t−١

٢ ∈ D پس مͳ کنیم. انتخاب را t٢ ∈ D دیΎر عضو صورت این
ادامه را عمل این صورت این غیر در .|D| = ۴ آنگاه D = {t١, t−١

١ , t٢, t
−١
٢ } اگر .t−١

٢ ̸= t−١
١

زوج |D| که مͳ کنیم مشاهده حالت هر در شوند واق΄ بحث مورد D اعضای تمام که این تا مͳ دهیم
است. زوج |T | که مͳ گیریم نتیجه ،|A| = |T |+ |D| از است زوج نیز |A| که جایی آن از است.
.x ̸= ١ که دارد وجود x ∈ T چون عضوی بنابراین .|T | ≥ ٢ رو این از .١ ∈ T زیرا ،T ̸= ∅ اما

است. برگشت Έی ،T عضو چنین Έی

باشیم داشته k ∈ K,h ∈ H, y ∈ L هر ازای به اگر ،L = H ⋊ K کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ لم
.ym = h′km داریم m صحیح عدد هر ازای به آنگاه y = hk

١clique



١٣ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢ . ٢

در ،yH = kH بنابراین ،yH ∈ L

H
داریم H ◁ L که این از L = H ⋊ K رابطه ی در برهان.

که دارد وجود h′ ∈ H نتیجه در ،ymH = kmH داریم m صحیح عدد هر ازای به صورت این
.ym = h′km

از ͳبعض با است p اول مرتبه ی دارای که عنصری هر Awr Sn حلقوی ضرب در .٢ . ٢ . ٣ لم
مͳ شود. جابه جا برگشت ها

ai ∈ A هر آن در که g = (a١, a٢, · · · , an)π کنیم فرض و G := Awr Sn مͳ دهیم قرار برهان.
g با شده جابه جا برگشت های حال باشد. p اول عدد مرتبه دارای و G از عنصری است، π ∈ Sn و
.j ̸= i که طوری به aj = ١ و π = ١ کنیم فرض مͳ کنیم. ͳبررس π ̸= ١ و π = ١ مورد دو در را
cj = x و ci = e باشیم داشته i ̸= j هر ازای به که طوری به h := (c١, c٢, · · · , cn) مͳ دهیم قرار
برگشت Έی h := (e١, e٢, · · · , x, ej+١, · · · , en) صورت این در باشد. A به متعلق ͳبرگشت x و

چون مͳ باشد g با شده جابه جا

hg = (e١, e٢, · · · , x, ej+١, · · · , en)(a١, a٢, · · · ,١, aj+١, · · · , an)

= (e١a١, e٢a٢, · · · , x, ej+١aj+١, · · · , enan)

= (a١, a٢, · · · , x, aj+١, · · · , an)

= (a١, a٢, · · · ,١, aj+١, · · · , an)(e١, e٢, · · · , x, ej+١, · · · , en)

= gh

است، p اول عدد مرتبه دارای g که آنجایی از .aj ̸= ١ باشیم داشته j هر برای کنیم فرض حال
A در مزدوج کلاس n − ١ شامل حداکثر aiها که فرض این با است. p مرتبه دارای ai هر پس
باشد طوری x ∈ A و s < t کنیم فرض است. مزدوج at با as که دارد وجود t ̸= s بنابراین هستند
،h := (c١, c٢, · · · , cn)T و T = (s t) ∈ Sn مͳ دهیم قرار .as = atx

−١ بنابراین ،at = axs که
و است برگشت Έی h نتیجه در .ci = e ،i ̸= t, s وبرای ct = x−١ و cs = x آن در که



١۴ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

gh = (a١, a٢, · · · , as, · · · , at, · · · , an)(e١, e٢, · · · , x, es+١, · · · , x−١, et+١, · · · , en)T

= (a١e١, a٢e٢, · · · , asx, · · · , atx−١, · · · anen)T

= (a١, a٢, · · · , ax
−١

t x, · · · , axsx−١, · · · , an)T

= (a١, a٢, · · · , xatx−١x, · · · , x−١asxx
−١, · · · , an)T

= (a١, a٢, · · · , xat, · · · , x−١as, · · · , an)T

= (e١, e٢, · · · , x, · · · , x−١, · · · , en)T (a١, a٢, · · · , as, · · · , at, · · · , an)

= hg

١ = gp = ( )πp داریم ،٢ . ٢ . ٢ لم بنابر مͳ کنیم. ͳبررس را π ̸= حال١ مͳ شود. جابجا g با h پس
پس

o(π)|p =⇒ o(π) = ١ یا o(π) = p

p ـدور Έی π آن در که مͳ گیریم نظر در را ͳحالت حال .o(π) = p پس π ̸= ١ فرض طبق چون و
داریم صورت این در باشد T = (١ ٢ ٣ · · · p) صورت به

١ = gP =
(
(a١, a٢, · · · , an)T

)p
=

(
(a١, a٢, · · · , an)T (a١, a٢, · · · , an)T · · · (a١, a٢, · · · , an)T

)︸ ︷︷ ︸
pمرتبه

= (a١a٢ · · · ap, a٢a٣ · · · apa١, · · · , apa١ · · · ap−١, (ap+١)
p, · · · , apn)πp

.(a١a٢ · · · ap) = ١ فرض با
مͳ دهیم قرار باشد، برگشت Έی x ∈ A کنیم فرض حال

h := (x, xa١ , xa١a٢ , · · · , xa١a٢···ap−١ ,١, · · · ,١)

Έی h نتیجه در است برگشت Έی xa١a٢···ai iها تمام برای بنابراین است برگشت Έی x چون
زیرا مͳ شود جابه جا g با که مͳ باشد برگشت

gh = (a١, a٢, · · · , an)π(x, xa١ , xa١a٢ , · · · , xa١a٢···ap−١ ,١, · · · ,١)

= (a١, a٢, · · · , an)(١ ٢ · · · p)(x, xa١ , xa١a٢ , · · · , xa١a٢···ap−١ ,١, · · · ,١)

= (a١x
a١ , a٢x

a١a٢ , · · · , apx, ap+١, · · · , an)π



١۵ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢ . ٢

،(a١a٢ · · · ap) = ١ چون

= (a١x
a١ , a٢x

a١a٢ , · · · , apxa١a٢···ap , ap+١, · · · , an)π

= (a١a
−١
١ xa١, a٢a

−١
٢ a−١

١ xa١a٢, · · · , apa−١
p a−١

p−١ · · · xa١a٢ · · · ap, ap+١, · · · , an)π

= (xa١, x
a١a٢, · · · , xa١a٢···ap−١ , ap, ap+١, · · · , an)π

= (x, xa١ , xa١a٢ , · · · , xa١a٢···ap ,١, · · · ,١)(a١, a٢, · · · , an)π

= hg

برگشت هاست. از کلاس Έی از بیش شامل AwrH گروه آنگاه H ≤ Sn اگر .۴ . ٢ . ٢ لم

ازای به .g = (x١, x٢, · · · , xn)π که طوری به باشد، AwrH از عنصری g کنیم فرض برهان.
داریم: x ∈ A برگشت

(x,١, · · · ,١)g = (x,١, · · · ,١)(x١,··· ,xn)π = (xx١ ,١x٢ , · · · ,١xn)π

= (xx١ ,١, · · · ,١)π = (y١, · · · , yn)

(x, x,١, · · · ,١) عنصر با لذا است ͳنابدیه yiها از عامل Έی فقط حلقوی، ضرب تعریف توجه با که
نیست. برابر

،Sn از H زیرگروه هر برای آنگاه باشد ͳبدیه مرکز با ͳبدیه غیر گروه Έی A اگر .۵ . ٢ . ٢ لم
است. ͳبدیه مرکز دارای AwrH

آنگاه π ̸= eH اگر باشد. AwrH مرکز از عضوی x := (a١, a٢, · · · , an)π کنیم فرض برهان.
کنیم فرض .jπ ̸= j ͳیعن مͳ کند جا جابه را آن ها π که دارد وجود j مانند اندیس چند

بنابراین باشد. y از ͳبدیه غیر درایه تنها yj که y = (y١, y٢, · · · , yn) ∈ An

شده داده مختصات در واق΄ yx از ͳبدیه غیر عضو تنها yj لذا .y = (١,١, · · · , yj,١, · · · ,١)
حال مͳ باشد. نیز jπ ̸= j توسط

yx = y(a١,a٢,··· ,an)π =
(
١a١ ,١a٢ , · · · , yajj ,١aj+١ , · · · ,١an

)π
A چون حال .x ∈ Z(A) لذا .π = ١ پس است تناقض که نیستند برابر y و yx jام درایه بنابراین

است. ͳبدیه مرکز دارای AwrH لذا x = ١ پس است ͳبدیه مرکز دارای

نباشند. برگشت و Gبوده گروه تزویج کلاس های از عناصری نماینده ی giها کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ لم
به را gi ،y و x برگشت های آنگاه ،gi = xy که طوری به باشد برگشت ها از مرتبی زوج (x, y) اگر

مͳ کنند. تبدیل g−١
i



١۶ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

نتیجه در y = y−١ و x = x−١ داریم بنابراین هستند G گروه از برگشت هایی y و x چون برهان.
داریم

g−١
i = (xy)−١ = y−١x−١ = yx = x−١(xy)x = x−١gix

آنگاه باشد برگشت Έی علاوه به ،ͳحقیق غیر G گروه از g عنصر اگر الف) .٢ . ٢ . ٧ قضیه
.C⋆

G(g) = CG(g)

است. ٢n(g) صورت به C⋆
G(g) مرتبه آنگاه باشد ٢ از بزرگتر مرتبه ایی از و ͳحقیق g اگر ب)

داریم صورت این در باشد برگشت Έی علاوه به ،ͳحقیق غیر g عنصر کنیم فرض الف) برهان.
١ . ٢ . ١٨ تعریف بنابر بنابراین ،g = g−١

C⋆
G(g) = {x ∈ G : x−١gx = g یا g−١}

= {x ∈ G : x−١gx = g}

= CG(g)

عضوی و g−١ ̸= g صورت این در باشد، ٢ از بزرگتر مرتبه ایی از و ͳحقیق g کنیم فرض ب)
فرض حال .x ∈ C⋆

G(g)\CG(g) بنابراین gx = g−١ که طوری به دارد، وجود x ∈ G مانند
نتیجه در و gx′

= g−١ = gx صورت این در باشد. C⋆
G(g)\CG(g) از ͳدلخواه عضو x′ مͳ کنیم

نتیجه در و ،C⋆
G(g) = CG(g) ∪ CG(g)x بنابراین .x′ ∈ CG(g)x رو این از ،x′x−١ ∈ CG(g)

،C⋆
G(g) مرتبه ی آنگاه بΎیریم نظر در n(g) را CG(g) مرتبه ی اگر پس .|C⋆

G(g) : CG(g)| = ٢
شد. خواهد ٢n(g)

وجود G در J مانند ͳبرگشت آنگاه نباشند مزدوج G گروه از y و x برگشتهای اگر .٢ . ٢ . ٨ قضیه
مͳ شود. جابه جا y و x با که دارد

و x برگشت دو هر که دیدیم ،۶ . ٢ . ٢ لم برهان در مͳ گیریم. نظر در را g = xy مجموعه برهان.
و ١ . ٢ . ١٧ تعریف های طبق پس مزدوجند، G در g−١ و g بنابراین مͳ کنند تبدیل g−١ به را g ،y
رابطه از آنگاه g = ١ اگر مͳ باشند. C⋆(g) گروه از عناصری y و x و مͳ باشد ͳحقیق g ،١ . ٢ . ١٨

است. تناقض که x = y داشت خواهیم g = xy

y و x با ٢ . ٢ . ٧ قضیه بنابر که است برگشت Έی g آنگاه باشد ٢ مرتبه دارای g اگر حال
دارد ٢ از بزرگتر مرتبه ای g کنیم فرض حال است. ثابت ح΋م صورت این در پس مͳ شود جابه جا
فرد n و |G| = ٢n اگر داشتیم ͳطرف از مͳ باشد ٢n(g) مرتبه دارای C⋆(g) ،٢ . ٢ . ٧ قضیه  طبق پس
زیر گروه های {x} و {y} آنگاه باشد فرد n(g) اگر بنابراین دارد ٢ اندیس از ͳزیر گروه G آنگاه باشد
بنابراین مزدوجند G سیلوی p ـزیر گروه دو هر سیلوها قضیه طبق ͳطرف از مͳ باشند C⋆(g) از ٢ ـسیلو



١٧ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢ . ٢

مرتبه ی بنابراین باشد زوج n باید پس است فرض خلاف این و هستند مزدوج C⋆(g) در y و x
باشد x شامل C⋆(g) از ٢ ـسیلو زیر گروه Έی B⋆ کنیم فرض باشد. زوج باید نیز n(g) ͳیعن C(g)
چون ،B = B⋆∩C(g) در بنابراین x ̸∈ C(g) پس مͳ کند تبدیل g−١ به را g ،x چون فرض طبق و
باشد B⋆ در ٢ اندیس دارای باید B بنابراین است زوج مرتبه ی دارای C(g) و ٢ اندیس دارای B⋆

مͳ توانیم است نرمال B⋆ در B چون و است ٢ حداقل آن مرتبه و C(g) از ٢ ـسیلو زیرگروه Έی B و
Έی J پس {J} ⊆ B که طوری به کنیم پیدا B⋆ در ٢ مرتبه از {J} مانند نرمال زیر گروه Έی
y = x−١g = xg بنابراین g = xy فرض طبق ͳطرف از مͳ شود جابه جا g و x با که هست برگشت

.d(x, y) ≤ ٢ و x ∼ J ∼ y ͳیعن مͳ شود جابه جا نیز y با J و

در برگشت دو هر فاصله آنگاه باشد برگشت ها از کلاس Έی از بیش شامل G اگر .٢ . ٢ . ٩ قضیه
است. ٣ حداکثر G

.d(x, z) ≤ ٢ آنگاه باشند، مختلف کلاس های از برگشت دو z و x اگر ،٢ . ٢ . ٨ قضیه بنابر برهان.
کلاس  از y مانند ͳبرگشت با x ،٢ . ٢ . ٨ قضیه بنابر آنگاه باشند تزویج کلاس Έی در z و x اگر
.d(y, z) ≤ ٢ پس دارند قرار متمایز تزویج کلاس دو در y و z چون حال مͳ شود. جابه جا دیΎر

پس ،d(x, y) = ١ ͳطرف از

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

≤ ١ + ٢ = ٣

است. ٧ حداکثر قطر دارای و همبند Awr Sn جابجایی گراف .٢ . ٢ . ١٠ لم

اول مرتبه دارای b ∈ CG(h) و a ∈ CG(g) عناصر و دلخواه g, h ∈ G\Z(G) کنیم فرض برهان.
ͳطرف از .b ∼ y و a ∼ x که دارند وجود x, y ∈ G مانند برگشت هایی ،٢ . ٢ . ٣ لم بنابر باشند.
ͳبدیه مرکز دارای G ،۵ . ٢ . ٢ لم طبق و است. برگشت ها از کلاس دو شامل G ،۴ . ٢ . ٢ لم بنابر
بنابراین است ٣ حداکثر Γ(G) در x, y برگشت های بین فاصله ،٢ . ٢ . ٩ قضیه بنابر چنین هم و است

d(g, h) = d(g, a) + d(a, x) + d(x, y) + d(y, b) + d(b, h) ≤ ٧



١٨ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

گروه ها از ͳبعض مرکزی حاصل ضرب گراف قطر ٢ . ٣

در مشمول که G غیرمرکزی عناصر تمام نوشتن برای مͳ گیریم. نظر در را G گروه از H زیرگروه
ͳیعن مͳ کنیم استفاده H نماد از هستند H زیرگروه

H :=
∪

hZ(G)∈H\Z(G)

hZ(G).

و G ͳمتناه گروه از زیرگروه هایی مرکزی حاصل ضرب جابجایی گراف در قطر ابتدا بخش این در
مͳ آوریم. بدست را ͳغیربدیه مرکز با گروه هایی جابجایی گراف در خوشه عدد چنین هم

حاصل ضرب G اگر باشند. G ͳناآبل و ͳمتناه گروه از زیرگروه دو K و H کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ لم
.Z(H ×K) = Z(H)×Z(K) آنگاه باشد K و H مرکزی

h ∈ H و k ∈ K هر ازای به برهان.

Z(H ×K) ={(h, k)|∀(x, y) ∈ H ×K : (h, k)(x, y) = (x, y)(h, k)}

= {(h, k)|∀(x, y) ∈ H ×K : (hx, ky) = (ky, hx)}

= {h ∈ H|∀x ∈ H, hx = xh} × {k ∈ K|∀ y ∈ K : ky = yk}

= Z(H)×Z(K)

صورت این در باشد K و H زیرگروه دو مرکزی حاصل ضرب G کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢ لم
آنگاه باشند ͳناآبل K و H اگر الف)

diam
(
Γ(G)

)
≤ min{٣, diam

(
Γ(H)

)
, diam

(
Γ(K)

)
}

آنگاه باشد ͳآبل K اگر ب)

diam
(
Γ(G)

)
= diam

(
Γ(H)

)
وجود k١, k٢ ∈ K و h١, h٢ ∈ H عناصر پس .g١, g٢ ∈ G\Z(G) کنیم فرض الف) برهان.
Z(G) = Z(H)×Z(K) و g١, g٢ ̸∈ Z(G) چون .g٢ = h٢k٢ و g١ = h١k١ که طوری به دارند
در بنابراین نباشد مربوطه K یا H مرکز در k٢ و h٢ از ͳ΋ی حداقل و k١ h١و از ͳ΋ی حداقل باید
مͳ گیریم: نظر در را زیر حالت سه مسأله کلیت از شدن کم بدون گرفت. نخواهد قرار نیز G مرکز

داریم: بنابراین نباشند مرکزی k٢ یا k١ و h٢ و h١ از Έی هیچ کنیم فرض اول: حالت

g١ = h١k١ ∼ h١ ∼ k٢ ∼ h٢k٢ = g٢



١٩ گروه ها از ͳبعض مرکزی حاصل ضرب گراف قطر .٢ . ٣

اگر علاوه به است. g٢ به g١ از Γ(G) در ٣ طول به غیرمرکزی اجزاء از مسیر Έی
بنابراین .h١ ∼ x ∼ h٢ که طوری به دارد وجود x ∈ H − Z(H) آنگاه diam

(
Γ(H)

)
= ٢

اگر مشابه طور به مͳ باشد. Γ(G) در g٢ و g١ بین ٢ طول به مسیر Έی g١ ∼ x ∼ g٢

کنیم. ایجاد g٢ و g١ بین ٢ طول به مسیری مͳ توانیم آنگاه diamΓ(K) = ٢
از مسیر Έی g١ = h١k١ ∼ h٢ ∼ h٢k٢ = g٢ پس نیست مرکزی h٢ و مرکزی h١ دوم: حالت

مͳ باشد. ٢ طول به غیرمرکزی اجزاء
از مرکزی غیر عنصر Έی است ͳغیرآبل H چون هستند. مرکزی h٢ و h١ کنیم فرض سوم: حالت
در مͳ باشد. ٢ طول به مسیری ،g١ = h١k١ ∼ h′ ∼ h٢k٢ = g٢ بنابراین دارد وجود h′ مانند H
یا Γ(H) از ͳ΋ی اگر یا و دارد وجود ٣ حداکثر طول به مسیر Έی یا مم΋ن حالات تمام در نتیجه
دارد. وجود Γ(G) در g٢ و g١ بین ٢ حداکثر طول به مسیر Έی آنگاه باشد ٢ قطر دارای Γ(K)

و است همبند Γ(G) بنابراین

diam
(
Γ(G)

)
≤ min{٣, diam

(
Γ(H)

)
, diam

(
Γ(K)

)
}

ͳیعن مͳ باشند غیرمرکزی نیز h٢ و h١ بنابراین هستند غیرمرکزی g٢ و g١ چون ب)
مانند مسیری بنابراین باشد همبند Γ(H) کنیم فرض .h١, h٢ ∈ H −Z(H)

.d ≤ diamΓ(H) و xi ∈ H − Z(H) که طوری به دارد وجود h١ ∼ x١ ∼ · · · ∼ xd−١ ∼ h٢

مͳ باشد. Γ(G) در g٢ به g١ از d حداکثر طول به مسیر Έی g١ ∼ x١ ∼ · · · ∼ xd−١ ∼ g٢ پس
بنابراین

diamΓ(G) ≤ diamΓ(H) (٢ . ١)

و باشند Γ(H) در d فاصله دارای h٢ و h١ کنیم فرض برعکس
bi ∈ K, ai ∈ H آن در که g١ = h١k١ ∼ a١b١ ∼ a٢b٢ ∼ · · · ∼ al−١bl−١ ∼ g٢ = h٢k٢

است. غیرمرکزی H در نیز ai هر است غیرمرکزی G در aibi هر چون باشد. G گراف در مسیری
رو این از است l طول به Γ(H) در مسیر Έی h١ ∼ a١ ∼ a٢ · · · ∼ al−١ ∼ h٢ چنین هم

l ≥ d

بنابراین

diamΓ(H) ≤ diamΓ(G) (٢ . ٢)

داریم: ،٢ . ٢ و ٢ . ١ رابطه های از

diamΓ(H) = diamΓ(G)

.diam
(
Γ(G)

)
= ٢ آنگاه |Z(G)|٣ < |G| و G′ ≤ Z(G) اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه



٢٠ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

مͳ دهیم قرار نشوند. جابه جا b و a که طوری به a, b ∈ G\Z(G) کنیم فرض برهان.
اگر زیرا مͳ شود ثابت ح΋م |X| > |Z(G)| دهیم نشان اگر .X := CG(a) ∩ CG(b)

به مسیری a ∼ x ∼ b که بوده غیرمرکزی عنصر Έی x xآنگاه ∈ X\Z(G) و |X| > |Z(G)|
است. Γ(G) گراف در b به a از ٢ طول

هر برای مͳ گیریم. نظر در ϕg(y) = [g, y] ضابطه با را ϕg : G −→ G′ نگاشت g ∈ G هر برای
داریم: h, k ∈ G

ϕg(hk) = [g, hk] = g−١(hk)−١ghk = g−١k−١h−١ghk

= g−١k−١gg−١h−١ghk = g−١k−١g[g, h]k

.ϕg(hk) = [g, h][g, k] = ϕg(h)ϕg(k) نتیجه در [g, h] ∈ G′ ≤ Z(G) فرض طبق بنابراین
و است ͳهمریخت Έی ϕg بنابراین

ker(ϕg) = {y ∈ G
∣∣[g, y] = ١} = CG(g)

ͳهمریخت اول قضیه از استفاده با
G

ker(ϕg)
∼= ϕg(G) ≤ G′ ≤ Z(G)

بنابراین
|G|

|CG(g)|
≤ |G′| ≤ |Z(G)|

،g ∈ G هر برای لذا
|G|

|Z(G)|
≤ |CG(g)|

داریم: فرض طبق ͳطرف از
|Z(G)|٣ < |G|

بنابراین
|Z(G)|٣

|Z(G)|
<

|(G)|
|Z(G)|

≤ |CG(g)|

⇒ |Z(G)|٢ ≤ |CG(g)| (٢ . ٣)

باشد CG(a) به ϕb از تحدیدی ϕ′
b مͳ کنیم فرض ،ϕb : G −→ G′ ͳهمریخت گرفتن نظر در با

داریم ͳهمریخت اول قضیه طبق پس kerϕ′
b = CG(a) ∩ kerϕb = CG(a) ∩CG(b) = X بنابراین

داریم: آرایش تجدید و گرفتن کاردینال با پس . CG(a)

CG(a) ∩ kerϕb

∼= ϕ′
b

(
CG(a)

)
≤ G′ ≤ Z(G)

|CG(a)|
|X|

≤ |Z(G)| ⇒ |X|
|CG(a)|

≥ ١
|Z(G)|

⇒

|X| ≥ |CG(a)|
|Z(G)|

(۴ . ٢)



٢١ گروه ها از ͳبعض مرکزی حاصل ضرب گراف قطر .٢ . ٣

داریم: ۴ . ٢ و ٢ . ٣ رابطه های از حال

|X| ≥ |CG(a)|
|Z(G)|

≥ |Z(G)|٢

|Z(G)|
= |Z(G)| ⇒ |X| ≥ |Z(G)|

شد. ثابت ح΋م بنابراین

گراف در خوشه Έی ⟨xZ(G), yZ(G)⟩ ،x ∼ y که x, y ∈ G\Z(G) هر برای .۴ . ٢ . ٣ لم
است. Γ(G)

لم بنابر و ⟨yZ(G)⟩ = {yjZ(G) | j ∈ Z} و ⟨xZ(G)⟩ = {xiZ(G) | i ∈ Z} داریم برهان.
چون ،۴١ . ٢ . ١ لم بنابر ͳطرف از ⟨xZ(G), yZ(G)⟩ = xiyjZ(G) داریم x ∼ y چون ،۴١ . ٢ . ٠
در مشمول G از عنصر دو هر بنابراین .xiyj ∼ xkyl داشت خواهیم i, j, z, l ∈ Z هر برای x ∼ y

نتیجه در مͳ شوند جابه جا ⟨xZ(G), yZ(G)⟩ عناصر

⟨xZ(G), yZ(G)⟩ :=
∪

xiyjZ(G)∈xyZ(G)\Z(G)

xiyjZ(G)

است. G گراف در خوشه Έی

عدد سه حدکثر حاصل ضرب و G گروه مرکز اندیس و ͳغیرآبل ͳمتناه G گروه اگر .۵ . ٢ . ٣ قضیه
است. ناهمبند G جابجایی گراف آنگاه باشد متمایز لزوماً نه اول

بنابر باشد. متمایز لزوماً نه اول عدد سه حدکثر حاصل ضرب |G : Z(G)| کنیم فرض برهان.
و p اول عدد دو بر حداقل |G : Z(G)| بنابراین نیست، اول G گروه مرکز اندیس ،۴١ . ٢ . ٣ قضیه
،p

∣∣ | G

Z(G)
| چون باشد. همبند Γ(G) کنیم فرض خلف برهان از استفاده با است. بخش پذیر q

مͳ دهیم قرار .|aZ(G)| = p که دارد وجود a ∈ G\Z(G) مانند عضوی ͳکوش قضیه بنابر
است همبند Γ(G) چون است. Γ(G) از خوشه Έی A ،۴ . ٢ . ٣ لم بنابر بنابراین A := ⟨aZ(G)⟩
چون حال .x ∼ b که طوری به دارند وجود b ∈ G\

(
A ∪ Z(G)

)
و x ∈ A مانند عناصری

و است اول |aZ(G)|
رابطه ی ،۴ . ٢ . ٣ لم به توجه با .⟨xZ(G)⟩ = ⟨aZ(G)⟩ داشت خواهیم xZ(G) ∈ A\{Z(G)}
چون . B := ⟨aZ(G), bZ(G)⟩ که طوری به است خوشه Έی B̄ و b ∼ a مͳ دهد نتیجه b ∼ x

خواهیم g ∈ G\Z(G) هر برای پس .B =
G

Z(G)
کنیم .فرض |A| < |B| بنابراین bZ(G) ̸∈ A

تناقض Έی این و a ̸∈ Z(G) داشتیم که ͳحال در باشد a ∈ Z(G) باید بنابراین .a ∼ g داشت
همبند Γ(G) چون .|G : Z(G)| = pqr ،r اول عدد ازای به و |B| = pq کنیم فرض حال است.
مͳ دهیم قرار .y ∼ c که طوری به دارند وجود c ∈ G\

(
B∪Z(G)

)
و y ∈ B مانند مقادیری است

G

Z(G)
در اول اندیس دارای B چون و B < C بنابراین . C := ⟨aZ(G), bZ(G), cZ(G)⟩

.C =
G

Z(G)
داشت خواهیم نتیجه در |B|

∣∣ |C| داشت خواهیم لاگرانژ قضیه به توجه با مͳ باشد



٢٢ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

است Γ(G) از خوشه Έی B و y ∈ B که این از مͳ باشد. Γ(G) عناصر تمام شامل C بنابراین
با y بنابراین مͳ شود جابه جا نیز c با y ͳطرف از مͳ شود جابه جا b و a با y گرفت نتیجه مͳ توان
جابه جا هم دسته این از عنصری هر با y ،۴ . ٢ . ٣ لم بنابر پس مͳ شود جابه جا C در هم دسته ای هر
بنابراین است تناقض Έی که y ∈ Z(G) نتیجه در .y ∼ g ،g ∈ C هر ازای به بنابراین مͳ شود

باشد. غیرهمبند باید G جابجایی گراف

Γ(W ) جابجایی گراف قطر ۴ . ٢

Z٢
p مستقیم نیم حاصل ضرب صورت به ͳبدیه مرکز با گروه ها از ͳمتناه خانواده Έی بخش این در

جابجایی گراف دارای گروه  این ،p = ٣n + ١ اول عدد برای که ساخت خواهیم SL(٢,٣) و
است. ۶ قطر با همبند

β ̸= −١,١ و α ̸= ١ آنگاه β := α+ ١ و باشد ٣ مرتبه ی از عنصری Z⋆
p در α اگر .١ . ۴ . ٢ لم

.α٢ + β٢ = −١ و β٣ = −١ و

برهان.

α٣ = ١ ⇒ (α− ١)(α٢ + α + ١) = ٠

⇒ α٢ + α + ١ = ٠ ⇒ α(α + ١) = −١ ⇒ α٣(α + ٣(١ = −١ α+١=β−−−−→ α٣β٣ = −١

α١=٣−−−→ β٣ = −١

دوم قسمت برای

α٢ + α + ١ = ٠ ⇒ α(α + ١) = −١ ⇒ αβ = −١

β٣ = −١ ⇒ β۶ = ١ ⇒ o(β)|۶ β ̸=−١,١−−−−→
β١−=٣

o(β) = ۶

⇒ o(β٢) =
۶

(٢,۶) = ۶
٢ = ٣

β٢ = α پس است دوری α ͳطرف از

⇒ α٢ + β٢ = α٢ + α = α(α + ١) = αβ = −١ ⇒ α٢ + β٢ = −١

با GL(٢, p) از عناصری L :=

 β −α

−α −β

و J :=

 ٠ ١

−١ ٠

 ،K =

α β

β −α

 .٢ . ۴ . ٢ لم

هستند. ۴ مرتبه ی



٢٣ Γ(W ) جابجایی گراف قطر .۴ . ٢

برهان.

K٢ =

α β

β −α


α β

β −α

 =

α٢ + β٢ αβ − αβ

αβ − αβ β٢ + α٢

 =

−١ ٠

٠ −١


⇒

−١ ٠

٠ −١


−١ ٠

٠ −١

 =

١ ٠

٠ ١


است. مشابه موارد بقیه ی ͳبررس

است. ایزومورفیسم Q٨ با ϑ آنگاه ،ϑ := ⟨J,K, L⟩ دهیم قرار اگر .٣ . ۴ . ٢ لم

.JL = K و KL = J و JK = L دهیم نشان باید برهان.

JK =

 ٠ ١

−١ ٠


α β

β −α

 =

 β −α

−α −β

 = L

KL =

α β

β −α


 β −α

−α −β

 =

αβ − αβ −α٢ − β٢

β٢ + α٢ −αβ + αβ


=

 ٠ ١

−١ ٠

 = J

است. مشابه خواص بقیه ی ͳبررس

است. ٣ مرتبه با GL(٢, p) از عضوی Z =

−β α

٠ ١

 .۴ . ۴ . ٢ لم

برهان.

Z٣ =

−β α

٠ ١


−β α

٠ ١


−β α

٠ ١

 =

β٢ −αβ + α

٠ ١


−β α

٠ ١


=

−β٣ αβ٢ − α

٠ ١

 =

١ ٠

٠ ١



است. ایزومورفیسم SL(٢,٣) با S آنگاه ،S := ⟨J,K,L, Z⟩ دهیم قرار اگر .۵ . ۴ . ٢ لم



٢۴ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

.JZ = K مͳ دهیم نشان ابتدا .KZ = L و LZ = J ،JZ = K دهیم نشان باید برهان.

JZ = Z−١JZ = −١
β

١ −α

٠ −β


 ٠ ١

−١ ٠


−β α

٠ ١



=

−١
β

α

β

٠ ١


 ٠ ١

−١ ٠


−β α

٠ ١

 =

−αβ −١
β

−١ ٠


−β α

٠ ١



=

α −α
٢ − ١
β

β −α

 =

α β

β −α

 = K.

و

LZ = Z−١LZ = −١
β

١ −α

٠ −β


 β −α

−α −β


−β α

٠ ١


= −١

β

β + α٢ −α + αβ

αβ β٢


−β α

٠ ١


= −١

β

−β٢ + α −β

β α٢β + β٢


=

β + α٢ ١

−١ α٢ + β

 =

 ٠ ١

−١ ٠


= J.

است. مشابه موارد بقیه ی ͳبررس

مͳ دهیم، قرار باشد. اول عدد Έی p = ٣n + ١ و صحیح عدد Έی n کنیم فرض توجه:
صورت به را x مͳ توانیم ،X ∈ S و x ∈ Z٢

p برای پس x ∈ W کنیم فرض .W := Z٢
p ⋊ S

داریم ،y = (y, Y ) ∈ W دیΎر عناصر برای و بنویسیم (x, X)

xy = (x + yX−١, XY ) (۵ . ٢)

مͳ باشد زیر صورت به x وارون و

x−١ = (−xX,X−١) (۶ . ٢)

در ی΋سان را {(x, I)|x ⊂ Z٢
p} ≤ W و Z٢

p چنین هم و {
(
(٠,٠), X

)∣∣X ⊂ S} ≤ W و S ما
.x = X مͳ نویسیم و مͳ کنیم حذف را x ،x = (٠,٠) = eZ٢

p
،x = (x, X) در ͳوقت مͳ گیریم. نظر



٢۵ Γ(W ) جابجایی گراف قطر .۴ . ٢

.CW (−I) = S .۶ . ۴ . ٢ لم

که است ΀واض و .L٢ = K٢ = J٢ = −I مͳ دانیم برهان.

S ≤ CW (−I) (٢ . ٧)

.A ∈ S و a ∈ Z٢
p که طوری به a = (a, A) که مͳ گیریم نظر در طوری را a ∈ CW (−I) حال

.(−I)a = a(−I) = (b, B) داریم: B ∈ S و b ∈ Z٢
p برای پس

داریم: (−I)a محاسبه ی در

(−I)a = (٠,−I)(a, A) = (٠ + a(−I)−١, (−I)A) = (−a,−A) = (b, B)

⇒ b = −a (٢ . ٨)

داریم: a(−I) محاسبه ی از و

a(−I) = (α,A)(٠,−I) = (α,−AI) = (b, B) ⇒ a = b (٢ . ٩)

پس a ∈ S بنابراین ،a = (٠,٠) مͳ گیریم نتیجه ٢ . ٩ و ٢ . ٨ رابطه های از است فرد p چون

CW (−I) ≤ S (٢ . ١٠)

.CW (−I) = S داشت خواهیم ٢ . ١٠ و ٢ . ٧ رابطه های از پس

.CW (g) ∼= S ،g ∈ W برگشت هر برای .٧ . ۴ . ٢ لم

گروه Έی از p ـزیر گروه هر سیلو قضایای بنابر باشد W در برگشت Έی g کنیم فرض برهان.
زیر گروه Έی در مشمول ⟨g⟩ بنابراین است ͳمتناه گروه آن سیلوی p ـزیر گروه Έی جزء ͳمتناه
مزدوجند W در زیر گروه p ـسیلو دو هر سیلو قضایای بنابر ͳطرف از است W از H مانند ٢ ـسیلو
،۶ . ۴ . ٢ لم بنابر است ϑ ∼= φ٨ در برگشت تنها −I چون و Hx = ϑ که دارد وجود x ∈ W بنابراین

.|CW (g)| = |S| = ٢۴ بنابراین CW (g) ∼= CW (−I) = S

.CW (g) = ⟨g⟩ آنگاه باشد ۶ یا ۴ مرتبه ی دارای g ∈ W اگر .٨ . ۴ . ٢ لم

مجموعه زیر p ـزیر گروه، هر سیلو، قضایای از استفاده با |g|باشد. = ۴ که کنیم فرض ابتدا برهان.
چون و است W از H مانند ٢ ـسیلو ͳزیر گروه در مشمول g پس است G سیلوی p ـزیر گروه، Έی
لم بنابر ͳطرف از .gx ∈ ϑ ∼= φ٨ که است موجود x ∈ W عنصر مزدوجند، سیلو p ـزیر گروه دو هر

مͳ دانیم ͳطرف از .gx ∈ CLW (J) بنابراین مزدوجند S در ۴ مرتبه ی از عناصر تمام ،١۶ . ١ . ٢
داریم چنین هم .CLW (g) ∼= CLW (J) پس ،CLW (g) = {gx | x ∈ W}

نتیجه در CLW (g) = [W : CW (g)]

CW (g) ∼= CW (J) (٢ . ١١)



٢۶ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

.CW (J) = ⟨J⟩ مͳ دهیم نشان حال
و a ∈ Z٢

p از ͳبعض برای شود. جابه جا J ∈ W با x و x =
(
(x١, x٢), X

)
∈ W کنیم فرض

مͳ بینیم Jx محاسبه ی در xJ = Jx = (a, A) = a مͳ دهیم قرار A ∈ S

Jx = (٠, J)
(
(x١, x٢), X

)
=

(
(x١, x٢)J

−١, JX
)
= (a, A) ⇒

(x١, x٢)J
−١ = (x١, x٢)

٠ −١

١ ٠

 = (x٢,−x١) = a ⇒ a = (x٢,−x١) (٢ . ١٢)

xJ =
(
(x١, x٢), X

)
(٠, J) =

(
(x١, x٢), XJ

)
= (a, A) ⇒

a = (x١, x٢) (٢ . ١٣)

داشت خواهیم ،٢ . ١٣ و ٢ . ١٢ رابطه های از

(x٢,−x١) = (x١, x٢) ⇒ x٢ = x١, x٢ = −x١

مͳ گیریم نتیجه است فرد p چون و ٢x١ = ٠ داشت خواهیم آرایش تجدید و جا به جایی با نتیجه در
پس .CS(J) = ⟨J⟩ ،١۶ . ١ . ٢ لم بنابر ͳطرف از .x =

(
(٠,٠), X

)
∈ S بنابراین x١ = x٢ = ٠

⟨g⟩ پس |g| = ۶ کنیم فرض حال .CW (g) = ⟨g⟩ بنابراین .CW (J) = CS(J) = ⟨J⟩
Έی که مͳ دهد نتیجه هال قضیه  است، حل پذیر W چون و مͳ باشد W از {٢,٣} ـزیر گروه Έی
همه ی{٢,٣} ـزیر گروه ها ی هال قضیه بنابر علاوه به دارد وجود ⟨g⟩ Wشامل Hاز مانند هال {٢,٣} ـزیر گروه

بنابراین مͳ باشد، W در p٢ اندیس دارای S گروه ͳطرف از هستند. مزدوج W در هال
هال قضیه  بنابر است. W از هال {٢,٣} ـزیر گروه Έی S پس .

(
|S|, |W : S|

)
= (٢۴, p٢) = ١

H چون بنابراین مزدوجند، مرتبه Έی از هال زیر گروه های همه ی باشد حل پذیر گروه Έی W اگر
و Hx ≤ S که طوری به دارد وجود x ∈ W عنصر هستند، W از هال {٢,٣} ـزیر گروه دو هر S و
،١۶ . ١ . ٢ قضیه  بنابر ͳطرف از است. S در ۶ مرتبه ی از عنصری gx بنابراین است ⟨g⟩ شامل H چون
JZ−١ مانند نمونه هایی کلاس دو این و دارد وجود S در ۶ مرتبه ی عناصر از مزدوج کلاس دو فقط

چون و دارند (JZ−١)−١ = ZJ−١ و

ZJ−١ =

β α

٠ ١


٠ −١

١ ٠

 =

٠ β

١ ٠


محاسبات این انجام با هم ZJ−١ و است ۶ مرتبه ی دارای ZJ−١ پس است ۶ برابر β مرتبه ی و

داریم ،٢ . ١١ بنابر است. مزدوج ZJ−١ یا JZ−١ با gx پس است. ۶ مرتبه ی دارای
مͳ دهیم قرار .y =

(
(y١, y٢), Y

)
∈ CW (JZ−١) کنیم فرض حال .CW (JZ−١) = CW (ZJ−١)

a := y(JZ−١) = (JZ−١)y = (a, A)



٢٧ Γ(W ) جابجایی گراف قطر .۴ . ٢

داریم ۵ . ٢ رابطه ی از استفاده با y(JZ−١) معادله ی محاسبه ی از

y(JZ−١) =
(
(y١, y٢), Y

)
(٠, JZ−١) =

(
(y١, y٢), Y JZ

−١) = (a, A)

بنابراین

a = (y١, y٢) (١۴ . ٢)

که مͳ دهد نشان (JZ−١)y معادله ی محاسبه ی و

(JZ−١)y = (٠, JZ−١)
(
(y١, y٢), Y

)
=

(
(y١, y٢)JZ

−١, JZ−١Y
)
= (a, A)

a = (y١, y٢)JZ
−١ = (y١, y٢)

−β α

٠ ١


٠ −١

١ ٠

 = (−βy١, αy١ + y٢)

٠ −١

١ ٠


= (αy١ + y٢, βy١)

بنابراین

a = (αy١ + y٢, βy١) (١۵ . ٢)

داشت خواهیم ١۵ . ٢ و ١۴ . ٢ رابطه های دادن قرار مساوی با

(y١, y٢) = (αy١ + y٢, βy١) ⇒ y١ = αy١ + y٢, و y٢ = βy١

⇒ y١ = αy١ + βy١ ⇒ y١)١ − β) = αy١ ⇒ −αy١ = αy١ ⇒ ٢αy١ = ٠ ⇒

y١ = ٠ ⇒ y٢ = βy١ = ٠ ⇒ a = (٠,٠) ⇒ y ∈ S

بنابراین
CW (JZ−١) = CS(JZ

−١) = ⟨JZ−١⟩

ندارد. وجود W در ٢۴ یا ١٢ یا ٨ مرتبه ی از عضوی هیچ .٩ . ۴ . ٢ نتیجه

⟨h⟩ ⊆ نتیجه در .|h٢| = ۴ بنابراین باشد. W در ٨ مرتبه ی از عنصری h کنیم فرض برهان.
نمونه شبیه W در نیز ٢۴ یا ١٢ مرتبه ی از عناصر است. تناقض که ،|C(h)| ≥ ٨ پس .C(h)
این و مͳ شوند جابه جا عنصر ۶ از بیشتر با اما هستند ۶ مرتبه از عناصری دارای بالا در شده داده

است. تناقض Έی

است. ͳبدیه W مرکز .١٠ . ۴ . ٢ لم



٢٨ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

داشت خواهیم باشیم داشته ۴ مرتبه ی از g ∈ W مانند عنصر Έی اگر ،٨ . ۴ . ٢ لم به توجه با برهان.
،CW (g) = W ⇔ g ∈ Z(W ) ͳطرف از دارد. ۴ مرتبه ی از مرکزسازی g بنابراین CW (g) = ⟨g⟩
مرکزی عنصر Έی با g پس Z(W ) ⊆ CW (g) = ⟨g⟩ داریم چنین هم نیست. مرکزی g بنابراین
،٧ . ۴ . ٢ لم به توجه با اما است ٢ مرتبه ی دارای مرکزی عنصر این نتیجه در مͳ شود جابه جا W از
بنابراین |W | = ٢۴p٢ ͳول مͳ شود جابه جا W از عنصر ٢۴ با فقط W در ٢ مرتبه ی از برگشت هر

.Z(W ) = e پس |Z(W )| = ١

است. ٢ برابر W در a :=
(
(١,١),−I

)
مرتبه ی .١١ . ۴ . ٢ لم

برهان.

a٢ =
(
((١,١),−I

)(
(١,١),−I

)
=

(
(١,١) + (١,١)(−I)−١, I

)
=

(
(١,١) + (١,١)(−I)−١, I

)
=

(
(١,١) + (−١−,١), I

)
=(

(٠,٠), I
)
= eW ⇒ o(a) = ٢

.CW (−I) ∩ CW (a) = {e} آنگاه باشد W از عنصری a :=
(
(١,١),−I

)
اگر .١٢ . ۴ . ٢ لم

،۶ . ۴ . ٢ لم بنابر .x = (x, X) که طوری به x ∈ CW (−I) ∩ CW (a) کنیم فرض برهان.
x ∈ CW (a) ͳطرف از .x = X و x = (٠,٠) بنابراین x ∈ CW (−I) = S پس CW (−I) = S

بنابراین Xa = aX پس مͳ شود جابه جا a با x بنابراین

Xa =
(
(٠,٠), X

)(
(١,١),−I

)
=

(
(١,١)X−١,−XI

)
(١۶ . ٢)

aX =
(
(١,١),−I

)(
(٠,٠), X

)
=

(
(١,١),−XI

)
(٢ . ١٧)

داشت خواهیم ،٢ . ١٧ و ١۶ . ٢ رابطه های از

(١,١) = (١,١)X−١ (٢ . ١٨)

مرتبه ی از عنصر تنها (−I) مͳ دانیم ͳطرف از دارد. نگه ثابت را (١,١) باید ،X−١ از ͳتوان هر پس
نمͳ تواند X−١ از ͳتوان هیچ بنابراین نمͳ دارد. نگه ثابت را (١,١) ،(−I) و مͳ باشد S در ٢
چون و باشد فرد باید X−١ مرتبه ی پس مͳ باشد ٢ برابر و زوج −I مرتبه ی چون و باشد −I
٣ مرتبه ی عناصر و باشد ٣ یا ١ ،X−١ مرتبه ی باید پس است فرد X−١ مرتبه ی و |S| = ٢٣ · ٣

از عبارتند SL(٢,٣) ∼= S در

Z, JZ,KZ,LZ,Z−١, J−١Z−١, K−١Z−١, L−١Z−١ ∈ S

نمͳ دارند نگه ثابت را (١,١) آن ها از Έی هیچ حال این با باشد آن ها از ͳ΋ی باید X−١ بنابراین
.x = eW ͳیعن X = I پس



٢٩ Γ(W ) جابجایی گراف قطر .۴ . ٢

.diamΓ(W ) ≥ ۶ .١٣ . ۴ . ٢ لم

که مͳ دهیم نشان باشند، W گروه از عناصری b := −I و a :=
(
(١,١),−I

)
کنیم فرض برهان.

دارند وجود W در ۴ مرتبه ی از عنصر دو که مͳ گیریم نتیجه جا آن  از و d(a, b) ≥ ۴ ،Γ(W ) در
۶ برابر ۴ مرتبه ی از عنصر دو این فاصله ی و مͳ شوند جابه جا b با دیΎری و a با آن ها از ͳ΋ی که

است.
اکنون نمͳ شوند. جابه جا b و a با W از ͳبدیه غیر عناصر از Έی هیچ ،١٢ . ۴ . ٢ لم به توجه با
b و a چون .x ∼ y که دارند وجود y ∈ CW (b) و x ∈ CW (a) پس d(a, b) = ٣ کنیم فرض
از مͳ کنند. عاد را ٢۴ ،|y| و |x| بنابراین .|CW (a)| = |CW (b)| ،٧ . ۴ . ٢ لم بنابر هستند برگشت
|y| و |x| بنابراین ندارد وجود W در ٢۴ یا ١٢ و ٨ مرتبه ی از عضوی هیچ ،٨ . ۴ . ٢ لم بنابر ͳطرف
ͳبررس را متفاوت احتمالات این y و x مرتبه های برای حال باشند ۶ یا ۴ ،٣ ،٢ اعداد از ͳ΋ی باید

مͳ کنیم.
هیچ بنابراین هستند. مرکز سازهایشان در فرد به منحصر برگشت های b و a ،٧ . ۴ . ٢ قضیه  به توجه با
شدن کم بدون است. ۶ یا ۴ ،|y| یا |x| از ͳ΋ی کنیم فرض حال نیستند. ٢ مرتبه ی از y و x از Έی
پس مͳ باشد ۶ یا ۴ ،|x| مرتبه ی چون ،٨ . ۴ . ٢ لم بنابر |x| = ۴ یا ۶ کنیم فرض مسأله کلیت از
داریم: k صحیح عدد برای y ∈ CW (x) که ͳوقت و مͳ باشد دوری CW (x) بنابراین CW (x) = ⟨x⟩
پس y ∈ CW (b) داشتیم ͳطرف از y ∈ CW (a) داشت خواهیم x ∈ CW (a) چون بنابراین y = xk

است. تناقض Έی این ،١٢ . ۴ . ٢ لم بنابر که y ∈ CW (a) ∩ CW (b)

صحیح اعداد ازای به ،x ∼ y چون .|x| = |y| = ٣ که مͳ ماند ͳباق احتمال این فقط حال
.|⟨x, y⟩| ≤ ٩ بنابراین شود نوشته xsyt صورت به مͳ تواند ⟨x, y⟩ از عنصری هر ،٠ ≤ s, t ≤ ٢
چون و مͳ کند. عاد W|را | = ٢٣ · ٣p٢ ،|⟨x, y⟩| چنین هم و مͳ کند عاد را |⟨x, y⟩| ،٣ ͳطرف از
و y ∈ ⟨x⟩ بنابراین ⟨x, y⟩ = ⟨x⟩ و |⟨x, y⟩| = ٣ پس p ̸= ٣ بنابراین p = ٣n + ١ فرض طبق
که y ∈ CW (a) ∩ CW (b) نتیجه xدر ∈ CW (a) داریم ͳطرف از ،y = xk ،k صحیح عدد ازای به
قضیه  بنابر هستند برگشت b و a چون .d(a, b) ≥ ۴ بنابراین است. تناقض Έی ١٢ . ۴ . ٢ لم طبق
پس دارند وجود ۴ مرتبه ی از عناصری S در ͳطرف از .CW (a) ∼= CW (b) ∼= S داریم ،١ . ٢ . ٣٨
،١٠ . ۴ . ٢ لم بنابر ͳطرف از .|q| = |r| = ۴ که طوری به است موجود r ∈ CW (b) و q ∈ CW (a)

نمͳ باشند. W مرکز در و مͳ باشند Γ(W ) از ͳرئوس همه r و q ،b ،a بنابراین است، ͳبدیه W مرکز
ͳغیربدیه عناصر تنها بنابراین ،CW (q) = ⟨q⟩ = ⟨q٣⟩ که مͳ دهد نشان ،٨ . ۴ . ٢ لم ،|q| = ۴ چون
کدام هیچ d(a, b) ≥ ۴ که ͳهنگام و q٣ و q٢ = a و q از عبارتند مͳ شوند جابه جا q٣ و q با که
باشد، داشته وجود Γ(W ) در r تا q از مسیر کوتاهترین اگر بنابراین نیستند. معادل r با q٣ و q از

.diamΓ(W ) = ٢ + d(a, b) ≥ ۶ پس باشد، آخر ماقبل رأس b و دوم رأس باید a

مͳ شود. جابه جا Z ∈ W عنصر با
(
(٠,١), I

)
∈ W .١۴ . ۴ . ٢ لم



٣٠ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

داریم .a :=
(
(٠,١), I

)
مͳ دهیم قرار برهان.

aZ =
(
(٠,١), I

)
(٠, Z) =

(
(٠,١), IZ

)
(٢ . ١٩)

Za = (٠, Z)
(
(٠,١), I

)
=

(
(٠,١)Z−١, ZI

)
(٠,١)Z−١ =(٠,١)

−١
β

α

β

٠ ١

 = (٠,١) ⇒ Za =
(
(٠,١), ZI

)
(٢ . ٢٠)

.aZ = Za مͳ گیریم نتیجه ٢ . ٢٠ و ٢ . ١٩ از بنابراین

g با که دارد وجود W در p مرتبه ی از عنصری آنگاه ،|g| = ٣ و g ∈ W اگر .١۵ . ۴ . ٢ لم
مͳ شود. جابه جا

،١۴ . ۴ . ٢ لم بنابر و است. p مرتبه ی دارای
(
(٠,١), I

)
∈ W که مͳ کنیم مشاهده ابتدا برهان.

سیلو p ـزیر گروه دو هر سیلوها قضیه  بنابر و مͳ شود جابه جا Z ∈ W عنصر با
(
(٠,١), I

)
∈ W

حاصل نتیجه و است مزدوج Z−١ یا Z با g پس مͳ باشد ٣ ،Z−١ و Z و g مرتبه ی چون و مزدوجند
مͳ شود.

است. ٢ حداکثر Γ(W ) در
(
(٠,١), I

)
با برگشت هر فاصله ی .١۶ . ۴ . ٢ لم

مͳ دهیم قرار A ∈ S و a١, a٢ ∈ Z٢
p هر برای باشد. W در برگشت Έی a کنیم فرض برهان.

و است a =
(
(a١, a٢), I

)
آنگاه باشد A = I اگر .A٢ = I که طوری به a =

(
(a١, a٢), A

)
p یا ١ مرتبه ی دارای Z٢

p عناصر چون .A ̸= I مͳ گیریم نتیجه پس بود نخواهد برگشت Έی a
S در برگشت تنها −I و A = −I پس مͳ باشد. p یا ١ وبرابر |a| = |(a١, a٢)| بنابراین مͳ باشند
که مͳ گیریم نظر در را

(
(a١)١ + β)\٢β,−a١α/٢β), Z

)
∈ W ͳبدیه غیر عنصر حال مͳ باشد

زیرا مͳ شود جابه جا a با عنصر )این
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), Z

)(
(a١, a٢), I

)
=

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β) + (a١, a٢)Z

−١, ZI
)

(٢ . ٢١)

ͳطرف از
(a١, a٢)Z

−١ = (a١, a٢)

نتیجه )در
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), Z

)(
(a١, a٢), I

)
=

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β) + (a١, a٢), ZI

)
(٢ . ٢٢)



٣١ Γ(W ) جابجایی گراف قطر .۴ . ٢

چنین هم

(
(a١, a٢), I

)(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), Z

)
= (a١, a٢) +

(
a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β

)
I−١, IZ

)
= (a١, a٢) +

(
a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β

)
, IZ

)
(٢ . ٢٣)(

a١)١+ β)/٢β,−a١α/٢β), Z
)
∈ عنصر چنین هم برابرند، باهم ٢ . ٢٣ و ٢ . ٢٢ روابط که

چون مͳ شود جابه جا
(
(٠,١), I

)
عنصر با W

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), Z

)(
(٠,١), I

)
=

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β) + (٠,١)Z−١, ZI

)
=

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β) + (٠,١), ZI

)
(٢۴ . ٢)

چنین هم

(
(٠,١), I

)(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), Z

)
=

(
(٠,١) +

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β)I−١, IZ

))
=

(
(٠,١) +

(
(a١)١ + β)/٢β,−a١α/٢β), IZ

))
(٢۵ . ٢)

جابه جا
(
(٠,١), I

)
و a عنصر دو هر با عنصر این پس برابرند ٢۵ . ٢ و ٢۴ . ٢ رابطه های بنابراین

است. ٢ حداکثر
(
(٠,١), I

)
تا a فاصله بنابراین مͳ شود

مͳ شوند. جابه جا باهم W در p مرتبه ی از عناصر همه ی .١٧ . ۴ . ٢ لم

W در نرمال و ͳآبل زیر گروه Έی {(X, I)|X ∈ Z٢
p} ≤ W بنابراین W := Z٢

p ⋊S چون برهان.
١ آن عناصر مرتبه ی و است W از فرد به منحصر سیلوی p ـزیر گروه Έی پس است p٢ مرتبه ی از
جابه جا عناصر این است ͳآبل چون و مͳ باشد p مرتبه ی از عناصر همه ی شامل بنابراین است. p یا

مͳ شوند.

.diam
(
Γ(W )

)
≤ ۶ .١٨ . ۴ . ٢ لم

g ∈ هر فاصله ی که مͳ دهیم نشان .a :=
(
(٠,١), I

)
∈ W\Z(G) مͳ دهیم قرار برهان.

غیر عنصر دو هر بین ۶ حداکثر طول به مسیر Έی است. ٣ حداکثر Γ(W ) در a و W\Z(G)

برای کرد ایجاد مͳ توان h به a از گام ٣ و a به g از گام ٣ حداکثر از استفاده با W از h, g مرکزی
در W از ͳبدیه غیر عنصر هر آن در که گرفت Έکم ،١٠ . ۴ . ٢ لم از مͳ توان نتیجه این محاسبه ی



٣٢ گروه ها از ͳبعض حاصل ضرب جابجایی گراف قطر .٢

عدد مرتبه ی از عنصر Έی x و ͳبدیه غیر عنصر Έی g ∈ W کنیم فرض است. مرکزی غیر Γ(W )

اگر است. p یا ٣ ،٢ برابر x مرتبه ی بنابراین |W | = ٢٣ · ٣p٢ چون آنگاه باشد CW (g) در p اول
مͳ شوند جابه جا p مرتبه ی از عناصر همه ی ،١٧ . ۴ . ٢ لم بنابر آنگاه |a| = p داریم چون |x| = p

بنابراین

x ∼ a (٢۶ . ٢)

بنابراین x ∈ CW (g) چون ͳطرف از

g ∼ x (٢ . ٢٧)

است. Γ(W ) در ٢ طول به مسیر Έی که g ∼ x ∼ a داشت خواهیم ،٢ . ٢٧ و ٢۶ . ٢ به توجه با
جابه جا x با که دارد وجود p مرتبه ی از y ∈ W مقدار ،١۵ . ۴ . ٢ لم به توجه با آنگاه |x| = ٣ اگر
آنگاه |x| = ٢ اگر است. Γ(W ) در a به g از ٣ طول به مسیری که g ∼ x ∼ y ∼ a و مͳ شود
مͳ توان روش همین به d(g, a) ≤ ٣ مͳ گیریم نتیجه آن از و d(x, u) ≤ ٢ ،١٧ . ۴ . ٢ لم به توجه با

.d(g, h) ≤ ۶ بنابراین d(a, h) ≤ ٣ گرفت نتیجه

.diam
(
Γ(W )

)
= ۶ .١٩ . ۴ . ٢ لم

.diam
(
Γ(W )

)
= ۶ گرفت نتیجه مͳ توان ،١٨ . ۴ . ٢ و ١٣ . ۴ . ٢ لم های به توجه با برهان.



فصل٣

گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر

ͳماتریس

٣٣



٣۴ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

مقدمه ٣ . ١

ماتریس ها  گروه های از ͳبعض جابجایی گراف ͳمعرف به آن در که است بخش دو شامل فصل این
قطر از ͳکران یا قطر مͳ توان آن ها از استفاده با که مͳ رسانیم اثبات به را ͳنتایج و قضایا و پرداخته

کرد. ثابت را آن ها همبندی و آورد بدست را گروه ها این گراف

n بعد از ͳماتریس حلقه های و گروه ها ͳبرخ گراف قطر ٣ . ٢

Zm بر

که را ͳماتریس و Or,s با را r × s صفر ماتریس و Ir با را r × r ͳهمان ماتریس بخش این در
حلقه ای Zm کنیم فرض مͳ دهیم. نمایش Ei,j با را باشد صفر آن درایه های بقیه و ١ آن i, j داریه
همنهشت صحیح اعداد شامل کلاس ها این که طوری به باشد هم ارزی کلاس های از تعویض پذیر
قطر و مͳ دهیم نشان M(n,Zm) با را Zm بر n درجه ی از ماتریس ها تمام گروه باشند m هنگ به

مͳ کنیم. مشخص را آن ها همبندی و گراف

.Z
(
M(n,R)

)
= {λI|λ ∈ R} .٣ . ٢ . ١ لم

داریم A = (ai,j)n×n کنیم فرض برهان.

A(I + Ei,j) = (I + Ei,j)A

AI + AEi,j = IA+ Ei,jA

⇒ AEi,j = Ei,jA

ͳطرف از

AEi,j =



٠ · · · a١,i · · · ٠

٠ · · · a٢,i · · · ٠
... · · · ... · · · ...

٠ · · · an,i · · · ٠


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همچنین

Ei,jA =



٠ ٠ · · · ٠ · · · ٠
... ... · · · ... · · · ...

aj,١ aj,٢ · · · aj,j · · · aj,n

... ... · · · ... · · · ...

٠ ٠ · · · ٠ · · · ٠


شد. ثابت ح΋م بنابراین a = t⇒ ai,i = aj,j اگر و a ̸= t⇒ ai,t = ٠ اگر بنابراین

Γ
(
SL(٢, R)

)
و Γ

(
GL(٢, R)

)
و Γ

(
M(٢, R)

)
آنگاه باشد صحیح Rدامنه ی اگر .٣ . ٢ . ٢ قضیه

هستند. ناهمبند

مͳ دهیم: قرار برهان.

A =


a١ a٢

٠ a١

 ∈M(٢, R)
∣∣∣a١, a٢ ∈ R, a٢ ̸= ٠

 ⊆M(٢, R)\Z
(
M(٢, R)

)

کنیم فرض

A =

a١ a٢

٠ a١

 ∈ A

و

X =

x١ x٢

x٣ x۴

 ∈ CM(٢,R)(A)\Z
(
M(٢, R)

)
حال

XA =

x١ x٢

x٣ x۴


a١ a٢

٠ a١

 =

a١x١ a٢x١ + a١x٢

a١x٣ a٢x٣ + a١x۴


و

AX =

a١ a٢

٠ a١


x١ x٢

x٣ x۴

 =

a١x١ + a٢x٣ a١x٢ + a٢x۴

a١x٣ a١x۴


پس AX = XA چون

a١x١ = a١x١ + a٢x٣ −→ a٢x٣ = ٠
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داریم: چنین هم .x٣ = ٠ بنابراین a٢ ̸= ٠ فرض طبق چون و

a٢x١ + a١x٢ = a١x٢ + a٢x۴

داشت: خواهیم نتیجه در

a٢x١ = a٢x۴

در که ماتریس هایی ͳطرف از .X =

x١ x٢

٠ x١

 بنابراین .x١ = x۴ داشت خواهیم a٢ حذف با که

پس x٢ ̸= ٠ نتیجه در ،X ̸∈ Z
(
M(٢, R)

)
چون و باشند قطری باید دارند قرار Z

(
M(٢, R)

)
نتیجه در است. شده تش΋یل ی΋تا همبند مؤلفه ی Έی از A ،Γ

(
M(٢, R)

)
در بنابراین ،X ∈ A

C =

١ ٠

١ ١

 ∈ SL(٢, R)\Z
(
SL(٢, R)

)
و B =

١ ١

٠ ١

 ∈ A ∩ SL(٢, R) ماتریس های

دارند، قرار Γ
(
SL(٢, R)

)
و Γ

(
GL(٢, R)

)
،Γ
(
M(٢, R)

)
از ͳمتفاوت همبندی مؤلفه های در

نیستند. همبند Γ
(
SL(٢, R)

)
و Γ

(
GL(٢, R)

)
،Γ
(
M(٢, R)

)
بنابراین

متباین t, s, v و t, s, u که طوری به باشند ͳمثبت صحیح عددهای t, s, v, u کنیم فرض .٣ . ٢ . ٣ لم
هستند. متباین st و usk + vtl صحیح عدد دو ،l, k صحیح عدد دو هر برای صورت این در باشند

به نسبت دوبه دو t, s, v و t, s, u که طوری به باشند ͳصحیح اعداد t, s, v, u کنیم فرض برهان.
که باشد ͳاول عدد p و d ̸= ١ کنیم فرض .d = gcd(usk + vtl, st) مͳ دهیم قرار باشند، اول هم

.p|t یا p|s است اول عدد Έی p چون چنین هم ،p|d⇒ p|st چون کند، عاد را d
فرض طبق چون .p|usk بنابراین p|s کنیم فرض مسأله کلیت از شدن کم بدون

(s, v) = ١ و p|s⇒ p ̸ |v

(s, t) = ١ و p|s⇒ p ̸ |t

.(usk + vtl, st) = ١ پس است تناقض Έی که p ̸ |usk + vtl بنابراین p ̸ |vtl نتیجه در

GL(n,Zst) از عناصری Y و X اگر ،١ از بزرگتر t و s متباین و ͳطبیع اعداد برای .۴ . ٣ . ٢ لم
هستند. GL(n,Zst) از عنصری هم sX + tY آنگاه باشند

این در باشند. X,Y ∈ GL(n,Zst) و متباین ،١ از بزرگتر ͳطبیع اعداد t و s کنیم فرض برهان.
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،n× n ماتریس Έی دترمینان فرمول از استفاده با صورت

det(sX + tY ) =
∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)

n∏
i=١

(sX + tY )i,σ(i)

)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(
sX١,σ(١) + tY١,σ(١)

)(
sX٢,σ(٢) + tY٢,σ(٢)

)
· · ·

(
sXn,σ(n) + tYn,σ(n)

)
=

∑
σ∈Sn

sgn(σ)
(
(sX١,σ(١)sX٢,σ(٢) · · · sXn,σ(n)) + (tY١,σ(١)tY٢,σ(٢) · · · tYn,σ(n))

)
=

∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)

n∏
i=١

sXi,σ(i) + sgn(σ)
n∏

i=١
tYi,σ(i)

)
=

∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)

n∏
i=١

sXi,σ(i)

)
+

∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)

n∏
i=١

tYi,σ(i)

)
= det(sX) + det(tY ) = sndet(X) + tndet(Y )

،٣ . ٢ . ٣ لم بنابر نتیجه در هستند متباین t و s با بنابراین هستند ی΋ه Zst در det(Y ) و det(X) چون
است. ی΋ه Zst در sndet(X) + tndet(Y ) بنابراین .gcd(sndet(X) + tndet(Y ), st) = ١ داریم

است. GL(n,Zst) از عنصری و وارون پذیر sX + tY نتیجه در

کنیم فرض m,n ≥ ٢ هر برای .۵ . ٣ . ٢ لم

صورت این در P = In +

٠n−١×١ In−١

٠ ٠١×n−١

 ∈ GL(n,Zm)\Z(GL(n,Zm))

CM(n,Zm)(P ) ∩ CM(n,Zm)(P
T ) = Z

(
M(n,Zm)

)

بنابراین باشد لم فرض در شده تعریف ماتریس P کنیم فرض برهان.

P =



١ ٠ · · · ٠
... . . . ... ...

٠ · · · ١ ٠

٠ ٠ · · · ١


+



٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · ١

٠ ٠ · · · ٠


=



١ ١ ٠ · · · ٠

٠ ١ ١ · · · ٠
... ... . . . . . . ...

٠ · · · ٠ ١ ١

٠ ٠ · · · ٠ ١





٣٨ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

و

P T =



١ ٠ ٠ · · · ٠

١ ١ .. . ... ...

٠ ١ .. . ٠ ٠
... ... . . . ١ ٠

٠ ٠ · · · ١ ١



و X ∈ CM(n,Zm)(P ) کنیم فرض

X =



x١,١ x١,٢ · · · x١,n

x٢,١ x٢,٢ · · · x٢,n

... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ · · · xn,n


پس

PX =



x١,١ + x٢,١ x١,٢ + x٢,٢ · · · x١,n + x٢,n

x٢,١ + x٣,١ x٢,٢ + x٣,٣ · · · x٢,n + x٣,n

... ... . . . ...

xn−١,١ + xn,١ xn−١,٢ + xn,٢ · · · xn−١,n + xn,n

xn,١ xn,٢ · · · xn,n


و

XP =



x١,١ x١,١ + x١,٢ · · · x١,n−١ + x١,n

x٢,١ x٢,١ + x٢,٢ · · · x٢,n−١ + x٢,n

... ... . . . ...

xn−١,١ xn−١,١ + xn−١,٢ · · · xn−١,n + xn−١,n−١

xn,١ xn,١ + xn,٢ · · · xn,n−١ + xn,n





٣٩ ZM بر N بعد از ͳماتریس حلقه های و گروه ها ͳبرخ گراف قطر .٣ . ٢

داشت: خواهیم PX = XP چون

x١,١ + x٢,١ = x١,١ x١,٢ + x٢,٢ = x١,١ + x١,٢ · · · x١,n + x٢,n = x١,n−١ + x١,n

x٢,١ + x٣,١ = x٢,١ x٢,٢ + x٣,٢ = x٢,١ + x٢,٢ · · · x٢,n + x٣,n = x٢,n−١ + x٢,n

... ... . . . ...

xn,١ = xn,١ xn,٢ = xn,١ + xn,٢ · · · xn,n = xn,n−١ + xn,n

که: مͳ دهد نتیجه PX = XP معادله از چپ سمت ستون

x١,١ + x٢,١ = x١,١ =⇒ x٢,١ = ٠

x٢,١ + x٣,١ = x٣,١ =⇒ x٣,١ = ٠
...

xn−١,١ + xn,١ = xn−١,١ =⇒ xn,١ = ٠

داریم: دوم ستون از

x١,٢ + x٢,٢ = x١,١ + x١,٢ =⇒ x٢,٢ = x١,١

x٢,٢ + x٣,٢ = x٢,١ + x٢,٢ =⇒ x٣,٢ = ٠

x٣,٢ + x۴,٢ = x٣,١ + x٣,٢ =⇒ x۴,٢ = ٠
...

xn−١,٢ + xn,٢ = xn−١,١ + xn−١,٢ =⇒ xn,٢ = ٠

خواهیم k ≥ ۴ هر برای قبل ستون دو مانند بنابراین x٣,٣ = x٢,٢ که مͳ دهد نتیجه سوم ستون
هر ازای به و xi,i = x١,١ داریم i هر ازای به ستون ها روی روند این ادامه با xk,٣ = ٠ داشت

بود: خواهد زیر فرم دارای X که طوری به xj,k = ٠ داریم j > ۴

X =



x١,١ x١,٢ · · · x١,n

٠ x١,١ · · · x٢,n

... ... . . . ...

٠ ٠ · · · x١,١


بΎیریم را طرف دو هر ترانهاده ی اگر و .Y P T = P TY پس Y ∈ CM(n,Zm)(P

T ) کنیم فرض حال
جابه جا P با Y T که چون حال .(Y P T ) = (P TY )T ⇒ PY T = Y TP داشت خواهیم آنگاه



۴٠ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

باشیم: داشته باید پس باشد داشته بالا در X به شبیه ͳفرم باید Y T پس مͳ شود

Y =



y١,١ ٠ · · · ٠

y٢,١ y١,١ · · · ٠
... ... . . . ...

yn,١ yn,٢ · · · y١,١


بنابراین

CM(n,Zm)(P ) ∩ CM(n,Zm)(P
T ) =





s ٠ · · · ٠

٠ s · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · s


∣∣∣s ∈ Zm


= Z

(
M(n,Zm)

)

حداقل diam
(
Γ(M(n, ,Zm))

)
و diam

(
Γ(GL(n, ,Zm))

)
،m,n ≥ ٢ هر برای .۶ . ٣ . ٢ نتیجه

است. ٣

و diam
(
Γ(GL(n, ,Zm))

)
بنابراین ندارد وجود مسیری هیچ P T و P بین چون برهان.

است. ٣ حداقل diam
(
Γ(M(n, ,Zm))

)

Y ∈M(n,Zpt) ،X ∈M(n,Zpt) هر برای آنگاه باشد t ≥ ٢ و اول عدد Έی p اگر .٣ . ٢ . ٧ لم
pt−١Y+I ∈ GL(n,Zpt)\Z

(
M(n,Zpt)

)
و مͳ شود جابه جا pt−١Y+I Xبا که دارد وجود طوری

است.

،X ∈ M(n,Zpt) مͳ دهیم قرار باشد ͳطبیع عددی t ≥ ٢ و اول عددی p کنیم فرض برهان.
داشت: خواهیم قسمت دو Y کردن پیدا برای

داشته اگر حال .Xi,j = pui,j که طوری به دارد وجود ui,j ∈ Zpt ،i ̸= j هر برای اول: قسمت
باشیم:

T = pt−١E١,١ + I ∈M(n,Zpt)\Z
(
M(n,Zpt)

)
آنگاه

XT = pui,j(p
t−١E١,١ + I) = ptui,jE١,١ + pui,jI = pui,jI

و
TX = (pt−١E١,١ + I)(pui,j) = ptE١,١ui,j + pui,jI = pui,jI



۴١ ZM بر N بعد از ͳماتریس حلقه های و گروه ها ͳبرخ گراف قطر .٣ . ٢

علاوه به .TX = XT بنابراین

(pt−١E١,١ + I)
(
(−pt−١)E١,١ + I

)
= pt−١(−pt−١)E١,١ + pt−١E١,١I − pt−١E١,١I + I

= pt−١(−pt−١)E١,١ + I = pt(−pt−٢)E١,١ + I = I

GL(n,Zpt)ماتریس های عناصر تمام چون ͳطرف از است وارون پذیر pt−١E١,١+I ماتریس بنابراین
.pt−١E١,١ + I ∈ GL(n,Zpt)\Z

(
(n,Zpt)

)
نتیجه در هستند وارون پذیر

داشته u ∈ Zpt هر برای که طوری به باشد داشته وجود متمایز v, w کنیم فرض دوم: قسمت
نیست Xv,w فاکتور p چون .A = pt−١X + I ∈ M(n,Zpt) مͳ دهیم قرار .Xv,w ̸= pu باشیم
داریم فرض طبق ͳطرف از و Au,w ̸= ٠ بنابراین Av,w = pt−١Xv,w ̸= pt−١pu = ptu = ٠ پس

ͳطرف از نیست نیز اس΋الر بنابراین بود نخواهد قطری A ماتریس پس u ̸= w

AX = (pt−١X + I)X = pt−١X٢ + IX

XA = X(pt−١X + I) = pt−١X٢ + IX

ͳطرف از مͳ شوند جابه جا X و A بنابراین

A(−pt−١X + I)

= (pt−١X + I)(−pt−١X + I)

= pt−١(−pt−١)X + pt−١XI − pt−١XI + I

= pt(−pt−٢)X + I

= I

.A = pt−١X+I ∈ GL(n,Zpt)\Z
(
(n,Zpt)

)
پس مͳ باشد وارون ماتریسAدارای بنابراین

Γ
(
M(n,Zpt)

)
آنگاه باشد، ٢ از بزرگتر و ͳطبیع عدد Έی t و اول عدد Έی p اگر .٣ . ٢ . ٨ لم

و هستند همبند Γ
(
GL(n,Zpt)

)
و

diam
(
Γ
(
M(n,Zpt)

))
= diam

(
Γ
(
GL(n,Zpt)

))
= ٣

در دلخواه رأس دو Y و X و باشد ͳطبیع عدد Έی t ≥ ٢ و اول عدد Έی p کنیم فرض برهان.
به دارند، وجود A,B ∈ M(n,Zpt) ماتریس های ،٣ . ٢ . ٧ لم از استفاده با شند با Γ

(
M(n,Zpt)

)
که طوری

pt−١A+ I ∈ CM(n,Zpt )
(X) ∩GL(n,Zpt)\Z

(
M(n,Zpt)

)



۴٢ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

و
pt−١B + I ∈ CM(n,Zpt )

(Y ) ∩GL(n,Zpt)\Z
(
M(n,Zpt)

)
داریم: حال

(pt−١A+ I)(pt−١B + I) = pt−١pt−١AB + pt−١AI + pt−١IB + I

= ptpt−٢AB + pt−١AI + pt−١IB + I

= ٠ + pt−١AI + pt−١IB + I

= pt−١pt−١BA+ pt−١IA+ pt−١BI + I

= (pt−١B + I)(pt−١A+ I)

در آنگاه X,Y ∈ GL(n,Zpt) اگر و .X ∼ pt−١A + I ∼ pt−١B + I ∼ Y بنابراین
و Γ

(
M(n,Zpt)

)
بنابراین دارد. وجود Y و X بین ٣ طول به مسیری نیز Γ

(
GL(n,Zpt)

)
و هستند همبند Γ

(
GL(n,Zpt)

)
diam

(
Γ
(
M(n,Zpt)

))
= diam

(
Γ
(
GL(n,Zpt)

))
= ٣

،X ∈ M(n,Zst) هر برای آنگاه باشند متباین و ١ از بزرگتر ͳطبیع اعداد t, s اگر .٣ . ٢ . ٩ لم
.sY +kI ∈ CM(n,Zst)(X)\Z

(
M(n,Zst)

)
که طوری به دارد وجود ،k ∈ Zst و Y ∈M(n,Zst)

sY + kI ∈ که شوند انتخاب طوری مͳ توانند k و Y آنگاه X ∈ GL(n,Zst) اگر علاوه به
.GL(n,Zst)

حال .Xi,j = tui,j که طوری به دارد وجود ui,j ∈ Zst ،i ̸= j هر برای کنیم فرض برهان.
ماتریس

C = sE١,١ + I ∈M(n,Zst)\Z
(
M(n,Zst)

)
صورت این در مͳ گیریم نظر در را

CX = (sE١,١ + I)tu = stuE١,١ + tIu = tuI

XC = tu(sE١,١ + I) = stuE١,١ + tuI = tuI

هر برای که طوری به باشند، داشته وجود متمایزی v, w کنیم فرض حال .CX = XC بنابراین
آنگاه D = sX + I ∈M(n,Zst) باشیم داشته اگر و Xv,w ̸= tu باشیم داشته u ∈ Zst

XD = tu(sX + I) = stuX + tuI = ٠ + tuI = tuI

DX = (sX + I)tu = stuX + tIu = ٠ + tuI = tIu



۴٣ ZM بر N بعد از ͳماتریس حلقه های و گروه ها ͳبرخ گراف قطر .٣ . ٢

چون و .sXv,w ̸= stu = ٠ نتیجه در نیست t از ضریبی Xv,w علاوه به .DX = XD بنابراین
شد. ثابت لم اول قسمت پس بود نخواهد نیز اس΋الر نتیجه در و نیست قطری sX + I پس v ̸= w

مͳ کنیم. ͳرابررس حالت سه مناسب k, Y کردن پیدا برای باشد. وارون پذیر X کنیم فرض اکنون
.Xi,j = tui,j که طوری به دارد وجود ui,j ∈ Zst ،i ̸= j هر برای و t = ٢ اول: حالت

.Xi,j = tui,j که طوری به دارد وجود ui,j ∈ Zst ،i ̸= j برای و t ̸= دوم:٢ حالت
.Xv,w ̸= tu داریم u ∈ Zst هر برای که طوری به دارد وجود متمایز w, v سوم: حالت

مͳ باشد: زیر فرم به X ماتریس ،xi,i, ui,j ∈ Zst هر برای اول: حالت

X =



x١,١ tu١,٢ · · · tu١,n

tu٢,١ x٢,٢ · · · tu٢,n

... ... . . . ...

tun,١ tun,٢ · · · xn,n


درایه Έی دقیقاً با X ماتریس از درایه n جایΎشت های از ضرایبی مجموعه det(X) که کنیم فرض
عبارت بجز داشت خواهند t از ضریبی مجموعه آن در عبارت ها آن تمام باشد. ستون و سطر هر از
.det(X) = zt که دارد وجود zای آنگاه باشد t از ضریبی xi,iها از ͳ΋ی اگر .x١,١x٢,٢ · · · xn,n
چون و هستند متباین t با نیستند، t از مضربی دارای xi,iها چون بنابراین نیست. وارون پذیر X پس
zs ≡ ٠(modst) داشت، خواهیم باشد زوج z که ͳصورت در باشند. فرد باید xi,iها بنابراین t = ٢

آنگاه: باشد فرد z اگر و

zs ≡ s(modst) (٣ . ١)

.sxi,i = s داریم i هر برای بنابراین هستند فرد نتیجه در هستند متباین t با xi,iها چون ͳطرف از
بزرگتر ͳطبیع اعداد t, s فرض طبق چون A = s(E١,n + I) + tI ∈ M(n,Zst) کنیم فرض
نتیجه در است صفر مخالف I و E١,n + I دترمینان چون و هستند متباین هم به نسبت و ١ از

،۴ . ٣ . ٢ لم بنابر و I, E١,n + I ∈ GL(n,Zst)

A =



s+ t ٠ · · · s

٠ s+ t · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · ٠


بنابراین نیست اس΋الر ماتریس ΈیA چون ͳطرف از است وارون پذیر ماتریس Έی

A ∈ GL(n,Zst)\Z
(
GL(n,Zst)

)



۴۴ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

بنابراین

AX =



(s+ t)x١,١ + stun,١ (s+ t)tu١,٢ + stun,٢ · · · (s+ t)tu١,n + sxn,n

(s+ t)tu٢,١ (s+ t)x٢,٢ · · · (s+ t)tu٢,n

... ... . . . ...

(s+ t)tun,١ (s+ t)tun,٢ · · · (s+ t)xn,n


پس ،sxi,i = s و st = ٠ چون

AX =



(s+ t)x١,١ (s+ t)tu١,٢ · · · (s+ t)tu١,n + s

(s+ t)tu٢,١ (s+ t)x٢,٢ · · · (s+ t)tu٢,n

... ... . . . ...

(s+ t)tun,١ (s+ t)tun,٢ · · · (s+ t)xn,n



=



(s+ t)x١,١ (s+ t)tu١,٢ · · · (s+ t)tu١,n + sx١,١

(s+ t)tu٢,١ (s+ t)tu١,٢ · · · (s+ t)tu٢,n + stu٢,١

... ... . . . ...

(s+ t)tun,١ (s+ t)tun,٢ · · · (s+ t)xn,n + stun,١


= XA

است. برقرار اول حالت و A ∈ CGL(n,Zst)(X)\Z
(
GL(n,Zst)

)
بنابراین

مͳ دهیم قرار دوم: حالت

A = s(I − ٢E١,١) + tI ∈M(n,Zst)

رابطه این در چون

I − ٢E١,١ =



−١ ٠ · · · ٠

٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · ١


∈ GL(n,Zst)

در بنابراین و s ̸= −s پس t ̸= ٢ چون و است وارون پذیر A بنابراین I ∈ GL(n,Zst) چنین هم و



۴۵ ZM بر N بعد از ͳماتریس حلقه های و گروه ها ͳبرخ گراف قطر .٣ . ٢

ماتریس

A =



−s+ t ٠ · · · ٠

٠ s+ t · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · s+ t


A١,١ = −s+ t ̸= s+ t = A٢,٢

نیست. اس΋الر ماتریس Έی A بنابراین
مانند صورت این در Xi,j = tui,j مͳ دهیم قرار i ̸= j هر وبرای Xi,i = xi,i مͳ دهیم قرار حال

داشت: خواهیم ͳقبل نمونه

AX =



(−s+ t)x١,١ (−s+ t)tu١,٢ · · · (−s+ t)tu١,٢

(s+ t)tu٢,١ (s+ t)x٢,٢ · · · (s+ t)tu٢,٢

... ... . . . ...

(s+ t)tun,١ (s+ t)tun,٢ · · · (s+ t)xn,n


ͳطرف از

(−s+ t)tui,j = −stui,j + t٢ui,j = t٢ui,j,

و
(s+ t)tui,j = stui,j + t٢ui,j = t٢ui,j

بنابراین

AX =



(−s+ t)x١,١ t٢u١,٢ · · · t٢u١,n

t٢u٢,١ (s+ t)x٢,٢ · · · t٢u٢,n

... ... . . . ...

t٢un,١ t٢un,٢ · · · (s+ t)xn,n



=



(−s+ t)x١,١ (s+ t)tu١,٢ · · · (s+ t)tu١,n

(−s+ t)tu٢,١ (s+ t)x٢,٢ · · · (s+ t)tu٢,n

... ... . . . ...

(−s+ t)tun,١ (s+ t)tun,٢ · · · (s+ t)xn,n


= XA



۴۶ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

است. برقرار ح΋م نیز حالت این در و .A ∈ CGL(n,Zst)\Z
(
GL(n,Zst)

)
بنابراین

داریم: u ∈ Zst هر ازای به که طوری به دارد وجود متمایزی w, v Έی حالت این در سوم: حالت
ماتریس Έی A ،۴ . ٣ . ٢ لم طبق که .A = sX + tI ∈ M(n,Zst) مͳ دهیم قرار .Xv,w ̸= tu

بنابراین v ̸= w چون و Av,w ̸= ٠ بنابراین .Av,w = sXv,w ̸= stu = ٠ ͳطرف از است. وارون پذیر
و نیست اس΋الر ماتریس Έی A

AX = (sX + tI)X = sX٢ + tIX

XA = X(sX + tI) = sX٢ + tXI

.A ∈ CGL(n,Zst)\Z
(
GL(n,Zst)

)
و AX = XA بنابراین و

Γ
(
GL(n,Zst)

)
آنگاه باشند اول هم به نسبت و ١ از بزرگتر صحیح اعداد t, s اگر .٣ . ٢ . ١٠ لم

.diam
(
Γ
(
GL(n,Zst)

))
= diam

(
Γ
(
M(n,Zst)

))
= ٣ و هستند همبند Γ

(
M(n,Zst)

)
و

،٣ . ٢ . ٩ از استفاده با باشند Γ
(
M(n,Zst)

)
در ͳدلخواه رأس های Y,X کنیم فرض برهان.

sA + kI ∈ CM(n,Zst)(X)\Z
(
M(n,Zst)

)
که دارند وجود k, l ∈ Zst و A,B ∈ M(n,Zst)

بنابراین . tB + lI ∈ CM(n,Zst)(Y )\Z
(
M(n,Zst)

)
چنین هم .sA+ kl ∼ X بنابراین

چنین هم .tB + lI ∼ Y

(sA+ kI)(tB + lI) = stAB + slAI + ktIB + klI

= ٠ + lsIA+ tkBI + lkI

= tsBA+ lsIA+ tkBI + lkI

= (tB + lI)(sA+ kI)

Γ
(
M(n,Zst)

)
بنابراین .X ∼ sA+kl ∼ tB+ lI ∼ Y پس ،(sA+kI) ∼ (tB+ lI) بنابراین

X, Y ∈ Γ
(
GL(n,Zst)

)
اگر علاوه به .diamΓ

(
M(n,Zst)

)
= ٣ ،۶ . ٣ . ٢ نتیجه به توجه با و همبند

و sA + kI ∈ GL(n,Zst) که شوند انتخاب طوری مͳ توانند l, k, A,B ،٣ . ٢ . ٩ لم بنابر آنگاه
بالا در شده داده روی مسیرهای متناوب رأس های بنابراین .tB + lI ∈ GL(n,Zst) چنین هم
به توجه با و است همبند Γ

(
GL(n,Zst)

)
بنابراین شوند، جایΎزین معکوس هایشان با مͳ توانند

.diamΓ
(
GL(n,Zst)

)
= ٣ ،۶ . ٣ . ٢ نتیجه

Γ
(
GL(n,Zm)

)
صورت این در باشد مرکب ͳطبیع عدد Έیm و n ≥ ٢ کنیم فرض .٣ . ٢ . ١١ لم

.diamΓ
(
GL(n,Zm)

)
= diamΓ

(
M(n,Zm)

)
= ٣ و هستند همبند Γ

(
M(n,Zm)

)
و



۴٧ ULT (N,P ) گروه جابجایی گراف قطر .٣ . ٣

پس است متباین عدد دو از حاصل ضربی یا اول عدد Έی از ͳتوان مرکب عدد هر چون برهان.
مͳ شود. ثابت ح΋م ،٣ . ٢ . ١٠ و ٣ . ٢ . ٨ قضایای از

ULT (n, p) گروه جابجایی گراف قطر ٣ . ٣

بر n درجه از ͳمثلث پایین ماتریس های گروه n ≥ ٢ صحیح عدد و p اول عدد برای بخش این در
را آن همبندی و مͳ دهیم نشان ULT (n, p) با هستند ١ همه ͳاصل قطر روی درایه های که را Zp

مͳ آوریم. بدست را آن گراف قطر و کرده ثابت

است زیر صورت به ULT (n, p) گروه مرکز .٣ . ٣ . ١ لم

Z
(
ULT (n, p)

)
= {In + aEn,١

∣∣a ∈ Zp}

و .M = {In + aEn,١|a ∈ Zp} کنیم فرض برهان.

X =



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١





۴٨ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

داریم آنگاه

XM =



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١





١ ٠ ٠ · · · ٠

٠ ١ ٠ · · · ٠

٠ ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

a ٠ ٠ · · · ١



=



١ ١ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ + a xn,٢ xn,٣ · · · ١



چنین هم

MX =



١ ٠ ٠ · · · ٠

٠ ١ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...

a ٠ ٠ · · · ١





١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١



=



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

a+ xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١





۴٩ ULT (N,P ) گروه جابجایی گراف قطر .٣ . ٣

کنیم فرض برعکس .{In + aEn,١|a ∈ Zp} ⊆ Z
(
ULT (n, p)

)
پس

A =



١ ٠ · · · ٠

a٢,١ ١ · · · ٠

a٣,١ a٣,٢ · · · ٠
... ... . . . ...

an,١ an,٢ · · · ١


∈ Z

(
ULT (n, p)

)

.i > j و (i, j) ̸= (n,١) که B = In + Ei,j مͳ دهیم قرار .
بنابراین

AB = A(I + Ei,j) = AI + AEi,j

BA = (I + Ei,j)A = IA+ Ei,jA

AB = BA⇒ AEi,j = Ei,jA

مͳ شود. ثابت ح΋م ماتریس دو هر درایه های قراردادن مساوی با

داریم n ≥ ٣ و p اول عدد برای .٣ . ٣ . ٢ لم

|ULT (n, p) : Z
(
ULT (n, p)

)
| = p٢

ͳمثلث پایین ماتریس مͳ آوریم. بدست را
∣∣Z(

ULT (n, p)
)∣∣ و

∣∣ULT (n, p)∣∣ مقدار ابتدا برهان.
مͳ گیریم نظر در را زیر

١ ٠ · · · ٠ ٠

a٢,١ ١ · · · ٠ ٠

a٣,١ a٣,٢ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ...

an,١ an,٢ · · · an,n−١ ١


بنابراین داریم انتخاب p درایه، هر برای چون

pn−١ × pn−٢ × · · · × p١ = p٢+١+···+n−١ = p

(n− ١)(n− ١ + ١)
٢ = p

n(n− ١)
٢

.Z
(
ULT (n, p)

)
= {In + aEn,١|a ∈ Zp} داریم

∣∣Z(
ULT (n, p)

)∣∣ برای ULT∣∣حال (n, p)∣∣ = داریم n = ٣ اگر بنابراین .
∣∣Z(

ULT (n, p)
)∣∣ = p داشت خواهیم پس

.
∣∣ULT (n, p) : Z(

ULT (n, p)
)∣∣ = p٣

p
= p٢ آنگاه p

(٢)٣
٢ = p٣



۵٠ ͳماتریس گروه های از ͳبعض جابجایی گراف قطر .٣

که ͳحال در دارد غیرهمبند جابجایی گراف ULT (٣, p) گروه ،p اول عدد برای .٣ . ٣ . ٣ گزاره
است. ٣ قطر دارای ULT (n, p) ،n ≥ ۴ برای

،۵ . ٢ . ٣ قضیه  بنابر نتیجه در .
∣∣ULT (٣, p) : Z

(
ULT (٣, p)

)∣∣ = p٢ ،٣ . ٣ . ٢ لم بنابر برهان.
کنیم فرض حال است. غیرهمبند Γ

(
ULT (٣, p)

)
χ = {In + xEn−١,١ + yEn,٢|x, y ∈ Zp; x ̸= یا٠ y ̸= ٠}

دلخواه ماتریس مͳ شوند. جابه جا دوبه دو χ عناصر n ≥ ۴ برای و

A =



١ ٠ ٠ · · · ٠

a٢,١ ١ ٠ · · · ٠

a٣,١ a٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

an,١ an,٢ · · · an,n−١ ١


∈ ULT (n, p)\Z

(
ULT (n, p)

)

دلخواه عنصر و
X = In + xEn−١,١ + yEn,١ ∈ χ

داریم n ≥ ۴ که ͳوقت .A ∼ X که مͳ یابیم طوری را y و x مقادیر مͳ گیریم. نظر در را

AX =



١ ٠ · · · ٠ ٠

a٢,١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ...

an−١,١ + x an− ١,٢ · · · ١ ٠

an,١ + xan,n−١ an,٢ + y · · · an,n−١ ١


و

XA =



١ ٠ · · · ٠ ٠

a٢,١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ...

an−١,١ + x an−١,٢ · · · ١ ٠

an,١ + ya٢,١ an,٢ + y · · · an,n−١ ١


آنگاه x := ١ مͳ دهیم قرار ،a٢,١ ̸= ٠ اگر باشد صفر مخالف باید y یا x از ͳ΋ی ،χ تعریف طبق
y := ١ آنگاه x := ٠ مͳ دهیم قرار a٢,n = ٠ اگر و .XA = AX نتیجه در است y :=

an,n−١
a٢,١



۵١ ULT (N,P ) گروه جابجایی گراف قطر .٣ . ٣

X ∈ χ Έی A ∈ ULT (n, p)\Z
(
ULT (n, p)

)
هر برای بنابراین .AX = XA نتیجه در است

.A ∼ X ͳیعن مͳ شود جابه جا X با A که طوری به دارد وجود
که طوری به دارند وجود X, Y ∈ χ پس ،A,B ∈ ULT (n, p)\Z

(
ULT (n, p)

)
کنیم فرض

،A ∼ X ∼ Y ∼ B بنابراین مͳ شوند جابه جا دوبه دو χ عناصر چون ͳطرف از .B ∼ Y و A ∼ X

دارای و همبند Γ
(
ULT (n, p)

)
بنابراین است. Γ

(
ULT (n, p)

)
در B و A بین ٣ طول به مسیری

است. ٣ حداکثر قطر
اشتراک به متعلق ماتریس دو ،diam

(
Γ
(
ULT (n, p)

))
= ٣ دهیم نشان که این برای بعد مرحله در

باشند. ULT (n, p) مرکز روی آن ها درایه های که طوری به مͳ کنیم ایجاد ULT (n, p) مرکزساز های
مͳ دهیم قرار

B =



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١


و A =



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

٠ ١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ١ ١



و

X =



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١


∈ ULT (n, p)
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AX =



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

٠ ١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ١ ١





١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١



=



١ ٠ · · · ٠ ٠

١ + x٢,١ ١ · · · ٠ ٠

x٢,١ + x٣,١ ١ + x٣,٢ · · · ٠ ٠

x٣,١ + x۴,١ x٣,٢ + x۴,٢ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ...

xn−١,١ + xn,١ xn−١,٢ + xn,٢ · · · ١ + xn,n−١ ١



XA =



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١





١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

٠ ١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ١ ١



=



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ + x٢,١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

x٣,٢ + x٣,١ ١ + x٣,٢ ١ · · · ٠ ٠

x۴,١ + x۴,٢ x۴,٢ + x۴,٣ x۴,٣ + ١ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

xn−١,١ + xn−١,٢ xn−١,٢ + xn−١,٣ xn−١,٣ · · · ١ ٠

xn,١ + xn,٢ xn,٢ + xn,٣ xn,٣ + xn,۴ · · · xn,n−١ + ١ ١


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بنابراین باشند ULT (n, p) مرکز روی آن درایه های که کردیم انتخاب طوری را A ماتریس ͳطرف از
چپ از ͳاصل قطر زیر در که درایه هایی همه ی و ͳاصل قطر روی درایه های نتیجه در XA = AX

داریم: اول ستون در بنابراین معادلند باهم شده اند کشیده پایین راست تا بالا

x٣,١ + x٣,٢ = x٢,١ + x٣,١ ⇒ x٣,٢ = x٢,١

x٣,١ + x۴,١ = x۴,١ + x۴,٢ ⇒ x۴,٢ = x٣,١

...

xn,١ + xn,٢ = xn−١ + xn−١,١ ⇒ xn,٢ = xn−١,١

داریم دوم ستون در چنین هم

x٣,٢ + x۴,٢ = x۴,٢ + x۴,٣ ⇒ x٣,٢ = x۴,٣

...

xn,٢ + xn,٣ = xn−١,٢ + xn,٢ ⇒ xn−١,٢ = xn,٣

هم و xk+i,١+i = xk,١ داریم i ∈ {١, · · · , n − ٢} هر و k ∈ {١, · · · , n} هر ازای به بنابراین
ی΋دیΎر با B و X کنیم فرض حال هستند، صفر xn,١ و ͳاصل قطر از غیر درایه ها، همه ی چنین

داشت خواهیم ،T := XB = BX = (tij) مͳ دهیم قرار شوند. جابه جا

XB =



١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١





١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١



=



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

x٢,١ + ١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

x٣,١ + x٣,٢ x٣,٢ ١ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

xn−١,١ + xn−١,٢ xn−١,٢ xn−١,٣ · · · ١ ٠

xn,١ + xn,٢ xn,٢ xn,٣ · · · xn,n−١ ١


=



١ ٠ · · · ٠ ٠

t٢,١ ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... ...

tn,١ tn,٢ · · · tn,n−١ ١


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چنین هم

BX =



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ ١ ٠ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

٠ ٠ ٠ · · · ٠ ١





١ ٠ ٠ · · · ٠

x٢,١ ١ ٠ · · · ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · ١



=



١ ٠ ٠ · · · ٠ ٠

١ + x٢,١ ١ ٠ · · · ٠ ٠

x٣,١ x٣,٢ ١ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ...

xn−١,١ xn−١,٢ xn−١,٣ · · · ١ ٠

xn,١ xn,٢ xn,٣ · · · xn,n−١ ١


=



١ ٠ · · · ٠

t٢,١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

tn,١ tn,٢ · · · ١



و tn,١ = xn,١ داریم n ≥ ٣ هر برای BX محاسبه ی از پس مͳ گیریم نظر در را T از اول ستون
n ≥ ٣ هر برای رابطه ها این دادن قرار معادل با و tn,١ = xn,١+xn,٢ مͳ دهد نتیجه XB محاسبه ی
معادل با و مͳ باشد صفر برابر xn,٢ روی درایه های n ≥ ٣ هر ازای به بنابراین .xn,٢ = ٠ داریم
صفر برابر xn,١ و ͳاصل قطر روی درایه های از غیر درایه ها تمام BX و XB درایه های دادن قرار

داشت خواهیم بنابراین است.

CULT (n,p)(A) ∩ CULT (n,p)(B) = Z
(
ULT (n, p)

)
.d(A,B) ≥ ٣ داریم Γ

(
ULT (n, p)

)
در بنابراین
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ͳانگلیس به ͳفارس واژه نامه

Intersect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتراک
Evidently . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳبدیه
Involutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت
Nilpotency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان پوچ
Contradiction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناقض
Central product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی حاصل ضرب
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس.
Conjugacy Class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تزویج رده ی
Subgragh Induced . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی. گراف زیر
Cyclice Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری. گروه زیر
Critbrion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضابطه
Wearth product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقوی ضرب
Clique Number. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه عدد
Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عنصر
Non-tririal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ͳبدیه غیر
Diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران
Commuting Gragh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی گراف
Symetric Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن گروه
Loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طوقه
Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور
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Disjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا
Centraliser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزساز
Orbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدار
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند



ͳفارس به ͳانگلیس واژه نامه

Adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور
Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران
Centraliser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزساز
Central product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی. حاصل ضرب

Clique Number. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه عدد
Conjugacy Class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تزویج رده ی
Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند

Contradiction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناقض
Commuting Gragh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی گراف
Critbrion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضابطه
Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
Cyclice Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوری. گروه زیر
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Aabstract

Let G be a group, we denote the center of G, by Z(G) . The commuting graph
of a non-abelian group G, denoted by Γ(G), is the simple undirected graph whose
vertices are the non-central elements of G and two distinct vertices x and y are
adjacent if and only if xy = yx.
Now this question consider that whether may finding diametrical for commuting
graph of finite groups that is more than diameter of Sn which is 5. This question
is our primary motivation for this dissertation.
In this dissertation will see the group of all invertible matrices with rank at least 3
over a field of order at least 3 has commuting graph with diameter between 4 and
6 when connected. The group of all invertible matrices with rank at least 2 on Z
has commuting graph with diameter exactly 3. If G is a non-trivial finite solvable
group with trivial centre, Γ(G) is connected with diameter at most 7.

keywords: commuting graph, diameter graph,connected, clique number.
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